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Introducción

Los antecedentes de la Geometría de Contacto se remontan a un tercio
antes del siglo XX, cuando el matemático Sophus Lie introdujo la notación
de transformación de contacto (Berührungstransformation) como una herra-
mienta geométrica para el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Sophus Lie define a un elemento de contacto de R2 o elemento de línea
(Linienelement) como un punto (x, z) ∈ R2 y una recta que pasa por ese
punto.

Siempre que la pendiente p de esta línea sea finita, la ecuación de esta
línea se puede escribir de la forma

dz − pdx = 0 (1)

y el espacio de elementos de contacto se puede identificar con R3 con coor-
denadas (x, z, p) [1].

El trabajo de esta tesis consiste en interpretar estos conceptos introduci-
dos por Lie empleando la matemática actual.

Podemos tener una noción intuitiva sobre esta geometría (la geometría
de contacto en R2) que surge de la definición de Lie, para ello tomemos una
ecuación diferencial de la forma

dz
dx

= p,

si pensamos esta ecuación como si se tratara de una fracción y pudiéramos
“despejar”, entonces podríamos llegar a la misma forma que tiene la ecuación
(1), pero el lado izquierdo de la ecuación diferencial es un símbolo para expre-
sar la derivada de la variable z con respecto a la variable x. Entonces surge
la pregunta ¿existirá un camino para poder tratar a la operación derivada
como una “fracción” en el sentido de poder “despejar”, o de qué otra manera
podemos llegar a la forma dz − pdx?, tendremos que esperar hasta el final

IX
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del capítulo 1 para poder contestar a esta pregunta y ver qué tipo de objeto
matemático es dz − pdx. Por ahora lo que ganaríamos hasta aquí, con este
tratamiento intuitivo, es que p es la derivada de la variable z respecto a x.

Supongamos por el momento que podemos hacer esta clase de “despejes”
y apliquemos esta idea en un ejemplo.

Dada la ecuación diferencial z′ + z = 0, es decir, dz
dx

+ z = 0, entonces
dz
dx

= −z, por lo que p = −z. Si tomamos un punto en el plano xz, digamos
el punto A = (2, 3), entonces, de acuerdo con Lie, la pendiente p de la línea
que pasa por el punto A toma el valor de p = −3.

Por otro lado, si tomamos el punto A = (2, 3), entonces z = −3x + 9 es
la ecuación de la línea recta que pasa por el punto (2, 3) con pendiente igual
a −3, que es el mismo valor obtenido con el desarrollo anterior. Luego de
esta recta tomemos un segmento finito que pase por el punto A. Tomando
distintos puntos con sus respectivos valores para p (las pendientes), construi-
mos el campo direccional asociado a la ecuación diferencial dada. Además
al resolver la ecuación diferencial obtenemos la función ϕ(x) = e−xC, con C
una constante, por lo que, al hacer C = 1 obtenemos la ecuación z1 = e−x,
entonces la solución particular de una ecuación diferencial tiene un signifi-
cado geométrico, más aún, la solución de una ecuación diferencial se puede
formar a partir de su campo direccional puesto que los “elementos de línea”
(tener un punto y una pendiente) son tangentes a las curvas solución en cada
punto (Figura 1).

Figura 1: Pendiente correspondiente a un punto fijo, y campo direccional de
dz
dx

= −z.
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Figura 2: Superficie correspondiente a la ecuación diferencial dz
dx

= −z.

Si con la pareja de puntos (x, z) junto con la pendiente p obtenemos
la solución de una ecuación diferencial, ahora con la terna de puntos de
la forma (x, z, p), donde p es igual a la magnitud de la pendiente en cada
punto del plano, entonces obtenemos la representación geométrica de una
ecuación diferencial, es decir, la superficie p(x, z) = −z representa justamente
la ecuación diferencial. Notemos entonces la relación geométrica que hay entre
la curva de una solución particular de la ecuación diferencial dz

dx
, que vive en

R2, y la curva que está contenida en la superficie correspondiente a la ecuación
diferencial en el espacio de dimensión 3 (Figura 2) .

Como podemos pensar en que la superficie es consecuencia de subir o
bajar los puntos del plano xz de acuerdo a la altura determinada por la
pendiente de las semirectas en esos puntos, entonces, en particular, pode-
mos darle altura a todos los puntos que forman la solución de la ecuación
diferencial hasta hacer “contacto” con la superficie en R3.

De la definición dada por Sophus Lie, el espacio de elementos de con-
tacto lo identifica con R3, con el trabajo de esta tesis se verá el por qué.
Para ello necesitamos trabajar con algún conjunto que se parece mucho de
manera local a R3. En el capítulo 2 se presenta una definición de variedad,
esto con el objetivo de identificar las similitudes con algún espacio euclidiano
Rn. Como cada elemento de contacto queda determinado por cada uno de
los puntos del plano cartesiano, revisaremos el concepto de campo vectorial,
y posteriormente conocer otro tipo de campos (campos escalares, distribu-
ciones, campos de funcionales), que nos permitirá construir el espacio de
elementos de contacto.

Se identificará al espacio de elementos de contacto con el espacio de todas
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las líneas “pequeñas” de pendiente p en cada punto de R2. Además permi-
tiremos pendientes infinitas, por lo que p puede tomar valores en los reales
extendidos. Ya sea que p tome valores en la recta o en los reales extendidos,
los elementos del espacio de elementos de contacto quedan determinados por
ternas cuyas primeras dos entradas son las del punto y la última es corres-
pondiente a p, por ello que se considere a R3 si la pendiente es finita, o bien
que se considere a R2 × (R×{∞}) si la pendiente es infinita. Además, como
el capítulo 2 nos permite identificar a los reales extendidos con la circunferen-
cia, entonces, tomar un punto y una pendiente es equivalente a dar un punto
en el plano R2 y otro en el círculo. Ahí mismo probamos que R2 × S1 es una
variedad suave. Entonces, la identificación de este conjunto con el espacio
de elementos de contacto permite concluir que este último es una variedad
suave de dimensión 3, como probamos en el Capítulo 3.



Capítulo 1

Preliminares

La finalidad de este capítulo es presentar los conceptos que servirán para
la construcción del espacio de elementos de contacto.

Aprovecharemos la estructura algebraica de los espacios euclidianos para
reinterpretar la idea de tomar un punto y una pendiente [1]. Por ello, nos
motivaremos en el concepto de campo vectorial, el cual toma un punto y lo
transforma en un vector. Así, el concepto de campo vectorial nos dará una
noción para el estudio de otro tipo de campos que aparecen en este mismo
capítulo y que nos ayudarán a la interpretación geométrica de los elementos
del espacio de elementos de contacto.

Veremos cómo construir en cada punto un espacio vectorial llamado es-
pacio cotangente a R2 en un punto, para posteriormente reunir a todos los
espacios cotangentes en lo que se le conoce como haz cotangente. La impor-
tancia de la construcción del haz cotangente radica en que la construcción
del espacio de elementos de contacto será análoga [2].

1.1. Vectores tangentes y campos

Cuando se trabaja en la rama del análisis matemático, los elementos en
el espacio euclidiano R2 son puntos de la forma P = (x1, x2) donde x1 ∈ R, y
x2 ∈ R son las coordenadas del punto, que usualmente escribimos x1 = x, y
x2 = y. Si dejamos a un lado al análisis, R2 tiene además estructura de
un espacio vectorial sobre el cuerpo de los números reales R. En lo que
sigue, para distinguir entre puntos y vectores, continuaremos identificando
a los puntos por sus coordenadas P = (x, y), mientras que a los vectores los

1
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identificaremos con matrices columna, es decir, con la notación v =

[
x
y

]
.

Intuitivamente, un vector en R2 puede ser representado geométricamente
como un segmento de línea orientado, o “flecha”, que parte del origen del
sistema de coordenadas hasta el punto cuyos valores en las coordenadas son
los mismos valores que el de las componentes del vector en cuestión. Para
obtener una definición que sea tanto práctica como precisa, describiremos a
una “flecha” en R2 dando su punto inicial p y el cambio, o vector v, necesario
para alcanzar su punto final p+ v.

Definición 1.1.1.

Un vector tangente vp a R2 en el punto p consta de dos puntos de
R2: su parte vectorial v y su punto de aplicación p .

Geométricamente representaremos vp como la flecha que va del punto p
al punto p+ v (Figura 1.1).

Figura 1.1: Construcción de un vector tangente.

Recordemos que para que un elemento sea reconocido como un vector,
de manera geométrica éste tiene que pasar por el origen, entonces para que
nuestros vectores tangentes efectivamente sean objetos de un espacio vectorial
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veamos la siguiente definición.

Definición 1.1.2.

Sea un punto p ∈ R2, definimos el espacio tangente de R2 en p,
denotado por Tp(R2), al conjunto de todos los vectores tangentes que
tienen a p como punto de aplicación.

Así, tener un espacio tangente de R2 en un punto p, es hacer una “copia”
de R2 tomando al punto p como su origen de coordenadas (Figura 1.2).

Figura 1.2: Espacio Tangente a R2 en el punto p.

Definimos una suma en Tp(R2) como

vp + wp = (v + w)p

y para a ∈ R y vp ∈ R2 definimos un producto de un vector tangente por un
escalar como:

a(vp) = (av)p.

Estas operaciones en cada espacio tangente Tp(R2) lo convierten en un espacio
vectorial isomorfo a R2 mismo. De hecho se sigue inmediatamente de las
definiciones anteriores que para un punto fijo p, la función
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T : R2 −→ Tp(R2)

v 7−→ T (v) = vp

es un isomorfismo lineal, es decir, es una transformación lineal de R2 a Tp(R2)
que es uno-a-uno y sobre. En consecuencia R2 tiene diferentes espacios vec-
toriales tangentes en todos y cada uno de sus puntos cuyos orígenes son
esos puntos, es decir, en cada punto tenemos una copia de R2 como espacio
vectorial.

Estos conceptos pueden extenderse de manera natural a los espacios Rn.
Así pues, los espacios tangentes a algún Rn en algún punto p son la copia de
ese Rn con origen en el punto p.

Como el espacio tangente a Rn en el punto p es un espacio vectorial
entonces la suma de sus objetos es cerrada, es decir, la suma de puntos en
este espacio tangente da otro punto que sigue estando en este mismo espacio.

La cerradura es una propiedad que no ocurre si, en lugar de trabajar con
los Rn, trabajamos con S2, la esfera unitaria, esto es, no podemos sumar
puntos en la esfera y obtener puntos en la esfera. Lo que sí puede ocurrir es
que, dado un punto sobre la esfera, podemos obtener el espacio tangente a
la esfera en dicho punto. En términos geométricos, en un punto de la esfera
podemos construir el plano tangente a la esfera en ese punto, el cual es un
espacio vectorial y por tanto obtener nuevos objetos en ese plano (Figura
1.3).

Figura 1.3: Espacio tangente a S2 en el punto p.

Ya que podemos construir un espacio tangente para cada punto en R2,
ahora nos interesará reunir a estos espacios asociados a cada punto del plano,
lo cual nos permite dar la siguiente definición.
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Definición 1.1.3.

Llamaremos haz tangente a R2, denotado por TR2, a la unión de
todos los espacios tangentes en R2, esto es:

TR2 =
⋃
p∈R2

TpR2

Ahora continuaremos con un concepto que nos permita tomar puntos y
que los convierta en vectores tangentes.

Definición 1.1.4.

Un campo vectorial es una función V : R2 −→ TR2 tal que

∀ p ∈ R2 : V (p) = vp

Entonces, un campo vectorial es un objeto que toma puntos y que de-
vuelve vectores tangentes.

Por ejemplo, intuitivamente, cerca de la superficie terrestre, el campo
gravitacional puede ser modelado a través de vectores que apuntan en la
dirección negativa del eje y de un plano cartesiano, como si fueran dirigidas
al centro de la Tierra (Figura 1.4).

Para formar el campo vectorial correspondiente al campo gravitacional
terrestre, tomamos puntos p = (x, y) ∈ R2. El valor medible cerca de la
superficie terrestre de la aceleración debida a la gravedad es g = 9.8 m

s2
. Si

tomamos un punto ¿Cuál es el vector que nos indica que apunta hacia abajo
y de magnitud 9.8?

V : R2 −→
⋃

p∈R2 TpR2

p 7−→ V (p) =

[
0

−9.8

]
p

Así como existe un objeto que toma puntos y nos devuelve vectores tan-
gentes, al cual hemos llamado campo vectorial, también podemos considerar
al objeto matemático que toma puntos y nos devuelve un valor escalar. A tal
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Figura 1.4: Campo vectorial correspondiente al campo gravitacional cerca de
la superficie terrestre.

objeto lo llamaremos campo escalar, en otras palabras, un campo escalar es
una función que toma puntos en su dominio y los mapea en escalares.

Y no sólo existen campos que toman puntos para luego transformarlos en
vectores tangentes o escalares. También podemos tomar puntos y asignarles
algún subespacio vectorial. Esto nos permite dar la siguiente definición.

Definición 1.1.5.

Llamaremos distribución a la función que a cada punto le asigna un
subespacio del espacio tangente a su correspondiente punto.

Hasta este punto hemos visto que aunque existen diversos tipos de cam-
pos, además del campo vectorial, el concepto de campo nos permite tomar
un punto y asignarle algún otro objeto matemático (vector tangente, escalar,
subespacio, etc).

Continuando con los campos vectoriales, afirmamos que existe un álgebra
natural de campos vectoriales.

Para describir tal álgebra, tomemos como heurística la noción de adición
de funciones de valores reales f y g. Es posible realizar la suma de f y g
puesto que es posible sumar sus valores en cada punto. Lo mismo es verda-
dero para campos vectoriales V y W . En cada punto p, sus valores V (p) y
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W (p) están sobre el mismo espacio vectorial (el espacio tangente Tp(R2)),
por tanto podemos sumar V (p) y W (p). Por consiguiente podemos conside-
rar una operación de adición entre V y W , campos vectoriales, si sumamos
sus valores en cada punto, esto es

∀ p ∈ R2 : (V +W )(p) = V (p) +W (p).
Dado que este esquema ocurre una y otra vez vale la pena enunciarlo

como el siguiente:

Principio puntual

Si se puede realizar una determinada operación sobre los valores de
dos funciones en cada punto, entonces esa operación puede extenderse
a las funciones mismas; simplemente aplíquelo a sus valores en cada
punto.

Por ejemplo, si enunciamos el principio puntual para extender la operación
de multiplicación por escalar (en los espacios tangentes de R2). Si f es una
función de valor real en R2 y V es un campo vectorial en R2, entonces fV es
definida como el campo vectorial en R2 tal que

∀ p ∈ R2 : (fV )(p) = f(p)V (p).
Al introducir al espacio tangente en un punto fijo en R2, junto con es-

te aparece de manera canónica otro espacio, del cual daremos la siguiente
definición.

Definición 1.1.6.

Sea un punto p ∈ R2, definimos el espacio cotangente de R2 en
p, denotado por T ∗

p (R2), como el espacio dual del espacio tangente
en p, Tp(R2). A los elementos del espacio cotangente los llamaremos
covectores tangentes en p o simplemente covectores.

Los elementos del espacio cotangente 1 son funciones lineales en T ∗
p (R2),

es decir, cada elemento, digamos α ∈ T ∗
p (R2), es una transformación lineal

α : Tp(R2) −→ R
1Cabe aclarar que la representación visual del espacio cotangente (Figura 1.5) es só-
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Figura 1.5: Espacios tangente y cotangente a un punto p.

Definición 1.1.7.

Llamaremos haz cotangente a R2, denotado por T ∗R2, a la unión de
todos los espacios cotangentes en R2, esto es:

T ∗R2 =
⋃
p∈R2

T ∗
pR2

Nos apoyaremos en la definición del haz cotangente para construir un
nuevo tipo de campo, es decir, un objeto que a cada punto le asigne un
funcional lineal.

lo una interpretación geométrica que, aunque limitada, nos ayuda para visualizar a sus
elementos por sus coordenadas. No es que el espacio tangente y cotangente sean perpen-
diculares entre sí.
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Definición 1.1.8.

Una 1-forma φ en un conjunto abierto U ⊂ R2 es una función que
asigna a cada punto p ∈ U un funcional lineal φp ∈ T ∗

p (R2), esto es

φ : U −→ T ∗R2

Así pues con las 1-formas obtenemos un campo de funcionales.

¿Cómo se pueden ver a las 1-formas? en otras palabras ¿qué información
geométrica nos pueden dar las 1-formas? Como las 1-formas involucran fun-
cionales, y estas viven en algún espacio cotangente, mismo que está anclado
a un punto fijo, entonces las funcionales serán covectores (matrices fila) de
algún espacio cotangente. En consecuencia, algebraicamente, estaríamos ha-
blando de que una representación para los covectores son el de una matriz
fila que dependerá de algún punto de R2.

Por ejemplo, sea

φ :U ⊂ R2 −→ T ∗R2

(x, y) 7−→
[
2x y

]
(x,y)

entonces, evaluando en el punto (1, 1) se tiene que

φ(1,1) =
[
2(1) (1)

]
(1,1)

=
[
2 1

]
(1,1)

es decir, obtenemos el funcional φ(1,1) =
[
2 1

]
(1,1)

.

Sea vp =

[
x
y

]
p

∈ TpR2, con p = (1, 1) , entonces

v(1,1) =

[
1
1

]
(1,1)

Por lo que el funcional que actúa sobre el vector tangente resulta en
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φ(1,1)v(1,1) =
[
2 1

]
(1,1)

[
1
1

]
(1,1)

= 3

es decir, φ(1,1)v(1,1) = 3, por lo que en efecto, el funcional que actúa sobre el
vector tangente da como resultado un escalar.

Aunque conocemos cómo actúan estos objetos de manera algebraica, aún
no hemos obtenido información geométrica. Aprovechando que tenemos las
matrices renglón correspondientes a los funcionales, en este caso

φ(1,1) : T(1,1)R2 −→ R,

por el teorema de la dimensión tenemos que

dim(T(1,1)R2) = dim(Ker(φ(1,1))) + dim(Rang(φ(1,1))),

de donde

dim(Ker(φ(1,1))) = 1.

Más aún

Ker(φ(1,1)) =

{[
u
v

]
(1,1)

∈ T(1,1)R2 :
[
2 1

]
(1,1)

[
u
v

]
(1,1)

= 0

}
=

{[
u
v

]
(1,1)

∈ T(1,1)R2 : v = −2u

}
Notemos que esto nos dice geométricamente que el núcleo de la 1-forma

ϕ =
[
2x y

]
en el punto p = (1, 1) tiene la “forma” de una línea recta de

pendiente −2, y cuyo origen es el punto p (Figura 1.6). Además Ker(φ(1,1))
es subespacio de T(1,1)R2.

Si este proceso se hace para cada punto, lo que se gana es una imagen de
la distribución de estos núcleos, uno para cada punto, es decir obtenemos la
representación gráfica del campo de funcionales (Figura 1.7).
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Figura 1.6: Representación geométrica de la 1-forma φ =
[
2x y

]
en el punto

p = (1, 1).

Figura 1.7: Distribución en el primer cuadrante de R2 debido a la 1-forma
φ =

[
2x y

]
.

Ahora que hemos identificado la información geométrica que nos propor-
cionan estas 1-formas, continuaremos el estudio de como se relacionan entre
éstos y otros objetos como funciones y campos vectoriales. Si φ y ψ son for-
mas lineales, entonces para cada vector tangente vp definimos la suma de
1-formas como

(φ+ ψ)(vp) = φ(vp) + ψ(vp).
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Si f es una función de valores reales y φ es una 1-forma, entonces fφ es la
1-forma tal que, por el principio puntual, resulta en

(fφ)(vp) = f(p)φ(vp), para cada vector tangente vp.

Si V es un campo vectorial, y φ es una 1-forma, entonces la acción de la
1-forma sobre el campo vectorial resulta en un campo escalar, es decir, para
cada punto p el resultado de φ(V ) es el número φp(V (p)).

Por ejemplo, sea el campo vectorial

V :U ⊂ R2 −→ TR2

(x, y) 7−→
[
x2

x− y

]
(x,y)

y sea la forma lineal φ como en el ejemplo anterior. Entonces

φ(V ) =
[
2x y

] [ x2

x− y

]
= 2x3 + xy − y2

es decir, φ(V ) = 2x3 + xy− y2, la cual es una función de valor real, es decir,
un campo escalar.

Al combinar los conceptos que involucran a estos campos vemos que φ(V )
es lineal tanto para φ como para V . Esto es, si f y g son funciones de valores
reales entonces

(fφ+ gψ)(V ) = fφ(V ) + gψ(V )

y
φ(fV + gV ) = fφ(V ) + gφ(V ).
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1.2. Formas diferenciales

Hemos visto propiedades algebraicas y geométricas de las 1-formas, ahora
quisiéramos relacionar los conceptos del cálculo con estos objetos. Lo primero
que podemos observar es que si φ es una 1-forma y V es un campo vectorial,
entonces φ(V ) es diferenciable siempre que V lo sea. Como en la sección
anterior vimos que a través del principio puntual podemos relacionar una
función de valores reales con las 1-formas, ahora veremos cómo obtener un
nuevo campo de funcionales que además sean diferenciables. Consideremos
al conjunto R3. En los cursos de cálculo multivariable se nos menciona que si
f es una función diferenciable en las variables x, y, z, entonces la diferencial
total de f tiene la expresión

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz,

sin embargo, no se nos define claramente su significado. Por ello veremos como
con las formas diferenciales podemos dar una definición de lo que significa
esta expresión.

Definición 1.2.1.

Si f es una función diferenciable de valores reales en R3, entonces la
diferencial de f , denotada por df , es la 1-forma

df =

[
∂f

∂x

∂f

∂y

∂f

∂z

]

De la definición podemos observar que si tenemos un punto p ∈ R3, y si
x : R3 −→ R es la función proyección que asigna a cada punto su primer
coordenada, entonces

dx =

[
∂x

∂x

∂x

∂y

∂x

∂z

]
=
[
1 0 0

]
.

Análogamente
dy =

[
0 1 0

]
,

y
dz =

[
0 0 1

]
.
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Por otra parte, si φ es una 1-forma arbitraria

φ : U ⊂ R3 −→ T ∗R3

p 7−→
[
f g h

]
p

donde f, g, y h son funciones de valor real entonces

[
f g h

]
=
[
f 0 0

]
+
[
0 g 0

]
+
[
0 0 h

]
= f

[
1 0 0

]
+ g

[
0 1 0

]
+ h

[
0 0 1

]
es decir, cualquier 1-forma puede expresarse como

φ = fdx+ gdy + hdz.

En consecuencia, la 1-forma df se puede expresar como al inicio de esta
sección.

Ahora vamos a definir un producto entre 1-formas para ello consideremos
el siguiente conjunto

Λ2(T ∗
p (R3)) = {ϕ : Tp(R3)× Tp(R3) −→ R : ϕ es bilineal y alternante}

es decir, el conjunto de todas las funciones que van del producto cartesiano
entre espacios tangentes a R3 en el punto p a los reales, que son lineales en
cada variable y que cumplen ϕ(vp,up) = −ϕ(up,vp).

Cuando φ1p , φ2p ∈ T ∗
p (R3), se puede obtener un elemento φ1p ∧ φ2p ∈

Λ2(T ∗
p (R3)) si definimos la función ∧, llamada producto exterior, de manera

que

(φ1p ∧ φ2p)(vp1 ,vp2) = det(φip(vpj)), i, j ∈ {1, 2}
En particular, si φ1p = dxp, φ2p = dyp, φ3p = dzp, al tomar los vectores
tangentes unitarios ep1 , ep2 , ep3 en Tp(R3), entonces det(φip(epj)) es igual a 1
si i = j o 0 si i ̸= j. Por lo que podemos encontrar la matriz asociada a las
formas bilineales dxp ∧ dyp, dzp ∧ dxp, dyp ∧ dzp, esto es

(dxp ∧ dyp) tiene asociada la matriz

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0


p

,
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(dzp ∧ dxp) tiene asociada la matriz

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0


p

,

(dyp ∧ dzp) tiene asociada la matriz

0 0 0
0 0 1
0 −1 0


p

.

Notemos que el conjunto de estas matrices es linealmente independiente.
En seguida presentamos una definición que nos permite identificar campos

de formas bilineales alternantes.

Definición 1.2.2.

Una 2-forma ω, o forma diferencial de grado 2, en un conjunto abierto
U ⊂ R3 es una función que asigna a cada punto p ∈ U un elemento
ωp ∈ Λ2(T ∗

p (R3)).

Ahora, si φ1, φ2 son 1-formas, entonces φ1 ∧ φ2 es una 2-forma pues-
to que, por el principio puntual, podemos extender el producto exterior de
funcionales lineales, esto es

(φ1 ∧ φ2)p = φ1p ∧ φ2p .

Sean p ∈ R3, up y vp vectores en T ∗
p (R3), y sea ω una 2-forma tal que

al punto p le asigna el funcional bilineal alternante ωp cuya representación
matricial está dada por

ωp =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


p

,

donde las aij, i, j ∈ {1, 2, 3} son funciones de valores reales, entonces

ωp(up,vp) = ut
pωpvp

=
[
u1 u2 u3

]
p

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


p

v1v2
v3


p

.
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Por otro lado, ωp debe cumplir ωp(up,vp) = −ωp(vp,up), entonces

−ωp(vp,up) = −vt
pωpup

= −
[
v1 v2 v3

]
p

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


p

u1u2
u3


p

.

Como consecuencia de estas relaciones podemos expresar a ωp como

ωp =

 0 a12 a13
−a12 0 a23
−a13 −a23 0


p

es decir

ωp = a12(p)

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0


p

+ a13(p)

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0


p

+ a23(p)

0 0 0
0 0 1
0 −1 0


p

,

por lo que el conjunto de formas bilineales alternantes tiene dimensión 3, y
que además podemos expresarlo como combinación una lineal, a saber

ωp = a12(p)(dx ∧ dy)p + a13(p)(dz ∧ dx)p + a23(p)(dy ∧ dz)p.

Además, por el principio puntual, como ω es arbitraria, se tiene que toda
2-forma se puede expresar de la manera

ω = a12(dx ∧ dy) + a13(dx ∧ dz) + a23(dy ∧ dz),

donde aij son funciones reales diferenciables en R3, con i, j ∈ {1, 2, 3}.
Este resultado nos indica que un marco 2 para las 2-formas está conforma-

do por dx∧dy, dz∧dx, dy∧dz. Por lo que, así como ocurrió con las 1-formas,
si ω es una 2-forma en R3, entonces ésta se puede expresar en términos de
las diferenciales dx, dy, dz y funciones de valores reales.

En el lenguaje de las formas diferenciales, convendremos en llamar 0-
forma a las funciones de valor real. Ya hemos visto que al operar d sobre una
0-forma nos da como resultado una 1-forma, misma que puede ser expresada

2En cada punto p ∈ R3 se le puede asignar una base para las 2-formas.
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como combinación lineal de dx, dy, dz. A continuación daremos una definición
con la cual operar d con una 1-forma y que nos de como resultado una 2-
forma.

Definición 1.2.3.

Si ω = a1dx+ a2dy + a3dz es una 1-forma en R3, entonces la derivada
exterior de ω, denotada por dω, tiene por expresión

dω = da1 ∧ dx+ da2 ∧ dy + da3 ∧ dz.

Además, para la 1-forma dx, en R3, se tiene que

d(dx) =

(
∂(1)

∂x
dx+

∂(1)

∂y
dy +

∂(1)

∂z
dx

)
∧ dx

= 0 ∧ dx
= 0.

Análogamente d(dy) = 0 = d(dz).
Hasta aquí, al considerar R3, y al tomando a1, a2, a3, a12, a13, a23 funciones

de variable real en R3, hemos obtenido las formas diferenciales:

0-forma, funciones de valor real en R3.

1-forma, objetos que se pueden expresar como a1dx+ a2dy + a3dz.

2-forma, objetos que se pueden expresar como a12dx∧dy+a13dz∧dx+
a23dx ∧ dy.

Si ahora consideramos a R2, de manera análoga se puede definir la deri-
vada exterior de una 1-forma φ = a1dx1 + a2dx2 como

dφ = da1 ∧ dx1 + da2 ∧ dx2 =
(
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)
(dx1 ∧ dx2).

A su vez, se tienen los siguientes tipos de formas diferenciales (donde
ai, aij, con i, j ∈ {1, 2}, i < j, son funciones reales en R2):

0-forma, funciones de valor real en R2.
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1-forma, objetos que se pueden expresar como a1dx1 + a2dx2.

2-forma, objetos que se pueden expresar como a12dx1 ∧ dx2

Si regresamos a la ecuación de Sophus Lie, ahora podemos identificar que
lo que aparece del lado izquierdo en la ecuación de la definición dada por Lie
(1), es decir dz − pdx, es un objeto bien definido llamado 1-forma en R2.

En este capítulo hemos visto distintas formas diferenciales definidas en
espacios vectoriales como R2 o R3. Sin embargo, estos objetos también se
pueden encontrar en espacios vectoriales tangentes a otro tipo de conjuntos,
los cuales abordaremos en el siguiente capítulo, en los que se pueden emplear
los conceptos del cálculo.



Capítulo 2

Resultados preliminares

El capítulo anterior reúne los conceptos que permiten la construcción
(puntual) de espacios vectoriales sobre espacios euclidianos como R2. La ana-
logía en la construcción del espacio de elementos de contacto respecto a lo
abordado sobre el espacio cotangente, recae en el hecho de tomar un pun-
to en R2, y sobre éste anclar un conjunto. Este conjunto en esencia es S1,
pero para llegar a este resultado necesitamos de un “puente” que relacione
las propiedades del conjunto que construiremos y la esfera de dimensión 1.
Tal puente es una función biyectiva. Por ello abordaremos la construcción de
una función, llamada proyección estereográfica, misma que nos ayudará en
la obtención de una función, para la cual sólo nos interesará probar que es
biyectiva.

Por otro lado, nos encargaremos de ver lo que es una variedad suave,
pues quisiéramos garantizar la existencia de una estructura que nos permita
usar los conceptos del cálculo en ciertos conjuntos. Justamente S1 es uno de
estos conjuntos, por lo que probaremos que la esfera unitaria de dimensión
uno es una variedad suave. El capítulo concluye con un teorema que tiene
como hipótesis los resultados previos a éste, y al relacionarlos entre sí, nos
proporciona una herramienta matemática con la cual, teniendo una función
biyectiva cuyo dominio sea una variedad suave, y contradominio un conjunto
arbitrario, entonces podemos inducir una estructura suave al contradominio.

19
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2.1. Los reales extendidos y la circunferencia
Una interpretación geométrica para el espacio de elementos de contacto

requerirá de ver qué tanto se parece localmente una circunferencia (la 1-esfera
unitaria) a la recta real. Una manera de realizar esto matemáticamente es por
medio de una función llamada proyección estereográfica, y si bien se puede
probar que la 1-esfera unitaria es homeomorfa a los reales extendidos, solo
necesitaremos probar que la función proyección sea biyectiva.

Supongamos que tenemos una 1-esfera centrada en el origen de radio
unitario, denotada por S1, una recta horizontal ubicada a una altura y = −1,
(p1, p2) ∈ S1, (q,−1) ∈ R2, N = (0, 1), donde N es llamado el polo norte de
la 1-esfera (Figura 2.1). Una función proyección estereográfica f que envía la
circunferencia con el polo norte eliminado hacia la recta y = −1, de acuerdo
con esta configuración se define de la siguiente manera:

f(p1, p2) =

(
2p1

1− p2
,−1

)
.

Figura 2.1: Configuración para la construcción de la proyección estereográ-
fica.

Si reemplazamos a todos los puntos de S1 en f , vemos que la función
define naturalmente el siguiente mapeo:

f : (S1 \ {N}) −→ R× {−1}.
Omitimos el polo norte del dominio de f puesto que f(0, 1) = (0

0
,−1). Asimis-

mo, una función g que envía la recta de regreso a la circunferencia agujerada,
de acuerdo con nuestra configuración, se define de la siguiente manera:

g(q1,−1) =

(
4q1
q21 + 4

,
q21 − 4

q21 + 4

)
.
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Si reemplazamos todos los puntos de R2 en g vemos que la función define
naturalmente el siguiente mapeo:

g : R× {−1} −→ (S1 \ {N})

Los denominadores de g siempre serán mayores que cero porque todos
son iguales a la suma de términos positivos, por lo que g está bien definida
para todos los puntos de su dominio.

Ahora, queremos probar que f y g son funciones biyectivas. Resulta que no
hay necesidad de probar individualmente la inyectividad y la sobreyectividad
porque una función es biyectiva si y sólo si es invertible.

Por lo tanto, para demostrar que f es invertible y, en última instancia, que
f es biyectiva, necesitamos demostrar que g = f−1. Esto se hace mostrando
que g(f((p1, p2)) = (p1, p2) y f(g(q1,−1)) = (q1,−1)

g(f((p1, p2))) =

(
4
(

2p1
1−p2

)(
2p1
1−p2

)2
+ 4

,

(
2p1
1−p2

)2 − 4(
2p1
1−p2

)2
+ 4

)

=

( (
8p1
1−p2

)( 4p21
(1−p2)2

)
+ 4(1−p1)2

(1−p1)2

,

4p21
(1−p2)2

− 4(1−p1)2

(1−p1)2

4p21
(1−p2)2

+ 4(1−p1)2

(1−p1)2

)

=

(
2p1(1− p2)

(p21 + p22) + 1− 2p2
,
(p21 − p22)− 1 + 2p2
(p21 + p22) + 1 + 2p2

)
,

como (p1, p2) ∈ S1, sabemos que p21 + p22 = 1. Esto también significa que
p21 = 1− p22. Entonces, nuestra ecuación se reduce a

(
2p1(1− p2)

1 + 1− 2p2
,
(1− p22 − p22)− 1 + 2p2
(p21 + p22) + 1 + 2p2

)
=

(
2p1(1− p2)

2(1− p2)
,
2p2(1− p2)

2(1− p2)

)
= (p1, p2).

Por otro lado
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f(g((q1,−1))) =

(
2
(

4q1
q21+4

)
1−

( q21−4

q21+4

) ,−1

)

=

( (
8q1
q21+4

)
q21+4

q21+4
− q21−4

q21+4

,−1

)
= (q1,−1).

Así, hemos probado que g = f−1, lo que significa que f es invertible en
los puntos en los que la función está naturalmente definida. Por lo tanto la
función

f : (S1 \ {N}) −→ R× {−1}
es biyectiva.

Una vez probada la biyectividad para la circunferencia agujereada pode-
mos definir la siguiente función

f̃(p1, p2) =

{
(π1 ◦ f)(p1, p2), (p1, p2) ∈ S2 \ {N}
∞, (p1, p2) = N

donde π1 : (R× {−1}) −→ R, es tal que π1((p1,−1)) = p1.
Esta función f̃ ahora define el siguiente mapeo biyectivo de la circunfe-

rencia completa a los reales extendidos:

f̃ : S1 → (R ∪ {∞}). (2.1)

Por otra parte, podemos redefinir nuestra función inversa, como la si-
guiente función por partes:

g̃(q) =

{
(g ◦ τ1)(q), q ∈ R
N, q = ∞

donde τ1 : R −→ R× {−1}, es la función tal que τ1(q) = (q,−1).
Esta función define el siguiente mapeo que va de los reales extendidos a

la circunferencia:

g̃ : (R ∪ {∞}) −→ S1

de tal manera que g̃ = f̃−1.
En el próximo capítulo, emplearemos a esta función f̃ .
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2.2. Variedades suaves
En el capítulo anterior trabajamos con conjuntos que tienen estructura

de espacio vectorial. Ahora introduciremos una estructura que nos permite
estudiar los conceptos del cálculo en conjuntos. Este tipo de conjunto re-
ciben el nombre de variedad, que en términos simples, es un conjunto que
se parece localmente a algún espacio euclidiano Rn. Ahora formalicemos lo
dicho. Supongamos que M es un espacio topológico. Decimos que M es una
variedad topológica de dimensión n (Figura 2.2) si cumple con las siguientes
propiedades:

M es un espacio Hausdorff: Para cada par de puntos p, q ∈M , existen
subconjuntos abiertos ajenos U, V ⊂M tales que p ∈ U y q ∈ V .

M es segundo numerable: Existe una base numerable para la topología
M .

M es localmente eculidiano de dimensión n: Cada punto tiene una
vecindad que es homeomorfa a un subconjunto abierto de Rn.

Figura 2.2: Variedad.

Si M es una variedad topológica de dimensión n, una carta coordenada
en M es una pareja (U,φ), donde U es un subconjunto abierto de M y la
función φ : U −→ Ũ es un homeomorfismo de U a un subconjunto abierto
Ũ = φ(U) ⊂ Rn.
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Aunque esta nueva definición permite el estudio de propiedades topológi-
cas de las variedades, aún no se ha hecho mención del cálculo. Ahora queremos
otro tipo de variedad que, en términos simples, se vea localmente como algún
espacio euclidiano, y en donde poder hacer cálculo. Para dar sentido al con-
cepto de derivada introducimos un nuevo tipo de variedad llamada variedad
suave, donde la palabra “suave” quiere decir C∞, o infinitamente diferen-
ciable. Vamos a definir una variedad suave como una variedad con alguna
estructura adicional además de su topología, lo que nos permitirá decidir qué
funciones en la variedad son suaves.

Sea M una variedad topológica de dimensión n. Si (U,φ), (V, ψ) son dos
cartas coordenadas tales que U ∩ V ̸= ∅, φ : U −→ Rn y ψ : V −→ Rn,
entonces el mapeo composición ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ) (llamado
el mapeo de transición de φ a ψ) es una composición de homeomorfismos, y
por tanto es un homeomorfismo.

Se dice que dos cartas (U,φ) y (V, ψ) son suavemente compatibles si ocurre
que U ∩ V = ∅ o si el mapeo de transición ψ ◦ φ−1 es un difeomorfismo.

Definimos un atlas para M como la colección de cartas cuyos dominios
cubren a M . Un atlas A es llamado atlas suave si cualesquiera dos cartas en
A son suavemente compatibles.

Un atlas suave A sobre M es maximal si este no contiene un atlas suave
estrictamente más grande, esto es, cada carta que es suavemente compatible
con cada carta en A ya está en A .

Una estructura suave en una n-variedad topológica M es un atlas ma-
ximal. Una variedad suave es una pareja (M,A ) donde M es una variedad
topológica y A es una estructura suave en M .

2.3. S1 es una variedad suave

Probaremos que la 1-esfera , S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} ⊂ R2, es
una variedad suave. Para ello probaremos que S1 cumple que:

i) es Hausdorff

ii) es segundo numerable

iii) es localmente Euclidiano

iv) tiene estructura suave.
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i) S1 es Hausdorff ya que este es un subconjunto de un espacio Hausdorff,
a saber R2 con la topología usual.

Figura 2.3: Abiertos en S1 con la topología de subespacio.

ii) Similarmente, S1 es segundo numerable porque es un subespacio de un
espacio que es segundo numerable. Sólo restringimos las bases contables de
R2 a las intersecciones con S1.

iii) Vamos a demostrar que S1 es localmente Euclideano, es decir, falta
demostrar que existe una cubierta abierta y que los conjuntos abiertos en
esa cubierta abierta son homeomorfos a R. Damos las cartas como se aprecia
en la Figura 2.4. Notemos que todas las φi, i = 1, 2, 3, 4 son biyectivas y
bicontinuas en su dominio, a saber Ui. Como S1 =

⋃4
i=1 Ui, estos forman una

cubierta abierta de S1, entonces para cada P ∈ S1, existe un homeomorfismo
que mapea P en R1. Lo cual significa que S1 es localmente Euclideano, de
dimensión 1.

iv) Afirmamos que

A = {(Ui, φi) : i = 1, 2, 3, 4}

es un atlas para S1.
Notemos que φ1, φ2 y φ3, φ4 son C∞-compatibles por vacuidad, puesto

que U1 ∩ U2 = U3 ∩ U4 = ∅.
Por otra parte consideremos (U1, φ1) y (U4, φ4), entonces se tiene que

U1 ∩ U4 = {(x, y) ∈ S1 : x, y > 0}.
Para P = (x, y) ∈ S1, φ1(P ) = x, φ−1

1 (t) = (t,
√
1− t2), φ4(P ) = y, y

φ−1
4 (s) = (

√
1− s2, s) se tiene que
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Figura 2.4: Cartas para S1.

(φ4 ◦ φ−1
1 )(t) = φ4((t,

√
1− t2))

=
√
1− t2.

como
√
1− t2 es C∞ en el intervalo (0, 1), entonces φ1 y φ4 son C∞-compatibles.

Así, al proceder de manera análoga en los casos restantes, llegamos a que
A es atlas C∞, lo cual nos permite concluir que S1 es variedad suave.

2.4. Estructura suave inducida sobre un con-
junto arbitrario

El siguiente resultado es de suma importancia para la construcción del
espacio de elementos de contacto, pues a través de éste podremos dotar de
una estructura al conjunto que construiremos.
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Figura 2.5: Función de transición φ4 ◦ φ−1
1 .

Teorema 2.4.1.

Si (M, T ) es una variedad suave, B es un conjunto y F : M −→ B es
una función biyectiva entonces existe una única estructura suave en B
tal que F es un difeomorfismo.

Demostración:
Sean (M, T ) una variedad suave, y B un conjunto arbitrario.
Por hipótesis F : M −→ B es una función biyectiva, en particular es

sobreyectiva, entonces existe exactamente una topología sobre B relativa a
la cual F es una aplicación cociente [4]. Dado que F es biyectiva entonces

TB := {W ⊂ B : F−1(W ) ∈ T },

es la topología cociente inducida por F en B y es la topología más grande
tal que la función es continua (Figura 2.6). En nuestro caso F se vuelve un
homeomorfismo.

Sea AM := {(Ui, φi) : i ∈ I} es un atlas que cubre a M . Definimos

AB := {(F (Ui), φi ◦ F−1) : i ∈ I}.
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Figura 2.6: Conjuntos abiertos en el conjunto B.

Como M es variedad, sabemos que

M =
⋃
i∈I

Ui.

En consecuencia
B =

⋃
i∈I

F (Ui),

de donde se siguen los siguientes casos:

Caso 1:
Si (F (Ui), φi ◦ F−1) y (F (Uj), φj ◦ F−1) son tales que F (Ui) ∩ F (Uj) = ∅

para cada i, j ∈ I, i ̸= j, entonces φi ◦F−1, φj ◦F−1 son C∞- compatibles por
vacuidad.

Caso 2:
Sean (F (Ui), φi ◦ F−1) y (F (Uj), φj ◦ F−1) tales que F (Ui) ∩ F (Uj) ̸= ∅

para algunos i, j ∈ I, i ̸= j. Si ψi := φi ◦ F−1 y ψj := φj ◦ F−1, vamos a
demostrar que ψj ◦ ψ−1

i es suave. Como M es variedad suave, entonces la
función

φj ◦ φ−1
i : φi(Ui) ∩ φj(Uj) ⊂ Rn −→ φi(Ui) ∩ φj(Uj) ⊂ Rn

es suave.
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Por otra parte

φj ◦ φ−1
i = φj ◦ F−1 ◦ F ◦ φ−1

i

= φj ◦ F−1 ◦ (φi ◦ F−1)−1

= ψj ◦ ψ−1
i .

Por lo tanto ψj ◦ ψ−1
i es suave (Figura 2.7).

Figura 2.7: Diagrama función de transición.

Por tanto AB es un atlas para B. En conclusión B es una variedad suave.

Si aplicamos este resultado usando M = S1, B = (R × {∞}), y F = f̃ ,
donde f̃ es la función construida a partir de la proyección estereográfica (2.1),
se tiene que (R × {∞}) es una variedad suave, en otras palabras, podemos
inducir una estructura suave a los reales extendidos. Este mismo ejemplo nos
servirá para inducir una estructura suave al conjunto que se irá construyendo,
cuyos elementos son, valga la redundancia, los elementos de contacto.





Capítulo 3

El espacio de elementos de
contacto de R2

3.1. Los elementos del espacio de elementos de
contacto

Recordemos que Sophus Lie define un elemento de contacto de R2 como
un punto A = (x, z) ∈ R2 y una recta de pendiente p que pasa por ese punto,
donde la ecuación de la línea se puede escribir en la forma dz − pdx = 0.

Podemos identificar la forma del lado izquierdo de la ecuación anterior
con una 1-forma en R3, a saber, η := dz − pdx

Por otro lado, Lie también menciona que el espacio de elementos de
contacto se puede identificar con R3, donde sus elementos son de la forma
(x, z, p).

El objetivo de esta tesis es dar una interpretación en el lenguaje mate-
mático moderno a lo que Sophus Lie escribió hace más de un siglo.

Consideremos R2, y algún punto A = (x, z) ∈ R2. Entonces podemos
construir los espacios tangente y cotangente de R2 en A.

Notemos que dimTAR2 = 2 = dimT ∗
AR2 , es decir, tienen la misma di-

mensión como espacios vectoriales.
Así, si α es una 1-forma en R2, entonces, para p y q funciones de valor

real definidas en R2, podemos expresar a α como

31
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α = pdz + qdx.

Además se obtiene el funcional

αA = pAdzA + qAdxA.

Al tener funcionales, podemos dar una interpretación geométrica de sus
respectivos núcleos. Así para funcionales αA, βA ∈ T ∗

AR2, se tiene que, geo-
métricamente, Ker(αA) y Ker(βA) son líneas rectas que pasan por el punto A.

Figura 3.1: Funcionales αA y βA con sus respectivos núcleos.

Notemos que para funcionales distintos, no siempre ocurre que sus nú-
cleos sean iguales (ver Figura 3.1), podría ocurrir que sí. Para dar una idea
geométrica de lo que ocurre, vamos a cambiar la interpretación del espacio
cotangente como lo habíamos abordado en el capítulo 1, y esta vez vamos a
representar (como un recurso) el espacio cotangente como una línea anclada
al punto A, pero sin perder de vista su dimensión (Figura 3.2).

Con este cambio de perspectiva podemos pensar a T ∗R2 como un espacio
lleno de líneas, una para cada punto del plano. Por lo que al cubrir al plano
con todos sus puntos, se tiene que todas las líneas forman el haz cotangente
a R2. En particular para alguna línea, cada punto sobre esta representa una
funcional, y junto al funcional le acompaña una línea, la cual representa al
núcleo de la funcional (Figura 3.3).

Dados los núcleos correspondientes a las funcionales (y por tanto una in-
finidad de rectas finitas), entonces diferentes funcionales pueden estar acom-
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Figura 3.2: Espacio cotangente a R2 en un punto A y funcionales αA y βA .

Figura 3.3: Funcionales αA y βA con sus respectivos núcleos.

pañadas del mismo núcleo. Para resolver el problema de los infinitos núcleos,
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basta con identificar cuáles son los que tienen el mismo núcleo. Para ello
daremos la siguiente definición.

Definición 3.1.1.

Sean α, β, 1-formas tales que para cada A ∈ R2 se tiene que αA, βA ̸= 0.
Denotaremos por αA ∼ βA el hecho de que αA tiene el mismo núcleo
que βA es decir

αA ∼ βA ⇐⇒ Ker(αA) = Ker(βA), para cada A.

La relación ∼ definida anteriormente, es una relación de equivalencia, esto
se sigue directamente de tener una igualdad entre conjuntos.

Ahora vamos a caracterizar a los núcleos de las funcionales. Para esto
vamos a demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1.

Si α, β son 1-formas, tales que para cada A ∈ R2, αA, βA ̸= 0, entonces

[αA] =
{
βA ∈ T ∗

A(R2) : αA = kβA, k ∈ R \ {0}
}
,

donde [αA] denota la clase de equivalencia de αA dada por la relación
∼ anterior.

Demostración:
Como queremos probar una igualdad entre conjuntos, primero vamos a de-

mostrar que [αA] está contenido en {βA ∈ T ∗
A(R2) : αA = kβA, k ∈ R \ {0}}.

Tomemos λA ∈ [αA]. Sea B = {v} base para Ker(λA), y sea u ∈ TAR2\Ker(λA)
u y v son linealmente independientes, por tanto {u, v} es base para TAR2.

Sea w ∈ TAR2, entonces existen a1, a2 ∈ R\{0} tales que w = a1u+ a2v,
entonces

λA(w) = λA(a1u+ a2v)

= a1λA(u) + a2λA(v)

= a1λA(u),

es decir, λA(w) = a1λA(u).



3.1. LOS ELEMENTOS 35

Por otro lado

αA(w) = αA(a1u+ a2v)

= a1αA(u) + a2αA(v)

= a1αA(u),

es decir, αA(w) = a1αA(u), así

a1 =
αA(w)

αA(u)
,

entonces
λA(w) = αA(w)k,

donde k =
λA(u)

αA(u)
∈ R con αA(u) ̸= 0 (pues no pertenece a Ker(λA) =

Ker(αA)). Por consiguiente, se tiene que

λA = k αA, k ∈ R \ {0},
es decir,

λA ∈
{
βA ∈ T ∗

A(R2) : αA = kβA, k ∈ R \ {0}
}
.

Por lo tanto

[αA] ⊂
{
βA ∈ T ∗

A(R2) : αA = kβA, k ∈ R \ {0}
}
.

Ahora probaremos que {βA ∈ T ∗
A(R2) : αA = kβA, k ∈ R \ {0}} ⊂ [αA].

Sea λA ∈ {βA ∈ T ∗
A(R2) : αA = kβA, k ∈ R \ {0}}, entonces

λA = k αA, k ∈ R.
Vamos a demostrar que Ker(λA) = Ker(αA). Como queremos probar una
igualdad de conjuntos, procederemos a hacer una prueba por contenciones.
Primero probemos que Ker(λA) está contenido en Ker(αA). Sea u ∈ Ker(λA),
entonces

λA(u) = 0.

Por otra parte

αA(u) = k−1λA(u)

= k−10

= 0,
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es decir, αA(u) = 0. Así u ∈ Ker(αA). Por consiguiente Ker(λA) está conte-
nido en Ker(αA).

Para demostrar la otra contención, la prueba es análoga. Sea v ∈ Ker(αA),
entonces

αA(v) = 0.

Por otra parte

λA(v) = k αA(v)

= k0

= 0,

entonces v ∈ Ker(λA). Por tanto Ker(αA) ⊂ Ker(λA).
En consecuencia se ha probado que Ker(λA) = Ker(αA), lo que prueba

que {βA ∈ T ∗
A(R2) : αA = kβA, k ∈ R − {0}} ⊂ [αA].

Por tanto, al tener la prueba de las contenciones, hemos demostrado que

[αA] =
{
βA ∈ T ∗

A(R2) : αA = kβA, k ∈ R \ {0}
}
.

Por ejemplo. Sea A = (1, 1) ∈ R2. Hallaremos a todas las funcionales lineales

β(1,1) ∈ T ∗
(1,1)R2 tales que Ker(β(1,1)) = gen

{[
1
−1

]
(1,1)

}
.

Sin pérdida de generalidad, sea vA =

[
1
−1

]
(1,1)

∈ gen

{[
1
−1

]
(1,1)

}
.

Además, sea β(1,1) =
[
β1

A β2
A

]
(1,1)

, por lo que

[
β1

A β2
A

]
(1,1)

[
1
−1

]
(1,1)

= 0,

esto si y solo si

β1
A = β2

A,

por consiguiente

β(1,1) =
[
β1

A β1
A

]
(1,1)

,

por tanto
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β(1,1) = k
[
1 1

]
(1,1)

, k ∈ R \ {0}.

En conclusión

[αA] =

{
k
[
1 1

]
A : k ∈ R \ {0}

}
.

Ahora tomando al conjunto T ∗
AR2 \ {0} y a la relación de equivalencia,

podemos formar el conjunto de todas las clases de equivalencia (Figura 3.4),
es decir, el conjunto

T ∗
AR2\{0}

∼
=

{
[αA]

}
αA∈T ∗

AR2

Figura 3.4: Representación gráfica de algunos elementos de
T ∗

AR2\{0}
∼

.

Definición 3.1.2.

El conjunto P(T ∗
AR2) :=

T ∗
AR2\{0}

∼
es la proyectivización del espa-

cio cotangente a R2 en el punto A.

Como Sophus Lie asocia una pendiente con la ecuación dz − pdx = 0,
quisiéramos relacionar la idea de pendiente con una 1-forma. Para ello veamos
el siguiente ejemplo. Si α = 4xdx+xzdz y A = (−1, 1) (Figura 3.5), entonces
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αA = (4x)AdxA + (xz)AdzA

= −4dxA − dzA

=
[
−4 − 1

]
A
,

entonces

Ker(αA) =

{[
u
v

]
A

∈ TAR2 :
[
−4 − 1

]
A

[
u
v

]
A

= 0

}
= gen

{[
1
−4

]
A

}
.

Figura 3.5: Ker(αA) para α = 4xdx+ xydy.

Por lo que, a través del núcleo del funcional αA asociamos una recta de
pendiente p que tiene un valor de −4. Ahora para una funcional hemos obte-
nido una pendiente, ¿habrá otra manera de obtener la pendiente? Tomemos
βA = 3dxA − 2dzA, por inspección, “βA = −3

2
dxA + dzA” tiene la forma de la

1-forma de Lie, y por tanto la pendiente tendría el valor de 3
2
.

Ahora sea α una 1-forma tal que

αA = qAdzA + pAdxA,
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donde q y p son funciones escalares, y q distinta de cero, entonces para k =
1

qA
∈ R y por el principio puntual se sigue que

βA = k αA

=
1

qA
(qAdzA + pAdxA)

= dzA +
pA

qA
dxA

= dzA + PAdxA ∈ [αA] ,

es decir

qAdzA + pAdxA ∼ dzA + PAdxA.

Por lo que hemos llegado a una estructura para las 1-formas, en la que po-
demos notar su similitud con el lado izquierdo de la ecuación dz − pdx = 0
dada por Lie.

Es por ello que en el ejemplo para βA = 3AdxA − 2AdzA el valor de la
pendiente se obtenía si considerábamos “βA = −(3

2
)dxA + dzA”.

Notemos que, dado un funcional αA, para tener un elemento de línea,
es decir, dibujar el núcleo del funcional, necesitábamos un punto de anclaje
A ∈ R2 y dos funciones coordenadas de valor real p y q

(A, pA, qA),

pero que al final se ha reducido a sólo tener al punto de anclaje y al cociente
entre las funciones coordenadas(

A,
pA

qA

)
≡ (A, PA).

Por tanto un punto de coordenadas (A,PA) determina un funcional αA =
dzA + PdxA ∈ P(T ∗

AR2), con α una 1-forma.

En general, si A = (x, z) es algún punto de R2 y p es una función de valor
real tal que α es la 1-forma que se puede expresar como dz + pdx, entonces
el conjunto elementos de contacto, el cual denotaremos como

CR2 :=
⋃

A∈R2

P(T ∗
AR2) =

⋃
A∈R2

T ∗
AR2\{0}

∼
,
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queda determinado por las clases de equivalencia [αA]. En la siguiente sección
veremos que tomar una clase de equivalencia en CR2 equivale a tomar puntos
de la forma (x, z, p) y que viven en un espacio de dimensión tres, como nos
decía Sophus Lie.

3.2. El espacio de elementos de contacto es una
variedad suave

Una vez identificada la forma de los elementos en el conjunto de elementos
de contacto, nos gustaría saber si este conjunto tiene alguna estructura, y en
efecto se verá que tiene estructura suave.

Antes de continuar con el estudio de la estructura de CR2, consideraremos
un caso más para el cual permitiremos que la pendiente asociada a la 1-forma
sea infinita. Esto es, podemos tomar líneas verticales que pasan por el origen
determinado por el punto A, donde la 1-forma adopta la expresión α = dx,
y por tanto,

Ker(dxA) =

{[
u
v

]
A
∈ R2 :

[
1 0

]
A

[
u
v

]
A
= 0

}
= gen

{[
0
1

]
A

}
,

es decir, si tomamos un elemento en el espacio de elementos de contacto
digamos w ∈ CR2, de tal manera que la “pendiente” es infinita, entonces
w = [dxA] (Figura 3.6).

Al considerar pendientes infinitas, como recurso geométrico, tomaremos
a una circunferencia con centro en A como representación de T ∗

A(R2) 1. Esto
es, en cada punto de la circunferencia podemos localizar un funcional tal que
a su núcleo podemos asociarle una pendiente definida en los reales extendidos
(Figura 3.7). Por lo que CR2 es la colección de todas estas circunferencias
(Figura 3.8).

Ahora probaremos que el espacio de elementos de contacto es una variedad
suave.

1Cabe señalar que esta representación del espacio cotangente debe entenderse como un
espacio que está sujeto al punto de anclaje en el plano, pero los puntos en el espacio cotan-
gente son ajenos a los puntos en el plano, es decir, no hay que considerar la intersección
de la circunferencia con el plano.
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Figura 3.6: Representación geométrica para el caso de “pendiente” infinita
Ker(dxA) .

Figura 3.7: Representación geométrica para el caso de “pendiente” infinita
Ker(dxA) .

Figura 3.8: Representación geométrica del Espacio de elementos de contacto
CR2.
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Sea A = (a1, a2) ∈ R2 tal que ωA = [pAdxA + dzA] (o bien ωA = [dxA]) es
un elemento en el conjunto de elementos de contacto.

Sea φ : CR2 −→ (R2 × R ∪ {∞}) tal que

φ(ωA) := (x̄(ωA), z̄(ωA), p̄(ωA)),

donde

x̄(ωA) := x ◦ π(ωA) = a1,

z̄(ωA) := z ◦ π(ωA) = a2,

con π la función proyección tal que π(ωA) = (a1, a2), y

x(a1, a2) = a1, z(a1, a2) = a2,

y además

p̄(ωA) :=

{
pA, ωA = [dzA − pAdxA]

∞, ωA = [dxA]

Así φ es la función que permite identificar a los núcleos de las funcionales
dzA − pAdxA, con ternas ordenadas (a1, a2, pA) o bien (a1, a2,∞).

Sea ω∗
B = (B, k) ∈ (R2 × R ∪ {∞}), con B = (b1, b2) ∈ R2 y k ∈ R ó

k ∈ {∞}.

Si ψ : (R2 × R ∪ {∞}) −→ CR2, es tal que

ψ(ω∗
B) :=

{
[dzB − kdxB] , k ∈ R
[dxB] , k ∈ {∞}

entonces ψ = φ−1 es la función inversa de φ, y por tanto la función ψ es
biyectiva.

Por el capítulo 2, sabemos que S1 es una variedad suave, y como R2

también es una variedad suave, entonces el producto cartesiano entre estas
variedades suaves también es suave, es decir, R2 × S1 es suave [3].

También se ha probado en el capítulo 2 que la proyección estereográfica
f̃ : S1 −→ (R ∪ {∞}) es biyectiva.

Definimos

h := 1R2 × f̃ : (R2 × S1) −→ (R2 × (R ∪ {∞}))
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tal que
h((x, y), P ) := (1R2(x, y), f̃(P )).

h es una función biyectiva, pues sus funciones componentes son biyectivas.
Como las funciones h y ψ son funciones biyectivas, entonces la composi-

ción ψ ◦ h es una función biyectiva.
Como (R2 × S1) es una variedad suave, CR2 es un conjunto, y ψ ◦ h es

una función biyectiva, entonces por el Teorema 2.4.1 existe una estructura
suave en CR2 tal que ψ◦h es un difeomorfismo. Por consiguiente (R2×S1) es
difeomorfo a CR2, es decir, (R2 × S1) ∼= CR2. Por lo tanto CR2 es variedad
suave. Como

dim(S1) = dim(R) = 1,

se sigue que
dim((R2 × S1)) = 3 = dim(CR2),

de aquí que el espacio de elementos de contacto, como afirmaba Lie, se vea
localmente como R3.

Por tanto, al conjunto cuyos elementos eran núcleos de funcionales lineales
lo hemos dotado de una estructura suave o diferenciable de dimensión 3. Así
podemos nombrar a CR2 como el espacio de elementos de contacto.





Conclusiones

Haciendo una comparación entre la construcción realizada en esta tesis y
los elementos de contacto que menciona Sophus Lie, pudimos identificar al
objeto dz − pdx con las 1-formas. A su vez, podemos decir que: tomar un
punto y una pendiente es equivalente a tomar un punto en CR2.

Así, en lugar de estudiar al objeto dz − pdx, lo que hacemos en realidad
es estudiar los núcleos de las funcionales asociadas a este tipo de 1-formas.

Además, CR2 es una variedad suave de dimensión 3. Por lo cual, a este
conjunto podemos llamarlo propiamente como el espacio de elementos de
contacto.

45





Bibliografía

[1] Hansjörg Geiges: “A Brief History of Contact Geometry and Topology”,
Mathematisch Instituut, Universiteit Leiden, Postbus 9512, NL-2300 RA
Leiden.

[2] Barrett O’Neill: “Elementary Differential Geometry”, second edition, Aca-
demic Press, United States, 2006.

[3] John M. Lee: “Introduction to Smooth Manifolds”, Version 3.0, Springer,
New York, 2000.

[4] James. R. Munkres: “Topología”, segunda edición, Pearson Education,
Madrid, 2002.

[5] Michael Spivak: “Calculus on Manifolds A Modern Approach to Classical
Theorems of Advanced Calculus”, Addison-Wesley Publishing Company,
United States of America, 1998.

[6] David E. Blair: “Riemannian geometry of contact and symplectic mani-
folds”, second edition, Birkhäuser, United States, 2010.

47


	Preliminares
	Vectores tangentes y campos
	Formas diferenciales

	Resultados preliminares
	Los reales extendidos y la circunferencia
	Variedades suaves
	S1 es una variedad suave
	Suavidad inducida

	El espacio de elementos de contacto
	Los elementos
	El espacio de elementos de contacto es suave


