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por el tiempo, el apoyo y sobre todo la paciencia que me brindó durante
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Investigación y Estudios de Posgrado por el apoyo otorgado en estos
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Introducción

En 1875 Weierstrass demostró que toda función continua sobre un
intervalo compacto de la recta real es el ĺımite (en norma uniforme) de
una sucesión de polinomios. Posteriormente, Bernstein en 1912 [2] pre-
sentó una colección de operadores polinomiales lineales, con la ayuda de
los cuales se puede obtener una demostración relativamente simple del
teorema de Weierstrass. Los hoy conocidos como polinomios de Bernstein
se construyen de la siguiente manera: dada una función f : [0, 1] → R y
n ∈ N, se define

Bn(f, x) :=

n∑
k=0

f

(
k

n

)
pn,k(x), x ∈ [0, 1],

donde

pn,k(x) =

(
n

k

)
xk(1− x)n−k. (1)

Desde la aparición del trabajo original de Bernstein, se han escrito
cientos de art́ıculos dedicados a estudiar las propiedades de estos polino-
mios. Aqúı no las vamos a recordar, pero se pueden consultar los textos
[4], [5], [11], [12] y [15]. En particular, se han demostrado desigualdades
directas e inversas, para estos polinomios, entre los que se encuentra el
Teorema 0.1. Antes de enunciar el teorema, consideremos lo siguiente.

Sea ϕ(x) =
√
x(1− x), x ∈ [0, 1]. Para f ∈ C[0, 1], se define el módulo

de continuidad de segundo orden de Ditzian-Totik, con peso ϕ como [14]:

ω2
ϕ(f, δ) = sup

0≤t≤δ
‖∆2

tϕf‖

= sup
0≤t≤δ

sup
x±tϕ(x)∈[0,1]

|f(x− tϕ(x))− 2f(x) + f(x+ tϕ(x))|.

(2)

Teorema 0.1. Existen constantes positivas C1 y C2 tales que, cuales-
quiera sean f ∈ C[0, 1] y n ∈ N, se cumple que

C1ω
2
ϕ

(
f,

1√
n

)
≤ ‖f −Bn(f)‖ ≤ C2ω

2
ϕ

(
f,

1√
n

)
. (3)

I
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Se conocen al menos tres demostraciones para el teorema anterior (ver
[9], [10], [13] y [14]). Todas ellas son complicadas. El presente trabajo
está relacionado con algunos de los detalles en la prueba de Totik [14].

En [14] Totik presenta un esquema de demostración para los operado-
res de Szász-Mirakjan. Recordemos que los operadores de Szász-Mirakjan
se definen mediante la expresión

Sn(f, x) = e−nx
∞∑
k=0

f

(
k

n

)
(nx)k

k!
, f ∈ C[0,∞).

Hacemos mención de que se trata de un esquema, puesto que los cálculos
no se presentan con exactitud. La demostración depende de parámetros
A, ε, β y C = C(A). Sin embargo, no se da la elección exacta de los mis-
mos, sólo se indica que los resultados se cumplen si A es lo suficientemente
grande y ε es lo suficientemente pequeño. Con respecto a los polinomios
de Bernstein, se menciona que se puede repetir la prueba del teorema
correspondiente a los operadores de Szász-Mirakjan, con modificaciones
menores ([14, pág. 1017]), pero no está claro cómo hay que modificar
algunas desigualdades. En particular, la desigualdad que se presenta a
continuación [14, pág. 1009],

‖θ2S′′nf‖[x0,∞) ≥
1

x2
0

‖θ2S′′nf‖[0,∞), θ(x) =
√
x,

no tiene un análogo directo para los operadores de Bernstein, puesto que
se obtendŕıa lo siguiente

‖ϕ2B′′n(f)‖[0,1] ≤ x2
0‖ϕ2B′′n(f)‖[α,β] < ‖ϕ2B′′n(f)‖[α,β],

donde 0 ≤ α < β ≤ 1.
Asimismo, la demostración del teorema inverso (Teorema 0.1) depen-

de de lo que Totik llamó desigualdades localizadas. Recordemos que
las desigualdades t́ıpicas del tipo Bernstein acotan normas de derivadas
en términos de la norma de las funciones. Por ejemplo, para el caso tri-
gonométrico la desigualdad de Bernstein es la siguiente:

‖T ′n‖ ≤ n‖Tn‖,

donde Tn es un polinomio trigonométrico de grado n y se considera la
norma uniforme en el intervalo [0, 2π].

Mientras que en las desigualdades localizadas, para x ∈ (0, 1) se quie-
ren acotar las derivadas, pero considerando la norma uniforme en ciertos
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subintervalos de [0, 1] que dependen de x. La idea fundamental de Totik es
que, en algunos subintervalos, las constantes asociadas a las desigualda-
des de tipo Bernstein son más pequeñas que cuando la norma se considera
en todo el intervalo [0,1].

Para los operadores de Szász-Mirakjan se conoce que

‖θ2S′′nf‖[0,∞) ≤ 2‖θ2f ′′‖[0,∞), f ∈ C2[0,∞)

y
‖θ3S′′′n f‖[0,∞) ≤ 6‖θ2S′′n(f)‖[0,∞), f ∈ C[0,∞).

Pero en [14, pág. 999] se hace uso de la desigualdad

|θ2(x)S′′n(f, x)| ≤ (1 + ε)‖θ2f ′′‖[0,∞), f ∈ C2[0,∞)

considerando x ≥ A/
√
n, donde ε es lo suficientemente pequeño y A es

lo suficientemente grande.
En particular, para llevar la prueba al caso de los polinomios de Berns-

tein se necesitan las desigualdades de la forma

|ϕ2(x)B′′n(f, x)| ≤ (1 + ε)‖ϕ2f ′′‖[0,1], f ∈ C2[0, 1], (4)

y
|ϕ4(x)B(iv)

n (f, x)| ≤ (2 + ε)n‖ϕ2f ′′‖[0,1], f ∈ C2[0, 1], (5)

para x ∈ [A/n, 1−A/n], con A > 0.
Otra observación importante de Totik es que, bajo ciertas condiciones,

la norma de la derivada no se puede alcanzar muy cerca de los extremos
del intervalo ([14, pág. 1017], “|ϕ2(x)B′′nf(x)| can take its maximum only
in some interval [A/n, 1−A/n], A > 0 ”).

Aśı, el problema es encontrar valores de ε y A para que se cumplan
las desigualdades (4) y (5).

El objetivo de esta tesis es presentar pruebas detalladas de las de-
sigualdades localizadas correspondientes a los polinomios de Bernstein y
tratar de dar una expresión expĺıcita para los parámetros que se deben
usar.

El presente trabajo consta de dos caṕıtulos. En el Caṕıtulo 1 se hace
una breve revisión de algunos conceptos y estimados relacionados con la
función ϕ, la segunda diferencia simétrica y los polinomos de Bernstein.
En el Caṕıtulo 2 se presenta el resultado principal, es decir, el teorema
referente a las desigualdades localizadas para polinomios de Bernstein.
También, se encuentran los resultados auxiliares para la demostración
del mismo. Por último, se presenta la Conclusión de esta tesis.
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Resaltamos que los teoremas principales presentados aqúı son nuevos.
En el texto se explica con claridad cuáles son los resultados asociados a
otros autores que se han utilizado (ver Proposiciones 1.6, 1.9, 1.10, 1.11
y 1.12).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se presentan las definiciones y conceptos que utiliza-
remos a lo largo de este trabajo. También se enuncian algunos resultados
relacionados con la función ϕ, descrita en la introducción, además se in-
cluyen algunas representaciones para las derivadas de los polinomios de
Bernstein.

1.1. Algunas propiedades relacionadas con
la función ϕ(x) =

√
x(1− x)

Las desigualdades que se presentan en esta sección se pueden escribir
de una manera más general, pero por conveniencia se presentan en la
forma en que se usarán más adelante.

Lema 1.1. Si 0 < h < 1�(3
√

2) y 2h ≤ x ≤ 1− 2h, entonces

S(x, h) :=
1

min{ϕ2(x), ϕ2(x+ h)}
+

1

min{ϕ2(x), ϕ2(x− h)}
≤ 3

ϕ2(x)
.

Demostración.
Caso 1. Supongamos que 2x ≤ 1− h. Notemos que, para x ≤ 1− h,

tenemos ϕ(x + h) < ϕ(x) si, y sólo si 1 − h < 2x. Por lo tanto ϕ(x) ≤
ϕ(x+ h).

Por otro lado, si 2h ≤ x, ya que ϕ2 es cóncava, se tiene

1

2
ϕ2(x) ≤ 1

2
ϕ2(x) +

1

2
ϕ2(x− 2h) ≤ ϕ2

(
x

2
+
x− 2h

2

)
= ϕ2(x− h).

1
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Por lo tanto

S(x, h) =
1

ϕ2(x)
+

1

ϕ2(x− h)
≤ 3

ϕ2(x)
.

Caso 2. Supongamos ahora que 1 + h ≤ 2x. Para x ≥ h, se tiene que
ϕ(x− h) < ϕ(x) si, y sólo si 2x < 1 + h. Luego, ϕ(x) ≤ ϕ(x− h).

Por otra parte, como 0 < x ≤ 1− 2h y ϕ2 es cóncava, se tiene

1

2
ϕ2(x) ≤ 1

2
ϕ2(x) +

1

2
ϕ2(x+ 2h) ≤ ϕ2

(
x

2
+
x+ 2h

2

)
= ϕ2(x+ h),

por lo cual,

S(x, h) =
1

ϕ2(x+ h)
+

1

ϕ2(x)
≤ 3

ϕ2(x)
.

Caso 3. Finalmente, consideremos el caso 1 − h < 2x < 1 + h. La
función

Zh(x) = 3h2
(
x2 + (1− x)2

)
− x2(1− x)2 − 2h2x(1− x), x ∈ (0, 1),

es simétrica con respecto al punto 1/2 y es sencillo verificar que Zh es
decreciente en el intervalo ((1− h)/2, 1/2).

Aśı, del hecho que Zh es decreciente en ((1− h)/2, 1/2), se sigue que

Zh(x) ≤ Zh((1− h)/2) para 1− h ≤ 2x ≤ 1,

es decir,

3h2
(
x2 + (1− x)2

)
− x2(1− x)2 − 2h2x(1− x)

≤ 3

4
h2((1− h)2 + (1 + h)2)− 1

16
(1− h)2(1 + h)2

−1

2
h2(1− h)(1 + h)

=
31

16
h4 +

9

8
h2 − 1

16
≤ 3h4,

donde la última desigualdad se obtiene debido a que h ≤ 1/(3
√

2).
Además,

3h2
(
x2 + (1− x)2

)
− x2(1− x)2 − 2h2x(1− x)

= 2ϕ2(x)(ϕ2(x)− h2)− 3(ϕ4(x)− h2(1− x)2 − h2x2),
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x(1− x) 3

luego,

2ϕ2(x)(ϕ2(x)− h2)− 3(ϕ4(x)− h2(1− x)2 − h2x2) ≤ 3h4,

de donde

2ϕ2(x)(ϕ2(x)− h2) ≤ 3
(
ϕ4(x)− h2x2 − h2(1− x)2 + h4

)
= 3(x2 − h2)((1− x)2 − h2).

Por tanto
2(ϕ2(x)− h2)

(x2 − h2)((1− x)2 − h2)
≤ 3

ϕ2(x)
.

Por otro lado, como 1− h < 2x, se sigue que h− 2xh− h2 < 0, por lo
que

x− x2 + h− 2xh− h2 < x− x2,

esto es, ϕ2(x+ h) < ϕ2(x).
De manera análoga se demuestra que para 2x ≤ 1 < 1 + h se cumple

ϕ2(x− h) < ϕ2(x).
De lo anterior, se sigue que

S(x, h) =
1

ϕ2(x+ h)
+

1

ϕ2(x− h)
=

2(ϕ2(x)− h2)

(x2 − h2)((1− x)2 − h2)
≤ 3

ϕ2(x)
.

�

En el siguiente lema se presentan algunas cotas para los elementos
z ∈ [B2/n, 1− B2/n], mismas que nos serán útiles para la demostración
del Lema 1.3.

Lema 1.2. Si B ≥ b ≥ 4, n > 2B2 y z ∈ [B2/n, 1−B2/n], entonces

z ≤ b

b− 1

(
z − ϕ(z)√

n

)
, 1− z ≤ b

b− 1

(
1− z − ϕ(z)√

n

)
y

B

n
+

2ϕ(z)√
n

< z < 1− B

n
− 2ϕ(z)√

n
.

Demostración. Sea a =
√
B/(B − 1). Como

1

n

(
a2

a2 − 1

)2

=
B2

n
≤ z,
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tenemos a2/
√
n ≤ (a2 − 1)

√
z. Aśı,

a2

√
n
ϕ(z) ≤ a2

√
z√
n
≤ (a2 − 1)z.

Por lo tanto

z ≤ a2

(
z − ϕ(z)√

n

)
≤ b

b− 1

(
z − ϕ(z)√

n

)
,

debido a que la función h(s) = s/(s− 1) (s > 1) decrece y B ≥ b.
Asimismo, como 1 − z ∈ [B2/n, 1 − B2/n], la desigualdad anterior

también se cumple para este elemento, luego

1− z ≤ b

b− 1

(
1− z − ϕ(1− z)√

n

)
=

b

b− 1

(
1− z − ϕ(z)√

n

)
.

Para la segunda parte del lema, observemos que

B

n
+

2ϕ(z)√
n
≤ z

B
+

2
√
z

B
ϕ(z) <

3z

B
≤ z.

Para h ∈ (0, 1) y x ∈ [0, 1], sea

Fh(x) = x+ hϕ(x) y bh =
1

1 + h2
.

Es conocido que la función Fh es estrictamente creciente en [0, bh] (ver
[3]). Ahora bien, teniendo en cuenta que z ≤ 1 − B2/n < n/(n + 4) =
b2/
√
n, tenemos

z +
2ϕ(z)√

n
= F2/

√
n(z) ≤ F2/

√
n(1−B2/n)

= 1− B2

n
+

2√
n

√
B2

n

(
1− B2

n

)

= 1− B2

n
+

2B

n

√
1− B2

n
< 1− B

n
,

puesto que

B

n
+

2B

n

√
1− B2

n
<

3B

n
<
B2

n
.

Por tanto

z < 1− B

n
− 2ϕ(z)√

n
.

�
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Lema 1.3. Sean n ∈ N, 0 < λ ≤ 1, 0 < τ ≤ 1/2, B ≥ b ≥ 4, tales que
4/3 ≤ λB, n > 2B2 y z ∈ [B2/n, 1−B2/n]. Si

|z − y| ≤ λϕ(z)√
n
,

entonces las siguientes relaciones se cumplen

z

2
≤ y ≤ 1

2
+
z

2
,

(1− τ)y, (1− τ)y + τ, y ± λϕ(z)√
n
∈
[
B

n
, 1− B

n

]
(1.1)

y

2b

2b+ λ
ϕ(y) ≤ ϕ(z) ≤ min

{
1 + λ2,

√
b

b− 1

}
ϕ(y). (1.2)

Demostración. Como B ≥ 4, del Lema 1.2 se sigue que

z

2
≤ (B − 1)z

B
≤ z − ϕ(z)√

n
≤ z − λϕ(z)√

n
≤ y

y
z

2
+
ϕ(z)√
n
<

1

2
.

Por tanto

y ≤ z +
λϕ(z)√

n
≤ z +

ϕ(z)√
n
≤ 1

2
+
z

2
,

lo cual prueba las primeras desigualdades.
Verifiquemos ahora las relaciones en (1.1). De las últimas desigualda-

des en el Lema 1.2 obtenemos

B

n
+
λϕ(z)√

n
=
B

n
+

2λϕ(z)√
n
− λϕ(z)√

n
≤ B

n
+

2ϕ(z)√
n
− λϕ(z)√

n

≤ z − λϕ(z)√
n
≤ y ≤ z +

λϕ(z)√
n

y

1− B

n
− 2ϕ(z)√

n
+
λϕ(z)√

n
≤ 1− B

n
− λϕ(z)√

n
.
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Como z ≥ B2/n,

B

n
+ τz +

(1− τ)λϕ(z)√
n

≤ z

B
+
z

2
+

1

B

√
B2z

n
≤ z.

Luego,
B

n
≤ (1− τ)

(
z − λ√

n
ϕ(z)

)
≤ (1− τ)y. (1.3)

Notemos ahora que si z ∈ [B2/n, 1 − B2/n], entonces se tiene que
1 − z ∈ [B2/n, 1 − B2/n] y |(1 − z) − (1 − y)| = |z − y|. Entonces, la
desigualdad (1.3) también se cumple si reemplazamos z y y por 1 − z y
1− y respectivamente. Esto es,

B

n
≤ (1− τ)

(
1− z − λ√

n
ϕ(z)

)
≤ (1− τ)(1− y)

o

1− (1− τ)(1− y) ≤ 1− B

n
.

Por consiguiente,

B

n
≤ (1− τ)y < (1− τ)y + τ ≤ 1− B

n
.

Para la última expresión en (1.1), notemos que si |y−z| = λϕ(z)/
√
n,

entonces

z = y ± λϕ(z)√
n
∈ [B2/n, 1−B2/n] ⊂ [B/n, 1−B/n].

Para la prueba de (1.2), si y < z, entonces z − y ≤ λϕ(z)/
√
n. Del

Lema 1.2, se obtiene lo siguiente

0 <
B

n
+
ϕ(z)√
n
< z − ϕ(z)√

n
< z − λϕ(z)√

n
≤ y

y

ϕ(z) ≤
√

1− y
√
z ≤

√
b

b− 1

√
1− y

√
z − ϕ(z)√

n
≤
√

b

b− 1
ϕ(y).

Por otro lado, si y > z, entonces y − z ≤ λϕ(z)/
√
n. En este caso,

y ≤ z +
ϕ(z)√
n
≤ 1− B

n
− ϕ(z)√

n
< 1
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√
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y

ϕ(z) ≤ √y
√

1− z ≤
√

b

b− 1

√
y

√
1− z − ϕ(z)√

n
≤
√

b

b− 1
ϕ(y).

Por lo tanto,

ϕ(z) ≤
√

b

b− 1
ϕ(y).

Como
3

4
≤ 2 + λ2

(1 + λ2)2
,

si n > 2B2, 4/3 ≤ λB y w ∈ [B2/n, 1−B2/n], tenemos

λ√
n
ϕ(w) <

λ

B

√
B2

n

√
w ≤ 4λ(2 + λ2)

3B(1 + λ2)2
w

≤ λ2(2 + λ2)

(1 + λ2)2
w ≤

(
1− 1

(1 + λ2)2

)
w.

Por tanto
w

(1 + λ2)2
≤ w − λ√

n
ϕ(w). (1.4)

Supongamos que |z − y| ≤ λϕ(z)/
√
n.

a) Si y < z usamos la desigualdad (1.4) con w = z. Como se tiene que
0 < z − λϕ(z)/

√
n ≤ y, entonces

ϕ(z) ≤
√

1− y
√
z ≤

√
1− y(1 + λ2)

√
z − λϕ(z)/

√
n ≤ (1 + λ2)ϕ(y).

b) Si y > z tomamos w = 1 − z en (1.4). Ya que y − z ≤ λϕ(z)/n,
entonces

0 <
1− z

(1 + λ2)2
≤ 1− z − λϕ(1− z)√

n
= 1− z − λϕ(z)√

n
≤ 1− y.

Por tanto
ϕ(z) ≤ √y

√
1− z ≤ (1 + λ2)ϕ(y).

Sólo nos resta verificar que ϕ(z) está acotada inferiormente.
(i) Si z < y, entonces

y ≤ z +
λ√
n
ϕ(z) < z +

λ

B

√
B2z

n
≤ z +

λ

b
z ≤

(
1 +

λ

2b

)2

z.
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Aśı,

ϕ(y) ≤
√

1− z√y ≤
(

1 +
λ

2b

)
ϕ(z).

(ii) Por otro lado, si z > y, sea v = 1 − z y w = 1 − y, luego v < w.
Además, v ∈ [B2/n, 1−B2/n] y

|v − w| = |z − y| ≤ λ√
n
ϕ(z) =

λ√
n
ϕ(v).

Por tanto, de (i) tenemos

ϕ(y) = ϕ(w) ≤
(

1 +
λ

2b

)
ϕ(v) =

(
1 +

λ

2b

)
ϕ(z).

�
Necesitamos también, contar con condiciones necesarias que nos per-

mitan tener una cota superior para la función ϕm con m ∈ N, misma que
se presenta a continuación.

Lema 1.4. Sea B > 0 y fijemos ε, h, β ∈ (0, 1) tales que

0 < h ≤ β < ε

2(4 + ε)
.

Si x ∈ (0, 1), y ∈ [(1− 2β)x, 1− (1− 2β)(1− x)− 2h] y ξ ∈ [y, y + 2h],
entonces

min {ϕ(y), ϕ(y + 2h)} ≤ ϕ(ξ) y ϕm(x) ≤
(

1 +
ε

4

)m/2
ϕm(ξ).

para cualquier m ∈ N.
En particular, si β ∈ (0, 1/2),

√
6 ≤ 2βB, x ∈ [B2/n, 1−B2/n] y

|z − x| ≤ ϕ(x)
√

6/n,

entonces z ∈ (0, 1) y

ϕm(x) ≤
(

1 +
ε

4

)m/2
ϕm(z).

Demostración. Sea γ = min{ϕ(y), ϕ(y+2h)}. Dado que ϕ es cóncava,
es claro que γ ≤ ϕ(ξ). Más aún, de la restricción sobre β sabemos que

1

1− 2β
≤ 1 +

ε

4
.
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ϕ(x) =

√
x(1− x) 9

Caso 1. Si y ≤ (1 − 2h)/2, entonces ϕ(y) ≤ ϕ(1/2 − h) = ϕ(1/2 + h).
Como ϕ es cóncava y y < y + 2h ≤ 1/2 + h, se tiene

ϕ(y + 2h) ≥ min{ϕ(y), ϕ(1/2 + h)} = ϕ(y),

luego, γ = ϕ(y). Además, se tienen las desigualdades siguientes

(1− 2β)x ≤ y < 1

2
.

Por otro lado, se tiene que

ϕ2((1− 2β)x)

1− 2β
= x(1− x) + 2βx2.

Por tanto,

ϕ2(x) ≤ ϕ2((1− 2β)x)

1− 2β
≤ ϕ2(y)

1− 2β
≤
(

1 +
ε

4

)
γ2 ≤

(
1 +

ε

4

)
ϕ2(ξ).

Caso 2. Si y > (1−2h)/2, entonces ϕ(y+2h) < ϕ(1/2+h) = ϕ(1/2−h).
Debido a que ϕ es cóncava y 1/2− h < y < y + 2h, obtenemos

ϕ(y) > min{ϕ(1/2− h), ϕ(y + 2h)} = ϕ(y + 2h),

luego, γ = ϕ(y + 2h). También, se tiene lo siguiente

1

2
< y + 2h ≤ 1− (1− 2β)(1− x).

Considerando que x+ (1− 2β)(1− x) ≤ 1, tenemos

ϕ2(x) ≤
(

1 +
ε

4

)
(1− 2β)(1− x)x

≤
(

1 +
ε

4

)
(1− 2β)(1− x)(1− (1− 2β)(1− x))

=
(

1 +
ε

4

)
ϕ2((1− 2β)(1− x))

≤
(

1 +
ε

4

)
ϕ2(y + 2h) =

(
1 +

ε

4

)
γ2

≤
(

1 +
ε

4

)
ϕ2(ξ).

Hemos verificado lo siguiente

ϕ2(x) ≤
(

1 +
ε

4

)
ϕ2(ξ).
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Por lo tanto, para m ∈ N se cumple

ϕm(x) ≤
(

1 +
ε

4

)m/2
ϕm(ξ).

Para la última desigualdad, sea y = x−ϕ(x)
√

6/n y h = ϕ(x)
√

6/n.
Ya que z ∈ [y, y + 2h], es suficiente verificar las desigualdades

(1− 2β)x ≤ y y y ≤ 1− (1− 2β)(1− x)− 2h.

Para la primera, usamos las condiciones
√

6 ≤ 2βB y B2/n ≤ x para
obtener

ϕ(x)

√
6

n
=
√

1− x
√
x

√
6

B

√
B2

n
≤ 2βx.

Por tanto (1− 2β)x ≤ x− ϕ(x)
√

6/n = y.

Para la segunda desigualdad, usamos
√

6 ≤ 2βB y x ≤ 1 − B2/n.
Luego,

2βx+ ϕ(x)

√
6

n
≤ 2βx+ 2β

√
B2

n
(1− x) = 2βx+ 2β(1− x) = 2β.

Aśı,

y = 2βx+ ϕ(x)

√
6

n
+ (1− 2β)x− 2ϕ(x)

√
6

n

≤ 2β + (1− 2β)x− 2ϕ(x)

√
6

n
= 1− (1− 2β)(1− x)− 2h.

Por lo tanto

y ∈ [(1− 2β)x, 1− (1− 2β)(1− x)− 2h].

Ahora, aplicando la primera parte de este lema, se obtiene que z ∈ (0, 1)
y

ϕm(x) ≤
(

1 +
ε

4

)m/2
ϕm(z).

�
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1.2. Segundas diferencias

Debido a que el módulo de continuidad de segundo orden está definido
en términos de las segundas diferencias simétricas, es conveniente contar
con algunas representaciones y estimados de las mismas.

Definición 1.5. Para una función f : [0, 1] → R y h > 0, la segunda
diferencia simétrica se define mediante

∆2
hf(x) = f(x− h)− 2f(x) + f(x+ h), x± h ∈ [0, 1].

Se sigue de esta definición que∣∣∆2
hf(x)

∣∣ ≤ 4‖f‖. (1.5)

Para g ∈ C2[0, 1], x ∈ (0, 1) y h > 0 tal que x± h ∈ [0, 1], denotamos

I1(g, x, h) =

∫ x+h

x

(x+ h− s)g′′(s)ds

e

I2(g, x, h) =

∫ x

x−h
(x− h− s)g′′(s)ds.

Luego, integrando por partes obtenemos la representación

∆2
hg(x) =

∫ h/2

−h/2

∫ h/2

−h/2
g′′(x+ s+ t)dsdt = I1(g, x, h)− I2(g, x, h). (1.6)

Para estimar las segundas diferencias necesitamos la siguiente propo-
sición (una demostración puede verse en [7, (6)]).

Proposición 1.6. Si x ∈ (0, 1) y t ∈ [0, 1], entonces∣∣∣∣∫ t

x

(t− s)
ϕ2(s)

ds

∣∣∣∣ ≤ (t− x)2

ϕ2(x)
.

Proposición 1.7. Supongamos que g ∈ C2[0, 1] y x, h ∈ (0, 1).
(i) Si 0 < h ≤ 1/(3

√
2) y 2h ≤ x ≤ 1− 2h, entonces

|∆2
hg(x)| ≤ 3h2

2ϕ2(x)
‖ϕ2g′′‖[x−h,x+h].

(ii) Si 0 < h < 1/2 y h ≤ x ≤ 1− h, entonces

|∆2
hg(x)| ≤ 2h2

ϕ2(x)
‖ϕ2g′′‖[x−h,x+h].
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(iii) Fijemos ε, β ∈ (0, 1) tal que

0 < h ≤ β < ε

2(4 + ε)
.

Si y ∈ [(1− 2β)x, 1− (1− 2β)(1− x)− 2h], entonces

|∆2
hg(y + h)| ≤ h2(1 + ε/4)

ϕ2(x)
‖ϕ2g′′‖[y,y+2h].

Demostración.
(i) Usamos la representación dada en (1.6) para obtener

|∆2
hg(x)| ≤

∣∣∣∣∣
∫ x+h

x

(x+ h− s)g′′(s)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ x

x−h
(x− h− s)g′′(s)

∣∣∣∣
≤ ‖ϕ2g′′‖[x,x+h]

∫ x+h

x

∣∣∣∣x+ h− s
ϕ2(s)

∣∣∣∣ ds+ ‖ϕ2g′′‖[x−h,x]

∫ x

x−h

∣∣∣∣x− h− sϕ2(s)

∣∣∣∣ ds
≤ ‖ϕ2g′′‖[x−h,x+h]

(∫ x+h

x

x+ h− s
ϕ2(s)

ds+

∫ x

x−h

s+ h− x
ϕ2(s)

ds

)

≤ ‖ϕ2g′′‖[x−h,x+h]

(
1

min{ϕ2(x), ϕ2(x+ h)}

∫ x+h

x

(x+ h− s)ds

+
1

min{ϕ2(x), ϕ2(x− h)}

∫ x

x−h
(s+ h− x)ds

)

≤
‖ϕ2g′′‖[x−h,x+h]h

2

2

(
1

min{ϕ2(x), ϕ2(x+ h)}

+
1

min{ϕ2(x), ϕ2(x− h)}

)

≤
3‖ϕ2g′′‖[x−h,x+h]

2ϕ2(x)
h2,

en los cálculos anteriores se utilizó el Lema 1.1. Observemos que para
poder aplicar este lema, las condiciones h ≤ 1/(3

√
2) y 2h ≤ x ≤ 1− 2h

fueron necesarias.
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(ii) Usando (1.6) y la Proposición 1.6 obtenemos

|∆2
hg(x)| ≤ ‖ϕ2g′′‖[x+h, x−h]

(∫ x+h

x

x+ h− s
ϕ2(s)

ds+

∫ x

x−h

s+ h− x
ϕ2(s)

ds

)

≤ 2

ϕ2(x)
h2‖ϕ2g′′‖[x+h, x−h].

(iii) Considerando (1.6), tenemos que existe un punto ξk ∈ [y, y+ 2h]
tal que

|∆2
hg(y + h)| = h2|g′′(ξk)| ≤ h2 ‖ϕ

2g′′‖[y,y+2h]

ϕ2(ξk)

≤ h2(1 + ε/4)

ϕ2(x)
‖ϕ2g′′‖[y,y+2h],

donde la última desigualdad se sigue del Lema 1.4. �

1.3. Algunas propiedades de los polinomios
de Bernstein

En esta sección se presentan algunas identidades relacionadas con la
base de Bernstein, aśı como también expresiones para los polinomios de
Bernstein de funciones espećıficas, las cuales nos serán de utilidad en la
demostración del Teorema 2.5. Estas representaciones son conocidas, por
ejemplo, (1.11) y (1.12) son la ecuación (2.1) [5, pág. 305]. Incluimos las
demostraciones para conveniencia del lector.

Sea pn,k(x) como se definió anteriormente y N0 = N∪{0}. De aqúı en
adelante consideraremos pn,k(x) = 0 si k < 0 o k > n. Necesitamos
algunas ecuaciones relacionadas con los polinomios de Bernstein.

Es conocido que
Bn(P, x) = P (x), (1.7)

para todo polinomio P de grado no mayor que uno.

Denotemos ek(x) = xk, k ≥ 0 y x ∈ R.

Definición 1.8. Para cada n ∈ N y m ∈ N0, se define el momento
centrado de orden m como

Sn,m(x) = Bn((e1 − x)m, x).
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Para nuestro propósito nos será útil tener expresiones para los mo-
mentos Sn,2, Sn,3 y Sn,4, las cuales se presentan en la Proposición 1.9.
Para una demostración de tales expresiones, ver [11, págs. 6 y 14].

Proposición 1.9. Para n ≥ 4 y x ∈ [0, 1] tenemos

Sn,2(x) =
x(1− x)

n
, Sn,3(x) =

x(1− x)(1− 2x)

n2

y

Sn,4(x) =
x(1− x)

n2

[(
3− 6

n

)
x(1− x) +

1

n

]
.

Nos interesa contar con expresiones para los polinomios de Bernstein
de las funciones e2, e3 y e4. Las identidades que presentamos son más
o menos bien conocidas aunque no aparecen en los textos en la forma
expĺıcita que aqúı presentamos. De hecho, están ocultas en las fórmulas
que se dan para los momentos.

Proposición 1.10. Si n ∈ N y x ∈ [0, 1], entonces

Bn(e2, x) = x2 +
ϕ2(x)

n
, (1.8)

Bn(e3, x) = x3 +
ϕ2(x)((3n− 2)x+ 1)

n2
(1.9)

y

Bn(e4, x) = x4 + 6
ϕ2(x)

n
x2 +

ϕ2(x)
[
(7n− 6)ϕ2(x)− 4nx2 + 1

]
n3

. (1.10)

Demostración. La igualdad (1.8) se puede encontrar en [11, Pág. 14].
Verifiquemos (1.9). Tenemos

Sn,3(x) =

n∑
k=0

(
k

n
− x
)3

pn,k(x)

= Bn(e3, x)− 3xBn(e2, x) + 3x2Bn(e1, x)− x3

= Bn(e3, x)− 3x

(
x2 +

ϕ2(x)

n

)
+ 3x3 − x3

= Bn(e3, x)− 3xϕ2(x)

n
− x3
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y de la Proposición 1.9, se tiene

Bn(e3, x) = x3 + Sn,3(x) +
3xϕ2(x)

n

= x3 +
ϕ2(x)(1− 2x)

n2
+

3xϕ2(x)

n

= x3 +
ϕ2(x)

n2

(
(3n− 2)x+ 1

)
.

Para (1.10) se tiene lo siguiente

Sn,4(x) =

n∑
k=0

(
x− k

n

)4

pn,k(x)

= Bn(e4, x)− 4xBn(e3, x) + 6x2Bn(e2, x)− 4x3Bn(e1, x) + x4

= Bn(e4, x)− x4 − 4x
ϕ2(x)((3n− 2)x+ 1)

n2
+ 6

ϕ2(x)

n
x2

= Bn(e4, x)− x4 − ϕ2(x)(4(3n− 2)x2 + 4x)

n2
+ 6

ϕ2(x)

n
x2.

Aśı, usando la Proposición 1.9 obtenemos

Bn(e4, x) = x4 − 6
ϕ2(x)

n
x2 + Sn,4(x) +

ϕ2(x)(4(3n− 2)x2 + 4x)

n2

= x4 − 6
ϕ2(x)

n
x2 +

ϕ2(x)

n2

[(
3− 6

n

)
ϕ2(x) +

1

n

+ 4(3n− 2)x2 + 4x
]

= x4 − 6
ϕ2(x)

n
x2 +

ϕ2(x)

n3

[
(3n− 6)ϕ2(x) + 12n2x2 − 8nx2

+ 4nx+ 1
]

= x4 − 6
ϕ2(x)

n
x2 +

ϕ2(x)

n3

[
(3n− 6)ϕ2(x) + 4nϕ2(x) + 12n2x2

− 4nx2 + 1
]

= x4 − 6
ϕ2(x)

n
x2 +

ϕ2(x)

n3

[
(7n− 6)ϕ2(x) + 12n2x2

− 4nx2 + 1
]

= x4 + 6
ϕ2(x)

n
x2 +

ϕ2(x)

n3

[
(7n− 6)ϕ2(x)− 4nx2 + 1

]
.
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Con lo que concluimos la demostración de esta proposición. �

Proposición 1.11. Para x ∈ (0, 1) y n > 1, tenemos:

ϕ2(x)p′n,k(x) = (k − nx)pn,k(x), k ∈ {0, 1, . . . , n}. (1.11)

p′n,k(x) = n
(
pn−1,k−1(x)− pn−1,k(x)

)
, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. (1.12)

p′′n,k(x) = n(n− 1)
(
pn−2,k−2(x)− 2pn−2,k−1(x) + pn−2,k(x)

)
, (1.13)

con k ∈ {0, 1, . . . , n− 2}.
Además, para k ∈ {0, 1, . . . , n} se cumple

ϕ4(x)p′′n,k(x) = n

(
(n− 1)

(
k

n
− x
)2

− k

n

(
1− k

n

))
pn,k(x) (1.14)

y

ϕ6(x)p′′′n,k(x) = ((k − nx)3 − 3(1− 2x)(k − nx)2)pn,k(x) (1.15)

+((2− 3ϕ2(x)(2 + n))(k − nx) + 2(1− 2x)nϕ2(x))pn,k(x).

Demostración. Un cálculo directo nos da

ϕ2(x)p′n,k(x) = ϕ2(x)

(
n

k

)(
kxk−1(1− x)n−k − (n− k)xk(1− x)n−k−1

)
= k(1− x)pn,k(x)− (n− k)xpn,k(x)

= (k − nx)pn,k(x)

y

p′n,k(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
xk−1(1−x)n−k− n!

k!(n− k − 1)!
xk(1−x)n−k−1

= npn−1,k−1(x)− npn−1,k(x).

Para k ∈ {0, 1, . . . , n− 2}, tenemos

p′′n,k(x) = n
(
p′n−1,k−1(x)− p′n−1,k(x)

)
= n(n− 1)

(
pn−2,k−2(x)− 2pn−2,k−1(x) + pn−2,k(x)

)
.
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Ahora, verificaremos (1.14) para 0 ≤ k ≤ n,

ϕ4(x)p′′n,k(x) = ϕ2(x)
(
ϕ2(x)p′n,k(x)

)′ − ϕ2(x)(1− 2x)p′n,k(x)

= ϕ2(x) ((k − nx)pn,k(x))
′ − ϕ2(x)(1− 2x)p′n,k(x)

= (k − nx− 1 + 2x)ϕ2(x)p′n,k(x)− nϕ2(x)pn,k(x)

=
(

(k − nx− 1 + 2x)(k − nx)− nϕ2(x)
)
pn,k(x)

=
(

(k − nx)2 − (1− 2x)(k − nx)− nϕ2(x)
)
pn,k(x)

= n

(
(n− 1)

(
k

n
− x
)2

+
k2

n2
− k

n

)
pn,k(x).

Para verificar la última identidad usaremos una idea similar a la que
se usó para probar (1.14). Esto es,

ϕ6(x)p′′′n,k(x) = ϕ2(x)
(
ϕ4(x)p′′n,k(x)

)′
− 2ϕ4(x)(1− 2x)p′′n,k(x)

= ϕ2(x)
((

(k − nx)2 − (1− 2x)(k − nx)− nϕ2(x)
)
pn,k(x)

)′
−2(1− 2x)

(
(k−nx)2− (1− 2x)(k−nx)−nϕ2(x)

)
pn,k(x)

= 2ϕ2(x)(1− n)(k − nx)pn,k(x)

+
(

(k− nx)2 − (1− 2x)(k− nx)− nϕ2(x)
)

(k− nx)pn,k(x)

−2(1− 2x)
(

(k−nx)2− (1− 2x)(k−nx)−nϕ2(x)
)
pn,k(x)

= 2ϕ2(x)(1− n)(k − nx)pn,k(x)

+
(

(k − nx)3 − (1− 2x)(k − nx)2 − nϕ2(x)(k − nx)

−2(1−2x)
(

(k−nx)2−(1−2x)(k−nx)−nϕ2(x)
))
pn,k(x)

=
(

(k − nx)3 − 3(1− 2x)(k − nx)2

+
(
(2− 3n)ϕ2(x) + 2(1− 2x)2

)
(k − nx)

+2(1− 2x)nϕ2(x)
)
pn,k(x)
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=
(

(k − nx)3 − 3(1− 2x)(k − nx)2

+(2− 3ϕ2(x)(2 + n))(k − nx) + 2(1− 2x)nϕ2(x)
)
pn,k(x).

�

Para lograr resultados inversos para los operadores de Bernstein hay
que considerar diferentes fórmulas asociadas con las derivadas. Por ejem-
plo, Berens y Lorentz utilizaron tres expresiones diferentes (ver [1, pág.
705]).

En la proposición que sigue se muestran expresiones equivalentes pa-
ra algunas de las derivadas de los polinomios de Bernstein, las demos-
traciones no se presentan aqúı, sin embargo, se pueden consultar en las
referencias indicadas.

Proposición 1.12. Si n > 2, x ∈ (0, 1) y f : [0, 1]→ R, entonces

B′′n(f, x) = n(n− 1)

n−2∑
k=0

∆2
1/nf

(
k + 1

n

)
pn−2,k(x) [11, pág. 12],

[1, pág. 705]

=
n2

x(1− x)

n−1∑
k=1

ϕ2

(
k

n

)
∆2

1/nf

(
k

n

)
pn,k(x) [1, pág. 705],

B′′′n (f, x) = n(n− 1)(n− 2)

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
R∗n(x, k)

= n(n−1)(n−2)

n−2∑
k=0

∆2
1/nf

(
k + 1

n

)(
pn−3,k−1(x)−pn−3,k(x)

)

=
n(n− 1)(n− 2)

x(1− x)

n−2∑
k=0

∆2
1/nf

(
k + 1

n

)(
k

n− 2
− x
)
pn−2,k(x)

[6, pág. 90]
y

B(iv)
n (g, x) = n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

n−2∑
k=0

∆2
1/ng

(
k + 1

n

)
Rn(x, k)

[14, pág. 1017],
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donde

R∗n(x, k) = pn−3,k−3(x)− 3pn−3,k−2(x) + 3pn−3,k−1(x)− pn−3,k(x)

y

Rn(x, k) = pn−4,k−2(x)− 2pn−4,k−1(x) + pn−4,k(x). (1.16)

Proposición 1.13. Si 4 ≤ 2A < n y x ∈ [A/n, 1−A/n], entonces

Bn(|e1 − x|3, x) ≤ 2ϕ3(x)

n3/2
.

Demostración. De la Proposición 1.9 y la desigualdad de Hölder te-
nemos

Bn(|e1 − x|3, x) ≤
(
Bn((e1 − x)2, x)Bn((e1 − x)4, x)

)1/2

=
ϕ(x)√
n

(
ϕ2(x)

n2

[(
3− 6

n

)
ϕ2(x) +

1

n

])1/2

≤ ϕ2(x)

n3/2

((
3− 6

n

)
ϕ2(x) +

2

A

A

n

(
1− A

n

))1/2

≤ ϕ2(x)

n3/2

((
3− 6

n

)
ϕ2(x) +

2ϕ2(x)

A

)1/2

=
ϕ3(x)

n3/2

(
3− 6

n
+

2

A

)1/2

≤ 2ϕ3(x)

n3/2
.

�

Corolario 1.14. Sean n > 2A ≥ 8, y ∈ [A/n, 1−A/n]. Fijemos números
positivos a, b y c. Si

m(x) =
a

ϕ2(y)
(x− y)2 − b

√
n

ϕ3(y)
| x− y |3 − cn

ϕ4(y)
(x− y)4,

entonces

Bn(m, y) ≥ 1

n

(
a− 2b− 7c

2

)
.



20 Preliminares

Demostración. Observemos que

1

n
=

2

A

A

n

1

2
≤ 2

A

A

n

(
1− A

n

)
≤ 2

A
y(1− y).

De las Proposiciones 1.9 y 1.13, tenemos

Bn(m, y) =
a

ϕ2(y)
Bn((x− y)2, y)− b

√
n

ϕ3(y)
Bn(|x− y|3, y)

− cn

ϕ4(y)
Bn((x− y)4, y)

=
a

n
− b
√
n

ϕ3(y)
Bn(|x− y|3, y)− c

nϕ2(y)

[(
3− 6

n

)
y(1− y) +

1

n

]
≥ a

n
− b
√
n

ϕ3(y)

2ϕ3(y)

n3/2
− c

nϕ2(y)

[
3ϕ2(y) +

2ϕ2(y)

A

]
=
a

n
− 2b

n
− c

n

(
3 +

2

A

)
≥ 1

n

(
a− 2b− 7c

2

)
.

�



Caṕıtulo 2

Desigualdades de tipo
Bernstein

Como hemos mencionado anteriormente, la demostración del Teorema
0.1 depende de las desigualdades localizadas para polinomios de Berns-
tein, luego, en este caṕıtulo nos enfocaremos en la demostración de algu-
nos resultados en los que se involucran desigualdades del tipo Bernstein,
aśı como también resultados auxiliares que nos ayudarán para poder ve-
rificar el Teorema 2.9.

2.1. Variaciones a un estimado de Bernstein

En las argumentaciones de Totik es de extrema importancia un lema
que se presenta sin demostración. El trabajo original sólo hace referencia
a un teorema que se formula en [8, pág. 200], pero en [8] el teorema no se
demuestra (sólo se indica que la prueba se puede ver en algunos textos de
probabilidad). Además, dicho lema, en la forma en que está presentado
en el trabajo de Totik, no puede ser utilizado para encontrar valores
espećıficos de los paramétros A y ε. Con el fin de darle más claridad al
lector presentamos los Lemas 2.1 y 3.1 de [14].

Lema 2.1. Sean x > 0, M = [x] (la parte entera de x) y

lk(x) =
e−xxk

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

Entonces

21
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1. El mayor lk(x) es lM (x). Los términos lM−1(x) y lM (x) son iguales
cuando x es un entero.

2. Si k = M + h y 0 < δ < 1, entonces∑
|h|>δM

lk(x) = O(e−γx),

donde γ = δ2/3.
3. Si 1/2 < ζ < 2/3, entonces∑

|h|>Mζ

lk(x) = O(e−x
η

),

donde η es cualquier número menor que 2ζ − 1.
4. Si λ > 0, entonces ∑

|h|>λ
√
M

lk(x) < ε,

para M ≥M0(ε) y λ ≥ λ0(ε).
5. Si |h| ≤Mζ , entonces

lk(x) =

√
c

πM
e−ch

2/M

{
1 +O

(
|h|+ 1

x

)
+O

(
|h|3

x2

)}
donde c = 1/2.

6. Los estimados en los apartados 2 y 3 siguen siendo válidos si lk(x)
se multiplica por cualquier potencia fija de k.

Lema 2.2. Sean pn,k(x) como en (1) y M = [(n+ 1)x]. El valor mayor
de los pn,k(x) es pn,M (x). Los términos pn,M−1(x) y pn,M (x) son iguales
cuando (n+1)x es un entero. Los enunciados 2-6 del Lema 2.1 se siguen
cumpliendo cuando reemplazamos lk(x) con pn,k(x), considerando en la
afirmación 5

c =
1

2(1− x)

y algún γ en la número 2.
Más aún, todos los estimados son uniformes conforme nx(1−x) tiende

a infinito.

Nótese que los resultados anteriores están en términos de O, luego
no pueden ser utilizados para encontrar estimados más concretos. Desde
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nuestro punto de vista creemos que el estudio se puede mejorar conside-
rando los resultados que presentamos en esta sección.

La primera desigualdad del Lema 2.4, aparece en el trabajo de Berns-
tein [2]. Otra demostración se puede ver en [11, Teorema 1.5.3]. Presenta-
mos una demostración detallada para mostrarle al lector que sólo se usan
argumentos anaĺıticos (no probabiĺısticos) y porque parte de sus argu-
mentos se usarán en la prueba de la segunda parte. Hasta donde sabemos
la segunda desigualdad es nueva.

Lema 2.3. Para cada n ∈ N0 se cumple

2× 3n ≤ (n+ 2)!.

Demostración. La prueba se hará por inducción. Para n = 0, la de-
sigualdad se cumple.
Supongamos que la desigualdad se cumple hasta n y verifiquemos para
n+ 1. Aśı,

2× 3n+1 ≤ (n+ 2)! · 3

≤ (n+ 3)!.

Por tanto, la desigualdad es válida para toda n ∈ N0. �

Lema 2.4. Fijemos x ∈ (0, 1).
(i) Si α ∈ (0, 3], entonces∑

|k−nx|≥αnx(1−x)

pn,k(x) ≤ 2 exp

{
−α

2nx(1− x)

4

}
.

(ii) Si A ≥ 2, α ∈ (0, 3/2], n > 2A y x ∈ [A/n, 1−A/n], entonces

∑
|k−nx|≥αnx(1−x)

(
x− k

n

)2

pn,k(x) ≤ 2
√

2ϕ2(x)

n
exp

{
−α

2nx(1− x)

8

}
.

Demostración.
(i) Denotemos

Ψn(v, x) =

n∑
k=0

ev(k−nx)pn,k(x) =
(
xev(1−x) + (1− x)e−vx

)n
y

Φn(v, x) =

n∑
k=0

ev|k−nx|pn,k(x).
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Notemos que

xev(1−x) + (1− x)e−vx = 1 +

∞∑
j=2

vj

j!

(
x(1− x)j + (1− x)(−x)j

)

≤ 1 + x(1− x)

∞∑
j=2

|v|j

j!

(
(1− x)j−1 + xj−1

)

≤ 1 + x(1− x)

∞∑
j=2

|v|j

j!

= 1 + x(1− x)|v|2
∞∑
i=0

|v|i

(i+ 2)!
.

Observemos que, cuando | v |≤ 3/2, se sigue del Lema 2.3 lo siguiente

xev(1−x) + (1− x)e−vx ≤ 1 + x(1− x)
v2

2

∞∑
i=0

| v |i

3i

= 1 + x(1− x)
v2

2

1

1− | v/3 |

≤ 1 + x(1− x)v2 ≤ ex(1−x)v2 .

De las últimas relaciones obtenemos

Φn(v, x) ≤ Ψn(v, x) + Ψn(−v, x) ≤ 2enx(1−x)v2 , | v |≤ 3/2. (2.1)

Sean

C =
1

2
exp

{
α2nx(1− x)

4

}
y v =

α

2
.

Tomando en cuenta (2.1) sabemos que

{k : 0 ≤ k ≤ n, | k − nx |≥ αnx(1− x)}

=

{
k : 0 ≤ k ≤ n, | k − nx |≥ α2nx(1− x)

4v
+ nx(1− x)v

}
=
{
k : 0 ≤ k ≤ n, exp(v | k − nx |) ≥ 2C exp

(
nx(1− x)v2

)}
⊂ {k : 0 ≤ k ≤ n, exp(v | k − nx |) ≥ CΦn(v, x)}.
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Por lo tanto∑
|k−nx|≥αnx(1−x)

pn,k(x) ≤
∑

exp(v|k−nx|)≥CΦn(v,x)

pn,k(x)

≤
n∑
k=0

exp(v | k − nx |)
CΦn(v, x)

pn,k(x)

=
1

C
= 2 exp

{
−α

2nx(1− x)

4

}
.

Con lo cual queda demostrada la primera parte del lema.

(ii) Sea

Fn(v, x) =

n∑
k=0

ev|k−nx|
(
x− k

n

)2

pn,k(x).

Se sigue de la Proposición 1.9 y de (2.1) que, para | v |≤ 3/4,

Fn(v, x) ≤

(
n∑
k=0

e2v|k−nx|pn,k(x)

n∑
k=0

(
x− k

n

)4

pn,k(x)

)1/2

= (Φn(2v, x)Sn,4(x))
1/2

≤
√

2e2nϕ2(x)v2
(
ϕ2(x)

n2

[(
3− 6

n

)
ϕ2(x) +

1

n

])1/2

≤
√

2ϕ(x)

n
e2nϕ2(x)v2

((
3− 6

n

)
ϕ2(x) +

2

n

(
1− A

n

))1/2

≤
√

2ϕ(x)

n
e2nϕ2(x)v2

((
3− 6

n

)
ϕ2(x) +

2

A
ϕ2(x)

)1/2

=
ϕ2(x)

n

√
2e2nϕ2(x)v2

(
3− 6

n
+

2

A

)1/2

≤ 2
√

2
ϕ2(x)

n
e2nϕ2(x)v2 .

Aśı
nFn(v, x)

2
√

2ϕ2(x)
≤ e2nϕ2(x)v2 . (2.2)
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Sea

D =
1

2
√

2
exp

{
α2nx(1− x)

8

}
y v =

α

4
.

Considerando (2.2) tenemos

{k : 0 ≤ k ≤ n, | k − nx |≥ αnx(1− x)}

=

{
k : 0 ≤ k ≤ n, | k − nx |≥ α2nx(1− x)

8v
+ 2nx(1− x)v

}
=
{
k : 0 ≤ k ≤ n, exp(v | k − nx |) ≥ 2

√
2D exp

(
2nx(1− x)v2

)}
⊂
{
k : 0 ≤ k ≤ n, exp(v | k − nx |) ≥ Dn

ϕ2(x)
Fn(v, x)

}
.

Por lo tanto∑
|k−nx|≥αnx(1−x)

(
x− k

n

)2

pn,k(x)

≤
∑

exp(v|k−nx|)≥DnFn(v,x)/ϕ2(x)

(
x− k

n

)2

pn,k(x)

≤ ϕ2(x)

DnFn(x, v)

n∑
k=0

exp(v | k − nx |)
(
x− k

n

)2

pn,k(x)

=
ϕ2(x)

Dn
=

2
√

2ϕ2(x)

n
exp

{
−α

2nx(1− x)

8

}
.

�

2.2. Desigualdades con norma

En esta sección se presentan algunos estimados para la norma de
algunas derivadas de los polinomios de Bernstein.

La primera desigualdad en (2.4) ha aparecido en diferentes art́ıculos
con otras constantes (por ejemplo, ver [7, (43)] y [6, Lema 8.5]). Para una
prueba de la segunda ver [6, Lema 8.4]. Otro estimado puntual fue dado
en [13, Lema 3.3].
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Teorema 2.5. Si n ≥ 4, f ∈ C[0, 1] y g ∈ C2[0, 1], entonces

‖ϕ3B′′′n (f)‖ ≤ 10n3/2‖f‖, (2.3)

‖ϕ2B′′n(g)‖ ≤ 2‖ϕ2g′′‖ y ‖ϕ3B′′′n (g)‖ ≤ 3√
2

√
n‖ϕ2g′′‖. (2.4)

En particular, si ‖f −Bn(f)‖ < ‖ϕ2B′′n(f)‖/(4n), entonces

‖ϕ3B′′′n (f)‖ ≤ 5
√
n‖ϕ2B′′n(f)‖. (2.5)

Demostración. Para probar (2.3) consideraremos dos casos:
Caso 1. Supongamos que ϕ2(x) ≤ 1/n. Para f ∈ C[0, 1] tenemos(

ϕ2(x)B′′n(f, x)
)′

= (1− 2x)B′′n(f, x) + ϕ2(x)B′′′n (f, x).

Además, de las Proposiciones 1.12 y 1.11, se sigue que

(1− 2x)B′′n(f, x) + ϕ2(x)B′′′n (f, x) = n2
n−1∑
k=1

ϕ2

(
k

n

)
∆2

1/nf

(
k

n

)
p′n,k(x)

= n2
n−1∑
k=1

ϕ2

(
k

n

)
∆2

1/nf

(
k

n

)
(k − nx)pn,k(x).

Aśı
ϕ2(x)B′′′n (f, x) = −(1− 2x)B′′n(f, x)

+n2
n−1∑
k=1

ϕ2

(
k

n

)
∆2

1/nf

(
k

n

)
(k − nx)pn,k(x).

De las Proposiciones 1.11 y 1.9, (1.5) y la desigualdad de Hölder, obte-
nemos∣∣ϕ3(x)B′′′n (f, x)

∣∣ ≤ |ϕ(x)(1− 2x)B′′n(f, x)|

+n2ϕ(x)

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

ϕ2

(
k

n

)
∆2

1/nf

(
k

n

)
(k − nx)pn,k(x)

∣∣∣∣∣
≤ |ϕ(x)B′′n(f, x)|+ 4n2ϕ(x)‖f‖

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

ϕ2

(
k

n

)
(k − nx)pn,k(x)

∣∣∣∣∣
= n(n− 1)ϕ(x)‖f‖

n∑
k=1

|pn−2,k−2(x)− 2pn−2,k−1(x) + pn−2,k(x)|
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+4n2ϕ(x)‖f‖
n−1∑
k=1

ϕ2

(
k

n

)
|k − nx|pn,k(x)

≤ 4n2

√
n
‖f‖+

4n2

√
n
‖f‖

(
n−1∑
k=1

ϕ4

(
k

n

)
pn,k(x)

n−1∑
k=1

(k − nx)2pn,k(x)

)1/2

≤ 4n3/2‖f‖

1 +

(
n−1∑
k=1

ϕ4

(
k

n

)
pn,k(x) · n2ϕ

2(x)

n

)1/2


≤ 4n3/2‖f‖

1 +

(
n−1∑
k=1

ϕ4

(
k

n

)
pn,k(x)

)1/2


≤ 4n3/2‖f‖
(

1 +
(
Bn(ϕ4, x)

)1/2
)
.

Ahora, sólo resta acotar superiormente el término Bn(ϕ4, x). De la
Proposición 1.10, se sigue que

Bn(ϕ4, x) = Bn(e2, x)− 2Bn(e3, x) +Bn(e4, x)

= x2 +
ϕ2(x)

n
− 2

(
x3 +

ϕ2(x)[(3n− 2)x+ 1]

n2

)
+ x4

+6
ϕ2(x)

n
x2 +

ϕ2(x)[(7n− 6)ϕ2(x)− 4nx2 + 1]

n3

= x2 − 2x3 + x4 +
ϕ2(x)

n
− 2ϕ2(x)[(3n− 2)x+ 1]

n2

+6
ϕ2(x)

n
x2 +

ϕ2(x)[(7n− 6)ϕ2(x)− 4nx2 + 1]

n3

≤ ϕ4(x) +
ϕ2(x)

n
+ 6

ϕ2(x)

n
x2 +

ϕ2(x)[(7n− 6)ϕ2(x) + 1]

n3

≤ 1

n2
+

7

n2
+

7n+ 1

n4
≤ 1

Por lo tanto ∣∣ϕ3(x)B′′′n (f, x)
∣∣ ≤ 10n3/2‖f‖.
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Caso 2. Supongamos ahora que ϕ2(x) ≥ 1/n. Primero, notemos que
Bn(|t− x|, x) ≤ ϕ(x)/

√
n. Luego, si f ∈ C[0, 1], de las Proposiciones 1.9

y 1.13 junto con (1.15), se tiene lo siguiente

|ϕ3(x)B′′′n (f, x)| ≤ ‖f‖ϕ3(x)

n∑
k=0

|p′′′n,k(x)| = ‖f‖
ϕ3(x)

n∑
k=0

|ϕ6p′′′n,k(x)|

≤ ‖f‖
ϕ3(x)

n∑
k=0

(
|k−nx|3 +3|1−2x|(k−nx)2 +

(
|2−3(n+2)ϕ2(x)|

)
|k−nx|

+2nϕ2(x)|1− 2x|
)
pn,k(x)

=
‖f‖
ϕ3(x)

(
n3Bn(|e1 − x|3, x) + 3n2|1− 2x|Bn((e1 − x)2, x)

+n(3(n+ 2)ϕ2(x)− 2)Bn(|e1 − x|, x)

+2nϕ2(x)|1− 2x|
n∑
k=0

pn,k(x)
)

≤ ‖f‖
ϕ3(x)

(2n3ϕ3(x)

n3/2
+

3n2ϕ2(x)

n
+
n(3(n+ 2)ϕ2(x)− 2)ϕ(x)√

n
+ 2nϕ2(x)

)
= ‖f‖

(
2n3/2 +

5n

ϕ(x)
+

√
n(3nϕ2(x) + 6ϕ2(x)− 2)

ϕ2(x)

)
≤ ‖f‖

(
2n3/2 + 5n3/2 + 3n3/2

)
= 10n3/2‖f‖.

La primera desigualdad en (2.4), se sigue de las Proposiciones 1.12 y
1.7. Esto es,

|ϕ2(x)B′′n(g, x)| =

∣∣∣∣∣∣ϕ2(x)n(n− 1)

n−2∑
j=0

∆2
1/ng

(
j + 1

n

)
pn−2,j(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ n2

n−1∑
k=1

ϕ2

(
k

n

) ∣∣∣∣∆2
1/ng

(
k

n

)∣∣∣∣ pn,k(x)

≤ 2

n−1∑
k=1

‖ϕ2g′′‖I(k)pn,k(x) ≤ 2‖ϕ2g′′‖,

donde I(k) = [(k − 1)/n, (k + 1)/n].
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Finalmente, supongamos que ‖f − Bn(f)‖ < ‖ϕ2B′′n(f)‖/(4n). En-
tonces

‖ϕ3B′′′n (f)‖ ≤ ‖ϕ3B′′′n (Bn(f)− f)‖+ ‖ϕ3B′′′n (Bn(f))‖

≤ 10n3/2‖f −Bn(f)‖+
3√
2

√
n‖ϕ2B′′n(f)‖

≤ 5
√
n‖ϕ2B′′n(f)‖.

�

2.3. Resultados auxiliares

Para simplificar la exposición de los resultados correspondientes a esta
sección usamos los siguientes supuestos. Para 0 ≤ a < b ≤ 1, ‖f‖[a,b] es
la norma calculada en el intervalo [a, b].

Fijamos parámetros ε, β,A y n tales que : ε ∈ (0, 1/10], n ∈ N,

0 < β <
ε

2(4 + ε)
, A ≥ 16

β2
ln

(
24
√

2

ε

)
y n > máx

{
2A2,

(
12

ε

)2
}
.

(2.6)
Para un punto x ∈ (0, 1), denotamos

T (x, β) = [(1− 2β)x, 1− (1− 2β)(1− x)],

R(x, β) = [0, (1− 2β)x+ 2/n]
⋃

[1− (1− 2β)(1− x)− 2/n, 1], (2.7)

y

Q(n, x, β) =

{
k ∈ N : (1− 2β)x ≤ k

n
≤ 1− (1− 2β)(1− x)− 2

n

}
.

(2.8)
Utilizaremos también la notación

En =

[
A2

n
, 1− A2

n

]
.

Por último, para f : [0, 1]→ R, denotamos

f(n, k) =

∣∣∣∣∆2
1/nf

(
k + 1

n

)∣∣∣∣ , 1 ≤ k ≤ n− 2. (2.9)

En general, los siguientes lemas se cumplen para cuando α ∈ [0, 2].
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Lema 2.6. Sean ε, β,A y n elementos que satisfacen (2.6). Si g ∈ C2[0, 1]
y x ∈ (0, 1), entonces

n(n− 1)
∑

k∈Q(n,x,β)

g(n, k)

∣∣∣∣ k

n− 2
− x
∣∣∣∣α pn−2,k(x) ≤ (1 + ε/4)M1

(n− 2)α/2ϕ2−α(x)
,

con M1 = ‖ϕ2g′′‖T (x,β) y α = 0, 1, 2.

Demostración. Sea A(k) = [k/n, (k + 2)/n]. Supongamos que α = 0.
Luego, tomando y = k/n y h = 1/n ≤ β en (iii) de la Proposición 1.7
tenemos

n(n− 1)ϕ2(x)
∑

k∈Q(n,x,β)

g(n, k)pn−2,k(x)

≤ n(n− 1)ϕ2(x)
(1 + ε/4)

n2ϕ2(x)

∑
k∈Q(n,x,β)

‖ϕ2g′′‖A(k)pn−2,k(x)

≤
(

1 +
ε

4

)
M1.

Para α = 2 usamos la Proposición 1.9 y (iii) en la Proposición 1.7
para obtener

n(n− 1)(n− 2)
∑

k∈Q(n,x,β)

g(n, k)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

≤ n(n− 1)(n− 2)

n2

(1 + ε/4)M1

ϕ2(x)

∑
k∈Q(n,x,β)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

≤ (1 + ε/4)M1(n− 1)(n− 2)

nϕ2(x)

n−2∑
k=0

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

=
(1 + ε/4)M1(n− 1)(n− 2)

n(n− 2)
≤
(

1 +
ε

4

)
M1.

El caso α = 1 se tiene de la desigualdad de Hölder, la Proposición 1.9
y (iii) de la Proposición 1.7

n(n− 1)(n− 2)ϕ(x)
∑

k∈Q(n,x,β)

g(n, k)

∣∣∣∣ k

n− 2
− x
∣∣∣∣ pn−2,k(x)
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≤ n(n− 1)(n− 2)

n2ϕ(x)

(
1 +

ε

4

)
M1

n−2∑
k=0

∣∣∣∣ k

n− 2
− x
∣∣∣∣ pn−2,k(x)

≤ n− 2

ϕ(x)

(
1 +

ε

4

)
M1

(
n−2∑
k=0

(
k

n− 2
− x
)2

pn−2,k(x)

n−2∑
k=0

pn−2,k(x)

)1/2

=
√
n− 2

(
1 +

ε

4

)
M1.

�

Lema 2.7. Sean ε, β,A y n elementos que satisfacen (2.6). Si g ∈ C2[0, 1]
y x ∈ [A/n, 1−A/n], entonces

(i) n(n−1)
∑

k/∈Q(n,x,β)

g(n, k)

∣∣∣∣ k

n− 2
− x
∣∣∣∣α pn−2,k(x) ≤ (n− 3)−α/2εM2

4ϕ2−α(x)
,

con M2 = ‖ϕ2g′′‖R(x,β), α = 0, 1, 2 y 0 ≤ k ≤ n− 2.

(ii) n2
n−3∑
k=1

g(n, k)α(n, k)pn−2,k(x) ≤
(

1 +
ε

4

)
M1 +

ε

2
M2,

donde M1 = ‖ϕ2g′′‖T (x,β) y

α(n, k) = min

{
ϕ2

(
k

n

)
, ϕ2

(
k + 2

n

)}
, 1 ≤ k ≤ n− 3.

Demostración. En la demostración de este lema usaremos las siguien-
tes notaciones:

A(k) = [k/n, (k + 2)/n] y M = −2 + n(1− (1− 2β)(1− x)).

(i) Sea α = 0. Si k /∈ Q(n, x, β), entonces

k

n
< (1− 2β)x o 1− (1− 2β)(1− x)− 2

n
<
k

n
.

Supongamos que 0 ≤ k < n(1− 2β)x. Note que A ≤ nx y 2 ≤ Aβ, luego

k + 2 < 2 + nx(1− 2β) ≤ nx
(

2

A
+ 1− 2β

)
≤ n(1− β)x.

Más aún,

2βx− 1

n
≥ 2βx− x

A
≥ βx.
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De los enunciados (i) y (ii) de la Proposición 1.7, tenemos

n(n− 1)ϕ2(x)
∑

0≤k<n(1−2β)x

g(n, k)pn−2,k(x)

= n(n− 1)ϕ2(x)g(n, 0)pn−2,0(x)

+n(n− 1)ϕ2(x)
∑

1≤k<n(1−2β)x

g(n, k)pn−2,k(x)

≤ 2n(n− 1)
‖ϕ2g′′‖A(0)

n2ϕ2(1/n)
x(1− x)n−1

+n(n− 1)ϕ2(x)
∑

1≤k<n(1−2β)x

3‖ϕ2g′′‖A(k)

2n2ϕ2((k + 1)/n)
pn−2,k(x)

= 2nx(1− x)n−1‖ϕ2g′′‖A(0)

+
3

2

∑
1≤k<n(1−2β)x

n(n− 1)(n− 2)!xk+1(1− x)n−k−1

(k + 1)(n− k − 1)k!(n− 2− k)!
‖ϕ2g′′‖A(k)

≤M2

2nx(1− x)n−1 +
3

2

∑
1≤k<n(1−2β)x

n!xk+1(1− x)n−k−1

(k + 1)!(n− k − 1)!


≤ 2M2

∑
0≤k<n(1−2β)x

pn,k+1(x)

≤ 2M2

∑
0≤j<n(1−2β)x+1

pn,j(x)

= 2M2

∑
2βx−1/n<x−j/n

pn,j(x)

≤ 2M2

∑
βx(1−x)≤x−j/n

pn,j(x).

Supongamos ahora que 1− (1− 2β)(1− x)− 2/n < k/n, de donde

−2 + n(1− (1− 2β)(1− x)) < k ≤ n− 2.

Aśı, A(k) ⊂ R(x, β).
Notemos que

A = n · A
n
≤ n(1− x),
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y como βA > 1, se sigue que

nx+ nβ(1− x) ≤ −1 + nx+ βA+ nβ(1− x) ≤ −1 + nx+ 2nβ(1− x)

= −1 + n− n(1− x) + 2nβ(1− x) = −1 + n− n(1− 2β)(1− x).

De la Proposición 1.7 obtenemos

n(n− 1)ϕ2(x)
∑

M<k≤n−2

g(n, k)pn−2,k(x)

= n(n− 1)ϕ2(x)
∑

M<k≤n−3

g(n, k)pn−2,k(x)

+n(n− 1)ϕ2(x)g(n, n− 2)pn−2,n−2(x)

=
∑

M<k≤n−3

g(n, k)
n!

k!(n− k − 2)!
xk+1(1− x)n−k−1

+n(n− 1)xn−1(1− x)g(n, n− 2)

≤ 2M2

nxn−1(1− x) +
∑

M<k≤n−3

pn,k+1(x)


= 2M2

∑
M<k≤n−2

pn,k+1(x)

= 2M2

∑
M+1<j≤n−1

pn,j(x)

≤ 2M2

∑
nx+nβ(1−x)<j≤n−1

pn,j(x).

Hemos probado que

n(n− 1)ϕ2(x)
∑

k/∈Q(n,x,β)

g(n, k)pn−2,k(x) ≤ 2M2

∑
|k−nx|>βnx(1−x)

pn,k(x).

Tomemos α = β en el enunciado (i) del Lema 2.4, luego∑
|k−nx|≥βnx(1−x)

pn,k(x) ≤ 2exp

{
−β

2nx(1− x)

4

}

≤ 2exp

{
−β

2A(1−A/n)

4

}
,
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y del hecho de que n > 2A,

1

8
A ≤ 1

4
A

(
1− A

n

)
.

Además, de las condiciones sobre A, tenemos la desigualdad que sigue

4e−Aβ
2/8 ≤ ε

4
.

Por tanto

n(n− 1)ϕ2(x)
∑

k/∈Q(n,x,β)

g(n, k)pn−2,k ≤ 4M2e
−Aβ2/8 ≤ ε

4
M2.

Para el caso α = 2, notemos que si x ∈ [A/n, 1−A/n], entonces

Sn,4(x) =
ϕ2(x)

n2

[(
3− 6

n

)
ϕ2(x) +

1

n

]

≤ ϕ2(x)

n2

[(
3− 6

n

)
ϕ2(x) +

1

A
min{x, 1− x}

]
≤ ϕ2(x)

n2

[(
3− 6

n

)
ϕ2(x) +

2

A
ϕ2(x)

]
≤ ϕ4(x)

n2

(
3 +

2

A

)
≤ 4ϕ4(x)

n2
.

Al igual que en el caso anterior, supongamos que 0 ≤ k < n(1−2β)x.
Luego, de (i) y (ii) de la Proposición 1.7 se tiene

n(n− 1)(n− 3)
∑

0≤k<n(1−2β)x

g(n, k)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

= n(n− 1)(n− 3)g(n, 0)x2pn−2,0(x)

+n(n− 1)(n− 3)
∑

1≤k<n(1−2β)x

g(n, k)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

≤ 2n(n− 3)‖ϕ2g′′‖A(0)x
2(1− x)n−2

+
3

2

∑
1≤k<n(1−2β)x

n(n− 1)(n− 3)

(k + 1)(n− k − 1)
‖ϕ2g′′‖A(k)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)
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≤ 2M2

{
n(n− 3)x2(1− x)n−2

+
∑

1≤k<n(1−2β)x

n(n− 1)(n− 3)

(k + 1)(n− k − 1)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)


= 2M2

∑
0≤k<n(1−2β)x

n(n− 1)(n− 3)

(k + 1)(n− k − 1)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x).

Consideremos ahora el caso −2 + n(1− (1− 2β)(1− x)) < k ≤ n− 2.

n(n− 1)(n− 3)
∑

M<k≤n−2

g(n, k)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

= n(n− 1)(n− 3)
∑

M<k≤n−3

g(n, k)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

+n(n− 1)(n− 3)g(n, n− 2)xn−2(1− x)2

≤ 3

2

∑
M<k≤n−3

n(n− 1)(n− 3)

(k + 1)(n− k − 1)
‖ϕ2g′′‖A(k)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

+2n(n− 3)‖ϕ2g′′‖A(n−2)x
n−2(1− x)2

≤ 2M2

∑
M<k≤n−2

n(n− 1)(n− 3)

(k + 1)(n− k − 1)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x).

De los cálculos anteriores y de la desigualdad de Hölder se sigue que

I = n(n− 1)(n− 3)
∑

k/∈Q(n,x,β)

g(n, k)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

≤ 2M2

∑
k/∈Q(n,x,β)

n(n− 1)(n− 3)

(k + 1)(n− k − 1)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

≤ 2n(n− 3)M2

 ∑
k/∈Q(n,xβ)

(
x− k

n− 2

)4

pn−2,k(x)

×
∑

k/∈Q(n,x,β)

(n− 1)2pn−2,k(x)

(k + 1)2(n− k − 1)2

1/2
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≤ 2n(n− 3)M2

Sn−2,4(x)
∑

k/∈Q(n,x,β)

(n− 1)2pn−2,k(x)

(k + 1)2(n− k − 1)2

1/2

≤ 2n(n− 3)M2

 4ϕ4(x)

(n− 2)2

∑
k/∈Q(n,x,β)

n(n− 1)pn−2,k(x)

(k + 1)2(n− k − 1)2

1/2

≤ 4nM2

ϕ4(x)
∑

k/∈Q(n,x,β)

n(n− 1)pn−2,k(x)

(k + 1)2(n− k − 1)2

1/2

= 4nM2

ϕ2(x)
∑

k/∈Q(n,x,β)

pn,k+1(x)

(k + 1)(n− k − 1)

1/2

.

Verifiquemos la desigualdad

(k + 2)(n− k) ≤ 2(k + 1)(n− k − 1), 1 ≤ k ≤ n− 3. (2.10)

Para k = 1, se reduce a la desigualdad 3(n − 1) ≤ 4(n − 2), la cual se
cumple para n ≥ 5. Si 2 ≤ k ≤ n− 3, entonces

k2 + 2k + 2 ≤ k(k + 3) ≤ kn.

Esta última desigualdad es equivalente a (2.10). Luego, hemos probado
que

(k + 2)(n− k) ≤ 2
(n+ 1)2

n2
(k + 1)(n− k − 1), 1 ≤ k ≤ n− 3.

Notemos que la última desigualdad también se cumple para k = 0 y
k = n− 2.

En base a lo anterior tenemos

I ≤ 4nM2

2ϕ2(x)

n2

∑
k/∈Q(n,x,β)

(n+ 1)2

(k + 2)(n− k)
pn,k+1(x)

1/2

≤ 6M2

ϕ2(x)
∑

k/∈Q(n,x,β)

(n+ 1)(n+ 2)

(k + 2)(n− k)
pn,k+1(x)

1/2
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= 6M2

 ∑
k/∈Q(n,x,β)

pn+2,k+2(x)

1/2

.

Por otra parte, si k /∈ Q(n, x, β), entonces

|(k + 2)− (n+ 2)x| ≥ β(n+ 2)x(1− x).

En efecto, si 0 ≤ k < n(1− 2β)x tenemos

k+ 2 < 2 + (n+ 2)x(1− 2β) ≤ (n+ 2)x(2/A+ 1− 2β) ≤ (n+ 2)(1−β)x,

donde hemos usado el hecho 2/A− β < 0. Aśı

k + 2− (n+ 2)x ≤ −(n+ 2)βx(1− x).

Consideremos ahora n− n(1− 2β)(1− x)− 2 < k ≤ n− 2. Tomando
en cuenta que βA > 2 y (n+ 2)(1− x) ≥ A, obtenemos

(n+ 2)x+ (n+ 2)β(1− x) ≤ −2 + (n+ 2)x+ βA+ (n+ 2)β(1− x)

≤ −2 + (n+ 2)x+ 2(n+ 2)β(1− x)

= −2+(n+2)−(n+2)(1−x)+2(n+2)β(1−x)

= n− (n+ 2)(1− 2β)(1− x) < k + 2,

de donde

(n+ 2)βx(1− x) < k + 2− (n+ 2)x.

Por lo tanto

I ≤ 6M2

 ∑
|(k+2)−(n+2)x|≥β(n+2)x(1−x)

pn+2,k+2(x)

1/2

≤ 6
√

2M2exp

(
−1

8
β2(n+ 2)x(1− x)

)

≤ 6
√

2M2exp

(
−n+ 2

8n
β2A

(
1− A

n

))

≤ 6
√

2M2exp
(
− β2A

16

)
≤ ε

4
M2,
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donde, hemos usado el Lema 2.4 junto con las condiciones

16

β2
ln

(
24
√

2

ε

)
≤ A y n > 2A2.

La desigualdad para α = 1 se obtiene de las dos anteriores junto con
la desigualdad de Hölder, como se muestra a continuación.

n(n− 1)(n− 2)ϕ(x)
∑

k/∈Q(n,x,β)

g(n, k)

∣∣∣∣x− k

n− 2

∣∣∣∣ pn−2,k(x)

≤ (n− 2)√
n− 3

n(n− 1)ϕ2(x)
∑

k/∈Q(n,x,β)

g(n, k)pn−2,k(x)

1/2

×

n(n− 1)(n− 3)
∑

k/∈Q(n,x,β)

g(n, k)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

1/2

≤ (n− 2)ε

4
√
n− 3

M2.

(ii) Finalmente, tomando y = x = k/n y h = 1/n en (iii) de la
Proposición 1.7 tenemos para k ∈ Q(n, x, β) lo siguiente

g(n, k) α(n, k) ≤ (1 + ε/4)

n2ϕ2(k/n)
α(n, k)‖ϕ2g′′‖A(k) ≤

(1 + ε/4)

n2
M1,

mientras que para k /∈ Q(n, x, β) usamos (i) de Proposición 1.7, con
x = (k + 1)/n y h = 1/n, para obtener

g(n, k) α(n, k) ≤ 3α(n, k)

2n2ϕ2((k + 1)/n)
‖ϕ2g′′‖A(k) ≤

3

2n2
M2.

Más aún, si k /∈ Q(n, x, β), entonces |k − (n − 2)x| ≥ β(n − 2)x(1 − x).
En efecto, si 0 ≤ k < n(1 − 2β)x entonces 2βx < x − k/n. Luego, como
x ≥ A/n y βA > 2, se tiene

x− k

n− 2
= x− k

n
− 2k

n(n− 2)

≥ 2βx− 2k

n(n− 2)
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≥ βx+
βA

n
− 2k

n(n− 2)

= βx+
1

n

(
nβA− 2(k + βA)

n− 2

)
≥ βx+

1

n

(
nβA− (2βA+ βA(n− 3))

n− 2

)
≥ βx,

por tanto

x− k

n− 2
≥ βx(1− x).

Supongamos ahora que 1− (1− 2β)(1−x)− 2/n < k/n y recordemos
que 1− x ≥ A/n y βA > 2, luego

2β(1− x) = (1− x)(1− (1− 2β)) = 1− (1− 2β)(1− x)− x

≤ k

n
+

2

n
− x ≤ k

n− 2
+

2

n
− x,

aśı

2β(1− x)− 2

n
≤ k

n− 2
− x.

De donde

β(1− x) ≤ β(1− x) +

(
β(1− x)− 2

n

)
≤ k

n− 2
− x.

Con lo cual queda demostrado el enunciado.

Ahora, del Lema 2.4 y de los últimos estimados se tiene

n2
n−3∑
k=1

g(n, k)α(n, k)pn−2,k(x) ≤
(

1 +
ε

4

)
M1

∑
k∈Q(n,x,β)

pn−2,k(x)

+
3

2
M2

∑
k/∈Q(n,x,β)

pn−2,k(x)

≤
(

1 +
ε

4

)
M1 +

3

2
M2

∑
|k−(n−2)|≥β(n−2)x(1−x)

pn−2,k(x)

≤
(

1 +
ε

4

)
M1 + 3M2 exp

{
−β

2(n− 2)x(1− x)

4

}
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≤
(

1 +
ε

4

)
M1 + 3M2 exp

{
−β

2(n− 2)A(1−A/n)

4n

}
≤
(

1 +
ε

4

)
M1 + 3M2 exp

{
− (n− 2)β2A

8n

}
≤
(

1 +
ε

4

)
M1 +

ε

4
M2exp

{
β2A

4n

}
.

≤
(

1 +
ε

4

)
M1 +

ε

2
M2.

�

Lema 2.8. Si A > 0, n ∈ N y n > A, entonces(
1− A

n

)n
≤ e−A.

Demostración. Sea δ = e−A. Debido a que la función 1−δy es cóncava
en [0, 1], se sigue de [3] que

h(y) =
1− δy

y
, y ∈ (0, 1],

decrece. Por tanto

h(1/n) = n
(

1− δ1/n
)
≤ ĺım
y→0+

h(y) = − ln δ ĺım
y→0+

δy = − ln δ = A.

�

2.4. Desigualdades localizadas

En esta sección presentamos el teorema principal de este trabajo,
referente a las desigualdades localizadas para los polinomios de Bernstein.

Teorema 2.9. Fijemos ε, β,A ∈ R y n ∈ N según (2.6).
Si g ∈ C2[0, 1] y x ∈ [A/n, 1−A/n], entonces

ϕ2(x)|B′′n(g, x)| ≤
(

1 +
ε

4

)
‖ϕ2g′′‖T (x,β) +

ε

4
‖ϕ2g′′‖R(x,β),

|ϕ3(x)B′′′n (g, x)| ≤
√
n
((

1 +
ε

4

)
‖ϕ2g′′‖T (x,β) +

ε

2
‖ϕ2g′′‖R(x,β)

)
(2.11)
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y

ϕ4(x)
∣∣∣B(iv)

n (g, x)
∣∣∣ ≤ nε‖ϕ2g′′‖R(x,β) + n

(
2 +

ε

2

)
‖ϕ2g′′‖T (x,β).

En particular, si f ∈ C[0, 1] y ‖f − Bn(f)‖ < ‖ϕ2B′′n(f)‖/(4n), en-
tonces

|ϕ3(x)B′′′n (f, x)| ≤
√
n

2

{(
7 +

ε

2

)
‖ϕ2B′′n(f)‖R(x,β)

+ (5 + ε) ‖ϕ2B′′n(f)‖T (x,β)

}
.

Demostración. Se sigue de la Proposición 1.12 y de los Lemas 2.6 y
2.7 que

|ϕ2(x)B′′n(g, x)| ≤ ϕ2(x)n(n− 1)

n−2∑
k=0

g(n, k)pn−2,k(x)

≤ ϕ2(x)n(n− 1)

 ∑
k∈Q(n,x,β)

g(n, k)pn−2,k(x)

+
∑

k/∈Q(n,x,β)

g(n, k)pn−2,k(x)


≤
(

1 +
ε

4

)
‖ϕ2g′′‖T (x,β) +

ε

4
‖ϕ2g′′‖R(x,β).

Con lo que queda demostrada la primera desigualdad.

De la Proposición 1.12, (iii) del Lema 2.6 y del Lema 2.7 se sigue que

|ϕ3(x)B′′′n (g, x)|

= n(n− 1)(n− 2)ϕ(x)

∣∣∣∣∣
n−2∑
k=0

∆2
1/ng

(
k + 1

n

)(
k

n− 2
− x
)
pn−2,k(x)

∣∣∣∣∣
≤ n(n− 1)(n− 2)ϕ(x)

n−2∑
k=0

g(n, k)

∣∣∣∣ k

n− 2
− x
∣∣∣∣ pn−2,k(x)

≤ n(n− 1)(n− 2)ϕ(x)
∑

k∈Q(n,x,β)

g(n, k)

∣∣∣∣ k

n− 2
− x
∣∣∣∣ pn−2,k(x)
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+n(n− 1)(n− 2)ϕ(x)
∑

k/∈Q(n,x,β)

g(n, k)

∣∣∣∣ k

n− 2
− x
∣∣∣∣ pn−2,k(x)

≤
√
n− 2

(
1 +

ε

4

)
‖ϕ2g′′‖T (x,β) +

n− 2√
n− 3

ε

4
‖ϕ2g′′‖R(x,β)

≤
√
n− 2

{(
1 +

ε

4

)
‖ϕ2g′′‖T (x,β) +

ε

2
‖ϕ2g′′‖R(x,β)

}
.

Para la penúltima desigualdad, sea

α(n, k) = min

{
ϕ2

(
k

n

)
, ϕ2

(
k + 2

n

)}
, 1 ≤ k ≤ n− 3.

Denotemos
Q(x) = Q(n, x, β),

R(x) = {k : 1 ≤ k ≤ n− 3, k /∈ Q(x)},
y

S(x) = {k : 0 ≤ k ≤ n− 2, k /∈ Q(x)}.
Notemos que∣∣∣∣ k

n− 2
(k − (n− 2))

∣∣∣∣ ≤ nϕ2

(
k

n

)
≤ n2

n− 2
ϕ2

(
k

n

)
y ∣∣∣∣ k

n− 2
(k − (n− 2))

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣n(k + 2)

n− 2

(
k + 2

n
− 1

)∣∣∣∣ =
n2

n− 2
ϕ2

(
k + 2

n

)
Por lo tanto ∣∣∣∣ k

n− 2
(k − (n− 2))

∣∣∣∣ ≤ n2

n− 2
α(n, k).

De la Proposición 1.12 se sigue que

B(iv)
n (g, x) = n(n− 1)

n−2∑
k=0

∆2
1/ng

(
k + 1

n

)
p′′n−2,k(x).

Usando las Proposiciones 1.7 y 1.11 junto con los Lemas 2.6 y 2.7 tenemos

ϕ4(x)
∣∣∣B(iv)

n (g, x)
∣∣∣ ≤ n(n− 1)ϕ4(x)g(n, 0)|p′′n−2,0(x)|

+n(n− 1)

n−3∑
k=1

g(n, k)|ϕ4(x)p′′n−2,k(x)|



44 Desigualdades de tipo Bernstein

+n(n− 1)ϕ4(x)g(n, n− 2)|p′′n−2,n−2(x)|

≤
2n(n− 1)(n− 2)(n− 3)‖ϕ2g′′‖A(0)

n2ϕ2(1/n)
ϕ4(x)(1− x)n−4

+n(n− 1)

n−3∑
k=1

g(n, k)

∣∣∣∣∣(n− 2)(n− 3)

(
x− k

n− 2

)2

+
k

n− 2

(
k − (n− 2)

)∣∣∣∣ pn−2,k(x)

+
2n(n− 1)(n− 2)(n− 3)‖ϕ2g′′‖A(n−2)

n2ϕ2((n− 1)/n)
ϕ4(x)xn−4

≤ 2n(n− 2)(n− 3)‖ϕ2g′′‖A(0)x
2(1− x)n−2

+n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

n−3∑
k=1

g(n, k)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

+n(n− 1)

n−3∑
k=1

g(n, k)

∣∣∣∣ k

n− 2
(k − (n− 2))

∣∣∣∣ pn−2,k(x)

+2n(n− 2)(n− 3)‖ϕ2g′′‖A(n−2)x
n−2(1− x)2

≤ 2n(n− 2)(n− 3)‖ϕ2g′′‖A(0)x
2(1− x)n−2

+n(n−1)(n−2)(n−3)
∑

k∈Q(x)∪R(x)

g(n, k)

(
x− k

n− 2

)2

pn−2,k(x)

+
n3(n− 1)

(n− 2)

n−3∑
k=1

g(n, k)α(n, k)pn−2,k(x)

+2n(n− 2)(n− 3)‖ϕ2g′′‖A(n−2)x
n−2(1− x)2

≤ 2n(n− 2)(n− 3)‖ϕ2g′′‖R(x,β)

(
x2(1− x)n−2 + xn−2(1− x)2

)
+(n− 3)

(
1 +

ε

4

)
‖ϕ2g′′‖T (x,β) +

(n− 2)ε

4
‖ϕ2g′′‖R(x,β)

+
n(n− 1)

(n− 2)

((
1 +

ε

4

)
‖ϕ2g′′‖T (x,β) +

ε

2
‖ϕ2g′′‖R(x,β)

)
.
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Notemos que la función x2(1 − x)n−2 decrece en (2/n, 1). Además,
sabemos que 2 < A < n/2, luego

x2(1− x)n−2 ≤ A2

n2

(
1− A

n

)n−2

≤ A2e−A

n2(1−A/n)2
≤ 4A2e−A

n2
,

donde, hemos usado el Lema 2.8.
Por otra parte, la función xn−2(1 − x)2 es creciente en (0, 1 − 2/n).

Debido a que 2 < A < n/2, se sigue que

xn−2(1− x)2 ≤
(

1− A

n

)n−2
A2

n2
≤ 4A2e−A

n2
.

De las últimas dos desigualdades obtenemos

2n(n− 2)(n− 3)
(
x2(1− x)n−2 + xn−2(1− x)2

)
≤ 16n(n− 2)(n− 3)

A2e−A

n2
≤ 16(n− 3)A2e−A.

Ya que la función y3e−y decrece para y ≥ 3, se tiene

y3

ey
≤ 27

e3
≤ 9

4
.

Entonces,

2n(n− 2)(n− 3)
(
x2(1− x)n−2 + xn−2(1− x)2

)
≤ 4 · 9

A
(n− 3)

≤ ε

4
(n− 3),

porque
9

A
≤ 9β2

16
≤ ε

16
.

Considerando las desigualdades probadas arriba, tenemos

ϕ4(x)
∣∣∣B(iv)

n (g, x)
∣∣∣

≤ n− 3

4
ε‖ϕ2g′′‖R(x,β) +

(n− 2)2 + 2n(n− 1)

4(n− 2)
ε‖ϕ2g′′‖R(x,β)

+

(
(n− 3)(n− 2) + n(n− 1)

n− 2

)(
1 +

ε

4

)
‖ϕ2g′′‖T (x,β)
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=
(n− 3)(n− 2) + (n− 2)2 + 2n(n− 1)

4(n− 2)
ε‖ϕ2g′′‖R(x,β)

+

(
n− n− 3

n− 2

)(
2 +

ε

2

)
‖ϕ2g′′‖T (x,β)

≤ nε‖ϕ2g′′‖R(x,β) + n
(

2 +
ε

2

)
‖ϕ2g′′‖T (x,β),

donde la última desigualdad se sigue de

(n− 3)(n− 2) + (n− 2)2 + 2n(n− 1) = 4n(n− 2) + 10− 3n ≤ 4n(n− 2).

Por último, si ‖f −Bn(f)‖ < ‖ϕ2B′′n(f)‖/(4n), usamos (2.3) y (2.11)
para obtener lo siguiente

|ϕ3(x)B′′′n (f, x)| ≤ |ϕ3(x)B′′′n (Bn(f)− f, x)|+ |ϕ3(x)B′′′n (Bn(f), x)|

≤ 10n3/2‖f −Bn(f)‖+
√
n
(

1 +
ε

4

)
‖ϕ2B′′n(f)‖T (x,β)

+
√
n
ε

2
‖ϕ2B′′n(f)‖R(x,β)

≤ 10n3/2 ‖ϕ2B′′n(f)‖
4n

+
√
n
(

1 +
ε

4

)
‖ϕ2B′′n(f)‖T (x,β)

+
√
n
ε

2
‖ϕ2B′′n(f)‖R(x,β)

≤ 5
√
n

2

(
‖ϕ2B′′n(f)‖T (x,β) + ‖ϕ2B′′n(f)‖R(x,β)

)
+
√
n
(

1 +
ε

4

)
‖ϕ2B′′n(f))‖T (x,β)+

√
n
ε

2
‖ϕ2B′′n(f)‖R(x,β)

=

√
n

2

{(
7 +

ε

2

)
‖ϕ2B′′n(f)‖T (x,β)

+(5 + ε)‖ϕ2B′′n(f)‖R(x,β)

}
.

�
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2.4.1. Una aplicación

Para g ∈ C2[0, 1], tenemos

|g(t)− g(x)− g′(x)(t− x)| ≤ (t− x)2

ϕ2(x)
‖ϕ2g′′‖. (2.12)

En efecto,

g(t)− g(x)− g′(x)(t− x) =

∫ t

x

g′′(s)(t− s)ds,

luego, de la Proposición 1.6 se sigue que∣∣∣∣∫ t

x

g′′(s)(t− s)ds
∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ2g′′‖

∣∣∣∣∫ t

x

t− s
ϕ2(s)

ds

∣∣∣∣
≤ (x− t)2

ϕ2(x)
‖ϕ2g′′‖.

Proposición 2.10. Fijemos ε, β,A y n ∈ N tales que se satisfacen las
condiciones (2.6). Si f ∈ C[0, 1] satisface

‖f −Bn(f)‖ < ‖ϕ
2B′′n(f)‖

4n
(2.13)

y

(1− ε)‖ϕ2B′′n(f)‖ ≤ ‖ϕ2B′′n(f)‖En , (2.14)

entonces
ε3

4 · 49

3

2n
‖ϕ2B′′n(f)‖ ≤ ‖f −Bn(f)‖.

Demostración. Supongamos que la desigualdad no se cumple, esto es

‖f −Bn(f)‖ < ε3

4 · 49

3

2n
‖ϕ2B′′n(f)‖ =

εc2

4

3

2n
‖ϕ2B′′n(f)‖, (2.15)

donde c = ε/7.
Debido a que la demostración de esta proposición es extensa, se ha

dividido en 8 pasos.
Paso 1. De (2.15) se tiene

‖Bn ◦Bn(f)−Bn(f)‖ ≤ ‖f −Bn(f)‖ < εc2

4

3

2n
‖ϕ2B′′n(f)‖. (2.16)
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Más aún, de (2.14), se sigue que existe x0 ∈ En tal que

(1− ε)‖ϕ2B′′n(f)‖ ≤ |ϕ2(x0)B′′n(f, x0)|.

En lo que sigue fijaremos este punto x0 y supondremos, sin pérdida de
generalidad, que B′′n(f, x0) > 0.

Paso 2. Necesitamos una cota inferior de B′′n(f) en una vecindad de
x0. Probaremos que si |x0 − z| ≤ cϕ(x0)

√
6/n, entonces z ∈ (0, 1) y

B′′n(f, z) ≥ 1− 2ε

ϕ2(x0)
‖ϕ2B′′n(f)‖. (2.17)

Primero notemos que

∆2
hBn(f, x) = ∆2

hBn(Bn(f), x) + ∆2
hBn(f −Bn(f), x) (2.18)

≤ ∆2
hBn(Bn(f), x) + 4‖Bn(f −Bn(f))‖,

debido a que
√

6 ≤ 2βA y |x0−z| ≤ ϕ(x0)
√

6/n, tomando m = 3, B = A,

x = x0 y h = ϕ(x0)
√

6/n en la última parte del Lema 1.4 tenemos que
z ∈ (0, 1) y

ϕ3(x0) ≤
(

1 +
ε

4

)3/2

ϕ3(z). (2.19)

De (2.5), (2.13) y (2.19), se sigue que

ϕ3(x0)|B′′′n (f, v)| ≤
(

1 +
ε

4

)3/2

|ϕ3(v)B′′′n (f, v)|

≤ 5
√
n
(

1 +
ε

4

)3/2

‖ϕ2B′′n(f)‖ ≤ 7
√
n‖ϕ2B′′n(f)‖,

siempre que |x0 − v| ≤ ϕ(x0)
√

6/n.
Si |x0 − z| ≤ cϕ(x0)/

√
n, existe un punto ξ entre x0 y z para el cual

se cumple que |x0 − ξ| ≤ ϕ(x0)
√

6/n y

(1− ε)‖ϕ2B′′n(f)‖ ≤ ϕ2(x0)B′′n(f, x0)

= ϕ2(x0)
(
B′′n(f, x0)−B′′n(f, z)

)
+ ϕ2(x0)B′′n(f, z)

=
1

ϕ(x0)
ϕ3(x0)B′′′n (f, ξ)(x0 − z) + ϕ2(x0)B′′n(f, z)

≤ 7c‖ϕ2B′′n(f)‖+ ϕ2(x0)B′′n(f, z)
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= ε‖ϕ2B′′n(f)‖+ ϕ2(x0)B′′n(f, z),

de donde
1− 2ε

ϕ2(x0)
‖ϕ2B′′n(f)‖ ≤ B′′n(f, z).

Paso 3. Sea I3 = [x0 − cϕ(x0)
√

3/2n, x0 + cϕ(x0)
√

3/2n]. Existe un
punto x1 ∈ I3 tal que

B′′n(Bn(f), x1) ≥ 1− 4ε

ϕ2(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖. (2.20)

Se tiene que, existe un punto z ∈ I3 tal que

∆2

cϕ(x0)
√

3/2n
Bn(f, x0) =

3c2ϕ2(x0)

2n
B′′n(f, z) ≥ 3(1− 2ε)c2

2n
‖ϕ2B′′n(f)‖,

donde hemos usado (2.17). Luego, de (2.16) y (2.18) se tiene

3

2n
(1− 3ε)c2‖ϕ2B′′n(f)‖ =

3

2n
(1− 2ε)c2‖ϕ2B′′n(f)‖ − 3c2

2n
ε‖ϕ2B′′n(f)‖

≤ ∆2

cϕ(x0)
√

3/2n
Bn(f, x0)− 3c2

2n
ε‖ϕ2B′′n(f)‖

≤ ∆2

cϕ(x0)
√

3/2n
Bn(Bn(f), x0)

+4‖Bn(Bn(f))−Bn(f)‖ − 3c2

2n
ε‖ϕ2B′′n(f)‖

≤ ∆2

cϕ(x0)
√

3/2n
Bn(Bn(f), x0).

Por el Teorema del Valor Medio, existe x1 ∈ I3 tal que

∆2

cϕ(x0)
√

3/2n
Bn(Bn(f), x0) =

3c2

2n
ϕ2(x0)B′′n(Bn(f), x1),

aśı,

B′′n(Bn(f), x1) ≥ 1− 3ε

ϕ2(x0)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Necesitamos pasar de x0 a x1. Para esto, usamos el último enunciado en
el Lema 1.4 con B = A, x = x0 y z = x1 obteniendo

ϕ2(x0) ≤
(

1 +
ε

4

)
ϕ2(x1).
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Por lo tanto

B′′n(Bn(f), x1) ≥ 1− 3ε

(1 + ε/4)ϕ2(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖

=

(
1− 13ε

4 + ε

)
1

ϕ2(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖

≥ 1− 4ε

ϕ2(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Esto prueba (2.20).
Paso 4. Sea I4 = [x1−ϕ(x1)

√
ε/n, x1 +ϕ(x1)

√
ε/n]. Existe un punto

ξ ∈ I4 tal que

|B′′′n (Bn(f), ξ)| ≤ 7

√
n
√
ε

ϕ3(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖. (2.21)

Podemos suponer que B′′′n (Bn(f)) no tiene ceros en el intervalo I4, de
otra manera, la afirmación es trivial. Entonces B′′n(Bn(f)) es una función
estrictamente monótona en I4.

Si denotamos x−1 = x1 −
√
εϕ(x1)/

√
n y x+

1 = x1 +
√
εϕ(x1)/

√
n,

entonces

B′′n(Bn(f), x1) < max
{
B′′n(Bn(f), x−1 ), B′′n(Bn(f), x+

1 )
}
.

Como x1 ∈ [A/n, 1−A/n], si |y−x1| ≤ ϕ(x1)
√
ε/n, tomando B =

√
A

y x = x1 en el Lema 1.4 tenemos

ϕ2(x1) ≤
(

1 +
ε

4

)
ϕ2(y).

Mientras que de (1.1) (con λ =
√
ε, z = x0, y = x1 y B = A)

obtenemos x±1 ∈ [A/n, 1 − A/n]. Entonces, podemos aplicar el Teorema
2.9 a x±1 y g = Bn(f),

B′′n(Bn(f), x±1 ) ≤ 1 + ε/2

ϕ2(x±1 )
‖ϕ2B′′n(f)‖ ≤ (1 + ε/2)(1 + ε/4)

ϕ2(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Si B′′n(Bn(f), x1) < B′′n(Bn(f), x−1 ), entonces

0 ≤ B′′n(Bn(f), x−1 )−B′′n(Bn(f), x1)

≤
(

(1 + ε/2)(1 + ε/4)

ϕ2(x1)
− 1− 4ε

ϕ2(x1)

)
‖ϕ2B′′n(f)‖
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=
ε(19/4 + ε/8)

ϕ2(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖ ≤ 7ε

ϕ2(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

La última desigualdad implica que debe de haber al menos un punto
ξ en el intervalo [x1 −

√
εϕ(x1)/

√
n, x1] para el cual

√
εϕ(x1)√
n
|B′′′n (Bn(f), ξ)| = B′′n(Bn(f), x−1 )−B′′n(Bn(f), x1)

≤ 7ε‖ϕ2B′′n(f)‖
ϕ2(x1)

.

De manera similar, si B′′n(Bn(f), x1) < B′′n(Bn(f), x+
1 ) existe un elemento

ξ′ ∈ [x1, x1 +
√
εϕ(x1)/

√
n] tal que

√
εϕ(x1)√
n
|B′′′n (Bn(f), ξ′)| = B′′n(Bn(f), x+

1 )−B′′n(Bn(f), x1)

≤ 7ε‖ϕ2B′′n(f)‖
ϕ2(x1)

.

Por tanto, de ambos casos se obtiene que existe ξ ∈ I4 tal que

|B′′′n (Bn(f), ξ)| ≤ 7
√
n
√
ε

ϕ3(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Paso 5. Si x1 es el punto en el Paso 3, entonces

|B′′′n (Bn(f), x1)| ≤ 19
√
ε
√
n

ϕ3(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Sea ξ el punto en el Paso 4. Existe un punto z entre x1 y ξ para el
cual

|B′′′n (Bn(f), x1)| ≤ |B′′′n (Bn(f), x1)−B′′′n (Bn(f), ξ)|+ |B′′′n (Bn(f), ξ)|

= |x1 − ξ||B(iv)
n (Bn(f), z)|+ |B′′′n (Bn(f), ξ)|.

Ya que x1 ∈ [A/n, 1−A/n] y

|x1 − z| ≤ |x1 − ξ| ≤
√
ε

n
ϕ(x1) ≤

√
6

n
ϕ(x1),

tomando B =
√
A y x = x1 en el Lema 1.4 tenemos

ϕ4(x1) ≤
(

1 +
ε

4

)2

ϕ4(z).
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Por otra parte,

|x0 − z| ≤ |x0 − x1|+ |x1 − z| ≤ |x0 − x1|+ |x1 − ξ|

≤ c
√

3

2

ϕ(x0)√
n

+

√
εϕ(x1)√
n

,

≤

(
c

√
3

2
+
√
ε

(
1 +

c
√

3/2

8

))
ϕ(x0)√

n
≤ ϕ(x0)√

n
.

donde, hemos usado (1.2) con B = A, z = x0, b = 4 y λ = c
√

3/2.
Por tanto, se sigue de (1.1) (con λ = 1) que z ∈ [A/n, 1 − A/n].

Entonces podemos aplicar el Teorema 2.9 (tomando g = Bn(f)) y (2.21)
para obtener

|B′′′n (Bn(f), x1)| ≤ |x1 − ξ||B(iv)
n (Bn(f), z)|+ |B′′′n (Bn(f), ξ)|

≤ |x1 − ξ|
ϕ4(z)

(2 + 3/2ε)n‖ϕ2B′′n(f)‖+ |B′′′n (Bn(f), ξ)|

≤ ϕ(x1)2(1 + ε)n
√
ε√

nϕ4(z)
‖ϕ2B′′n(f)‖+ 7

√
n
√
ε

ϕ3(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖

≤ 2(1 + ε)(1 + ε/4)2
√
n
√
ε

ϕ3(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖

+7

√
n
√
ε

ϕ3(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

≤ 19

√
n
√
ε

ϕ3(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Paso 6. Si (1−
√
ε)x1 < x < 1− (1−

√
ε)(1− x1), entonces

|B′′′n (Bn(f), x)| ≤
(

19

√
ε
√
n

ϕ3(x1)
+

2(1 + ε)

(1−
√
ε)2

|x− x1|n
ϕ4(x1)

)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Si tomamos B = A, z = x0, y = x1, λ = c
√

3/2 y τ =
√
ε en el Lema

1.3 obtenemos [(1−
√
ε)x1, 1− (1−

√
ε)(1−x1)] ⊂ [A/n, 1−A/n]. Ahora,

aplicando el Teorema 2.9, tenemos que existe w entre x1 y x tal que

| B′′′n (Bn(f), x) |≤| B′′′n (Bn(f), x1) | + | B′′′n (Bn(f), x1)−B′′′n (Bn(f), x) |

=| B′′′n (Bn(f), x1) | + | B(iv)
n (Bn(f), w) || x− x1 |
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≤
(

19

√
ε
√
n

ϕ3(x1)
+ 2(1 + ε)

| x− x1 | n
ϕ4(w)

)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Ahora, verifiquemos que si x ∈ [(1−
√
ε)x1, 1− (1−

√
ε)(1− x1)] y z

está entre x1 y x, entonces

ϕ(x1) ≤ ϕ(z)√
1−
√
ε
. (2.22)

Si z < x1 ≤ 1/2, entonces

ϕ(x1) ≤ ϕ((1−
√
ε)x1)√

1−
√
ε
≤ ϕ(z)√

1−
√
ε
.

Si x1 ≤ 1/2 y x1 ≤ z ≤ 1− x1, entonces

ϕ(x1) ≤ ϕ(z) ≤ ϕ(z)√
1−
√
ε
.

Si x1 ≤ 1/2 y 1− x1 < z, entonces

ϕ(x1) = ϕ(1− x1) ≤ ϕ((1−
√
ε)(1− x1))√

1−
√
ε

=
ϕ(1− (1−

√
ε)(1− x1))√

1−
√
ε

≤ ϕ(z)√
1−
√
ε
.

Relaciones similares se cumplen para cuando 1/2 < x1.

Tomando en cuenta (2.22) obtenemos

| B′′′n (Bn(f), x) |≤
(

19

√
ε
√
n

ϕ3(x1)
+

2(1 + ε)

(1−
√
ε)2

| x− x1 | n
ϕ4(x1)

)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Paso 7. Si

m(x) =
1− 4ε

ϕ2(x1)

(x− x1)2

2
− 55

√
ε
√
n

ϕ3(x1)

|x− x1|3

6
− n(1 + ε)

(1−
√
ε)2

(x− x1)4

12ϕ4(x1)

y

h(x)=


m(x)‖ϕ2B′′n(f)‖, si x ∈ [(1−

√
ε)x1, 1− (1−

√
ε)(1− x1)],

− 8(x−x1)2

ϕ2(x1) ‖ϕ
2B′′n(f)‖, en otro caso,
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entonces

Bn(Bn(f), x)−Bn(Bn(f), x1)−B′n(Bn(f), x1)(x− x1) ≥ h(x). (2.23)

Integrando la desigualdad en el Paso 6 y de (2.20) obtenemos

B′′n(Bn(f), x) =

∫ x

x1

B′′′n (Bn(f), s)ds+B′′n(Bn(f), x1)

≥
(

1− 4ε

ϕ2(x1)
− 55

√
ε
√
n

ϕ3(x1)
|x− x1| −

1 + ε

(1−
√
ε)2

(x− x1)2

ϕ4(x1)
n

)
‖ϕ2B′′n(f)‖

(2.24)
para x ∈ [(1−

√
ε)x1, 1− (1−

√
ε)(1− x1)].

Usando (2.24) obtenemos

B′n(Bn(f), x) =

∫ x

x1

B′′n(Bn(f), s)ds+B′n(Bn(f), x1)

≥
{

1− 4ε

ϕ2(x1)
(x− x1)− 55

√
ε
√
n

ϕ3(x1)

(x− x1)2

2

− n(1 + ε)

(1−
√
ε)2ϕ4(x1)

(x− x1)3

3

}
‖ϕ2B′′n(f)‖+B′n(Bn(f), x1).

Luego,

Bn(Bn(f), x) ≥
{

1− 4ε

ϕ2(x1)

(x− x1)2

2
− 55

√
ε
√
n

ϕ3(x1)

|x− x1|3

6

− n(1 + ε)

(1−
√
ε)2

(x− x1)4

12ϕ4(x1)

}
‖ϕ2B′′n(f)‖+B′n(Bn(f), x1)(x− x1)

+Bn(Bn(f), x1).

Por tanto,

Bn(Bn(f), x)−Bn(Bn(f), x1)−B′n(Bn(f), x1)(x−x1) ≥ m(x)‖ϕ2B′′n(f)‖,
(2.25)

para todo x ∈ [(1−
√
ε)x1, 1− (1−

√
ε)(1− x1)].

En otro caso, usamos el estimado (2.12), con g = Bn(Bn(f)), combi-
nado con (2.4) para deducir que

|Bn(Bn(f), x)−Bn(Bn(f), x1)−B′n(Bn(f), x1)(x− x1)|
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≤ 4
(x− x1)2

ϕ2(x1)
‖ϕ2B′′n(Bn(f))‖ ≤ 8

(x− x1)2

ϕ2(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Con lo que queda demostrado (2.23).

Paso 8. La contradicción.
Sea

A =

{
k : 0 ≤ k ≤ n, k

n
/∈ [(1−

√
ε)x1, 1− (1−

√
ε)(1− x1)]

}
y

B =

{
k : 0 ≤ k ≤ n,

∣∣∣∣kn − x1

∣∣∣∣ > √εx1(1− x1)

}
.

Nótese que A ⊂ B.
Sea h la función definida en el Paso 7. Entonces,

Bn(h, x1) = ‖ϕ2B′′n(f)‖Bn(m,x1)− ‖ϕ2B′′n(f)‖
∑
k∈A

m(k/n)pn,k(x1)

− 8

ϕ2(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖

∑
k∈A

(
k

n
− x1

)2

pn,k(x1)

≥ ‖ϕ2B′′n(f)‖Bn(m,x1)− ‖ϕ2B′′n(f)‖ 1− 4ε

2ϕ2(x1)

∑
k∈A

(
k

n
− x1

)2

pn,k(x1)

− 8

ϕ2(x1)
‖ϕ2B′′n(f)‖

∑
k∈A

(
k

n
− x1

)2

pn,k(x1)

≥ ‖ϕ2B′′n(f)‖Bn(m,x1)

−‖ϕ2B′′n(f)‖
(

1− 4ε

2ϕ2(x1)
+

8

ϕ2(x1)

)∑
k∈B

(
k

n
− x1

)2

pn,k(x1).

De (ii) en el Lema 2.4, con α =
√
ε y x = x1 y de la condición sobre

β se tiene lo siguiente

Bn(h, x1)

‖ϕ2B′′n(f)‖
≥ Bn(m,x1)−

√
2

n
(1− 4ε+ 16)exp

{
−εnx1(1− x1)

8

}

≥ Bn(m,x1)−
√

2

n
(1− 4ε+ 16)exp

{
−εA(1−A/n)

8

}
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≥ Bn(m,x1)−
√

2

n
(1− 4ε+ 16)exp

{
−εA

16

}

≥ Bn(m,x1)−
√

2

n
(17− 4ε)

(
ε

24
√

2

)1/β

≥ Bn(m,x1)− 17

n

ε

24
,

porque

ln

(
24
√

2

ε

)1/β

=
1

β
ln

(
24
√

2

ε

)
=

β

16

16

β2
ln

(
24
√

2

ε

)
≤ β

16
A ≤ εA

16
.

Del Corolario 1.14, con

a =
1− 4ε

2
, b =

55
√
ε

6
y c =

(1 + ε)

12(1−
√
ε)2

sabemos que

Bn(h, x1) ≥ 1

n

(
1− 4ε

2
− 110

√
ε

6
− 7(1 + ε)

24(1−
√
ε)2

)
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Si ε < 10−6, entonces

Bn(h, x1) ≥ 3

16n
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Luego, de (2.25) obtenemos

Bn(Bn◦Bn(f), x)−Bn(Bn(Bn(f), x1), x)−Bn((B′n(Bn(f), x1)(x−x1), x)

≥ Bn(m(x)‖ϕ2B′′n(f)‖, x),

evaluando en x = x1 tenemos

Bn(Bn ◦Bn(f), x1)−Bn(Bn(f), x1) ≥ Bn(h, x1) ≥ 3

16n
‖ϕ2B′′n(f)‖.

Esto nos da

3

16n
‖ϕ2B′′n(f)‖ ≤ ‖Bn ◦Bn ◦Bn(f)−Bn ◦Bn(f)‖ ≤ ‖f −Bn(f)‖

y esto contradice (2.15).
Por tanto, con esto concluimos la demostración. �



Conclusión

Con el fin de cumplir con el objetivo de la presente tesis, nos vimos en
la necesidad de presentar varios resultados previos (ver Lemas 1.1, 1.2,
1.3, 1.4 y 2.8, Proposiciones 1.7 y 1.13, Corolario 1.14 y Teorema 2.5).
Consideramos importante mencionar que el proceso de demostración de
tales resultados no fue sencillo.

Los resultados principales que se obtuvieron son los siguientes:

Se encontraron condiciones más precisas sobre los parámetros ε, β, A
y n (ver (2.6)). Para poder lograr ésto se optó por no utilizar los
lemas a los que hace referencia Totik en [14]. En lugar de ello se
demostró el Lema 2.4.

Se presentaron los Lemas 2.6 y 2.7, los cuales son importantes para
la demostración del Teorema 2.9.

Se obtuvo una demostración detallada del teorema referente a las
desigualdades localizadas para los polinomios de Bernstein: Teore-
ma 2.9.

Se demostró también la Proposición 2.10, en la cual se puede apre-
ciar una aplicación del Teorema 2.9.

Con base en lo anterior, podemos decir que el objetivo de esta tesis
fue alcanzado satisfactoriamente.
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[13] Sangüesa C., Lower estimates for centered Bernstein-type opera-
tors, Constr. Approx., 18, 145-159, 2002.

[14] Totik V., Approximation by Bernstein polynomials, Amer. J.
Math., 116, 995-1018, 1994.

[15] Vidensky V. S., Bernstein polynomials, State Pedagogical Institu-
te of Leningrad, 1990 (en ruso).


