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Introduccion

En 1875 Weierstrass demostré que toda funcién continua sobre un
intervalo compacto de la recta real es el limite (en norma uniforme) de
una sucesién de polinomios. Posteriormente, Bernstein en 1912 [2] pre-
senté una coleccién de operadores polinomiales lineales, con la ayuda de
los cuales se puede obtener una demostracion relativamente simple del
teorema de Weierstrass. Los hoy conocidos como polinomios de Bernstein
se construyen de la siguiente manera: dada una funcién f :[0,1] > Ry
n € N, se define

ﬁif( >Mk z),  wx€l0,1],

donde )
por(o) = ()t -2, m

Desde la aparicién del trabajo original de Bernstein, se han escrito
cientos de articulos dedicados a estudiar las propiedades de estos polino-
mios. Aqui no las vamos a recordar, pero se pueden consultar los textos
[4], [5], [11], [12] ¥y [15]. En particular, se han demostrado desigualdades
directas e inversas, para estos polinomios, entre los que se encuentra el
Teorema 0.1. Antes de enunciar el teorema, consideremos lo siguiente.

Sea p(x) = y/z(1 — z),x € [0,1]. Para f € C|0, 1], se define el médulo
de continuidad de segundo orden de Ditzian-Totik, con peso ¢ como [14]:

wi(f,0)

sup [|AZ, f]l
0<t<s

= sup  sup |f(z —tp(x)) = 2f(x) + f(x + tp(x))].
0<t<d z+tp(x)€[0,1]
(2)

Teorema 0.1. FExisten constantes positivas Cy y Co tales que, cuales-
quiera sean f € C[0,1] y n € N, se cumple que

ot (fo)<li-Bl<ca (£2). ®
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Se conocen al menos tres demostraciones para el teorema anterior (ver
[9], [10], [13] y [14]). Todas ellas son complicadas. El presente trabajo
estd relacionado con algunos de los detalles en la prueba de Totik [14].

En [14] Totik presenta un esquema de demostracién para los operado-
res de Szasz-Mirakjan. Recordemos que los operadores de Szasz-Mirakjan
se definen mediante la expresién

i nr k
S, (f,x) :e—"wkz_of <k> ( k!) , feCo,00).

n

Hacemos mencién de que se trata de un esquema, puesto que los célculos
no se presentan con exactitud. La demostracion depende de parametros
Aye,fy C =C(A). Sin embargo, no se da la eleccién exacta de los mis-
mos, sélo se indica que los resultados se cumplen si A es lo suficientemente
grande y € es lo suficientemente pequeno. Con respecto a los polinomios
de Bernstein, se menciona que se puede repetir la prueba del teorema
correspondiente a los operadores de Szdsz-Mirakjan, con modificaciones
menores ([14, pdg. 1017]), pero no estd claro cémo hay que modificar
algunas desigualdades. En particular, la desigualdad que se presenta a
continuacién [14, pag. 1009],

1
2

9251/ >
16257 Flan.ce) = 72

||9251{7{f‘|[0,00)7 9(']:) = \/‘Ea
no tiene un andlogo directo para los operadores de Bernstein, puesto que
se obtendria lo siguiente

1By (Nllo,y < 2619° B (Hllia,s) < 1° B (Hllae;

donde 0 <a< < 1.

Asimismo, la demostracién del teorema inverso (Teorema 0.1) depen-
de de lo que Totik llamé desigualdades localizadas. Recordemos que
las desigualdades tipicas del tipo Bernstein acotan normas de derivadas
en términos de la norma de las funciones. Por ejemplo, para el caso tri-
gonométrico la desigualdad de Bernstein es la siguiente:

1T < nlITall,

donde T}, es un polinomio trigonométrico de grado n y se considera la
norma uniforme en el intervalo [0, 27].

Mientras que en las desigualdades localizadas, para x € (0, 1) se quie-
ren acotar las derivadas, pero considerando la norma uniforme en ciertos
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subintervalos de [0, 1] que dependen de z. La idea fundamental de Totik es
que, en algunos subintervalos, las constantes asociadas a las desigualda-
des de tipo Bernstein son més pequenas que cuando la norma se considera
en todo el intervalo [0,1].

Para los operadores de Szasz-Mirakjan se conoce que

16255 fllo.00) < 216% " ll0,00),  f € C?[0,00)

16285 Flifo,00) < 6l16°S (Nllfo,00), € C[0,00).
Pero en [14, pag. 999] se hace uso de la desigualdad

0% (@) Sy (f, )] < A+ O f ooy, f € C?[0,00)

considerando = > A/y/n, donde € es lo suficientemente pequenio y A es
lo suficientemente grande.

En particular, para llevar la prueba al caso de los polinomios de Berns-
tein se necesitan las desigualdades de la forma

0% (@) B (f,2)] < A+l Mo, f € C?[0,1], (4)
y .
ot (@) B (foo)l < @+ ol f oy, feC0,1],  (5)

para x € [A/n,1 — A/n], con A > 0.

Otra observacién importante de Totik es que, bajo ciertas condiciones,
la norma de la derivada no se puede alcanzar muy cerca de los extremos
del intervalo ([14, pag. 1017], “|p?(x) B! f(x)| can take its maximum only
in some interval [A/n,1— A/n], A>0").

Asi, el problema es encontrar valores de € y A para que se cumplan
las desigualdades (4) y (5).

El objetivo de esta tesis es presentar pruebas detalladas de las de-
sigualdades localizadas correspondientes a los polinomios de Bernstein y
tratar de dar una expresion explicita para los pardametros que se deben
usar.

El presente trabajo consta de dos capitulos. En el Capitulo 1 se hace
una breve revision de algunos conceptos y estimados relacionados con la
funcién ¢, la segunda diferencia simétrica y los polinomos de Bernstein.
En el Capitulo 2 se presenta el resultado principal, es decir, el teorema
referente a las desigualdades localizadas para polinomios de Bernstein.
También, se encuentran los resultados auxiliares para la demostracién
del mismo. Por 1ltimo, se presenta la Conclusidén de esta tesis.
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Resaltamos que los teoremas principales presentados aqui son nuevos.
En el texto se explica con claridad cudles son los resultados asociados a
otros autores que se han utilizado (ver Proposiciones 1.6, 1.9, 1.10, 1.11
y 1.12).
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan las definiciones y conceptos que utiliza-
remos a lo largo de este trabajo. También se enuncian algunos resultados
relacionados con la funcién ¢, descrita en la introduccion, ademas se in-
cluyen algunas representaciones para las derivadas de los polinomios de
Bernstein.

1.1. Algunas propiedades relacionadas con
la funcién ¢(z) = /x(1 — z)

Las desigualdades que se presentan en esta seccién se pueden escribir
de una manera mas general, pero por conveniencia se presentan en la
forma en que se usaran méas adelante.

Lema 1.1. Si0 < h <1,/(3v2) y2h <z <1 — 2h, entonces

1 N 1 __3
min{?(x),p*(x + h)}  min{p?(z), p*(x = h)} ~ ¥ (x)’

Demostracion.

Caso 1. Supongamos que 2x < 1 — h. Notemos que, para x < 1 — h,
tenemos p(x + h) < p(x) si, y sélo si 1 — h < 2x. Por lo tanto ¢(x) <
o(x + h).

Por otro lado, si 2h < z, ya que (? es céncava, se tiene

S(z,h) =

1 1 _9
~¢*(z) < §<p2(w) + §<p2(w —2h) < ¢ (;C +2 5 h) = ¢*(z — h).

1
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Por lo tanto

1 1
+ < .
*x) @z —h) T P (z)
Caso 2. Supongamos ahora que 1+ h < 2x. Para x > h, se tiene que

p(x —h) < p(x) si, y sblo si 22 < 1+ h. Luego, ¢(x) < ¢(z — h).
Por otra parte, como 0 < z < 1 — 2h y ¢? es céncava, se tiene

S(z,h) =

1 1 1 +2h
370 < 370 + g < (54 T8 = 2,

por lo cual,
1 1 3

+ < .
*@+h) ¢ z) ()
Caso 3. Finalmente, consideremos el caso 1 — h < 2x < 1+ h. La
funcién

S(xz,h) =

Zp(z) =30 (2* + (1 —2)?) —2*(1 —2)* = 2h%z(1 —2), =z €(0,1),

es simétrica con respecto al punto 1/2 y es sencillo verificar que Z, es
decreciente en el intervalo ((1 — h)/2,1/2).
Asi, del hecho que Zj, es decreciente en ((1 — h)/2,1/2), se sigue que

Zn(x) < Zp((1—h)/2) para 1—h<2z<l1,
es decir,

3h? (xQ + (1 —2)?) —22(1 —2)* — 2h%z(1 — 2)

=] W —r

< ZRA*((1—h)? 4+ (14 h)?) - 1%(1 —h)2(1+ h)?

—%h2(1 —h)(1+h)

31 9 1
=pt+ Zp?— — <3npt
6" T3 16 ="

donde la tltima desigualdad se obtiene debido a que h < 1/(3v/2).
Ademas,
3h? (x2 +(1- x)Q) —2?(1 — x)? — 2h2z(1 — )

= 2¢°()(p*(z) — h*) = 3(¢"(2) — h*(1 — 2)* — h?2?),




1.1 Algunas propiedades relacionadas con la funcién
p(r) =zl —2) 3

luego,

202 () (p*(x) — h*) = 3(¢" () — h*(1 — 2)* — h?2?) < 3%,
de donde
20°(2)(¢*(x) = h*) <3 (p(x) — K*2® — h?(1 —x)* + h?)
3(x? — h?)((1 — z)? — h?).

Por tanto
A?(@) =k _ 3
(22 = h2)((L —2)? — h?) = ¢*(z)

Por otro lado, como 1 — h < 2z, se sigue que h — 2zh — h% < 0, por lo
que

x—a2+h—2zh—h?<z—2?

esto es, p?(x + h) < ¢*(z).

De manera andloga se demuestra que para 2x < 1 < 1+ h se cumple
2z — h) < ().

De lo anterior, se sigue que

1 1 2(p?(x) — h?) 3

Parn  Pa—h @2 1) - @)
O

S(z,h) =

En el siguiente lema se presentan algunas cotas para los elementos
z € [B%/n,1 — B?/n], mismas que nos serdn ttiles para la demostracién
del Lema 1.3.

Lema 1.2. Si B>b>4, n>2B? y z € [B?/n,1 — B?/n], entonces

B | 2¢(2)
no o n

<z<1l-—

Demostracion. Sea a = /B/(B —1). Como

1 a? \> B2
- - <
n<a21) n =0
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tenemos a?//n < (a® — 1)y/z. Asf,

a2 Z\f

z<a2(2_%0¢<%>)<bfl<z_so¢<zﬁ>)’

debido a que la funcién h(s) = s/(s — 1) (s > 1) decrece y B > b.
Asimismo, como 1 — 2z € [B?/n,1 — B?/n], la desigualdad anterior
también se cumple para este elemento, luego

1—z<bi‘1<1—z—¢(i/%z)> :bfl (1—;:—6?).

Para la segunda parte del lema, observemos que

B 2¢(2)

< (@~ 1)=.

Por lo tanto

Para h € (0,1) y = € [0, 1], sea

F = h b, = —.
n(@)=z+he(x) vy by 1572
Es conocido que la funcién Fj, es estrictamente creciente en [0, by] (ver
[3]). Ahora bien, teniendo en cuenta que z < 1 — B?/n < n/(n +4) =
by /m» tenemos

2p0(z
f/(ﬁ) = Fo/m(2) < Faym(1— B?/n)

n
B2 2B B2 B
=1-—4+—/1-—<1—-—,
puesto que
B 2B | B2 3B B2
n n n n n’
Por tanto B 9
z<1l——— #(2)




1.1 Algunas propiedades relacionadas con la funcién
p(r) =zl —2) 5

Lema 1.3. Seann e N, 0 < A<1,0<7<1/2, B>b >4, tales que
4/3<AB,n>2B? yz € [B?/n,1— B?/n]. Si

¢ (2)
\/ﬁ )

entonces las siguientes relaciones se cumplen

|z —yl <A

<y< -+

b

NGRS
N =
DO | N

1-7y, 1—7)y+r, yi/\so(z) € [371—3}

Vn n

S #ly) < o(z) < min {1 £, bfl} o) (12

Demostracion. Como B > 4, del Lema 1.2 se sigue que

(1.1)

s (Bl ele) | M)
2 B Vn NG
’ (2)
z oz 1
2t m <3
Por tanto @ )
Ap(z p(z 1 =z
< < < 4=
y<z-+ NG *Z+\/ﬁ*2+2’

lo cual prueba las primeras desigualdades.
Verifiquemos ahora las relaciones en (1.1). De las tltimas desigualda-
des en el Lema 1.2 obtenemos

B Xp(2) B 2X\p(2)  Ap(z) _ B 20(2)  Ap(z)
Y Y R R N
SZ—)\%)S?JSZ‘F)\(\)D/(;)
y
B 20(2)  Ap(2) _ . B Ap(2)
TR T S TR T e
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Como z > B?/n,

Z 4 Z+(1_T))‘@(Z)<i+f+l i%<z
’ n  —B 2 BV =
Luego,
B A
Z<(1— - < (1-— . 1.
Z-m) (2= Jpela) <=y (1.3

Notemos ahora que si z € [B?/n,1 — B?/n], entonces se tiene que
1—2¢€ [B*/n,1—=B%/n]y|(1-2)—(1-y)| = |z—y| Entonces, la
desigualdad (1.3) también se cumple si reemplazamos z y y por 1 — z y
1 — y respectivamente. Esto es,

S|

<(1-7) (1—z—jﬁso<z>) <1-n1-y)

Por consiguiente,

S|

B
<(Ql-7y<(l-7m)y+7<1-——.
n

Para la tltima expresién en (1.1), notemos que si |y — z| = Ap(z)//n,
entonces

z=y+ )\3(;) € [B?/n,1— B%/n] C [B/n,1 — B/n)].

Para la prueba de (1.2), si y < z, entonces z —y < Ap(z)/v/n. Del
Lema 1.2, se obtiene lo siguiente

0<§+M<27@<27>‘90(2)

vn vn vn

Y=V = =

Por otro lado, si y > z, entonces y — z < Ap(z)/y/n. En este caso,

ySer@Sl*E*(p(z)

vn noVn

<y

<1
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p(r) =zl —2) 7

o(z) < Vyvl—2z < EV@?W < \/%w(y)-
Por lo tanto,
p(z) <4/ b%w(y)

3 2+ A2

e O L

1= (1122

sin>2B2 4/3 <ABywé€ [B*/n,1— B?/n], tenemos

/B2 A2+ 2?)

\F_SBH—)\?)

N2+ \?) 1
SW <(1 <1+A2>2>“’

w < A
_ W
a+a)2 =" m7

Supongamos que |z — y| < Ap(z)/v/n.
a) Si y < z usamos la desigualdad (1.4) con w = z. Como se tiene que
0 < z—Ap(z)/v/n <y, entonces

2) SVI—yvz < V1T —y(1+ X)) /2 = dp(2)/v/n < (14 X)p(y).

b) Si y > 2z tomamos w = 1 — z en (1.4). Ya que y — z < Ap(2)/n,
entonces

Como

Por tanto

(w). (1.4)

1- 1-
P R €t N

(1+22)2 7 - Vn Vo

Por tanto

p(2) < VIV — 2 < (14 2)p(y).

S6lo nos resta verificar que ¢(z) estd acotada inferiormente.
(i) Si z < y, entonces

<+i()< _|_A 3722< +é<1+>\2
y<z \/ﬁgaz z B“ - <z bz_ % z.
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Asi,

2b

(ii) Por otro lado, si 2 > y,seav =1—2zy w = 1 — y, luego v < w.
Ademss, v € [B?/n,1 — B?/n] y

Mwﬁwﬁz¢y§(l+A>¢@)

A A
lv—w| =]z -y < ﬁsﬁ(Z) = %w(v)-

Por tanto, de (i) tenemos

o) = o) < (1435 ) o) = (14 3 ) ola)

O

Necesitamos también, contar con condiciones necesarias que nos per-

mitan tener una cota superior para la funcién ¢™ con m € N, misma que
se presenta a continuacién.

Lema 1.4. Sea B > 0 y fijemos €, h, § € (0,1) tales que

€
< _
0<hsB<sarg

Siae (0,1), yel(1—28)a,1-(1-28)(1—a)—2h] y& € [y,y+2h],

entonces

€\ m/2
min {p(y) oy + 20} S 0(€) ¥ @< (1+7) ¢

para cualquier m € N.
En particular, si B € (0,1/2), V6 < 28B, x € [B?>/n,1 — B?/n] y

|z — 2| < p(x)V/6/n,

entonces z € (0,1) y
m e\ m/2 m
e < (145) ¢ ).
Demostracion. Sea v = min{p(y), ¢(y+2h)}. Dado que ¢ es céncava,

es claro que v < p(§). Més atin, de la restriccién sobre 8 sabemos que
1 €
<1l+-.
1—23- "1
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p(r) =zl —2) 9

Caso 1. Si y < (1 — 2h)/2, entonces ¢(y) < ¢(1/2 — h) = ¢(1/2 + h).
Como ¢ es concava y y < y + 2h < 1/2 + h, se tiene

e(y +2h) = min{e(y), p(1/2+ h)} = ¢(y),
luego, v = ¢(y). Ademds, se tienen las desigualdades siguientes
1
(1—2ﬁ)m§y<§.
Por otro lado, se tiene que

¢*((1 —28)x)

25 = 2(1 — ) + 232%.

Por tanto,

P x) < ¥ (21_22;)%) < {p(g)ﬂ <(1+7)7 < (1+7)F4©.

Caso 2. Siy > (1—2h)/2, entonces p(y+2h) < p(1/24+h) = p(1/2—h).
Debido a que ¢ es céncava y 1/2 — h <y < y + 2h, obtenemos

o(y) > min{p(1/2 — h), o(y + 2h)} = @(y + 2h),
luego, v = ¢(y + 2h). También, se tiene lo siguiente
1
3 <y+2h<1-(1-28)(1-2).

Considerando que z + (1 —28)(1 — z) < 1, tenemos

€

P < (1+5)a-2801-a)
<(1+5)a-28)(1-0)1 - (1-28)1-2)
= (1+5) P -28)(1-2)
< (1+i) ©*(y +2h) = (1+§)72
< (1 + 2) P (€).

Hemos verificado lo siguiente
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Por lo tanto, para m € N se cumple
m € m/2 m
P < (145) .

Para la tdltima desigualdad, sea y = z — o(x)/6/n y h = p(z)/6/n.
Ya que z € [y, y + 2h], es suficiente verificar las desigualdades

(I1-28z<y vy y<1-(1-28)(1-2)-2h

Para la primera, usamos las condiciones v/6 < 2B y B?/n < x para

obtener
2
90(96)\/§= V1- x\/ﬂ?g\/ % < 26z

Por tanto (1 —28)x < x — p(x)4/6/n = y.
Para la segunda desigualdad, usamos V6 < 2By x <1-— B2/n.
Luego,

25%4‘%0(1‘)\/5 < 2Bz + 20 %2(1 —x) =2Bx+28(1 —x) = 20.

Asi,

y =200+ w(m)\/g + (1 - 26 — 2p(x)y [ 2

n

<284+ (1—-2B)x— 2@(1’)\/5 =1-(1-28)(1—x)—2h.
Por lo tanto
y€[(1-28)z,1—(1-28)(1—x)—2h].

Ahora, aplicando la primera parte de este lema, se obtiene que z € (0,1)
y

@) < (149" o).
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1.2. Segundas diferencias

Debido a que el médulo de continuidad de segundo orden estd definido
en términos de las segundas diferencias simétricas, es conveniente contar
con algunas representaciones y estimados de las mismas.

Definicién 1.5. Para una funcién f : [0,1] = R y h > 0, la sequnda
diferencia simétrica se define mediante

Anf(@)=f(x—h)—2f(x)+ f(x+h), a+thel01]
Se sigue de esta definicién que
| AL f(@)| < 4| fII- (1.5)
Para g € C?[0,1], x € (0,1) y h > 0 tal que = &+ h € [0, 1], denotamos

z+h
(g 2, h) = / (x+ h — )g"(s)ds

Iy(g,z,h) = /w(f —h—38)g"(s)ds.

Luego, integrando por partes obtenemos la representacion

h)2  ph/2
A2g(z) = / / ¢ (& + s+ )dsdt = I,(g,, h) — (g, 2, ). (L6)
—h/2J—h/2

Para estimar las segundas diferencias necesitamos la siguiente propo-
sicién (una demostracién puede verse en [7, (6)]).

Proposicién 1.6. Siz € (0,1) yt € [0,1], entonces
t 2
t— t—
[t <o
» P2(s) ¢*()

Proposicién 1.7. Supongamos que g € C*[0,1] y x,h € (0,1).
(i) Si0 < h <1/(3V2) y2h <z <1—2h, entonces

Az < 3h’2 2 1
‘ hg(x)| = 2902(37)”80 g H[m—h,m+h]~

(i) Si0<h<1/2 y h <z <1-—h, entonces

2h?
[Afg(z)| < 22(2) 16°9" | 1z—h,z+1)-




12 Preliminares

(iii) Fijemos €, 8 € (0,1) tal que

€
h < .
0< _5<2(4+e)

Siye[(1—-208)x,1—(1—28)(1—x)—2h], entonces

h2(1+¢€/4
[AZg(y + h)| < EPQ(J:)/)||@2QI/||[y7y+2h]~

Demostracion.
(i) Usamos la representacién dada en (1.6) para obtener

x+h
A2g(x)] < / (z+h—s)g"(s)| +

| @nesge

x+h x

r+h-—s
©?(s)

z+h z
+h—s s+h—u
< 2" b / xids-f—/ — 5 ds
< e 9" lw—n.e+n) ( . ©2(s) a—n  P*(s)

1 x+h
2 1 -
10°9" ljz—h,z+r] <min{g02(x)7g02(x+h)}/x (x4 h—s)ds

<1620 lipos /

x

ds + 929" o /

xr—

IN

1 xT
TP @), 22 (e — 1)) | en “")ds>

I L 1
- 2 min{?(z), *(z + h)}

" ! )
min{2(2), 2z — )}

31¢%9" ltz—h.atn] ,
- 2¢%(z) ’
en los célculos anteriores se utilizé el Lema 1.1. Observemos que para

poder aplicar este lema, las condiciones h < 1/(3v/2) y 2h <z <1 —2h
fueron necesarias.
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(i) Usando (1.6) y la Proposicién 1.6 obtenemos

x+h x
r+h—s s+h—=x
629" i+, a— / 7d8+/ ———ds
ok g T 902(8) z—h 902(8)

2
< 7}12 @29” x+h,z—h]:
@Q(tr) ” ”[ +h, ]

|ARg(@)]

IN

(iii) Considerando (1.6), tenemos que existe un punto & € [y, y + 2h]
tal que

A2 Ml = h2lg” <h2||<P29”||[y’y+2h]
|ARg(y + h)[ = hZ|g" (§k)| < &)

h2(1+€/4)
©*(x)
donde la ultima desigualdad se sigue del Lema 1.4. O

| 9029” | [y,y+2h]s

1.3. Algunas propiedades de los polinomios
de Bernstein

En esta seccién se presentan algunas identidades relacionadas con la
base de Bernstein, asi como también expresiones para los polinomios de
Bernstein de funciones especificas, las cuales nos seran de utilidad en la
demostracion del Teorema 2.5. Estas representaciones son conocidas, por
ejemplo, (1.11) y (1.12) son la ecuacién (2.1) [5, pdg. 305]. Incluimos las
demostraciones para conveniencia del lector.

Sea pp i (x) como se definié anteriormente y Ng = NU{0}. De aqui en
adelante consideraremos p, r(z) = 0 si K < 0 o k > n. Necesitamos
algunas ecuaciones relacionadas con los polinomios de Bernstein.

Es conocido que

B, (P,z) = P(z), (1.7)

para todo polinomio P de grado no mayor que uno.
Denotemos eg(z) = 2%, k> 0y r € R.

Definicién 1.8. Para cada n € N y m € Ny, se define el momento
centrado de orden m como

Sn.om(x) = Bp((er — )™, x).

s
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Para nuestro propdsito nos sera 1til tener expresiones para los mo-
mentos Sy, 2,553 ¥ Sn.4, las cuales se presentan en la Proposicién 1.9.
Para una demostracién de tales expresiones, ver [11, pdgs. 6 y 14].

Proposicién 1.9. Paran >4 y x € [0,1] tenemos

Spa(x) = M7 S, s(x) = z(1— x)g1 — 21)
Snaa(@) = % [(3 - ﬁ) (1 —2)+ H .

Nos interesa contar con expresiones para los polinomios de Bernstein
de las funciones es, e3 y e4. Las identidades que presentamos son mas
o menos bien conocidas aunque no aparecen en los textos en la forma
explicita que aqui presentamos. De hecho, estan ocultas en las férmulas
que se dan para los momentos.

Proposicién 1.10. Sin € N y z € [0,1], entonces

By (e2,x) :332—&—@, (1.8)
Bn(egnl‘) — .1'3 + 902(1')((371 — 2>$ + 1) (1'9)
)
2(2)[(Tn — 6)p?(z) — 4naz? + 1
Bn(e4,x):x4+6w27§x)x2+ sl )fﬁ( : i } (1.10)

Demostracion. La igualdad (1.8) se puede encontrar en [11, Pag. 14].
Verifiquemos (1.9). Tenemos

S0 =3 (£ —2) st

k=0
= B, (e3,x) — 3xB,(e2, ) + 322 B, (e, 2) — a°

2
= B, (es,z) — 3x <x2 + go(x)) + 323 — 23
n
3 2
= B, (e3,x) — TP ) (2) — a3

n
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y de la Proposiciéon 1.9, se tiene

3rp?(z)

Bn(e3, m) = :L‘S + Sn,g(.’[?) + o

P(a)(1-20) | 3a¢*(a)

((?m —2)z + 1).

©*(x)

Para (1.10) se tiene lo siguiente

Spa(z) = i <x - s>4pn,k(f€)

k=0

= B, (e4, ) — 4By, (e3,x) + 622 B, (eg, x) — 42> By (e1, ) + x*
2 3n—2 1 2
:Bn(e4,x)—x4—4x@ @) an Jz2+1) —|—6<'01(Lx)as2

— Bu(es,7) — 2" — ©?(x)(4(3n — 2)2? + 4x) N 6<p2(;p) 2

n2
Asi, usando la Proposicién 1.9 obtenemos

2 2 4(3n —2)22 + 4
Bn(e47x) = CC4 — 67('0 éx) 372 + Sn,4(I) + d (x)( ( an )I + 1‘)
2 2 6 1
— ot 690 (I)Iz + ¥ (25”) {<3_ ) O (z) + —
n n n n
+4(3n — 2)x? + 44
2 2
— gt 67 (z) 2242 (;:) {(Sn — 6)p? () + 12n2? — 8na?
n n
+dn + 1]
2 2
=zt — 6% 7(133) x? + gpn(gx) {(31@ — 6)p?(x) + 4np?(x) + 12n2?
— 4na® + 1}
2 2
— 4 g? (z) 22+ Sﬁn(f) {(77@ — 6)¢%(z) + 12n2a2
— dna® + 1}

=2t + 6@27§x) x? #*(z) [(771 —6)?(z) — 4nax® + 1]
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Con lo que concluimos la demostracién de esta proposicién. O

Proposicién 1.11. Para z € (0,1) y n > 1, tenemos:
902(x)p;7k(x) = (k — nx)pp i (), ke {0,1,...,n}. (1.11)
Poi(®) = n(pn_l,k_l(x) fpn_l,k(z)), ke{0,1,...,n—1}. (1.12)

ka(f) =n(n— 1)(Pn—2,k—2($) — 2Pp—9k—1(x) +Pn72,k($)), (1.13)

con k € {0,1,...,n—2}.
Ademds, para k € {0,1,...,n} se cumple

@) (@) = n ((n .y (i - x>2 _ % (1 _ D) (@) (1.14)

@ (@)pi s (x) = (k — na)® — 3(1 — 22)(k — na)*)pn i (z) (1.15)
+((2 = 302(2)(2 + n))(k — nz) + 2(1 — 22)n@*(x))pn.x ().

Demostracion. Un calculo directo nos da

(o) = 2 (1) (50 0 (0 k(1= a4

=k(l —x)ppi(x) — (n— k)xp, k()

- (k - nx)pn,k(x)

n! 1 . n! -
p;,k(m):mxk (1—x) k_ml‘k(l—x) k

= npn—l,k—l(x) - npn—l,k(I)-

Para k € {0,1,...,n — 2}, tenemos
P @) = (P imn (@) = Pl 1(2))

=n(n—1) (pn72,k72(‘r) — 2pn—2k—1(z) + pn72,k(x))'
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Ahora, verificaremos (1.14) para 0 < k < n,

0! (@)pr 1 (2) = ¢ (2) (¢ (@) i (2) = (@) (1 = 20)p), (@)
= 0*(x) ((k — n2)pnr(x)) — ¢*(2)(1 - 22)p, 1 (2)
(k —nz — 1+ 22)¢* (@)p], 1 (x) — n®(@)pn.r(z)

(k—nz —142z)(k —nz) — ngp%x))pn,k(:ﬂ)

(
- ((k —na)? — (1 — 22)(k — na) — nﬁ(fﬁ))?n,k(@

=n <(n— 1) (i —x>2 + sz - i) Pk (2)-

Para verificar la ultima identidad usaremos una idea similar a la que
se usé para probar (1.14). Esto es,

@) = (@) (¢ @) ) — 204 @) (1 — 20)p) ()
= () (((k = na)? (1 = 20)(k = ) — ng?(@) ) pui())

21— 22)((k = n2)* — (1 20) (k — 1) — 0 (1) ) p ()
= 2¢%(2)(1 = n)(k — nx)pn,k(x)

(k= n2) = (1= 20)(k = nz) = () ) (k = n)pn ()

(1~ 20) (k) — (1~ 20) (k — n2) —~ ng?(z) o ()
= 2¢%(2)(1 = n)(k — nx)py,i(x)

+ (U = n2)* = (1 = 20)(k — n)? — ng? (@) — na)

—2(1—22) ((k —nx)?—(1—22)(k—nz)— n<p2($))>pn,k(m)
_ ((k — nz)® — 3(1 — 22)(k — na)?

+((2 = 3n)p*(2) + 2(1 — 22)?) (k — nz)

+2(1 - 20)n0°(@) ) P (@)
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- ((k — na) = 3(1 — 22)(k — nx)?

+(2- 3@2(:E)(2 +n))(k—nz)+2(1— 2x)ng02(:17))pn,k(:c).
O

Para lograr resultados inversos para los operadores de Bernstein hay
que considerar diferentes formulas asociadas con las derivadas. Por ejem-
plo, Berens y Lorentz utilizaron tres expresiones diferentes (ver [1, pag.
705]).

En la proposicién que sigue se muestran expresiones equivalentes pa-
ra algunas de las derivadas de los polinomios de Bernstein, las demos-
traciones no se presentan aqui, sin embargo, se pueden consultar en las
referencias indicadas.

Proposicién 1.12. Sin > 2,2 € (0,1) y f:[0,1] = R, entonces

n—2

BJ(f,x) =n(n—1) ZAW (k+1)pn_27k(x) [11, pdg. 12),
[1, pdg. 705]
= :c(1n2:z:):_i ¢’ (:) A%/nf <f;) pnk(x) [1, pdg. T05],
"(f,x) =n(n—1)(n— S k *(x
Bl =nin=Din=2) 3 () matem
:n(n—l)(n—2)nz_:2Af/nf (k+1) (pn 3,k—1(2) —Pn—3,k( ))
k=0
= n(nx—(ll)_(z)— 2 ;:OA%/nf (T) (nﬁ2 - x) Prn—2,k(7)
[6, pdg. 90]

B (g,2) = nn — 1)(n - ZAW (22) rutat

(14, pdg. 1017],
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donde

Ry (2, k) = pn—3k—3() — 3pn—sx—2(x) + 3pn—3,k-1(z) — pn—3x(x)

Rp(2,k) = pn—ar—2(7) = 2ppn—ak-1(%) + pn_ax(). (1.16)

Proposicién 1.13. Si4 <24 <n yx € [A/n,1 — A/n], entonces

2¢° (z)
n3/2

By(ler = af’, @) <

Demostracion. De la Proposicion 1.9 y la desigualdad de Holder te-
nemos

By(ler —z]3,2) <

_ @) (902(33) [ . 761) “"2(”3)+1D1/2

n

Bn((e1 — )%, 2)B,((eq — m)4,x)>1/2

A\
—~

IN

A\
3%
—
§E
N 7N N
7 N
w
I
| o
~_ N~
AN
)
—
8
SN~—
Do
S
Dk/.l:j
&
~_
—_
~
(V]

Corolario 1.14. Seann > 2A > 8,y € [A/n,1—A/n]. Fijemos nimeros
positivos a,b y c. Si

i

entonces
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Demostracion. Observemos que

Bn(may) = (P;zy) Bn((-r - y)Q,y) - ;);{yﬁ) Bn(|x — y|37y)
_en Y
T Bn((z—y)%y)
_2_ M eyl ) — — & 6 3 1
= L)03(y)Bn(| y*,y) o2 (y) {(3 " y(l—y)+ n}

a by 20%y) ¢ ) 202(y)
no @3y) n¥2 np(y) [3 W +=F }

v
\
|




Capitulo 2

Desigualdades de tipo
Bernstein

Como hemos mencionado anteriormente, la demostracién del Teorema
0.1 depende de las desigualdades localizadas para polinomios de Berns-
tein, luego, en este capitulo nos enfocaremos en la demostracién de algu-
nos resultados en los que se involucran desigualdades del tipo Bernstein,
asi como también resultados auxiliares que nos ayudaran para poder ve-
rificar el Teorema 2.9.

2.1. Variaciones a un estimado de Bernstein

En las argumentaciones de Totik es de extrema importancia un lema
que se presenta sin demostracién. El trabajo original sélo hace referencia
a un teorema que se formula en [8, pdg. 200], pero en [8] el teorema no se
demuestra (sélo se indica que la prueba se puede ver en algunos textos de
probabilidad). Ademds, dicho lema, en la forma en que estd presentado
en el trabajo de Totik, no puede ser utilizado para encontrar valores
especificos de los paramétros A y €. Con el fin de darle més claridad al
lector presentamos los Lemas 2.1 y 3.1 de [14].

Lema 2.1. Sean x > 0, M = [z] (la parte entera de z) y

—mxk

(@) =——  k=012...

FEntonces

21
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1. El mayor li(x) eslpy(x). Los términos Iyr—1(x) ylar(x) son iguales
cuando x es un entero.
2.8 k=M+hy0<d<1, entonces

Y llz)=0(e),

|h|>6M

donde v = 62/3.
3..511/2 < ¢ <2/3, entonces

Y lklx) = 0@,
|h|>M<

donde 1 es cualquier nimero menor que 2¢ — 1.
4. St A > 0, entonces

Z lk(z) <,
|h|> VM

para M > My(e) y A > Xo(e).
5. Si |h| < M€, entonces

(@) = \/WTMec*/M {1+o <'h'; 1) 1o <'Z'j)}

donde ¢ =1/2.
6. Los estimados en los apartados 2 y 3 siguen siendo vdlidos si 1 (x)
se multiplica por cualquier potencia fija de k.

Lema 2.2. Sean p, (z) como en (1) y M = [(n+ 1)z|. El valor mayor
de 108 pp,i(x) es pna(x). Los términos pya—1(x) y pn,a(x) son iguales
cuando (n+ 1)z es un entero. Los enunciados 2-6 del Lema 2.1 se siguen
cumpliendo cuando reemplazamos ly(x) con py i(x), considerando en la
afirmacion 5 )

21 —x)

C =

y algun v en la nimero 2.
Mds aiin, todos los estimados son uniformes conforme nx(1—zx) tiende
a infinito.

Notese que los resultados anteriores estan en términos de O, luego
no pueden ser utilizados para encontrar estimados mas concretos. Desde
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nuestro punto de vista creemos que el estudio se puede mejorar conside-
rando los resultados que presentamos en esta seccion.

La primera desigualdad del Lema 2.4, aparece en el trabajo de Berns-
tein [2]. Otra demostracién se puede ver en [11, Teorema 1.5.3]. Presenta-
mos una demostracién detallada para mostrarle al lector que sélo se usan
argumentos analiticos (no probabilisticos) y porque parte de sus argu-
mentos se usaran en la prueba de la segunda parte. Hasta donde sabemos
la segunda desigualdad es nueva.

Lema 2.3. Para cada n € Ny se cumple
2x3" < (n+2).

Demostracion. La prueba se hard por induccién. Para n = 0, la de-
sigualdad se cumple.
Supongamos que la desigualdad se cumple hasta n y verifiquemos para
n+ 1. Asi,
2x3" < (n+2)!-3

< (n+3).
Por tanto, la desigualdad es véalida para toda n € Np. O

Lema 2.4. Fijemos x € (0,1).
(i) Si o € (0, 3], entonces

2 1—
> paale) <200 {—W} .
|[k—nz|>anz(1—z)

(i) Si A>2, 0 €(0,3/2], n >2A yx € [A/n,1 — A/n], entonces

(x - :)an’k(x) _ 2\/522(,@) exp {_oﬂnx(gl — ) } .

|k—nz|>anz(1—x)

Demostracion.
(i) Denotemos

n
U, (v,x) = Ze”(k_m)pn,k(x) = (xe“(l_m) +(1- a:)e_”””)
k=0

D, (v,z) = Z evlk=nelp (x).
k=0
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Notemos que

2’07 4 (1 —2)e ™™ =1+ Z ”.J. (9:(1 —z) + (1 - :L‘)(fx)j)

!
=27
<l+4+z(1l- x)i [ol? ((1 x)? gl 1)
— j!
]_
o o
<l4z(l-=2x) y
= 7
— 14201 —z)|v|2§: i
— (i+2)!

Observemos que, cuando | v |< 3/2, se sigue del Lema 2.3 lo siguiente

9 o0
xev(l—w) + (1 o x)e—vx S 1 +.’£(]. o (E)% Z | 73}1|
=0

%

02 1

<l+z(1- a:)v2 < e (1—2)v”

De las ultimas relaciones obtenemos

O, (v,7) < U, (0,2) + Uy (—v,2) < 26" <372, (2.1)

1 o?nz(l — )
C’Qexp{4} y v=

Tomando en cuenta (2.1) sabemos que

Sean

(o)

{k:0<k<n,|k—nz|>anz(l-21)}

2 _
z{k:OSkgn,M—m:zanm(lx)

+na(l - a:)v}

= {k:()gkgn, exp(v | k —nzx|) ZQCeXp(nx(lfx)zﬁ)}

C{k:0<k<m,exp(v|k—nxl)>CP,(v,z)}.
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Por lo tanto

Yo pasl@) < > Poi(@)

|k—nz|>anz(1—x) exp(v|k—nz|)>C®, (v,z)
exp(v | k —nx
< Z o slo)
x)
1 1-
:C:2exp{—a nx(4 .%‘)}

Con lo cual queda demostrada la primera parte del lema.
(ii) Sea
n k 2
— v|k—nz| _n .
=3 (4-2) puste)

Se sigue de la Proposicién 1.9 y de (2.1) que, para | v |< 3/4,

1/2

= ((I)n(QU,.T)SnA(x))l/Q
< 2e2¥ (@) <<P2(20:) {(3_ 6) @2(56)4_1})1/2

< \/5@ 2ng0 (x)v? <

n

(G
<\/§s0 (202 ()0 (( z) )+2 2)(m)>1/2

S,

- n

1/2
_ @2(I)\/§ 2np? (z)v? (3 -4 2)
n

n

2 .
< 2\/550 (CE) 62mp2(:c)vz'
n

’rLFn(U,I) < 62n4p2(:6)v2' (22)

2v2¢%(x) ~
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Sea

1 oa?nz(l — o) }
D= (S V=
22 Xp{ 3 Y

Considerando (2.2) tenemos

{k:0<k<n,|k—nz|>anx(l—2)}

a’nz(l — )

:{k:OSkSn,|k—an|2 +2nx(1—x)v}

= {k :0<k<mn,exp(v|k—nz|)>2vV2Dexp (2nx(1 - x)vg)}

C{k:OSkgn,eXp(v|k—mc|)2

I{j 2
(JI - n) pn,k(x)
|[k—nz|>anz(1—x)

< > (= 5) st

exp(v|k—nz|)>DnF, (v,x)/p3(z)

Por lo tanto

IN

DT;}:(Z) Zexp(v | k—nx|) <x - fL) P,k (2)

v) k=0

Lp;(s) _ zﬂf(x) o {_a2m(81 —2) }

2.2. Desigualdades con norma

En esta seccién se presentan algunos estimados para la norma de
algunas derivadas de los polinomios de Bernstein.

La primera desigualdad en (2.4) ha aparecido en diferentes articulos
con otras constantes (por ejemplo, ver [7, (43)] y [6, Lema 8.5]). Para una
prueba de la segunda ver [6, Lema 8.4]. Otro estimado puntual fue dado
en [13, Lema 3.3].
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Teorema 2.5. Sin >4, f € C[0,1] y g € C?[0,1], entonces
By ()l < 100°/2| £, (2.3)

3
IBL@I <20 v 9Bl < VAl (24)
Bn particular, si |f = Bu(f)|| < |¢*BL(f)||/(4n), entonces
lo* B (F)I| < 53/l BL()l- (2.5)

Demostracion. Para probar (2.3) consideraremos dos casos:
Caso 1. Supongamos que ¢?(z) < 1/n. Para f € C[0, 1] tenemos

(P@BIS ) = (= 22)BU(f,2) + ¢ (@) B (f ).

Ademsds, de las Proposiciones 1.12 y 1.11, se sigue que

(1~ 20)B(f.2) + (@) B (f.x —n2Z<p (£) s (£) hste)

fnzzgo ( ) 2 (fj) (k — na)pnu(2).

Asi
¢ (@)By (fx) = —(1 - 2/JL”)B"(f, z)

+n22<p ( ) A2, f (i) (k = na)pp(@).

De las Proposiciones 1.11 y 1.9, (1.5) y la desigualdad de Hélder, obte-
nemos

0% (@) By (f.2)| < le(2)(1 - 22) By (f, )]

L (ﬁ) 83t (£) o= (o)

k=1
( ) - naat

n(n —1)p()| f| Z [Pn—2,k—2(%) = 2pn—2,k-1(2) + Pp—2,1(7)]

+n<p

< lp(@) By (f. )| + 4n*p(z
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+dn2p(x |un§j@ ( )k—nxmna )

4n? 4n? s = i
<2+ Sz (Z o ( )pn () S (k — mc>2pn,k<x>>

k=1 k=1

n—1 k 2( ) 1/2
< 42| f) 1+( ot (n) pn,k<x>~n2”7f>
1

1@4 (%) pn,m)) N
<4211 (1+ (Bute'.0) ).

Ahora, sélo resta acotar superiormente el término B, (p?*, x). De la
Proposicién 1.10, se sigue que

3
|

<4n®|f|| | 1+ (

el
I

Bn(‘P4a I) = Bn(627 x) - 2Bn(637 x) + Bn(64a I)

R

n2

16 ¢*(x) N ©2(z)[(Tn — 6)970;(1:) — dna? +1]
- 9% + 2t 4+ saiia:) B 2(,02(x)[(322— 9z + 1]
L68@) o P @)(Tn - 6)521@) — dna? +1]
< ') + @275 )} 6“’27(;5)932 L P@)(7n *ng)cﬁ(x) +1]
<<

Por lo tanto
0% () B (f, )| < 10n%/2||£||.
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Caso 2. Supongamos ahora que ¢?(x) > 1/n. Primero, notemos que
B, (|t — z|,x) < p(x)/y/n. Luego, si f € C[0,1], de las Proposiciones 1.9
y 1.13 junto con (1.15), se tiene lo siguiente

(@) B (F.2)] < e Z|p'" )= WL S i)
k=0
< ” ” znj(|k—m|3+3\1—2x\(k—nx)2+(|2—3(n+2)<p2(x)|)|k—m\

k 0

+2np? ()1 — 2x|)pn7k(m)

I
<p37(1‘) (n?’Bn(\el — 23, 2) + 3n%|1 — 22| B, ((e1 — 2)?, 2)

+n(3(n + 2)¢*(2) — 2) Bu(ler — 2/, 2)

g1~ 201 Y prs(a))

33 3202 (x n(3(n + 2)02 () — o(z
< ML (50 | 20200 | 10+ D20 =Dl
I (2n3/2 5n \/a(3ng?(a) + 652 (x) - 2))

+2n¢%())

o) " (@)

< U711 (2072 + 5072 4 30%/2) = 100772 .

La primera desigualdad en (2.4), se sigue de las Proposiciones 1.12 y
1.7. Esto es,

P (@)B"(g.2)| = [P (@)n(n -1 ZAUng (“1)pn2,j<x>

2’”’71 2 k 2 k

k=1

pn,k(x)

n—1

<2 %" ligypai(@) < 2)6°9"

donde I(k) = [(k — 1)/n, (k + 1)/n].




30 Desigualdades de tipo Bernstein

Finalmente, supongamos que || f — Bn(f)| < |¢*B2(f)||/(4n). En-
tonces

BN < B (Bl ) = D) + 16 B (Bl )]
<1082 f = Ba()ll + =Vl B

NG
< 5Vnlle® B (f)]-

2.3. Resultados auxiliares

Para simplificar la exposicién de los resultados correspondientes a esta
seccién usamos los siguientes supuestos. Para 0 < a < b < 1, || fl|{a,5] €8
la norma calculada en el intervalo [a, b].

Fijamos pardmetros €, 3, A y n tales que : € € (0,1/10], n € N,

16 [24v2 ) 12\ 2
O<5<2(46+6), AZﬂth(e) y n>max{2A2,<6> }
(2.6)

Para un punto z € (0,1), denotamos
T(x, ) =[1-28)z,1-(1-28)(1-x)],

R(x,B) =10,(1 —28)x + 2/n] U 1-(1-28)1-=2)—2/n,1], (2.7)
y

Q(n,x,B) = {kEN: (1-28)z < k <1—(1—25)(1—x)—2}.
n n
(2.8)
Utilizaremos también la notacién
2 2
n
Por tltimo, para f : [0,1] — R, denotamos
1
f(n,k)zlAf/nf <k:> , 1<k<n-2 (2.9)

En general, los siguientes lemas se cumplen para cuando « € [0, 2].
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Lema 2.6. Seane, 3, A yn elementos que satisfacen (2.6). Si g € C?[0,1]
yx € (0,1), entonces

@ i (1+¢/4)M;
N O =)

n(n —1) Z g(n, k) L x

n—2
keQ(n,z,B)
con My = ||g029”||T(x,5) ya=0,1,2.

Demostracion. Sea A(k) = [k/n, (k + 2)/n]. Supongamos que o = 0.
Luego, tomando y = k/ny h = 1/n < § en (iii) de la Proposicién 1.7
tenemos

n(n—1¢*x) > g(n,k)pn_on(z)

keQ(n,z,B)

(1+¢/4) Z

202 (x) 16°9" || Ak Pr—2,k ()

<n(n —1)p?(x)
keQ(n,z,B)

€
< (1 f)M.
_(+4 1

Para o« = 2 usamos la Proposicién 1.9 y (iii) en la Proposicién 1.7
para obtener

n(n—1)(n—2) Z g(n, k) (1: - nk2> Pn—2.k(T)
keQ(n,z,B)
n(n—1)(n—2) (1+e/4)M ko’
S Eom (7= 555) monsto

keQ(n,z,B)

n

S (o) s

< (I+e/H)Mi(n—1)(n —2) <
np?(x) =

_ Qg2 (), 6y,
n(n —2) 4

El caso o = 1 se tiene de la desigualdad de Holder, la Proposicion 1.9
y (iii) de la Proposicién 1.7

pn72,k(x)

n(n— - 2p(x) Y gmxﬂk—x

n—2
keQ(n,z,B)
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n(n—1)(n —2 € Sk
S B

_9 n—2 k n—2 1/2
S:lo(:c) (1+2)M1<kz_o<n_2—$) Pn-2,k(T an 2,6 (T )
=\/n—2(1+§)M1.

g

Lema 2.7. Seane, 3, A yn elementos que satisfacen (2.6). Si g € C?[0,1]
yx €[A/n,1— A/n], entonces

[0 —
(n —3)=*/2eM,
_ < =
Pn 2,1@(-77) >~ 49027(1(%) )

(i) n(n—-1) Z g(n, k) 7—33

kgQ(n,z,pB)

con My = ||©*¢" |r(z,p), ®=0,1,2 y0 <k <n—2.

.. € €
(ii) 2zgnk (11, k)Pn_s.i(z) < (1+Z)M1+§M2,

donde My = ||p?g "N v

a(n, k) :min{g@Q (i) 2 (kj;Z)}, 1<k<n-3.

Demostracion. En la demostracion de este lema usaremos las siguien-
tes notaciones:

Ak) = [k/n,(k+2)/n] y  M=-24+n(1-(1-28)1-x).
(i) Sea « = 0. Si k ¢ Q(n,z, ), entonces

—<(1-2P)x 0 17(172B)(17z)7%<£

n
Supongamos que 0 < k < n(1 —28)z. Note que A <nzxy 2 < AS, luego

2
k+2<2+nm(1—26)§nx(

A+1—26) <n(l-pP)x.

Mas aun,
1 T
2x — — > 20x — — > Pu.
n A
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De los enunciados (i) y (ii) de la Proposicién 1.7, tenemos

nn—1¢%x) Y. gnk)pn_an(z)

0<k<n(1-2B)x

= n(n—1)¢”(2)g(n,0)pp—2,0(x)

+n(n — 1)p*(z) Z g(n, k)pn—a,k(x)
1<k<n(1—-2B)x

||9029"||A(o)

=2Vt

(1l —xz)" !

Z 329" | ack)

+n(n —1)¢*(z) 2202 ((k + 1)/n)pn—27k(l’)

1<k<n(1-2B)x
= 2TLLE(1 - z)n71||¢29/1||A(0)
3 n(n—1)(n — 2k +1(1 — gyn=k-1
" 2 (k+1)(n—Fk—1kl(n—2—k)! 679" [l agr)

1<k<n(1—-28)z

3 nleb (1 — g)n—k-1

n—1

<My qme(l-2""'+5 > R
1<k<n(1-28)z

<2My > pana(@)
0<k<n(1-2B)z

< 2M; Z Pn,j(T)

0<j<n(1-28)z+1

=2M, Z Dn,j ()

2Bz—1/n<x—j/n

< 2M, Z Dn,j ().

Ba(l—x)<a—j/n

Supongamos ahora que 1 — (1 — 28)(1 — x) — 2/n < k/n, de donde
—24+n(1-(1-28)1-2)<k<n-—2.
Asi, A(k) C R(z, B).

Notemos que
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y como BA > 1, se sigue que
ne+nf(l—z)<-1+nzx+BA+nB(l—2z)<—-1+nzx+2ns(1l—=x)
=—1l4+n-nl—-2a)+2n8(l—2)=-1+n—n(1-28)(1—=x).

De la Proposicién 1.7 obtenemos

nn—De*@) Y g, k)pa-si(e)

M<k<n—2

=n(n —1)¢*(z) Z g(n, k)pn—2,k(z)

M<k<n-—3

+n(n —1)*(x)g(n,n — 2)pp_2n—2(x)

n! k+1/7 _  \n—k—1
M<k<n—3

+n(n — D)z 11 - 2)g(n,n — 2)

<2My { na" (1 —x) + Z Prk+1(T)
M<k<n—3

=2My Y pukt(2)

M<k<n—2

= 2M, Z Dn,j ()

M+1<j<n—1
< 2M, Z Dn,; ().
nz+nf(l—z)<j<n-—1
Hemos probado que
nn—1)¢%x) > g, k)pa_an(z) < 2M, > Pk ().
k¢Q(n,z,B) |k—nz|>Bnz(1—2)

Tomemos « = f§ en el enunciado (i) del Lema 2.4, luego

S pual@) < 20w {_ﬂm(l—x)}

4
|[k—nz|>pnz(l—z)

< 2ex0 {_5%1(14- A/n) } |
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y del hecho de que n > 24,

La<ia(io4y,
8 4 n

Ademis, de las condiciones sobre A, tenemos la desigualdad que sigue

4e=AB%/8 < £
¢ =1
Por tanto
_AB2 €
n(n —1)¢*(x) g, E)pp_ok < 4Moe= 4P /8 < ZM2'

kEQ(n,z,B)

Para el caso a = 2, notemos que si z € [A/n,1 — A/n], entonces

Suate) = Z2 [ (3-2) ) + 1]
< 20 (3= 2) )+ Juinon1 -]
<20 (3-8) @+ 120
<2 (34 2) 2,

Al igual que en el caso anterior, supongamos que 0 < k < n(1—20)x.
Luego, de (i) y (ii) de la Proposicién 1.7 se tiene

a3 S gt (o )zpnz,m)

0<k<n(1-28)z

n—2

= n(n~ 1)~ 8)g(n, 0} 20(2)
RN DR OO ) e

1<k<n(1—-28)z N

< 2n(n —3)]¢*g" | a@yz*(1 — x)" >

2
D D I L

1<k<n(1—2p) (k+1)(n — 1
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< 2M2{n(n —3)2?(1 — z)"?

n(n —1)(n - 3) E
> (k+1)(n—/€—1)<x_n—2> pn—w@)}

1<k<n(1-2B)x

n(n —1)(n — 3) E o\’
a3 e () e

n—2
0<k<n(1-2B)z

Consideremos ahora el caso =2 +n(1—(1-28)(1—=z)) <k <n-—2.

RN DR (] (R g

M<k<n—2

=nn-1)n-3 > gnk) <x— ‘ >2pn—27k<fv>

M<k<n—-3

+n(n - 1)(” - 3)9(71, n — 2)x”_2(1 _ IE)2
nn—1)n=3) o, B2
M<sz:n73 (k+1)(n—k—1) l¢”g ||A(k) <$ - n—2> Pr—2.(7)

+2n(n — 3)|9*g" || A(n-22" % (1 — 2)?

n(n—1)(n—3) E o\’
a3 e (7))

n—2
M<k<n-—2

<

N W

De los calculos anteriores y de la desigualdad de Hdolder se sigue que

I'=n(n-1)(n-23) Z g(n, k) <33 — nk2) Pn—2.k(T)
k¢Q(n,z,B)

n(n —1)(n —3) ko)
<y (k+1)(nk1)(m_ >p”2”“(x)

n—2
k¢Q(n,z,p)

< 2n(n — 3)M, ( Z <a: d )4Pn—2,k(93)

n—2
kgQ(n,zp)
1/2
« Z (Tl - 1)2pn—2,k(l‘)
k+1)2(n—k—1)2
kg £ TR )
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1/2
(n — 1)2pn72 k(‘r)
S 2’)’L(’I’L — 3)M2 Sn,Q 4(%) :
: k+1)2(n—k— 1)
ko £ TR )
1/2
4o (x) n(n — 1)pn—2,x(x)
<2n(n—-3)Mz | — '
= —2)2 )2(n—k—1)2
(n=2)? | e T2 )
1/2
nn — Dpp_o.r(x)
< dnM, [ p*(z) Z :
1)2(n—k—1)2
kgo(mep £ T L0 )
1/2
o 2 pn,k+1(l’)
=dndMy | *@) D k+1)(n—k—1)

kgQ(n,z,B)

Verifiquemos la desigualdad
(k+2)(n—k)<2(k+1)(n—k-1), 1<k<n-3. (2.10)

Para k = 1, se reduce a la desigualdad 3(n — 1) < 4(n — 2), la cual se
cumple para n > 5. Si 2 < k < n — 3, entonces

k* 42k +2 < k(k+3) < kn.

Esta ultima desigualdad es equivalente a (2.10). Luego, hemos probado
que

(n+1)

(k+2)(n—k) <2 3 (k+1)(n—k-1), 1<k<n-3.

Notemos que la ultima desigualdad también se cumple para £ = 0 y
k=n-—2.
En base a lo anterior tenemos

1/2

2¢%(z) (n+1)°
I < 4nM. E w7 Pn
= Aniviz n2 (k+2)(n*k)p ’]4;+1(.’L‘)
kgQ(n,z,B)
1/2

n+1)(n+2
<6My [ P(x) Y (k_k;#pn,kﬂ(ﬂ?)
kEQ(n,z,B)
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1/2

= 6M; > Paronia()
k¢Q(n,x,B)

Por otra parte, si k ¢ Q(n,x, ), entonces
(B +2)— (n+2)z| > B(n+2)x(l — ).
En efecto, si 0 < k < n(1 — 28)x tenemos
k+2<24+(n+2)z(1-28) < (n+2)x(2/A+1-28) < (n+2)(1—B)=,
donde hemos usado el hecho 2/A — § < 0. Asi
E+2—(n+2)r<—(n+2)px(l —x).

Consideremos ahora n —n(1 —25)(1 —z) — 2 < k <n — 2. Tomando
en cuenta que BA > 2y (n+2)(1 —x) > A, obtenemos

(n+2)z+(n+2)(l—2z) < -2+ Mn+2)z+ A+ (n+2)B(1 —2)

< =24 (n+2)z+2(n+2)8(1 —x)
=-2+n+2)—(n+2)(1-2)+2(n+2)B(1—x)
=n—(n+2)(1-28)1-2z) <k+2,

de donde
(n+2)Bx(l—2)<k+2—(n+2)z.

Por lo tanto

1/2
I <6M, ( Z pn+2,k+2(9€))

[(k+2)=(n+2)z[>B(n+2)x(1-2)
1
< 6vV2Myexp (—8,62(71 +2)x(1 - x))
2 A
< 6vV2Maexp (—HBQA (1 — ))
8n n

2A
< 6\/§Mzexp( — B176> < EMg,
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donde, hemos usado el Lema 2.4 junto con las condiciones

16 24+/2
52111(\/)SA y n>24%

€

La desigualdad para o = 1 se obtiene de las dos anteriores junto con
la desigualdad de Hoélder, como se muestra a continuacion.

nn =D -2ele) Y ol k) e | p )
kZQ(n,z,B)
( 2) 1/2
= nn- D) Y g k)peak(n)
Vi =3 kEQ(no,8)
) 1/2
k
x [ n(n—1)(n—3) gn, k) (2 — ——= ) prn-2k(2)
kEQ(m,,6) ( " 2)
(n—2)e
VI N

(ii) Finalmente, tomando y = = k/ny h = 1/n en (iii) de la
Proposicién 1.7 tenemos para k € Q(n, z, 3) lo siguiente
(1+¢€/4) (1+¢€/4)

< 2 1 <
g(nak) Oé(?’l, k) = n2<p2(k/n)a(n’k)u<p g HA(k) = n2

mientras que para k ¢ Q(n,z,) usamos (i) de Proposicién 1.7, con
= (k+1)/ny h=1/n, para obtener

Mla

3a(n, k)

3
)/’I’L) ||502g//||A(k) < ﬁM2

Més ain, si k ¢ Q(n,z, ), entonces |k — (n — 2)x| > B(n — 2)z(1l — x).
En efecto, si 0 < k < n(1 — 28)x entonces 26z < x — k/n. Luego, como
x> A/ny BA> 2, se tiene

k k 2k
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BA 2k
ST

:BH% <nﬂA—2(k+5A)>

n—2

> fx + % (nﬁA — (%lefAm — 3))> > Pz,

por tanto

x—%zﬁx(l—x).

Supongamos ahora que 1 — (1 —25)(1 —x) —2/n < k/n y recordemos
que l —z > A/ny A > 2, luego

26(1—a) = (1—2)(1—(1-28) = 1— (1= 28)(1 —a) —x

k2 k 2
<—-—+-—-——-—z< + — —ux,
n n n—2 n
asi 5 &
26(1 —2)— =< — .
pl—2) n-n-2 "

De donde

ﬁ(l—m)gﬁ(l—x>+(ﬁ<1—m>—2) <t .

n

Con lo cual queda demostrado el enunciado.

Ahora, del Lema 2.4 y de los tltimos estimados se tiene

n—3

n? Y gl Raln Bpeza(@) < (1+5) M > puoan(@)

k=1 keQ(n,z,B)

3
+§M2 Z Prn—2,k(T)

kZ¢Q(n,z,pB)

€ 3
<(1+ Z) M, + M > Pr—2.(x)
[k (n=2)|>B(n—2)a(1-2)

 B2n - 2)(1 —a) }

4

§(1+6)M1+3M2exp{ .
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§(1+2>M1+3M2exp{ 52("_2)351_’4/71)}
§(1+i)Ml+3Mgexp{ ("_827352‘4}
§(1+§)M1+EM2exp 542:1}
§(1+§)M1+ — M.

Lema 2.8. Si A>0,ne N yn> A, entonces

(1 — A) < e 4.
n

Demostracion. Sea § = e~*. Debido a que la funcién 1—6¥ es céncava
en [0,1], se sigue de [3] que

1—-6Y
My)=——  veOl]

decrece. Por tanto

h(l/n):n(l—él/”) < lim h(y) = —Ind lim 0Y = —1lnd = A.

y—0+ y—0+

2.4. Desigualdades localizadas

En esta seccién presentamos el teorema principal de este trabajo,
referente a las desigualdades localizadas para los polinomios de Bernstein.

Teorema 2.9. Fijemose,3,A€R yn €N seqin (2.6).
Sige C?0,1] yx € [A/n,1 — A/n], entonces

€
P @)|B(g. 0| < (14 %) 10%0" e + T16%9 Irce

€
@By (9,2)] < Vi (14 5) 19% 7y + 510%0 I nie) (211)
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(@) [BI (9,0)] < nellg?0 ey +7 (24 5) 1% Ireoy

En particular, si f € C[0,1] y [|f — Bu(F)Il < [¢*B/(f)ll/(4n), en-
tonces

@B ) < Y (74 ) 1B e

+ 6+ IBA s |-

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 1.12 y de los Lemas 2.6 y
2.7 que

| () B, (g, )| < ¢*(x)n(n — 1) z_: 9(n, k)pp—a,1(2)
k=0

< @ (x)n(n —1) Z g(n, k)pn—2,k(z)

keQ(n,z,B)

+ ) g k)pnax(@)

kgQ(n,z,B)

€ €
< (1 + 1) 129" |1 7(z,8) + ZH@QQH”R(wﬁ)'

Con lo que queda demostrada la primera desigualdad.

De la Proposicién 1.12, (iii) del Lema 2.6 y del Lema 2.7 se sigue que

|0° () B, (g, )]

=n(n—1)(n

L (1) L PR

St

<n(n—1)(n—2)p(x) Zg(n,k) n—29

k=0

x pn72,k(‘r)

Sl Dm-p) Y g, k)\ B

keQ(n,z,B)

-2
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Hn(n—1)(n—2)p@) > glnk) ‘—xpn 2.1(%)
kEQ(n,z,5)
< V=2 (14 ) 160 ey + Z=s 11°6 e

€
<Va=2{(1+ ) 160 I + 516°6 e |-

Para la pentltima desigualdad, sea

a(n,k):min{goQ(k),go2<k+2>}, 1<k<n-3.
n n

Denotemos

Q(z) = Q(n,z,5),
R(x)={k:1<k<n-3k¢Q)}

() ={k:0<k<n-2k¢Q(x)}

Notemos que

el (1) <750 ()

Por lo tanto

n—2

De la Proposiciéon 1.12 se sigue que

n—2
v kE+1
B gu) =nn = 1) S %00 (0 ) L aslo)
k=0

Usando las Proposiciones 1.7 y 1.11 junto con los Lemas 2.6 y 2.7 tenemos

(@) [BI(9,2)] < nln = 1) (@)g(n, 0P} _s,0(a)

n—3
+n(n—1) Y g(n, k)le (2)p) 2 ()]
k=1
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+n(n — 1" (z)g(n,n—2)|ph o, o (z)|

2 20n=1)(n = 2)(n = 3)]l¢*¢" || a0) ()1 — 2)7

- n??(1/n)
n—3 k 2
+n(n—1) Y g(n,k)|(n—2)(n—3) (x - — 2)
k=1
+n f 5 (k —(n— 2)) Dn—2.1(T)

2n(n — 1) (n —2)(n — 3?9 || Atn— .
(EUES UE TIPS

< 2n(n —2)(n - 3)[¥*¢"| a)2*(1 — 2)"~°

n—3 2
+nn—1)(n—-2)(n—3) ) g(n,k) (JL‘ - nk> Pr—2,k()

k=1 -2
n—3 k
+n(n —1) Z g(n, k) m(k —(n—2))| pn—2k(x)
k=1

+2n(n —2)(n - 3)[l¥?*g" [ an-22" (1 - z)?

< 2n(n —2)(n = 3)[[0*¢" || a@)2*(1 — 2)" >

+n(n71)(n72)(n*3) Z g(nak) (SU - n ﬁ 2) pn—Q,k(x)
keQ(xz)UR(x)
n3 n— n—3
+(’r(12)1) Z g(nv k)a(n7 k)pnflk(m)
k=1

+2n(n —2)(n — 3)||¢°g" || A(n—2)z™ (1 — 2)*
< 2n(n —2)(n = 3) 199" || r(z.p) (962(1 — )" P " (1 - 96)2)

(n—2)e
4

€
+(n=3)(1+ 2) 1620 ey + 162" Ince.s)

n(n — 1) € 2 1 € 2 1
(n—2) 1 7) 2 ) ’
gy ((+D)19° lrs) + 5160 e
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Notemos que la funcién z2(1 — x)"~2 decrece en (2/n,1). Ademés,
sabemos que 2 < A < n/2, luego

A2 A\"? A2e—A 4A%e—A
1—— < 2( <
n

2 n—2
1- <&
T2 s n? n 1—A/n)2 — n2 7

donde, hemos usado el Lema 2.8.
Por otra parte, la funcién 2"~2(1 — x)? es creciente en (0,1 — 2/n).
Debido a que 2 < A < n/2, se sigue que

A\"? A2 4424
n—2 2
1—2)32<(1-2 S
- < n) n2 - n?
De las ultimas dos desigualdades obtenemos

2n(n — 2)(n — 3) (x2(1 — )2 (1 - x)2>

A2e—4

< 16n(n —2)(n —3)——— < 16(n — 3) A%~ .
n

Ya que la funcién y3e~¥ decrece para y > 3, se tiene

y3 27 9
<<
ey — el T 4
Entonces,
9
2n(n —2)(n — 3) (x2(1 — )" (1 - x)Q) <4 —(n-3)
S i(n - 3)v
porque
9 952 €
— < — < —.
A~ 16 — 16
Considerando las desigualdades probadas arriba, tenemos

o' (x) ‘Bffv)(gw)‘

n—3
4

+ ((n -3)(n—2)+n(n-— 1)) (1 + i) H‘Pzg”HT(Lﬁ)

(n—2)%+2n(n—1)

< ello*9" | r(a.8) + A(n—2) ello?9" | r(a,)

n—2
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n—3)(n — n—2)2+2n(n—
_ (n=3)( 2)1(72—2)2) 200 Y 2 e

n—3 €
=9 92 7) 2 1 -
+<n n_2>( +35) 1979 17

€
< nellg®y ) +n (24 5) 6% Iro):

donde la 1ltima desigualdad se sigue de
(n—3)(n—2)+(n—-2)+2n(n—1) =4n(n—2) + 10 — 3n < 4n(n — 2).

Por tltimo, si || f — Bn(f)|| < [[¢*>B2(f)|l/(4n), usamos (2.3) y (2.11)
para obtener lo siguiente

(@) By (fs2)| < 19*(@) By (Bu(f) = fo2)| + 16 (2) By (Ba(f), )|
<100*2||f — B.(f)|| + v (1 + i) 192 Bry ()l 7(2,8)
VIS BL( reo

l* B :
<1002 (14 1) 19° Bl

€
AP BL Dl s

5v/n
< T\F(“@QBZ(f)||T(z,ﬁ) + HchB;l’(f)HR(z’B))

€ €
+v/n (1 + Z) ||502B;Z(f))”T(x,ﬁ)ﬂL\/ﬁi||902B;Z(f)”R(xw3)
Vi
2

{(7+5) 1*B1(Dllze.p)

+( 4+ )le* B (Nl rw.ps } -
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2.4.1. Una aplicacién
Para g € C?[0, 1], tenemos

(t—x)?

=) lo?g” |- (2.12)

lg(t) — g(x) — ¢ (x)(t — 2)] <

En efecto,
t

ot) — 9(z) — ¢ (@)(t — 2) = / g"()(t - s)ds,

x

luego, de la Proposicién 1.6 se sigue que

¢ by
")t — s)ds| < ||p%g" /7ds
[ g @e=sis| <l | [
(I—t)Q 2
< .
< Py

Proposicién 2.10. Fijemos €,5,A y n € N tales que se satisfacen las
condiciones (2.6). Si f € C[0,1] satisface

2B// f
17— Bap) < 1B .
n
)
1= )le*Br (Nl < 1¥*Br ()l s, (2.14)
entonces
B < I - BaD
4-492p ¥ Pl = Ul
Demostracion. Supongamos que la desigualdad no se cumple, esto es
I1F = Bulf)l < 2 21BN = S 2 1Bl (215)
n 449200 Tr VN = o, 19 PN '
donde ¢ = ¢/7.

Debido a que la demostracién de esta proposicién es extensa, se ha
dividido en 8 pasos.
Paso 1. De (2.15) se tiene

ec® 3

o 19 Bl (2.16)

1Bn © Bu(f) = Bu(HIl < If = Bu(f)Il <
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Miés ain, de (2.14), se sigue que existe 29 € E,, tal que

(1= )ll® B ()]l < |*(wo) By (f, o).

En lo que sigue fijaremos este punto xy y supondremos, sin pérdida de
generalidad, que B/(f,zo) > 0.

Paso 2. Necesitamos una cota inferior de B!/(f) en una vecindad de
xg. Probaremos que si |zg — z| < cp(xg)4/6/n, entonces z € (0,1) y

1—2¢

le* B, ()1l (2.17)

AS)

Primero notemos que
A} By(f, @) = AL Bn(Bn(f), @) + AL Bu(f — Ba(f), ) (2.18)

debido a que v6 < 2BAy |xg—z| < p(x0)y/6/n, tomandom = 3, B = A,
x=x0y h=¢(xg)y/6/n en la tltima parte del Lema 1.4 tenemos que
z€(0,1)y
3 €\ 4
P (1+7) ¢, (2.19)
De (2.5), (2.13) y (2.19), se sigue que

/
Po)lBL ol < (14 ) 1 @B (o)
€\ 3/2
<s5vi(1+5) 7 1B < TRl L

siempre que |zo — v| < @(x0)/6/n.
Si |zg — 2| < ep(x0)/+/n, existe un punto £ entre zy y z para el cual
se cumple que |z ~ &) < o(z0)v/6/m ¥

(L=l BLUN < ¢ (w0) Bi(f, 20)
= (o) (Bi(f,20) = Bi(f,2)) + ¢*(@0) B/, 2)
= e ) B0 — ) + @) B(2)
< el @Bl + ¢ (@0) Bi(f, 2)
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= el B ()|l + ¢*(x0) By (f, 2),

de donde
1— 2

©? (o)

Paso 3. Sea I3 = [xg — cp(x9)\/3/2n, 20 + cp(x9)+/3/2n]. Existe un
punto z; € I3 tal que

I B ()l < Bri(f, 2)-

1—4e
©?*(x1)

Se tiene que, existe un punto z € I3 tal que

B (Bn(f),71) = le* B ()]l- (2.20)

329 (o) 3(1 — 2¢)c?
2 — " > 2\ AHR 2 !
A% oy /a7 Bnlfi@0) = =5 == Bl(f,2) 2 = =—¢*Bi (N,

donde hemos usado (2.17). Luego, de (2.16) y (2.18) se tiene

i 2,52 R 73 2, .2 R g 2 pn
5o (1=30C1° BN = o-(1 =202 Bl = 5 -ell’ Bl

3c?
< A2 : _ 2 !
<A owo)y/37m Ol @0) = el Ba (£

< 2
- Aw(ro)\/WB”(Bn(f)v o)

FAIBo(Ba(£)) ~ Balf)| — el BLP

2
= Acw(wo)\/%Bn(Bn(f>7x0>'
Por el Teorema del Valor Medio, existe 21 € I3 tal que

3 2
A oy /7B (Bal£),20) = T (w0) BY(Bu(f). 1),

asi,
1—3e
©*(xo)

Necesitamos pasar de zg a x1. Para esto, usamos el ultimo enunciado en
el Lema 1.4 con B= A, x = x¢ y z = x1 obteniendo

By (Bu(f), 1) = l? By (H)]-

a0 < (1+ ) (@)
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Por lo tanto

BI(Bo(f) 1) > 0|2

(1+€/4)p*(21)

=(1 136) L\ o2mr()

Bl

S dte) ¢2(n1)
1—4e, 5.,
> sl BO

Esto prueba (2.20).

Paso 4. Sea Iy = [z1—p(x1)\/€/n, z1+p(x1)/€/n]. Existe un punto
& € 1y tal que

1B, (Bu(f), ) <7

\/ﬁ\/g 2 !
(,03(1'1) ”(P Bn(f)” (221)

Podemos suponer que B! (B, (f)) no tiene ceros en el intervalo I, de
otra manera, la afirmacién es trivial. Entonces B]! (B, (f)) es una funcién
estrictamente mondtona en 1.

Si denotamos z] = z1 — \ep(r1)/vn y xf = x1 + ep(x1)/V/n,

entonces
By (Bn(f), w1) < max {B)/(Bn(f), 1), By (Bn(f),27)} -
Como z1 € [A/n,1-A/n], si ly—z1| < (z1)y/€/n, tomando B = VA
y * = x1 en el Lema 1.4 tenemos
p?(21) < (1 + i) P*(y).

Mientras que de (1.1) (con A = /e, z = 29, y = 1 y B = A)
obtenemos zi € [A/n,1 — A/n]. Entonces, podemos aplicar el Teorema
29 a1ty g = Ba(f),

14+¢€/2
)

(1+4¢€/2)(1+¢€/4)
©* (1)

B, (Bu(f)a1) < I B, ()l < l* B, ()1l

Si B!(Bn(f),z1) < Bl(Bn(f),x] ), entonces
0< B(Bu(f), 1) = B (Bu(f), 1)

A4/t 14| o,
< (WL LA )
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_ 19/4+¢/8) T p2pr
= =G e Ll

La ultima desigualdad implica que debe de haber al menos un punto
¢ en el intervalo [x1 — v/ep(x1)/+/n, 1] para el cual

le* B ()] <

VL) g g (5. )| = BU(Bu(f)aT) — B (Bu(f), 1)

NG
< Tl B
Pw)

De manera similar, si B! (B,,(f),z1) < Bl(B,(f), ) existe un elemento

¢ € [z, 21 + Vep(x1)/v/n] tal que

Y 31 (5, (1.6 = BUB(f). )~ BUB(f)v)

_ 1l BuI
©*(1)
Por tanto, de ambos casos se obtiene que existe ¢ € I tal que

" 7\/5\/g 2
1B (Bu(f), ) = 5yl Ba (Al

Paso 5. Si x; es el punto en el Paso 3, entonces

19{{ 2Br(f).

Sea £ el punto en el Paso 4. Existe un punto z entre z; y ¢ para el
cual

B (Ba(f),0)| < B (Ba(f),21) = B (Bal£),€)| + B,/ (Ba(1).©)

= |1 = EIBYY (Ba(f), 2)| + By (Ba(f), €)|-
Ya que 1 € [A/n,1— A/n]y

|21 — 2 < |z — €] < \/7 (z1) < \/Ew(a?l),

tomando B = VA y x = x1 en el Lema 1.4 tenemos

B (Bn(f),x1)| <

Ao < (145) 040
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Por otra parte,
|zo — 2| < |20 — 21| + |21 — 2] < |20 — 21| + |71 — ¢

plzo) | Vepla)
R

< (C\/§+\/E<1+ C@)) ‘0\(/5'33) < 5”\(/@)

donde, hemos usado (1.2) con B= A, z =29, b=4y A = ¢\/3/2.

Por tanto, se sigue de (1.1) (con A = 1) que z € [A/n,1 — A/n].
Entonces podemos aplicar el Teorema 2.9 (tomando g = B, (f)) v (2.21)
para obtener

(B (Ba(h),a0)] < |y = EIBE™ (Ba(£), )] + B (Ba (), )

<c

< '5;14( f'(2+3/2e)n||«> BI(F)| + |BY (Bu(£), )]
o(x1)2(1 + e)ny/e, o Ve oo,
< By e B+ T >|| o’ Bl
201+ €)(1 4 €/4)*Vny/e, 5.,
Sk I B
+7§(‘£ 2B

\/ﬁ\/g 2 1
<19 B .

< 1955 ()|
Paso 6. Si (1 —e)z1 <z <1—(1—+/¢e)(1 —x1), entonces

\[\f 2(1+¢) |33_$1|n> 2
B, .
P TR it )1
Si tomamos B = A, z = x0, y = x1, A = ¢y/3/2 y T = \/€ en el Lema

1.3 obtenemos [(1 —+v/€)x1,1— (1 —+/€)(1—z1)] C [A/n,1— A/n]. Ahora,
aplicando el Teorema 2.9, tenemos que existe w entre 1 y x tal que

| B, (Bu(f),2) |<] By (Bn(f), 21) | + | By'(Bu(f), 21) = B, (Bu(f), ) |
=| B, (Bu(f),21) | + | By (Bu(f),w) || & — 21 |

B (Bu(f),2)] < (
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+2(1+¢€)

\/>\/> | ! ‘ n 2 /!
< (020 e | A

Ahora, verifiquemos que si x € [(1 — &)z, 1 — (1 —ve)(1—x1)] y 2
estd entre x1 y x, entonces
o(2)

Vi (2.22)

p(z1) <

Si z < x1 < 1/2, entonces

p((L—Vaz) o ¢(2)
1—e ~— J1—e

Siz; <1/2y a1 <2z<1-— 2, entonces

p(r1) <

plr)

(L’1<
p(z1) < 9(2) m

Siz; <1/2y1—x1 <z, entonces

p(r1) = p(1 —21) <

V1-e 1—ve

Relaciones similares se cumplen para cuando 1/2 < z;.

Tomando en cuenta (2.22) obtenemos

gVevn  2(1+e) |z—an|n
Al 0-V? i)

| BY(Bu(f).a) |< ( ) 1B

Paso 7. Si
m(z) = 1—4e (xz —x1)? _ 55eyn |z — 213 n(l+e (z-— x1)4
@) 2 p(z) 6 (1= e)? 12¢%(z1)
y
m(z) ]| B (f)ll; size[(1—ve)r,1—(1- Vel -],
h(z)=

_ 8(z—=1)? ||<pQBH

) (NI, enotro caso,
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entonces

B (Bn(f),®) = Ba(Bu(f), 21) = By (Bu(f), 21)(x — 21) = h(z). (2.23)

Integrando la desigualdad en el Paso 6 y de (2.20) obtenemos

B! (B,(f),x) = /$ B! (B, (f),s)ds + Bll(B,(f),x1)

LA veyn lte (x_xl)Q 2 i
2 (G el g ey ) BN

para z € [(1 — vée)z1,1 — (1 — /e)(1 — z1)].

Usando (2.24) obtenemos

(2.24)

BLBa()0) = [ BUBP).9)ds + BLBa() )

z1

> { 1 —4e (= 1) — 55v/ev/n (x — x1)?

2(21) ©3(x1) 2
" z—z)° 1" ’
e CE L IR B + BB ),

Luego,

1 —4de (v —x1)? _ 55Veyn |z — x1]?
@ z1) 2 @ a1) 6

~n(l+e) (z-— xp)t
(1—Ve)? 12¢% (1)
Por tanto,

By(Bu(f) @)= Bn(Bu(f), 21)=B,(Ba(f), 1) (x—21) > m(2)ll¢* B, (f)]],

(2.25)
para todo x € [(1 — e)z1,1 — (1 — /€)(1 — z1)].
En otro caso, usamos el estimado (2.12), con g = B, (B,(f)), combi-
nado con (2.4) para deducir que

|Bn(Bn(f)ax) - Bn(Bn(f)al'l) - B;L(Bn(f)7l'1)($ - x1)|

Ba(Ba(f),2) 2 {

} 1B + Bi(Bu(f)an) (& — 1)
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Tr— X 2 1 r—x 2 ”
AT g o)) < 8 2]

@*(z1) ©*(21)
Con lo que queda demostrado (2.23).

Paso 8. La contradiccion.
Sea

A={k0sk<nt ¢l0-van1-a-vau -

% — 21| > Vexri1(1 :171)}.

B{k:@gkgn,

Nétese que A C B.
Sea h la funcién definida en el Paso 7. Entonces,

By (h 1) = [l9* By ()| Ba(m, 21) = &* By (/)| Y m(k/n)pai(e1)
keA

Bl ||Z(—x1)2pn,k<m>

ate i

= B Bl ) =6 Bl 20,5 (5-2) pusten
. :
BN E (5= paste
> g? B | Balm, )

APBON (g + ey ) (5 1) e

keb

De (ii) en el Lema 2.4, con o = /e y © = x1 y de la condicién sobre
B se tiene lo siguiente

Bnlh 1) V2 e 16y =)
T = By = 0t 10jep { -
ZBn(myxl)_\f(l—4€+16)exp{—W}
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2 A
> Bp(m,x1) — %(1 — 4e + 16)exp {—616}
1/8
2
> Bn(m,x1) — £(17 — 4e) (6)
n 24+/2
17 €
> Bn ) YR
2 Bulmx1) = Zho;
porque
1/
24/2 1 24/2 B 16 24/2 B €A
In =—1In =——1In < —A< —.
€ Ié] € 16 32 € 16 1
Del Corolario 1.14, con
1—-4 59 1
gLty Bve o (49
2 6 12(1 — /e)2

sabemos que

By = & (152 - T LD jmr

Si e < 1075, entonces

Bu(h,a1) > — ¢ BU(A)]|
Luego, de (2.25) obtenemos
Bu(BaoBo(£),0)~ Bu(Ba(Ba(f)s1),2) = Ba(Bo(Ba( )y —1). 2
> By (m(a) ¢ B(f)]] ).

evaluando en x = x; tenemos

Ba(By© Ba(f),1) = Ba(Balf), 1) 2 Ball1) 2 1o |6 BY(P)].

Esto nos da
3 1
ﬁlleBn(f)ll < |[[Bn o BpoBu(f) = BuoBu(f) < If — Bu()l

y esto contradice (2.15).
Por tanto, con esto concluimos la demostracién. O




Conclusion

Con el fin de cumplir con el objetivo de la presente tesis, nos vimos en
la necesidad de presentar varios resultados previos (ver Lemas 1.1, 1.2,
1.3, 1.4 y 2.8, Proposiciones 1.7 y 1.13, Corolario 1.14 y Teorema 2.5).
Consideramos importante mencionar que el proceso de demostracién de
tales resultados no fue sencillo.

Los resultados principales que se obtuvieron son los siguientes:

Se encontraron condiciones més precisas sobre los parametros €, 3, A
y n (ver (2.6)). Para poder lograr ésto se opté por no utilizar los
lemas a los que hace referencia Totik en [14]. En lugar de ello se
demostro el Lema 2.4.

Se presentaron los Lemas 2.6 y 2.7, los cuales son importantes para
la demostracion del Teorema 2.9.

Se obtuvo una demostracién detallada del teorema referente a las
desigualdades localizadas para los polinomios de Bernstein: Teore-
ma 2.9.

Se demostré también la Proposicién 2.10, en la cual se puede apre-
ciar una aplicacién del Teorema 2.9.

Con base en lo anterior, podemos decir que el objetivo de esta tesis
fue alcanzado satisfactoriamente.

o7
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