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Resumen

En esta tesis se analiza la dispersion cudntica en potenciales centrales de radio finito
ro y momento angular cero, enfocandonos en las manifestaciones de los polos de resonancia
en diversas funciones de dispersién. Dicha teoria se aplica posteriormente al modelo de pozo
cuadrado central. Para este efecto, se utiliza la matriz de reaccién de Wigner. Usando las
condiciones de frontera “naturales” de la funciéon de onda en x = ry y en condiciones de
resonancia, se obtiene el pardmetro de frontera B, el cual define el conjunto apropiado de
eigenfunciones y eigenenergias del espectro de la region de reaccién, permitiendo aproximar
la matriz de reaccion Rp a un solo nivel. Se han obtenido expresiones analiticas y numéricas
tanto para las funciones de dispersiéon como para los polos de la matriz de dispersién S(k),
con el objetivo de identificar patrones que relacionen las posiciones de los maximos de las
funciones de dispersion con las propiedades fundamentales de las resonancias. Ademas, se
aplica la matriz de reaccién y su primera aproximacion para predecir tanto la parte real
como la imaginaria de los polos de S(k), asi como las posiciones de los maximos de las
funciones de dispersion a primer nivel. Estas aproximaciones son congruentes con los datos
numéricos: las diferencias entre resultados son notables para resonancias cercanas al origen
y para aquellas de cardcter mas aislado, pero se vuelven insignificantes para resonancias
mayores. Finalmente, al encontrar diferencias entre los distintos tiempos de dispersion, se
sugiere una posible discusién sobre cudl de estos tiempos podria estar més relacionado con
el tiempo de vida de los estados resonantes. Aunque este aspecto no se aborda directamente

en este trabajo, representa una interesante linea de investigacion para futuros estudios.
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Capitulo 1

Introduccion

La dispersion en mecanica cudntica es un fenémeno extremadamente rico y diverso,
abarcando una amplia gama de efectos fisicos, algunos de los cuales no tienen andlogos di-
rectos en la dispersién cldsica [30]. A diferencia de esta tltima, donde las particulas siguen
trayectorias bien definidas, la dispersiéon cuantica estd impregnada por la dualidad onda-
particula, lo que introduce fenémenos como el tunelamiento cuantico y las resonancias. Es-
tas caracteristicas permiten que la dispersion cuantica describa un espectro de fenémenos
naturales mucho méas amplio que su contraparte clasica. Estos efectos son fundamentales en
diversas areas de la fisica, como la fisica nuclear, la fisica de particulas y la optica cudntica,
donde fenémenos como la reflexién total y parcial de ondas, el tunelamiento cuantico y las
resonancias son cruciales para entender procesos fisicos complejos.

Roger G. Newton [30] proporciona una descripcién rigurosa de la dispersién cudntica como
un proceso esencialmente dependiente del tiempo. Este proceso se divide conceptualmente
en tres etapas: en el pasado remoto, las particulas de un paquete de ondas son libres y
se dirigen hacia un objetivo; durante la etapa de interaccién, las particulas se dispersan; y
en el futuro lejano, estas particulas vuelven a ser libres, moviéndose en todas direcciones y
siendo detectadas lejos del centro de dispersién.

En “Modern Quantum Mechanics” [35], Sakurai define la dispersién como la transformacion
de un estado continuo inicial en un estado continuo final a través de un potencial, tratado
como una perturbacién dependiente del tiempo. Sin embargo, esta descripcion se aplica de
mejor manera a la dispersion cudntica debida a un potencial especifico que a la dispersion
cuantica general. Algunos autores, al presentar la dispersién en mecanica cuantica, comien-

zan motivando el tema como una perturbacion dependiente del tiempo. No obstante, en la
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mayoria de los enfoques se parte de la formulacién estacionaria (dispersién independiente
del tiempo) y, solo después, se introduce la descripcién temporal. La conexién entre ambas
formulaciones a menudo no se enfatiza, pero puede establecerse mediante una transformada
inversa de Laplace [27].

Como concepto fundamental, la matriz de dispersién o “Matriz S”, relaciona el estado ini-
cial de un sistema cuédntico con su estado final después de una interaccién [3, 30, 35, 38],
proporcionando informacién sobre las probabilidades de transicion entre diferentes estados;
es decir, la matriz S conecta los estados asintoticos entrantes y salientes.

En mecénica cudntica, las resonancias se definen como los polos de la matriz de dispersién
S ubicados en el cuarto cuadrante del plano complejo de k [3,22,30,31]. Estos polos rep-
resentan estados cuasi-ligados: configuraciones en las que la particula dispersada queda
temporalmente atrapada en la regién de interaccién antes de decaer. Este comportamiento
se traduce en picos caracteristicos en la seccién transversal total (k) [30,38], que mide la
probabilidad de dispersion como funcién de k. Sin embargo, la seccién transversal no es
la tnica funcién de dispersién que proporciona informacién sobre las resonancias. Otras
funciones, como el tiempo de demora 7(k) [6,11,42], el tiempo de permanencia [3,5, 6],
el tiempo de interaccidn, el recorrido efectivo I(k) [24], y la probabilidad de atrapamiento
P(k) [16], ofrecen diferentes perspectivas sobre c6mo las resonancias afectan la dindmica de
las particulas.

El tiempo de demora [6,42], el tiempo de interaccién y el tiempo de permanencia [5, 6]
poseen similitudes conceptuales. Sin embargo, es crucial identificar las diferencias entre
ellos, ya que cada uno puede ofrecer una perspectiva tUnica sobre el proceso de dispersion.
Nuestro objetivo es estudiar cémo estas resonancias se manifiestan en diferentes funciones
de dispersién y obtener una descripcién detallada de sus efectos en el sistema.

Para comprender mejor la naturaleza de las resonancias cudnticas, es 1util recordar el con-
cepto clésico de resonancia. En mecéanica clasica, un sistema en resonancia es aquel que es
excitado por una fuerza externa cuya frecuencia coincide con una de las frecuencias nat-
urales del sistema [30], lo que amplifica las oscilaciones. De manera similar, en mecanica
cuantica, las resonancias ocurren cuando el nimero de onda de una particula coincide con
un valor especifico relacionado con los polos de la matriz S.

Esta analogia sugiere el uso de la matriz de reaccién (R-matrix) [23] para analizar las res-
onancias cudnticas. La matriz de reaccién permite dividir el sistema en una regién interna,

donde se describe la dinamica de la particula bajo el potencial, y una regién externa, donde
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la particula se propaga libremente [23].

En este trabajo, se utiliza tanto la matriz de dispersién S como la matriz de reaccién para
analizar resonancias en un sistema cuantico sencillo. Nuestro objetivo es estudiar como estas
resonancias se manifiestan en diferentes funciones de dispersién y obtener una descripcion

de sus efectos en el sistema.

1.1 Motivaciones

Las resonancias son fenémenos fisicos fundamentales en la mecénica cuéntica, ya
que proporcionan informacion detallada sobre la dindmica interna de los sistemas y su
interaccién con potenciales externos [22,30]. En particular, nos centramos en el modelo
de pozo cuadrado central, dado a que es un modelo paradigmético que permite extrapolar
conocimientos hacia sistemas méas complejos. Esta eleccién se basa en que este modelo
presenta resonancias, util para desarrollar métodos precisos en la caracterizacion de estos
fenémenos. Este trabajo busca explorar las resonancias mediante el uso de la matriz de
reaccion, con el objetivo de profundizar en cémo los polos resonantes se manifiestan en las

funciones de dispersion.

1.2 Objetivos

Este trabajo tiene como objetivo general analizar las resonancias en modelos
cuanticos de potenciales centrales con momento angular cero, mediante la caracterizacién
de funciones de dispersion y la aplicacion de la matriz de reacciéon. Como caso de estudio,
se aplica especificamente al modelo de pozo cuadrado central. Los objetivos especificos son

los siguientes:

e Caracterizar las resonancias del sistema a través del andlisis detallado de las fun-
ciones de dispersién, identificando los puntos criticos en los que estas resonancias se

manifiestan.

e Aplicar la teoria de la matriz de reaccién y su aproximacién a un nivel para obtener
descripciones congruentes de las partes real e imaginaria de los polos de la matriz de
dispersion S, mejorando la precision en la descripcion de la dindmica de dispersion en

el sistema.



1.2 Objetivos

e Seleccionar y evaluar casos representativos que reflejen de manera precisa el compor-
tamiento resonante del sistema, utilizando los valores de las funciones de dispersion

obtenidos.

e Derivar expresiones analiticas para los polos de resonancia, escribir las funciones de
dispersion en términos de la matriz de reaccién, determinar que funcién de dispersién
identifica mejor el valor de la parte real del polo de resonancia a partir de aproxima-

ciones y determinar como se relacionan las diferentes funciones de dispersién.

e Comparar los méaximos de las funciones de dispersion con las cantidades asociadas a
los polos de la matriz de dispersién S (parte real k, nimero de onda del polo k, y
magnitud del polo |K]), con el fin de identificar patrones que determinen cudl funcién

de dispersion es la més adecuada para describir cada una de estas cantidades.



Capitulo 2
Dispersiéon Cuantica

La dispersién cudntica es un fenémeno extremadamente rico y diverso, que abarca
una amplia gama de efectos fisicos que superan en complejidad a la dispersién en mecanica
clésica [30]. En la dispersion clasica, las particulas siguen trayectorias bien definidas que
obedecen las leyes de Newton. Sin embargo, en mecanica cuantica no existen trayectorias
definidas en el espacio fase. En su lugar, la dispersién cuantica incorpora la dualidad onda-
particula, un concepto fundamental que permite describir fenémenos como el tunelamiento
cuantico y las resonancias, los cuales no tienen un andlogo directo en la fisica clasica [30].
Roger G. Newton [30] seniala que la dispersién cuantica es similar a la dispersién clésica en
su estructura bésica, pero mas rica debido a la complejidad de los fenémenos naturales que
describe. La dispersién cudntica no se limita tinicamente a la interaccién de particulas con
potenciales; la dispersién por potencial es un caso particular ampliamente estudiado. En
este caso, se analiza cémo la onda asociada a una particula se modifica al interactuar con
un potencial externo o con el campo generado por otras particulas. Un experimento icénico
que evidencid la naturaleza ondulatoria de las particulas fue el de Davisson y Germer en
1927, donde se observé la difraccién de electrones al incidir sobre un cristal de niquel [7].
En el estudio de la dispersion cudntica, la ecuacion de Schrodinger se convierte en la her-
ramienta fundamental para analizar problemas de dispersion, tanto dependientes como in-
dependientes del tiempo. Resolver la ecuacién de Schrodinger permite obtener informacién
sobre la amplitud y la fase de las ondas dispersas, lo que facilita el andlisis de cantidades ob-
servables como la seccion transversal de dispersién. A continuacion, se desarrolla la teoria
usual de la dispersiéon cuantica, siguiendo las descripciones proporcionadas por diversos

autores en el campo.
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2.0.1 Ecuacion de Lippmann-Schwinger

Partiendo de la ecuacién de Schrédinger para una particula sin espin en tres di-

mensiones [35], en presencia de un potencial general V' (z), se obtiene:

(E — Ho)y(x) = V(2)y(x), (2.1)

donde E es la energia del sistema y Hy es el Hamiltoniano del sistema libre. En este contexto,
el potencial V' (z) es localizado, lo que implica que fuera de la regién donde V(z) # 0, la
particula se comporta como libre. La solucién general puede expresarse en términos de la

funcién de Green correspondiente al Hamiltoniano libre Go(x, 2, E) como:

W@=M@+/ﬁﬂM%%EWWW®% (2.2)

donde ¢(z) es la solucién de la ecuacién homogénea (E — Hp)o(z) = 0, que describe el
estado no perturbado, y Go(z,2’, E) es la funcién de Green dependiente de la energia para
el sistema libre [30].

Para estudiar el fenémeno de dispersién, se selecciona ¢(z) como una onda plana incidente
del tipo ¢p(x) = eiE'f, y se toma Gy(z,2’, E) como la funcién de Green para particulas

libres denotada por G(J)r . Asi, la ecuacién de Lippmann-Schwinger [30] toma la forma:

«M@z%@+/ﬁﬂﬁmeWWWW# (2.3)

donde tp(r) representa la funcién de onda total, que incorpora tanto la onda incidente
como la dispersa. Esta ecuacion de Lippmann-Schwinger es fundamental, ya que permite
relacionar la onda incidente con la onda dispersa mediante la interacciéon con el potencial

V(x). La relacién entre la energia F y el vector de onda k viene dada por:

21.2
oy (2.4)

2m

2.0.2 Amplitud de dispersion

La amplitud de dispersién [30,35] se obtiene a partir de la solucién de la ecuacién
de Lippmann-Schwinger (2.3). Esta cantidad describe la amplitud de la onda dispersa
en funcién del dngulo de dispersién, proporcionando informacién clave sobre cémo se re-
distribuye la onda debido a la interaccién con el potencial. A partir de la ecuacién de

Lippmann-Schwinger (2.3), la funcién de onda total 1z(x) en la regién asintética (cuando



2.1 Resonancias 7

|x| = 00) puede escribirse como una superposicién de la onda incidente y la onda dispersa.

La solucién asintotica tiene la formas

bp(z) ~ e 4 f(0)—, (2.5)

donde f(0) es la amplitud de dispersién y € es el angulo de dispersién. En esta ecuacién,
el primer término representa la onda incidente y el segundo describe la onda dispersa, con
una dependencia radial 7.

Para encontrar la amplitud f(0) [35], se compara la expresién asintética con la solucién
integral de la ecuacién de Lippmann-Schwinger. En la regién lejana, la funcién de Green

(Gar) para particulas libres puede aproximarse a:

; ’
ezk|mfac |

G§(z,2' E) ~ (2.6)

Atz — ']
Sustituyendo esta expresién en la ecuacién de Lippmann-Schwinger, la funcién de onda

total se reescribe como:

T 2m etklz=a']
ik-T 3,/ ! !
—— | &’ ———V ~(x'). 2.
h? v dr|x — 2| (@ )W5() 27)

@b’;(x) ~e
En la regién lejana, es posible aproximar |z —2'| &~ r—2 -2/, donde Z es un vector unitario en
la direccién de x. Esta aproximacién permite simplificar la integral y obtener una expresion
para la funcién de dispersion f(6):

2m 1

10) = =55 4 [ @ FI V@), (2)

La funcién f(0), conocida como la amplitud de dispersion, caracteriza la intensidad y la

direccién de la onda dispersa.

2.1 Resonancias

2.1.1 Definicion clasica de resonancia

En fisica clésica, la resonancia se presenta cuando un sistema oscilatorio es exci-
tado por una fuerza externa cuya frecuencia coincide o es cercana a una de las frecuencias
naturales del sistema. Este fendmeno resulta en un incremento en la amplitud de las oscila-
ciones, ya que la energia externa es transferida al sistema de manera eficiente en la frecuencia

de resonancia [22]. Un ejemplo béasico de resonancia cldsica es el oscilador arménico, como
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un péndulo, cuya amplitud aumenta considerablemente cuando es forzado a oscilar a su fre-
cuencia natural. Este concepto cldsico tiene una correspondencia en la mecédnica cuantica,

donde las resonancias se describen mediante los polos de la matriz de dispersion S.

2.1.2 Matriz de Dispersion S

La matriz de dispersién, también conocida como matriz S, proporciona una de-
scripcién completa de como una onda incidente se transforma en una onda dispersada tras
interactuar con un potencial [22,30, 35, 38], dicho de otra forma, contiene toda la infor-
macién sobre la modificacion de la fase de la onda incidente, siendo esencial para describir
fenémenos como la resonancia y la dispersién eldstica [31] . En la regién alejada del po-
tencial, la funcién de onda (r) puede aproximarse como una superposicién de una onda
incidente y una onda dispersada:

ikr

e

v ~ €+ 10—, 29)

donde e** representa la onda incidente y f (0)# la onda dispersada. Para un estado con
momento angular ¢, la matriz S se relaciona con la fase de dispersién 6,(k) mediante la
siguiente expresion:

Sy = e2i0ek) (2.10)

La fase de dispersién 0y(k) describe el cambio de fase causado por la interaccién con el
potencial. La posicién de los polos de la matriz S en el plano complejo del nimero de onda
k permite obtener informacién relevante sobre el sistema, como la existencia de estados

ligados, resonantes o virtuales [22,31].

2.1.3 Resonancias como Polos de la Matriz S

En la teorfa de la matriz S, los polos de esta matriz se ubican en cuatro regiones
del plano complejo de k [3,22,30] (ver Fig. 2.1). La posicién de un polo determina tanto el
comportamiento de la funciéon de onda correspondiente como la interpretacién fisica de la
solucién.

Los polos ubicados en el eje imaginario positivo de k corresponden a estados ligados, cuyas
soluciones son normalizables y tienen energia negativa. En contraste, los polos en el eje
imaginario negativo representan soluciones no normalizables, lo que corresponde a estados

virtuales o “antibound states”.
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En el cuarto cuadrante los polos corresponden a los estados resonantes. Las soluciones en
esta regién oscilan y decrecen exponencialmente, y la parte imaginaria y negativa de la
energia se interpreta como el ancho de la resonancia. Finalmente, los polos en la region
restante se consideran como estados virtuales. En resumen, los polos “resonantes” de la
matriz S permiten interpretar la energia y el ancho de la resonancia, proporcionando infor-

macién clave sobre el estado resonante y su comportamiento en la dispersién [3,22].

Im(k)

N

Estados
acotados
°

Anti-
resonancias ®

< A\\—»

Resonancias

4 > Re(k)

\

sopejooe
-IJUe SOPBISH o

Figura 2.1: Representacion gréafica de los diferentes tipos de polos de la matriz S en el
plano complejo del nimero de onda k. Los colores representan: estados resonantes (rojo),
estados acotados (azul), estados anti-resonantes (verde), y estados anti-acotados o virtuales
(naranja).

2.1.4 Seccion Transversal

La seccién transversal es una medida cuantitativa de la probabilidad de que ocurra
una interaccién entre una particula incidente y un objetivo [30,38]. La seccién transversal
diferencial esta definida como:

do  Ntumero de particulas dispersadas por unidad de éngulo sélido
aa Flujo incidente

Esta cantidad esta relacionada con la amplitud de dispersién f(6), que describe cémo la

onda incidente se redistribuye angularmente debido a la interaccién [30,35,38]. La seccién
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transversal diferencial fl% Se expresa como:
do
=P, (2.11)

y la seccién transversal total o se obtiene integrando la seccién transversal diferencial sobre

todos los dngulos sélidos [35]:

a:/ozﬂ/owlf(9)|2sin0d9d¢. (2.12)

Para potenciales esféricos, la amplitud de dispersién f(6) se puede expandir en una serie
de ondas parciales mediante los polinomios de Legendre Py(cosf) y las fases de dispersién

9( [35]1

[e) i0p
FO) =Y+ 1)%111%1%(0089). (2.13)
/=0

Sustituyendo esta expansion en la seccion transversal diferencial y utilizando la ortogo-
nalidad de los polinomios de Legendre, se obtiene la seccién transversal total como una

sumatoria sobre los momentos angulares ¢:
7]' o
=12 Z (20 4+ 1) sin 29,. (2.14)
=0
En los casos en que las resonancias estan presentes, la seccién transversal muestra un pico en
funcién del niimero de onda k, siempre y cuando la fase de fondo del sistema sea cero, lo que
corresponde a una mayor probabilidad de interaccién en esas energias especificas [3,22,30],
esto ocurre cuando la fase de la onda dispersa cambia rapidamente en un intervalo de
/2, lo que indica una fuerte interaccién entre el estado incidente y el estado resonante
del sistema. Este fenémeno es aprovechado de forma experimental para poder identificar
estas resonancias [33]. Para describir resonancias se utiliza comtinmente la férmula de Breit-
Wigner para representar la forma de las resonancias en funcién de la energfa del sistema [30]:

Am (20 +1)(T/2)?
k2 (E— Eo)? + (T/2)%

(2.15)

Oy =

donde FEj es la energia de la resonancia, I' es el ancho de la resonancia y E es la energia
del sistema. EIl pardmetro I' estd relacionado con la vida media del estado resonante:
resonancias con un ancho pequeno I' corresponden a estados cuasi-estacionarios de larga
duracién, mientras que un valor grande de I' indica un estado resonante de corta duracion.

La féormula de Breit-Wigner es adecuada cuando el ancho de la resonancia I' es pequeno
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en comparacién con la separacién entre resonancias [23]. Ademds, es aplicable cuando la
dependencia de la fase de la matriz S con respecto a la energia es aproximadamente lineal
cerca de Ej [30]. Para potenciales que solo dependen de la distancia radial r (como es el
caso del pozo cuadrado central), el valor de ¢ = 0, lo que nos da la forma de la seccién

transversal:
4

La fase de dispersion (k) esta compuesta por dos contribuciones: una resonante Ores(k) y

una de fondo g (k) [3]:

sin? 6. (2.16)

o

0(k) = Ores(k) + OBa (k). (2.17)

La férmula de Breit-Wigner (2.15) para describir resonancias supone que la fase de fondo es
cero (Upc(k) = 0) [3]. Sin embargo, si se considera una fase de fondo no nula, la forma de
Breit-Wigner se distorsiona. Por esta razén, se considera la seccion transversal resonante
Ofr.. (k) en lugar de la seccién transversal completa, facilitando asi una descripcién maés

precisa de las resonancias en el sistema [3].

U@R,es(k) ) Sil’l2 (eRes(k))- (218)

2.2 Funciones de dispersion

2.2.1 Tiempo de demora y tiempo de interaccién

El concepto de tiempo de demora o “delay time” en mecdnica cuantica se refiere
al tiempo adicional que una particula pasa en la regién de interaccién debido a la presencia
de un potencial dispersivo [3,6]. Esto se compara con el tiempo que tomaria si la particula
estuviera en movimiento libre. Este concepto fue formalizado por Wigner en 1955 [42], y
ofrece una medida clara del efecto que tiene un potencial sobre la dindmica de una particula
en una regién determinada. Para derivar el tiempo de demora, se considera un paquete de

onda dispersado descrito por una superposicién de ondas con una amplitud A(k):
Y(x,t) = / A(k) i kz=wt+20) g (2.19)

donde w = w(k) es la frecuencia angular y § = 0(k) es la fase de dispersién. Se asume
que la funcién A(k) varia lentamente en k. En caso de que A(k) presente variaciones

rapidas, podrian emerger fenémenos complejos. Esto complicaria el andlisis, haciendo que
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la aproximacién de fase estacionaria deje de ser valida. Aclarado esto, para que el paquete

de onda no sea nulo, se aplica la condicién de fase estacionaria:

%(lm —wt +20) = 0. (2.20)

Esto implica que el paquete de onda se mueve de acuerdo con:

x=uw't—20, (2.21)
donde w' = fl—w es la velocidad de grupo. Resolviendo para t, se obtiene:
x 20 20’
t= - + - - tlibre + W (222)
w w w

El tiempo de demora 7 se define como la diferencia entre el tiempo ¢ y el tiempo de recorrido

libre tlibre: oy

T =1 — Hibre = e (2.23)
La velocidad de grupo w’ estd dada por:
dE  hk
== =, 2.24
YTk T m (2:24)
Sustituyendo en la expresion de 7, se obtiene:
2m df
Finalmente, utilizando dE = h’%kdk:, se puede reescribir el tiempo de demora como:
do
k) =2h—. 2.26
(k) = 20 (2:26)

Utilizando la ecuacién (2.10) es posible escribir la funcién de onda dispersada, en una
dimension, como:

Y(x) = e ™ 4 Stk = _9isin (kx + 0) (2.27)

Donde, al evaluar en la frontera entre la region de interaccion y la regién libre x = rg, se

encuentra que es posible definir la parte resonante g5 como:
Opes = 0 + krg (2.28)

Donde el segundo termino corresponde a la fase de esfera dura y a la fase de fondo, esto por

comparacién con la ecuacién (2.17). Separando la fase 6(k) en su parte resonante 0pes(k)
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y la parte correspondiente a la dispersion de esfera dura (2.28), se obtiene:

m dORes 2m dlpes 2m
k)= — (2 — 2y | = 2 — 2. 2.2
() = 5% ( dk TO) hk dk  hk ' (2:29)

Por comparacion con la definicion, el segundo término se refiere al tiempo de recorrido libre,
mientras que el primer término se refiere al tiempo en que la particula realiza el recorrido
en presencia del potencial a la misma velocidad de grupo.

Se define entonces el tiempo que la particula pasa interactuando en la regién del potencial

como tiempo de interaccion:

2m dQReS deRes
Tr = — =2 .
I="5k " dk T

(2.30)

2.2.2 Estiramiento y recorrido efectivo

El “estiramiento” o “stretch””, tal como lo define Wigner en su articulo Lower
Limit for the Energy Derivative of the Scattering Phase Shift [42], se refiere al efecto que
un potencial tiene sobre la fase de la onda dispersa. Este efecto introduce un retraso en la

trayectoria de la particula que es cuantificado por la siguiente expresion:

r(k) = 2372 = zdzfzes

— 2ry. (2.31)

deRes
dk

el sentido de que el recorrido efectivo se alarga comparado con la distancia que la particula

Esta ecuacién muestra cémo el potencial “estira” la trayectoria de la particula por 2 en
recorreria en ausencia del potencial. Dicho de manera mds simple, esta cantidad mide la
diferencia en el recorrido realizado por la particula debido a la influencia del potencial [24].
Se observa en la ecuacién (2.31) que el recorrido adicional asociado a la parte resonante es

lo que denominamos el “recorrido efectivo”. Este cantidad estd definida como:

deRes
dk

l(k)=2 . (2.32)
Esta cantidad resulta particularmente til para calcular el tiempo de interaccién, como se
indica en la ecuacién (2.30). En este contexto, el tiempo de interaccién puede entenderse
como el tiempo que la particula toma para realizar el recorrido efectivo bajo la influencia

del potencial.
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2.2.3 Probabilidad de atrapamiento

Se define la probabilidad de atrapamiento P(F) [16,24,40] en la regién de reaccién

como:
1
P(E) = — / |Yin(2; E)|? da. (2.33)
70 Jint
Esta cantidad es la probabilidad relativa de atrapamiento en la regién de interaccién, como

se menciona en “Cross section versus time delay and trapping probability” [24].

2.2.4 Tiempo de permanencia

El concepto de “tiempo de permanencia” estd relacionado con la probabilidad de
que una particula se encuentre en una region especifica en un instante dado. Se define como
el tiempo total que la particula permanece en dicha region, sin distinguir si es finalmente
transmitida o reflejada [3,5,6]. Carvalho [6] muestra que el tiempo de permanencia promedio
esta directamente vinculado a la densidad de probabilidad en la regién de interés. Esta

cantidad se puede expresar como:

_ fom Yk, r)|* dr _ roP(k) (2.34)

17(K)] QI

donde ¥(k,r) es la funcién de onda de la particula en la regién de interaccién, P(k) rep-

Tp

resenta la probabilidad de encontrar la particula en dicha regién, y j(k) es la corriente de
probabilidad asociada. En el caso unidimensional y de un solo canal, la direccién de la
corriente estd determinada unicamente por el flujo incidente, por lo que se identifica |j(k)|
con el flujo incidente jinc, ya que solo existe una direccidon por la cual la particula puede

ingresar a la region.



Capitulo 3

Matriz de reaccion

La matriz R [43], introducida por Eugene Wigner en 1946, es una herramienta es-
encial en el estudio de procesos de dispersiéon. Uno de sus propédsito es facilitar la conexion
entre la solucién de la funcién de onda en una regiéon donde el potencial de interaccién es
significativo (regién interna o de reaccién) y la solucién en una regién donde el potencial
puede considerarse despreciable (regién externa). Esta matriz se define en términos de las
funciones de onda y sus derivadas evaluadas en el limite que separa ambas regiones [23].
Un aspecto importante de la matriz R es su capacidad para tratar condiciones de frontera
mas generales, como las condiciones de Robin, que combinan valores de la funcién de onda y
sus derivadas en la frontera [32]. Estas condiciones no son ficilmente manejables mediante
otros métodos tradicionales de dispersion.

La utilidad de la matriz R se manifiesta particularmente en el andlisis de resonancias,
ademads, simplifica el tratamiento de sistemas con potenciales complejos al reducir el prob-
lema de dispersiéon a una relacion entre regiones interna y externa mediante condiciones de

continuidad.

3.0.1 Regidén interna

En la region interna, la funcién de onda de dispersién se expande en una base

ortogonal completa {®p, (r)} [23,32], donde A =1,2,...,00:
Yine(kir) = AZ(k)®p, (r), 1€ [0,r] (3.1)
A=1

15
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donde ®p, (r) son las soluciones del problema de eigenvalores Hermitico:

h2
{—%83 + V(?“):| (I)B)\(T‘) = Ep, ®p, (7"), 0<r<nrg (3.2)

sujeto a una condicién de frontera B. La funcién de onda en la regién interna iy (k; )
es adimensional, por otro lado, los coeficientes de expansién Ay (k) tienen dimensiones de
V/distancia, mientras que las funciones de base ®p, (r) tienen dimensiones de 1/+/distancia.
La condicién mas general que hace que el problema sea Hermitico es la llamada condicién
de frontera homogénea (o de Robin):

d®p, ()
dr

70 =Bdp,(r), en r=rmy (3.3)

para todo A, donde B es una constante real adimensional independiente de .
Nos referimos a las soluciones ®p, (z) y a los eigenvalores %EBA = k‘%A como los eigen-
vectores y eigenvalores de reaccién, respectivamente. Los coeficientes de expansién Af(k)

estan dados por:
100y Pint(k;70) — Btbunt(k, 70) P, (0)

AL (k) =
() K — k2 ro

(3.4)

Sustituyendo esto en (3.1), obtenemos una expresién importante que conecta la funcién de

onda interna con las amplitudes en la regién externa:

VYint(k;70) = (r00rYint(k,0) — Bint(k,70)) Rp(k), (3.5)
donde
_ 1 & [ @B, (ro)

es la Matriz de Reaccién en la base B, escrita en términos del espectro de eigenvalores
y eigenfunciones correspondientes al pardmetro de valor de frontera B [23]. La cantidad
\@Bk(ro)/ré/% se conoce como la amplitud de ancho reducido. Es importante notar que
para que la expansién (3.5) sea vilida, el limite » — ry debe conmutar con la suma sobre
A. Si tomamos el caso especial B = 0 (condiciones de frontera de Neumann), obtenemos:

wint(k7 TO)

Rok) = 8 o (B, 10)

(3.7)

que corresponde a la matriz de reaccién original propuesta por Wigner [43] en su trabajo

inicial.
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Ahora, si se divide la ecuacién (3.5) por roOrtint(k, 7o) y se usa la expresion (3.7), se obtiene
la identidad:
Ryt (k) = R5' (k) + B. (3.8)

Esta identidad relaciona las matrices de reaccién para diferentes condiciones de frontera y
serd 1til para el andlisis posterior. Si se toma la derivada de la ecuacién (3.8) con respecto

de k, se obtiene la identidad:
Ry _ Ry _ |2(k)]

dRp ~ dRg
dk dk 2kL

(3.9)

Nota: Aunque en la formulacién general la matriz de reaccién Rp(k se define en un espacio
de canales—lo que implica que, en un contexto multicanal, se expresa como una matriz de
dimensién n x n (donde n es el nimero de canales involucrados)—en el presente estudio se
aborda un caso unidimensional de un solo canal. Por ello, la expresién (3.6) se reduce a un

valor escalar.

3.0.2 Region externa

En la regién externa [23], donde se asume que V(r) = 0 para todo r > rg, la

funcién de onda se escribe como una combinacién de ondas planas entrantes y salientes:
Y(k;r) = e 4 Sethr 1 >, (3.10)

donde S es la matriz de dispersién. Formando la derivada logaritmica de la funcién de onda

en el limite » — g, podemos resolver para S. Esto nos lleva a la expresion:

o2k 1+ ikip(k,r0)/Opp(k,T0)
1 —iky(k,70)/0rip(ky10)

esta forma muestra que la matriz S es unitaria. La matriz S es posible escribirla en términos

S=-

(3.11)

de la fase #, donde se expresa como:
S = —e2? (3.12)

donde

B _ g Yeatlkm0)
0=—kro+o, ¥y tan(¢) - kar¢ext(k7 TO) .

El desplazamiento de fase, 8, mide el cambio de fase que experimenta la onda debido a la

(3.13)

interaccién con el potencial. Este puede separarse en dos partes: la componente resonante,

dada por ¢, y la contribucién de dispersién de esfera dura, representada por —kr.
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Utilizando la ecuacién (3.12), es posible reescribir la funcién de onda en una forma que

resultard util méas adelante:

V(k,r) = —2ie? sin(kr + 0). (3.14)

3.0.3 Emparejamiento de las regiones interna y externa

Para emparejar las regiones interna y externa [23,32], imponemos la continuidad
de la funcion de onda y su derivada logaritmica en r = ry. Las expresiones obtenidas previ-
amente para Ry(k) en la regién interna y S(k) en la regién externa deben ser compatibles.

Requiriendo la continuidad de la derivada logaritmica en r = rg, obtenemos:

o ¢7/,nt

= Ry (k) = kro cot(kro + 6). (3.15)
wnt

Esta continuidad asegura que las soluciones en ambas regiones se emparejan correctamente.
Finalmente, usando esta condicién en la ecuacién (3.12), se obtiene una expresién para la
matriz de dispersion en términos de la matriz de reaccién, tanto de Ry como de Rp:
6_2““,.0 1 + ZkTORO(k)
1-— i]{:ToRo(k)’

_ o 2ikro 1+ BRp+ Z’krgRB(k:)‘
1 + BRB - ’ikroRB(k:)

S =— (3.16a)

S = (3.16b)

Esta expresion es clave para conectar ambas matrices. Ademés, utilizando la ecuacién

(3.14) y su derivada, se puede escribir la funcién de onda en la regién interna, evaluada en

la frontera r = rg, como:

1-— Z'k‘?”oRo’
2ikTORB

1+ BRp —ikroRgB’

Y(k,ro) = (3.17a)

(ko) = —e~ (3.17b)

Sustituyendo esta ecuacién en (3.4), se obtienen finalmente los coeficientes de expansién

AE:

1-— BR() (I)B/\ (7"0)
1-— ikToRo kQB/\ — k‘Q’
1 @BA(TO)
1+ BRp — tkroRpB k%x — k2

AR = —2ikeikro (3.18a)

AR = —2jkeikro

(3.18b)
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3.1 Funciones de dispersion en términos de la matriz de

reaccion

Ahora, se busca expresar las funciones de dispersién directamente en términos de
la matriz de reaccién Ry(k) y de Rp(k). A continuacién, se presentan las funciones mas

relevantes:

3.1.1 Seccién transversal resonante

La seccién transversal resonante oy, (k) puede escribirse en funcién de la fase de
dispersion resonante ges(k), la cual estd relacionada con la matriz de reaccién Ry(k) a

través de la ecuacién (3.15), por lo que la seccién transversal se expresa como:

4
O (k) = k—g sin? (arctan (kroRp)), (3.19)
donde, utilizando la identidad:
2
sin?(arctan(z)) = T2

es posible expresar la seccién transversal resonante como:
T’%Rg

—_—. 3.20
T R (3.20)

0-07‘65 (k:) =

Utilizando la identidad (3.8), es posible rescribir esta funcién en términos de Rp, obteniendo

asi:
4 T%RQB .
1+2BRp + (B? + k*r}) RY,

00,0, (k) = (3.21)

3.1.2 Recorrido efectivo

El recorrido efectivo (k) [42], que describe la distancia efectiva recorrida por la
particula en presencia del potencial, también puede escribirse en términos de Ry(k). Uti-
lizando la definicién de [(k) (ecuacién (2.32)):

Ry + kroR{
(k) = 2%,
1+ k2ri R

se obtiene el recorrido efectivo en términos de la matriz de reaccién, lo cual permite estudiar

(3.22)

la interaccién en funcién del niimero de onda k. De igual forma, utilizando la identidad
(3.8), es posible escribir el recorrido efectivo en términos de Rp:

l(k)) —9 T’QRB + ToBR% + kT‘()Rig;

1+2BRp + (B? + k?r§) R}

(3.23)
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3.1.3 Tiempo de demora

El tiempo de demora [6], que mide el tiempo adicional que una particula pasa
interactuando con el potencial, se puede obtener a partir de la derivada de la fase de

dispersion Ores(k) con respecto a k (ecuacién (2.26)):

(k) = 2% [dargz(k) - 7”0] : (3.24)

Sustituyendo la expresion de Ores(k) (3.15) en términos de Ry(k), obtenemos:

m [ roRo + kroRj, B

k)= — [2—=—— 0 9| 3.25
(k) = % [ 1+ k22 R TO] (3.25)
Y en términos de Rp(k),
R BR% + kroR)
T(k‘)_ﬁ rolRp + roBRy + 7’02 32 — 91 (3.26)
hk | "1+ 2BRp + (B?+ k*r}) R},

3.1.4 Tiempo de interaccién

Dado a que se conoce la derivada del “phase shift” resonante, a través de la
definicién de tiempo de interaccién (ecuacién (2.30)), queda determinada su forma en

términos de Ry:
. mroRy + kroRj

Ty(k) = 2.0 20700,
e T Ry

(3.27)
Y en términos de Rp(k),

N E ToRB + T’oBRzB + k‘TQRIB
" “hk 1+ 2BRp + (B2 + k*3) R,

T (k) (3.28)

3.1.5 Probabilidad de atrapamiento

Otra funcién importante es la probabilidad de atrapamiento P(k) (ecuacién (2.33)),
que mide la probabilidad de que una particula quede atrapada temporalmente en la regiéon

de interaccién [16,40]. Esta probabilidad se queda dada en términos de Ry(k) como:

1 & 2 k 1 dRp
Pk)y=—) |48 == — , 3.29
") ro?' MU roRy2 4 k22 Ry, dk (3.29)
utilizando la identidad (3.9), se llega a:
2 k 1 dR
P(k) = 0 (3.30)

ro Ry + k2r2 R dk
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Utilizando la ecuacién (3.15), es posible escribir la probabilidad de atrapamiento en términos

del recorrido efectivo:

Plk) = (l(k)

To

(3.31)

_ sin 260,04
—% |

3.2 Aproximacién a un nivel

En el vecindario de una resonancia, cerca de la posicién de los maximos del recor-
rido efectivo k*, es razonable esperar que la funcién de reaccién Rp(k), con un valor en
la frontera de B, pueda aproximarse adecuadamente mediante un solo término, es decir, el

término A tal que k* = kp,. De esta forma, se puede escribir como:

2
1 Pp,(r0)|"/70
Rp(k) ~ RY (k) = w (3.32)
By

Este término se elige de tal manera que el parametro de valor en la frontera B, definido por
la derivada logaritmica de la eigenfuncién de reaccién, sea igual a la derivada logaritmica
de la eigenfuncion de reaccion.
Por lo tanto, la eigenenergia es igual a la energia de resonancia de la funciéon de dispersion.
Esta aproximacién es valida cerca de las resonancias [23], donde las contribuciones de los

demds términos son insignificantes. Asi, Rp(k) se domina por el término resonante. Se

sabe que la matriz S esta dada por:

—672“%0 1+ BRB + ikToRB(kJ)

S = 3.33
1+ BRp —ikroRp(k) (3.33)
donde los polos resonantes estan dados por:
1+ BRp —ikroRp(k) =0 o  Rz'+ B —ikrg=0. (3.34)
Sustituyendo la aproximacién a primer nivel (3.32), se tiene:
K, — B —ikro=0 (3.35a)
————— + B —ikrg =0, .3ba
[®5,(ro)*/ro °
B
kp, —k* + (T - zk:> |®p, (r0)|* = 0. (3.35b)
0

Dado a que se buscan los polos resonantes, se espera que la forma de k sea k, = Kk, —in,. Al

sustituir la forma de k,, y separar la parte imaginaria y la real, se encuentra que las soluciones
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de esta ecuaciéon proporcionan una aproximacién para las partes real e imaginaria de los

polos de la matriz S:

B ) 4
k) = \/k?g + =|®p, (r0)|2 — M (3.36a)
n 70 4
(I) 2
v — | BnQ(’“O)‘ _ (3.36D)

Estas expresiones son importante, ya que son congruentes con los resultados exactos como
se vera en el capitulo 5, y se conocen como “aproximaciones a un nivel para los polos”. A

su vez, utilizando la definicién de la magnitud del polo, se obtiene:
2 2 B
EDP = (k0) + (1) = kh, + [, (r0)]? (3.37)
0

3.2.1 Funciones de dispersion en la aproximacion a un nivel

A continuacion, es de interés determinar las funciones de dispersién en términos
de la aproximacién a un nivel, comenzando con la fase resonante ¢(k) y el recorrido efectivo
I(k).

Retomando la forma de la matriz de reaccién Ry dada en la ecuacién (3.15), se puede

despejar la fase resonante como:
Ores(k) = arctan (kroRo(k)). (3.38)

Utilizando nuevamente la identidad (3.8) y sustituyendo la ecuacién (3.32) en (3.38), se

obtiene la fase resonante a un nivel:

k|® 2
ng)s(k) = arctan | — ‘2 Bkéro)‘ 5 | (3.39)
ki, =k + 551®5,(ro)|

A partir de la definicién del recorrido efectivo (2.32), se puede obtener su aproximacién a
un nivel, dada por:

Q‘CI)B (7’0)‘2 k2 +k‘2+r§‘q)3 (7’0)’2
1D (k) = Lo (k, 210 (0)F) . (3.40)

2 2 B 22 212
(K, — k2 + Bloom, (r0)12) " + (K], ()2

Esta ecuacion se puede simplificar utilizando |K,(LI) 2y n,(ll), resultando en:

) (1KDP + 1)

(|K’r(bl)’2 B k2>2 n (277%1)]{:)2.

1D (k) = (3.41)
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Conociendo el recorrido efectivo, es posible determinar el resto de las funciones de dispersion
en la aproximacién a un nivel, ya que, como se ha demostrado en la forma general de las
funciones de dispersion, estas pueden expresarse Unicamente en términos de la fase resonante
Ores(k) y del recorrido efectivo [(k). Estas funciones de dispersion se pueden ver en la tabla

4.1 o de forma explicita en el apéndice B.

3.2.2 Posicion de los maximos de las funciones de dispersion a un nivel

La busqueda analitica de la posicion de los méaximos de las funciones de dis-
persiéon en su forma general plantea un desafio, ya que estos solo pueden resolverse de
forma numérica debido a la complejidad de las expresiones involucradas. Sin embargo, uti-
lizando las expresiones analiticas de un nivel, es posible determinar la ubicacién relativa de
estos maximos de manera comparativa. Tomando como referencia la posicién del maximo
del recorrido efectivo (k* = k), se puede estimar si los maximos de otras funciones de
dispersién se encuentran a la derecha o a la izquierda de este punto. Para un desarrollo
explicito del como se obtienen los maximos de las funciones de dispersién a primer nivel, se
recomienda revisar el apéndice B.

Una vez encontrados los méximos del recorrido efectivo a primer nivel (ver Apéndice B),

siendo la solucién que asegura ser tener un maximo:

. 2 1 1 2
(kty)" = —IEDP + Q‘KSW P = (nk) (3.42)

Utilizando la aproximacion binomial, es posible encontrar cercania con la parte real del polo

. . i . .
1@(1 ), siendo que se tiene que los maximos del recorrido efectivo suceden en:

(k* )Nn(l) L) (3.43)
1)) =~ " ] K(1) ’ :

donde conforme el segundo termino se vuelve pequeno para resonancias mayores, la cercania

(1)

entre Ky’ y (k'zkl) es menor. Ademas, se encuentra una relacién entre el valor maximo del

recorrido efectivo a primer nivel y la parte imaginaria de los polos 77,(11), dada por:

l (k;l)) ~ 777(23) (3.44)

Se utiliza la aproximacién a un nivel para las funciones de tiempo de demora, tiempo de
interaccién, probabilidad de atrapamiento y seccién transversal resonante. Para el tiempo

de demora, el centro del pico se obtiene a partir de una expansién en serie de Taylor del
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recorrido efectivo. Aplicando la ecuacién (2.26), la posicién de los maximos del tiempo de
demora esta dada por:

(kﬁ”)z el C)) _2l(k*)) (n(1>)3 . (3.45)

Dado que [(k*) > 2rg, esto sugiere que los méximos de 7(k) se encuentran ligeramente a la
izquierda de los maximos de ro(k).

De manera similar, la posicién aproximada de los maximos del tiempo de interaccién se
obtiene mediante un proceso equivalente, resultando en la expresién:

(k;%’f = (k") — l(k;) (77“))3. (3.46)

Como [(k*) es positivo, se puede inferir que los méximos del tiempo de interaccién estan a
la izquierda y maés alejados de los maximos del recorrido efectivo.

Del mismo modo, para la probabilidad de atrapamiento, los maximos se encuentran en:
2
(k) ~ [V, (3.47)

lo que indica que los méximos de P(k) suceden muy cerca de la magnitud del polo.
Para obtener la posicién de los maximos del tiempo de permanencia, se realiza un desarrollo
en serie de Taylor, pero esta vez de la funcién P(k) y alrededor de |KT(L1)|. Donde tras el

desarrollo se obtiene que los maximos de Tg)(k‘), suceden en:
ne 2
(40)} ~ ()’ .49

La posicién de los maximos de la seccion transversal resonante se determina derivando

directamente la expresién correspondiente en la tabla (4.1). El resultado es:
2 2
(kg}g) ~ (kf}>) . (3.49)

A partir de estas expresiones, es posible encontrar reglas en el patrén de aparicién de los

maximos de las funciones de dispersion, siendo las reglas:
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Este reglas de aparicién seran comprobadas numéricamente. Cabe destacar que al estar
tratando con una aproximacién, estas reglas estan incompletas en esta forma, ya que no
determinan completamente la secuencia de aparicion. Sin embargo, considerando los resul-
tados numéricos presentados en el capitulo 5, es posible completar el patréon de apariciéon

aproximado, siendo este:

KD~ kD kD < kD < k)~ RD ~ k) < |KO] & kD, (3.51)



Capitulo 4

Aplicacién al modelo de pozo

cuadrado central

El pozo cuadrado es fundamental en el estudio de la dispersién y las resonancias

en mecanica cudntica. Su simplicidad matemética lo convierte en un modelo utilizado
tanto pedagdgicamente, como en aplicaciones fisicas [20,26,41]. En particular, el modelo
de pozo cuadrado central, o pozo de un solo canal [41], es un caso que ejemplifica como las
particulas pueden interactuar con una regién confinada y escapar a través de un solo canal.
Este sistema permite un andlisis detallado de los estados cuasi-ligados y resonantes, y como
el potencial afecta la fase de la onda dispersa, generando picos en la seccién transversal de
dispersién.
A continuacién, se desarrolla el tratamiento del pozo cuadrado central y se aplica la teoria
de dispersion a este sistema para obtener las funciones y el coeficiente de dispersion. Este
tipo de potencial es una aproximacién util para describir sistemas confinados donde una
particula estd restringida en una region finita, pero con acceso a estados de dispersion en el
otro extremo.

El modelo que se analizo estd descrito por el potencial:

o0 six <0,
Viz) =49 —IVol sia<z<b, (4.1)
0 sib<u,

26
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I i I

Figura 4.1: Descripcién gréafica de la configuracién del sistema.

Se restringe el estudio a los valores de energia que cumplen —|Vp| < Vi < E, para asi definir

los nimeros de onda en las diferentes regiones:

2m 2m
ﬁEv ¢’ = 2 ([Vol + E), (4.2)

k? =
donde k es el namero de onda fuera del pozo y ¢ es el nimero de onda dentro del pozo.
Para simplificar los calculos, se considera m/h* =1y a = 0,b = r.

Resolviendo la ecuacién de Schrédinger en ambas regiones, se obtiene la siguiente expresion

para la funcién de onda:

o(z) = Asin (qz) si0<x<rg, (4.3)

e T 4 Setkr i ry <

donde 1y es el ancho del pozo y S es el coeficiente de dispersion. En la region externa
(x > 1), la onda consiste en una superposicién de una onda incidente y una onda reflejada.
El ntiimero de onda ¢ en el pozo estd relacionado con el nimero de onda fuera del pozo

mediante la siguiente expresion:

¢*r3 = k* 2 + o donde a = \/2|Vplro. (4.4)
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La continuidad de la derivada logaritmica de la funcién de onda en z = 1y nos permite

determinar el valor del coeficiente S:

int (2) _ Vext (T) . (4.5)
Pint () o Yext (2) o
Utilizando esta condicion, el coeficiente S se expresa como:
g 20— _ ~2ikL 4 + ik tan (gro) (4.6)

q — ik tan (qrg)’

La continuidad de las derivadas de la funcién de onda en x = ry también nos lleva a la

siguiente relacion entre las ondas en la regién interna y externa:
qro cot qro = kro cot (krg + 0). (4.7)

Se define (k) como:
d(k) = qro. (4.8)

Utilizando esta definicién y expresando tan(d) en su forma exponencial, obtenemos el valor

del “phase shift” del sistema:
k
0(k) = arctan | —tan (J) | — kro. (4.9)
q
La parte resonante del “phase shift”, que ahora denominaremos por ¢(k), estd dada por:

(k) = arctan <’; tan (5)). (4.10)

La constante de normalizacién A en la regién interna se obtiene a partir de las condiciones

de frontera y estd dada por:

A = —gjeitkcos(9) (4.11)
q cos (0)
Finalmente, se escoge la condicién de frontera mas general para B(k) tal que:
/ /
! k
ro—2| = B(k) = 7“076’“( .0) = kro cot . (4.12)

0 =
Qpint 0

wext (k’, 7’0)

Esta eleccion asegura que las condiciones de frontera de la funcién de onda interna y externa
se alineen adecuadamente en el limite x = rg, garantizando la continuidad tanto de la funcién

de onda como de su derivada en todo el sistema.
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4.1 Funciones de dispersion

En esta seccién, presentamos las funciones de dispersion relevantes junto con su
aproximacion a bajas energias. Estas funciones permiten describir fenémenos clave como
la seccién transversal, el tiempo de demora y la probabilidad de atrapamiento en términos

del “phase shift” resonante y del recorrido efectivo.

4.1.1 Forma Exacta

La seccién transversal resonante se puede escribir sustituyendo el “phase shift

resonante” ¢(k) (4.10) en la ecuacién correspondiente (2.18):

os(k) = % sin? <arctan (S tan (5))). (4.13)

Para determinar el tiempo de demora y el tiempo de interaccién, es necesario conocer el
recorrido efectivo (k) (2.32), el cual se define como dos veces la derivada de ¢(k) con
respecto a k. Fisicamente, el recorrido efectivo rg(k) representa la distancia que recorre
la particula en presencia del potencial. Durante una resonancia, este recorrido es mayor
que dos veces el ancho del potencial, lo cual corresponde a la distancia que recorreria
la particula si no hubiera potencial. Esta propiedad es crucial para entender céomo las
particulas interactian dentro de la regién de dispersion.

Al realizar la derivada de ¢(k), se obtiene el siguiente resultado para el recorrido efectivo:
T ¢+ k2 tan?

(k) 2‘—’@ ((1 - ’;z) tan (5) + ’i”)seé (5)) . (4.14)

Con esta expresion, podemos utilizar las ecuaciones (2.26) y (2.30) para obtener las formas

del tiempo de demora y del tiempo de interaccién. Estas se pueden expresar de la siguiente

manera:
2m db m
(k) = %k db —ﬁ(l(k)—%o), (4.15)
2mdy m

La probabilidad de atrapamiento P(F) se calcula integrando la funcién de onda dentro de
la regién de interaccién. De acuerdo con (2.33) y (2.34), podemos relacionar el tiempo de

permanencia Tp(k) con la probabilidad de atrapamiento P (k). Reescribiendo el tiempo de
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permanencia en términos de la probabilidad, obtenemos:

Pk
Tp (k) = Tojh( ) (4.17)
donde la corriente de onda incidente ji, estd dada por ji, = ’Zn—k La probabilidad de atra-

pamiento, resultado de la integracion de la funcién de onda en la regiéon de interaccion,

es:
2 2
P(k) = q‘;mm (26 — sin (26)) (4.18)
la cual también puede escribirse en términos del recorrido efectivo ro(k), como se muestra
en la ecuacién (3.31).
Al sustituir esta expresién en (2.34) y promediar sobre el ancho del pozo de potencial,
obtenemos el tiempo de interaccién promedio del sistema T7(k), como se muestra en (4.16).
El promedio del tiempo de permanencia elimina el término oscilatorio, ya que las oscilaciones
rapidas no contribuyen de manera significativa al tiempo promedio en este tipo de sistemas.
Como se puede observar, todas las funciones de dispersién se pueden escribir en términos
del recorrido efectivo I(k) y el “phase shift” resonante ¢(k). Esto no solo simplifica la
interpretaciéon del comportamiento del sistema, sino que también permite comparativas

entre funciones de dispersién. Conociendo estas dos funciones, se puede obtener toda la

informacién relevante sobre las propiedades de dispersion del sistema.

4.1.2 Forma a bajas energias

k = 0, se obtiene:

5(k) = 6(0) + (‘Md(:))

Al desarrollar las funciones de dispersién del sistema a bajas energias y cerca de
k2
— + Ok

d25(k
k +( (2 ))
k=0 dk k=0 2
donde:

6(0) = o = v/2[Volro, <de(:)) F & =0, (%)

La seccién transversal resonante adquiere la forma:

k=0 0 V2V

tan? o

T——— sia#7/2 mod T, 4.19
Sy s (4.19)

O ¢o =4

. 1 .
Og, = 4T %1:% <q2cot25—|—k‘2> — o0 sia=7/2 mod . (4.20)
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Estas expresiones muestran que, si el pardmetro o es un multiplo impar de 7/2, la seccién
transversal diverge en el limite cuando k — 0.
El recorrido efectivo I(k), por su parte, se define como dos veces la derivada de ¢(k) respecto

de k. Para bajas energias, esta cantidad estda dada por:

tan o

l(k—0)=2

sia#7/2 mod T, (4.21)
Vol

l(k—0)=7ry sia=n/2 modm. (4.22)

El tiempo de demora, el cual mide el retraso en la fase de la onda dispersada, se puede
obtener a partir del recorrido efectivo. En el limite de bajas energias, el tiempo de demora

esta dado por:

. m
™= Jim () fo 2l

con un comportamiento que diverge si lo < 2rg o tiende a infinito si Iy > 2ry.
En cuanto al tiempo de interaccién, que mide el tiempo promedio durante el cual la particula

interactia con la regién de potencial, se puede expresar como:

i 1
Ty, = lim (kz) ~lo,
y su comportamiento en k£ — 0 depende de [y, divergiendo si [y < 0, tendiendo a infinito si
lp > 0, o siendo cero si [y = 0.

La probabilidad de atrapamiento P(k), que mide la fraccién de la particula que queda

atrapada en la region de interaccién, se comporta de la siguiente manera cerca de k = 0:

Py=0 sia#7/2 modm, (4.23)

Py=2 sia=7/2 mod . (4.24)
Finalmente, el tiempo de permanencia, relacionado con el tiempo que la particula pasa en
la regién de interaccion antes de ser dispersada, estd dado por:

Tp, = lim

(Tom
k—0

ﬁ) . Py, (4.25)

y su comportamiento también estd condicionado por el valor de «, siendo cero si a # 7/2

mod 7, o tendiendo a infinito si &« = 7/2 mod .
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Como se puede observar, todas las funciones de dispersion a bajas energias se relacionan de
manera directa con el recorrido efectivo r¢(k) y el pardmetro a. Para un desarrollo completo
de estas expresiones y sus aproximaciones a bajas energias, se recomienda consultar el

Apéndice A, donde se presentan las derivadas y las aproximaciones necesarias.

4.2 Matriz de reaccion del modelo

El problema asociado al modelo de dispersién,
(Ho + V(2))¢(x) = Etp(x) (4.26)
en la regién 0 < z < oo esta dado por:
(Ho+V(2))®pr = E®p), (4.27)

en 0 < z < 1o, sujeto a las condiciones de frontera ®p (0) = 0, 1P’y )\(ro)/@B,)\(ro) = B.
En la regién x < 7, las soluciones {®p (x),A = 1,2,...}, que son las eigenfunciones de
reaccién, se utilizan como base para expandir la funcién de onda dispersiva 1 (z) y las eigen-
energias de reaccién Ep ), para obtener Rp(k). Comenzando por expresar la ecuaciéon de

Schrodinger en la regién del pozo:

h2 d2
2 &P
Com dxg 2 = (EB, +1Vol) ®x = e PB - (4.28b)

donde (E, + |Vo]) = ey = %pQB’/\, o bien p2B’/\ = ké/\ + 2?21|%|. Esta dltima ecuacién
(4.28b) se asemeja a la ecuacién de onda de particula libre, con la diferencia de que esta
funcién de onda esta sujeta a la condicién de frontera B. Las soluciones de (4.28b) son

ondas estacionarias:

Pp\ = Npsin(pprz), (4.29)
con el espectro discreto:

PBA = itan(p37,\ro) (4.30)
Esta ecuacion es trascendental, y los eigenvalores obtenidos varian al tomar diferentes valores

de B. Una vez conocidas las eigenfunciones y eigenvalores, se sustituyen en la matriz de

reaccion:

1@ 2. 1 NZsin?
=3 L laler 5 L (431
‘70 k: —k: = roppy —2Vol -k
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donde Np es una constante de normalizacién para las eigenfunciones, dada por:

2/7“0

2 _

NB = ! S Zppare) (4.32)
T 2pparo

Como caso particular, si se toma B = 0, entonces gg 1o = (A — %), obteniendo asi la

expansién en fracciones parciales:

= 4 tan (qro)
Ro(k) = = : (4.33)
;WQ (A=3)—a a0

Al conocer la forma de la matriz de reaccién del modelo, se determinan todas las funciones
de dispersion a primer nivel, las cuales se detallan en el capitulo 3. En la tabla 4.1 se

presenta un resumen de todas las formas de las funciones de dispersién.
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Capitulo 5

Resultados

5.1 Polos de la matriz S(k) y maximos de las funciones de

dispersion

A continuacién se presentan los resultados obtenidos de las funciones de dispersién

y del coeficiente S.

5.1.1 Criterios de seleccién

Al examinar la ecuacién (4.10), observamos que cuando k tiende a cero, el com-
portamiento de ¢ también tiende a ese valor. Sin embargo, se presenta un comportamiento
limite cuando el argumento /2|Vh|ro = « es un multiplo impar de 7/2. Este compor-
tamiento limite esta relacionado con la aparicién de nuevos estados acotados [25]. Por lo
tanto, los casos representativos deben incluir valores de a cercanos e iguales a multiplos
impares y pares de m/2. A este pardmetro « lo denominaremos “fuerza del pozo de poten-
cial”.

La siguiente region de interés corresponde a aquella en la que surgen los estados acotados del
sistema. Estos estados aparecen cuando la energia es menor a la necesaria para que la onda
se comporte como una particula libre (E < 0). Al resolver las ecuaciones de Schrédinger

para esta region, obtenemos la siguiente expresion:

qro cot(qre) = —krg = —y/a? — (qro)?, (5.1)

35
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Esta ecuacion permite determinar los estados acotados del sistema. Al elegir kK = 0, que
representa la condicién minima para la aparicion de un estado acotado, encontramos que esto
ocurre cuando « es un multiplo impar de 7/2. Este resultado da un sentido fisico al primer
criterio mencionado anteriormente para la seleccion de casos. El primer estado acotado
aparece cuando a = a3 = /2, el segundo cuando o = g = 37/2, y asi sucesivamente.
De manera similar, cuando o = o} = lim,_, o+ (a, + €), se tienen exactamente n = 92 + %
estados acotados, donde el 1ltimo, es decir, el n-ésimo estado, corresponde a un estado
acotado con energfa cero. Para o, < a < auq1, existe un nimero Q. = = + %, tal que
n < Qo < n-+ 1. La parte entera de (), indica el nimero exacto de estados acotados,
mientras que su parte fraccionaria, f, describe la profundidad del estado acotado superior.
Por ejemplo, si f es cercano a 0, el n-ésimo nivel es muy superficial; si f esta cerca de 1, el
pozo estd casi lo suficientemente profundo como para confinar el siguiente estado acotado.
Nos referiremos a ), como el "nimero de llenado”, dado por:

Qo=

+5=n+/ (5:2)

3|9
N | =

donde n =0,1,2,..., y 0 < f <1, dependiendo de la fuerza del pozo «. Este parametro
Q. define el segundo criterio relacionado con el nimero de estados acotados presentes en el
sistema.

El tercer criterio se aplica cuando se incrementa la profundidad del pozo de potencial, lo
que implica valores mayores de . A medida que el nimero de estados acotados aumenta,
las oscilaciones en la funcién de onda dentro del pozo se vuelven més frecuentes. Estas
oscilaciones incrementan el nimero de nodos en la funcién de onda, lo cual genera resonan-
cias mas aisladas. En el caso de los estados resonantes, la funciéon de onda incidente debe
coincidir con mayor precision, ya que un pequeno desfase en la energia o la fase impediria

que se produzca el estado resonante.

5.1.2 Seleccién de casos

El primer criterio establece que se deben estudiar casos en los que el valor de « sea
igual o cercano a multiplos impares y pares de /2, anadiendo ademds casos intermedios
entre estos multiplos. Esto permite observar el comportamiento del sistema tanto en los
limites cercanos como alejados de estos valores caracteristicos.

El segundo criterio determina cudntos estados acotados estaran presentes en el sistema.
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Para ello, se seleccionan casos con un numero reducido de estados acotados y se comparan
con valores de (0, que permiten tener un nimero mayor de estados acotados.

El tercer criterio nos lleva a considerar casos con valores mas grandes de (), lo que permite
observar resonancias mas aisladas. Siguiendo estos criterios, se eligieron los 16 casos que se

presentan en la siguiente tabla:

Caso | a[r/2] | Qa tan o
1 7.00 4.00 00
2 6.96 3.98 | 15.895
3 7.04 4.02 | -15.895
4 8.00 4.50 0
) 7.96 4.48 | -0.063
6 8.04 4.52 0.063
7 7.50 4.25 -1
8 8.50 4.75 1
9 79.00 | 40.00 00
10 78.96 | 39.98 | 15.895
11 79.04 | 40.02 | -15.895
12 80.00 | 40.50 0
13 79.96 | 40.48 | -0.063
14 80.04 | 40.52 | 0.063
15 79.50 | 40.25 -1
16 80.50 | 40.75 1

Tabla 5.1: Casos seleccionados, el valor del ancho del pozo ¢ es 2.5 para todos los casos, el valor
de « en multiplos de /2, el valor de Q,, y el valor de tan a.

Establecidos los casos, se grafica el “phase shift” resonante para cada caso, con el
propésito de anticipar el comportamiento que tendran las funciones de dispersion y notar si
existe una regiéon de mayor interés, como lo es la regiéon a bajas energias, que matematica y
fisicamente ya se observo que presenta un comportamiento distinto si es que se esta por un
valor critico en a. Como se esperaba, la regién que tiene el comportamiento més irregular,
visualmente, es la regién a bajas energias y en los casos donde el valor de a[r/2] es cercano

o igual a un multiplo impar.
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Figura 5.1: Grafica del “phase shift” resonante ¢, para los primeros ocho casos.
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Figura 5.2: Grafica del “phase shift” resonante ¢, para los tltimos ocho casos.
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El comportamiento de ¢ es el esperado para todos los casos, obedeciendo las forma
del valor critico para esta funcién descrita en las ecuaciones (A.10) y (A.11). La inspeccién
a las figuras (5.1) y (5.2), sugiere que los casos 4 a 8 y 12 a 16 son cualitativamente iguales,
dado a que su comportamiento conforme £ — 0 es el mismo, teniendo una pendiente positiva
constante. La razén de este comportamiento esta dado por la ecuacién (A.10), ya que la

tan a es un valor pequeno.

5.1.3 Graficas de los casos de estudio

A continuacién, se presentan los resultados graficos de las simulaciones. Las
graficas muestran las funciones de dispersién (recorrido efectivo, tiempo de demora, proba-
bilidad de atrapamiento, etc.), asi como las cantidades k,, y k. correspondientes a los polos
de S en el espacio k. Se utiliza una linea horizontal punteada de color gris para senalar la
distancia 2L, la cual esta relacionada con el recorrido que realiza la particula en ausencia
del potencial. Ademads, se emplea una linea vertical verde para indicar la posicién de los
méximos de [(k), un punto y linea vertical gris para la posicién de la parte real del polo k,
y un cuadrado con linea vertical marrén para la posicién de k. El eje y no representa una
cantidad especifica, ya que su significado varia dependiendo de la funcién de dispersién.

A partir de la observacién de todas las gréficas, se sugiere un comportamiento regular de
las funciones de dispersién cuando estas se encuentran cerca de un polo resonante alejado

de k = 0. En las graficas, se pueden destacar los siguientes puntos:

1. La parte real de los polos resonantes aparece ligeramente antes de que ¢(k) alcance
el valor de w/2. La magnitud del polo resonante se encuentra mds cercana al valor de

k para el cual ¢ = /2.
2. El tiempo de demora 7(k) es positivo en la vecindad de un polo resonante.

3. Relacionado con el tiempo de demora positivo, el recorrido efectivo I(k) es mayor a

2L en la vecindad de un polo resonante.
4. El tiempo de permanencia T (k) siempre es positivo.

Para corroborar que las graficas son correctas, se comparan sus comportamientos cerca del

origen con los valores limite de las funciones de dispersién:
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Caso | afr/2] lo 7 | T, | Tp, | Po To
1 7.00 2.5 —00 | 00 o0 2 00
2 6.96 7.26924 | oo 00 0 0 | 332.0151
3 7.04 | -7.18664 | —o0 | —oco | O 0 | 324.51218
4 8.00 0 —oco | 0 0 0 0
5 7.96 | -0.02516 | —o0 | —co | O 0 0.00398
6 8.04 | 0.02491 | —o0 | o0 0 0 0.00390
7 750 | -0.42441 | —o0 | —0c0 | O 0 1.13177
8 850 | 0.37448 | —o0 | o0 0 0 0.88114
9 79.00 2.5 —00 | 00 00 2 00
10 78.96 | 0.64075 | —o0 | 0 0 0 2.57966
11 79.04 | -0.64011 | —c0 | —0c0 | O 0 2.57444
12 80.00 0 —oco | 0 0 0 0
13 79.96 | -0.00251 | —o0 | —c0 | O 0 0.00004
14 80.04 | 0.0025 | —oc0 | 0 0 0.00004
15 79.50 | -0.04004 | —o0 | —c0 | O 0 0.01007
16 80.50 | 0.03954 | —oc0 | 0 0 0.00982

Tabla 5.2: Valores de las funciones de dispersién conforme en el limite & — 0, obtenidos de las
ecuaciones en la tabla 4.1 y el comportamiento descrito en el apéndice A. (Los valores de la seccién
transversal son dos veces lo esperado debido a un factor de escala que multiplica la grafica por dos.)

Con el objetivo de proporcionar una descripciéon completa, se han anadido gréficas
complementarias para aquellas funciones de dispersiéon cuyo comportamiento excede los
limites establecidos en el eje y pero permanece finito. Por otro lado, si no se incluyen
graficas adicionales, se asume que las funciones divergen hacia +oo, segiin lo indicado en la
clasificacién de la tabla 5.2.

El primer caso de estudio corresponde a un valor critico segtn los criterios de seleccién. El
comportamiento de las funciones de dispersion en el limite £ — 0 sigue la descripcion pro-
porcionada en la tabla (4.1). Las funciones de dispersién mostradas son: recorrido efectivo
(verde), tiempo de demora (azul), tiempo de interaccién (violeta), tiempo de permanencia
(violeta punteado), probabilidad de atrapamiento (amarillo) y seccién transversal resonante
(rojo). Cabe destacar la gran cercania entre los méximos locales de las funciones de dis-

persién, asi como la amplitud de los picos que presentan. La interpretacién fisica de que
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los tiempos de interaccién (linea violeta) y tiempo de permanencia (linea violeta punteada)
tienden a infinito conforme k tiende a cero puede asociarse con la creaciéon de un estado
acotado. Este comportamiento también se refleja en que la probabilidad de atrapamiento

es diferente de cero.

a[n/2]=7.0000

® Kp - KX m ke — tk) — Tik) ---- Tp(K) P(k)  —— Ik)  —— #k) —— 0p(k)

Figura 5.3: Graficas del caso 1, donde el valor de « es un miltiplo impar de w/2. El primer polo
resonante ocurre lejos del origen. Ademaés, se observa que el comportamiento de las funciones de
dispersién sigue lo descrito para los casos criticos en la tabla (4.1). Las funciones de dispersién
utilizan una paleta de colores consistente en todas las graficas, siendo la linea vertical verde la que
indica la posicién de los maximos de [(k), la cual es muy cercana a la posicién de la parte real del
polo.

En la siguiente figura se realizé un acercamiento a las funciones de dispersién para
la primera resonancia, con el fin de observar mejor el patréon de aparicién de los maximos
y las partes de los polos. Se puede observar que la cantidad més pequena para este caso es
k., seguida del maximo del tiempo de interaccién. En la parte intermedia, se nota que los
maximos de la seccién transversal resonante, el tiempo de demora, el tiempo de permanencia
y el recorrido efectivo son los méas cercanos a la parte real del polo. Los maximos de estas
tres ultimas funciones ocurren casi en la misma posicién. En la parte derecha de la grafica, se
observa que la magnitud del polo es cercana al maximo de la probabilidad de atrapamiento

y coincide con el punto en el que el “phase shift” alcanza /2.
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a[n/2] =7.0000
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Figura 5.4: Acercamiento escalado a los maximos de las funciones de dispersién alrededor de la
primera resonancia para el caso 1. Los maximos de cada funcién de dispersién se presentan con
lineas verticales punteadas, siguiendo el color respectivo al de su grafica (la paleta de colores para el
tiempo de interaccién (ahora oro oscuro) y el tiempo de permanencia (ahora azulvioleta) se cambio
para mejor visualizacién de las lineas verticales). Ademds, se muestran la parte real del polo k (gris),
el valor k, (granate) y la magnitud del polo | K| (verde azulado).

Nuestro interés ahora estd en observar el comportamiento de los polos y las fun-
ciones de dispersién alrededor del valor critico, comenzando por acercarnos a este valor desde
abajo. Como se puede observar en la siguiente figura, el comportamiento de las funciones
de dispersion y de los polos es muy diferente al caso anterior, especialmente cuando estamos
cerca del origen. Este caso, junto con el caso 10, son los tnicos en los que el tiempo de
demora tiende a infinito conforme k se aproxima a cero. Fisicamente, este comportamiento
esta relacionado con la formacién de un estado acotado, ya que un estado resonante se con-
vierte en un estado acotado al pasar por un valor critico en a. Recordando que un estado
acotado es un estado estable del sistema con un tiempo de vida largo, es razonable que el
tiempo de demora sea grande en este caso.

Esta evoluciéon de un estado resonante a acotado también se refleja en que el primer polo
resonante ocurre muy cerca del origen. Ademas, la mayoria de las funciones de dispersiéon no
presentan un maximo local, siendo el recorrido efectivo, la seccién transversal resonante y la
probabilidad de atrapamiento las tinicas funciones que muestran un maximo en la vecindad

del polo.
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a[r/2] =6.9600
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Figura 5.5: Gréficas del caso 2, donde el valor de « es ligeramente menor a un multiplo impar
de 7/2. El primer polo resonante aparece cerca del origen y las funciones de dispersién siguen el
comportamiento descrito en la tabla (4.1). Se observa que no hay mdximos locales cerca del primer
polo resonante en la mayoria de las funciones de dispersién. Para el segundo polo resonante, el

comportamiento de las funciones de dispersion regresa al patron regular.
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Figura 5.6: Grafica centrada Figura 5.7: Grafica centrada Figura 5.8: . Qraﬁca centrada
. [ en el valor limite que alcanza
en el valor limite que alcanza en el valor mas grande que al- .
. . . . la seccién transversal resonante
el recorrido efectivo [(0) para el canza el tiempo de permanencia 05(0) para el caso 2, dado en la
caso 2, dado en la tabla 5.2. Tp para el caso 2. tszla 52 ’
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Realizando un acercamiento a la vecindad del polo, se nota inmediatamente la
ausencia de maximos locales cercanos. Esto se debe a la configuracion del rango de la
grafica, que se centra en la parte real del polo y extiende el rango sumando/restando 0.05
alrededor de este valor. Sin embargo, numéricamente se puede encontrar la existencia de

maximos locales en una vecindad mas amplia.

T(k)
Ti(k)
Tp(k)
P(k)
I(k)
a9(k)
#(k)
Kn

K

0.0000 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000

Figura 5.9: Acercamiento escalado a los maximos de las funciones de dispersién alrededor de la
primera resonancia para el caso 2 (la paleta de colores para el tiempo de interaccién (ahora oro
oscuro) y el tiempo de permanencia (ahora azulvioleta) se cambio para mejor visualizacién de las
lineas verticales). Se observa la ausencia de maximos locales cercanos a este valor de & (gris), al no
presentarse lineas verticales. También se destaca que no hay un valor de k,, asociado a este primer
polo resonante. Debido a la escala utilizada en el acercamiento, no es posible observar la magnitud
del polo asociada.

El tercer caso se centra en estudiar el comportamiento de las funciones de dis-
persién ligeramente después de haber pasado un valor critico en . Nuevamente, se puede
notar que la parte mas interesante ocurre cerca del origen. En este caso, se presenta un
comportamiento tnico, donde el “phase shift” muestra un comportamiento decreciente en
un intervalo corto, para luego retomar su comportamiento creciente habitual. Sin embargo,
esto no es sorprendente, ya que este comportamiento esta contemplado en la tabla (4.1).

Otro comportamiento inusual en este caso es la aparicién de un recorrido efectivo negativo.
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a[n/2]=7.0400
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Figura 5.10: Gréficas del caso 3, donde el valor de « es ligeramente mayor a un miltiplo impar de
/2. El comportamiento de las funciones de dispersién cerca del origen sigue las funciones descritas
en la tabla (4.1). Una caracteristica notable es que el “phase shift” (color negro) presenta un
comportamiento decreciente en un intervalo corto, para luego crecer lentamente hasta alcanzar el
valor de /2.
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Figura 5.11: Grafica centrada en el valor limite Figura 5.12: Grafica centrada en el valor limite
que alcanza el recorrido efectivo [(0) para el caso que alcanza la seccién transversal resonante o4 (0)
3, dado en la tabla 5.2. para el caso 3, dado en la tabla 5.2.

Los siguientes cinco casos se centran en un valor de a no critico, es decir, que no
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es un multiplo impar de m/2. Aunque los criterios de seleccién establecen que las difer-
encias mas notables ocurren cerca de los valores criticos, es necesario comprender el com-
portamiento regular de las funciones de dispersién. El caso cuatro se enfoca en el compor-
tamiento de las funciones de dispersiéon y de los polos cuando « es un multiplo par, mientras
que los dos casos siguientes analizan valores cercanos, ligeramente mayores y menores a este
multiplo par. Los casos siete y ocho estudian valores de a[r/2] entre un multiplo impar y
par, y entre un multiplo par e impar, respectivamente.

Las caracteristicas comunes de los casos cuatro a siete incluyen que el primer polo resonante
ocurre lejos del origen, y en todos estos casos las funciones de dispersién presentan méaximos
locales que siguen el patrén descrito en el primer caso y en las observaciones generales. En
el caso ocho, el primer polo resonante aparece mas cercano al origen en comparacion con
los otros tres casos. La parte més interesante se encuentra nuevamente cerca del origen, ya
que, aunque el comportamiento de las funciones de dispersién esta bien descrito en la tabla
(4.1), se pueden notar pequenas diferencias. Un ejemplo de esto es el tiempo de interaccion,
que cambia de negativo a positivo cuando se atraviesa un miltiplo par de a[r/2]. En todos

los casos, se observa que el tiempo de demora tiende a menos infinito.

al[n/2] = 8.0000
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® Knp - KX B ke — 1kl — Tk ---- Tp(k) P(k)y —— Itky —— k) —— oplk)

Figura 5.13: Gréficas del caso 4, donde el valor de « es un miltiplo par de 7/2. El comportamiento
de las funciones de dispersién cerca del origen sigue lo descrito en la tabla (4.1). Lejos del origen, las
funciones de dispersién tienen su comportamiento regular, con maximos locales cerca de los polos y
picos anchos.
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a[n/2]=7.9600

® Kp - k¥ m ke — k) — Tk} ---- To(k) Plk)y —— Iltk) —— ¢(k) —— oplk)

Figura 5.14: Gréficas del caso 5, donde el valor de « es ligeramente menor a un multiplo par de
/2. La descripcién de la gréfica es la misma que en el caso 4.

a[n/2] =8.0400
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Figura 5.15: Gréficas del caso 6, donde el valor de « es ligeramente mayor a un miltiplo par de
/2. La descripcidn de la grafica es la misma que en el caso 4.
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a[n/2]=7.5000
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Figura 5.16: Gréficas del caso 7, donde el valor de « es intermedio entre un miltiplo impar y un
multiplo par de 7/2. La descripcién de la grifica es la misma que en el caso 4.
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Figura 5.17: Gréficas del caso 8, donde el valor de « es intermedio entre un multiplo par y un
multiplo impar de 7/2. La descripcién de la gréfica es la misma que en el caso 4.
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Como se mencioné en los criterios de seleccién, los siguientes ocho casos consisten
en analogos de los primeros ocho, con la diferencia de que los valores de « son diez veces
mayores. A medida que incrementamos «, los picos de las funciones de dispersién se vuelven
mucho mas aislados. Este comportamiento mas pronunciado es especialmente visible en la
vecindad de los polos, donde las funciones mantienen su estructura, pero con variaciones en
la escala. Sin embargo, el comportamiento general de las funciones de dispersion y de los
polos sigue el patrén descrito anteriormente, lo que permite una comparacion directa entre
los casos.

En el caso 9, donde « es un multiplo impar de 7/2, observamos que el primer polo resonante
ocurre mucho mas lejos del origen en comparacién con los casos previos. Este mismo patréon
se observa en los casos 10 y 11, donde los valores de « son ligeramente menores y mayores a
un multiplo impar de /2, respectivamente. Un detalle interesante que emerge en el caso 10
es que, aunque el primer polo resonante estd cerca del origen, su aparicion es mas lejana en
comparacién con su caso analogo con un a menor. Por otro lado, en el caso 11, observamos
nuevamente picos aislados, con una separacién mayor entre los polos resonantes, lo que

destaca el patrén general que caracteriza los valores mas altos de .

a[n/2] =79.0000
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Figura 5.18: Graficas del caso 9, donde el valor de « es un multiplo impar de 7/2. El compor-
tamiento de las funciones de dispersién sigue la descripcién del caso 1. Las diferencias mas notables

se observan en el ancho de los picos y en la separacién entre los polos resonantes. Ademas, el primer
polo resonante ocurre muy lejos del origen.



50 5.1 Polos de la matriz S(k) y mdximos de las funciones de dispersion

aln/2] =78.9600
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Figura 5.19: Graficas del caso 10, donde el valor de « es ligeramente menor a un multiplo impar de
/2. El comportamiento de las funciones de dispersion sigue la descripcién del caso 2. La diferencia
mas notable es que, aunque el primer polo resonante estd cerca del origen, su aparicion es mas
lejana en comparacion con su caso analogo. Ademas, se observa que el tiempo de demora no tiende
a infinito positivo, ya que para ello el polo resonante necesitaria estar mas cerca del origen.

al[n/2] =79.0400
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Figura 5.20: Gréficas del caso 11, donde el valor de « es ligeramente mayor a un miltiplo impar
de 7/2. El comportamiento de las funciones de dispersién sigue la descripcién del caso 3. Las
diferencias méas notables se observan en el ancho de los picos y en la separacién entre los polos
resonantes. Ademds, el primer polo resonante ocurre muy lejos del origen.
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o1

A continuacién, se presentan los casos 12 a 16.

a[n/2] =80.0
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Figura 5.21: Gréficas del caso 12, donde el valor de « es un multiplo par de w/2. El comportamiento
de las funciones de dispersion sigue la descripcién del caso 4. Las diferencias més notables se observan

en el ancho de los picos y en la separacion entre los polos resonantes.

resonante ocurre muy lejos del origen.
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Ademss, el primer polo

Figura 5.22: Gréficas del caso 13, donde el valor de « es ligeramente menor a un multiplo par
de 7/2. El comportamiento de las funciones de dispersién sigue la descripcién del caso 5. Las
diferencias méas notables se observan en el ancho de los picos y en la separacién entre los polos
resonantes. Ademds, el primer polo resonante ocurre muy lejos del origen.
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al[n/2] =80.0400
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Figura 5.23: Gréficas del caso 14, donde el valor de « es ligeramente mayor a un multiplo par
de 7/2. El comportamiento de las funciones de dispersion sigue la descripcién del caso 6. Las
diferencias més notables se observan en el ancho de los picos y en la separaciéon entre los polos
resonantes. Ademds, el primer polo resonante ocurre muy lejos del origen.
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Figura 5.24: Gréficas del caso 15, donde el valor de « es intermedio entre un miltiplo impar y un
multiplo par de 7/2. El comportamiento de las funciones de dispersién sigue la descripcién del caso
7. Las diferencias mas notables se observan en el ancho de los picos y en la separacién entre los
polos resonantes. Ademds, el primer polo resonante ocurre muy lejos del origen.
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al[n/2] =80.5000

- N\ U

0 2 4 6 8 10 12 14
k

® Kp - k¥ m ke — k) — Tk} ---- To(k) Plk)y —— Iltk) —— ¢(k) —— oplk)

Figura 5.25: Gréficas del caso 16, donde el valor de « es intermedio entre un miltiplo par y un
multiplo impar de 7/2. El comportamiento de las funciones de dispersién sigue la descripcién del
caso 8. Las diferencias més notables se observan en el ancho de los picos y en la separacion entre
los polos resonantes. Ademads, el primer polo resonante ocurre lejos del origen.

5.2 Resultados numéricos

5.2.1 Datos numéricos de la posicién de los maximos de las funciones de

dispersién

A través de técnicas computacionales (para mayor detalle, revisar el Apéndice C.1)
se calculd la posicién de los maximos de las funciones de dispersién en su forma exacta de
manera numérica, asi como la posicién de las partes real e imaginaria de los polos (4.6), la
magnitud del polo y el valor k, asociado al polo (para mayor detalle, revisar el Apéndice
C.1). Estos valores se presentan en las tablas (5.4), (5.5), (5.6) y (5.7). Dado que queremos
relacionar la manifestacién del polo resonante con las funciones de dispersién, buscamos
cual cantidad es la més cercana a cada parte del polo de S. Las posiciones de los maximos
de las funciones de dispersién se denotan como: k; para el recorrido efectivo (I(k)), k. para
el tiempo de demora (7(k)), kr, para el tiempo de interaccién (77(k)), kr, para el tiempo
de permanencia (Tp(k)), kp para la probabilidad de atrapamiento (P(k)) y ks, para la
seccion transversal resonante (o4(k)). Para las partes de los polos tenemos: &, para la

parte real, 7, para la parte imaginaria, k,, para el nimero de onda y |K,| para la magnitud.
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Para comparar los méximos de las funciones de dispersién con las cantidades de los polos

resonantes, utilizamos la diferencia relativa. Esta diferencia se define de la siguiente forma:
(5.3)

donde i = [, 7,17, Tp, P,o4 es la funcién cuya posicién del maximo es mds cercana a la
cantidad kg, que puede ser kn,k,,|Ky,|, dependiendo de la cantidad con la que se desee
comparar. A través de las diferencias relativas, buscamos determinar si existe una funcién
cuya posicién de su maximo sea consistentemente la mas cercana a alguna parte del polo,
y si se presenta algiin patrén de cercania.

El uso del patrén de colores facilita la identificacion visual de las funciones que presentan
la menor diferencia relativa con respecto a las cantidades de los polos. Esto permite ob-
servar de manera rapida y clara qué funciones se encuentran mas cerca de las partes reales
e imaginarias de los polos. Este orden de cercania se representa mediante un patrén de
colores en las tablas (5.8), (5.9), (5.10), (5.11), (5.12) y (5.13), donde el color verde indica
la diferencia relativa mas pequena (es decir, la cantidad més cercana), y el color rojo indica
la diferencia relativa més grande (la cantidad més lejana).

El niimero de decimales utilizado en la presentacién de los datos se ha ajustado de manera
que sea lo suficientemente preciso para distinguir las pequenas diferencias numéricas entre

las posiciones de los maximos.
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En la tabla (5.3), se resume la informacién obtenida de las tablas (5.8), (5.9),
(5.10), (5.11), (5.12) y (5.13), que contienen las diferencias relativas. En ella se indica cudl
posicién del maximo es la mas cercana a la parte real del polo, permitiendo observar que,
dependiendo del nimero de resonancia, distintas funciones tienen su méaximo mas cercano
a K. De manera notable, se observa que conforme las resonancias se vuelven mas aisladas,
la posicién de los maximos del tiempo de demora es la mejor para ubicar la parte real del
polo. Ademads, siempre que el maximo del tiempo de demora sea el més cercano, la segunda

cantidad mas cercana serd la posicion de los maximos del recorrido efectivo.

k; Numero del caso

ki 10.1

kr 3.1,4.1,5.1,6.1, 7.1, 8.1, 9, 10.2-5, 11 - 16
kr, —

kr, 2.1

kp ,

ko, | 1,2.2-5, 3.2-5, 4.2-5, 5.2-5, 6.2-5, 7.2-5, 8.2-5

Tabla 5.3: Clasificacién de la posicién del méximo més cercano a la parte real del polo (k)

En cuanto al nimero de onda (k) y la magnitud del polo (|K,|), se identific6 que
existe una funcion cuya posicién de su maximo es consistentemente la més cercana a cada
parte. Para k,, la funcién més cercana es el tiempo de interaccién, mientras que para | K|,

la funcién més cercana es la probabilidad de atrapamiento.
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Caso k; k. kr, kT, kp ko,
1.1 | 3.531578 | 3.531506 | 3.493929 | 3.531817 | 3.554306 | 3.508964
1.2 | 5.316378 | 5.316357 | 5.279205 | 5.316483 | 5.331459 | 5.301347
1.3 | 6.871223 | 6.871213 | 6.831062 | 6.871291 | 6.882885 | 6.859590
1.4 | 8.325967 | 8.325962 | 8.281799 | 8.326018 | 8.335587 | 8.316365
2.1 | 0.096731 — — 0.313419 | 0.469518 —
2.2 | 3.562654 | 3.562583 | 3.524912 | 3.562889 | 3.585183 | 3.540236
2.3 | 5.337071 | 5.337050 | 5.299617 | 5.337176 | 5.352094 | 5.322098
2.4 | 6.887246 | 6.887236 | 6.846716 | 6.887314 | 6.898880 | 6.875640
3.1 | 3.500047 | 3.499972 | 3.462478 | 3.500289 | 3.522979 | 3.477228
3.2 | 5.295485 | 5.295464 | 5.258587 | 5.295590 | 5.310626 | 5.280395
3.3 | 6.855071 | 6.855061 | 6.815272 | 6.855139 | 6.866760 | 6.843410
3.4 | 8312642 | 8.312637 | 8.268907 | 8.312693 | 8.322277 | 8.303024
4.1 | 2.559263 | 2.559073 | 2.518971 | 2.559740 | 2.590624 | 2.528055
4.2 | 4.726738 | 4.726708 | 4.694676 | 4.726852 | 4.743701 | 4.709832
4.3 | 6.425880 | 6.425867 | 6.393001 | 6.425943 | 6.438349 | 6.413440
4.4 | 7.962409 | 7.962403 | 7.927082 | 7.962454 | 7.972468 | 7.952368
5.1 | 2.608044 | 2.607864 | 2.568147 | 2.608499 | 2.638818 | 2.577420
5.2 | 4.753324 | 4.753294 | 4.721123 | 4.753437 | 4.770192 | 4.736512
5.3 | 6.445460 | 6.445448 | 6.412352 | 6.445524 | 6.457892 | 6.433058
5.4 | 7.978220 | 7.978213 | 7.942607 | 7.978264 | 7.988259 | 7.968198
6.1 | 2.509282 | 2.509080 | 2.468550 | 2.509782 | 2.541267 | 2.477452
6.2 | 4.699868 | 4.699837 | 4.667940 | 4.699983 | 4.716927 | 4.682865
6.3 | 6.406140 | 6.406128 | 6.373487 | 6.406204 | 6.418648 | 6.393662
6.4 | 7.946488 | 7.946481 | 7.911442 | 7.946532 | 7.956567 | 7.936426
7.1 | 3.099953 | 3.099846 | 3.062430 | 3.100260 | 3.125845 | 3.074189
7.2 | 5.040006 | 5.039981 | 5.005827 | 5.040114 | 5.055915 | 5.024151
7.3 | 6.659693 | 6.659682 | 6.623602 | 6.659758 | 6.671725 | 6.647690
7.4 | 8152272 | 8.152266 | 8.113002 | 8.152319 | 8.162097 | 8.142465
8.1 | 1.814366 | 1.813836 | 1.762608 | 1.815536 | 1.858591 | 1.770337
8.2 | 4.368642 | 4.368604 | 4.337871 | 4.368770 | 4.386995 | 4.350350
8.3 | 6.167248 | 6.167234 | 6.136893 | 6.167311 | 6.180240 | 6.154286
8.4 | 7.755191 | 7.755184 | 7.723065 | 7.755233 | 7.765519 | 7.744881

Tabla 5.4: Posiciones de los méximos locales de las funciones de dispersién. La estructura de la
columna “Caso” estd organizada de tal manera que el primer digito corresponde al nimero del caso,
y el segundo al nimero de la resonancia.
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Caso k; k. kr, kT, kp ko,
9.1 11.232581 | 11.232579 | 11.225085 | 11.232586 | 11.239703 | 11.225459
9.2 | 15.989375 | 15.989374 | 15.983849 | 15.989377 | 15.994378 | 15.984372
9.3 | 19.705522 | 19.705522 | 19.700821 | 19.705523 | 19.709582 | 19.701462
9.4 | 22.893522 | 22.893522 | 22.889283 | 22.893523 | 22.897017 | 22.890028
10.1 | 1.527006 | 1.526122 | 1.470344 | 1.528742 | 1.579362 | 1.474585
10.2 | 11.343072 | 11.343070 | 11.335642 | 11.343077 | 11.350124 | 11.336020
10.3 | 16.067188 | 16.067187 | 16.061683 | 16.067189 | 16.072166 | 16.062209
10.4 | 19.768713 | 19.768713 | 19.764022 | 19.768714 | 19.772759 | 19.764666
11.1 | 11.120936 | 11.120933 | 11.113372 | 11.120941 | 11.128129 | 11.113742
11.2 | 15.911142 | 15.911142 | 15.905595 | 15.911144 | 15.916170 | 15.906115
11.3 | 19.642096 | 19.642096 | 19.637384 | 19.642097 | 19.646169 | 19.638023
11.4 | 22.838951 | 22.838951 | 22.834707 | 22.838952 | 22.842454 | 22.835449
12.1 | 7.962421 | 7.962414 | 7.952096 | 7.962434 | 7.972467 | 7.952374
12.2 | 13.888464 | 13.888462 | 13.882259 | 13.888466 | 13.894224 | 13.882704
12.3 | 18.042642 | 18.042641 | 18.037634 | 18.042643 | 18.047075 | 18.038208
12.4 | 21.478889 | 21.478889 | 21.474483 | 21.478890 | 21.482613 | 21.475165
13.1 | 8.119491 | 8.119485 | 8.109356 | 8.119503 | 8.129343 | 8.109638
13.2 | 13.979106 | 13.979105 | 13.972935 | 13.979109 | 13.984829 | 13.973383
13.3 | 18.112507 | 18.112506 | 18.107514 | 18.112508 | 18.116924 | 18.108090
13.4 | 21.537611 | 21.537610 | 21.533212 | 21.537611 | 21.541325 | 21.533896
14.1 | 7.802108 | 7.802101 | 7.791580 | 7.802122 | 7.812361 | 7.791855
14.2 | 13.797180 | 13.797179 | 13.790940 | 13.797182 | 13.802978 | 13.791382
14.3 | 17.972470 | 17.972469 | 17.967448 | 17.972471 | 17.976921 | 17.968019
14.4 | 21.419977 | 21.419977 | 21.415564 | 21.419978 | 21.423712 | 21.416243
15.1 | 9.740853 | 9.740849 | 9.732314 | 9.740860 | 9.749065 | 9.732640
15.2 | 14.979101 | 14.979100 | 14.973276 | 14.979103 | 14.984441 | 14.973760
15.3 | 18.894998 | 18.894998 | 18.890157 | 18.894999 | 18.899232 | 18.890764
15.4 | 22.199701 | 22.199701 | 22.195384 | 22.199702 | 22.203304 | 22.196097
16.1 | 5.631928 | 5.631910 | 5.617474 | 5.631964 | 5.646131 | 5.617724
16.2 | 12.696771 | 12.696769 | 12.690066 | 12.696774 | 12.703071 | 12.690470
16.3 | 17.142213 | 17.142213 | 17.137008 | 17.142215 | 17.146880 | 17.137547
16.4 | 20.728272 | 20.728271 | 20.723763 | 20.728273 | 20.732131 | 20.724412

Tabla 5.5: Posiciones de los méximos locales de las funciones de dispersién.

La estructura de la

columna “Caso” estd organizada de tal manera que el primer digito corresponde al nimero del caso,
y el segundo al nimero de la resonancia. (Continuacién)
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Caso K Nn k., | Kyl
1.1 3.520118 | 0.469584 | 3.488656 | 3.551301
1.2 | 5.302292 | 0.530394 | 5.275697 | 5.328754
1.3 | 6.856099 | 0.583680 | 6.831209 | 6.880900
1.4 | 8.310478 | 0.631058 | 8.286483 | 8.334403
2.1 0.243927 | 0.400418 - 0.468866
2.2 3.551022 | 0.471260 | 3.519612 | 3.582156
2.3 | 5.322855 | 0.532178 | 5.296184 | 5.349392
24 6.872012 | 0.585545 | 6.847021 | 6.896914
3.1 3.488757 | 0.467920 | 3.457236 | 3.519997
3.2 5.281529 | 0.528623 | 5.255007 | 5.307917
3.3 6.840056 | 0.581829 | 6.815265 | 6.864757
3.4 8.297248 | 0.629145 | 8.273361 | 8.321066
4.1 2.552200 | 0.431444 | 2.515469 | 2.588411
4.2 | 4.715723 | 0.489665 | 4.690232 | 4.741078
4.3 | 6.413310 | 0.541003 | 6.390450 | 6.436088
4.4 | 7.949141 | 0.586871 | 7.927448 | 7.970776
5.1 | 2.600791 | 0.432843 | 2.564519 | 2.636563
5.2 | 4.742191 | 0.491164 | 4.716687 | 4.767559
5.3 6.432794 | 0.542577 | 6.409872 | 6.455636
5.4 7.964869 | 0.588505 | 7.943097 | 7.986581
6.1 2.502412 | 0.430054 | 2.465181 | 2.539097
6.2 4.688970 | 0.488176 | 4.663488 | 4.714314
6.3 | 6.393666 | 0.539438 | 6.370869 | 6.416382
6.4 | 7.933302 | 0.585247 | 7.911686 | 7.954860
7.1 | 3.090637 | 0.449653 | 3.057752 | 3.123175
7.2 | 5.027496 | 0.509145 | 5.001648 | 5.053211
7.3 | 6.645889 | 0.561444 | 6.622131 | 6.669562
7.4 | 8.137933 | 0.608060 | 8.115184 | 8.160618
8.1 1.810111 | 0.414732 | 1.761959 | 1.857015
8.2 4.359070 | 0.471726 | 4.333470 | 4.384520
8.3 6.155841 | 0.522129 | 6.133658 | 6.177945
8.4 7.742927 | 0.567267 | 7.722120 | 7.763679

Tabla 5.6: Valores de los polos del coeficiente S. En la columna “Caso”, el primer digito indica el
ntimero del caso, mientras que el segundo corresponde al niimero del polo resonante.
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Caso Kn Mn k., | K|
9.1 11.232227 | 0.406692 | 11.224862 | 11.239587
9.2 | 15.988879 | 0.413293 | 15.983537 | 15.994220
9.3 | 19.704924 | 0.419797 | 19.700452 | 19.709395
9.4 22.892842 | 0.426207 | 22.888874 | 22.896809
10.1 1.527825 | 0.400126 | 1.474499 1.579351
10.2 | 11.342714 | 0.406828 | 11.335416 | 11.350008
10.3 | 16.066689 | 0.413431 | 16.061369 | 16.072008
10.4 | 19.768112 | 0.419936 | 19.763651 | 19.772572
11.1 | 11.120585 | 0.406556 | 11.113151 | 11.128014
11.2 | 15.910649 | 0.413155 | 15.905284 | 15.916013
11.3 | 19.641500 | 0.419658 | 19.637016 | 19.645983
11.4 | 22.838273 | 0.426067 | 22.834298 | 22.842247
12.1 | 7.962178 | 0.403313 | 7.951957 | 7.972386
12.2 | 13.888039 | 0.409881 | 13.881990 | 13.894087
12.3 | 18.042101 | 0.416354 | 18.037297 | 18.046905
12.4 | 21.478259 | 0.422733 | 21.474099 | 21.482419
13.1 8.119243 | 0.403447 | 8.109213 8.129260
13.2 | 13.978679 | 0.410016 | 13.972664 | 13.984691
13.3 | 18.111964 | 0.416490 | 18.107175 | 18.116752
13.4 | 21.536979 | 0.422871 | 21.532827 | 21.541130
14.1 7.801871 | 0.403179 | 7.791446 7.812281
14.2 | 13.796759 | 0.409746 | 13.790673 | 13.802842
14.3 | 17971932 | 0.416217 | 17.967112 | 17.976751
14.4 | 21.419350 | 0.422595 | 21.415180 | 21.423518
15.1 | 9.740549 | 0.404995 | 9.732126 | 9.748965
15.2 | 14.978640 | 0.411580 | 14.972984 | 14.984294
15.3 | 18.894429 | 0.418068 | 18.889803 | 18.899053
15.4 | 22.199045 | 0.424462 | 22.194987 | 22.203103
16.1 5.631771 | 0.401645 | 5.617431 5.646075
16.2 | 12.696386 | 0.408197 | 12.689822 | 12.702946
16.3 | 17.141704 | 0.414654 | 17.136688 | 17.146718
16.4 | 20.727668 | 0.421019 | 20.723392 | 20.731943

Tabla 5.7: Valores de los polos del coeficiente S. En la columna “Caso”, el primer digito indica el
numero del caso, mientras que el segundo corresponde al niimero del polo resonante. (Continuacion)
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Tomando en cuenta los méaximos de las funciones de dispersién y las cantidades
asociadas a los polos (Tablas 5.4, 5.5, 5.6, 5.7), se identifican dos patrones de aparicién y

cercania de las resonancias, descritos por las siguientes ecuaciones:
ko = kry < koy < k= ky < k" <kr, <|K|=kp (5.4)

k:wszI<ko¢zn<k7<k*<kTD<yK\zkp (5.5)

Ambos patrones son consistentes con el comportamiento esperado segin la ecuacién (3.50).
Los resultados numéricos muestran que, a energias mas altas, el tiempo de interaccion
disminuye, llegando a ser menor que k,. Sin embargo, sigue siendo la cantidad que mejor
describe el nimero de onda en esta regién.

Cabe destacar un caso particular en el que el patron de aparicién y cercania no se cumple.
Este ocurre cuando « es cercano a un multiplo impar de 7/2, como sucede en el caso (2).
En esta situacién, las funciones del tiempo de demora 7(k), el tiempo de interaccién T7(k)
y la seccién transversal resonante o4(k) no presentan un maximo local en el primer polo
resonante, y tampoco existe k., asociado a dicho polo. El patrén de aparicién y cercania en

este caso especial se expresa como:
E* <k <kr, <kp~|K| (5.6)

La completitud de las reglas en el patrén de aparicién descrito por la ecuacién (3.50) se
confirma y se complementa con las ecuaciones (5.4) y (5.5), asi como con los resultados

numéricos obtenidos en las Tablas 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12 y 5.13.
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Gaso | Mptel | ol | Prgpl | Brpmod | Beoml | Zoop
1.1 | 0.0032557 | 0.0032350 0.0033234

1.2 | 0.0026566 | 0.0026526 0.0026764

1.3 | 0.0022059 | 0.0022044 0.0022158

1.4 | 0.0018639 | 0.0018632 0.0018700

2.1 0.6034430 - - -
2.2 | 0.0032756 | 0.0032557 0.0033417

2.3 | 0.0026708 | 0.0026668 0.0026905

2.4 0.0022167 | 0.0022153 0.0022267

3.1 0.0033052 0.0033048
3.2 | 0.0026425 | 0.0026384 0.0026624

3.3 | 0.0021951 | 0.0021937 0.0022050

3.4 | 0.0018554 | 0.0018547 0.0018615

4.1 0.0094605
4.2 | 0.0023358 | 0.0023294 0.0023600

4.3 | 0.0019600 | 0.0019581 0.0019699

4.4 | 0.0016691 | 0.0016683 0.0016747

5.1 0.0089861
5.2 | 0.0023475 | 0.0023412 0.0023714

5.3 | 0.0019690 | 0.0019671 0.0019788

5.4 | 0.0016762 | 0.0016754 0.0016818

6.1 0.0099743
6.2 | 0.0023242 | 0.0023176 0.0023487

6.3 | 0.0019511 | 0.0019491 0.0019610

6.4 | 0.0016620 | 0.0016612 0.0016676

7.1 0.0053217
7.2 | 0.0024885 | 0.0024835 0.0025098

7.3 | 0.0020771 | 0.0020755 0.0020869

7.4 | 0.0017621 | 0.0017613 0.0017679

8.1

8.2 | 0.0021959 | 0.0021871 0.0022253

8.3 | 0.0018529 | 0.0018507 0.0018633

8.4 | 0.0015838 | 0.0015830 0.0015893

Tabla 5.8: Diferencias relativas entre los maximos de las funciones de dispersién y la parte real
del polo k,, para los primeros 8 casos. Los valores de las diferencias relativas se representan con un
patrén de colores, donde el verde indica la diferencia mas pequena (més cercana) y el rojo la més
grande (més lejana).
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Caso
9.1
9.2
9.3
9.4
10.1
10.2
10.3
104
11.1
11.2
11.3
11.4
12.1
12.2
12.3
12.4
13.1
13.2
13.3
134
14.1
14.2
14.3
14.4
15.1
15.2
15.3
154
16.1
16.2
16.3
16.4

[k —Fnl |kr—Fn |kr, —kin |k, —Fin |kp—Fn [Foy—knl
K

n Kn Kn Kn Kn Kn

Tabla 5.9: Diferencias relativas entre los maximos de las funciones de dispersién y la parte real
del polo k,, para los ultimos 8 casos. Los valores de las diferencias relativas se representan con un
patrén de colores, donde el verde indica la diferencia mas pequena (més cercana) y el rojo la més
grande (més lejana).
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Caso | Wil | Mgl | Mg | el | Bl | g
1.1 | 0.0123033 | 0.0122825 0.0123717 0.0058209
1.2 | 0.0077110 | 0.0077069 0.0077308 0.0048619
1.3 | 0.0058576 | 0.0058561 0.0058675 0.0041546
1.4 | 0.0047649 | 0.0047642 0.0047710 0.0036060
2.1 - - - - - -

2.2 | 0.0122290 | 0.0122089 0.0122957 0.0058597
2.3 | 0.0077200 | 0.0077160 0.0077398 0.0048930
2.4 | 0.0058749 | 0.0058734 0.0058848 0.0041798
3.1 | 0.0123829 | 0.0123614 0.0124529 0.0057827
3.2 | 0.0077027 | 0.0076986 0.0077227 0.0048311
3.3 | 0.0058406 | 0.0058392 0.0058505 0.0041296
3.4 | 0.0047480 | 0.0047473 0.0047541 0.0035854
4.1 | 0.0174101 | 0.0173345 0.0175996

4.2 | 0.0077835 | 0.0077771 0.0078078 0.0041790
4.3 | 0.0055441 | 0.0055422 0.0055540 0.0035975
4.4 | 0.0044102 | 0.0044093 0.0044158 0.0031435
5.1 | 0.0169718 | 0.0169017 0.0171492

5.2 | 0.0077675 | 0.0077611 0.0077915 0.0042032
5.3 | 0.0055522 | 0.0055503 0.0055621 0.0036174
5.4 | 0.0044217 | 0.0044209 0.0044274 0.0031601
6.1 | 0.0178894 | 0.0178076 0.0180924

6.2 | 0.0078009 | 0.0077943 0.0078256 0.0041550
6.3 | 0.0055364 | 0.0055344 0.0055463 0.0035777
6.4 | 0.0043988 | 0.0043980 0.0044044 0.0031271
7.1 | 0.0138013 | 0.0137662 0.0139015

7.2 | 0.0076692 | 0.0076642 0.0076906 0.0044992
7.3 | 0.0056722 | 0.0056706 0.0056820 0.0038597
7.4 | 0.0045702 | 0.0045695 0.0045760 0.0033617
8.1 | 0.0297437 | 0.0294425 0.0304077

8.2 | 0.0081163 | 0.0081074 0.0081458 0.0038952
8.3 | 0.0054762 | 0.0054740 0.0054866 0.0033631
8.4 | 0.0042827 | 0.0042818 0.0042882 0.0029476

Tabla 5.10: Diferencias relativas entre los maximos de las funciones de dispersién y el nimero de
onda k., para los primeros 8 casos. Los valores de las diferencias relativas se representan con un
patrén de colores, donde el verde indica la diferencia mas pequena (més cercana) y el rojo la més
grande (més lejana).
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Caso |kl|k—wk|w | Ika—jw | |kTIk: k| |kT17€:kw | |kPk:,kw | |k"d;c:kw |
9.1 0.0006877 | 0.0006875 0.0006881
9.2 0.0003653 | 0.0003652 0.0003654
9.3 | 0.0002574 | 0.0002574 0.0002574
9.4 | 0.0002031 | 0.0002031 0.0002031

10.1 | 0.0356096 | 0.0350102 0.0367869

10.2 | 0.0006754 | 0.0006752 0.0006758

10.3 | 0.0003623 | 0.0003622 0.0003624

10.4 | 0.0002561 | 0.0002561 0.0002561

11.1 | 0.0007005 | 0.0007003 0.0007009

11.2 | 0.0003683 | 0.0003683 0.0003684

11.3 | 0.0002587 | 0.0002587 0.0002587

11.4 | 0.0002038 | 0.0002038 0.0002038

12.1 | 0.0013159 | 0.0013151 0.0013175

12.2 | 0.0004663 | 0.0004663 0.0004665
12.3 | 0.0002963 | 0.0002963 0.0002964

12.4 | 0.0002231 | 0.0002231 0.0002231

13.1 | 0.0012675 | 0.0012667 0.0012690

13.2 | 0.0004610 | 0.0004609 0.0004612

13.3 | 0.0002945 | 0.0002944 0.0002945

13.4 | 0.0002222 | 0.0002221 0.0002222

14.1 | 0.0013684 | 0.0013675 0.0013702

14.2 | 0.0004718 | 0.0004717 0.0004720

14.3 | 0.0002982 | 0.0002982 0.0002983

14.4 | 0.0002240 | 0.0002240 0.0002240

15.1 | 0.0008967 | 0.0008963 0.0008974

15.2 | 0.0004085 | 0.0004085 0.0004087

15.3 | 0.0002750 | 0.0002750 0.0002751

15.4 | 0.0002124 | 0.0002124 0.0002124

16.1 | 0.0025808 | 0.0025776 0.0025872

16.2 | 0.0005476 | 0.0005474 0.0005478

16.3 | 0.0003224 | 0.0003224 0.0003225

16.4 | 0.0002355 | 0.0002355 0.0002355

Tabla 5.11: Diferencias relativas entre los méximos de las funciones de dispersién y el ntimero de
onda k., para los ultimos 8 casos. Los valores de las diferencias relativas se representan con un
patrén de colores, donde el verde indica la diferencia mas pequena (més cercana) y el rojo la més
grande (més lejana).
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Caso | BolKl | [eclfll | Fr IR [ o JRT | oK o, TET
1.1 | 0.0055537 | 0.0055741 0.0054866
1.2 | 0.0023225 | 0.0023264 0.0023028 0.0051432
1.3 | 0.0014063 | 0.0014077 0.0013964 0.0030970
1.4 | 0.0010122 | 0.0010128 0.0010060 0.0021643
2.1 - - 0.3315381 -
2.2 | 0.0054444 | 0.0054641 0.0053788
2.3 | 0.0023033 | 0.0023072 0.0022837 0.0051022
2.4 | 0.0014017 | 0.0014032 0.0013919 0.0030846
3.1 | 0.0056677 | 0.0056889 0.0055989
3.2 | 0.0023422 | 0.0023463 0.0023224 0.0051852
3.3 | 0.0014110 | 0.0014125 0.0014012 0.0031097
3.4 | 0.0010124 | 0.0010130 0.0010063 0.0021683
4.1 | 0.0112608 | 0.0113343 0.0110766
4.2 | 0.0030245 | 0.0030309 0.0030004 0.0065904
4.3 | 0.0015861 | 0.0015879 0.0015762 0.0035189
4.4 | 0.0010497 | 0.0010505 0.0010441 0.0023094
5.1 | 0.0108168 | 0.0108850 0.0106442
5.2 | 0.0029859 | 0.0029922 0.0029621 0.0065121
5.3 | 0.0015762 | 0.0015781 0.0015664 0.0034973
5.4 | 0.0010469 | 0.0010477 0.0010413 0.0023017
6.1 | 0.0117423 | 0.0118218 0.0115452
6.2 | 0.0030642 | 0.0030708 0.0030399 0.0066709
6.3 | 0.0015962 | 0.0015981 0.0015863 0.0035409
6.4 | 0.0010525 | 0.0010533 0.0010470 0.0023173
7.1 | 0.0074354 | 0.0074697 0.0073373
7.2 | 0.0026131 | 0.0026180 0.0025919 0.0057507
7.3 | 0.0014797 | 0.0014813 0.0014700 0.0032794
7.4 | 0.0010227 | 0.0010234 0.0010169 0.0022245
8.1 | 0.0229663 | 0.0232520 0.0223363
8.2 | 0.0036214 | 0.0036301 0.0035922
8.3 | 0.0017315 | 0.0017337 0.0017212 0.0038295
8.4 | 0.0010934 | 0.0010942 0.0010879 0.0024213

Tabla 5.12: Diferencias relativas entre los méximos de las funciones de dispersién y la magnitud
del polo | K| para los primeros 8 casos. Los valores de las diferencias relativas se representan con un
patrén de colores, donde el verde indica la diferencia mas pequena (més cercana) y el rojo la més
grande (més lejana).
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Caso | BolKl | [eclfll | Fr IR [ o JRT | oK o, TET
9.1 | 0.0006233 | 0.0006235 0.0006229
9.2 | 0.0003029 | 0.0003030 0.0003028
9.3 | 0.0001965 | 0.0001965 0.0001964
9.4 | 0.0001435 | 0.0001436 0.0001435
10.1 | 0.0331438 | 0.0337034 0.0320446
10.2 | 0.0006111 | 0.0006113 0.0006106
10.3 | 0.0002999 | 0.0002999 0.0002998
10.4 | 0.0001952 | 0.0001952 0.0001951
11.1 | 0.0006361 | 0.0006363 0.0006357
11.2 | 0.0003060 | 0.0003060 0.0003059
11.3 | 0.0001978 | 0.0001979 0.0001978
11.4 | 0.0001443 | 0.0001443 0.0001442
12.1 | 0.0012500 | 0.0012508 0.0012483
12.2 | 0.0004047 | 0.0004048 0.0004045
12.3 | 0.0002362 | 0.0002362 0.0002362
12.4 | 0.0001643 | 0.0001643 0.0001643
13.1 | 0.0012017 | 0.0012025 0.0012002
13.2 | 0.0003993 | 0.0003994 0.0003992
13.3 | 0.0002343 | 0.0002344 0.0002343
13.4 | 0.0001634 | 0.0001634 0.0001633
14.1 | 0.0013022 | 0.0013031 0.0013005
14.2 | 0.0004102 | 0.0004103 0.0004100
14.3 | 0.0002381 | 0.0002382 0.0002381
14.4 | 0.0001653 | 0.0001653 0.0001652
15.1 | 0.0008321 | 0.0008325 0.0008314
15.2 | 0.0003465 | 0.0003466 0.0003464
15.3 | 0.0002146 | 0.0002146 0.0002145
15.4 | 0.0001532 | 0.0001532 0.0001532
16.1 | 0.0025056 | 0.0025088 0.0024992
16.2 | 0.0004861 | 0.0004863 0.0004859
16.3 | 0.0002627 | 0.0002628 0.0002626
16.4 | 0.0001771 | 0.0001771 0.0001771

Tabla 5.13: Diferencias relativas entre los méximos de las funciones de dispersién y la magnitud
del polo |K| para los dltimos 8 casos. Los valores de las diferencias relativas se representan con un
patrén de colores, donde el verde indica la diferencia mas pequena (més cercana) y el rojo la més
grande (més lejana).
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5.2.2 Resultados de la primera aproximacién para los polos y graficas de
l(l)(k)

Mediante la primera aproximacién de la matriz de reaccion, se obtuvieron expre-
siones analiticas para las partes real e imaginaria de los polos de S (3.36). Considerando
que kg, toma como valores las posiciones de los maximos del recorrido efectivo £*. El valor
de B se obtiene evaluando ¢ en k*, con la relacién (4.12).

A continuacidén, se presentan los resultados que muestran cémo, al conocer k*, es posible
aproximar tanto la parte real como la imaginaria de los polos de S. Esta informacion estéa
incluida en las tablas (5.14), (5.15), (5.16), (5.17), de las cuales se observan los siguientes
puntos. La aproximacién para la parte real, segin la ecuacién (3.36), indica que cuando
B/rq es ligeramente mayor que |®p, |2/4, la posicién aproximada del polo se encuentra a la
derecha de k*. El tinico caso en que esto no ocurre es cuando la primera resonancia estd muy
cerca del origen (como en el Caso 2), donde el valor de B/r( es significativamente mayor
que |®p,|?/4, en comparacién con otros casos. Se observa que el comportamiento general
de B/rg y |®p,|?/4 entre casos es casi constante, con la excepcién del caso 2 en la primera
resonancia. La aproximacién a un nivel funciona de manera excelente para polos cercanos
al origen, dado que la parte imaginaria tiende a alcanzar un valor limite, y la coincidencia
entre la aproximacién y el valor exacto es muy buena. Ademads, dado que la aproximacién
de la parte real depende de la parte imaginaria, también mejora significativamente en estos
casos. Se prefiere utilizar los méximos de [(k) en lugar de 7(k), debido a que, en casos como
el 2.1, donde 7(k) no tiene un méximo local, [(k) si lo presenta. A pesar de que los méximos
de 7(k) pueden ser més precisos en ciertos casos, [(k) es igualmente una excelente opcién
para aproximar k, y su consistencia en la presentacién de maximos locales lo convierte en
una opcion preferida para varios casos.

En general, la aproximacién a un nivel es muy precisa para la parte real de los polos y
adecuada para la parte imaginaria, especialmente en resonancias alejadas del origen. Sin
embargo, cuando las resonancias estan muy cerca del origen, la aproximacién es excelente
para ambas partes del polo. Se comenta que esto es solo en base a los resultados numéricos,
ya que aun queda como incognita el mecanismo detras de la excelente aproximacién en los
casos donde el valor de « se acerca por debajo a un multiplo de 7/2. Posterior a las tablas
de datos, se muestran las graficas de comparacién entre la forma exacta y la primera aprox-

imacién del recorrido efectivo, donde se muestran los casos representativos [1,2,3,9,10,11].
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alr/2] 7.00 6.96 7.04 8.00 7.96 8.04 7.50 8.50
Qa 4.00 3.98 4.02 4.50 4.48 4.52 4.25 4.75
kY 3.53158 | 0.09673 | 3.50005 | 2.55926 | 2.60804 | 2.50928 | 3.09995 | 1.81437

|®p,[2/4 | 0.20025 | 0.20038 | 0.20025 | 0.20025 | 0.20025 | 0.20025 | 0.20025 | 0.20025
K1 3.52012 | 0.24393 | 3.48876 | 2.55220 | 2.60079 | 2.50241 | 3.09064 | 1.81011
/igl) 3.53168 | 0.24478 | 3.50015 | 2.55949 | 2.60826 | 2.50952 | 3.10009 | 1.81495
m 0.46958 | 0.40042 | 0.46792 | 0.43144 | 0.43284 | 0.43005 | 0.44965 | 0.41473
ngl) 0.40050 | 0.40075 | 0.40050 | 0.40050 | 0.40050 | 0.40050 | 0.40050 | 0.40050
| K4 | 3.55130 | 0.46887 | 3.51999 | 2.58841 | 2.63656 | 2.53910 | 3.12318 | 1.85702

|K£1)| 3.55432 | 0.46960 | 3.52299 | 2.59064 | 2.63883 | 2.54128 | 3.12586 | 1.85861

2/1(kT) | 0.39922 | 0.27463 | 0.39920 | 0.39808 | 0.39817 | 0.39799 | 0.39885 | 0.39574

B/rg 0.20114 | 0.26346 | 0.20115 | 0.20171 | 0.20167 | 0.20176 | 0.20133 | 0.20288

¢*[m/2] | 0.96378 | 0.22401 | 0.96345 | 0.94993 | 0.95087 | 0.94892 | 0.95871 | 0.92911

Tabla 5.14: Primera aproximacién, primera resonancia para los primeros 8 casos, se escribe el
valor de alpha en miiltiplos de /2 y el valor de Q,. Aqui k} es la posicién del primer maximo
de la funcién I(k), K1 = k1 — i es el valor exacto del polo y K%l) = m&” — in%l) es el polo de la

aproximacién a primer nivel, ademds del valor de 2/1(k*) (3.44). El valor de B es el valor B(k?)

resonante y ¢* es el “phase shift” resonante asociado a kj.

afr/2] 79.00 | 7896 | 79.04 | 80.00 | 79.96 | 80.04 | 79.50 | 80.50
Qo 4000 | 39.98 | 40.02 | 4050 | 4048 | 4052 | 40.25 | 40.75
ket 11.23258 | 1.52701 | 11.12094 | 7.96242 | 8.11949 | 7.80211 | 9.74085 | 5.63193

|®p,|2/4 | 0.20000 | 0.20000 | 0.20000 | 0.20000 | 0.20000 | 0.20000 | 0.20000 | 0.20000
K1 11.23223 | 1.52783 | 11.12059 | 7.96218 | 8.11924 | 7.80187 | 9.74055 | 5.63177
sV | 1123258 | 1.52787 | 11.12094 | 7.96243 | 8.11950 | 7.80212 | 9.74086 | 5.63195
m 0.40669 | 0.40013 | 0.40656 | 0.40331 | 0.40345 | 0.40318 | 0.40500 | 0.40165
e 0.40001 | 0.40001 | 0.40001 | 0.40001 | 0.40001 | 0.40001 | 0.40001 | 0.40001
K| | 11.23959 | 1.57935 | 11.12801 | 7.97239 | 8.12926 | 7.81228 | 9.74897 | 5.64608

(KM | 11.23970 | 1.57937 | 11.12813 | 7.97247 | 8.12934 | 7.81236 | 9.74907 | 5.64613

2/1(k¥) | 0.39988 | 0.39338 | 0.39988 | 0.39975 | 0.39976 | 0.39974 | 0.39984 | 0.39950

B/ro | 0.20007 | 0.20332 | 0.20007 | 0.20014 | 0.20013 | 0.20014 | 0.20009 | 0.20026

¢*[r/2] | 0.98866 | 0.91573 | 0.98855 | 0.98400 | 0.98431 | 0.98367 | 0.98693 | 0.97737

Tabla 5.15: Primera aproximacién, primera resonancia para los tiltimos 8 casos, se escribe el valor
de alpha en miltiplos de 7/2 y el valor de Q.. Aqui k] es la posicién del primer méximo de la funcién
I(k), K1 = k1 —im es el valor exacto del polo y Kfl) = ngl) — in%l) es el polo de la aproximacién a
primer nivel. El valor de B es el valor B(k]) resonante y ¢* es el “phase shift” resonante asociado

*
a kj.
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alr/2] 7.00 6.96 7.04 8.00 7.96 8.04 7.50 8.50
Qa 4.00 3.98 4.02 4.50 4.48 4.52 4.25 4.75
k5 5.31638 | 3.56265 | 5.29549 | 4.72674 | 4.75332 | 4.69987 | 5.04001 | 4.36864

|®p5,]2/4 | 0.20017 | 0.20025 | 0.20017 | 0.20017 | 0.20017 | 0.20017 | 0.20017 | 0.20017
Ko 5.30229 | 3.55102 | 5.28153 | 4.71572 | 4.74219 | 4.68897 | 5.02750 | 4.35907
Iiél) 5.31641 | 3.56275 | 5.29552 | 4.72678 | 4.75337 | 4.69991 | 5.04005 | 4.36870
72 0.53039 | 0.47126 | 0.52862 | 0.48967 | 0.49116 | 0.48818 | 0.50915 | 0.47173
nél) 0.40034 | 0.40050 | 0.40034 | 0.40034 | 0.40034 | 0.40034 | 0.40034 | 0.40034
| K| 5.32875 | 3.58216 | 5.30792 | 4.74108 | 4.76756 | 4.71431 | 5.05321 | 4.38452

|K§1)| 5.33146 | 3.58519 | 5.31063 | 4.74371 | 4.77020 | 4.71693 | 5.05592 | 4.38700

2/1(k3) | 0.39977 | 0.39925 | 0.39977 | 0.39962 | 0.39963 | 0.39961 | 0.39971 | 0.39950

B/rg 0.20062 | 0.20113 | 0.20062 | 0.20069 | 0.20069 | 0.20070 | 0.20065 | 0.20075

¢*[m/2] | 0.97599 | 0.96410 | 0.97589 | 0.97299 | 0.97314 | 0.97283 | 0.97467 | 0.97077

Tabla 5.16: Primera aproximacién, segunda resonancia para los primeros 8 casos, se escribe el
valor de alpha en miltiplos de 7/2 y el valor de Q,. Aqui k3 es la posicién del segundo méximo

)

de la funcién I(k), Ky = kg — ing es el valor exacto del polo y Kél =K
la aproximacién a primer nivel. El valor de B es el valor B(k3) resonante y ¢* es el “phase shift”
resonante asociado a k3.

(1)
2

— ing")

es el polo de

a[m/2) 79.00 78.96 79.04 80.00 79.96 80.04 79.50 80.50
Qa 40.00 39.98 40.02 40.50 40.48 40.52 40.25 40.75
k> 15.98937 | 11.34307 | 15.91114 | 13.88846 | 13.97911 | 13.79718 | 14.97910 | 12.69677

|®5,|%/4 | 0.20000 0.20000 0.20000 0.20000 0.20000 0.20000 0.20000 0.20000
K2 15.98888 | 11.34271 | 15.91065 | 13.88804 | 13.97868 | 13.79676 | 14.97864 | 12.69639
ngl) 15.98938 | 11.34307 | 15.91114 | 13.88847 | 13.97911 | 13.79718 | 14.97910 | 12.69677
12 0.41329 0.40683 0.41316 0.40988 0.41002 0.40975 0.41158 0.40820
nél) 0.40001 0.40001 0.40001 0.40001 0.40001 0.40001 0.40001 0.40001
| K| 15.99422 | 11.35001 | 15.91601 | 13.89409 | 13.98469 | 13.80284 | 14.98429 | 12.70295

|K§1)\ 15.99438 | 11.35013 | 15.91617 | 13.89422 | 13.98483 | 13.80298 | 14.98444 | 12.70307

2/1(k3) 0.39994 0.39988 0.39994 0.39992 0.39992 0.39992 0.39993 0.39991

B/ro 0.20004 0.20007 0.20004 0.20005 0.20005 0.20005 0.20004 0.20005

@7 /2] 0.99204 0.98877 0.99200 0.99083 0.99089 0.99077 0.99150 0.98997

Tabla 5.17: Primera aproximacion, segunda resonancia para los tltimos 8 casos, se escribe el valor
de alpha en miltiplos de 7/2 y el valor de Q.. Aqui k3 es la posicién del segundo méximo de

la funcién I(k), Ky = kg — i1y es el valor exacto del polo y K2(1)

NG

¢!
— ing"

es el polo de la

aproximacién a primer nivel. El valor de B es el valor B(k}) resonante y ¢* es el “phase shift”

resonante asociado a k3.
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Se puede observar que la aproximaciéon a un nivel funciona en una vecindad
pequena para los tres primeros casos, ya que la coincidencia entre las graficas solo sucede
en el pico de la funcién, siendo la excepcién la primera resonancia del segundo caso, donde
la coincidencia es muy buena en una vecindad més amplia. Para los tres casos posteriores
(valores de av 10 veces mayores), la aproximacién tiene mejor coincidencia en un mayor
rango. Al igual que en el conjunto anterior, para la primera resonancia del caso 10, la
coincidencia entre graficas es excelente. Esto sugiere que la aproximacién a un nivel es mas

precisa en resonancias cercanas al origen y para valores grandes de a.

aln/2] = 7.0000 B = 0.50285

— 1K
- W)

(k)

Figura 5.26: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel I(V)(k) (linea punteada turquesa) para la primera resonancia del caso 1. La
coincidencia entre ambas graficas solo sucede en una vecindad muy pequena alrededor del méximo
de I(k).
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a[n/2] = 7.0000 B = 0.50155

i(k)

Figura 5.27: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel IV (k) (linea punteada turquesa) para la segunda resonancia del caso 1.
Sucede lo mismo que en el primer caso.

a[n/2] = 6.9600 B = 0.65864

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.28: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel I(V)(k) (linea punteada turquesa) para la primera resonancia del caso 2. La
coincidencia entre graficas es excelente, esto debido a que en la tabla 5.14, la aproximacién de cada
parte del polo es excelente.
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aln/2] = 6.9600 B = 0.50283

i(k)

Figura 5.29: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel I(V)(k) (linea punteada turquesa) para la segunda resonancia del caso 2.
Sucede lo mismo que en el primer caso.

a[n/2] = 7.0400 B = 0.50288

—_— k)
- (k)

1(k)

2.75 3.00 325 3.50 3.75 4.00 4.25 4.50

Figura 5.30: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel l(l)(k) (linea punteada turquesa) para la primera resonancia del caso 3.
Sucede lo mismo que en el primer caso.
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aln/2] = 7.0400 B = 0.50155

(k)

Figura 5.31: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel IV (k) (linea punteada turquesa) para la segunda resonancia del caso 3.
Sucede lo mismo que en el primer caso.

a[n/2] = 79.0000 B = 0.50017

(k)

-1 T T T T T T T
10.25 10.50 10.75 11.00 11.25 11.50 11.75 12.00
k

Figura 5.32: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel (V) (k) (linea punteada turquesa ) para la primera resonancia del caso 9. La
coincidencia entre las graficas es mejor que en los casos anteriores, esto debido al aumento en el
valor de « que se refleja en picos mas aislados.
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afn/2] = 79.0000 B = 0.50010

i(k)

=1+ T T T T T T T
15.00 15.25 15.50 15.75 16.00 16.25 16.50 16.75
k

Figura 5.33: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel 1) (k) (linea punteada turquesa) para la segunda resonancia del caso 9.
Sucede lo mismo que en el noveno caso y la primera resonancia.

a[n/2] = 78.9600 B = 0.50830

i(k)

—— k)

Figura 5.34: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel I(!) (k) (linea punteada turquesa) para la primera resonancia del caso 10. La
coincidencia entre graficas es la mejor, esto debido a que la aproximacién a un nivel para los polos
es excelente (5.16) y también se tiene un valor de o grande.
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afn/2] = 78.9600 B = 0.50018

i(k)

T T T T T T T T
10.50 10.75 11.00 11.25 11.50 11.75 12.00 12.25

Figura 5.35: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel /(Y (k) (linea punteada turquesa) para la segunda resonancia del caso 10.
Sucede lo mismo que en el noveno caso y la primera resonancia.

a[n/2] = 79.0400 B = 0.50017

—_— k)
- (k)

1(k)

T T T T T T T T
10.25 10.50 10.75 11.00 11.25 11.50 11.75 12.00

Figura 5.36: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel l(l)(k) (linea punteada turquesa) para la primera resonancia del caso 11.
Sucede lo mismo que en el noveno caso y la primera resonancia.
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afn/2] = 79.0400 B = 0.50009

(k)

T T T T T T T T
15.00 15.25 15.50 15.75 16.00 16.25 16.50 16.75

Figura 5.37: Comparacién grafica entre el recorrido efectivo exacto I(k) (linea negra) y el recorrido
efectivo a primer nivel [(V (k) (linea punteada turquesa) para la segunda resonancia del caso 11.
Sucede lo mismo que en el noveno caso y la primera resonancia.

5.2.3 Maximos de las funciones de dispersion a primer nivel

Con base en las ecuaciones (3.45), (3.46), (3.47) y (3.49), se calcularon las posi-
ciones aproximadas de los maximos de las funciones de dispersién a primer nivel, para luego
compararlas con los valores exactos. En la mayoria de los casos, se encuentra una buena
concordancia entre el valor exacto y el aproximado, con la excepcién del segundo caso,
donde el maximo del tiempo de demora, que no aparece en la forma exacta, estd presente
en la aproximacion.

Se observo que la aproximacién a primer nivel puede mejorarse si se usa el valor exacto de
la parte imaginaria de los polos de .S, en lugar de la aproximacion presentada en la ecuacién
(3.36). A pesar de ello, la posicién de los maximos a primer nivel es bien descrita en gen-
eral, lo que respalda la idea de que, al conocer la posiciéon del maximo de alguna funcién
de dispersién en este modelo, las posiciones de los maximos restantes quedan determinadas

con buena precision.
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afr/2] kr ket kr, k) kp kS ko, kS
7.00 3.53151 3.53153 3.49393 3.50872 3.55431 3.55422 3.50896 3.50890
6.96 - 0.09829 - - 0.46952 0.41226 - -
7.04 3.49997 3.50009 3.46248 3.47698 3.52298 3.52289 3.47723 3.47716
8.00 2.55907 2.55941 2.51897 2.52754 2.59062 2.59041 2.52806 2.52796
7.96 2.60786 2.60819 2.56815 2.57693 2.63882 2.63862 2.57742 2.57733
8.04 2.50908 2.50944 2.46855 2.47691 2.54127 2.54104 2.47745 2.47736
7.50 3.09985 3.10003 3.06243 3.07386 3.12585 3.12572 3.07419 3.07411
8.50 1.81384 1.81484 1.76261 1.76907 1.85859 1.85804 1.77034 1.77020
79.00 | 11.23258 | 11.23258 | 11.22508 | 11.22545 | 11.23970 | 11.23970 | 11.22546 | 11.22546
78.96 1.52612 1.52789 1.47034 1.47277 1.57936 1.57853 1.47458 1.47458
79.04 | 11.12093 | 11.12094 | 11.11337 | 11.11374 | 11.12813 | 11.12813 | 11.11374 | 11.11374
80.00 7.96241 7.96243 7.95210 7.95236 7.97247 7.97246 7.95237 7.95237
79.96 8.11949 8.11950 8.10936 8.10963 8.12934 8.12934 8.10964 8.10964
80.04 7.80210 7.80211 7.79158 7.79184 7.81236 7.81236 7.79185 7.79185
79.50 9.74085 9.74086 9.73231 9.73263 9.74907 9.74906 9.73264 9.73264
80.50 5.63191 5.63195 5.61747 5.61769 5.64613 5.64612 5.61772 5.61772

Tabla 5.18: Aproximacién de los méximos de las funciones de dispersién a partir de conocer la
posicién del méaximo del recorrido efectivo para la primera resonancia. Se observa que la aproxi-

macion es bastante buena para la mayoria de los casos.




Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se consider6 la dispersion cuantica de una particula con momento
angular cero en potenciales centrales con radio finito rg utilizando la matriz de reaccion de
Wigner como herramienta fundamental y el conocimiento de las condiciones de frontera de
la funcién de onda en r = ry3. Este enfoque permitié derivar expresiones analiticas para
los polos de la matriz de dispersién S y para varias funciones de dispersién, tales como la
seccién transversal, el tiempo de demora, de permanencia, de interaccién, la probabilidad de
atrapamiento y el recorrido efectivo. Estas expresiones se obtuvieron bajo la aproximacién

a un solo nivel de la matriz de reaccién Rp(k):

|®p,|2/r0 _ |®B,[2/T0
RB(]C)%Z k2 Aka ~ k2 Aikz’
By By

donde B =1y &fiw , VA es el parametro que fija la condicién de frontera de las eigen-
funciones de reaccign f17>nBA (r) y su espectro de reaccién {kp,,A =1, ...,00}.

Formalmente, cualquier valor real de B es valido para expandir en r < r¢ la funcién de
onda de dispersion. Se uso esta libertad para escoger B igual al valor fisico o natural de

rot’ /1 en r = rg bajo condiciones de resonancia. Es decir, se escogié B tal que:
B =krgcotgp VA
Los principales resultados pueden resumirse en los siguientes puntos:
1. Prediccién de los polos de resonancia

e La aproximacién propuesta permitié estimar en buena medida los polos de la ma-

triz S en el espacio k, incluyendo tanto su parte real x,, como la parte imaginaria
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M-
e Se identificaron los valores de k£ en los que ocurren las resonancias asociadas
a diferentes funciones de dispersion, estableciendo una secuencia coherente de

posiciones:
ko~ kry < koy =k < k; <k* <kr, <|K|=kp.
Esta secuencia coincide con las predicciones tedricas a primer nivel.
2. Diferencias en las funciones de dispersion

e Se encontré que las distintas funciones de dispersién (tiempo de demora, perma-
nencia e interaccién) no coinciden en sus posiciones de resonancia, particular-
mente en los primeros polos. Estas diferencias disminuyen para resonancias de

mayor orden.

e Se plantea la pregunta sobre cudl de estas funciones describe de manera mas ade-
cuada el tiempo de vida de una particula cuasi-estable asociada a una resonancia,

dejando abierta esta cuestién para investigaciones futuras.
3. Importancia del recorrido efectivo

e La funcién de recorrido efectivo (k) = 23—2 resulté particularmente 1til, ya que

las resonancias ocurren muy cercanas a los valores reales de los polos de S.

e Se mostré que en los puntos k;; el recorrido efectivo satisface:
2
*N T
Finalmente, se reafirma que la aproximacién a un solo nivel de la matriz de reaccién pro-
porciona una buena descripcién de los polos de resonancia y de las funciones de dispersion.
Se concluye que el uso combinado de varias funciones de dispersion permite caracterizar
de manera méas completa el fenémeno de resonancia, identificando patrones clave en sus
posiciones y amplitudes.
Tradicionalmente, la seccién eficaz ha sido la cantidad experimental de referencia para iden-
tificar y caracterizar resonancias, debido a su conexién directa con observables medibles. Sin
embargo, avances recientes en técnicas ultrarrdpidas, como pulsos ldser modulados [4, 37],

el “attosecond streaking” y el “attoclock” [21,28], han demostrado que es posible medir la

fase de dispersién y el tiempo de demora de Wigner de manera experimental.



Apéndice A

Analisis de dispersion a bajas

energias

A.1 Desarrollo de las funciones de dispersién cerca de k£ =0

Todas las funciones de dispersion dependen de ¢. Para el sistema de pozo cuadrado

con un canal, se tiene la relacién:
k
tan ¢ = — tanJ, (A.1)
q

donde 6(k) estd definida como:

d(k) = qro, (A.2)

con ¢ = v/2Vp + k2 siendo el ntimero de onda dentro del pozo cuadrado, y k el ntiimero de
onda en la regién exterior, donde el potencial es cero.

Es de interés determinar el comportamiento de las funciones de dispersiéon para valores
pequenios de k, por lo que se analiza el comportamiento de d(k) mediante una expansién
alrededor de k& = O:

5//(0)

5(k) = 6(0) + 0’ (0)k + Tk:Q + O(k?), (A.3)
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donde:
5(0) = a, (A.4a)
5'(k) = Er, (A.4b)
q
§'(0) =0, (A.4c)
2V
(5”(k) = qTT'O, (A4d)
1
5" (0) = A 4e
0) = 5= (Ade)
Considerando hasta el segundo orden en valores pequenios de k, se tiene:
]{7 5//
tan ¢ ~ — tan <a (0 )k2> (A.5)
q 2
Al expandir en serie de Taylor alrededor de k = 0, se obtiene:
3 "
tan ¢ ~ k tan (a) + ¥ sec? () i éO) (A.6)
q q

Este es el comportamiento general. De esta ecuacion se obtiene que si o es un miltiplo
impar de 7/2 (ay), el comportamiento limite de tan(¢) es distinto al caso donde « es

cualquier otro valor. Si & # a, se concluye que:
¢ —0 cuando k — 0. (A.7)

Mientras que si @ = ay, se sustituye este valor en la ecuacién (A.5):
k 8" (0 k 1
tan ¢ = —— cot ( (0 )k2> =, (A.8a)
q 9 tan (5 ©) k2>

2
k2 1 2 1
Lk _ | A8
WO = )R Vv, o (0)k (4.8)

Donde, conforme k se acerque a cero, el valor de tan¢ — —oo y por lo tanto ¢ — —7/2

conforme k£ — 0. Expandiendo esta ecuaciéon en serie de Taylor alrededor de k = 0, se tiene:

3
\/2 V2V k?
o)~ 5 + Y3k - (Y 0) 5 (A9)
Resumiendo, se tiene que el comportamiento de ¢ cerca de k = 0 estd dado por:
5//( ) .
o tana + o sec e si a # ap,
o(k) = V2 v (A.10)

3
—Tr/z + @5”(0% . (@5”(0)) , sia=ay.
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Y en el limite £ — 0:
O? ' Y
d(k — 0) sa# ay (A.11)
—m/2, sia=ay.

Utilizando la ecuacién (A.10), es posible derivar el comportamiento de [(k) cercay en k = 0,

obteniendo:
2tana 6k2 o 2 :
+ —==0"(0) sec” «, si a # ay,
k) =222 & 0 V2 TV (A.12)

~ AT 3
dk V2Vp8" (0) + <#(0)> k% sia=ay.

De forma exacta:

tanoc’ si o an,
10) =1y — { V2% 7 on (A.13)
0, sia=apy.

Conociendo estas cantidades para [y es posible obtener el valor del tiempo de interaccion

cerca de k = 0:

u o A z\t/a%—i-\/g—%é”(())se@a} , si a # ay, N
T k‘ = —Z2— X " 14
) = 52 dk | Y2V 5110 (V?%;(O))gk] , sia=ay. .
De forma exacta:
prana o o % ay,
T(0) = Ty, — Tk _ (A.15)
00, si a = ay.

El valor de I(k) cerca de k = 0 determina el comportamiento de 7(k) en esta misma regién:

) = 4 (298 - 200 ) = ' %t“g i Osecte - o). ez
B ¥520"(0) + (7\/27‘/025 (0)> k— 27“0] , sia=ay.
(A.16)
Y el valor limite en &k — 0 es:
To — —00, si lp <0,
T0)=m0—=4 10=0, si lp=0, (A.17)
To — 00, si lp > 0.

Usando la ecuacién (A.10), se tiene la relacién:

ktand

V@& + k2tan?§

sin ¢ =
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El comportamiento general de la seccién transversal resonante esta dado por:

tan? ¢

Dependiendo del valor de «;, se tienen dos formas distintas cerca de k = 0:

tan? o

4 , sia#ap,
oo(k) = /?Z sin ¢ ~ (vavo)® (A.19)
%—WT%, sia=apy.
Evaluando en k — 0:
47rt"m2a, si o # apy,
74(0) = 04, 21Vl 7N (A.20)

0, sia=apy.

Para la probabilidad de atrapamiento, se parte de la ecuacion:

P(k) = 7«10 (l(k) - Sm(ﬁ) , (A.21)

lo cual permite obtener el comportamiento cerca de k = O:

k2rg

Plk)~{ (V2W) )
% [mé”(()) + % (7@6 (0))} , sia=ay.

= sec a, si o # ap,
(A.22)

De forma exacta en k£ = 0:
0, sia#apy,
P(0) — 7 oN (A.23)
2, sia=ay.

Finalmente, conociendo el comportamiento de la probabilidad de atrapamiento para valores

pequenos de k, se tiene que el tiempo de permanencia es:

2
m  krg

3
Tp(k) ~ (V2W) )
[V (0)+ 5 (VHD)], sia=an.

5 sec si o # a,
(A.24)

Y de forma exacta en k = 0:

0, si ,
Tp(0) — ooy (A.25)
00, Sla=apy.



Apéndice B

Posicion de los maximos de las

funciones de dispersion a un nivel

Dado a que se conocen las funciones de dispersién a primer orden, dadas en el
capitulo 3, y su relacién con el recorrido efectivo [(k), ahora se busca encontrar una relacién
entre la posicion de los maximos de cada funcién de dispersién con la posicion los maximos

de I(k), denotados por k*.

B.1 Posicién de los maximos (Tiempo de demora y Recorrido

efectivo)

Comenzando por el tiempo de demora, sabemos que este se puede escribir como:

m

T(k) = T (I(k) — 2rp) (B.1)
Alrededor de k*, es posible expandir (k) mediante una serie de Taylor:
l” k*
l(k) ~ (k") + (2)(l<: — k%)%, (B.2)

ya que el término lineal desaparece debido a que I'(k*) = 0. Sustituyendo esta aproximacion

en 7(k), obtenemos:
(k) ~ % <z<1<:*) + l”(f) (k—k*)2 — 2r0> . (B.3)

Para encontrar el maximo de 7(k), se deriva respecto a k y se obtiene:

) — % [z"(Qk*) [kz —kgk*)Q] L (2o ;;(k*))] (B.4)

84
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Igualando a cero para encontrar el punto critico, se tiene que la posiciéon de los méaximos

del tiempo de demora estan dados por:
2 (2rg — I(k*))
l//(k*)

Para derivar el recorrido efectivo, se usa la expresién (3.41), que es el recorrido efectivo a

K2 = (k) -

(B.5)

primer nivel. La primera derivada da como resultado:

80k <(|K£1)y2 - k2>2 + (21@7772”)2)
(0 i)
k) (1D 4 2) (—4k (1P = k2) + s (nﬁf))2)

(e )]

de la cual se obtiene el valor de kz‘l) al tomar "M (k*) = 0, siendo la solucién que asegura

'V (k) =

(B.6)

ser tener un mAaximo:

(kZ“l)>2 — —|KMP + 2|K§1>|\/|KS’P ~( Sf))?. (B.7)

Utilizando la aproximaciéon binomial, esta solucién puede aproximarse a:

(k7)) = ) L (w) (B3)
1)~ Ky, 3 ﬁg}l) . .

La cual predice que la posicién de los maximos del recorrido efectivo es cercana a la parte

real del polo a primer nivel. Evaluando la ecuacién (3.41) en ka), y el valor de 777(11) (3.36),

se encuentra que para valores de B pequenos:
. 2
l (k;(l)) ~ s (B.9)
n

Debido a la complejidad de la segunda derivada del recorrido efectivo, esta se deriva de

forma computacional. Una vez obtenida la segunda derivada, se sustituye el valor de ka) y

se toma a consideraciéon que n es pequeno, lo que conduce a obtener:
4

()"

Sustituyendo esta expresién en (B.5), se obtiene que la posicién de los maximos del tiempo

"D (k) ~ — (B.10)

de demora a primer nivel estan dados por:

(k) = (g2 4 o M) (0) (B.11)
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B.2 Posicién de los maximos (Tiempo de interaccion)

El tiempo de interaccién esta dado por la expresién (2.30). Expresando esta

ecuacion en términos del recorrido efectivo, se tiene:
m
Tr(k) = —IU(k). B.12
(k) = (k) (B.12)

Como sabemos por anterioridad, alrededor de k* es posible expandir (k) en serie de Taylor

(B.2). Al sustituir esta expansién, se tiene:

m (k%) 9
Tr(k) ~ — ( U(KE" E—FE)"). B.1
10~ g (106 + 250 ) (B.13)
Para encontrar el maximo de T7(k), se deriva respecto a k y se obtiene:
, B m l//(k*) k2 _ (k*)2 B l(k*)
Ti(k) =~ [ 5 2 5 (B.14)

Por lo que siguiendo el mismo procedimiento que en la seccién anterior, utilizando (B.6),
(B.7) y (B.10) , se obtiene que la posicién de los méximos del tiempo de interaccién a primer

nivel estan dados por:

<k%))2 ~ (k*)? — Z(Z*) (nfj))g. (B.15)

B.3 Posicién de los maximos (Probabilidad de atrapamiento)

Siguiendo el tratamiento, ahora se buscan los maximos de la probabilidad de atra-
pamiento a primer nivel P(V(k). Expresando el recorrido efectivo IV (k) (3.41) y la fase

»M (3.39), en la ecuacién:

p(l)(k) — i (l(l)(k) _ Sm(%(l)(k))) ’

To k

la probabilidad de atrapamiento un nivel esta dada por:
8nk?
N
ro ((]Kfll)P — k2)2 + 42 (7]7(11)) >

Para determinar la posicién de sus méximos, calculamos la primera derivada de P! (k)

(B.16)

PW (k) =

respecto a k:

14 (1) )4

2
o (R =224 ak2 (50))
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Al igualar esta derivada a cero y despejar para encontrar el maximo k = k:g), se obtiene que

los maximos de la probabilidad de atrapamiento ocurren cuando k = |K¢(L1)|. Por lo tanto,

los maximos de P(k) en la aproximacién a un nivel estén dados por:

KD = K], (B.18)

B.4 Posicién de los maximos (Tiempo de permanencia)

El tiempo de permanencia a primer nivel se define como:

mroPM (k)
hk ’

donde la probabilidad de atrapamiento PM (k) estd dada por (B.16). Se sabe que P (k)

T3 (k) = (B.19)

alcanza su maximo en k = |qu1) |. Por lo tanto, expandiendo P (k) alrededor de k = |K7(L1)|
utilizando una serie de Taylor:

P'O(ED))

PO (k) =~ PO(KD]) + >

n

(k— K12 (B.20)

Sustituyendo esta expansién en la expresiéon de Tg)(k), se obtiene:

PO (ED))

2

mr
T (k) ~ 2 (P<1><|K<1>|> +

(k- !K£1)|)2> : (B.21)

Para encontrar los maximos de Tg)(k:), derivamos respecto a k:

T (k) = 0 [—,j <P<”<|K£3>|> P 2O, |K,<3>|>2> + PRk - KD
(B.22)
e igualamos a cero. Resolviendo esta ecuacion, se obtiene que los maximos del tiempo de
permanencia a primer nivel estan dados por:
1
(k(T1D)>2 ~ KD 4 ilj((;)((’!;féil? (B.23)
La segunda derivada de la probabilidad de atrapamiento P(k) se obtiene utilizando métodos

computacionales debido a la complejidad de su expresiéon. Al evaluar en k = |K,(11)], se

obtienen los siguientes resultados:

PU(EN]) = (B.24)
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PrO(ED) = -— (5.25)

3
1
o (19
Sustituyendo estos resultados en la ecuacién para los maximos del tiempo de permanencia,

se tiene:

(1)

(i)
(k;l;)szKg)\?Jr o) . (B.26)

— 4
o ()
Simplificando la expresién, se encuentra:
D\ 2 2 2
(KG) = D2 = (n) = (). (B.27)

B.5 Posicién de los maximos (Seccién transversal resonante)

La seccién transversal resonante a primer nivel estd dada por:

S0 — 4 (ng))z

= > ,
42 <n7(11)) +(IKDR - k2)2

(B.28)

Para encontrar los puntos donde esta funcién alcanza su méaximo, derivamos directamente

(1)

respecto a k. La primera derivada de o, " (k) es:
WV (12 _ (g2 (1))
16k ()" (12 = KD 42 (0

o 2
<(k2 _ |K’r(L1)‘2)2 +4k2 (777(11)) )

(B.29)

Al buscar los puntos criticos, es decir, donde ogl)(k) = 0, se obtiene que la funcién alcanza

su maximo cuando:

k2= KW —2n? = k2. (B.30)

Por lo tanto, los maximos de la seccién transversal resonante a primer nivel ocurren en:

1 1)\?
k@_wmw_4%§_wx (B31)




Apéndice C

Estados acotados

C.1 Detalles del método numérico y scripts de calculo

En este anexo se presenta una descripcion técnica de los programas utilizados para
el calculo numérico de los maximos de las funciones de dispersién y de los polos asociados,
asi como una breve mencién del script de visualizacion de resultados. Con ello, se busca
justificar el método numérico, detallar el control de error y mostrar la forma en que se

integran estas rutinas en el desarrollo del texto principal.

C.1.1 Cailculo de méximos y polos (archivo principal)

El programa que calcula la posicién de los méximos de las funciones de dispersién

y los polos del coeficiente S se encarga de dos tareas principales:

e Deteccién de maximos (picos) en las distintas funciones de dispersion (tiempo de
demora, recorrido efectivo, probabilidad de atrapamiento, entre otras) mediante la

funcién find_peaks de scipy.signal.
e Bisqueda de polos de la funcién compleja S(k) usando Newton-Raphson en el plano

complejo.

Discretizacion y muestreo de k

Se define un rango para k, desde k = 0 hasta cierto valor maximo (dependiendo

del caso), subdividiéndolo en un niimero muy alto de puntos (en el orden de 10°). Este
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refinamiento de la malla es esencial: se incrementa progresivamente el nimero de puntos
hasta verificar que la posicién de los maximos apenas varie (~ 1073 en la variable k). Asi

se garantiza la convergencia de las posiciones de los méximos de las funciones de dispersion.

Detecciéon de maximos con find peaks

Cada funcién de dispersién se evalua sobre la malla descrita. Posteriormente, se
aplica la funcién find_peaks de scipy.signal, que identifica los indices donde la funcién
presenta méximos locales. Con esos indices, se obtiene el conjunto {k;} de posiciones de

maximos.

Bisqueda de polos con Newton-Raphson

La segunda parte del programa aplica Newton-Raphson para hallar ceros de la
funcién compleja

Sgen(k) = qcos(qro) — ik sin(gro),

donde ¢ y otras magnitudes dependen de k y pardmetros del potencial (por ejemplo, Vj y

L).

1. Valores iniciales: se toman los maximos de [(k) u otras funciones, anadiéndoles una

pequena parte imaginaria, para explorar el plano complejo.

2. Iteraciones de Newton: Se calcula

f _ Sden (k;(n)) df ~ Sden(k‘(”) + 61) — Sden(k(n))

€1

con € ~ 107% a 107!2. Luego,

(n+1) _
k I

3. Criterio de convergencia: la iteracién continiia hasta que ‘ f/df ‘ sea menor que
: —12 .
una tolerancia (107'%). Se descartan los valores que no convergen o que resultan

duplicados.

Asi se identifican los polos de la funcién S(k). Posteriormente, se clasifican segin

sus partes real e imaginaria (resonantes, virtuales, acotados, etc.).
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C.1.2 Generacién de gréficas (script de visualizacién)

El segundo programa se dedica a la visualizacién de los resultados:

e Graficar las curvas de 7(k), I(k), ¢(k), 04(k), entre otras.
e Resaltar la ubicacién de los mdzimos encontrados con find_peaks.

e Indicar las posiciones de los polos detectados por Newton-Raphson, trazando lineas

verticales o marcadores que facilitan la comparacion entre polos y maximos.

Para ello, se emplea la librerfa matplotlib (Python), generando figuras de alta

resolucién y permitiendo hacer zoom alrededor de las resonancias.

C.1.3 Control de error y convergencia
Refinamiento de malla

Se inicia con un numero bdsico de puntos en {k} y se incrementa el muestreo.
Tras cada refinamiento, se recalculan los maximos y las posiciones de polos, comprobando
la estabilidad de los resultados. Se considera que hay convergencia numérica cuando la

diferencia en la posicién de los méximos es despreciable (por ejemplo, < 10713).

Tolerancia en Newton-Raphson

En la iteracién de Newton, la correcciéon Ak = —f/df debe caer por debajo de la
tolerancia establecida (107!2?). Si no converge en un niimero razonable de iteraciones, se

ajusta la tolerancia, la magnitud e para la derivada o se cambian las semillas iniciales.

Clasificacion y validacién fisica

Las posiciones de los polos se comparan con los maximos de las funciones de
dispersién: en el régimen resonante, se verifica que haya correspondencia cercana entre la
parte real del polo y el maximo de la seccion transversal, el recorrido efectivo o el tiempo

de demora, entre otras.
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C.1.4 Implementaciéon numérica

Los scripts estan escritos en Python 3, utilizando las bibliotecas numpy, matplotlib,
pandas y scipy. A continuacién se muestra el cédigo principal para el cdlculo (Newton-
Raphson y deteccién de maximos), que constituye la base numérica para la localizacién de

polos y el anélisis de las funciones de dispersién:

import numpy as np

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.signal import find_peaks
import gc

# Definir el caso que deseas analizar, usa ’None’ para todos los casos
selected_cases = None # Cambia a None para procesar todos los casos

# Definiciones de funciones

def S_function(k, V2, L):

q = np.sqrt(2 * V2 + k*x2)

gamma = q * L

argdelta = (k / q) * np.tan(gamma)

phi = np.arctan(argdelta)

S = q * np.cos(gamma) - 1j * k * np.sin(gamma)
return S

def newton_raphson(initial_guesses, max_iterations, tolerance, V2, L):
poles = []

iterations = []

for initial_guess in initial_guesses:

current_guess = initial_guess

for iteration in range(max_iterations):

f = S_function(current_guess, V2, L)

df = (S_function(current_guess + le-12j, V2, L) - f) / le-12j
energy_correction = -f / df

current_guess += energy_correction

if np.abs(energy_correction) < tolerance:
poles.append(current_guess)

iterations.append(iteration + 1)

break

return np.array(poles), iterations

def process_k_segment (k_segment, V2, L):
q = np.sqrt(2 * V2 + k_segment**2)
gamma = q * L
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tan_gamma = np.tan(gamma)

cos_gamma = np.cos (gamma)

cos_phi = np.cos(np.arctan((k_segment / q) * tan_gamma))

phi = np.arctan((k_segment / q) * tan_gamma)

theta = phi - k_segment * L

tan_gamma_sq = tan_gamma**2

1k = ((2 * q) / (gq**2 + k_segment**2 * tan_gamma_sq)) * (

(1 - (k_segment**2 / g**2)) * tan_gamma + (k_segment**2 / q) * L * (1 / cos_gamma)**2)

tau = (1 / k_segment) * (lk - 2 * L)

Tdt = (1 / k_segment) * 1k

TdP = (1 / k_segment) * (lk - (np.sin(2 * phi) / k_segment))

Pk = (k_segment**2 / (L * g**3)) * (2 * q * L - np.sin(2 * gamma))
* (cos_phi**2 / cos_gamma**2)

sigmaphi = 2 * ((4 * np.pi) / k_segment**2) * np.sin(phi)**2

return tau, Tdt, TdP, 1k, Pk, sigmaphi

# Funcién para depurar polos duplicados

def filter_poles(poles, tol_imag=1le-6, tol_real=1e-6):
unique_poles = []

for pole in poles:

is_duplicate = any(np.abs(pole.imag - u_pole.imag) < tol_imag and
np.abs(pole.real - u_pole.real) < tol_real

for u_pole in unique_poles)

if not is_duplicate:

unique_poles.append(pole)

return unique_poles

# Cargar los pardmetros desde un archivo
parametros_df = pd.read_csv(’parametrosModVF.txt’, delim_whitespace=True)
iniciales_df = pd.read_csv(’InicialesModVF.txt’, delim_whitespace=True)

# Filtrar los casos si se selecciona una lista especifica
if selected_cases is not None:
parametros_df = parametros_df [parametros_df[’Caso’].isin(selected_cases)]

# Lista para almacenar los resultados antes de concatenar
rows_list = []

# Iterar sobre cada fila de parametros
for _, row in parametros_df.iterrows():
a, b =rowl[’a’], row[’b’]

mx = row[’mx’]

fcambio = row[’Factor’]
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# Obtener el valor de delta0 correspondiente al caso actual
delta0 = iniciales_df[iniciales_df[’Caso’] == row[’Caso’]][’delta0’].values[0]
incrementodel = iniciales_df[iniciales_df[’Caso’] == row[’Caso’]] [’Incremento’].values[0]

# Calcular V2 basado en deltaO
V2 = (((delta0 * (mp.pi / 2))) / L)**x2 / 2

# Espacio de k manejable
k_segments = np.array_split(np.linspace(0, 2 * mx, 1000000000), 10)

for k_segment in k_segments:
tau, Tdt, TdP, 1k, Pk, sigmaphi = process_k_segment(k_segment, V2, L)

# Encontrar los maximos

indexes_tau_max = find_peaks(tau) [0]
indexes_T_max = find_peaks(Tdt) [0]
indexes_TP_max = find_peaks(TdP) [0]
indexes_lk_max = find_peaks(1k) [0]
indexes_Pk_max = find_peaks(Pk) [0]
indexes_sigmaphi_max = find_peaks(sigmaphi) [0]

# Suposiciones iniciales para los polos
initial_guesses = np.append(k_segment [indexes_lk_max] - 0.1j, 0.001)

# Calcular polos
poles, pole_iterations = newton_raphson(initial_guesses, max_iterations=2000,
tolerance=1e-13, V2=V2, L=L)

# Filtrar polos duplicados
unique_poles = filter_poles(poles)

for i, pole in enumerate(unique_poles):

# Hallar valores de k cercanos a la parte real del polo

closest_k_lk = (k_segment[indexes_lk_max[np.abs(k_segment[indexes_lk_max]
- pole.real).argmin()]]

if indexes_lk_max.size > O else np.nan)

closest_k_tau = (k_segment[indexes_tau_max[np.abs(k_segment[indexes_tau_max]
- pole.real).argmin()]]

if indexes_tau_max.size > O else np.nan)

closest_k_T_max = (k_segment[indexes_T_max[np.abs(k_segment[indexes_T_max]
- pole.real).argmin()]]

if indexes_T_max.size > 0 else np.nan)
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closest_k_TP_max = (k_segment[indexes_TP_max[np.abs(k_segment[indexes_TP_max]

- pole.real).argmin()]]

if indexes_TP_max.size > 0 else np.nan)

closest_k_Pk = (k_segment[indexes_Pk_max[np.abs(k_segment [indexes_Pk_max]

- pole.real).argmin()]]

if indexes_Pk_max.size > O else np.nan)

closest_k_sigmaphi = (k_segment[indexes_sigmaphi_max[np.abs(k_segment[indexes_sigmaphi_
- pole.real).argmin()]]

if indexes_sigmaphi_max.size > 0 else np.nan)

row_dict = {
’Caso’: row[’Caso’],
’k_max_1k’: closest_k_1k,
’k_max_tau’: closest_k_tau,
’k_T_max’: closest_k_T_max,
’k_TdO_max’: closest_k_TP_max,
’k_max_Pk’: closest_k_Pk,
’k_sigmaphi_max’: closest_k_sigmaphi,
’Polo_S_parte_real’: pole.real,
’Polo_S_parte_imaginaria’: pole.imag,
’Omega’: np.sqrt(pole.real**2 - pole.imag**2),
’Magnitud del polo’: np.sqrt(pole.real**2 + pole.imag**2),
’Numero_de_iteraciones’: pole_iterations[i]

}

rows_list.append(row_dict)

# Liberar memoria
del tau, Tdt, TdP, 1k, Pk, sigmaphi
gc.collect()

# Convertir la lista de diccionarios en un DataFrame y concatenarlo
resultados_df = pd.DataFrame(rows_list)

# Guardar los resultados
resultados_df.to_csv(’Resultados_Modelo_InfinitoVFF.csv’, index=False)
print("Los resultados depurados han sido guardados en ’Resultados_Modelo_InfinitoVFF.cs
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