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Resumen

En este proyecto se hace una breve introducciéon a las métricas tipo Lifshitz con exponente
dindmico critico mayor o igual a 1, a las métricas con violacién de hiperescala y a la teoria
Einstein-Maxwell-dilaton.

Posteriormente, se resolverdn las ecuaciones de campo de la teoria Einstein-Maxwell-dilatén
para construir una solucién tipo agujero negro con isotropia espacial. Esta nueva métrica, con un
cambio de variable, serd convertida a una geometria con exponente dindmico critico mayor a 1 que
asintéticamente tiende a una configuracion gravitatoria con exponente de violacién de hiperescala.

A continuacion se verificara que las soluciones que acompafian a la nueva métrica encontrada
al hacer un cambio de variable efectivamente sean soluciones en el sistema descrito por esta nueva
geometria.

Finalmente, se determinara la termodinamica béasica de este agujero negro.

Palabras clave: teoria Einstein-Maxwell-Dilatén, espacios de Lifshitz, geometrias con violacion
de hiperescala, métrica tipo agujero negro.
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Introduccion

La inquietud del ser humano acerca del comportamiento de la naturaleza ha sido la ba-
se fundamental para la construcciéon de las ciencias, cuyo objetivo principal es entender y
explicar los fenémenos en el universo. Una ciencia muy amplia y que ha sido la base para
otras es la fisica. La fisica nacié desde las antiguas civilizaciones y se fue perfeccionando a lo
largo de la historia. Hasta el siglo XIX los fisicos crefan que estaban cerca de alcanzar una
descripcién completa de la naturaleza. Sin embargo, este logro no se obtuvo porque las nuevas
generaciones de cientificos comenzaron a cuestionar esta descripciéon y a proponer mejores modelos.

Uno de los fisicos importantes de la historia y al que se le debe un cambio a las bases de la
fisica es Albert Einstein. Los principales aportes de este hombre fueron:
La relatividad especial publicada en 1905 donde parte de los hechos experimentales que mostraban
la inexsistencia del éter y de la idea de que las leyes de la fisica son las mismas para todos los
observadores moviéndose libremente, cambiando el concepto del tiempo y el espacio para llegar a
conclusiones como el caracter constante de la velocidad de la luz, la contracccién de la longitud y
la dilatacién del tiempo para objetos con velocidades cercanas a las de la luz.
La relatividad general publicada en 1915, cuyo origen se debid a la necesidad de explicar fenomenos
fisicos desde cualquier sistema de referencia, principalmente acelerados, y la comprension de la
existencia de una estrecha relaciéon entre aceleracién y campo gravitacional, obteniendo conclusio-
nes de que la materia y la energia deforman de alguna manera el espacio-tiempo. Posteriormente,
Einstein expres6 estas conclusiones con ayuda de Marcel Grossman al modelar mateméticamente
al espacio-tiempo como un espacio curvado. Finalmente, Einstein y David Hilbert casi al mismo
tiempo obtuvieron las ecuaciones que relacionan la curvatura del espacio-tiempo con la masa y la
energia contenida en él.

La relatividad general sin ser verificada experimentalmente tuvo su primera utilidad cuando

meses después de ser publicadas las ecuaciones de esta teoria, Karl Schwarzchild obtuvo la
primera solucién correspondiente a objetos que en esos tiempos se desconocia su existencia y que
fueron llamados agujeros negros. Esta soluciéon fue la motivaciéon para que mas fisicos buscaran
soluciones a estas ecuaciones y que también fueran agujeros negros. Posteriormente, las evidencias
de la existencia de este tipo de objetos en el univero fueron obtenidas con el tiempo a través de
observaciones astronémicas en las galaxias.
También, la teoria de la relatividad general obtuvo mayor importancia cuando en 1916 se explico
el comportamiento de la 6rbita de Mercurio con ésta y cuando en 1919 una expedicién liderada
por Arthur Eddington confirmé la prediccion de esta teoria para la desviacion de la luz estelar al
pasar cerca del Sol durante un eclipse total de Sol en ese ano.

Anos posteriores, al tener evidencia de algunas predicciones de esta teoria de la relatividad
general se utiliz6 como base para formular la teoria del Big-Bang que explica el origen y desarrollo
del universo aunque posteriormente la comunidad cientifica vio ligeros obstéiculos que no se pueden
explicar y que ain estén tratando de resolver. Ademés, hoy en dia atn sigue un arduo trabajo para
conciliar la relatividad general con otra rama importante de la fisica , la mecanica cuantica [11, 12].

XI



XI1I Introduccion

Otra aplicacion importante de esta teoria es que ha sido la base para la construccién de teorias
gravitatorias que tienen propiedades y simetrias similares a las de teorias de campo fuertemente
acopladas y que son una herramienta importante para una rama de la fisica que surgié hace
algunas décadas, la correspondencia hologréafica.

El ejemplo mas importante y entendido del principio holografico es la correspondencia AdS/teoria
de campo conforme propuesta por Maldacena [13]. Esta dualidad se ha generalizado en muchas
direcciones y la nocién de la correspondencia teoria de norma/gravedad ha llegado a ser una
herramienta importante en la dualidad holografica [14].

El objetivo de la dualidad norma/gravedad es establecer una relacién entre teorias de campo en D
dimensiones con teorias gravitacionales en D+1 dimensiones, donde se establece que un campo de
materia en teoria gravitatoria corresponde a un operador en la teoria de campo dual. Asi, ciertas
preguntas dificiles de responder en la teoria de campo llegan a ser mas transparentes en el lado de
la gravedad via la correspondencia AdS/CFT [4].

Una de las extensiones mas interesantes de esta dualidad consiste en el estudio de sistemas criticos
cuéanticos que pertenecen al ambito de la fisica de la materia condensada [13], los cuales tienen
las mismas simetrias exhibidas por algunos modelos gravitatorios. Algunos de ellos se pueden
agrupar en geometrias tipo Lifshitz o asintoticas a éstas y otras con violacion de hiperescala o con
comportamiento asintético a éstas [4, 13 y 14].

Ejemplos descritos por esta dualidad son los superconductores y fermiones unitarios.

OBJETIVO: Determinacion de una nueva métrica tipo agujero negro con exponente dindmico
critico mayor a 1 y exponente de violaciéon de hiperescala en un espacio de D+2 dimensiones
como solucién a las ecuaciones de campo de la teoria Einstien-Maxwell-dilatén y obtenciéon de la
informacién termodindmica basica de esta solucion.



Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Espacios Lifshitz

Este tipo de espacios es descrito por una teoria invariante de Lifshitz. Estos espacios son espa-
cialmente isétropos y homogéneos, es decir, invariantes bajo traslaciones espaciales y temporales y
rotaciones espaciales:

H:t—t =t+a, (1.1)
Plixt a2t =2+ d, (1.2
LV gt — gt = L;-zj.
También, esta teoria de Lifshitz admite una simetria de escala no relativista:
D, :r— 1’ =\t (1.4)
t—t = \T%t, (1.5)
zt— 2 = \Ft (1.6)

siendo z es el exponente dindmico critico y r la coordenada extra utilizada en la dualidad hologra-
fica.

Una generalizacién de esta teoria se obtiene considerando una métrica anisétropa espacialmente,
es decir, una métrica que admite la siguiente simetria de escala no relativista:

D, :r— 1 =\, (1.7)
t—t' = 2F*, (1.8)
rt— 2t = AT (1.9)

siendo z; los exponentes dinamicos criticos, los cuales en general son distintos [13].
La geometria de Lifshitz mas sencilla es dada por la métrica

d 2
ds® = L?(—r2dt? + rH2da? + Lz) (1.10)
r

donde 0 < r < oo, L es el radio de Lifshitz e i = 1,2, ..., D. Los signos + y — en las potencias de
r estan relacionados con la transformaciéon r — %, la cual deja la métrica invariante. Ademaés, los
invariantes de curvatura de esta geometria son contantes.

Las métricas asintoticamente Lifshitz son descritas por la geometria

dr?
2 _ 72 +2z 2 4272
ds* =1L (r fr)dt® + r=4dz; + TQf(T‘)) , (1.11)



CAPITULO 1. ANTECEDENTES
1.2. METRICAS CON EXPONENTE DINAMICO CRITICO Y EXPONENTE DE
VIOLACION DE HIPERESCALA

con i = 1,...,D. Siendo f(r) el factor de ennegrecimiento [15]. Esta forma asintética ya no es
isétropa y homogéna, y sus invariantes de curvatura ya no son constantes.

1.2. Meétricas con exponente dindmico critico y exponente de
violacién de hiperescala

Una clase més general que la métrica (1.10) toma la forma

20
o of T \P [ dt? dip?+dr?

siendo R una constante. Esta geometria también es isdtropa y homogénea en la frontera, es decir,
para cada r constante distinta de cero. Este tipo de métricas son llamadas métricas con violacién
de hiperescala.
Bajo el reescalamiento {¢, @ p, 7} — {A\*t, \@ p, Ar} la métrica se transforma como ds? — AT ds2.
Esta transformacién covariante de la métrica se debe al hecho de que el operador densidad de
energia (como otros més) en la teoria dual adquieren una dimension anémala, mientras que en
gravedad se debe a forma de esta métrica. La existencia de tales dimensiones anémalas es conocida
como violacion de hiperescala y 0 es llamado exponente de violacion de hiperescala. Este tipo de
métricas son importantes en el contexto de las fases de la materia.

En un caso mas general, una geometria enfocada para obtener més informacién termodinamica

toma la forma oo
o o T \? f(r)dr? dr? dz 52
ds® =L <Ro> < 2 + Fiyr + 2 , (1.13)

la cual tiende asintéticamente una métrica con violacion de hiperescala con la condiciéon de que
f(0) = 1. Esta métrica ya no es is6tropa y homogénea.

En el caso de las geometrias descritas por (1.12) y (1.13) sus invarinates de curvatura no son
constantes y por lo regular divergen en r grande o pequeno.

Si f(r) tiene las propiedades adecuadas esta geometria corresponde a la solucién de un agujero
negro en forma euclidea. En tal caso es conveniente recordar que una métrica euclidea se caracteriza
por el signo que acompaiia al término que corresponde al pardmetro de evolucion, dr?, el cual es
+. Mientras que una forma para determinar que la solucién encontrada al resolver las ecuaciones
de campo es un agujero negro es mostrando que dicha solucién tiene un horizonte de eventos y que
los invariantes de curvatura de esta soluién evaluados en el horizonte de eventos son finitos, estos
invariantes de curvatura se definen en el apéndice C. Ademés, en el caso de un espacio-tiempo
plano estos invariantes son cero.

Para esta solucion de agujero negro se puede encontrar un radio ry para el cual f(rg) = 0. Este
radio es el horizonte de eventos.

Al tratar de deducir las propiedades termodindmicas bésicas del agujero negro se encuentra que
el radio rg esta relacionado con la temperatura de dicho agujero negro por la imposicién de que
el espacio-tiempo sea regular en el horizonte de eventos y al expandir la métrica cerca de éste se
tiene

' — r)dr? dr? dzp?
d 24 |f (TH)KTH ’I“) —+ D —+ ... 1.14
o = Al E IR (1.14)

y con el cambio de coordenadas
_ T?qlf’(TH)\pa

R o : (1.15)
+
_ (1.16)
Form)] ‘




CAPITULO 1. ANTECEDENTES
1.3. TEORIA EINSTEIN-MAXWELL-DILATON (EMD)

la geometria toma la forma
ds? = p2dw? + dp? dzp®
§% = pde” +dp” + —5

2, + .. (1.17)
En esta forma, se puede asociar esta representacion de la geometria a la de un espacio-tiempo plano
en coordenadas cilindricas. Para evitar la singularidad en p = 0 se considera que ¢ ~ ¢ + 27. Pero
¢ es definido en términos de 7, y 7 tiene la periodicidad 7 ~ 74 % De esta manera, la temperatura
del agujero negro es

[f'(ra)l

T=—-"=. 1.18
47r7"§{1 ( )

Por otro lado, un resultado general en gravedad semiclésica es la densidad entropia, la cual esta
asociada con el area del horizonte. Para el espacio-tiempo del agujero negro, su densidad de entropia
es

- 2rLP T?_I_D

k2 RY

donde x? es una constante proporional a la constate de Newton.
Sin embargo, ésta no es toda la informacién termodindmica necesaria para ser utilizada en la
dualidad, para esto se debe recurrir a la construccion de la termodinamica del agujero negro con
ayuda de la mecanica estadistica, el objetivo principal es construir un potencial termodindmico del
cual se puede obtener la mayor cantidad de informacion, en este caso el potencial termodinamico
apto para esto es la energia libre, dada por la expresiéon

S

(1.19)

F = 7TLTL(ZQFT) = fTLn(ZGm,J.) = TS[g*] (120)

donde se utiliza la equivalencia entre la funcién de particion Zgpr (teoria de campo conforme) y
ZGrav. (teoria gravitacional) y la aplicacion de esta teoria en el limite semiclasico. En el altimo
término S[g*] es la accion total (del campo de materia+de Gibbons-Hawking+contratérmino)
evaluada en las expresiones encontradas para la métrica, el campo escalar y el campo vectorial del
agujero negro como soluciones a las ecuaciones de campo [5].

1.3. Teoria Einstein-Maxwell-dilaton (EMd)

La teoria Einstein-Maxwell-dilatén es una teoria alternativa de la gravedad con origen en la
teoria de cuerdas heterdticas de baja energia. En esta teoria se utiliza una densidad lagrangiana
que permite crear geometrias con invariancia de escala anisétropa, ésta incluye un tensor métrico
g, un campo escalar dilatén ¢, un potencial vectorial de Maxwell A,, y una constante cosmolédgica
A1), [2]

Estos campos son gobernados por la accion funcional en D + 2 dimensiones [3]-[4]
S = [dPT2z[R—2A — }(V¢)? — 1 F?)\ /=g = [dPT?z[R—2A + L,,]\/—g  (1.21)

donde
L=R-2A—1(V$)? — 1e*F? es la densidad lagrangiana total en esta teoria,

Ly =—%(V¢)? — 1eMF? = —19r70,00,¢ — ie/\d’gwlgﬂﬁl F,3F, 5 esla densidad lagrangiana
de los campos de materia,

g = det(gu.) es el determinante de la matriz de la métrica (g,.),

R = g" R, es el escalar de Ricci

y
RO Yy hopp _pproe ) tos dol ¢ de Ricci
w = o — ot + 1,7 0L, =T,/ ,T7, son las componentes del tensor de Ricci.




CAPITULO 1. ANTECEDENTES
1.3. TEORIA EINSTEIN-MAXWELL-DILATON (EMD)

El tensor electromagnético estd definido por F,,, = 0,4, — 0,4, de tal manera que F? =
F Fr.
En general el campo escalar ¢ como el potencial vectorial A, dependen de todas las coordenadas
del espacio en D + 2 dimensiones. En esta teoria alternativa de la gravedad ambos estan acoplados
como se muestra en la forma de la accion.




Capitulo 2

Deduccion de las ecuaciones de
campo

Aplicando el principio de minima accién a la expresion (1.21)

0=10S= 6/dD+2x[R —2A + Ly, ]v/—g

— [P al(R~ 20+ L)3y=g + VGOR oL,

de la variacién con respecto al tensor de curvatura se tiene

1
0V=9 = =5V=99w09"" (2.1)

SR = R,,60" + g" 6R,,. (2.2)
Asi,
1 1 wOR 0Ly, w
0= /dD“x |:_29/J«VR + G = S g Lm + Ry + 9" 597“,, + 59“”] V=969’
D+2 1 1 6Lm uv D+2 iy
= d T _§guuR + guVA - igprm + R/JV + 69? \% _969 + d zg 5R,uu vV —9-

Con respecto al segundo sumando, para calcular 6 R, notar que las cantidades I' 7, no son tensores
pero las cantidades 6I",7, silo son, ya que I' 7, A,dx” es el cambio del vector A, bajo un desplaza-
miento paralelo desde un punto P a un punto separado infinitesimalmente P’. Asi, 6T W v Aodz” es
la diferencia entre dos vectores, obtenido como el resultado de dos desplazamientos paralelos (un
invariante y el otro con la variacién de F;fu) del punto P a un fijo y de éste ultimo al punto P’.
La diferencia entre dos vectores en el mismo punto es un vector, y por lo tanto I',7, es un tensor.
Ahora, usando un sistema de coordenadas localmente geddesico, se tiene en este sistema I',7,, = 0;

de la definicion de R, (en este sistema las primeras derivadas de g"” son iguales a cero), entonces

0 0 0 0 ow’
I P _ P — MV P _ P v o __
R i A A A R A ¥

donde w? = g"”él',f,, — g"?ol’ )/

wve
Como w” es un vector, en un sistema de coordenadas arbitrario se escribe

L9
/—g O0xr

5

gMV(SRMV = g;w(

9" Ry = (V—guw").



CAPITULO 2. DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO

Por lo tanto,
/—awP
/dD+2xg;Lu6RMV\/jg: / 8( ax,iw )dD+2$.

Por el teorema de Gauss, esta ultima integral de volumen se puede transformar en una integral de
w” sobre la superficie que encierra el D + 2-volumen. Como las variaciones del campo son cero en
los limites de integracién, este término desaparece. Entonces

1 1
OZ/dD+2x |:29#VR+9#VA gWL JrRWJr 6 o ™\ =g

pero esto se sumple sélo si el término entre corchetes es igual a cero, es decir,

1 1 0L,
,igWR + g — gWL +Ru+— Sgi =0.
Entonces 1
R;u/ - §guyR + Ag/u/ = THJ/ (23)
con 1 SL
_ = __m
T = 30T = 5 05 (2.4)

el tensor momento-energia.
Ahora, para escribir el tensor anterior en forma més explicita se calcula la variaciéon de la densidad
lagrangiana de los campos de materia con respecto a la métrica

6Lm 0/ 1 A wsp’ v’ up’ sv v’
Sqgro = _55553 PO ¢ — 1€ ¢[5Ip§<’r 9" Fuv v + g 6704 FuyF]

1 1 , 1 1 ,
= _iapﬁﬁao‘é - Zem[vaFa + Fume = D) pfbaa(b - ZeM’[FpVFU + Fqua#]
1 15, , 1 1 v ol
= —§8p¢80¢ — ie (2FPVF0' ) = —iap(baggb — 56 g Fpp’Fo'O"

Asi, la ecuacion (2.4) se convierte

1 po )\¢ BB’ 1 1 o v

T = _Zgltl’[ p 050 + v 9" FypgFyp] + §8u¢3u¢ + ¢ 9 M F Fyur (2.5)

Las expresiones (2.3) y (2.5) son las ecuaciones de Einstein.

Por otro lado, la ecuacién para el campo escalar ¢ es calculada a partir de las ecuaciones de
Euler-Langrange de forma que

§Ly, 6L, A x e
Voils@,a) =56 1
donde
SL 5 1, 1 1 ,
m_— 9N — ghm b — M2 — i[5 w
5(0,0)  6(0,0) {R 2M = 59" 0udOwd — (e°F 59" 1650w + 6, 0,4

1 '
_i(gpﬂ a/d/¢ _|_ gﬂpaud)) — _gpuau(b.
Entonces

0L,
Vo <W> = Vp(fgpﬂa#(;s) = 7gplivp(8‘u¢) — _0g,




CAPITULO 2. DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO

ya que V,(g"*) = 0.
Asi,

O¢ = %WF?. (2.6)

Finalmente, para la ecuacién del potencial vectorial A, se toma en consideracién que el lagrangiano
total se puede escribir en la forma

1 1 1 1 C
L=R-2A— §(V¢)2—16)‘¢F2 = RfZAfE(VqS)Qf 16A¢g““ 9" (0, A, —0,A,) (0 Ay — 0y Aur).

La ecuacion de Euler-Lagrange para este campo es

oL oL
Ve (5(3,,/10)) =54, "

donde
5L ]. )\ ’ IJl/’ v v ’ V' V, 7
A~ 1 gt g (818Y — 8461 ) (B Aur — By Apr) + (u Ay — B, AL) (81 8Y — 8% 511)]
1 ’ / ’ /
= —Ze)‘(b[(g”“ 97" =g ¢"" ) Ow Ay — 0 Ap) + (0, AL — 0,AL) (6" 977 — g7 g"")]
= —iew[é‘pA" —07AP — 97 AP 4+ 0P A7 + 0P A% — §7 AP — 97 AP 4+ 9P A7
= _iew[wma — 407 AP] = —%WFW = —Fr.

Entonces

5L . >\¢ poy _
VP(&(e?pAU))V”( ST =0

Q’WVM(eWFup) —0. (2.7)







Capitulo 3

Soluciéon de las ecuaciones de campo

Para resolver las ecuaciones de campo (2.3), (2.5), (2.6) y (2.7), se propone la métrica del tipo

agujero negro con isotropia espacial asintoticamente Lifshitz

dr?

r2f(r)

ds* = —r?Z f(r)dt* + +r2dx?

(3.1)

coni=1,...,Dy 2 > 1 (solucién con el objetivo de utilizarla en la dualidad hologréfica para

trabajos futuros).
En forma matricial esta métrica, en el orden t,r, x;, es de la forma:

(guu) = 0 #(r) 0
0 0 r2
Y —1
e 00
@)=1 0 r2f(r) 0
0 0 &

Calculando los simbolos de Christoffel a partir de su definicién

1
Fp,pv = 7gpa (aug/uf + 8/1,gm7 - 3ag,w)

2
i H l _df(r)
se tiene (considerando que f'(r) = “5~)
Fttt - 07
Ft_ltta ) ) __1 1 —92 2z—1f
tr =359 (Orgit + Orgrt — Orgtr) = 57‘22]‘(7")( 2r (r)
Ftti = 07
Frtt Fttrv
L', =0,
Pitt - 07
Fitr =Y
to_
Fi j %

(3.3)



CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO

D/, = 507 Qe Ohgir—rgu) = 52 F(r) 2r 7 f ()42 (1) = 57 () o f (1) 422 7)),

2
. =0,
Ftri =0,
]‘—"r‘rt = Ftrr = 07
L' = %gw(@gw + 0rgrr — Orgrr) = %7“21" (r) ( 7"3;”?7') - Tf}iﬁ;) = - (i + ;J;/((:))) :
I =0,
r;, =0,
I, =0,
Dy = 507 @010 + 0igyr — Drgig) = 52 () (~2r8iy) = —r° (1),
Ftit =0,
Ftir =0,
L/, =0,
Frit =0,
L', =0,

1, 11, 1
L',= 597 (03 grk + Orgj — OkGrs) = 577251 2rd; = ;51'1‘7
Fkit =0,

1—‘]'7’:]'—‘7“]':;5@'7

szk - 0.
Asi, los simbolos de Christoffel distintos de cero, considerando que f = f(r) y f' = f'(r), son:
z 1f
! ==4+-4 .
tr r + 2 f 9 (3 5)
1
I = §T2Z+1f(7"f/ +2zf), (3.6)
1 1f
r’'>=—(—-+=-= 3.7
Tr (,r + 2 f )7 ( )
L' = —r3 [y (3.8)
y
o1
L= ;éij. (3.9)
Por otro lado, a partir de la definicion de las componentes de Ricci
orr or P
_Suv bp o o
R, = 50r B +0,7. 0L, -10.17, (3.10)
se calcula en el Apéndice A que las componentes distintas de cero en este espacio son
1
Ry = §r2zf[r2f” + (D +3z+1)rf +2z2(z + D)f], (3.11)
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CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO

1y 1f  2(:2+D)
Rm’—*§ 7 (D+3z+1)77+r72 ; (3.12)
Rij = —r*[rf' + (2 + D) f]6;; (3.13)
y el escalar de Ricci es
R=—[f"+ (2D +32+ 1)rf' + ((z+ D)*> + 2> + D) f]. (3.14)

Del apéndice C la contraccién de los componentes tensoriales de Ricci es

1

l=R,, R" = 5[7«4(f“)2 +2(D+ 32+ V)3 f/ f" +2(222 + Dz + D)r*ff" + (D* + 6Dz (3.15)

+4D + 922 + 62 + 1)r2(f")? + 2(5D2? + D*2 +3D? + 62 + 6Dz + 22° + Dz + D)rf'f
+2(22% +2D2% + 2°D? + 3D2* + D? + 2D%*z + D?) f2].

De la misma manera, en el apéndice C se calcula el escalar de Kretschmann, éste es

1 1
K =R, R"™ =4 [(z4 + D2+ 5D2 + 2D> [P+ B23 + 224+ D2+ D)rff + 222 ff(3.16)

1 1 1
—|—Z(922 + 62 4+2D + 1)r?(f)? + §(Sz + D)3 =t (2]

4

Las expresiones (3.14), (3.15) y (3.16) son los invariantes de curvatura. Estos invariantes son tutiles
para determinar si la solucién que se encuentra es la de un agujero negro.

Ahora, calculando las expresiones del primer miembro de las ecuaciones de Einstein R,,, — % Ju R+
Agyy =Ty, se tiene

1 1
Ty = Ry — §gttR + Age = 57“22f[7‘2f// +(D+3z+1)rf +2z(z + D)f]
1
—§T22f[r2f” + 2D 432+ D)rf + (2 + D)+ 22+ D)f] — Ar¥ f = 2Z“ff” + = (D +3z

+1 ) 2z+1ff +Z(Z+D) 22](-2 22+2ff//_ 2Z+1(2D+3Z+1)ff —%((Z—&-D) +z

D)TQZfQ—Arzzf:—%Dr2z+1ff’+;[2z +2Dz — (2 + D)* — 22 — DIr** f2 — Ar** f
_ ; 2z+1ff D(D + 1)r 2Zf2 Ar2"’f
Ty = —2D P2 f T — —D(D + 1D)r% f2 — Ar?2 f (3.17)
y
TM:RM*%QMRﬁLAgm-:*Q j;l (D+3z+1)];+(212+D)] %%[ﬁf”
+(2D+32+1)rf’+((z+D)2+22+D)ﬂ+Af——2j;/—;(D+3 +1)J;—(Z2;;D>
+;J;N+ (2D+3z+1)J;+2((z+D) + 2 + D) +% ;J;+2;(—2z2—2D
+22 + 2Dz + D? + 2? +D)+Af £§+27{2(—D+2Dz+D2) if 5];

11



CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO

1 [D(D-1) A 1 [DD-1) Df A
w[ > +Dz}+r2f_rz[2 Dz]+2rf+r2f
1 [D(D-1) Df A

De la misma manera
1 1
nj = RU — §g”R =+ Aglj = *’I"Q[’I"f/ + (Z + D)f]éw + 5?”261']' [’I"2fu + (2D + 3z + 1)T‘f/

1 1
+((z+ D)* + 22+ D) f] + Ar®6y; = [‘Tsf’ = (z+ D)2 f + or'f" 4+ 52D + 3z + 1)r?ff

1 1 1
+5((z+ DY + 22+ D)r*f + ATQ} 5ij = {27441“' +5(2D+32 - )3 f!

2 422D + D? 2D
(2D ZEEZET L2 2 2 A2y
2 2 2
1 1 DD -1
T;j = [2r4f” + 5(2D +3z 1) f + (z2 +2z(D-1)+ (2)) rf+ A’/‘2:| dij.  (3.19)

Por otro lado, calculando las componentes del tensor momento-energia a partir de la definicién
(2.5)

1 o 1 ’ ! 1 1 V/ ’
T;u/ = _Zg/u/[gp ap¢ao¢ + 56/\¢g’Y’Y gﬂﬁ F’yBF’y’,H’] + §au¢au¢ + 56)\4)9 " FVV/FMU

e imponiendo el ansatz ¢ = ¢(r) y A, = (A¢(r),0,0,...,0) (este ansatz estd inspirado en que la
solucion dependa de la coordenada r que es la coordenada holografica en la dualidad), la primera
cantidad que se calcula

F* = g g% FysFyp = g7 g7 (0,45 — 95A,)(0 A — 050 Ayy) = 9" 977 (914
—05A0)(0y A — Dpr Ay) + 977 g% (0, Ag — 05 A.) (D A — g Asr) + g7 977 (0 A
*8ﬁA7‘)(a,Y/A5/ — 85/Aﬂ//) = gt'y/g’rﬂ,(atAr - 3TAt)(5,Y/A/3/ — 5[;/147/) + gT’Y/gt’BI (arAt
*atAT)(a,y/Aﬁ/ — 5‘5/147/) -+ 0= *Aégttgrr(atAr — 8rAt) -+ A;gTTgtt(arAt — 8tAr)

tt rr AT\2 tt rr AlN2 tt rr ATN\2 —2 2 \2 72("42)2
=9"g"(A)" +9"g"(A)" =29"g""(4)" = el FA)™ = —5a=5y
’ ’ _2 A/ 2
F?2 = g7 %8 F.gF, g = 7,2((2«7}1)) (3.20)

La otra cantidad que se calcula es

- 1 ' g . eA (A2 (A2
gp 8p¢ag¢ + §€>\¢ng gﬁﬁ F’yﬁF'y/ﬁ’ =g r¢ar¢ - 712(&% = Tzf (¢/)2 - 712(&% (3'21)

La forma de cada componente del tensor momento-energia, considerando las cantidades en (3.20)
y (3.21), es

1 6)\¢ Al)? 2 1 1 vy
Ty = 4 {ﬂf (@) - 742((z—1‘i))] (—r%f) + §at¢3t¢ + 99 H Fypr Frope™?

(A7)

z 1 rr 6)\¢ Aj 2
r2f (¢')? - 7,2(21)] 459" Py Fe™ = 2 e

1 1
3 rr @2 - S e

12



CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO

1 e)\tb Al 2 :
Ty = 1 [7“2f (¢')* + 77"2((2_3)) ] r** f, (3.22)
_ 1 2 N2 6A¢(A;5)2 1 ]' 1 I//H,/ _ ]' 2 N2 6A¢(A2)2 ]'
Tr'r = _Z r f (¢) — W W+§8r¢ar¢+§g Fr#/ ryv/ — —1 r f (¢) — W W
1 AV ltt 771 2 /276/\(;5(14;)2 i 1 AV 1 7\2
(@) 4 G0 BB = 1 (1 () = S B | e 4 500 - ()
L[ o (47 1
=1 [T f(#) = 20 | p2f
L o o M(A4)*] 1
Trr =7 {T f(¢) - 20| p2f (3.23)
y
1 €>\¢(A/)2 1 1 'y 1 €>\¢(A/)2 2
Tij = ~1 r*f(¢)? - 77”2(2_2) } r25ij+§3i¢3j¢+§g” FyFj = -1 [r2f (¢')? — 77“2(231) 48,
+0+40
Lo 2 €A¢(A2)2 2
Tij=—4 [7“ f(¢) - a1 | " 0ij- (3.24)

Igualando la ecuacién (3.17) con (3.22), (3.18) con (3.23) y (3.19) con (3.24), y reescribiendo
términos, las ecuaciones de Einstein son

~Drf! = DD+ 1)f =28 = s [ (8)? 4 (A7) (3.25)
Drf'+D(2z+D—1)f +2A = ﬁ[r%ﬂ (¢')* — e (A})?], (3.26)

s
P2 f"+(3z4+2D—1)r f'+(22°+2Dz—22+D*~D) f+2A = — 27&(1271) (2 f (¢')2—er(A))?]. (3.27)

La ecuacion del potencial vectorial (2.7) en forma explisita es
A A A
0=g"Vu(e*F,,) = g"[0.(e*F,,) — *(T,7,Fop+T,0 Fo)-
De esta expresion la tnica componente no trivial es cuando p =t

0= g“”@lt(e)‘(be ) — 9" MJ(F For +T,7 Foo) = 9" 0: ( rt) d)[gtt(FtUtFnt + 1'% Fio)

"%
+9"" (0,7 Fot + 1,7 o) + gij (r” Fat +T; tF]U)] = 7"2f()‘¢/6>\¢A/ + e)\(bAH)

)\¢[gtt(rtrtFrt + 1 ) + 9™ (0 B + F'r‘ Fre) + gijFiTjFrt] = r2fe’\¢(/\¢’A; + Ag)

or( ) e o

= P2y [A¢’A; +AY 4 (1 - Z) A+ I:AQ} :

entonces

Al + {)\d)/ + (D_T’Hlﬂ Al = 0. (3.28)

13



CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO

La ecuacién para el campo escalar (2.6) en forma explicita es

)\ v LV
ZeM)F2 =0¢ = g"'Vu(Vid) = ¢""V,u(0,0) = 9" (0,000 — 1,0, 050)

= gtt(afd’ —T,%,0,0) + 9”(33975 —1,0.0,0) + 9" (0:0;¢ — Fipjap¢) = *gttrtrtarqﬁ
1 1 z ! / /! 1 fl

rzzfﬁr2 Hfrf +22f)¢ + 2 f <¢ +( +2f)¢)

1 1f

bl nigd = (5o wens )t (004 (T4 55 ) o) durse

o v i j _
+gr7 ((b - Fr7r¢ ) - gZ]FirjaTd) -

2 f
(;ﬂf’+zrf>¢’+r2f(¢“+< +;J;>¢>>+D fé' = A M F?,

Al sustituir la expresion (3.20), se tiene

/ \2
(;ﬁf’ + zrf> ¢ +r3f <¢” + ( + f) ¢/> + Drf¢' = —%e’\d’rgit,)l)

2f
Ao ( Al
2f¢> +orfd + 128"+ + r2fq5 + Drfd/ f%%.
En forma simphﬁcada
D A4
(2w o] s e - -3 (3.29)

Ahora se procede a resolver las ecuaciones de campo.
La suma de las ecuaciones (3.25) y (3.26) da

2D(2 —1)f =r*f(¢')

(¢/)2: QD(Zi]')
o =+ 2D(z—1).

Se considera el caso con el signo 4+ para hacer mas claros los calculos, de esta forma

¢ = w, (3.30)

=+/2D(z — 1) Ln(r). (3.31)

Noétese que esta expresion se obtuvo considerando la constante rg = 1, esto se hace sin pérdida de
generalidad ya que no se alteran las ecuaciones de campo si ésta tiene un valor constante diferente.
La suma de las ecuaciones (3.26) y (3.27) da:

r2f" 4+ (32 +3D — 1)rf + (22> + 4Dz — 22 + 2D* — 2D)f 4+ 4A = 0. (3.32)
Se procede a resolver la ecuaciéon homogénea
r2f" 4+ (32 4+ 3D — \)rf' + (222 + 4Dz — 22 + 2D? — 2D) f = 0. (3.33)

La ecuacion homogénea tiene soluciones de la forma fo =%, f§ = ar®ty f/ = a(a—1)r*"2y
al sustituir en (3.33)

r?a(a—1)r*"2 + 32+ 3D — D)rar® ' 4+ (222 + 4Dz — 22 + 2D* — 2D)r* =0

14



CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO

[a® —a+ (32 +3D — L)a+ (22° + 4Dz — 2z + 2D* — 2D)|r* =0,

como r® # 0, entonces
o+ (3243D —2)a + (22° + 4Dz — 22 + 2D? — 2D) = 0.

Resolviendo para « se tiene

 —(3243D—2)+ /(32 +3D — 2) — 4(1)(222 + 4Dz — 2z + 2D? — 2D)
- (2)(1) ’

donde
(324 3D —2)? —4(222 + 4Dz — 22 4+ 2D? — 2D) = (3z + 3D)? — 4(32 + 3D) + 4 — 822

—16Dz 482 —8D? + 8D =922 + 18Dz 4+ 9D? — 122 — 12D + 4 — 822 — 16Dz + 8z — 8D?
+8D =22 4+2D2+D* - 42— 4D+ 4= (2+ D)  —4(2+ D)+ 4= (2 + D — 2)2.
Asi, los valores de « que se buscan son

—3z2—-3D+2+4+24+D -2
o] = 5 :—(Z—l-D).

—32-3D+2-2z-D+2
a2: 2 =

Con estos valores la solucion general de la ecuacion homogénea (3.33) es

—2(z+D-1).

fo(r) = exr™GTD) 4 pp =201, (3.34)

Ahora, una solucién particular de la ecuacién no homogénea, (3.32) es de la forma f,(r) = f, =
Ar+ B, f, = Ay f; =0, y sustituyendo en esta ecuacion, se tiene

(324 3D — 1)rA + (22° + 4Dz — 22 + 2D? — 2D)(Ar + B) + 4A = 0.
[32 43D — 14222 +4Dz — 22+ 2D? — 2D]Ar 4 (22> + 4Dz — 22 + 2D? —2D)B + 4A] = 0,

_ _ —4A _ —2A
donde A=0y B = 522D —2.3D7=3D — GID)GiD=1)’ entonces

—2A
(z+D)(z+D—-1)

fo(r) = (3.35)

De lo contrario sélo se resolverd para ciertos valores de z y D, restringiendo la solucién a estos
valores.
De esta manera, la soluciéon general de la ecuacion (3.32) es

2A

_ _ ...—(2+D) —2(z4D-1) _
f(r) = fo(r) + fp(r) = aar + car CIDGID T (3.36)
Por otro lado, al multiplicar la ecuacion (3.25) por —1 y suméndola con (3.26) se obtiene
A Al 2
2Drf' +2D(: + D)f +4h =~ A (337)

y de la expresion (3.31) se tiene e*® = r*V2P(==1) entonces la expresion anterior tiene la forma

2Drf' +2D(z 4 D)f 4+ 4A = —p2(1=2)HA2DE=1(47)2 (3.38)
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CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO

Con las expresiones de f y f' = —¢i(z + D)r~GtPH) —9¢y(z + D — 1)r~2+D=2) Ia ecuacion
(3.38) es

_T2(1—z)+,\,/2D(z—1)<A2)2 = 2Dr[—c1 (2 + D)r~GTP+D _9cy (5 4 D — 1)p—2E+D=3)]
2A
(z4+D)(z+D —1)
+D)r~GtP) _ 4, D(2 4 D — 1)r 20D L 9Dey (2 + D)r~ D) £ 9D (2 + D)egr 2P

B 4AD
z+D—1

+2D(z + D) cpr~ D) 4 ppp=2(4D-1) ] +4A = —2¢,D(z

-D
_ _ _ 2(z+D-1) =
+4A =2Dcylz+ D — 22— 2D + 2|r +4A<Z 1+1>

4A(z -1
= —2Dcy(z + D — 2)p 2=+ 4 -1

z+D -1’
de tal manera que
A = 2esD(e D 2y 0T IE D) s (g
P _

Sin embargo, hace falta considerar la ecuacién del campo escalar y la del campo vectorial.
Al sustituir las expresiones (3.31), (3.36) y (3.39) en la ecuacién para el campo escalar (3.29) se
obtiene

z+D+1 \/QD(Z -1 _ \/2D(Z -1) ey (D) |y pm2(z+D=1) _ 2A
r r r2 (z+D)(z+D—-1)

2D(z —1 —-A
+[—61(Z —|—D)’I“_(Z+D+1) _ 262(2 +D— 1)7“_2(Z+D_% ] Eﬂz ) — TTA‘/QD(Z_D_QZ(A;)Q

(z+ D)\/2D(z - 1)

27
CiDGiD-1)

—c1(z4 D)/2D(z — 1)r=GTP+2) _9¢y (2 + D — 1)y/2D(z — 1)r—2G+D)
_ _%TA\/ZD(271)722[262D(Z +D— 2)T72D7)\\/2D(zfl) o 4A(z - 1) 7,2(2:71)7)\«/2D(271)].

[ClT_(Z+D) =+ 027”_2(2+D_1) _
r

z+D -1
Entonces
e1(2+ D)V/AD(: ~ Dr=(+049) 4 oy 4 ) /2D (s — Dy=2e+0) - ZVZE D) L
—c1(z 4+ D)2D(z — 1)r= G2 _ 96y (2 4 D — 1)4/2D(z — 1)r2G+P) = _ X\, D(2
co(z+ D — 22— 2D +2)y/2D(z — 1)r 2G+D) _ —2Az f?)(i_l 1)%2
= —AeaD(z+ D — 2)r2G+D) 4 %%
—co(2+D—2)\/2D(z — 1)r_2(Z+D)—21xzf+ﬁ_ll>% = —/\CQD(Z+D—2)T_2(Z+D)+%%.
(3.40)
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CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO

Notese que si se igualan los coeficientes de las mismas potencias de r simultaneamente, se tiene
—co(z+ D —2)\/2D(z — 1) = —AeeD(z+ D — 2)

2D(z — 1) = AD

B 2(z—-1)
A= T (3.41)
' 2Av/2D(z — 1)  2AX(z — 1)
 z+D-1  z4+D-1
Mz —1)=—/2D(z—1)
N 22?1, (3.42)

Pero esto lleva a dos valores distintos de A (positivo y negativo a la vez) dando una inconsistencia.
Asi, la tinica manera para encontrar soluciones adecuadas es considerar dos casos: en el que co = 0
oen el que A =0.

Por otro lado, se resuelve la ecuacion del campo vectorial, (3.28), sustituyendo la expresion de ¢’

(3.31)
Ag,:_{)@,_‘_(z—D—i—l)}A;:_[)\ 2D(z—1) , Dz +1 p
T

r T

_2=D-1-A\/2D(—1) ,
t9
r

entonces

12
%dr:(z—D—l—)\\&D(z—l)) dr
| r

Ln(j—é) =(z—D—-1-Xy/2D(z—1))Ln(r)
Al(r) = Agr#=P717Av2DGE=), (3.43)

Ahora, de acuerdo a todas las ecuaciones para que haya consistencia se deben satisfacer simul-
tdneamente las ecuaciones (3.39), (3.40) y (3.43) (sin olvidar las tltimas observaciones sobre los
posibles valores de )\ para casos diferentes).

4N(z -1
(A;)2 =92c,D(z+ D — 2)7,—2D—)\ 2D(z—1) _ - Jr(ZD ~ iT2(2—1)—A,/2D(z—1)7

B 2A\/2D(z — 1) 1 - 2AN(z—1) 1
_ _ _ 2(z+D)_ 22V AT\ ) _ 2(z+D) 2N\~ T 1)
c2(2+D—-2)\/2D(z — 1)r i D1 2 AeaD(z+D—2)r + i D_112

y
(A;)Q _ AgTQ(z—D—l—A\/QD(z—l)).
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Capitulo 4

Resultados

Al considerar las ultimas tres ecuaciones del capitulo anterior, se tiene los siguientes casos:

4.1. Caso A

En este caso se considera c; = 0, entonces de las ecuaciones (3.39) y (3.43)
4A+(ZD_ 1i 2(z—1)—A\/2D(z—1) _ A2 2(z—D—1-Xy/2D(2—1) )
2 _

al igualar los coeficientes se tiene
42— 4A(z - 1)

0T L4+ D-1’

mientras que al igualar las potencias

2(z—1)—AV/2D(z—=1)=2(z—D —-1—-X/2D(z - 1))
“M/2D(z —1) = —2D — 2)\/2D(z — 1)

—2D
2D(z — 1)

2D

A= — .
z—1

Por otro lado, la ecuacién (3.40) se reduce a

20\/2D(z—1) 1 _ 2AA(z—1) 1
2+4D—-1 12 z4+D-—11r2

2D
A=- z—1
Asi, las soluciones son
o(r) =+/2D(z — 1)Ln(r), (4.1)
2A

_ —(2+D) _ 4.2
) =er (z+D)(z+D—1) (42)
(A;)Q _ _ 4A(z - 1) p2(z=D—=1+2D) _ 4A(Z - 1) r2(z+D-1) (4.3)

z+D -1 z+D—1
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CAPITULO 4. RESULTADOS
4.2. CASO B (NUEVA SOLUCION)

2D

z—1
Estas soluciones fueron reportadas por M. Taylor en el articulo titulado "Non-relativistic holo-
graphy". Hay consistencia en las soluciones porque la expresion de A es la misma.

A=—

(4.4)

4.2. Caso B (Nueva solucion)
En este caso, se considera que A = 0, entonces de la ecuacion (3.39) y (3.43)
2coD(z+ D — 2)7°_2D_>‘\/m = AgTQ(Z_D_l_Am),
al igualar los coeficientes se tiene
A2 =2c;D(2+ D —2),
mientras que la igualdad en las potencias da
—2D —A\/2D(z — 1) =2z 2D —2—2\\/2D(z — 1)
M2D(z—1) =2(z — 1)

2(z—-1)

A=
D

Por otro lado, de la ecuacion (3.40)
sz + D = 2)y/2D(z — Dr 2+ = _apD(z + D — 2)2+D)

2D(z — 1) = AD

2(z—1)
-5

Notese que hay consistencia ya que se lleg6 a la misma expresién de A con ambas condiciones.
Asi, la nueva solucion es

A=

o(r) =+/2D(z — 1)Ln(r), (4.5)
Fr) = exr™GHD) o gop= 2D (4.6)
(A)? = 2¢3D(2 + D — 2)r 2P=AV2DGE=Y — 96, D(z 4 D — 2)r~2=+P-1) (4.7)
y
[2(z—1)
)\ — T. (4.8)

\/2D(z—1)

Observacion: La solucion se obtuvo para ¢’ =

2D(z—1 . . .,
¢ = —% nos da las mismas soluciones, con excepcién de que A es ahora el valor

negativo de la expresiéon calculada anteriormente.

, un célculo similar pero con

Por lo tanto, la nueva solucién encontrada y con la que se trabaja en lo que sigue de este trabajo

¢(r) = £+/2D(z — 1) Ln(r), (4.9)

flr)= crr=FTD) 4 gpp 24D (4.10)

es
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CAPITULO 4. RESULTADOS
4.2. CASO B (NUEVA SOLUCION)

20D _,ip_
Ay(r) =$\/7Z+;_2r (=+D-2) 4 4, (4.11)

2(z—-1)
5

A=+ (4.12)

En el Apéndice B se comprueba que las expresiones (4.9), (4.10), (4.11) y (4.12) son soluciones de
la ecuaciones de campo (3.25), (3.26), (3.27), (3.28) v (3.29).

Mientras que en el apéndice C se calcula explicitamente los invariantes de curvatura con la solucion
encontrada en este caso B (expresion (4.10)), cuyas expresiones son

R=c1D(z—1)r~ D) 4 ¢,(22 4 3D — D? — 4)p2(+D-1), (4.13)

| =c(22D? — D22 — 3Dz 4 D® + D? — D)r—2GH+D) ¢y (—D2? —2D%2 + D?2 (4.14)
+2D% —4D? — 4Dz + 2z + 4D)r~ 3302 o 2(621 4 35D2% + 15D22% — 42°
+9D2% 4+ 3D32 4+ 2D* — 3D?2 — 6D +15D? + 6Dz — 82 — 17D + &)~ 4(=+P-1)

K = c2(D?*2% +2D2? —2D%; — 4Dz + D* + 2D° — 2D? + 2D)r—2+D) (4.15)
+c169(—4D%22 +8D2% — 4Dz + 16Dz 4+ 8D* — 8D® — 20Dz — 8D? + 12D)r~ 3+30-2)
c3(48Dz3 +4D?*2* +12D2” + 422 +16D%z + 16D* — 40D*z — 56 D® + 74D? + 32Dz
162 — 46D + 16)r 4=+,

Notese que hay una singularidad en r = 0, ya que R, [, K — +oo (segin sea el caso) cuando r — 0.
También, R,[, K — 0 cuando r — .
Por otro lado el horizonte de eventos es definido como

0 = f(TH) = 617“1_{(2+D) + CQT;IQ(Z+D_1)
de donde
1
Z¥D—2
re = (—02) . (4.16)
C1

Este horizonte de eventos existe ya que en el limite de la relatividad general con mecénica clésica
ca>0yc <O0.
Entonces los invariantes de curvatura evaluados en el horizonte de eventos son

i 2 i
R=c1D(z—1) <—01) +c2(22+3D — D* — 4) (—q) , (4.17)
_2(2+D)
| = (:2D? — D22 — 3Dz + D + D — D) (—f) T eiea(=D2 —2D%z 4 D% (4.18)
7<3z+31D—2)
+2D3 — 4D? — 4Dz + 22 + 4D) (—CQ> L 2(62* +35D2% 4 15D%22 — 453
“ _4(4D-1)
+9D22 +3D%2 + 2D* — 3Dz — 6D% + 15D° + 6Dz — 8z — 17D + 8) (—Z) o
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4.3. DEDUCCION DE LA FORMA QUE TOMA LA METRICA COMO SOLUCION
ENCONTRADA EN EL CASO B

y
-2
K = 3(D*22 +2Dz* — 2D3z — 4Dz + D* + 2D® — 2D? + 2D) (—02) (4.19)
C1
_ (3243D—2)
z+D—2
+cico(—4D*2? +8D2? — 4D%z + 16Dz + 8D* — 8D® — 20Dz — 8D? 4 12D) (-CQ)
C1
+c5(48D2% + 4D?2? +12D2* + 42* + 16Dz + 16D* — 40D*z — 56D? + 74D* + 32Dz
4(z+D—1)
Co T Tz¥D-—2
—16z — 46D + 16) (-)
C1

Donde R, I, K son finitos ya que z, D, ¢; y ¢z son finitas.

De lo anterior, se concluye que la solucion encontrada, (4.10), es un agujero negro. Ademas,
este agujero negro tiende asintoticamente a un espacio-tiempo plano, ya que los invariantes de
curvatura tienden a cero cuando r — oo.

4.3. Deducciéon de la forma que toma la métrica como solu-
cion encontrada en el caso B

A partir de la forma propuesta para la métrica como solucién

dr?

2 77”22 r
ds* = f(r)dt* + 250

+ 72 dx?

coni=1,....D
y con la expresiéon encontrada f(r) = c1r~ D) 4 o2 D=1 ge tienen los siguientes casos:

Caso B.1

En este caso se considera que

Fr) =r= TP ey 4 oor=(HP=D) = p= (=D £ (1) (4.20)
con _
f(r) = c1 4 cor=GHP=2), (4.21)
Entonces la métrica toma la forma
~ dr?
ds? = —r2#r=GHD) £(1)di? + — T r?dz?

r2p—(z+D) f(r)

2
ds? = p#+P <—7“2Z2(Z+D)f(r)dt2 + 7df + TQ(Z+D)d$?>
r2f(r)

_ 2
ds? = r* TP | —r 2P f(r)dt? + 7d5 + 2 E Pap? |
r2f(r)

2=2=D — R=2 se observa que

Con el cambio de variable r
—2 2
r = R2==>-D = Rz¥D-2
2

dr = 55— R TR
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4.3. DEDUCCION DE LA FORMA QUE TOMA LA METRICA COMO SOLUCION
ENCONTRADA EN EL CASO B

2 dR
r z+D-2R
a4 am
r2 (z4+D—2)2 RZ"~
Entonces
2
ds® = R | R~ ==z f(R=Fb=2)dt? + _dR  + R72da?
(z+D72)2R2f(Rm)
A e [ (a4 D —2) f(RE)dE dR? (2 + D —2)? da?
§' = g vt - 4D =3 .+ 2 |-
(Z + D — 2) 4 R=tp—2 R2f(Rz+D—2) 4 R

Esta métrica toma una forma més compacta si se considera la definicién de las siguientes variables

N 2D
fTiiD-2 (4.22)
('ﬂ”) t=ir, (4.23)
= (Z + 127 - 2) 2 (4.24)
y 2 2 D—2 C2
g(R):f(szfz):01+CQ(RZ+D,2)7(,Z+ -2) — +@'

4 2:+0) (g(R)dr? dR? dz?
ds?’ = —— _R=+D-2 = : 4.25
S T GrD_27 < RF T RgR) R (4.25)
con
c
g(R) = c1 + }722' (4.26)
Al considerar que z = %@72), z+D—-2= % yz+ D= @, entonces la expresion final
de la métrica es _ (R)dr? IR oo
z 20 (g T X
ds®> = (=)’R = . 4.27
’ %)D<R%*me+m> 427
con
0=D+7z. (4.28)

Pero como g(0) = +00, no se cumple la condicién para encontrar una métrica que asintdticamente
tienda a una que tenga exponente de violacién de hiperescala y exponente dinamico critico.

Caso B.2

En este caso se considera
fr) = r72ED=D () 4y p# D=2y = = 2EHD=DF (g (4.29)

con

f(r) = co 4 cyr#tP=2, (4.30)

La métrica es

dr?

r2r=2(+D=1F(r)

ds? = —7“227“_2(Z+D_1)?(r)dt2 + + r2dx?
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ds? — p2(z+D=1) ( 2:-4G+D-1F () 4t dl”Q i T22(z+D1)dx2)
T '
2
ds? = 7”2(Z+D_1) (—T_Q(z+2D_2)f(7“)dt2 + CZI‘ + T_2(Z+D_2)d$2) ]
r2f(r) '

Con el cambio de variable r—2(:tP=2) = R=2 ge tiene

1 1
dr = R=¥D—2 1dR

T2 +D - ’
dr 1 1
— = dR
r z+D—-2R

dr? - 1 dR?

r2 (z+ D —2)? R?’
entonces
2
ds® = R50= | —R~505 f(R=P=2)di? + 5 . R 2da?
(24 D —2)* R2f(R=+D2)

F(p==p= 2 2
g = — L R0 —(24+ D —2)? / (Rz(:;_)ft TR
(z+D—2) R p-2 R2f(R=72)

+(z+ D —2)? RQd >
Para obtener una métrica més compacta se definen las siguientes variables

. zZz+2D-2

T Lyp_2 (4:31)
(z+ D —2)t =i, (4.32)
=(z+ D — 2)x;, (4.33)

h(R) = ?(Rz+é*2) =co + cl(Rerll)fz )Z+D—2 =co + ClR,

1 2+p-1) (h(R)dr? dR? dz?
2 3 haied
ds® = ﬁR z+D— % + > + ) (434)
(z+ D —2) R R?h(R) R
con
h(R) =cCo + ClR. (435)
Ademas, al considerar que z = w, z+D—-1= D+Z Lyz4+D—-2= == la forma final
de la métrica euclidea es
~ 2 "
-1 20 (h(R)dr? dR? dz?
ds* = ( = R ° =2 4.36
’ (D) D( RZ  RPh(R) | R? (4.36)
con
0=D+z—-1. (4.37)

Mientras que la forma final de la métrica pseudoeuclidea se obteniene haciendo los mismos cambios
anteriores en el caso B.2 con excepcion de que (z + D — 2)t = 7. La forma de esta métrica es

Z—1\? 2 [ R(R)d7:  dR®  di?
ds? = (2—=) R¥ (-1U2 L 4.
s ( D ) RD( % REA(R) R2> (4.38)
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4.3. DEDUCCION DE LA FORMA QUE TOMA LA METRICA COMO SOLUCION
ENCONTRADA EN EL CASO B

Notese que este tipo de transformacion permite establecer que h(0) = ¢y = 1, consideracion
importante para trabajar con las métricas que tienden asintéticamente a una que tiene exponente
dindmico critico y exponente de violacién de hiperescala.

La métrica (4.36) es la unica que cumple la propiedad de métricas euclideas con violacion de
hiperescala y serd en base a ésta para determinar las propiedades termodindmicas del agujero
negro.

Ademés, como se mencion6 anteriormente, al establecer la conexién en el limite de la mecéanica
clasica con la relatividad general tenemos que ¢; < 0. Sin embargo, en lo que sigue vamos a seguir
considerando a las constantes ¢; y co, sin olvidar que ¢; < 0y que co = 1.

- = 2D—2 D
También, se cumple que z = ZZJS-D—z =l+F5>1lyaquez>1.
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Capitulo 5

Nueva forma de la métrica
pseudoeuclidea como solucién a las
ecuaciones de Einstein

Con respecto a los resultados encontrados en el caso B.2 del capitulo anterior, en el espacio-
tiempo descrito por la geometria pseudoeuclidea (4.38) las expresiones (4.9), (4.11) y (4.12) en
términos de Z y R son

2D(z — 1)

H(R) = p(R=752) = £/2D(z — 1) Ln(R=7p7) = + 5 Ln(R),
pero z — 1 = wfg# yvz+D—-2= ETDN entonces
~ Z—1 —-1-Dz
S(R) = i\/Q(z =) (5.1)

También, de la ecuacion (4.11) se tiene

5 _ 1 2coD L\ (24+D-2) o \/ﬁl
RN o . NSRS - WY

entonces

A:(R) = F/2c2(Z — 1)% + A (5.2)

Por otro lado, de la ecuacion (4.12) y de que z — 1 = QD’,?# se tiene
202D — 1 — D7 +7)
A==+ — . 5.3
\/ D(zZ-1) (5:3)

Ahora, se verificara que las expresiones (5.1), (5.2), (5.3) y (4.35) son soluciones de las ecuaciones
de campo para el espacio descrito por la geometria (4.38). Para esto, se escribe esta métrica en
forma matricial, en el orden (7, R, Z;) para i = 1,..., D, como:

~(BHPR¥T - Eh(R) 0 0
_ P 2(D4z-1)
(g;w) = O ( D1)2R D Qﬁ 0 (54)
0 0 (EBI )2R72(D+E)271) -2
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y
Z_2D+E-1)
7(5131)2}%2 v ﬁ 20D-¢-~ 1 0
@) =1 o0 (L0)2R- 5 1(R) 0| (55)
0 0 (Lp)2R2 25

Un calculo similar al del sistema inicial permite encontrar los simbolos de Christoffel para esta
2
métrica pseudoeuclidea. Considerando que h = h(R), ' = I/(R) = d}:z(zf) y h" =h"(R) = dd}gf‘),

los simbolos distintos de cero son:

(D-1)EF-1) 1W

IFr=- DR t57 =lrs (5.6)
- RY™2h[-2(D —1)(Z — 1)h + DRK)]
A = :
R = 7 (5.7)
- z—1 1HW
Tp'p= DR 2 h’ (5.8)
- R z—-1 _ n
_ z—1 iy
Las componentes del tensor de Ricci en este sistema son:
_ —2(Z = 1)(D — 1)R'*"%hh/ 4 2(D — 1)(Z — 1)R"%*h? + DR?(=2pp"
Ry = , (5.11)
2D
R — 22— 1)[1 = (z—-1)(D - 1)]h— DR?h" +2(D — 1)(Z — 1)RI (5.12)
fif = 2DR?h ’ '
_ z—1
Ri; = <DR2> [h — RN')6;; (5.13)

y el escalar de Ricci es

z < D >2R2<DJ§—1>{(Z—1)[1+D+5(1—D)]h+(2—1)(D—2)Rh’—DR2h”}.

z—1 D
(5.14)
Ademas, la accién para esta nueva métrica tiene la forma (con A = 0)
S = [dPT2E[R - L(V§)? — 1erF2) /=7 (5.15)

De manera similar a como se determinaron las ecuaciones de campo del sistema inicial, para este
nuevo sistema, las ecuaciones de Einstein son

Ry — -guwR=T,, (5.16)
con
Ty = = 001577 0,005+ 52957 5% Fos g + 30,60,0+ 36295"¥ oy By (5:17)
La ecuacion para el potencial vectorial flﬂ es

0= g Vu(@?F,,) = 3" [0,( 7 F,p) — (0,0, Fop + 1,0 Fuo)]. (5.18)
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La ecuacion para el campo escalar gg es
A oo ~ ~ ~
Ze’\¢F2 =0¢ = g" (8,0,0 — T 0 ,0,9). (5.19)

A partir de las expresiones (5.16) y (5.17), y considerando el ansatz 5 = QE(R), A, = (A7 =

A%(R),0,...,0) ((E’ = % y AL = dflg ), las ecuaciones de Einstein tienen la forma explicita

(2-1)(8D—-Dz+z—1)h—D(Z—-1)RI _ 1((5,)2 1a( D 2 RS S (AL)?
2DR2h 4 4 z—1 h
(5.20)
~(D-1)E-1?h+DE-DRIY 1 ~, 1 ,5( D \? oo »cinon (AL)?
= - R* z 5.21
9DR2h 1919 s T (5.21)
y
(D —1)(—1)>h — D(Z — YRh' + DR*h" _ _1(5,)2 RRT: 2 RS Ess = (AL)?
2DR?h 4 4 z—-1 h
(5.22)
La ecuacion para el campo vectorial es
~ 2z-1)(D-1)] - -
A+ (ZD);)] ALy Al =0, (5.23)
La ecuacion para el campo escalar resulta ser
- - AN/ D \? _
RN ¢ + R*h¢"" = -5 (2_1> RY(AL)2. (5.24)
Para resolver este sistema de ecuaciones, primero se suman las ecuaciones (5.20) y (5.21)
Z-1)B3D-Dz+zZ—-1-DzZ+D+z-1] _ 1(%’)2
2DR? 2
~ 2z-1)2D-Dz+z-1) 1
/ — :l:\/ -
~ 2z-1)2D—-Dz+z—-1 R
»(R) = j:\/ ( I ) )Ln(R—O) (5.25)
donde Ry es una constante.
Ahora, al sumar las ecuaciones (5.21) y (5.22) se tiene
DR2n"
2DR?h
aqui se necesita que el denominador sea distinto de cero, asi
W'(R) =0,
por lo tanto,
h(R) =¢ + 1 R. (5.26)

Al restar la ecuacion (5.21) de la ecuacién (5.20)

9DR2h B h

(—-1)[3D—-DzZ+Z—1+DZ—D —Z+1)h—2DRN)] ;M( D1)2R252(z+§1> (AL)?
-
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2D(E—1)(h—Rh’) Y D o5 2(;+D D 29
DR = \51 s (47)

y sutituyendo la expresion (5.26) de h en la ecuaciéon anterior se tiene

2(zZ—1)[ca + 1R — 1R e D 7 20E+D-1)
E-Uetak-al _ (N ) R (AL)?

_ _(Z-1)3 ~, 2(G+D— e
(A%)Q — 25, (Z D2) R—2—22+2( +DD l)e—/\tﬁ.

La sustitucion de la expresion (5.25) en la ecuacion anterior da

N Ay /2G=D(ED-DE+z-1)
5, F =1 poozpain (R)jF i

A2 =9
(47)" = 202753 o

(5.27)

Por otro lado, al resolver la ecuacion (5.23) para la componente distinta de cero del potencial
vectorial

A , 2Z-1)(D-1) \/2(2—1)(2D—DZ+2—1) 2-1)(D-1)] 1
T = _ _— = — i —
L= Mt DR A D - D R
B [IA\/WJW%D?U}
AL(R) = AoR )
entonces
B 9 A\/W— 2(2—1)(D—1)
(AL(R))? = AZR § D o ] (5.28)
Una comparacién de las ecuaciones (5.27) y (5.28) permite obtener una igualacién de las potencias
2Z-1)2D-Dz+z-1) __ 2(Z-1) \/2(5—1)(2D—Dz+z—1) 4Z-1)(D-1)
¢)\\/ o) 2z+ D= F2A D D
2z-1)2D-Dz+z-1) 4z-1)(D-1) . 2z-1) 22D-Dz+z-1)
+ = — 2z — =
A¢ D D T D ’
entonces
22D -DzZ+ZzZ-1)
A== — 5.29
\/ D(z-1) (5.29)
y .
(~ 1)3 " N R _2(2D7%z+z—1)
AL)? =9, f 2L praEe g (2 . 5.30
( T) CQ D2 R(] ( )

Finalmente, se verifica que las expresiones (5.25), (5.26), (5.29) y (5.30) son soluciones de las
ecuaciones (5.20), (5.21), (5.22), (5.23) y (5.24).
Para la ecuacion (5.20), del primer miembro se tiene

(F-1)(3D—DZ+%—Dh—DE- 1R (F—1)(3D - DF+%—1)@+aR) - DE - 1)RG

2DR? B 2DR?
(Z-1)(3D-DzZ+Z—1)h—DE—-1)RY (Z-1)(3D-DZ+%—1) &
2DR? B 2D R? (5.31)
LE-D@ED-DE+E-1 &
2D R2’
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y del segundo miembro

1~ 1,/ D 5 2G+p-) 12G-1)2D-DzZ+2-1) 1 _ _
Larne 1o (20) we (a2 = 222 NED ) @+
1 R 2(2D—Dz42-1) D (~ 1)3 R _2(2D—-Dz+z-1)
D 95 2(G+D-1) z — oz 2G-D) D
— = D5 2 -5 | =
*] (RO) (z—1> R e BT R,
(-1)(2D-Dz+7-1) G. 1. e
= i —_— — _1 =
2D e+ ) T3 Vg
1,~ 1,5( D \° g5 2Gip-n, Z-1)(BD-DzZ+z-1)¢c
Z(¢/)2h+ze)\¢ (El) R2 5 (A/;)Qz ( )( D )R722 (532)
+(2—1)(2D—Dz+z—1)é
2D R

A partir de las ecuaciones (5.31) y (3.32) se verifica la ecuacion (5.20).
Para el caso de la ecuacion (5.21), el primer miembro es igual a

—~(D-1)(F-1)?h+DE-DRK (- 1)[~(D—1)(Z— 1)@ + & R) + DRE]

2DR? B 2DR?
Z-1)[(-DzZ+D+7zZ—-1)(¢c2 +c1R) + DR ]
B 2DR?
—~(D-1)EF-1)’h+DE-1RN _(Z-1)(-DZ+D+z-1) & (5.33)
2DR? B 2D R? '
Jr(E— )(-Dz+2D+z-1) 1
2D R’
y el segundo miembro es igual a
1~ 1 ,:( D 7 2E+D-1) 12z-1)2D-Dz+z-1) 1 _  _
Z((Z)/)Qh - 16)\(/) (2,_1) R2 (AL)Q = — ( )( _D )E(CQ + ClR)
1 R 2(2D—Dz+3—1) D (~ 1)3 R _2(2D-Dz+3:-1)
D oz 2(E+D-1) z — _9542G-D D
= = =5 9% =3 [ =
4(R0) (31} e “pr T R
(3—1)(2D—DE+Z—1) Ca c1 1, Co
= R W~ R
2D (et R 3¢ Vg
2 - o~ o~ ~
Lo, 1,3 27 2(+D-1) s EF-1)(D-Dz+z-1)¢
- _Z 2 — — .34
10— 1 (=) R (A%) — B CEY)
+(§— 12D —-Dz+7z - l)é
2D R’

Al comparar los segundos miembros de las ecuaciones (5.33) y (5.34) se verifica la ecuacion (5.21).
Para la ecuacion (5.22), tomemos en cuenta que h”(R) = 0 y las ecuaciones (5.33) y (5.34), de tal
manera que

(D —1)(Z — 1)2h — D(Z — 1)RI + DR2R" (Z—1)(-DZ+D+7-1) &
2DR? - 2D R? (5.35)

(E-1(-DZ+2D+7-1)G

2D R’
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1~ 1,5/ D\’ 5 2G+D-1) - z2=1)(D—-Dz+ZzZ-1) ¢
_Z(¢/)2h+16>\¢ <5_1> R2 5 (AZT_)2:_( )( D )ﬁ (536)

(E-1)ED-Di+Z-1)7

2D ’

Al comparar las ecuaciones (5.35) y (5.36) se verifica la ecuacion (5.22).
Para comprobar la ecuacion (5.23) recordar que Ry = cte, entonces la ecuacién (5.30) se escribe
como AL = AL(R) = £AqR™? con Ay = cte, entonces

zZ-1)(D-1)

~ 2 o L qn_ |2@D-Dz4+z-1) 2z-1)(D-1)]1 _2
)\Qb + DR A; + A; = D + D R(iAOR )
+(F240R™3) = +240R3 F24R73 = 0,
lo cual verifica la ecuacion (5.23).
Para la ecuacion (5.24), el primer miembro es igual a
2z—-1)(2D—-Dz+z—-1) 1
R2W¢ + R%h¢" = 13251\/ -1 it
D R
~ - 2z-1)2D—-Dz+z-1) 1
ZFR2(02+01R)\/ z=1)( - )ﬁ
2z-1)2D-Dz+z—-1
R2N'¢' + R*h¢'" = :FEQ\/ G- 1 e ), (5.37)

y el segundo miembro es igual a

2(2D—Dz4z—1)
D

B <~D >2R4(A,;)2¢1\/2(2D—DZ+Z—1)( D )2342’52(5_1)3]%0

2 D(Z—1) Z-1 D? R?

AX( D\ _, « _ [2G-1)2D-Dz+z—1) 2@p-psiz-y
—2(5_1> R4(A’;)2=$02\/( i 5 )RO o (5.38)

Al sustituir las expresiones (3.37) y (3.38) en la ecuacion (3.24) se tiene
- [2-1)(2D-Dz+z-1) - [2(z=1)(2D - DzZ+7z—1) _2@D-Dztz-1)
jFC2\/ D = FC2 D Ry v :
Esto nos indica que Ry = 1.

Por lo tanto, las expresiones finales de las soluciones de este sistema con métrica pseudoeuclidea
son

Js(R)i\/Q(gl)(QDDDE+El)Ln(R), (5.39)
T 3
(AL)? = 2@%%
entonces B R
A:(R) =T 2@@% + A (5.40)

Al comparar las expresiones (5.1), (5.2), (5.3) y (4.35) con las expresiones (5.39), (5.40), (5.29) y
(5.26), respectivamente, se obtienen las condiciones

A=A (5.41)

cy = (?)252. (5.42)

Ademas, se nota que al hacer el cambio de variable no se pierde informacién en las soluciones.
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CAPITULO 5. NUEVA FORMA DE LA METRICA PSEUDOEUCLIDEA COMO
SOLUCION A LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

5.1. PROPIEDADES TERMODINAMICAS BASICAS DEL AGUJERO NEGRO
ENCONTRADO EN EL CASO B.2

5.1. Propiedades termodindmicas basicas del agujero negro
encontrado en el caso B.2

La solucion del agujero negro expresada en (4.36) tiene un horizonte de eventos Ry para el
cual

h(Rp) =0
o+ ciRg=0
RH:_‘i?:LQ:@7 (5.43)
c —ca ol

vaquec; <0yco=1>0.
A partir de la expresion (1.13) y (4.35), y utilizando la férmula para obtener la temperatura del
agujero negro (1.18), para la nueva solucion se tiene

(R
T = ‘(751)1' (5.44)
Ar Ry
Como h(R) = ¢z + 1 R, W' (R) = ¢1, entonces
@R dal alf ellal e

Ry an(EhEr T dnlelT T dAn el T 4nRy

e
— >
4T R%;

mo- (12)’ "

Finalmente, considerando que 8 = z 4+ D — 1 la densidad de entropia en el espacio-tiempo del
agujero negro encontrado como solucién es
Z+D-1-D 1
2 LP RO-D 2 LP |2 2rLP (oo \ ' :
S = —— = e = e
K2R§ M k2R§ \ \4nT K2R§ \ 4T

27TLD |02| 17%
T) = 1) 5.47
D= op (471'T (5.47)

(5.45)

=

Y=

Nota: el objetivo de calcular estas cantidades es que son dtiles, junto con otras, para aplicarlas a
la dualidad hologréfica y poder determinar con ellas algunas propidedades de algunos sistemas de
materia condensada que tengan simetrias similares a las de la solucién encontrada. Sin embargo,
la aplicacién en la dualidad holografica esta fuera de alcance este trabajo de tesis.
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Conclusion

Al obtener esta solucion exacta aparte de cumplir con el objetivo principal de este trabajo de
tesis por su construccién se espera que este trabajo sirva como un ejemplo ilustrativo y util para
estudiantes que se encuentran en una etapa introductoria en temas de teoria de campos, espacios
de Lifshitz y fisica de agujeros negros.

El paso siguiente es ampliar el tratamiento de la termodinamica de agujeros negros para
obtener més propiedades de estos que nos permitan obtener informacién de sistemas de materia
condensada mediante la correspondencia holografica y sin enfrentarnos a la complejidad que se
presenta si se quiere obtener dicha informacion directamente de la teoria cuantica de campos con
acoplamiento fuerte.

Tal vez la presentaciéon de las pocas propiedades termodindmicas en este trabajo sirvieron como
un ejemplo académico, sin embargo, un estudio méas a fondo de dicha termodinamica nos permitird
obtener mas herramientas utilizadas en la dualidad gravedad/fisica de materia condensada pero
este estudio se escapa de los objetivos de este trabajo. Cabe mencionar que este tema ya esta siendo
contemplado para trabajos futuros que tomaran como base esta solucion.

35






Apéndice A

Calculo de las componentes del

tensor de Ricci en el sistema 1nicial
(t, T, ;)

Calculando las componentes del tensor de Ricci para el espacio-tiempo descrito por la geometria

(3.1), a partir de la expresion

arp, ot cre PO
R/Ll/ = P - oxv + Fp, l/F(T p Fu (TFV P
se tiene
or,, ory - o _ a1 5,
Ru= 5t = LT 00 e, DT, = o S ) (S () + 22(7)

i U R I T B e L B A %(22 +1)r22 f(r)(rf'(r) + 22f(r))
%rzz“f’(r)(rf’(r) +22f(r)) + %r”“f(r)(f’(r) +rf(r) +22f(r)) + T L,
+r,, 0,7, + 10,0, -1, -1, 0,, = %(22’ + D)r#H () f/(r) + (22 4+ 1)2r** f(r)?
P22 f(r) 1 (r) + 2 () f ()
1 f’(r)} 1

() 4 2O () + g ) f )+

P ) () 4 227 (r) {‘1 ) J;é:)) R N0

= PRI

+ [z + % +z+ % + z} r2EFLE(r) F () + 2(22 + D)2 f(r)? + %r22+2(f’(r))2

2 () () 2 2 ) (D2 LY L
+(rrror e s are?) (P - 2

B2+ D) () + 2(22 + Dr¥f(r)? + %r”“(f’(r)f + oD = 2 = () f(r)

N =

A A D — 2 = D — 2 ) () = g R )
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APENDICE A. CALCULO DE LAS COMPONENTES DEL TENSOR DE RICCI
EN EL SISTEMA INICIAL (T, R, X )

+ <3Z+1+ g — % — % —z) PP (r) + 222 + 14+ D — 2z — 1)r?2 f(r)?

1 z " 3 1 D Z ! i
= g ) + <2z +ot 2) P () () + 2(2 + D) f(r)*r®

Ry = 5 f(r)[r?f"(r) + (D + 32 + Drf'(r) +22(2 + D) f(r))-

También

or,r, oL’ d
Ry =2t "2 peopr _TPT° =—(, -Tt-T7 =T )+T,"T7°
or or TTrop rTo-Trop d?"( rr )

rrerop
- ; d 1 !
_Frttrrtt_FTFT _].—‘Z-]_—‘j = |: z f :|

T 7"

rrerr rjrri

+T,7,0,,+T,7, 0,7, +T,7 T,

rTrorrTr rrera

r
d [z+D lf’()

—rtrt -0 T —T T =—— =
rttrt rrerTr rTitri d’l“|: r 2f(7")
(

sipne (523 ()

[ +rnm i) -y
(

LN (2 L0 D
2 f r)<r+2f(7" +r)
) LU0 = 117G) D
N I (G T (R
1(f(7"))2 1D f'(r) 22 _zf(r) 1(f()?

B f lf'(r) 1.1 :z—i—D 177(r
(r)
)

12 f

r "(r)
27 f(r (r)

4 fr)2 27 f(r) r?

(r
1 _b__1
r f(r) 4 flr)? r2- 2

,,,,,,, 170 e g L
+< 57 % 5 )rf(r)Jr (z+ D D D)

2 f(r)
1 s 1f'(r) 22+ D
3P ( )

R0 L) 22+ D)
Ry, = [f(r) +(D+32+1) + ]

2 r f(r) r2
Por otro lado

or,r,  or,

d .
= —tP + o = _ 3 t o
i = g, 50 LTS =TT = o [=rf (o) + 1717, = T, T

)T p 105t

_FiTk:Fj Fz rrjrk - (37“2f(7") + Tgfl(r)) j + Fz jr’l‘ t + Fz ]FT r + Fz ]Frkk

TS =TT = @2 ) 4 r ()8 — () <Z+;J;<(>) : §];<(>)+ )
13 F(r)ip O S (1) = |31 (r) = 77 (r) = £ () <ZH:_ )

210 41270
= [=3r2f(r) = r*f'(r) — (2 + D — 1)r? f(r) + 212 f(r)]0y;

=[(=3=2=D+ 14202 f(r) = rf'(1))bi; = [=(z + D)r? f(r) — r*f'(r)]6s
Rij = —r?[rf'(r) + (2 + D) f(r)]5s;- (A.3)

Finalmente

1

R=g"" Ry, Wﬂ“zzf( )[r?f"(r) + (D + 3z + 1)rf'(r)

= gttht + gTTRT’r' + ginij =
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APENDICE A. CALCULO DE LAS COMPONENTES DEL TENSOR DE RICCI
EN EL SISTEMA INICIAL (T, R, X )

1[50 L) 22 4D)] 1
2 | 70 e I AU R AL

e+ D)y =~ (1) = 5(D+ 32+ Vrf'(r) = (= + D)(r) = 57

+22(z + D) f(r)] = r* f(r)

+(D+32z+1)

LD 432+ Dr () = (2 + DIF) = DIrf(r) + (= + D) ()] = ") — (2D + 35
+1)rf'(r)+(—2*—2D—22~D—2D—D?)f(r) = —r2f" (r)—(2D+324+1)r f'(r)+(—222~2D2—D—D?) f (r)
R=—[r*f"(r) + (2D + 3z + 1)rf'(r) + ((2* + 2Dz + D?) + 2% + D) f(r)]. (A.4)
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Apéndice B

Comprobacion de que las soluciones
encontradas satisfacen las ecuaciones

de campo iniciales

Se consideran las expresiones de las nuevas soluciones encontradas para las ecuaciones de campo

¢(r) = £/2D(z — 1) Ln(r),
F(r) = cxr(+D) 4 24D,
(Agf)Q = QCQD(Z —|— D _ 2)7"_2(Z+D_1)7
2z -1)
D b
Ao p2(2-1)

A==

y
A=0.

Las ecuaciones de campo que deben satisfacer las expresiones anteriores son

—Drf' =D(D+1)f —2A = ﬁ[rzzf (¢)% +eX(4))%],
Drf'+ D(2z+D—1)f+2A = ﬁ[rhf (¢/)2 — e (A))?),

(B.1)

(B.2)
(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

r2f"+(3242D—1)rf' +(22° 42Dz —22+D? D) f+2A = fﬁ[r%f ()2 —er(A})?], (B.9)
r z— L

D241
A;’+[A¢’+( — )}Agzo

A ( ATN2
[<Z+D+1>¢,+¢,,}f+f,¢/_“ (AD)*

r 2 2z

Verificando (B.7), el primer miembro de esta ecuaciéon es

(B.10)

(B.11)

—Drf' = D(D+1)f —2A = —Dr[—c;(z + D)r~ TP+ _9cy (2 + D — 1)p2(:+P=3)]

—D(D+1) [Clrf(’”D) + 02r72(z+D71)} — 0= D¢y (z + D)r~G+D)
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APENDICE B. COMPROBACION DE QUE LAS SOLUCIONES
ENCONTRADAS SATISFACEN LAS ECUACIONES DE CAMPO INICIALES

+2Dcy(z + D — 1)r 2GFP=Y _ D(D 4 1)eyr™GTP) — D(D 4 1)epr—2+P—1)
=eD(z — 1)r~GtP) 4 ¢,D(22 + D — 3)p—2(=+D-1)
—Drf' = DD+ 1)f —2A =1 D(z — 1)T*(Z+D) + D224+ D — 3)T72(Z+D71) (B.12)

y el segundo miembro es igual a

1 . 1 1 Y 1 (s
s P (607 + (A = 52 f(6)7 4 5 VAP = S+
+02r—2(z+D—1)] QD(22_ 1) + %T—Z(z—l)r2(2—1)2c2p(z +D— 2)T—2(2+D—1)

T

= D(z = Do) 4 D(z — Degr—26+D=D 4 3 D(z + D — 2)r=2+D=1D — ¢ D(5 — 1)7—(+D)
+¢9D(2z + D — 3)p2(=+D=1)

1
22T

A partir de los segundos miembros de las ecuaciones (B.12) y (B.13) se satisface la ecuacion (B.7)

(P22 f ()2 + M (A)H = e1D(z — 1)r~CHP) 4 ¢y D(22 + D — 3)r2+P-D - (B.13)

~Drf! = DD+ 1)f =28 = S [ (6)7 4 (A7)

Ahora verificando la siguiente ecuacién de Einstein (B.8), se tiene que el primer miembro es
Drf 4+ D(2z+ D —1)f + 2A = Dr[—ci(z + D)r~GtP+D) _2¢y(z + D — 1)p~2=+P=3)]

+D(2z2 4+ D — 1)[eyr™GFP) 4y 2G+P-D] L 0 = —¢ D(z + D)r~&+P)
—2¢9D(z+ D —1)r 2G04 ¢, D22+ D — 1)r~ D) 4 ¢, D(22 4 D — 1)p2G+0-D
= D(z — 1)r~CtD) 4 coD(=D + 1)r 20D
Drf' + D224 D —1)f 4+ 2A = e1D(z — 1)r~G+P) 4 ¢, D(=D + 1)p~2(+P-1) (B.14)
y el segundo miembro de esta ecuacion es
1

1 1 1
2z N2 AP ANN2] — .2 N2 _ T AG.—2(2=1) A1\2 _ .2 —(2+D)
S P ()2 = (4D = Sr2f(9) = 52D (A = ¥

—2(z+D—1)] QD(Z; 1) o %T—Z(z—l)rz(z—l)chD(Z +D — Q)T—Q(z+D—1)
T
=c1D(z — 1)r_(Z+D) + oD (z — 1)7“_2(Z+D_1) _ czD(z +D— 2)r—2(z+D—1)

=c1D(z — 1)7n*(Z+D) +coD(—D + 1)r72(z+D71)

“+cor

ﬁ[r%f (¢)? — e*(A})%) = 1 D(z — 1)r~ TP 4 ¢uD(—=D + 1)r2G+P=D - (B.15)
etz

A partir de los segundos miembros de las ecuaciones (B.14) y (B.15) se verifica la ecuacion (B.8)
1
Drf'+D(2z+D—1)f +2A = m[TQZf (¢/)% — e (4))7).
Para verificar que se satisface la tercera ecuacion de Einstein (B.9) se debe considerar

f'=—ci(z+ D)yr~ =P+ _ o, (2 4 D — 1)T—2(z+D—%

1
f'=ci(z+D)(z+D+1)r P 44y (2 4+ D - 1)(2 + D — 5)r—2<Z+D>.
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APENDICE B. COMPROBACION DE QUE LAS SOLUCIONES
ENCONTRADAS SATISFACEN LAS ECUACIONES DE CAMPO INICIALES

Entonces el primer miembro de la ecuacion (B.9) es igual a
r2f" + (324 2D —1)rf + (2224 2Dz — 22+ D* —= D) f + 2A = r?[cy(z + D)(z + D + 1)r~+P+2)
+4ey(z+D —1)(2+ D — %)r%zw)] + (32 42D — 1)r[—cy(z + D)r~G+PFY
—2co(z+ D — 1)r’2(Z+D*%)} + (22 42Dz — 22 + D? — D)[clr’(”D) + CQT’Z(HD’I)]
+0=¢ (z+D)(z+D+1)r*(z+D)—|—402(z—i—D—l)(z—i—D—%)r*Q('”D*l)—cl(z+D)(3z+2D—1)7’*(z+D)
—2¢5(32 + 2D —1)(z + D — 1)r2G+P=D (222 4 2Dz — 22 + D? — D)r~G+D)

tc2(22% + 2Dz — 22 + D? — D)r—2(2+D—1) = —c1D(z — 1)r—(Z+D) + eaD(D — 1)p=2G+D=1)

2"+ (3242D—1)r f'+(22242D2—224+D*—D) f+2A = —¢; D(2—1)r~C+D) e, D(D—1)r 240D

(B.16)
y el segundo miembro de la misma ecuacion, a partir del segundo miembro de la ecuacién (B.15),
es igual a

1

—gae P ()7 = (A’ = —e1D(z = 1)r~ M) 4 e;D(D — 1) 2P0 (BAT)

A partir de los segundos miembros de las ecuaciones (B.16) y (B.17) se verifica la ecuacion (B.9)
1
r2f"+ 3z +2D — )rf' + (22> +2Dz — 22+ D> - D)f + 2A = —m[r%f (¢)% — e (A4})2).

Por otro lado, se verifica la ecuaciéon para el potencial vectorial (B.10)

Al + [)\qb' + (D_Hl)] Al =T(24 D —1)\/2¢;D(z + D — 2)r~+D)
T

2(z —1 D — 1
i{(z )+ z+
r r

] V2¢2D(z + D — 2)r~G+P=Y — 1(24D—1)\/2¢,D(z + D — 2)r~G+D)

+(2+ D —1)\/2c2D(z + D — 2)r~+D) =,

lo cual verifica que se cumple la ecuacion para el potencial vectorial (B.10).
Finalmente, para verificar la ecuaciéon del campo escalar (B.11), el primer miembro es igual a

o (TR o g o = [P0 (PRI VEPESD) o)

2D(z—1)

[—c1(z + D)r=GHPHY _ 96y (5 4 D — 1)p~ 2=+D-3)]
r

Fepr 2Dy 4

z+ D)\/2D(z -1 (2 —9(s4+D— —(z
:i< ) 3 ( )(clr G+D) 4 egp 20Dy £ ¢ (2 + D)/2D(z — 1)r~ G+P+2)

F2eo(24+D—1)/2D(z — 1)r2GtP) = ¢/ (D+2)\/2D(z — 1)r~CTPD 105 (24-D) /2D (2 — 1)r~2=+D)

Ter(z+ D)/2D(z — 1)r=GHP+2) 1965 (2 + D — 1)y/2D(z — 1)r2E+D)

entonces

[(ZE250) ] o 1= s+ D=2 VIDE- T 7. (B
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APENDICE B. COMPROBACION DE QUE LAS SOLUCIONES
ENCONTRADAS SATISFACEN LAS ECUACIONES DE CAMPO INICIALES

Por otro lado, el segundo miembro es igual a

1 1 /2(z—1
,5/\r72z6>\¢(A;)2 = :F5 %T*ZZTQ@*UQCQ‘D(Z +D— 2)7,.72(z+D71)

= Teo(z+ D —2)V/2D(z — 1)r2G+D)
—%Ar—%wA;)Q = Feo(z+ D —2)y/2D(z — 1)r2+D), (B.19)

A partir de los segundos miembros de las ecuaciones (B.18) y (B.19) se verifica la ecuaciéon (B.11)

[(w“) o+ ﬂ FHF9 = A AA
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Apéndice C

Calculo de los invariantes de
curvatura

A partir de la expresion (4.10) se tiene

f=F@)=cirm TP 4 gpp 2D, (C.1)

f=F()=—ci(z+ D)r P _ 90y (z + D — 1)y 2=+D~3 (C.2)

fr=1"(r)=ci(z+D)(z+ D+ 1)r~ P L 2y (2 + D — 1)(22 + 2D — 1)r 2D (C.3)
Al sustituir estas expresiones en la ecuacion (3.14) o (A.4)
R = —[c1(z4D)(z4+D+1)r~CTP) 420y (24D —1)(2242D—1)r 2PN _¢ (2D432+41) (24 D)r~ D)
—205(2D + 32+ 1)(z + D — 1)r2G+P=Y 4 ¢, (2% 4 2Dz + D? 4 22 + D)r~ D)
+¢3(22 42Dz 4 D? + 22 4 D)r2GTD=Y] — ¢ D(z — 1)r~G+P) 4 ¢y(22 + 3D — D? — 4)p—2(=+D—1)
R=c¢1D(z—1)r~ G+ 4 ¢y(22 + 3D — D? — 4)p—2(=+D-1), (C.4)
El siguiente invariante de curvatura es la contraccién de las componentes tensoriales de Ricci
I = R, R"™ = g”“/g””/RWR#/Z,/ = (g")2R% + (g™ )2 R2, + g g'* Ry Ry

1
7,'n4zf24

1 / 2
r4zf2[r2f”+(D+3z+1)rf’+22(z+D)f]2+r4f2i f7 + (D +32 + 1)%f7 + @

—|—Ti25ij%5lk(—7’2)[7'f/ + (z+ D) floa(=r?)[r f' + (z + D) f10;%-

Al simplificar

1
| = 5[r‘*(f”)2 +2(D 4324+ D)3 f " +2(22° + Dz + D)r* ff” + (D* 4 6Dz + 4D + 92*(C.5)

+62 4+ 1)r2(f)2 +2(5D2% + D*2 4+ 3D? 4 623 + 6Dz + 22% + Dz + D)rf'f +2(22* + 2Dz
+22D? + 3Dz* + D* + 2Dz + D?) f?].
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APENDICE C. CALCULO DE LOS INVARIANTES DE CURVATURA

Ahora de las expresiones (C.1), (C.2) y (C.3) se tiene
(f")? = (2" +4D23 + 6D?*2% + 223 + 6D2% + 22 +4D32 + 6D*2 + 2Dz + D* +2D3 (C.6)
+ D) 2G04 4 dei ey (22* 4+ 8D2° — 2% +12D2%2% — 3D2% +8D32 — 3D%z + 2D* — D3
222 — 4Dz + z — 2D? + D)r~ G730+ | 4e2(42* 4 16D2° + 24D%2% — 1223 — 36 D2>
+1322 +16D32 4+ 4D* — 36 D%z — 12D3 + 13D? + 26Dz — 6z — 6D + 1)r~41+D)

== +3D2% + 22 + 3D%2 + 2Dz + D? + D?)r—2G+D+3) _ 6,0y (2° + 3D2> (C.7)
—22 4 3D%2 — 2Dz + D? — D?)p~G2H3D+Y _462(2,% _ 5,2 4 4D2% + 6D%z — 10Dz + 4z
+2D3 —5D? + 4D — 1)y~ 4=+D=3),

ff" =22 42Dz + 24 D* + D)r2G+P+D 4 ¢165(522 + 10Dz — 52+ 5D* —5D  (C.8)
+2)r3G4D) 4 962(22%2 4 4Dz — 32 4+ 2D — 3D + 1)p 4H+DP—3),

(f’)Q = c?(z2 + 2Dz + D2)r—2(z+D+1) + 40102(22 t 9Dz — 24+ D — D)r—3(z+D) 9
+4C%(22 +2Dz+D?—22—2D + 1),,,—4(z+D_%)’

f'f ==z 4 D)yr~ 2P+ 4 ¢ 10)(=32 — 3D 4 2)r~B3P=1 _2c2(, 4 D (C.10)
_1)T7(4z+4D73)

f? = C%T_2(2+D) + 2¢ycor~ (32 H3D=2) cgr_4(z+D_1). (C.11)
Al sustituir las expresiones (C.6), (C.7), (C.8), (C.9), (C.10) y (C.11) en (C.5) se tiene

I =c(22D? — D2? — 3Dz 4 D? + D? — D)r~2G+D) ¢y (—D2? —2D%2 + D?2  (C.12)
+2D3 —4D? — 4Dz 4 2z + 4D)r~G#+3D=2) | 2(624 4 35D2° + 15D%2% — 42°
+9D2% 4+ 3D%2 + 2D* —3D?z — 6D3 + 15D? + 6Dz — 8z — 17D + 8)p~4(=+P—1),

El dltimo invariante de curvatura es el invariante de Kretschmann. Para esta cantidad se calcula
los componentes del tensor de Riemann. La definiciéon de las componentes de este tensor es

Rf,, =0, =0, +T /0N T/ T2 (C.13)

TV

También para bajar el primer indice se tiene

Rpa/w = gp)\R)\ (014)

ouv:*

De esta manera, los componentes del tensor de Riemann distintos de cero son

Ripty = 22727V f 4 %r%f” + %(32 + 1) (C.15)
Rippy = =222 D f — %r%f” - %(32 + 1)Ly (C.16)
Ryij = (272D 2 4 %T%“’ 185, (C.17)
Ry = —(er(Z“)fQ + %T22+3ffl)5ji; (C.18)
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thtr = _1(32 + 1),,,2z—1f/ - 57122}0” - 22712(2_1)f3 (Clg)
Ryt = (32+1) Zaml gt +3 QZf”Jer 2= . (C.20)
1 f
Rm'rj (]— + 2Tf> i (021)
f/
RTijr = (1 =+ 27” f) jiy (022)
1
R = §r2(z+1)f(rf/ +22f)ou, (C.23)
1
R = 757‘2(Z+1) F(rf +22f)0u, (C.24)
f/
erri = (1 + 27" f) 61@'7 (025)
1 f
erir = — ( + QTf) 6li (026)
y
Riijk = (81k05i — 61j0ki)r f. (C.27)

Entonces, el invariante de Kretschmann es
K = Ryupra R = " ¢ 77 67 Rypro Ryriyrro
= (g")2(g"")?(Rertr)® + (9")2(¢")* (Rerrt)* + (9"")?g" klthkth]lt+( )2gh gk thkthylt
+(g") (G (Rrtir)® + (9" (9" (Rotrt)? + (97297 9" Ryinr Rrjir + (97)29" " Rrir Rrjir
+(9")2 9" gM Riven Ry + (9")29"7 g™ Rivar Rjeer + (9")°9" 9" Rivri Rjrrt + (9")° 9" 9" Rivei Rt
+g”gkl9mn9mRikmplenq = 2(9 )2(9 ) (Rtrtr) +2( tt)2 " klRt’thRt]lt +2( “) (g )Z(thrt)Q
+2(9")29" g™ Reinr Rejir + 2(9")2 97 9™ Rivar Rjer + 2(9™)* 9% 9 Rivrie Ryt
+97 9" g™ 9" Ritmp Rjing
=2{(¢" 2[(Rertr)? + (Retrt)?] + (9")29Y g™ [Reint Rejir + River Rjent]
+(97T)29”9 [Ryikr Rejir + RiprieRjrri] } + G99 g™ 9P Ryt Ritng
1 1 1 2 1
—9 {T4f2 [<Z2r2(z—1)f + §r22f// + 5(32 + 1)T2z—1fl) + (227,,2(2—1)]( + §T22f//

T4Z f2

+
(9

1 2
_'_5(32 + 1)T2Zlf/)

1 1 1 1 4(z+1) £2 2 1 4(z+1) g2
+ 7’4Zf2 7‘72&37?25“ [47’ ( )f (’r’f/ + 2Zf) 5]%‘5[]- + ZT ( )f (’rf/

1 f 2 1 f 2
(1 + 27") 5]”'(5” + <1 + 27”) 6ik(5jl
1 1 1 1

+§617ﬁ6klﬁ6mn ﬁ(qursfg (6zp5mk - 6im6kp>(6jq6ln - 6jn6lq)

1.1
+22f)20i05] + 1 f2725ij ﬁa,d

2 2
24{7“_4(2_1) (ZQTQ(Z—l)f+ (3z+1) 22— 1f += 2zf//> -l—iD(?Zf—l—Tf’)z—l—D (f—l—;?"f/) }

+2D(D — 1) f%
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Al desarrollar los binomios y reduciendo las constantes de cada potencia se tiene

1 1 1
K=4 [<z4 + D2% + §D2 + 2D) PGB+ 224+ D+ D)yrff + 2202 ff + 1(922 (C.28)

+62 + 2D + 1)r?(f)* + %(32 + 1) f "+ ir‘*(f”)Q .

Finalmente, al sustituir las expresiones (C.6), (C.7), (C.8), (C.9), (C.10) y (C.11) en (C.28) y
simplificando se tiene

K = c}(D*:* +2D2? — 2D2 — 4Dz + D* 4+ 2D? — 2D? + 2D)r2=+D)(C.29)
+c169(—4D%22 +8D2% — 4Dz + 16Dz 4+ 8D* — 8D% — 20Dz — 8D? + 12D)r~ B+30-2)
c3(48Dz% +4D?*2* + 12D2” + 42° + 16D%z + 16D* — 40D?*z — 56 D® + 74D? + 32Dz
—162 — 46D + 16)r—4=+P-1),

48



Bibliografia

[1]

2]

[3]

[4]

[5]

[6]

7]

18]
19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

E. W. HIRSCHMANN, L. LEHNER, S. L. LIEBLING y C. PALENZUELA, Black Hole Dynamics
in Einstein-Mazwell-Dilaton Theory, arXiv:1706.09875 [hep-th].

J. HARVEY, R. IENGO, K. S. NARAIN, S. RANDIJBAR-DAEMI y H. VERLINDE, String theory
and Quantum Gravity ’92, World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., ICTP, Trieste, Italy,
1992.

M. TAYLOR, “Non-relativistic holography”, arXiv:0812.0530 [hep-th].

DA-WEI PANG, A Note on Black Holes in Asymptotically Lifshitz Spacetime, arXiv:0905.2678
[hep-th].

S. A. HARTNOLL, A. LUCAS y S. SACHDEV, Holographic quantum matter, arXiv:1612.07324
[hep-th].

W. GREINER, L. NEISE, y H. STOCKER, Thermodynamics and Statical Mechanics, Springer-
Verlag New York, Inc., 1995.

S. HACYAN, Los hoyos negros y la curvatura del espacio-tiempo, Fondo de Cultura Econémica,
1998, México.

M. NATSUUME, AdS/CFT Duality User Guide, Springer, 2016.

J. F. PEDRAZA, W. SYBESMA y M. R. VISSER, Hyperscaling violating black holes with
spherical and hyperbolic horizons, arXiv:1807.09770v3.

S. MUKHOPADHYAY, C. PAUL, Hyperscaling violating geometry with magnetic field and DC
conductivity, arXiv:1906.02348v1.

L. P. HugasToN, y K. P. Top, An Introduction to General Relativity, Cambridge University
Press, 1990.

G. GUEVARA PARDO. (2009), Una breve historia de la relatividad 23 de Noviembre de 2019,
de cedetrabajo Sitio web: https://cedetrabajo.org/blog/una-breve-historia-de-la-relatividad/

R. CARTAS-FUENTEVILLA, A. HERRERA-AGUILAR, V. MATLALCUATZI-ZAMORA, U. NoO-
RIEGA y J. M. ROMERO, Anisotropic Lifshitz holography in Einstein-Proca theory with stable
negative mass spectrum, arXiv:1804.02278v2.

U. H. DANIELSSON y L. THORLACIUS, Black holes in asymptotically Lifshitz spacetime, ar-
Xiv:0812.5088v2 .

S. KacHru, X. Liu y M. MULLIGAN, Gravity Duals of Lifshitz-like Fized Points, Phys.
Rev.D78 (2008)106005; arXiv:0808.1725 [hep-th].

49



