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Resumen

Se estudia un problema de dispersión causado por un obstáculo que rompe la reversi-

bilidad espacial y temporal desde un punto de vista cuántico. De esta forma, se sigue

la prescripción de Maxwell para lograr una violación de la segunda ley de la termo-

dinámica impulsada por un término dependiente del momentum en el Hamiltoniano,

dando lugar a lo que se conoce como demonio de Maxwell cuántico, mostrando nuevas

perspectivas sobre cómo se plantea y se resuelve dinámicamente la aparente paradoja

de Maxwell. Aśımismo, se obtiene la solución anaĺıtica en términos de una función de

Green dependiente de la enerǵıa aśı como su estructura meromórfica. Posteriormente,

se estudia la evolución expĺıcita de condiciones iniciales simétricas mostrando que la

dinámica ondulatoria se comporta de forma diferente a la irreversibilidad clásica en

cuanto a la aparición de colapsos y resurgimientos. Por otro lado, se diseña una cavidad

electromagnética con dieléctricos incorporados (a modo de resonador dieléctrico) que

cumplen la función del demonio, por lo que este sistema es capaz de enfriar y orde-

nar la radiación electromagnética incidente. Esta configuración puede generalizarse a

varios tipos de ondas, sin depender del concepto de medición en mecánica cuántica.

Finalmente, se estudia un problema de dispersión causado por una corriente neutra

débil que puede ser interpretado como un demonio de Maxwell por romper paridad,

estableciendo aśı una conexión con el mecanismo de Sakharov de mateŕıa y antimate-

ria.
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Abstract

We study a scattering problem caused by an obstacle that breaks spatial and temporal

reversibility from a quantum point of view. Accordingly, we follow Maxwell prescription

to achieve a violation of the second–law of thermodynamics driven by a momentum-

dependent term in the Hamiltonian, resulting in what is known as Maxwell’s daemon in

the quantum domain. Thus showing new perspectives on how Maxwell’s apparent pa-

radox is posed and resolved dynamically. Additionally, we obtain an energy-dependent

Green’s function analytically, as well as its meromorphic structure. Subsequently, ex-

plicit evolution of symmetric initial conditions is studied, showing that wave dynamics

behave differently from classical irreversibility in terms of the appearance of collapses

and revivals. Apart from that, an electromagnetic cavity is designed, to which dielec-

trics are added (as a dielectric resonator), performing the function of a daemon, so

this system is therefore able to cool and sort incident electromagnetic radiation. This

setting can be generalized to many types of waves, without relying on the concept of

measurement in quantum mechanics. Finally, a scattering problem caused by a weak-

neutral current is discussed, which can be interpreted as a parity–breaking Maxwell

daemon. Thereby establishing a connection with the Sakharov’s mechanism of matter

and anti–matter.
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irreversible potentials. Revista Mexicana de F́ısica. (Aceptado para publicación.)

� El art́ıculo cubre los cap. 2 y 3 de esta tesis; expone el formalismo del demonio de
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4.10. Gráfico de densidad en cavidad resonante en 0 < τ < 150 . . . . . . . . . . . . . . 61
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Caṕıtulo 1

Introducción

Desde el advenimiento de la mecánica cuántica, se han diseñado diversos experimentos con la

intención de recrear las condiciones en las que los sistemas microscópicos evolucionan. Ejemplos

prominentes son las redes ópticas [1, 2], sistemas ultra–fŕıos [3, 4], billares de microondas y cuánticos

[5–8], emulaciones relativistas en sistemas análogos [9–15], circuitos plasmónicos [16] o supercon-

ductores en conexión con teoŕıa de grafos [17], sólidos artificiales en general [18–22], teoŕıa de bucles

aplicados a cavidades electromagnéticas [23], grafos cuánticos en el diseño de metamateriales [24],

y los haces nucleares, atómicos o moleculares para demostrar la difracción e interferencia cuánti-

ca [25, 26], incluidos los problemas irreversibles, por ejemplo, las resonancias y la desintegración

nuclear [27]. Sin embargo, el preservar las caracteŕısticas cuánticas de estas emulaciones puede ser

técnicamente demandante y quizá costosa. En el terreno de las emulaciones estrictamente dinámicas

se ha recurrido a diversos sistemas ondulatorios que exhiben propiedades detectadas en sistemas

macroscópicos como lo son grafeno artificial en microondas [28, 29], oscilaciones de Bloch en barras

elásticas [30, 31], y ondas de materia [32, 33] en condensados de Bose–Einstein [34–38].

En esta tesis se propone estudiar la irreversibilidad à laMaxwell desde un punto de vista dinámi-

co involucrando un conjunto arbitrariamente grande de part́ıculas independientes. Una realización

dinámica con irreversibilidad abre la puerta a otros sistemas ondulatorios, ya sean de mecánica

clásica o cuántica, ya que no implica el mecanismo de colapso de onda ante hipotéticas mediciones

en el sistema. Por ello, debe ser posible implementar una interacción que dependa del momentum

de la onda, es decir, de su componente de Fourier; y cabe mencionar que anteriormente se han

utilizado potenciales dependientes del momentum para modelar dinámica nuclear molecular o in-

cluso dinámica relativista [39–41]. Además, el demonio de Maxwell [42] entra en esta categoŕıa de

problemas, por lo que dicha irreversibilidad se denomina Maxwelliana. De esta forma se espera que

un defecto puntual (e.g. barreras de potencial) que incorpore efectos no locales debeŕıa reproducir

razonablemente la división clásica en dos compartimentos, además de los efectos de interferencia

que se discutirán cuidadosamente. Es de esperar que este tratamiento pueda aplicarse a las cavi-

dades electromagnéticas e incluso a las interacciones electrodébiles no–relativistas. Se dividirá en

tres etapas:

i) Caracterización de la dinámica ondulatoria de un demonio de Maxwell con entroṕıa aparen-

1



2 1.1. El demonio de Maxwell

temente decreciente a lo largo de la flecha del tiempo.

ii) Construcción de un sistema de microondas que simule de manera idéntica la acción de un

demonio de Maxwell sobre radiación clásica.

iii) Análisis de un un potencial irreversible que simule un proceso de dispersión mediado por un

corriente neutra débil que rompa paridad y reversión temporal.

Como resultado de este estudio será posible diseñar en términos muy generales un sistema f́ısico ca-

paz de refrigerar y ordenar radiación luminosa incidente;1 y cabe mencionar que en el ámbito clásico

termodinámico, un mecanismo t́ıpico de refrigeración es el tubo de Ranque-Hilsch (tubo vórtex)

[45–47]. Además, se darán nuevas perspectivas sobre cómo se plantea y resuelve, dinámicamente,

la aparente paradoja de Maxwell, de relevancia no sólo histórica, sino fundamental.

La organización de la tesis es la siguiente: En el caṕıtulo 2 se introduce un potencial dependiente

del momentum en un Hamiltoniano clásico que ejerce una irreversibilidad Maxwelliana sobre las

part́ıculas implicadas que luego se generaliza al ámbito de la mecánica cuántica. Posteriormente,

se introduce el formalismo de las funciones de Green, obteniendo aśı una nueva expresión cerrada.

En el caṕıtulo 3 se presenta una emulación de un demonio de Maxwell en un billar electromagnéti-

co, utilizando condiciones iniciales simétricas para el análisis dinámico. Asimismo, en el caṕıtulo

4 se estudia el diseño de un montaje experimental mediante cavidades; la cavidad conductora es

un sistema f́ısico que es capaz de enfriar y ordenar la radiación electromagnética incidente. Final-

mente, en el caṕıtulo 5 se estudia un proceso de dispersión e−–nucleón mediado por Z0, el cual

es interpretado como un demonio de Maxwell al crear una asimetŕıa entre las probabilidades de

dispersión frontal o retrodispersión dependiendo de signo del esṕın (su(2) o su(2)∗) del electrón.

1.1. El demonio de Maxwell

En 1871 J.C. Maxwell envió una carta a P.G. Tait en donde mencionaba un experimento mental

sobre una ente cuyas facultades haŕıan que él pudiese seguir a cada molécula en su evolución, pero

que podŕıa violar la 2.ª ley de la termodinámica [42]. En 1874, W. Thomson, alias, Lord Kelvin, le

dio la denominación de ≪demonio≫.2 Posteriormente, L. Szilard propuso un modelo del demonio,

que cualitativamente conectaba el trabajo termodinámico con la información, donde la esencia

del papel de la medición y la retroalimentación es la misma [49]. Sin embargo, no quedó claro

qué proceso compensaba realmente el exceso de trabajo, a lo que Brillouin en 1951 [50] respondió

1 Si bien la realización experimental per se va más allá de los objetivos de la presente tesis, es bien conocido que

los metamateriales pueden efectuar operaciones matemáticas, ver por ejemplo Silva et al. [43] o Zangeneh-Nejad and

Fleury [44].
2 Esta palabra, que originalmente en griego significaba un ser sobrenatural, nunca se ha usado correctamente

para significar una personificación real o ideal de la malignidad. El ≪demonio≫ de C. Maxwell es una criatura de la

imaginación con ciertos poderes de acción perfectamente definidos, de carácter puramente mecánico, inventado para

asistir a la comprensión la ≪disipación de la enerǵıa≫ en la naturaleza [48].
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considerando que el coste energético del proceso de medición compensa el exceso de trabajo,3 por

lo que no se puede extraer trabajo del modelo de Szilard. Desde entonces, se ha discutido la validez

de la 2.ª ley de la termodinámica en términos del demonio de Maxwell [51–62].

En la versión original del demonio, se tiene un gas ideal en una caja que es separado, adiabáti-

camente, de su entorno. En el estado inicial, el gas está en equilibrio térmico a una temperatura T .

Ahora se inserta una barrera en el centro de la caja, en donde existe una pequeña puerta que tiene

la capacidad de medir la velocidad de cada molécula en el gas, y se abre o cierra dependiendo de

la medición que obtiene. Por ejemplo, si una molécula, cuya velocidad es mayor a la de referencia,

viene de izquierda a derecha, se abre la puerta; asimismo, si una molécula, cuya velocidad es menor

a la de referencia, viene de derecha a izquierda, también se abre la puerta; mientras que en cualquier

otro caso, la puerta se cierra. Repitiendo este proceso una y otra vez, el gas en la parte izquierda

gradualmente se enfŕıa (respecto a la condición inicial), mientras que el gas en la parte derecha se

calienta. Después de todo, el demonio es capaz de crear la diferencia de temperatura (adiabática-

mente) empezando desde una temperatura inicial uniforme. En otras palabras, la entroṕıa del gas

va disminuyendo conforme el demonio actúa a pesar de que la caja está adiabáticamente separada

del exterior. Esta aparente contradicción a la 2.ª ley de la termodinámica es conocida como la

paradoja del demonio de Maxwell. El punto importante del experimento mental, es que el demonio

puede realizar mediciones al nivel molécula por molécula, y puede controlar la puerta según la

medición obtenida (i.e. la velocidad de la molécula es mayor o menor que una de referencia), lo

cual implica que el demonio puede realizar un trazado de las fluctuaciones térmicas.

1.2. Planteamiento del problema

El demonio de Maxwell es una construcción teórica que ha desempeñado un papel importante en la

historia de la f́ısica, especialmente en termodinámica y la teoŕıa de la información. Esta entidad ha

sido testigo de los esfuerzos de los cient́ıficos con su comportamiento paradójico desde su aparición

en 1867 como parte de un Gedankenexperiment que discut́ıa las limitaciones de la segunda ley de

la termodinámica. El demonio de Maxwell no ha sido emulado dinámicamente hasta ahora en el

ámbito cuántico; en cambio, se han visto tratamientos informativos que —en general— se basan

en mediciones y retroalimentación [63–67] en varios tipos de arreglos, tales como arreglos fotónicos

[68, 69], átomos ultrafŕıos [70], circuitos cuánticos superconductores [71], cavidades QED [72],

puntos cuánticos [73] y circuitos electrónicos [74, 75]. Los puntos técnicos a tratar en la solución a

este problema consisten en la formulación del demonio de Maxwell en un contexto Hamiltoniano.

Para ello se empieza suponiendo una part́ıcula que se encuentra en una caja, la cual se divide

por el medio con un potencial altamente localizado que puede o no —dependiendo del signo y

magnitud del momentum— dejar pasar la part́ıcula hacia el otro lado de la caja. Posteriormente,

al introducir el demonio al dominio cuántico, es necesario asegurarse de que el potencial demońıaco

3 Esto es, para distinguir el fotón de prueba de los fotones de fondo, la enerǵıa del fotón de prueba debe ser

mucho mayor que la de los fotones de fondo, lo que significa que el coste energético requerido para la medición debe

ser mayor que el exceso de trabajo.
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sea hermitiano. Cabe resaltar que a pesar de ser un sistema que evoluciona en el tiempo, no se

introducirán mediciones intrusivas.

Se resolverá el sistema dinámico planteado usando diversas técnicas anaĺıticas y numéricas. Para

el caso anaĺıtico se obtendrá en forma cerrada una función de Green dependiente de la enerǵıa,

proporcionando aśı una solución anaĺıtica a la dispersión y a la evolución dependiente del tiempo.

Hay que tener en cuenta que dicha función tendrá la simetŕıa de intercambio rota (i.e. G(x, x′) ̸=
G(x′, x)), como es de esperar para un sistema con irreversibilidad Maxwelliana, o dicho de otro

modo, la ruptura de la invariancia de inversión temporal. Cabe destacar que tales funciones son

escasas en la literatura [76, 77], por lo que este tipo de sistemas dan lugar a nuevas funciones de

Green. Para el caso numérico se necesita una base discreta para emular el demonio de Maxwell,

esto da lugar a un uso sistemático de la discretización de la ecuación diferencial correspondiente.

Nótese que dicho tratamiento es equivalente a un modelo de amarre fuerte en un cristal, lo que

sugiere utilizar la primera zona de Brillouin, especialmente para valores donde la enerǵıa tiene

un comportamiento parabólico. Además se revisarán los conceptos de entroṕıa de von–Neumann,

entroṕıa de Shannon y la formulación clásica de Boltzmann. El problema de este proyecto conduce

a la emulación de la ecuación de Schrödinger en cavidades electromagnéticas en el esṕıritu de

Stöckmann [78] y otros trabajos como Bittner et al. [79], Dietz et al. [80], Dietz and Richter [81];

esto es, mediante una cavidad de microondas con el fin de separar radiación en dos regiones a

diferentes temperaturas a través de un proceso de ordenamiento. Por otro lado, los experimentos

en colisionadores en búsqueda de corrientes neutrales débiles son bien conocidos (ver por ejemplo

[82–86]), sin embargo éstos se basan en la estad́ıstica sobre las secciones eficaces asimétricas —esto

es, sólo se puede afirmar que hay un demonio de Maxwell operando en una caja negra— por lo que

plantear un experimento que pueda mapear funciones de onda en el tiempo requeriŕıa ambientes

criogénicos muy bien controlados, como trampas de iones o cavidades QED.

1.3. Irreversibilidad à la Lindblad versus Maxwell

La evolución de sistemas abiertos no es unitaria en general, salvo que se suponga un ≪sistema

global cerrado≫ compuesto de un subsistema S que interactúa con un subentorno E, donde las

interacciones S↔E correlacionan los estados, generando interferencias en el sistema (decoherencia)

y destruyendo aśı los estados entrelazados. En particular, para dicho sistema global se tiene el

Hamiltoniano

HT = HS ⊗ IE + IS ⊗HE +HI, (1.1)

donde HS & HE son los Hamiltonianos locales de cada parte del sistema, HI es la interacción que

opera sobre el espacio de Hilbert total HT = HS⊗HE, e I es la matriz identidad en su respectivo

espacio de Hilbert. Dicho sistema global está completamente descrito por su matriz de densidad

ρ̂ ≡
∑
n

wnρ
(n), donde cada estado ρ(n) = |α(n)⟩⟨α(n)| (1.2)
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tiene una probabilidad wn asociada, y descartando los grados de libertad del entorno, la dinámica

reducida del sistema es

ρ̂S(t) = trE
[
Û(t)ρ̂SE(t0)Û(t)†

]
, con Û(t) = exp

[
−it
(
HS +HE +HI

)]
(1.3)

y la matriz de densidad ρ̂SE(t0) = ρ̂S(t0) ⊗ ρ̂E(t0) hace referencia a que S & E están inicialmente

sin correlación.4 De esta forma, la ec. de von–Neumann [87, 88] para el subsistema S es

i∂tρ̂S(t) = trE
[
HS +HE +HI , ρ̂SE

]
, (1.4)

la cual suele ser intratable en la mayoŕıa de los casos, salvo que se empleen las siguientes suposiciones

[89, 90]:

� Aproximación de Born, supone un acoplamiento débil entre S y E, por lo que E no cambia

significativamente en la evolución.

� Aproximación de Markov, el tiempo de decoherencia en E es mucho menor que la escala de

tiempo de S, por lo que las excitaciones de E causadas por S decaen rápidamente, o dicho

de otro modo, el entorno pierde las excitaciones y no puede regresarlas al sistema (no tiene

memoria).

� La interacción debe ser escrita como una suma de productos de operadores, a saber, HI =∑
k A

(S)
k ⊗A

(E)
k , donde Ak son un conjunto de operadores de S ó E, según corresponda.

� Aproximación de fase estacionaria u onda rotante, la escala de tiempo en la evolución de S

es pequeña en comparación con el tiempo de relajación del sistema global, sin embargo esta

suposición es puesta en jaque al ser dependiente del observador (relatividad especial).

En consecuencia, se obtiene una ecuación maestra Markoviana en forma de Lindblad [91], donde

un Hamiltoniano H genera la parte unitaria de la evolución, mientras el Lindbladiano L(lind.)
[
ρ̂
]

representa una fuente o un sumidero de enerǵıa, a saber

i∂tρ̂ =
[
H , ρ̂

]
+ L(lind.)

[
ρ̂
]
, con L(lind.)

[
ρ̂
]
= i
∑
k

ck

(
Akρ̂A

†
k −

1

2

{
A†kAk , ρ̂

})
, (1.5)

donde ck son las constantes de acoplamiento y los operadores ≪de salto≫ Ak llevan la información

sobre qué procesos induce E sobre S. Aśı mismo, de las caracteŕısticas más relevantes de L(lind.)
resalta que: a) el principio de superposición se resguarda al ser lineal, b) el operador de densidad es

autoadjunto en la evolución, c) la matriz de densidad se mantiene semipositiva definida y su traza

es invariante, d) si los operadores de salto conmutan con el Hamiltoniano del sistema la enerǵıa se

conserva, mientras que son Hermitianos, la entroṕıa de von–Neumann no disminuye [92].

4 Un sistema bipartito se puede clasificar en ≪Simplemente Separable≫ si ρ̂SE = ρ̂S ⊗ ρ̂E, ≪Separable≫ si

ρ̂SE =
∑

k wkρ̂
(S)
k ⊗ ρ̂

(E)
k , donde ρ̂

(S)
k es un conjunto completo de proyectores ortogonales en S, y ≪Entrelazado≫ si

ρ̂SE es no–separable. Mientras que los sistemas clásicamente correlacionados evolucionan como mapas completamente

positivos, los sistemas cuánticamente correlacionados no cumplen esta propiedad.
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Nótese que los sistemas cuánticos abiertos al estilo Lindblad son una forma de irreversibilidad,

donde la entroṕıa de von–Neumann es la importante. Anteriormente se estudiaron tales sistemas

introduciendo relatividad especial [93]. Para empezar, nótese que el Hamiltoniano de Dirac per se

—escrito en términos de productos directos— muestra que tiene subespacios interactuantes, por lo

que el esṕın rota (precesión de Thomas) [94], a saber5

HD
.
=

3∑
k=1

pkσ1 ⊗ σk +mσ3 ⊗ I2, (1.6)

donde pk & σk son el momento y la matriz de Pauli en la dirección k, respectivamente, y m

la masa. Con esto en mente, se puede plantear la ec. de Dirac —incluyendo un cuadripotencial

Aµ = (ϕ/c,A) = (Aµ)†— para el operador de densidad covariante6 ρ = ργ0 y su hermitiano

conjugado como(
γµpµ − qγµAµ −mc

)
ρ = 0, & ρ†

(
− pµγµ − qA†µ(γµ)† −mc

)
= 0, (1.7a)

donde

γµ = (γ0,γ) que cumple {γµ, γν} = 2gµνI. (1.7b)

Además, si el tensor métrico gµν = diag(1,−1,−1,−1), entonces

γµ = (γ0,−γ) = (γµ)†, (γ0)2 = I, (γk)2 = −I, (1.7c)

y el producto escalar γµp
µ = gµνγ

µpν = γ0p0 − γ · p. Asimismo, el cuadrimomento es

pµ = (p0,p) = −p†µ que en términos de la derivada iℏ∂µ = iℏ(∂ct,−∇), (1.7d)

donde la convención del operador antihermitiano p0 sobre un ket–bra es que sólo actúa en el objeto

inmediato posterior, i.e. p0|Ψ⟩⟨Ψ| ≡
(
i∂ct|Ψ⟩

)
⟨Ψ|.

Al restar las ecuaciones en (1.7a) y multiplicar por ambos lados por γ0 se obtiene la ec. de von–

Neumann, por lo que se procede a agregar un disipador covariante en analoǵıa con (1.5), surgiendo

dos posibles tipos de ensambles:

a) Universales: El Lindbladiano covariante debe ser de la forma L(univ.)[ρ] = Fρ− ρ†F†, por lo
que (1.7a) se transforma en

Dρ = Fρ & ρ†D† = ρ†F†, con D = γµpµ − qγµAµ −mc. (1.8)

La eliminación de los términos del tipo AkρBk asegura la covarianza de Lorentz, sin embargo,

la matriz de densidad ya no será necesariamente semi-positiva definida, lo cual es de esperar

al tratarse de un sistema cuánticamente correlacionado.

5 Esta representación en particular es para el espinor de Dirac, para el espinor de Majorana ver por ejemplo [95].
6 La notación del tipo ψ = ψ†γ0 se denomina ≪adjunta de Dirac≫ y es requerida para respetar la simetŕıa de

Lorentz.
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b) Restringidos: Se descompone el operador de densidad covariante en un conjunto de vectores

{vn} no necesariamente ortogonal, e.g. ρ(t) =
∑

nwnvn(t)v
†
n(t)γ0, y se propone un disipador

general de la forma

L(res.)[ρ] = i
∑
k

(
Akρ+ ρBk + CkρDk

)
, (1.9)

(la barra sobre los operadores denota la adjunta de Dirac) por lo que se obtiene una ec.

cuadrática para vn, a saber

∑
n

wn

{[
Dvn(t)

]
v†n(t)γ

0 − i
∑
k

([
Akvn(t)

]
v†n(t)γ

0

+ vn(t)
[
v†n(t)γ

0Bk

]
+
[
Ckvn(t)

][
v†n(t)γ

0Dk

])}
= 0.

(1.10)

Entonces, si los {vn} resuelven (1.10), se tiene un ensamble restringido de Dirac.

Dichos ensambles universales permiten proponer disipadores anti–hermı́ticos como

L(I)[ρ̂] = 1
2 {σ3̸A, ρ̂} − h.c., o bien L(II)[ρ̂] = σ3

(
a0 + a⃗ · τ⃗

)
ρ̂− h.c., (1.11)

donde σk & τk describen el esṕın y el isoesṕın, respectivamente, a⃗ es un vector de constantes de

acoplamiento, y ̸A = a3σ3 − a+σ+ − a−σ− representa al cuadripotencial. De esta forma se pueden

estudiar —por ejemplo— las asimetŕıas en las poblaciones de materia–antimateria (L(I)) o las

oscilaciones de neutrinos (L(II)).
En resumen, la irreversibilidad Lindbladiana tiene algunas diferencias importantes respecto a

la construcción de Maxwell:

i) No genera una transformación unitaria —mientras que en la construcción de Maxwell, no hay

pérdidas—.

ii) No rompe de forma expĺıcita la paridad o alguna otra simetŕıa a nivel Hamiltoniano.

iii) En general no se dan las condiciones para el teorema de Noether, al ser un sistema abierto

—no hay generadores de simetŕıa de Lorentz que se conserven a menos que se trate con un

sistema global interactuante que incluya al entorno—.

iv) Los sistemas abiertos tipo Kosakowski–Sudarshan, utilizados ámpliamente en modelos de

irreversibilidad —y la decoherencia asociada a ésta—, quedan en vilo para describir cómo se

viola la segunda ley de la termodinámica microscópicamente; ya que al final, dicha ley es de

naturaleza estad́ıstica y en condiciones alrededor del equilibrio —hipótesis que no se da en

los sistemas de interés—.

v) El uso de una entroṕıa independiente de base (von–Neumann) en la irreversibilidad à la

Lindblad permite medir el desorden —entendido como qué tanto se dispersa un ensamble

en el espacio de Hilbert— a partir de trazas de la matriz de densidad, asimismo se pueden

definir cantidades como la pureza (Γ = tr[ρ̂2]) que es una medida de cuánto se ha mezclado
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un estado cuántico. No obstante, la irreversibilidad y la aparición de orden en sistemas tipo

Maxwell no se pueden medir con dicha entroṕıa en forma de traza, ya que siempre preservan

pureza o entroṕıa von–Neumann.



Caṕıtulo 2

Irreversibilidad à la Maxwell con

interacción localizada

El contexto clásico de la construcción de Maxwell, se emplea el cambio del signo del tiempo a partir

de la inversión en la dirección de las velocidades de las part́ıculas que conforman el sistema f́ısico.

Dicha inversión de signos se efectúa selectivamente dependiendo de una enerǵıa de referencia que

es proporcional al cuadrado del momentum de referencia (ER ∝ P 2
R) de las part́ıculas, las cuales

son de la misma especie. Esto implica el uso de un potencial que dependa de la velocidad, pero el

efecto logrado es el mismo a sabiendas que el momentum de una part́ıcula es impar bajo reversión

temporal. Además, el momentum es proporcional a la velocidad de éstas (p ∝ v) en el régimen en

el que las part́ıculas se desplazan libremente en una caja —sin colisiones entre ellas—, justificando

que la interacción con un demonio hipotético sea dependiente del momentum. Finalmente, el agente

externo llamado demonio de Maxwell, se localiza en algún lugar del espacio, e.g. x = 0, con lo que

la interacción externa depende también de la posición.

Como hipótesis adicional —y en completo acuerdo con la formulación de Maxwell— las part́ıcu-

las se consideran independientes, por lo que la acción del demonio es separable por part́ıcula hasta

dar una formulación Hamiltoniana de part́ıcula individual. En el contexto clásico, el comportamien-

to total se logra a través de un ensamble de sistemas idénticos, mientras que en el contexto cuántico

basta analizar el comportamiento de la función de onda en el tiempo para una sola part́ıcula con

los mismos efectos.

El Hamiltoniano de una part́ıcula dentro de una caja de ancho 2xL es simplemente

H =
p2

2m
, (2.1)

y dada una condición inicial (x0, p0) ó (x1, p1) se tiene el espacio fase en la fig. 2.1. Nótese que al

evolucionar el sistema se tiene el mapeo lineal [96](
x′

p′

)
=

(
1 t

0 1

)(
x

p

)
. (2.2)

No obstante, el demonio de Maxwell introduce un mapeo no–lineal a través del signo del momentum

9
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p, i.e. (
x′

p′

)
=

(
1 sgn(p) t

0 sgn(p)

)(
x

p

)
, (2.3)

produciendo un ordenamiento de la evolución en los dos compartimentos. Cabe señalar que al

doblar el espacio fase por el eje x, se puede conectar los puntos de retorno (ξ, η), quedando una

topoloǵıa de la forma

x2

a2
+

y2

b|p| = 1, a, b > 0. (2.4)

x

p

(x0, p0)

ξ

ξη

η

(x1, p1)
ξ′

ξ′η′

η′

−xL +xL

Figura 2.1: Evolución de la part́ıcula libre en una caja de ancho 2xL. Los puntos ξ, η

son puntos de retorno donde la part́ıcula rebota contra la pared y cambia el signo de

su momentum.

2.1. Part́ıcula con potencial de activación

Como se mencionó anteriormente, el potencial de interacción demońıaco Vint debe depender del

momentum y estar altamente localizado en x = 0 con intensidad V0, de esta forma se tiene ahora

el Hamiltoniano

H =
p2

2m
+ Vint(x, p), donde Vint(x, p) = V0δ(x)Vact(p). (2.5a)

Mientras que δ(x) detecta la posición de las part́ıculas, la función de activación Vact(p) determina

si las part́ıculas permanecen en un lado del contenedor o pasan al otro lado según un momentum
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de referencia1 PR

Vact(p) = f−
(
|p|
)
sgn(p) + f+

(
|p|
)

=



0 si −∞ < p ≤ −PUV

1 si −PUV < p ≤ −PR

0 si −PR < p ≤ 0

1 si 0 < p ≤ PR

0 si PR < p <∞

(2.5b)

donde

2f±
(
|p|
)
= Θ

(
PR − |p|

)
±Θ

(
−PR + |p|

)
∓Θ

(
−PUV + |p|

)
, (2.5c)

y PUV es un corte ultravioleta en vista de que los materiales (dieléctricos) operan en rangos de

frecuencias espećıficos. La gráfica de este potencial se encuentra en la fig. 2.2. La acción de este

p

Vact(p)

−PR +PR−PUV +PUV

Figura 2.2: Potencial de activación definido en (2.5b).

potencial de interacción se aprecia en la evolución en el espacio fase en la fig. 2.3a donde se muestran

dos part́ıculas, ρ1 empieza en el primer cuadrante con momentum positivo menor a PR y sigue la

trayectoria azul, mientras que ρ2 empieza en el tercer cuadrante con momentum negativo mayor

a PR y sigue la trayectoria roja. Generalizando a un ensamble en la fig. 2.3b, ρ1 representa una

colección de part́ıculas independientes en el primer cuadrante con momentum positivo menor a

PR, por lo que al evolucionar el sistema se llenará el espacio fase correspondiente al intervalo

−xL < x < 0 y |p| < |PR|, mientras que ρ2 representa una colección de part́ıculas independientes

en el tercer cuadrante con momentum negativo mayor a PR, por lo que al evolucionar el sistema se

llenará el espacio fase correspondiente al intervalo 0 < x < xL y |p| > |PR|. Cabe mencionar que

tras el proceso de selección el sistema alcanza un equilibrio en el que cada compartimento posee

temperaturas T tales que

T2

(
|p| > |PR|

)
> T1

(
|p| < |PR|

)
,

por lo que Vact(p) separa efectivamente las part́ıculas en dos zonas bien diferenciadas según su

momentum.2 Este tipo de movimiento da lugar al flujo tipo uróboros en la fig. 2.4. Si bien el punto

de intersección no es diferenciable, la dinámica respeta la 2.ª ley de Newton. Para visualizarlo

1 Según esta definición, para el caso p = PR, las part́ıculas quedan atrapadas del lado de la caja donde inició

su movimiento, evitando aśı que las part́ıculas con ese momentum en particular queden rebotando indefinidamente

entre ambos lados.
2 Este formalismo no debe confundirse con los trinquetes cuánticos (ver por ejemplo[97, 98]), ya que carece de

términos ajustables dependientes del tiempo.
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x

p

+PR

−PR

ρ2

ρ1

−xL +xL

(a)

x

p

+PR

−PR

ρ2

ρ1

−xL +xL

(b)
Figura 2.3: Evolución del espacio fase de a) dos part́ıculas y b) dos ensambles de

part́ıculas, con la condición de que la(s) part́ıcula(s) ρ1 satisfaga(n) |p| < |PR|, y la(s)

part́ıcula(s) ρ2 satisfaga(n) |p| > |PR|. El potencial de activación separa las part́ıculas

según el momentum de referencia, quedando dos zonas muy bien diferenciadas. Dado

el comportamiento del sistema, las temperaturas finales serán tales que T1 < T2.
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supóngase una manguera intersecándose a śı misma, cuidando que la unión del segmento recto sea

tangente al ćırculo; posteriormente mándese una canica hacia el interior por medio del segmento

recto hasta que ingrese al circuito cerrado. Nótese que en la bifurcación sólo hay una opción de

movimiento siempre que se siga la ĺınea tangente y el sentido del movimiento. Ahora al revertir el

movimiento, siguiendo estrictamente la ley de velocidades tangentes al ćırculo —y en total acuerdo

con un flujo Hamiltoniano o Liouvilliano— surgen las siguientes interrogantes: ¿Puede volver a

salir la canica del circuito? De ser aśı ¿en cuántas vueltas en reversa lo logra? ¿Olvidó el sistema

cuántas vueltas dió en su interior? Y si se borró la memoria ¿es reversible este proceso?

x

p

S

Figura 2.4: Dinámica en el espacio fase en donde existe un punto singular S en la

trayectoria sobre el cual no se puede establecer una condición inicial, sin embargo, el

flujo de Liouville es válido.

2.1.1. Generalización cuántica

Al introducir un potencial en el Hamiltoniano que dependa del momentum en mecánica cuántica es

necesario preservar la hermiticidad de la ecuación de Schrödinger. Para ello, primero se promueve

Vint(x, p) en (2.5a) a un operador, i.e.

Vint(x, p) 7→ V̂int(x̂, p̂) ≡ V0δ(x̂)Vact(p̂), (2.6)

que debe simetrizarse como

V̂int 7→ 1
2(V̂int + V̂ †int) (2.7)

para obtener un operador Hermitiano.3

3 Nótese que la acción de V̂act(p̂) sobre una base completa de ondas planas es V̂act(p̂) exp(ikx) = Vact(ℏk) exp(ikx),
donde Vact(ℏk) es sólo un número especificado por (2.5b).
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Proposición (Ec. de Schrödinger con V̂int). La simetrización promueve la ecuación de Schrödinger

a

− ℏ2

2m
∇2Ψ(x, t) +

Vint(x,−iℏ∇) + V †int(x,−iℏ∇)
2

Ψ(x, t) = iℏ∂tΨ(x, t), (2.8a)

donde el producto interno de |x⟩ con V̂ |Ψ⟩ es

⟨x|Vact(p̂)δ(x̂)|Ψ⟩ =
V0

2iπx

(
2 cos

(
PRx/ℏ

)
− 1− e−iPUVx/ℏ

)
Ψ(0) (2.8b)

y

⟨x|δ(x̂)Vact(p̂)|Ψ⟩ =
V0δ(x)

2iπ

∫
dx′

1

x′

(
1 + eiPUVx

′/ℏ − 2 cos
(
PRx

′/ℏ
))

Ψ(x′). (2.8c)

Demostración (Ec. de Schrödinger con V̂int). Insertando conjuntos completos en x y p, y utili-

zando las ondas planas

⟨x|p⟩ = 1√
2πℏ

exp

(
i

ℏ
px

)
,

se tiene que

⟨x|Vact(p̂)δ(x̂)|Ψ⟩ =
∫
dx′
∫
dp ⟨x|Vact(p̂)|p⟩⟨p|x′⟩⟨x′|δ(x̂)|Ψ⟩

=
1

2πℏ

∫
dx′
∫
dp Vact(p)e

ip(x−x′)/ℏδ(x′)Ψ(x′)

(2.5b)
=

V0
2πℏ

(∫ −PR

−PUV

+

∫ PR

0

)
dp eipx/ℏΨ(0)

y al realizar la integral sobrante se llega al resultado. Procediendo similarmente con el otro término,

⟨x|δ(x̂)Vact(p̂)|Ψ⟩ =
∫
dx′
∫
dp ⟨x|δ(x̂)|p⟩⟨p|Vact(p̂)|x′⟩⟨x′|Ψ⟩

=
δ(x)

2πℏ

∫
dx′
∫
dp Vact(p)e

−ip(x′−x)/ℏΨ(x′)

(2.5b)
=

V0δ(x)

2πℏ

∫
dx′
(∫ −PR

−PUV

+

∫ PR

0

)
dp e−ipx

′/ℏΨ(x′)

donde a diferencia del caso anterior, la integral en x no se podrá evaluar. Nota: Para realizar las

integrales con PUV →∞, se regulariza la integral de la forma V (p) 7→ V (p) exp(−iϵpx) en el ĺımite

cuando ϵ→ 0. ■

El objetivo es resolver (2.8) utilizando funciones de Green dependientes de la enerǵıa. Aśımismo,

la última expresión de (2.8) reluce la no-localidad del demonio, lo cual es de esperar al tratarse de un

potencial que depende del momentum. Cabe mencionar que las eigenfunciones no son necesarias

para obtener la descomposición espectral en forma cerrada. Las técnicas de solución para esta

función de Green consisten en

� Método Anaĺıtico. Evaluación anaĺıtica de la serie Born–Oppenheimer en todos sus términos.

Donde se arrojan coeficientes dependientes de la enerǵıa a todos los posibles órdenes.



Caṕıtulo 2. Irreversibilidad à la Maxwell con interacción localizada 15

� Métodos Numéricos. Se emplean métodos de diagonalización de matrices de gran tamaño

para la obtención de la descomposición espectral a través de eigenvectores y eigenvalores del

sistema de interés.

� Simulación Numérica de la Dinámica. Dada la función de Green dependiente de la enerǵıa bas-

ta analizar la estructura de polos de dicha expresión para recuperar la dependencia armónica

en el tiempo a través de la semi–transformada de Fourier de una función meromorfa conocida.

(A este método también se le puede asociar una transformada de Mellin.)

Siguiendo la esencia de Grosche and Steiner [76] y Moshinsky et al. [99] seŕıa posible encontrar

la función de Green para el problema en cuestión de forma anaĺıtica exacta. Y de esta forma relucir

los nuevos polos creados en la función de Green.

2.2. Función de Green

El análisis que se llevará a cabo en este trabajo descansa en la utilización de una función GDemonio

que resuelva el siguiente problema(
H + V (x, p)− E

)
GDemonio = δ(x− x′), (2.9)

donde V (x, p) está dado por la interacción demońıaca en (2.8). Cabe recordar que una part́ıcula

con un potencial δ(x) da lugar a una ecuación con una fuente similar a la ecuación de Lippmann–

Schwinger. Esto permite una solución exacta para la función de Green dependiente de la enerǵıa

evaluando las integrales correspondientes en el primer término de la serie de Born. Nótese, sin

embargo, que cuando el potencial se ve afectado por una función de activación dependiente del

momentum —por tanto, irreversible— la integral es similar pero autocontenida en las expresiones,

por lo que se debe resolver de forma autoconsistente los valores de la función.

2.2.1. Un teorema sobre las funciones de Green no-simétricas

Se sabe que las funciones de Green no son siempre simétricas, los casos en los que se recupera la

simetŕıa espacial corresponden a hamiltonianos reales y a la reversibilidad temporal. Para ver esto,

se tiene el siguiente teorema elemental:

Teorema. Sea Ĝ(±) una solución de
(
Ĥ−E

)
Ĝ(±) = I y Ĝ(±)(Ĥ−E) = I, donde Ĥ es hermitiano

y Ĝ(±) en la base de posición es ⟨x|Ĝ(±)|x′⟩ = ĺımε→0+⟨x| 1
Ĥ−E∓iε |x

′⟩ = G(±)(x, x′;E). Entonces(
G(±)(x, x′;E)

)∗
= G(∓)(x′, x;E)).

Demostración. En la base de posición, Ĝ(±) debe cumplir(
H(x,−i∂x)− E

)
G(±)(x, x′;E) = δ(x− x′) (2.10a)

y (
H∗(x′,−i∂x′)− E

)
G(±)(x, x′;E) = δ(x− x′). (2.10b)
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Tomando un hamiltoniano tal que H = H†, se sigue que

Ĝ(±)† = Ĝ(∓), (2.10c)

o, expresado en la base de la posición

⟨x|Ĝ(±)† |x′⟩ = ⟨x|Ĝ(∓)|x′⟩. (2.10d)

Obsérvese que el lado izquierdo se convierte en

⟨x|Ĝ(±)† |x′⟩ =
(
⟨x′|Ĝ(±)|x⟩

)∗
(2.10e)

después de tomar la transpuesta conjugada. En consecuencia,(
G(±)(x′, x;E)

)∗
= G(∓)(x, x′;E). (2.10f)

Por lo que la función de Green avanzada y retardada —para este caso— están relacionadas con un

intercambio de ı́ndices y una conjugación compleja. ■

Corolario. G(±)(x, x′;E) es simétrica si y sólo si el hamiltoniano es real.

Demostración. ⇒) Tomando un Hamiltoniano tal que H = H∗, se sigue que

Ĝ(±)∗ = Ĝ(∓) (2.11a)

o, expresado en la base de la posición

⟨x|Ĝ(±)∗ |x′⟩ = ⟨x|Ĝ(∓)|x′⟩. (2.11b)

Obsérvese que el lado izquierdo puede transformarse en

⟨x|((Ĝ(±)∗)T)T|x′⟩ = ⟨x|(Ĝ(±)†)T|x′⟩ = ⟨x|(Ĝ(∓))T|x′⟩, (2.11c)

donde (2.10c) fue usado en el último paso. Por consiguiente,

⟨x′|(Ĝ(∓))|x⟩ = ⟨x|Ĝ(∓)|x′⟩. (2.11d)

Entonces, G(±)(x, x′;E) es simétrica.

(⇐ Supóngase que

G(±)(x, x′;E) = G(±)(x′, x;E), (2.11e)

o, expresado en notación de Dirac

⟨x|Ĝ(±)|x′⟩ = ⟨x′|Ĝ(±)|x⟩. (2.11f)

Obsérvese que el lado derecho puede transformarse en

⟨x′|(Ĝ(±)†)†|x⟩ = ⟨x′|Ĝ(∓)† |x⟩ = ⟨x|Ĝ(∓)∗ |x′⟩

donde (2.10c) fue usado en el paso intermedio. Por consiguiente,

⟨x|Ĝ(±)|x′⟩ = ⟨x|Ĝ(∓)∗ |x′⟩. (2.11g)

Entonces, Ĝ(±)∗ = Ĝ(∓), y el hamiltoniano es real. ■
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2.2.2. Función de Green para un potencial δ(x)

Para mayor claridad y exhaustividad del problema en cuestión (2.9), se incluye el procedimiento

para obtener la función de Green para el caso de un potencial tipo δ(x), que no depende de la

enerǵıa sino sólo de la posición; este resultado también puede encontrarse en Blinder [100], Grosche

and Steiner [76] y Moshinsky et al. [99] donde la función de Green se calcula únicamente utilizando

el formalismo de los operadores de transición para la ecuación Lippmann–Schwinger mismos que

dan lugar a la serie de Born–Oppenheimer.

Proposición (Función de Green Gδ). La ecuación de Schrödinger para un potencial δ(x) es(
H − E + V0δ(x̂)

)
Ĝδ = I, (2.12a)

con solución

Gδ(x, x
′, E) = G0(x, x

′, E)− V0G0(x, 0, E)G0(0, x
′, E)

1 + V0G0(0, 0, E)
. (2.12b)

Demostración (Función de Green Gδ). Multiplicando desde la izquierda con la función de Green

1D en el vaćıo (Ĝ0) a (2.12a), y calculando en la base coordenada |x⟩

Gδ(x, x
′, E) + V0⟨x|Ĝ0δ(x̂)Ĝδ|x′⟩ = G0(x, x

′, E), (2.13a)

donde se ha utilizado que(
H − E

)
Ĝ0 = I, & ⟨x|Ĝ0|x′⟩ = G0(x, x

′, E). (2.13b)

Insertando un conjunto completo continuo, se obtiene

Gδ(x, x
′, E) + V0

∫
dx′′G0(x, x

′′, E)δ(x′′)Gδ(x
′′, x′, E) = G0(x, x

′, E),

o bien Gδ(x, x
′, E) + V0G0(x, 0, E)Gδ(0, x

′, E) = G0(x, x
′, E)

(2.13c)

La expresión (2.13c) se evalúa en x = 0, dando lugar a una ecuación funcional cuya solución es

Gδ(0, x
′, E) =

G0(0, x
′, E)

1 + V0G0(0, 0, E)
. (2.13d)

Al introducir esta expresión en (2.13c), produce el resultado deseado. ■

Proposición (Función de Green 1D). La función de Green 1D en el vaćıo G0(x, x
′, E) es simple-

mente

Gret
0 (x, x′, E) =

iℏ
2
√
2mE

ei|x−x
′|
√

2mE/ℏ2 , (2.14)

y depende del valor absoluto de la diferencia de posiciones, que a comparación de la función de

Green 3D, esta es finita en el origen.
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Demostración (Función de Green 1D). De la definición de la función de Green

G0(x, x
′, E) ≡ ℏ2

2m
⟨x| 1

H − E − iϵ |x
′⟩

=
ℏ2

2m

∫
dk′
∫
dk′′⟨x|k′⟩⟨k′| 1

H − E − iϵ |k
′′⟩⟨k′′|x′⟩ = 1

2π

∫
dk′

eik
′(x−x′)

k′2 − 2mE/ℏ2 − iϵ

=
1

2π

∮
dk′

eik
′(x−x′)

(k′ −
√
2mE/ℏ− iϵ)(k′ +

√
2mE/ℏ+ iϵ)

(2.15a)

donde se redefinió ϵ las veces que fue necesario, mientras que la integral de ĺınea se puede realizar

según los dos contornos mostrados en la fig.2.5. El argumento de la exponencial se separa en dos

ℜ(k′)

ℑ(k′)

−R Rk′ =
√
2mE/ℏ+ iϵ

k′ = −
√
2mE/ℏ− iϵ

t < 0

t > 0

Figura 2.5: Contornos de integración para la función de Green en el vaćıo; Gret
0 (x, x′, E)

y Gav
0 (x, x′, E) utilizan los contornos inferior y superior, respectivamente.

contribuciones

ik(x− x′) =

+ik|x− x′| si x− x′ > 0

−ik|x− x′| si x− x′ < 0
, (2.15b)

donde se observa que

ĺım
ℑ[k]→±∞

e±ik|x−x
′| = ĺım

ℑ[k]→±∞
e

(
±iℜ[k]∓ℑ[k]

)
|x−x′| = 0. (2.15c)

Por otro lado, del argumento de la parte temporal de la función de onda

−iEt = −i
(
ℜ[E] + iℑ[E]

)
t =

(
∓ iℜ[E]±ℑ[E]

)
|t| si ± t > 0 ∴ ∓ℑ[E] > 0. (2.15d)
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Regresando al cálculo de G0(x, x
′, E)

G0(x, x
′, E) =

θ(x− x′)
2π

∮
dk′

e+ik′|x−x′|

(k′ −
√
2mE/ℏ− iϵ)(k′ +

√
2mE/ℏ+ iϵ)

+
θ(x′ − x)

2π

∮
dk′

e−ik
′|x−x′|

(k′ −
√
2mE/ℏ− iϵ)(k′ +

√
2mE/ℏ+ iϵ)

ϵ→0
=

iℏ
2
√
2mE

(
θ(x− x′)ei|x−x′|

√
2mE/ℏ2︸ ︷︷ ︸

t<0

+ θ(x′ − x)ei|x−x′|
√

2mE/ℏ2︸ ︷︷ ︸
t>0

)
,

(2.15e)

donde el caso t > 0 y t < 0 corresponde a Gretardada
0 (x, x′, E) y Gavanzada

0 (x, x′, E), respectivamente.

■

De esta forma, destacan las siguiente propiedades de la función de Green para el potencial δ(x):

� Se ha roto la dependencia con |x− x′|.

� Conserva la simetŕıa de intercambio x↔ x′.

� Tiene un nuevo polo en V0 = −2
√
2mE
iℏ .

� Para V0 < 0 se tienen estados decrecientes y para V0 > 0 estados prohibidos (anti–ligados).

2.2.3. Función de Green con potencial de activación

Bajo la inspiración de la metodoloǵıa para resolver la part́ıcula en una caja con un potencial δ(x),

se procede a introducir la dependencia con el momentum.

Proposición (Función de Green Gp). La ecuación en forma de operador para V̂int es(
Ĥ − E + V (p̂)δ(x̂) + δ(x̂)V (p̂)

)
Ĝp = I, (2.16a)

con solución

Gp(x, x
′, E) = G0(x, x

′, E) +
G0(x, 0, E)G0(0, x

′, E)Q3(E)

1 + P2(0, E)−G0(0, 0, E)Q3(E)

−
G0(x, 0, E)R1(x

′, E)
(
1 + P2(0, E)

)
1 + P2(0, E)−G0(0, 0, E)Q3(E)

−
P2(x,E)

(
G0(0, x

′, E)−G0(0, 0, E)R1(x
′, E)

)
1 + P2(0, E)−G0(0, 0, E)Q3(E)

,

(2.16b)

en donde

P1(x
′, E) =

∫
dx Ṽ (x)G0(x, x

′, E), P2(x,E) =

∫
dy G0(x, y, E)Ṽ (−y), (2.16c)

Q1(E) =

∫
dx

∫
dy Ṽ (x)G0(x, y, E)Ṽ (−y), Q2(E) =

∫
dx Ṽ (x)G0(x, 0, E), (2.16d)

R1(x
′, E) =

P1(x
′, E)

1 +Q2(E)
, & Q3(E) =

Q1(E)

1 +Q2(E)
. (2.16e)
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Demostración (Función de Green Gp). Procediendo de forma similar al caso con un potencial

δ(x), al integrar (2.16a) se obtiene la ecuación integral

Gp(x, x
′, E) = G0(x, x

′, E)−
∫
dy G0(x, y, E)δ(y)V (p̂)Gp(y, x

′, E)

−
∫
dy G0(x, y, E)V (p̂)δ(y)Gp(y, x

′, E),

(2.17a)

donde el operador p̂ indica la dependencia del momentum y se entiende como −iℏ∂y. Antes de la

evaluación de la expresión anterior, se inserta otro conjunto completo en cada integral de la forma

⟨y|δ(x̂)V (p̂)Ĝp|x′⟩ =
∫
dy′ ⟨y|δ(x̂)V (p̂)|y′⟩⟨y′|Ĝp|x′⟩

=

∫
dy′

δ(y)

2π

∫
dp eip(y−y

′)V (p)Gp(y
′, x′, E)

= δ(y)

∫
dy′ Ṽ (y′)Gp(y

′, x′, E),

(2.17b)

donde se introdujo un conjunto completo de ondas planas en la segunda ĺınea, y

Ṽ (y′) =
1

2π

∫
dp e−ipy

′
V (p) (2.17c)

es la transformada de Fourier del potencial; mientras que para la segunda integral

⟨y|V (p̂)δ(x̂)Ĝp|x′⟩ =
∫
dy′ ⟨y|V (p̂)δ(x̂)|y′⟩⟨y′|Ĝp|x′⟩

=

∫
dy′

δ(y′)
2π

∫
dp eip(y−y

′)V (p)Gp(y
′, x′, E)

= Ṽ (−y)
∫
dy′ δ(y′)Gp(y

′, x′, E)

= Ṽ (−y)Gp(0, x
′, E).

(2.17d)

La sustitución de (2.17b) y (2.17d) en (2.17a), conduce a

Gp(x, x
′, E) = G0(x, x

′, E)−G0(x, 0, E)

∫
dy′ Ṽ (y′)Gp(y

′, x′, E)

−
∫
dy G0(x, y, E)Ṽ (−y)Gp(0, x

′, E).

(2.17e)

Para obtener Gp(x, x
′, E), primero se multiplica la última expresión por Ṽ (x) y se integra sobre x,∫

dx Ṽ (x)Gp(x, x
′, E) =

∫
dx Ṽ (x)G0(x, x

′, E)

−
∫
dx Ṽ (x)G0(x, 0, E)

∫
dy′ Ṽ (y′)Gp(y

′, x′, E)

−
∫
dx Ṽ (x)

∫
dy G0(x, y, E)Ṽ (−y)Gp(0, x

′, E),

(2.17f)

y reconociendo que la integral del lado izquierdo es la misma que la del 2º término del lado derecho

—con otra variable de integración— se obtiene la relación∫
dy′ Ṽ (y′)Gp(y

′, x′, E) =
P1(x

′, E)−Q1(E)Gp(0, x
′, E)

1 +Q2(E)
, (2.17g)
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donde P1(x
′, E), P2(x,E), Q1(E) y Q2(E) son las integrales en (2.16c) y (2.16d). Sustituyendo

de nuevo la ecuación anterior en Gp(x, x
′, E) dada por (2.17a), se obtiene la siguiente ecuación

funcional

Gp(x, x
′, E) = G0(x, x

′, E)− P2(x,E)Gp(0, x
′, E)−G0(x, 0, E)

P1(x
′, E)−Q1(E)Gp(0, x

′, E)

1 +Q2(E)
.

(2.17h)

Esta última ecuación no es todav́ıa una fórmula cerrada pues depende de nuevo de Gp. Evaluando

en x = 0 se obtiene la ecuación funcional reducida

Gp(0, x
′, E) = G0(0, x

′, E)− P2(0, E)Gp(0, x
′, E)−G0(0, 0, E)

P1(x
′, E)−Q1(E)Gp(0, x

′, E)

1 +Q2(E)
,

(2.17i)

que se puede resolver para Gp(0, x
′, E), obteniéndose

Gp(0, x
′, E) =

G0(0, x
′, E)−G0(0, 0, E)R1(x

′, E)

1 + P2(0, E)−G0(0, 0, E)Q3(E)
, (2.17j)

donde R1(x
′, E) y Q3(E) son las integrales en (2.16e). La última ecuación se sustituye finalmente

en Gp(x, x
′, E), para obtener su expresión final en términos de G0(x, x

′, E). ■

Nótese que (2.16b) puede dividirse en contribuciones simétricas y antisimétricas, donde estas

últimas están asociadas a la irreversibilidad, como se vio en el teorema de la sección 2.2.1. Asimismo,

las integrales en (2.16b) se pueden hacer en términos de funciones seno–integrales (ver por ejemplo

§ 8.23 de Gradshteyn and Ryzhik [101] o § II.5 de Prudnikov et al. [102]), utilizando además la

transformada de Fourier del potencial descrito en la fig. 2.2, como se verá próximamente.
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Caṕıtulo 3

Aplicación a part́ıculas en una caja

Ahora se presenta la especialización del problema en el caso de que las part́ıculas estén en una

caja, empleando condiciones de frontera de Dirichlet en los bordes; además, las enerǵıas son bien

conocidas para el problema no perturbado. Primero se aplica la nueva función de Green al caso

perturbado dentro de una caja, dando la forma expĺıcita de su descomposición espectral, y luego se

analiza su estructura meromórfica para encontrar sus polos. Posteriormente, se tiene el problema

de la evolución donde se necesita una definición adecuada de entroṕıa que dé cuenta de la aparición

del desorden en el espacio energético, por lo que se sugiere una entroṕıa dependiente de la base, e.g.

entroṕıa de Shannon. Después, se aborda el problema expĺıcito de la evolución numérica mediante

la descomposición espectral en un espacio discretizado. Las evaluaciones numéricas eficientes se

consiguen mejor si dicha discretización se restringe a una región en la que la relación de disper-

sión está bien aproximada por una parábola. Por lo tanto, se incluye un análisis de la relación

de dispersión en la versión espacialmente discretizada del problema. Por último, se construyen

condiciones iniciales espećıficas que son completamente simétricas y se analiza cómo el paquete

de ondas se propaga dentro de la caja de forma asimétrica. La razón es obviamente la simetŕıa

espacial rota inherente al problema, es decir, x→ −x, p→ −p cambia la forma del Hamiltoniano,

ya que tanto la simetŕıa bajo inversión espacial como temporal están ausentes. Luego se añade

una definición especial de temperatura (o parámetro β efectivo). Con ello se pueden analizar otros

tipos de distribuciones que evolucionan en el tiempo. En esta parte, es importante mostrar cómo

la entroṕıa puede efectivamente disminuir en función del tiempo, resultando en un tipo especial de

orden producido por el potencial Maxwelliano irreversible.

3.1. Función de Green en una caja

La función de Green expresada en términos de su eigensistema es simplemente

G(x, x′, E) =
∑
n

ϕ(x)ϕ∗(x′)
En − E

, (3.1a)

23
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donde en este caso se usan las eigenfunciones

ϕn =

√
2

L
sinκnx, con κn =

nπ

L
, y eigenenerǵıas En =

1

2
ℏ2κ2n. (3.1b)

Desplazando la caja al intervalo [−L/2, L/2], la función de Green en una caja1 es

GC
0 (x, x

′, E) =
2

L

∑
m=1

sin(κ2mx) sin(κ2mx
′)

E2m − E
+

2

L

∑
m=1

cos(κ2m−1x) cos(κ2m−1x′)
E2m−1 − E

. (3.2)

Esta última expresión está lista para usarse en el cálculo expĺıcito de la función de Green. En el

caso del potencial tipo delta en la ec.(2.12b), se tiene que

GC
δ (x, x

′, E) =
2

L

∑
n=1

(
sin(κ2nx) sin(κ2nx

′)
E2n − E

+
cos(κ2n−1x) cos(κ2n−1x′)

E2n−1 − E

)

−

4V0
L2

∑
n=1

cos(κ2n−1x)
E2n−1 − E

∑
m=1

cos(κ2m−1x′)
E2m−1 − E

1 +
2V0
L

∑
n=1

1

E2n−1 − E
.

(3.3)

Proposición (Gp en una caja). El caso del potencial demońıaco en (2.16b) admite la siguiente

simplificación para el caso de una caja

GC
p (x, x

′, E) = GC
0 (x, x

′, E) +
PC
1 (x,E)GC

0 (0, x
′, E)−GC

0 (x, 0, E)PC
1 (x′, E)

1−GC
0 (0, 0, E)QC

1 (E)

+
GC

0 (x, 0, E)GC
0 (0, x

′, E)QC
1 (E)− PC

1 (x,E)GC
0 (0, 0, E)PC

1 (x′, E)

1−GC
0 (0, 0, E)QC

1 (E)
,

(3.4a)

con

PC
1 (x′, E) = − 2

iπL

∑
n=1

Si
(
ξ+
)
− Si

(
ξ−
)
− Si(nπ)

E2n − E
sin(κ2nx

′) (3.4b)

≃ − 2

iL

Ja/πK−1∑
n=1

sin(κ2nx)

E2n − E
− 1

2

∞∑
n=1

sin(κ2nx)

E2n − E
+

1

2

(1 + 2ϵ)

E2Ja/πK − E
sin(κ2Ja/πKx)

 , (3.4c)

QC
1 (E) =

2

π2L

∑
n=1

(
Si
(
ξ+
)
− Si

(
ξ−
)
− Si(nπ)

)2
E2n − E

(3.4d)

≃ 1

2L

( ∞∑
n=1

1

E2n − E
− 1

E2Ja/πK − E

)
, (3.4e)

donde Si(x) es la función Seno–Integral y

ξ± =
(
PR ± κ2n

)L
2
. (3.4f)

1 Esta función se puede poner en términos de la función theta de Jacobi, como se indica en Grosche and Steiner

[76].
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Demostración (Gp en una caja). Usando (2.16b), con la función de Green libre en una caja

GC
0 (x, x

′, E)

GC
p (x, x

′, E) = GC
0 (x, x

′, E)− GC
0 (x, 0, E)PC

1 (x′, E)

1 +QC
2 (E)

+

(
GC

0 (x, 0, E)QC
1 (E)

1 +QC
2 (E)

− PC
2 (x,E)

) GC
0 (0, x

′, E)− GC
0 (0,0,E)PC

1 (x′,E)

1+QC
2 (E)

1 + PC
2 (0, E)− GC

0 (0,0,E)QC
1 (E)

1+QC
2 (E)

.

(3.5a)

Los términos a obtener son:

a) La transformada de Fourier Ṽ (y)

Ṽ (y) =
1

2π

∫
dp e−ip(y+iϵ)V (p) =

1

2π

(∫ −PR

−∞
+

∫ PR

0

)
dp e−ip(y+iϵ) ϵ→0

=
1

2iπy

(
1− 2 cosPRy

)
.

(3.5b)

b) Integral PC
1 (x′, E)

PC
1 (x′, E) =

∫ L/2

−L/2
dx Ṽ (x)GC

0 (x, x
′, E) =

2

L

∑
n=1

∫ L/2

−L/2
dx

(
1− 2 cosPRx

)
2iπx

×

×
(
sin(κ2nx) sin(κ2nx

′)
E2n − E

+
cos(κ2n−1x) cos(κ2n−1x′)

E2n−1 − E

) (3.5c)

Para realizar la integral anterior, nótese que∫ L/2

−L/2
dx

sin(κ2nx)

x
+
i cos(κ2n−1x)

x
= 2Si(nπ) + i0, (3.5d)

2

∫ L/2

−L/2
dx

cos(PRx) cos(κ2n−1x)
x

=

∫ L/2

−L/2
dx

cos
(
PR + κ2n−1

)
x

x
+

cos
(
PR − κ2n−1

)
x

x
= 0,

(3.5e)

2

∫ L/2

−L/2
dx

1

x
cos(PRx) sin(κ2nx) =

∫ L/2

−L/2
dx

sin
(
PR + κ2n

)
x

x
− sin

(
PR − κ2n

)
x

x

= 2Si
(
ξ+

)
− 2 Si

(
ξ−
)
.

(3.5f)

c) Integral QC
1 (E)

QC
1 (E) =

∫ L/2

−L/2
dx Ṽ (x)

∫ L/2

−L/2
dy GC

0 (x, y, E)Ṽ (−y) =
∫ L/2

−L/2
dy Ṽ (−y)PC

1 (y,E)

= − 1

2iπ

2

iπL

∑
n=1

∫ L/2

−L/2
dy

(
2 cosPRy − 1

)
y

(
Si
(
ξ+
)
− Si

(
ξ−
)
− Si(nπ)

E2n − E
sin(κ2ny)

)

=
2

π2L

∑
n=1

(
Si
(
ξ+
)
− Si

(
ξ−
)
− Si(nπ)

)2
E2n − E

(3.5g)
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d) Integral PC
2 (x,E)

PC
2 (x,E) =

∫
dy GC

0 (x, y, E)Ṽ (−y) = 1

iπL

∑
n=1

∫
dy

(
2 cosPRy − 1

)
y

×

×
(
sin(κ2nx) sin(κ2ny)

E2n − E
+

cos(κ2n−1x) cos(κ2n−1y)
E2n−1 − E

)
.

(3.5h)

Entonces

PC
2 (x,E) =

2

iπL

∑
n=1

Si
(
ξ+
)
− Si

(
ξ−
)
− Si(nπ)

E2n − E
sin(κ2nx) = −PC

1 (x,E). (3.5i)

e) Integral QC
2 (E)

QC
2 (E) = PC

1 (0, E) = PC
2 (0, E) = 0. (3.5j)

f) Green libre evaluada

GC
0 (x, 0, E) =

2

L

∑
n=1

cos(κ2n−1x)
E2n−1 − E

, & GC
0 (0, x

′, E) =
2

L

∑
n=1

cos(κ2n−1x′)
E2n−1 − E

. (3.5k)

Asimismo, dado el comportamiento de la función Si, se puede hacer la siguiente aproximación. Se

escribe el argumento de la forma

Si
(
nπ + a

)
− Si

(
nπ − a

)
= Si

(
π(n+ Ja/πK) + πϵ

)
− Si

(
π(n− Ja/πK)− πϵ

)
(3.5l)

en donde Ja/πK representa la parte entera y ϵ la parte fraccionaria de a/π. Expandiendo alrededor

de ϵ = 0,

Si
(
nπ + a

)
− Si

(
nπ − a

)
≃ Si

(
π(n+ Ja/πK)

)
− Si

(
π(n− Ja/πK)

)
+ ϵ

(
sin
(
π(n+ Ja/πK)

)(
n+ Ja/πK

) +
sin
(
π(n− Ja/πK)

)(
n− Ja/πK

) )
≃ π

2
− π

2
Θ
(
n− Ja/πK

)
+
π

2
Θ
(
Ja/πK− n

)
+ πϵ δn,Ja/πK.

(3.5m)

(Nota: Dada la función original, la función escalón es cero para el caso n = Ja/πK.) De esta forma,

se tiene que

∞∑
n=1

Si
(
ξ+
)
− Si

(
ξ−
)

E2n − E
≃
∞∑
n=1

π

2
− π

2
Θ
(
n− Ja/πK

)
+
π

2
Θ
(
Ja/πK− n

)
+ πϵ δn,Ja/πK

E2n − E

≃
Ja/πK−1∑
n=1

π

E2n − E
+
π

2

∞∑
n=1

(1 + 2ϵ)δn,Ja/πK

E2n − E

≃
Ja/πK−1∑
n=1

π

E2n − E
+
π

2

(1 + 2ϵ)

E2Ja/πK − E
,

(3.5n)
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y

∞∑
n=1

Si
(
nπ
)

E2n − E
≃ π

2

∞∑
n=1

1

E2n − E
. (3.5ñ)

Mientras que

∞∑
n=1

(
Si
(
ξ+
)
− Si

(
ξ−
)
− Si(nπ)

)2
E2n − E

≃
∞∑
n=1

π2

4
Θ
(
n− Ja/πK

)
+
π2

4
Θ
(
Ja/πK− n

)
+ π2ϵ2δn,Ja/πK

E2n − E

≃ π2

4

∞∑
n=1

1

E2n − E
− π2

4

∞∑
n=1

(1− 4ϵ2)δn,Ja/πK

E2n − E

≃ π2

4

∞∑
n=1

1

E2n − E
− π2

4

1

E2Ja/πK − E
,

(3.5o)

en donde se quitó ϵ2 de la última expresión. ■

En (3.4a) la identificación de la parte simétrica y antisimétrica de la función de Green es direc-

ta. Nótese que los términos que contribuyen a la parte antisimétrica provienen de la perturbación

Maxwelliana, ya que el primer y tercer término son manifiestamente simétricos. Por otro lado, el

objetivo de la aproximación en PC
1 (x′, E) y QC

1 (E) es destacar los términos que dependen fuerte-

mente de la enerǵıa de referencia. La estructura de polos del término antisimétrico completo puede

ser muy intrincada, según la ecuación trascendental

1−GC
0 (0, 0, E)QC

1 (E) = 0, (3.6a)

donde (ver apéndice A)

GC
0 (0, 0, E) =

tan(L
√
2E/2ℏ)

ℏ
√
2E

, & QC
1 (E) =

1

2L

(
1

2E
− L cot(L

√
2E/2ℏ)

2ℏ
√
2E

− 1

E2Ja/πK − E

)
,

(3.6b)

y claramente E2Ja/πK no es un cero de (3.6a), ya que el producto GC
0 (0, 0, E)QC

1 (E) tendeŕıa a

infinito si E → E2Ja/πK. Sin embargo, se observa que el numerador

PC
1 (x,E)GC

0 (0, x
′, E)−GC

0 (x, 0, E)PC
1 (x′, E) (3.7)

todav́ıa contiene los polos de GC
0 ; mientras que el nuevo término PC

1 (x,E), proporcional a

sin(κ2Ja/πKx)/(E2Ja/πK − E), (3.8)

que en general (si x ̸= x′) no desaparece, contribuye a un nuevo polo situado en E2Ja/πK. En resumen,

la antisimetŕıa bajo el intercambio x↔ x′ tanto en soluciones estacionarias como en las soluciones

estacionarias y dependientes del tiempo proviene principalmente de la inversión armónica de (3.7)

bajo la aproximación

∝
sin(κ2Ja/πKx)G

C
0 (x

′, 0, E)−GC
0 (0, x, E) sin(κ2Ja/πKx

′)

E2Ja/πK − E
cuyo polo produce exp(−iE2Ja/πKt/ℏ) en la descomposición espectral de la función de onda.
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3.2. Descomposición espacial y espectral

Para realizar la emulación se procede a discretizar el espacio para resolver la ecuación de eigenvalores

para el Hamiltoniano en una red. Esto permite tratar el problema como una representación matricial

sobre una base de funciones puntuales. Antes de resolver el caso con el potencial demońıaco, la

metodoloǵıa con el caso libre cuya ec. de Schrödinger 1D es

− ℏ2

2m
∂2xΨ(x) = EΨ(x). (3.9)

Al discretizar el sistema, la segunda derivada se puede expresar como una matriz tridiagonal infinita,

por lo que el término ∂2xΨ(x) queda como2

⟨x|∂2x|Ψ⟩
.
=

1

a2



...

xi−1
xi

xi+1

...



†

. . .
. . .

. . .

1 −2 1

1 −2 1

1 −2 1
. . .

. . .
. . .





...

Ψi−1
Ψi

Ψi+1

...


.
= ⟨x|T

† + T − 2I
a2

|Ψ⟩,

(3.10a)

donde a es el parámetro de escala y los operadores de traslación T & T † son tales que

TT † = 1 & ⟨x|T |Ψ⟩ = ⟨x− a|Ψ⟩. (3.10b)

De esta forma, la ec. de Schrödinger se reescribe como

− ℏ2

2ma2

(
T + T † − 2I

)
|Ψ⟩ = E|Ψ⟩. (3.11)

Tomando el producto interno con |x⟩, se llega a una ecuación en diferencias finitas

− ℏ2

2ma2
⟨x|
(
T + T † − 2I

)
|Ψ⟩ = ⟨x|E|Ψ⟩

⇒ − ℏ2

2ma2

(
Ψ(x− a) + Ψ(x+ a)− 2Ψ(x)

)
= EΨ(x),

(3.12a)

con solución general

Ψ(x) = eikxu(x), y enerǵıas Ek =
ℏ2

ma2
(
1− cos ka

)
. (3.12b)

En el caso de estar en una caja, con soluciones del tipo Ψ(x) = A sin kx+B cos kx con condiciones

de frontera Ψ(0) = 0 = Ψ(L), se tienen las enerǵıas de caja

EC
k =

ℏ2

ma2

(
1− cos

nπa

L

)
. (3.13)

2 Esta relación es análoga a tomar la diferencia finita de la derivada de una función, i.e.

∂xf(x)
.
=
f(x+ a)− f(x)

a
& ∂2

xf(x)
.
=
f(x+ a)− 2f(x) + f(x− a)

a2
.
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3.2.1. Cálculo de las enerǵıas con el potencial de activación

Dado que el tratamiento es equivalente a un modelo de amarre fuerte en un cristal es aconsejable

utilizar la primera zona de Brillouin para calcular las enerǵıas. De este modo, el potencial de

activación en (2.5b) será distinto de cero en los intervalos [−κD,−κR] y [0, κR], resultando las zonas

de acción del potencial Maxwelliano según el momento de referencia PR ↔ κR. Esto se puede ver en

el gráfico de la fig. 3.1. Sin embargo, es necesario trabajar en el régimen energético cuasi-parabólico

que está por debajo del punto de Dirac (ϖD, ver por ejemplo Hernández et al. [103]), obteniendo la

gráfica superior, una parábola con regiones donde actúa el potencial Maxwelliano. Cabe destacar

que la región del potencial para p < −PR no está acotada por arriba como en la gráfica inferior.

Por conveniencia se trabajará con una base de vectores cuyo ı́ndice n indique la posición en la red,

k

E

p

E

ϖDϖD

ER

EUV

−π π−κD κD−κR κR

−PR PR

Figura 3.1: Enerǵıas en un modelo de amarre fuerte en un cristal, las zonas coloreadas representan el potencial

de activación en (2.5b) con el momento de referencia PR ↔ κR. Además, utilizando el régimen energético

cuasi-parabólico por debajo del punto de Dirac (ϖD), se obtiene el gráfico superior.
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de modo que

T |n⟩ = |n+ 1⟩, donde |n⟩ = 1√
2π

∫ π

−π
dκ|κ⟩e−iκn. (3.14a)

y |κ⟩ que representa el cuasi–momento en la red

|κ⟩ = 1√
2π

∑
n

eiκn|n⟩, (3.14b)

y se cumplen las siguientes relaciones

⟨κ′|κ⟩ = δ(κ− κ′), ⟨n′|n⟩ = δn,n′ , I =
∑
n

|n⟩⟨n| =
∫ π

−π
dκ|κ⟩⟨κ|. (3.14c)

Por lo tanto, la acción del Hamiltoniano sobre una onda plana

⟨n|κ⟩ = 1√
2π
eiκn, (3.15)

ya no se limita a la parte no perturbada más el defecto en el origen, en su lugar se tiene un efecto

no-local que se puede obtener directamente calculando los elementos de la matriz en el sitio n. El

Hamiltoniano con potencial de activación discretizado es

H = − ℏ2

2ma2

(
T + T † − 2I

)
+ Vint(p̂B, n̂), (3.16a)

donde Vint el potencial de interacción dependiente del cuasi–momento de Bloch (pB)

2Vint(p̂B, n̂) = Vact(p̂B)VB(n̂) + h.c., (3.16b)

y a su vez, VB(n̂) es el potencial de barrera

VB(n̂) = V0 δn̂,0, (3.16c)

que cumplen

Vact(p̂B)|κ⟩ = Vact(κ)|κ⟩, & n̂|n⟩ = n|n⟩. (3.17)

Cabe resaltar que en el caso continuo, las unidades de V0 son de enerǵıa por longitud por la presencia

de la delta de Dirac; mientras que en el caso discreto, la delta de Kronecker no tiene unidades.

Proposición (Ec. de Schrödinger en amarre fuerte). La ec. de Schrödinger en una red de cuasi-

momento |κ⟩ y base de posición |n⟩ es

⟨n|H|κ⟩ = − ℏ2

2ma2
⟨n|
(
T + T † − 2I

)
|κ⟩+ V0

2
⟨n|
(
Vact(p̂B)δn̂,0 + δn̂,0Vact(p̂B)

)
|κ⟩, (3.18a)

donde

⟨n|
(
T + T † − 2I

)
|κ⟩ = −2

(
1− cosκ

) eiκn√
2π
, (3.18b)

⟨n|Vact(p̂B)δn̂,0|κ⟩ =
1

2iπn
√
2π

(
2 cos

(
κRn

)
− 1− e−iκDn

)
, (3.18c)

⟨n|δn̂,0Vact(p̂B)|κ⟩ = −
∑
n′

δn,0
2iπn′

· e
iκn′

√
2π

(
2 cos

(
κRn

′)− 1− eiκDn′
)
. (3.18d)
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Demostración (Ec. de Schrödinger en amarre fuerte). Utilizando las ondas planas (3.15), para el

primer término se tiene

⟨n|
(
T + T † − 2I

)
|κ⟩ = ⟨n− 1|κ⟩+ ⟨n+ 1|κ⟩ − 2⟨n|κ⟩ = eiκ(n−1) + eiκ(n+1) − 2eiκn√

2π
.

Para el segundo término se insertan conjuntos completos n′ y κ

⟨n|Vact(p̂B)δn̂,0|κ⟩ =
∑
n′

∫
dκ′ ⟨n|Vact(p̂B)|κ′⟩⟨κ′|n′⟩⟨n′|δn̂,0|κ⟩

=
∑
n′

δn′,0

2π
· e

iκn′

√
2π

∫ π

−π
dκ′ Vact(κ′)eiκ

′(n−n′) =
∑
n′

δn′,0

2π
· e

iκn′

√
2π

(∫ −κR

−κD

+

∫ κR

0

)
dκ′ eiκ

′n,

y se procede similarmente con el tercer término

⟨n|δn̂,0Vact(p̂B)|κ⟩ =
∑
n′

∫
dκ′ ⟨n|δn̂,0|κ′⟩⟨κ′|n′⟩⟨n′|Vact(p̂B)|κ⟩

=
∑
n′

δn,0
2π
· e

iκn′

√
2π

∫ π

−π
dκ′ Vact(κ′)e−iκ

′(n′−n) =
∑
n′

δn,0
2π
· e

iκn′

√
2π

(∫ −κR

−κD

+

∫ κR

0

)
dκ′ e−iκ

′n′
.

Finalmente al resolver las integrales se llega al resultado. Nótese que en el segundo término sólo

un sumando es diferente de cero, mientras que en el tercer término la suma sobre n′ persiste. ■

Corolario (Diagonalización numérica). La diagonalización numérica del Hamiltoniano se logra

utilizando la base discreta |n⟩, de tanto sitios como frecuencias de oscilación sean necesarios, a

saber

⟨n|H|n′⟩ = − ℏ2

2ma2
(
δn−1,n′ − 2δn,n′ + δn+1,n′

)
+
V0
2
· δn′,0

2iπn

(
2 cos

(
κRn

)
− 1− e−iκDn

)
− V0

2
· δn,0
2iπn′

(
2 cos

(
κRn

′)− 1− eiκDn′
)
.

(3.19a)

Asimismo, la evaluación de las integrales correspondientes a n = 0 = n′ (el elemento central donde

reside el demonio) muestra que el potencial es finito en un entorno discretizado y su intensidad V0

puede ajustarse a voluntad, i.e.

⟨0|H|0⟩ = ℏ2

2ma2
· 2 + V0

2
· κD
π
. (3.19b)

Finalmente, la función de onda Ψ(t) en el sitio n es

⟨n|Ψ, t⟩ =
∑
m

exp
(
−itEm/ℏ

)
⟨n|m,Em⟩⟨m,Em|Ψ0⟩ (3.20a)

donde Em son los eigenvalores del problema, ⟨n|m,Em⟩ son las funciones estacionarias, i.e. los

eigenvectores, mientras que ⟨m,Em|Ψ0⟩ es la superposición (integral) de la condición inicial con la

base, e.g.

⟨m,Em|Ψ0⟩ =
∑
n′
⟨m,Em|n′⟩⟨n′|Ψ0⟩, con condición inicial ⟨n′|Ψ0⟩. (3.20b)
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3.3. Entroṕıa de Shannon

La entroṕıa es fundamental en la resolución de la aparente paradoja, ya que permite el análisis de

la evolución asimétrica en la medida en que se busca un efecto dinámico de ordenación aparente,

en lugar de un efecto de medición y colapso cuántico (que de hecho contendŕıa una irreversibilidad

espuria). La entroṕıa de von–Neumann σvN está asociada a distribuciones de probabilidad sobre

estados cuánticos en el espacio de Hilbert (ver por ejemplo Wehrl [104]), asimismo, el ensamble en

cuestión se entiende como un sistema cerrado de part́ıculas independientes, por lo que se puede

tratar como sistemas de part́ıcula individual donde la matriz de densidad seŕıa el producto de

estados puros, i.e.

σvN = −tr
[
ρ̂ log ρ̂

]
= 0 si ρ̂

.
= diag

(
0, · · · , 1, · · · , 0

)
, (3.21)

implicando que la ec. de von–Neumann sin fuente no captura el fenómeno de irreversibilidad. Dicho

esto, se requiere una noción de entroṕıa que describa el desorden con respecto a la base de una

observable donde el demonio opera —momentum o enerǵıa, por ejemplo—. Por lo que para este

caso se utiliza la base de enerǵıa y la función entrópica de Shannon

σSh = −
∑
m

ϱm log ϱm, (3.22a)

donde las probabilidades ϱm vendrán dadas por la superposición (integral) de la función de onda

con la base del problema libre ⟨m,E(0)
m |n′⟩ (eigenvectores conjugados), i.e.

ϱm =
∣∣⟨m,E(0)

m |Ψ, t⟩
∣∣2 = ∣∣∣∣∣∑

n′
⟨m,E(0)

m |n′⟩⟨n′|Ψ, t⟩
∣∣∣∣∣
2

. (3.22b)

Asimismo, la entroṕıa total del sistema debe estimarse por separado, ya que la entroṕıa de Shannon

se aplica sólo a las part́ıculas del interior del contenedor, pero no contempla la reacción del potencial

V (x, p), cuyos grados internos de libertad no están dinámicamente involucrados.3 Para ello, se

estima el trabajo realizado por el potencial sobre la onda atrapada y viceversa. Además, utilizando

el principio de extensividad se puede encontrar una cota inferior para la entroṕıa total del sistema

St como la combinación lineal de la entroṕıa de la part́ıcula Sp más la entroṕıa del potencial

Maxwelliano Sd, i.e. ∆St = ∆Sp +∆Sd
?
≥ 0 con ∆Sp ≤ 0 ya que la entroṕıa de las part́ıculas debe

disminuir. Además, se puede encontrar un ĺımite inferior para el cambio de entroṕıa del potencial

Maxwelliano en términos del trabajo realizado por el potencial como

∆Sd =

∫
δ′Q
T
∼ ∆Q

⟨T ⟩ ≥
1

⟨T ⟩∆V = (const.)∆V, (3.23)

∴ ∆St ≥ ∆Sp + (const.)∆V, (3.24)

entonces, al tener en cuenta el trabajo realizado por el potencial Maxwelliano su contribución debe

compensar la reducción parcial de entroṕıa.

3 Cabe mencionar que es posible definir una entroṕıa promedio para un sistema que no está en equilibrio [105].
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Proposición. Sea un contenedor de volumen υ con n moles de un gas monoatómico a temperatura

T . Después de un proceso de ordenamiento (demonio de Maxwell), el contenedor queda dividido

por mitad en compartimento derecho (R) e izquierdo (L), por lo que el cambio de entroṕıa

∆Sp ∝ −β (UR + UL) log 2 (3.25)

donde β es la inversa de la temperatura y UR,L la enerǵıa interna lateral correspondiente.

Demostración. Tı́picamente, el cambio de entroṕıa para un proceso A→ B con gases ideales se

plantea como (ver por ejemplo [106])

∆S = nCv log

(
TB
TA

)
+ nR log

(
υB
υA

)
. (3.26a)

Sin embargo, como este proceso es a temperatura constante, la ecuación aśı planteada concluye

que el proceso es reversible. Empero en las capacidades del demonio está el diferenciar al gas ideal

según un momento de referencia, por lo que éste será capaz de ver dos especies de gas en distinta

proporción (llámense nR,L) además de la consabida distribución de Maxwell–Boltzmann, quedando

la entroṕıa inicial si como

si = nRs0,R + nLs0,L + nRR log

(
υ

nR

)
+ nLR log

(
υ

nL

)
(3.26b)

donde se usó la ec. de estado del gas ideal Pυ = nRT , y las constantes sobrantes se absorbieron

en s0. Mientras que al término del proceso de ordenamiento la entroṕıa en cada compartimento es

sR = nRs0,R + nRR log

(
υ/2

nR

)
, & sL = nLs0,L + nLR log

(
υ/2

nL

)
. (3.26c)

Por lo que el cambio de entroṕıa

∆Sp = sR + sL − si = −(nR + nL)R log 2. (3.26d)

Finalmente, al usar que la enerǵıa interna U ∝ Pυ = nRT , se llega al resultado en término de las

enerǵıas laterales UR,L. ■

3.4. Análisis dinámico de condiciones iniciales simétricas

El análogo de Shannon de una distribución térmica de Boltzmann (entendida como la superposición

del número de part́ıculas en los estados fotónicos, ver por ejemplo Schleich [107]) puede utilizarse

como una condición inicial adecuada para los estados de caja. La idea es controlar la evolución de

dicho estado y su posterior ordenación. Entonces se tiene

ψB
0 (β, n) =

Nmax∑
q=1

exp
(
−β
(
q2 − 1

))
sin

q
(
n+N

)
π

2N
, (3.27a)
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Figura 3.2: Evolución del demonio con 2N + 1 = 249 sitios, momento de referencia κR = π/4, temperatura

β = 1/100, e intensidad Υ0 = 1/10. a) Perfil de la función de onda inicial (t = 0), b) entroṕıa donde se

observa una disminución de ésta en τ(×10−3) ∼ 2 o 12, c) probabilidades laterales y d) enerǵıa interna media,

para la parte izquierda (L, ĺınea roja) o derecha (R, ĺınea azul) del contenedor, e) enerǵıa potencial media

que contribuye significativamente al balance energético, los valores negativos implican trabajo realizado por

la onda sobre el potencial Maxwelliano, además, la ĺınea azul indica la media temporal en el tiempo τ .
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donde n es el lugar tal que −N ≤ n ≤ N (el potencial Maxwelliano está en n = 0), Nmax = 2N +1

es el número máximo de estados de caja q que tienen sentido en un sistema discretizado, y β es un

parámetro de orden que correspondeŕıa a

β =
E0

kBT
, con E0 =

π2ℏ2

2mL2
(3.27b)

en termodinámica. Esta probabilidad se traslapa (integral) con las componentes de los vectores

propios (conjugados) ν
(n)
m

∗
de (3.19a)

ΨB
0 (β,m) =

2N+1∑
n=1

ψB
0 (β, n)ν

(n)
m

∗
(3.27c)

obteniendo la función de onda en el tiempo reescalado τ (= ℏt/2ma2 [adim])

ΨB(β, n, τ) =

2N+1∑
m=1

exp
(
−iτ Ξm

)
ΨB

0 (β,m)ν(n)m , (3.27d)

donde Ξ (= 2ma2E/ℏ2 [adim]) son las eigenenerǵıas reescaladas de (3.19a).

En este caso, el tamaño del sistema es 2N+1 = 249 sitios, con el parámetro de escala a = L/2N ,

la intensidad del potencial reescalado es Υ0 = 1
10 (=ma2V0/ℏ2 [adim]), el momento de referencia

es κR = π/4 & β = 1/100. Dada la función de onda inicial en la fig. 3.2a, la evolución de la

entroṕıa se muestra en la fig. 3.2b. Para tiempos relativamente cortos τ(×10−3) ≃ 2, se aprecia

una disminución de la entroṕıa de Shannon (3.22a). Luego, entre τ(×10−3) ≃ 3 y 9 la entroṕıa

aumenta, lo que se explica por la expansión natural de la onda en cada compartimento, para volver

a disminuir en τ(×10−3) ≃ 12.

En la fig. 3.2c se observan asimetŕıas inducidas a medida que transcurre el tiempo, con efectos

más drásticos que ocurren alrededor de τ(×10−3) ≃ 8.5 donde la diferencia entre las probabilidades

(ocupación) izquierda y derecha es grande, además nótese que el efecto es recurrente para tiempos

mayores. Asimismo, la entroṕıa tiene un mı́nimo cuando la probabilidad tiene una tasa de cambio

máxima con respecto al tiempo, lo que implica que el potencial Maxwelliano opera alcanzando un

régimen cuasi estacionario, en el que no hay intercambio de densidades pero śı aumento entrópico.

En la fig. 3.2d se muestran los promedios laterales de la enerǵıa total en función del tiempo,

donde se hallan asimetŕıas en ambos compartimentos. Inicialmente, la onda térmica está sesgada

hacia la derecha, luego entre τ(×10−3) = 0 y 5 hay un régimen de expansión donde hay terma-

lización. Para τ(×10−3) > 5 entra en juego la acción del potencial Maxwelliano y las ondas se

segregan de nuevo. Estas curvas se comparan con las de la fig. 3.2e, donde efectivamente la enerǵıa

potencial media se vuelve negativa para τ(×10−3) > 5, indicando que las part́ıculas ejercen trabajo

sobre el potencial Maxwelliano (véase un mı́nimo global de ⟨V ⟩ en τ(×10−3) ≃ 9. De esta forma

se concluye que el dispositivo funciona correctamente hasta que la expansión de onda permite una

interacción importante con V en τ(×10−3) = 5 y después. Para tiempos muy grandes, se observa

un régimen con un comportamiento de colapso y resurgimiento ruidoso.

En la fig. 3.3 se muestra un gráfico de densidad para (3.27d). El efecto Talbot induce un tiempo

de recurrencia en la coordenada cuasi-temporal que obligará al sistema a repetir su comporta-

miento. En este caso, τTalbot ≃ 10(×103), y para τ < τTalbot hay una asimetŕıa que muestra el
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Figura 3.3: Evolución de un paquete de ondas tipo Boltzmann en el intervalo −124 ≤ n ≤ 124 (eje horizontal)

en τ = 0 (eje vertical), interactuando con un potencial Maxwelliano situado en n = 0. La coloración

muestra la densidad de probabilidad, mostrando que para 5 < τ(×10−3) < 10 el paquete de ondas está

predominantemente en el lado derecho.
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trabajo eficiente del potencial Maxwelliano, y posteriormente el comportamiento se invierte entre

los compartimentos de la caja.

Por otro lado, la fig. 3.4 muestra un gráfico comparativo de entroṕıas variando el valor de la

temperatura. Se encuentra que los valores 1/2 > β > 1/200 producen fluctuaciones significati-

vas para una intensidad potencial Υ0 = 1
10 . Cabe destacar que para valores más altos de Υ0, el

comportamiento general se desplaza hacia valores más grandes de beta. Para temperaturas muy

altas, un sistema altamente desordenado en la base energética tiene tendencia a fluctuar alrededor

de su valor entrópico original (comportamientos cuasi-estacionarios), esto implica que el efecto no

es fuerte en estos casos. Se ha encontrado, a través de estos resultados numéricos, que el papel

desempeñado por κR es parcialmente decisivo en la creación de asimetŕıas de caja en la evolución

ya que la intensidad Υ0 también es importante para valores pequeños de beta. Sin embargo, se

debe subrayar que Υ0 no puede tomarse como infinito, ya que todas las ondas quedan atrapadas

en tal caso.
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Figura 3.4: Gráfico comparativo de entroṕıas al variar el valor de la temperatura β.

Otro sistema de interés es el que es uniforme, es decir, ΨI
0 = 1, por lo que la probabilidad

de que la part́ıcula esté en cualquier estado de posición es igualmente probable (esto se denota
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Figura 3.5: Evolución de un paquete de ondas isoespectral en el intervalo −124 ≤ n ≤ 124 (eje horizontal)

en τ = 0 (eje vertical), interactuando con un potencial Maxwelliano situado en n = 0.
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Figura 3.6: Entroṕıa de un paquete de ondas isoespectral. Se observa una disminución

de la entroṕıa en τ(×10−3) ∼ 8 y 16.

por β =IS0). El gráfico de densidad de la función de onda ΨI(x, τ) que se muestra en la fig. 3.5

revela que la onda se distribuye asimétricamente debido a los términos que rompen la paridad

expĺıcitamente, como se esperaba. Asimismo, para este caso la evolución de la entroṕıa se muestra

en la fig. 3.6, donde se aprecia que el valor de la entroṕıa oscila, alcanzando de nuevo un mı́nimo

a medida que el sistema evoluciona.
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Caṕıtulo 4

Emulación de un demonio de Maxwell

en un billar electromagnético

El demonio cuántico descrito en el caṕıtulo anterior puede ser emulado en una cavidad electro-

magnética como en la fig. 4.1. Dicho demonio se modela como un dieléctrico ϵ(x, ω) de espesor b

al medio de una cavidad conductora, y refleja la radiación en todo el plano yz. Por lo tanto, la

función dieléctrica que simula la interacción debe tener una dependencia sólo en x —además de la

dependencia en la frecuencia ω—.1

0

ϵ(x, ω)

x

y

z

E = Exx̂

ax

ay

az

b

Figura 4.1: Cavidad rectangular con lados (ax, ay, az) donde se ha colocado al centro

un dieléctrico con permitividad ϵ(x, ω) y espesor b. El campo eléctrico va en la dirección

x̂ y las ĺıneas azules denotan placas de un buen conductor.

Proposición (Campo E en gúıa de onda). La descripción del campo eléctrico E dentro de una

gúıa de onda es

∇2E+ µϵ(x, ω)ω2E+∇
(

1

ϵ(x, ω)
E · ∇ϵ(x, ω)

)
= 0. (4.1)

1 Usando eV, las unidades son tales que [ω] = eV/ℏ, [E] = eV2/eℏc = c[B], y [ϵ0] = ℏ/e2c = 1/c2[µ0].
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Demostración (Campo E en gúıa de onda). De la ley de Gauß en un medio dieléctrico y supo-

niendo campos armónicos, e.g. F̃ = F exp
(
−iωt

)
, se tiene

∇ ·D = ∇ϵ(x, ω) ·E+ ϵ(x, ω)∇ ·E = 0,

mientras que de la ley de Faraday–Lenz y la de Ampère–Maxwell resulta

∇×E = iωµH & ∇×H = −iωD, (4.2)

respectivamente. Tomando el rotacional de la ley de Faraday–Lenz y sustituyendo las otras dos

ecuaciones

∇×
(
∇×E

)
= iω∇µ×H+ iµω∇×H

⇒ −∇
(

1

ϵ(x, ω)
E · ∇ϵ(x, ω)

)
−∇2E =

1

µ
∇µ×

(
∇×E

)
+ µϵ(x, ω)ω2E.

(4.3)

Finalmente, tomando una permeabilidad magnética (µ) constante se obtiene la ec.(4.1). Asimismo,

multiplicando por iω la ley de Ampère–Maxwell y usando la de Faraday–Lenz se obtiene la ecuación

∇×
(
µ−1∇×E

)
= ϵ(x, ω)ω2E, (4.4)

que es la expresión t́ıpica utilizada en programas de simulación numérica.

Como el campo eléctrico sólo va en la dirección x, y utilizando la dependencia reducida de la

función dieléctrica (i.e. es un problema 1D), se obtiene la siguiente simplificación de (4.1)

∂2xEx + µrϵr(x, ω)
ω2

c2
Ex + ∂x

(
Ex∂x log ϵr(x, ω)

)
= 0, (4.5)

donde ϵr(x, ω) = ϵ(x, ω)/ϵ0 es la permitividad relativa y µr = µ/µ0 es la permeabilidad magnética

relativa la cual será una constante a lo largo del procedimiento. La ecuación anterior permite

soluciones separables Ex(x, y, z) = ϕ(y, z)Ψ(x), para la cual la parte perpendicular ϕ(y, z) satisface

la ecuación de Helmholtz con dos condiciones de contorno diferentes en la superficie —Dirichlet

para el campo paralelo, Neumann para el campo perpendicular en x = 0, ax—

∇2
⊥ϕ(x, y) = −ξ2ϕ(x, y)

o bien ϕ(x, y) ∝ sin

(
nyπy

ay

)
sin

(
nzπz

az

)
| ny, nz ∈ Z∗.

(4.6)

Mientras que la parte longitudinal Ψ(x) satisface

−Ψ′′(x) + ξ2Ψ(x)− µrϵr(x, ω)
ω2

c2
Ψ(x)− ∂x

(
Ψ(x)∂x log ϵr(x, ω)

)
= 0. (4.7)

Esta última ecuación puede verse de dos formas: Dada la función ϵr(x, ω), se puede determinar

Ψ(x) empleando las condiciones de contorno mencionadas, por lo que se determina el campo Ex.

Por otra parte, esta ecuación puede compararse con la teoŕıa de Schrödinger para un demonio

situado en la parte central de la caja, que obliga a considerar ciertas relaciones especiales para

ϵr(x, ω) en forma de una nueva ecuación diferencial.
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4.1. De las enerǵıas a las frecuencias

Como se ha visto, la ruptura de la simetŕıa izquierda-derecha producida por el demonio de Maxwell

en la mecánica cuántica puede ser imitada por términos lineales en la derivada del campo incluidos

en el operador de onda de Helmholtz (incidencia normal del campo en el dieléctrico). Sin embargo,

la configuración mecánica original requeŕıa conocer el número de onda k, mientras que las funciones

dieléctricas no–locales dependen de la frecuencia ω del campo generado (e.g. por una antena dentro

de la cavidad). Es posible realizar una formulación demońıaca similar en entornos electromagnéticos

pero esta vez con un selector de frecuencia incorporado en la función dieléctrica, y siempre que la

asimetŕıa esté determinada por el comportamiento de ϵr(x, ω) bajo intercambio de paridad x→ −x.
En particular, del potencial Maxwelliano (2.6) con (2.5b)

V (x, p) 7→ V (x, sgn(p), E), (4.8)

y como ω = E/ℏ, k = p/ℏ, se tiene una función V (x, sgn(k), ω). El objetivo aqúı es obtener una

forma expĺıcita de una función dieléctrica ϵr(x, ω) de tal manera que la forma de la ecuación de

Helmholtz coincida con la de la ecuación de Schrödinger con términos irreversibles (interacciones

que rompan la simetŕıa P y T).

Proposición (Ecuación diferencial demońıaca). La ecuación diferencial no–lineal que describe al

demonio de Maxwell (§ 2.1) como un dieléctrico ϵr(x, ω) en una cavidad electromagnética (fig. 4.1)

es

µr

(
ϵr(x, ω)− 1

)ω2

c2
+

1

2
∂2x

(
log ϵr(x, ω)

)
=
iω

c
· f+(ω)
f−(ω)

· ∂x
(
log ϵr(x, ω)

)
, (4.9)

donde f±(ω)

2f±
(
ω
)
= Θ

(
ωR − ω

)
±Θ

(
ω − ωR

)
∓Θ

(
ω − ωUV

)
. (2.5c)

Demostración (Ecuación diferencial demońıaca). Sustituyendo la versión hermitiana del potencial

Maxwelliano (2.6) con (2.5b) en (2.8) se tiene

2m

ℏ2
(
V̂ (x̂, p̂)− E

)
7→ 1

2Vact(p̂)VB(x̂) +
1
2VB(x̂)Vact(p̂)−

2m

ℏ2
E

=
1

2
∂x
cf−(ω)
iω

VB(x) +
1

2
VB(x)

cf−(ω)
iω

∂x +
1

2

{
f+(ω) ,VB(x)

}
− 2m

ℏ2
E,

(4.10a)

donde VB(x) representa la parte espacial del potencial y además se utilizó la relación

|p| sgn(p̂) = p̂ 7→ −iℏ∂x (4.10b)

en acuerdo con el principio de correspondencia. Por otro lado, (4.7) se transforma en

−Ψ′′(x) + ξ2Ψ(x)− µrϵr(x, ω)
ω2

c2
Ψ(x)− 1

2

(
∂2x log ϵr(x, ω)

)
Ψ(x)

− 1

2

(
∂x

(
∂x log ϵr(x, ω)

)
+
(
∂x log ϵr(x, ω)

)
∂x

)
Ψ(x) = 0,

(4.10c)
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al utilizar una relación del tipo ABΨ = 1
2

([
A ,B

]
+
{
A ,B

})
Ψ. Entonces, al comparar (4.10c)

con la ec. de Schrödinger usando (4.10a) se obtiene

1

2

{
f+(ω) ,VB(x)

}
− 2m

ℏ2
E = ξ2 − µrϵr(x, ω)

ω2

c2
− 1

2
∂2x

(
log ϵr(x, ω)

)
,

& VB(x̂) = −
iω

cf−(ω)
∂x log ϵr(x, ω).

(4.10d)

Finalmente, separando la contribución del vaćıo y del medio (e.g. ϵr(x, ω) = 1+ ε(x, ω)), se deduce

(4.9), ademàs

−2m

ℏ2
E = ξ2 − µr

ω2

c2
, (4.10e)

y naturalmente, ϵr(x, ω)→ const. cuando ω ≥ ωUV . ■

Las soluciones aceptables de la ecuación diferencial (4.9) para diversas condiciones iniciales

conducen a diferentes tipos de encarnación que respetan las condiciones de causalidad de Kramers–

Kronig (ver por ejemplo § 7.10 de Jackson [108]). Parte de la metodoloǵıa consiste en resolver (4.7)

utilizando mapeos vectoriales alrededor de puntos fijos, asimismo hay dos reǵımenes para la solución

de la ecuación diferencial para la permitividad eléctrica, en un caso hay frecuencias por debajo del

corte ultravioleta —donde el demonio opera— por lo que se debe comparar (4.7) con la ec. de

Schrödinger con el potencial, mientras que para el segundo caso hay frecuencias por encima del

corte ultravioleta —donde el demonio deja de funcionar— por lo que el potencial será cero en

comparación.

4.2. La función dieléctrica demońıaca como problema inverso

La ecuación diferencial (4.9) puede resolverse numéricamente con condiciones iniciales adecuadas

(o valores de contorno). Asimismo, se restringe el intervalo de frecuencias a π/50 < ω/c < 20π

dado en cm−1 ya que se plantean microondas. En particular, sea

ϵr(0, ω) = 2, ∂xϵr(x, ω)|x→0 = 0, y frecuencia de referencia ωR = π. (4.11)

En la fig. 4.2 se muestra la función dieléctrica ϵr(x, ω) del demonio de Maxwell con las condiciones

(4.11) y las siguientes propiedades (que serán útiles en el diseño del dieléctrico efectivo para la

emulación del demonio de Maxwell en una cavidad electromagnética presentado en § 4.3):

� ϵr(x, ω) es par en su parte real e impar en su parte imaginaria,

� ωR provoca una reflexión en x de ℑ[ϵr(x, ω)],

� La función es autosimilar al aumentar la frecuencia y disminuir el grosor (o viceversa), lo

que permite encontrar, por ejemplo, la distancia al primer mı́nimo de ℜ[ϵr(x, ω)] a modo de

dieléctrico efectivo de grosor b (ver fig. 4.3).
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(a)

(b)

Figura 4.2: Parte real (a) e imaginaria (b) de la solución a (4.9) en el intervalo 0.2 ≤ ω/c ≤ 20 para los

valores (4.11). Nótese que la parte imaginaria, además de ser impar, sufre una reflexión en ωR = π.
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Log[b/2] ≃ Log[3/2] - Log[ω/c]
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Figura 4.3: Distancia de x = 0 al primer mı́nimo de ℜ[ϵr(x, ω)] mostrando que el grosor

b ≃ 3c/ω para los valores en (4.11).

Por otro lado, definiendo u(x) = log ϵr(x, ω) & v(x) = ∂xu(x), (4.9) puede escribirse como un

sistema autónomo, a saber

d

dx

(
u

v

)
=

 v

2iω

c

f+(ω)

f−(ω)
v − 2µr(e

u − 1)
ω2

c2

 (4.12)

cuya gráfica (fig. 4.4) muestra que su parte real forma trayectorias cerradas, mientras que la parte

imaginaria forma ĺıneas de puntos fijos: estables para ω > ωR (a modo de sumidero) e inestables

para ω < ωR (a modo de fuente).

Por último, la ecuación diferencial demońıaca también puede simplificarse mediante una apro-

ximación armónica, lo que lleva a un resultado anaĺıtico para la función dieléctrica en un régimen

donde ϵ(x, ω) tiene pequeñas desviaciones de la unidad. Para ello, sea

log ϵr(x, ω) = υ(x) exp

(
iω

c
· f+(ω)
f−(ω)

x

)
, (4.13)

transformando (4.9) en

∂2xυ(x)−
(
iω

c
· f+(ω)
f−(ω)

)2

υ(x) = −2µr
(
exp
(
υ(x)e

iω
c
· f+(ω)

f−(ω)
x
)
− 1

)
ω2

c2
e
− iω

c
· f+(ω)

f−(ω)
x
. (4.14)

Expandiendo el término exponencial a primer orden, se obtiene que

υ(x) ≃ υ0 cos
(
x
√
1 + 2µr

ω

c

)
+

υ′0√
1 + 2µr

1

ω/c
sin
(
x
√

1 + 2µr
ω

c

)
, (4.15)

donde υ0 = log ϵr(0, ω) & υ′0 =
(
∂x − iω

c
f+(ω)
f−(ω)

)
log ϵr(x, ω)|x=0 son las condiciones iniciales.
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Figura 4.4: Estabilidad de la ecuación diferencial demońıaca para a) parte real formando trayecto-

rias cerradas, b) absoluto de la función, mostrando una cizalladura en el espacio fase; además, en

la parte imaginaria se forman ĺıneas de puntos fijos c) estables para ω > ωR (a modo de sumidero)

y d) inestables para ω < ωR (a modo de fuente).
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4.3. Realización de un demonio dinámico electromagnético con

placas dieléctricas

A continuación se procede a emular dinámicamente la propagación de una onda en el interior de una

cavidad con funciones dieléctricas juiciosamente diseñadas. La función de onda del sistema descrito

por (4.7) se descompone en modos propios, obteniéndose el problema de eigenvalores no–lineal

(trascendental) de la forma

D(ω)x =
ω2

c2
x. (4.16)

Usando una base ortonormal para una cavidad metálica sobre el intervalo x ∈ [0, L] con condiciones

tipo Neumann en las paredes (x = 0 & x = L), i.e.

ϕm(x) =

√
2

L
cos
(
κmx

)
, con κm =

mπ

L
, & m ∈ Z∗, (4.17)

se calculan los elementos de matriz ⟨m|D(ω)|n⟩ como2

⟨m|D(ω)|n⟩ = −
∫
dxϕm(x)

{
∂2x − ξ2 + µrϵr(x, ω)

ω2

c2
+ ∂2x log ϵr(x, ω) + ∂x log ϵr(x, ω)∂x

}
ϕn(x).

(4.18)

Al centro de dicha cavidad inicialmente al vaćıo (ϵ∅) se añade un conjunto Ω de 2N + 1 cortinas

dieléctricas bicapa contiguas (ver fig. 4.5). La configuración tándem de las cortinas asegura que la

parte real (imaginaria) de la función dieléctrica debe ser par (impar) de acuerdo a las soluciones

encontradas para la permitividad dieléctrica del demonio (ver fig. 4.2). Por consiguiente, la parte

derecha (izquierda) de la k-ésima cortina ϵk (ϵ⋆k) se modela según Lorentz–Drude como3

ϵk(ω,Γk) = 1 +
ω2
pk

ω2
0k
− ω2 − iΓkω

= ϵ⋆k(ω,−Γk), (4.19)

cuyas constantes de resorte, de plasma y de amortiguamiento son ω0, ωp & Γ, respectivamente. Por

consiguiente, la función dieléctrica del sistema (0 ≤ x ≤ L) está dada por

ϵr
(
x, ω

)
= Θ

(
x− aN+ 1

2

)
+Θ

(
a−N− 1

2
− x
)
+

N∑
k=−N

{
ϵk(ω,Γk) · ⊓k(x, ak) + ϵ⋆k(ω,Γ

⋆
k) · ⊓⋆k(x, ak)

}
(4.20a)

donde ⊓k es una ventana rectangular de grosor b/2 en la posición ak —el centro de la bicapa—

⊓k(x, ak) = Θ
(
x− ak

)
−Θ

(
x− ak −

b

2

)
= ⊓⋆k(−x,−ak), con ak =

L

2
+ kb. (4.20b)

2 A pesar de ser una matriz de dimensión infinita, es posible establecer una cota a la cantidad de modos propios

requeridos en la simulación en vista de que los efectos de ωp para frecuencias superiores al régimen metálico hacen

irrelevante el uso de paquetes muy complejos (o frecuencias individuales demasiado altas) para el sistema de bicapas

con grosor finito.
3 La notación ⋆ indica a los elementos correspondientes a la parte izquierda de la bicapa, si bien el comportamiento

de ϵ⋆k parece aludir al conjugado, la dependencia con ω no ha cambiado.
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x
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ϵNϵ⋆Nϵ1ϵ⋆1ϵ0ϵ⋆0ϵ−1ϵ⋆−1ϵ−Nϵ⋆−N

L/2 L

Ly

Ω

Figura 4.5: Sistema formado por un conjunto Ω de 2N + 1 bicapas dieléctricas centradas en una

cavidad metálica al vaćıo (ϵ∅) de longitud L, con condiciones tipo Neumann en las paredes (x = 0

& x = L). La configuración tándem de las cortinas asegura que la parte real (imaginaria) de la

función dieléctrica debe ser par (impar) como en la fig. 4.2.

Cabe mencionar que la derivada del término log ϵr se interpreta —según teoŕıa de distribuciones—

como

∂x log ϵr =



N∑
k=−N

{
Log ϵk(ω,Γk) · ∂x ⊓k (x, ak) + ⋆

}
si x ∈ Ω,

0 si x /∈ Ω,

(4.21)

donde Log representa la rama principal del logaritmo. Las integrales que se requieren para obtener

los elementos de matriz son

I1 =

∫ L

0
dx ϕm(x)∂2xϕn(x) = −κ2nδmn, (4.22a)

I2 =

∫ L

0
dxϕm(x)ξ2ϕn(x) = δmn

(
1 + δn,0

)
ξ2, con ξ2 =

(
nyπ

Ly

)2

+

(
nzπ

Lz

)2

(4.22b)

I3(x ∈ Ω) =

∫
Ω
dx ϕm(x)ϵr(x, ω)ϕn(x) =

N∑
k=−N



2

(m2 − n2)π
{
ϵk · f (−)m,n

(
ak+ 1

2

)
− ϵ⋆k · f (−)m,n

(
ak− 1

2

)
− (ϵk − ϵ⋆k) · f (−)m,n(ak)

}
si m ̸= n

(ϵk + ϵ⋆k)
b

2L
+

1

nπ

{
ϵk · gn,n

(
ak+ 1

2

)
− ϵ⋆k · gn,n

(
ak− 1

2

)
− (ϵk − ϵ⋆k) · gn,n(ak)

}
si m = n ̸= 0

(ϵk + ϵ⋆k)
b

L
si m = n = 0

(4.22c)
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donde

f (±)m,n(u) = m sin(κmu) cos(κnu)± n sin(κnu) cos(κmu), & gm,n(u) = cos(κmu) sin(κnu).

(4.22d)

I3(x /∈ Ω) =

∫
ΩC

dx ϕm(x)ϵr(x, ω)ϕn(x)

=



2

(m2 − n2)π
{
f (−)m,n

(
a−N− 1

2

)
− f (−)m,n

(
aN+ 1

2

)}
si m ̸= n

1−
(
N +

1

2

)
2b

L
+

1

nπ

{
gn,n

(
a−N− 1

2

)
− gn,n

(
aN+ 1

2

)}
si m = n ̸= 0

2− 2

(
N +

1

2

)
2b

L
si m = n = 0

(4.22e)

I4 =

∫ L

0
dx ϕm(x)∂2x log ϵr(x, ω)ϕn(x) =

− 2π

L2

N∑
k=−N

{
Log ϵk · f (+)

m,n

(
ak+ 1

2

)
− Log ϵ⋆k · f (+)

m,n

(
ak− 1

2

)
−
(
Log ϵk − Log ϵ⋆k

)
· f (+)

m,n(ak)
}
.

(4.22f)

I5 =

∫ L

0
dx ϕm(x)∂x log ϵr(x, ω)∂xϕn(x) =

+
2nπ

L2

N∑
k=−N

{
Log ϵk · gm,n

(
ak+ 1

2

)
− Log ϵ⋆k · gm,n

(
ak− 1

2

)
−
(
Log ϵk − Log ϵ⋆k

)
· gm,n(ak)

}
.

(4.22g)

Cabe mencionar que si se requirieran cortinas especulares pero de diferentes grosores tales que

bk = b−k, el término ak en (4.20b) se modifica según

kb 7→ Bk =
sgn(k)

2

 |k|∑
l=−|k|

bl − bk

 (4.23a)

donde Bk representa la distancia desde el centro de la cortina central hasta el centro de la k-ésima

cortina, por lo que

a
k±1

2
7→ L

2
+Bk ±

bk
2

(4.23b)

en I3(x ∈ Ω), I4 e I5. Los términos con ±N ± 1
2 en I3(x /∈ Ω) se siguen similarmente.
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4.3.1. Eigensistema del haz matricial

Dado que los elementos de matriz de D(ω) están conformados por una combinación lineal de

funciones algebraicas (I1, I2, I3) y trascendentes elementales (I4, I5), el eigensistema no puede

calcularse de la forma t́ıpica. Como primer paso para resolver el problema completo de eigenvalores,

se prescinde de la parte trascendental y se multiplica (4.16) por su mı́nimo común denominador

(m.c.D.), obteniendo una matriz polinomial, la cual se puede escribir como un polinomio matricial

en ω con coeficientes matriciales constantesMn, esto es


∑

n=0 c
(0,0)
n ωn · · · ∑

n=0 c
(0,k)
n ωn

...
. . .

...∑
n=0 c

(j,0)
n ωn · · · ∑

n=0 c
(j,k)
n ωn

 ⇒ ∑
n=0


c
(0,0)
n · · · c

(0,k)
n

...
. . .

...

c
(j,0)
n · · · c

(j,k)
n

ωn =
∑
n=0

Mnω
n

(4.24)

donde {c(j,k)n } son constantes. Dicho polinomio matricial se reorganiza para obtener el haz matricial

D#(ω)x =M0x0 +M1x1 + · · ·+Mnxn − ωMn+1xn = 0, donde xn = ωnx. (4.25a)

Nótese que el monomio de mayor grado en ω se ha aislado en una forma espećıfica; para teoŕıa

matemática al respecto ver Markus [109] o Manfred Möller [110], por ejemplo. Posteriormente, se

reorganiza el haz matricial en una dimensión superior según el grado del polinomio, a saber


M0 M1 · · · Mn

0
... In ⊗ I

0




x0

x1

...

xn

 = ω


0 · · · 0 Mn+1

0

In ⊗ I
...

0



x0

x1

...

xn

 , (4.25b)

donde I es la matriz identidad cuya dimensión —en principio infinita— está determinada por el

n.º de modos (4.17) a tomar en cuenta en la simulación. Al multiplicar la ecuación anterior por

la inversa de la matriz del lado derecho, el eigenproblema —algebraico en ω— queda linealizado

como 
0
... In ⊗ I

0

M−1n+1M0 M−1n+1M1 · · · M−1n+1Mn




x0

x1

...

xn

 = ω


x0

x1

...

xn

 . (4.25c)

Asimismo, en el apéndice B se muestra una aplicación trivial del método.

Nótese que de las (2N + 1)–bicapas dieléctricas que conforman el sistema sólo N + 1 son

diferentes, por ello el grado del polinomio matricial resultante será G = 2 + 4(N + 1). Con esto en

cuenta, la linealización requerirá una de dimensión D = (m+ 1)G, por lo que el lado izquierdo de
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(4.25c) se puede escribir como4

[
IID +

G−1∑
n=0

(
êG ⊗ ên+1

)
⊗M−1G Mn

]
x0

...

xn

 (4.26)

donde IID es la matriz identidad de dimensión D con la diagonal desplazada (m + 1)–columnas,

{ên+1} es la base canónica —vectores con componente 1 en la posición (n + 1) y el resto 0—, y

{Mn} son los coeficientes matriciales asociados a ωn.

Una vez realizado el procedimiento anterior, se hallan trivialmente los eigenvalores {λn} de

la parte algebraica (ver el algoritmo 1 para esta primera parte), los cuales aparecen en el plano

inferior o superior a la recta real si se usan dieléctricos con absorción o emisión, respectivamente.5

Aunque es necesario tener en cuenta todos los eigenvalores —como en cualquier otra situación en

el cálculo de las funciones de Green— en el caso de una configuración en tándem es imprescindible

descartar aquellos con ℑ[λn] > 0 para la convergencia de las integrales que incluyen el resolvente

del operador de onda, evitando aśı las ganancias ausentes (no f́ısicas) en la función de onda, por lo

que el camino de integración en la definición de la función de Green es la habitual que encapsula

los polos en el plano inferior (ver por ejemplo [99]).

Entrada: Matriz D(ω) parte algebraica.

Salida : Eigenvalores {λn}.
1 Inicio;

2 Calcular Haz matricial D#(ω) ; /* Multiplicar D(ω) por el m.c.D. */

3 Construir Problema de eigenvalores linealizado ; /* Ec. (4.25c) */

4 Obtener Eigenvalores {λn};
5 Eliminar λn si ℑ[λn] > 0 ; /* Verificar falsos positivos */

6 Comprobar detD (λn)→ 0 ; /* Usar suficiente precisión */

7 Fin

Algoritmo 1: Eigenproblema no–lineal parte I

Dado que la norma de Frobenius–Hilbert–Schmidt (euclidiana) de la parte algebraica de la

matriz finita D(ω) es mayor o similar a la de su parte trascendental, los eigenvalores del problema

completo ωn ≃ λn; esto no es impedimento, ya que de acuerdo a teoŕıa de perturbaciones, la función

de onda se corrige en un orden de magnitud más grande respecto a la corrección de la enerǵıa a

primer orden, además estas normas están relacionadas con el cuadrado de las amplitudes de los

modos de la función de onda, aśı como sus traslapes (ver por ejemplo § 5.1 de Sakurai [113]). Por

4 Huelga decir que en el caso de usar cortinas de valores idénticos en la terna {ωp, ωk,Γk} —independientemente

del uso de grosores variables— el grado del polinomio G se veŕıa reducido en vista del uso del m.c.D. para construir

el haz matricial.
5 Al usar una configuración tándem, los eigenvalores mostrarán una simetŕıa respecto al eje de las abscisas. Cabe

mencionar que en el caso de potenciales complejos (e.g. [111, 112]) dicha simetŕıa de los eigenvalores en el plano

complejo está ausente.
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ello, como segundo paso, se busca una variación λϵ en cada uno de los eigenvalores algebraicos

encontrados anteriormente, por lo que ahora se resuelve(
D(ω + λϵ)−

(ω + λϵ)
2

c2

)
x = 0 ∀ ω = {λn}, (4.27a)

donde el término entre paréntesis ha de convertirse en un haz matricial respecto a λϵ al expandir

en serie,6 a saber

D#(ω + λϵ)x ≃
(
D#(ω) + λϵ∂ωD#(ω) +O(λnϵ )

)
x = 0. (4.27b)

Posteriormente, se toma el mı́nimo de las posibles correcciones —los eigenvalores del haz matricial

en λϵ—, por lo que λn se aproxima asintóticamente al eigenvalor del problema completo (ωn) al

realizar el proceso anterior iterativamente, i.e.

det

(
D(ωn)−

ω2
n

c2
I
)
→ 0, donde ωn = λn +

∑
k

mı́n({λ(k)ϵ }n) (4.27c)

y mı́n({λ(k)ϵ }n) —en el entendido de que la comparación se hace por medio de sus valores absolutos—

representa la corrección a la k-ésima iteración de λn. En casos fortuitos donde dicho mı́nimo sea

de ráıces complejas conjugadas, una de éstas generará un camino de convergencia hacia ω∗n, pero

no debe descartarse, basta tomar el conjugado para su uso posterior. Finalmente, los eigenvectores

{vn} correspondientes a la eigenfrecuencias {ωn} se calculan obteniendo el espacio nulo de (4.16)

evaluando en cada eigenfrecuencia, a saber(
D(ω)− ω2

c2
I
)∣∣∣∣

ω={ωn}
· vn = 0. (4.28)

Cabe mencionar que algunos vn podŕıan aparecer degenerados o resultar —supuestamente— en el

trivial dependiendo de la precisión y tolerancia numérica al realizar los cálculos; para el primer caso

basta tomar una combinación lineal normalizada de los vectores encontrados, mientras que para el

segundo, es necesario verificar tal resultado7 antes de descartar la eigenfrecuencia correspondiente.

El uso de una alta precisión al plantear el eigensistema en general evita la aparición de estos casos.

El método anteriormente descrito es arbitrariamente preciso (ver algoritmo 2 para esta segunda

parte), de no hacer la expansión en serie aún seŕıa posible utilizar parcialmente un haz matricial,

ya que la matriz en (4.25c) contendrá términos con logaritmo, por lo que calcular su determinante

seguirá siendo computacionalmente demandante,8 incluso para un número pequeño de modos y

6 Usualmente a primer orden basta, donde la serie de Taylor para la función dieléctrica es simplemente

ϵk(ω + λϵ)
Taylor
= ϵ(ω)− λϵ · Ωϵ(ω, 0)ω2

p

Ω(ω)2
, log ϵ(ω + λϵ)

Taylor
= log ϵ(ω)− λϵ · Ωϵ(ω, 0)ω2

p

Ω(ω)(ω2
p +Ω(ω))

,

con Ω(ω) = ω2
0 − ω2 − iΓω, & Ωϵ(ω, λϵ) = 2ω + iΓ + λϵ.

7 Por ejemplo, si el determinante no converge lo suficiente al ĺımite establecido por estar la corrección cerca de

la de resonancia, el espacio nulo daŕıa el trivial a menos que se imponga una tolerancia numérica.
8 Podŕıa intentarse —por ejemplo— el cálculo del determinante á la Dieudonné (complemento de Schur)[114],

i.e.

det

(
A B
C D

)
=

det(A− BD−1C) · detD si D−1 existe

det(D− CA−1B) · detA si A−1 existe

donde A,B,C,D son matrices de dimensión p× p, p× q, q × p & q × q, respectivamente.



54 4.3. Realización de un demonio dinámico electromagnético con placas dieléctricas

cortinas, además de que posteriormente se requieren métodos numéricos para hallar las ráıces de

la ecuación trascendental resultante.

Entrada: Matriz D(ω) completa, Eigenvalores {λn}.
Salida : Eigenvalores {ωn}, Eigenvectores {vn}.

1 Inicio;

2 Evaluar D#(λn + ϵ) ; /* Ec. (4.27a) */

3 Haz matricial D#(λn + ϵ) ; /* Ec. (4.27b) */

4 Construir Problema de eigenvalores linealizado en ϵ;

5 Obtener Eigenvalores {λϵ};
6 Iterar λn 7→ λn +mı́n({λϵ});
7 Comprobar det

(
D(ω)− ω2/c2I

)
→ 0 ; /* Ec. (4.27c) */

8 Calcular Espacios nulos {vn} ; /* Ec. (4.28) */

9 Fin

Algoritmo 2: Eigenproblema no–lineal parte II

4.3.2. Función de onda en el tiempo

Para reconstruir la función de onda considérese su descomposición en modos propios m de la

cavidad para cada una de las eigenfrecuencias ωn ∈ C en la forma

⟨x|Ψ, t⟩ =
∞∑
n=1

∞∑
m=0

⟨x|m⟩⟨m|ωn⟩⟨ωn|Ψ0⟩ exp
(
−iωnt

)
(4.29a)

donde ⟨x|m⟩ = ϕm(x) ∈ R es la base, ⟨m|ωn⟩ = v
(m)
n ∈ C es la m-ésima componente del eigenvector

asociado al modo m de la eigenfrecuencia ωn, y ⟨ωn|Ψ0⟩ = cn ∈ C son constantes relacionadas al

traslape de la base con la función de onda inicial Ψ(x, 0), por lo que debe cumplirse que∑
n

v(m)
n cn ∝

∫
dx ϕ∗m(x)

{
Ψ(x, t) + i∂tΨ(x, t)

}∣∣∣
t=0

. (4.29b)

Sin pérdida de generalidad, multiplicando por ϕ∗m′(x) en ambos lados de (4.29a) en t = 0 e inte-

grando se tiene∫
dx ϕ∗m′(x)Ψ(x, t)

∣∣∣
t=0

=

∞∑
n=1

∞∑
m=0

∫
dx ϕ∗m′(x)ϕm(x)v(m)

n cn =

∞∑
n=1

∞∑
m=0

δm′m

{
v(m)
n cn

}
, (4.30a)

análogamente, de la derivada temporal de (4.29a)∫
dx ϕ∗m′(x)∂tΨ(x, t)

∣∣∣
t=0

= −i
∞∑
n=1

∞∑
m=0

δm′m

{
v(m)
n ωncn

}
. (4.30b)

Sumando la parte real de las ecuaciones (4.30), i.e.∫
dx ϕ∗m(x)

{
ℜ
[
Ψ(x, t)

]
+ iℜ

[
∂tΨ(x, t)

]}∣∣∣
t=0

=

∞∑
n=1

{
ℜ
[
v(m)
n cn

]
+ iℑ

[
v(m)
n ωncn

]}
, (4.31)

se observa que
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i) Si ωn ∈ R y v
(m)
n = δm,n la relación entre cn y las condiciones iniciales es trivial,9 i.e.∫
dx ϕ∗m(x)

{
ℜ
[
Ψ(x, t)

]
+

i

ωn
ℜ
[
∂tΨ(x, t)

]}∣∣∣
t=0

= ℜ
[
cn
]
+ iℑ

[
cn
]
. (4.32a)

ii) Si ωn ∈ C y v
(m)
n = δm,n la parte imaginaria de ωn alimenta la segunda condición inicial en

conjunción con la primera, e.g.∫
dx ϕ∗m(x)

{
ℜ
[
Ψ(x, t)

]
+ iℜ

[
∂tΨ(x, t)

]}∣∣∣
t=0

= ℜ
[
cn
]
+ i
(
ℜ
[
ωn

]
ℑ
[
cn
]
+ ℜ

[
cn
]
ℑ
[
ωn

])
.

(4.32b)

iii) Si ωn ∈ C y v
(m)
n ̸= δm,n, se apela a la causalidad del sistema que impone que para cada ωn

exista −ω∗n, por lo que la función de onda es real, quedando (4.31) como∫
dx ϕ∗m(x)

{
ℜ
[
Ψ(x, t)

]
+ iℜ

[
∂tΨ(x, t)

]}∣∣∣
t=0

=
∞∑
n=1

cnv
(m)
n

{
1 + ωn

}
. (4.32c)

La relación (4.32c) se escribe en forma matricial como
b1

b2
...

b∞

 =


v
(1)
1 v

(1)
2 · · · v

(1)
∞

v
(2)
1 v

(2)
2 · · · v

(2)
∞

...
...

. . .
...

v
(∞)
1 v

(∞)
2 · · · v

(∞)
∞



1 + ω1 0

1 + ω2

. . .

0 1 + ω∞



c1

c2
...

c∞

 (4.33)

donde las bm representan la integral de las condiciones iniciales (miembro izquierdo de (4.32c)), por

lo que en una configuración acotada de modos es posible obtener los coeficientes cn. Cabe recalcar

que aún definiendo la 2da condición inicial como cero, la función de onda resultante tendrá una

velocidad inicial autodefinida, que se puede interpretar como la coalescencia de dos ondas con dicha

velocidad que al t = 0 forman la primera condición inicial.

Dicho esto, la descomposición en modos propios (4.29a) con ∂tΦ(x, t)|t=0 = 0 se expresa de

forma matricial de la siguiente manera:

i) La base se reescribe como un vector Φ(x) de entradas ϕn(x), i.e.

ϕm(x) 7→ Φm×1(x) =
(
ϕ1(x), ϕ2(x), · · · , ϕm(x)

)T
. (4.34a)

ii) Los eigenvectores v
(m)
n (espacios nulos) constituyen las filas de la matriz rectangular V, a

saber

v(m)
n 7→ Vn×m =


v
(1)
1 v

(2)
1 · · · v

(m)
1

...
...

. . .
...

v
(1)
n v

(2)
n · · · v

(m)
n

 . (4.34b)

9 Como en el caso de la ec. de onda 1D (sin fuentes) donde la parte real e imaginaria de cn corresponde directamente

con la 1ra y 2da condición inicial, respectivamente. (Ver por ejemplo el caso en el apéndice B.)
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Que dicha matriz sea rectangular recae en el hecho de que se eliminan los eigenvalores con

ℑ[λn] > 0. Nótese además que uno de los efectos de que esta matriz no sea simplemente δnm

es que cada elemento de la base oscilará con cada una de las eigenfrecuencias.

iii) Las exponenciales exp
(
−iωnt

)
conforman la matriz diagonal E(t), i.e.

exp
(
−iωnt

)
7→ En×n(t) = diag

(
exp
(
−iω1t

)
, · · · , exp

(
−iωnt

))
. (4.34c)

iv) Las constantes cn forman un covector c, compuesto del producto del vector inicial b —el

traslape de la función de onda inicial con la base— con la inversa generalizada de la matriz

de eigenvectores V+, i.e.

cn 7→ c1×n = b1×mV+
m×n, donde V+ =

(
V†V

)−1
V†. (4.34d)

Mientras dim({ωn}) sea mayor o igual a la dimensión original del problema se puede asegurar

la existencia y unicidad de la inversa. Ver por ejemplo Gregory and Krishnamurthy [115] o

Ben-Israel and Greville [116].

Finalmente, la función de onda Ψ(x, t) es

Ψ(x, t) = c1×nEn×n(t)Vn×mΦm×1(x) ∈ R. (4.34e)

Cabe mencionar que en vista de que para cada ωn existe −ω∗, se puede hacer el cálculo sólo con

las eigenfrecuencias de un cuadrante —inferior, claro está— y al final tomar la parte real de la

función de onda resultante.

4.3.3. Resultados de la emulación

Después de una exhaustiva exploración de parámetros, llámense: n.º de bicapas (2N+1), n.º de

modos (4.17), longitud de caja (L), grosor de bicapa (b), frecuencia de plasma (ωp), de resorte (ωk)

y de amortiguamiento (Γk), se encuentra que:

i) El n.º de bicapas contiguas debe ser uno; utilizar una cantidad mayor de éstas no sólo no

mejora la simulación, sino que puede comprometer el efecto buscado.

ii) El grosor de las cortinas dieléctricas debe ser acorde al rango de frecuencias en el que se

trabaja (ver fig. 4.3), lo que recae indirectamente en el n.º de modos.

iii) El triunvirato de las constantes ωp, ωk & Γk debe satisfacer

ωp

2
≃ ωk > Γk > 0 (4.35)

para una óptima observación del atrapamiento de la onda. La disminución de ωk → ωp/4

reduce notablemente el efecto, además de que la onda empieza a quedarse atrapada dentro

del dieléctrico. Mientras que si Γk → ωk, el atrapamiento es factible, pero se pierde definición.
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iv) El tiempo de Talbot es proporcional a ωp, mientras que Γk es inversamente proporcional al

tiempo que tarda en observarse la asimetŕıa.

v) Si algún número de onda κm —de la base ϕm en (4.17)— es un múltiplo del inverso del

grosor de la bicapa, el comportamiento suele distorsionarse por el atrapamiento de la onda

en el dieléctrico. De ah́ı que fuere deseable la existencia de una delta dieléctrica demońıaca

en analoǵıa con lo visto en el cap. 2.

Valores particulares

Para efectos de la simulación,10 sea una bicapa de grosor b = 7.5 [mm], inmersa en una cavidad

de longitud L = 10 [cm]. Para dicha configuración, el efecto buscado requiere que ωp esté en el

intervalo
π

8
<
∼
ωp

c
<
∼

13π

8
(4.36)

en conjunción con (4.35), por lo que en particular se elige

ωp = 2ωk = 4Γk =
3π

4
c, (4.37)

mientras que ξ2 en (4.22b) se toma tal que ny = nz = 1 & Ly = Lz = L. Usando 26 mo-

dos,11 se tiene que dim({λn})=156, de los cuales 48 son reales y 108 son complejos (ver fig. 4.6a),

y se cumple que para cada λn existe −λ∗n, por lo que se procede a calcular la corrección a

los eigenvalores (4.27b) usando únicamente los 51 eigenvalores de un cuadrante inferior, obte-

niéndose los {ωn} en la fig. 4.6b. Las iteraciones necesarias para la convergencia asintótica se

(a) Eigenvalores λn (b) Eigenfrecuencias ωn
Figura 4.6: Eigensistema de una bicapa de grosor b = 7.5 mm con los valores en (4.37) y 26 modos

(4.17) en una cavidad de L = 10 [cm]. Los valores que no pertenecen a los reales forman vecindades

—eigenvalores muy cerca entre śı—, por lo que una buena precisión evita multiplicidades espurias,

aśı como caer en la frecuencia de resonancia del dieléctrico.

10 Cálculos numéricos realizados en Wolfram–Mathematica usando un procesador AMD–Ryzen 7600X@5.4GHz y

RAM–DDR5 32GB@2400MHz, paralelizando cuanto proceso fuera posible.
11 Recordar que los modos (4.17) empiezan desde m = 0.
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Figura 4.7: Estad́ıstica del n.º de iteraciones requeridas para la convergencia asintótica de {ωn}.

muestran en la fig. 4.7 tomando como cota que det
(
D(ωn) − ω2

n/c
2
)
< 10−16 ó 25 iteracio-

nes, usando —al menos— 210 d́ıgitos de precisión en los eigenvalores para la correcta conver-

gencia del determinante, aśı como disminuir el n.º de iteraciones necesarias. Posteriormente, se

obtienen todos los espacios nulos usando una tolerancia de 10−48, asegurando el hallazgo de to-

dos los espacios nulos.12 A modo de comparación cualitativa, la distribución de frecuencias es

ω
0 ω5 ω10 ω15 ω20 ω25 ω30

min{|λn|}

min{|ωn|}

ωk ωp ωb

max{|ωn|}

max{|λn|} 2ωb

donde ωm son las frecuencias de caja —suponiendo la relación de dispersión t́ıpica κm = ωm/c en

(4.17), no confundir con las eigenfrecuencias ωn—, ωb es la frecuencia asociada al grosor b (fig. 4.3);

asimismo, se incluye (4.37) además del máximo y mı́nimo del valor absoluto de los eigenvalores.

Finalmente, para el caso de una onda uniformemente distribuida, la condición inicial b en (4.34d)

es

b = (1, 0, . . . , 0). (4.38)

El sistema evoluciona como se muestra en los siguientes gráficos: a tiempos cortos (fig. 4.8)

se tienen asimetŕıas desde el inicio de la evolución, aśı como una acumulación notable de la onda

en el lado izquierdo de la cavidad a partir de τ ∼ 8 [cm], aśı mismo en la fig. 4.9 se muestra

una clara asimetŕıa en la función de onda en τ = ct = 7 [cm] (o t = 233 [ps]). A tiempos

más prolongados (fig. 4.10) se muestran varias ventanas de asimetŕıa predominantemente del lado

izquierdo de la cavidad, además del colapso y resurgimiento de la onda. Aśı mismo, en la fig. 4.11

se nota que el fenómeno anterior constituye un efecto transitorio ya que éste se invierte hacia

el otro lado de la cavidad al seguir evolucionando el sistema. Posteriormente en la fig. 4.12 se

muestra un comportamiento oscilatorio de la onda entre los lados de la cavidad, el cual es un claro

reminiscente del comportamiento del demonio de Maxwell estudiado en el cap. 3, en especial para

el caso mostrado en la fig. 3.5.

12 Como se mencionó anteriormente, pueden existir configuraciones del sistema con frecuencias cuyo espacio nulo

sea realmente el trivial y la frecuencia debe descartarse.
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Figura 4.8: Gráfico de densidad de la cavidad resonante a tiempos cortos, cuya disposición se

muestra en la fig. 4.9. Nótese la existencia de asimetŕıas desde el inicio de la evolución, cabe

recordar que el tiempo que tarda en mostrarse la primera —e insigne— asimetŕıa a partir de

τ ∼ 8 [cm] vaŕıa inversamente con valor de la constante Γk.

Figura 4.9: Perfil de la función de onda en τ = 7 [cm] con 26 modos. El sistema se compone de

una bicapa dieléctrica con valores (4.37) que ocupa un grosor ΩL = 3/4 [cm] y está centrada en

una cavidad de L = 10 [cm].
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Cabe mencionar que el valor del grosor de la bicapa es determinante en la formación y nitidez

del fenómeno. En general, una pequeña variación en el grosor recae directa y proporcionalmente en

el tiempo de Talbot —dilata o contrae las ventanas de asimetŕıa en la gráficas de densidad—, como

se puede apreciar en las gráficas de densidad del apéndice C (fig. C.1). Similarmente, en la tabla

4.1 se muestra una relación aproximada del grosor b respecto al n.º de modos, tal que se muestre

un comportamiento af́ın en la evolución del sistema cuyo tiempo de retención de la onda en un lado

de la caja sea ∼ 80 [cm] (ver figuras C.2); esto además permite comparar cualitativamente con el

caso particular en la fig. 4.12 donde dicho tiempo de retención es ∼ 130 [cm] sólo por tener una

cortina casi un 15% más gruesa. Finalmente, en la fig. 4.13a se muestra el caso con una cortina con

b = 0.1 [mm], indicando que si bien las asimetŕıas aún son posibles, no son precisamente notorias

como en los casos anteriores; mientras que de la fig. 4.13b se desprende que la inclusión del término

con ∇ en (4.1) es determinante en la formación de asimetŕıas fehacientes durante la evolución del

sistema (comparar con fig. 4.12).

n.º de modos 16 21 26 31 36 41 46 51 56

Grosor b (aprox.)
24

25

19

25

16

25

27

50

12

25

21

50

19

50

17

50

8

25

Tabla 4.1: Tabla de n.º de modos respecto al grosor de la bicapa tal que el tiempo de asi-

metŕıa lateral es ∼ 80 [cm], usando los valores en (4.37) en una cavidad de L = 10 [cm].

Haciendo el ajuste de curva correspondiente, se encuentra que b ∼ 10.9978/m0.87775,

donde m se entiende como el n.º de modos.
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Figura 4.10: Gráfico de densidad de la cavidad resonante en 0 < τ < 150, cuya disposición se muestra en la

fig. 4.9. Nótese el atrapamientro de la onda predominantemente del lado izquierdo de la caja.
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Figura 4.11: Gráfico de densidad de la cavidad resonante en 150 < τ < 300, cuya disposición se muestra en

la fig. 4.9. Nótese el atrapamientro de la onda predominantemente del lado derecho de la caja.
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Figura 4.12: Gráfico de densidad de la cavidad resonante en 0 < τ < 450, cuya disposición se muestra en la

fig. 4.9. Nótese el atrapamiento oscilatorio de la onda —mediado por ωp y b— entre los lados de la cavidad,

lo cual es un claro reminiscente del comportamiento del demonio de Maxwell en la fig. 3.5.
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(a) (b)

Figura 4.13: Gráficos de densidad de la cavidad resonante en 0 < τ < 450. El sistema se compone de una

bicapa dieléctrica con valores (4.37) centrada en una cavidad de L = 10 [cm], en (a) la cortina es muy delgada

(ΩL = 0.1 [mm]), mientras que en (b) ΩL = 7.5 [mm] excluyendo los términos trascendentales en (4.18)

—esto es, la t́ıpica omisión del término con ∇ en (4.1)—. En ambos casos se observa una clara disminución

de las asimetŕıas respecto al caso en la fig. 4.12.



Caṕıtulo 5

Corrientes neutras débiles, dispersión

e−–nucleón y demonios cuánticos

Los experimentos que involucran violación de paridad o reversión temporal han sido una fuente

de nueva f́ısica [117], ejemplos prominentes son el descubrimiento de las corrientes neutras débiles

[118–120], violación de paridad en f́ısica atómica o molecular [121] y en dispersión de electrones

[122, 123], cambios en la distribución de la carga eléctrica y momento magnético del protón por

extrañeza [124] o modelos para explicar la asimetŕıa de materia-antimateria [125]. En el presente

caṕıtulo se estudiará un proceso irreversible en analoǵıa con un modelo de interacción débil que

involucra la dispersión de part́ıculas por un potencial que depende expĺıcitamente del momento.

Como preámbulo al caso concerniente, un ejemplo en el ámbito de f́ısica atómica es el siguiente.

El estado base |nljm⟩ de un átomo hidrogenoide —o alcalino— se ve perturbado por contribuciones

de otros eigenestados, producto de interacciones neutras débiles. Dichas contribuciones se modelan

por un potencial en el núcleo que viola paridad pero no reversión temporal —ya que el esṕın revierte

su signo, intercambiando las componentes de helicidad opuestas— a saber

V (x̂, p̂) = λ
(
V (p̂)δ(x̂) + δ(x̂)V (p̂)

)
, donde V (p̂) = Ŝ · p̂. (5.1)

Ŝ y p̂ son los operadores de esṕın y momento del electrón, respectivamente; mientras que δ(x̂) es

un potencial puntual, no relativista, producido por el nucleón ubicado en x = 0 (que corresponde

aproximadamente al centro de masa); en 3D, este potencial particular se interpreta como una

condición de frontera especial en el origen para la función de onda del electrón (ver por ejemplo

[126–128]). Nótese que S · p es invariante bajo rotaciones pero cambia de signo bajo paridad, y

dado que δ(3)(x) es escalar, V (x̂, p̂) es pseudo-escalar. Esto significa que V (x̂, p̂) debe conectar l

par e impar (∆l = ±1), pero no puede cambiar j y m, i.e. puede ser que cambie la orientación del

esṕın y que el orbital suba o baje en uno, según corresponda. Los elementos de matriz del potencial

(5.1) son

⟨n′l′j′m′|V (x̂, p̂)|nljm⟩ =

λ

∫
d3xR∗n′l′Y

∗
l′
j′=l′±1/2,m′(

S · (+iℏ←−∇)δ(3)(x) + δ(3)(x)S · (−iℏ−→∇)
)
RnlY

j=l±1/2,m
l ,

(5.2)

65
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donde se usó la función de onda

⟨x|nljm⟩ = Rnl(r)Y
j=l±1/2,m
l (θ, ϕ) (5.3a)

con los armónicos esféricos espinoriales

Y
j=l±1/2,m
l (θ, ϕ) = ±

√
l ±m+ 1/2

2l + 1
Y

m−1/2
l (θ, ϕ)χ↑ +

√
l ±m+ 1/2

2l + 1
Y

m+1/2
l (θ, ϕ)χ↓, (5.3b)

donde proyecciones entran en la dinámica salvo que se requiera una descripción que viole inversión

temporal. Evidentemente, el elemento de la matriz desaparece a menos que la parte radial de la

función de onda sea finita y distinta de cero en el origen, y recordando que Rnl ∝ rl, la interacción

conecta SJ= 1
2
& PJ= 1

2
. No obstante, esto no impone una restricción sobre n, por lo que también

habŕıa una mezcla de todos los estados radiales con l = 0, 1.

5.1. Dispersión e−–nucleón

En la fuerza nuclear débil hay varios tipos de vértice de interacción para cada uno de los bosonesW±

y Z0, que pueden —o no— tener neutrinos involucrados. Experimentos históricos que involucran

neutrinos son

Decaimiento β+ [129] Captura electrónica [130, 131] Decaimiento β− [132]
A
ZX → A

Z−1X
′ + e+ + νe

A
ZX + e− → A

Z−1X
′ + νe

A
ZX → A

Z+1X
′ + e− + νe

(p→ n+ e+ + νe) (p+ e− → n+ νe) (n→ p+ e− + νe)

—donde el número másico A es el número atómico Z más el número de neutrones—, el decaimiento

β doble [133] y la búsqueda de resonancias de Glashow (e−+ νe →W−) [134, 135]. En este caso se

e−

e−

Z0

N

N

Figura 5.1: Diagrama de Feynman de la dispersión elástica e−–nucleón mediada por Z0.

considera únicamente el vértice que preserva la carga y no tiene neutrino involucrado (ver fig. 5.1).

Esta dispersión e−–nucleón, o espećıficamente protón, también se puede modelar con el potencial

en (5.1). Aśı mismo, los experimentos de dispersión puede utilizarse para mediciones precisas de la

constante de Fermi y el ángulo de Weinberg [136, 137].
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Proposición (Amplitud de dispersión). La amplitud de dispersión fs′s(k
′,k) de (5.1) es

fs′s(k
′,k) ∝ −λ⟨s′|S|s⟩ ·

(
k′ − i∇

)
Ψk(x)|x=0, (5.4)

donde Ψk(x)|x=0 es la función de onda entrante de momentum k evaluada en x = 0, k′ el momen-

tum saliente y |s⟩ el espinor de Pauli

|s⟩ = cos(β/2) exp(−iα/2)χ↑ + sin(β/2) exp(iα/2)χ↓ (5.5)

en la representación diagonal de σz del electrón entrante.

Demostración (Amplitud de dispersión). De la definición

fs′s(k
′,k) = − 2m

4πℏ2
⟨k′, s′|V (x̂, p̂)|Ψk, s⟩, (5.6a)

se sustituye el potencial y se insertan conjuntos completos

−4πℏ2

2mλ
fs′s(k

′,k) = ⟨k′, s′|V (p̂)δ(x̂)|Ψk, s⟩+ ⟨k′, s′|δ(x̂)V (p̂)|Ψk, s⟩

=

∫
d3x δ(x)

(
⟨k′, s′|Ŝ · p̂|x⟩⟨x|Ψk, s⟩+ ⟨k′, s′|x⟩⟨x|Ŝ · p̂|Ψk, s⟩

)
=

∫
d3x δ(x)⟨s′|S|s⟩ ·

(
+ iℏ⟨k′|x⟩←−∇⟨x|Ψk⟩ − iℏ⟨k′|x⟩

−→∇⟨x|Ψk⟩
)

=

∫
d3x δ(x)⟨s′|S|s⟩ ·

(
+ iℏ(−ik′)Ψk(x)− iℏ∇Ψk(x)

)
⟨k′|x⟩,

(5.6b)

con ondas planas

⟨x|k⟩ = exp(ik · x)
(2π)3/2

. (5.6c)

Finalmente, al evaluar la integral

−4πℏ2

2mλ
fs′s(k

′,k) =
1

(2π)3/2
⟨s′|S|s⟩ ·

(
ℏk′ − iℏ∇

)
Ψk(x)|x=0. (5.6d)

■

En la aproximación de alta enerǵıa —iconal, ver por ejemplo § 8.3 de Gottfried and Yan

[138]— el término S · k′Ψk(0) en (5.4) es particularmente dominante; además, recordando que la

dependencia angular de la amplitud de dispersión está en el punto de observación, la expresión

S · k′ = Szk cos θ +
(
S+e−iϕ + S−e+iϕ

)
k sin θ, (5.7a)

donde se usó que

k′ = |k|(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) & S(±) =
1

2
(Sx ± iSy), (5.7b)

revela que el esṕın se conserva en la dirección longitudinal z (helicidad), mientras que en la direc-

ción perpendicular (x, y), éste se invierte. Aśımismo, en la fig. 5.2 se presenta un esquema de la
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sección eficaz diferencial |fs′s(k′,k)|2 —con una razón de proporción de 5 entre la parte longitudi-

nal y transversal de (5.4) para exhibir el comportamiento— de un proceso de dispersión A → B,

mostrando que un electrón entrante |+⟩A tendrá más probabilidad de retrodispesión (ĺınea azul)

respecto a un electrón |−⟩A con más probabilidad de dispersión frontal (ĺınea roja). Naturalmente

cuando θ → 0 en (5.7a) los comportamientos anteriores son absolutos. De esta forma el problema se

desacopla de forma efectiva, ya que la amplitud con helicidad conservada longitudinal no depende

de la parte transversalmente dispersada, por lo que la función de onda asintótica va como

⟨x|Ψ(±)
k ,±⟩ ≃ ϕ(x, y)eikz|±⟩ (5.8)

donde el espinor está desacoplado (comparar con (5.3b)). Por consiguiente cada componente del

espinor sigue su propia ecuación —sin intercambiar Ψ(−) por Ψ(+), por ejemplo— violando inversión

temporal.

Figura 5.2: Esquema de la sección eficaz diferencial |fs′s(k′,k)|2 para un proceso de dispersión

A → B. La ĺınea azul (roja) corresponde a la dispersión longitudinal —polarización z— con

|+⟩A → |+⟩B (|−⟩A → |−⟩B); mientras que la ĺınea morada es la dispersión transversal —

polarización (x, y)— con |±⟩A → |∓⟩B.
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El cálculo de la sección eficaz ha sido una herramienta para acotar modelos fenomenológicos

[139], en particular, el teorema óptico

ℑ
[
f(k,k)

]
= −mL

3

2πℏ2
· ℑ⟨k|V |Ψk⟩ =

k

4π
σT (5.9)

es una consecuencia de la conservación de la probabilidad para potenciales cortos [140, 141].

Proposición (Sección eficaz). La sección eficaz para el potencial en (5.1) es1

⟨σT⟩s′s =
3λ2k2m2

πℏ2
=

4π

k
ℑ
[
fs′s(k,k)

]
. (5.10)

Demostración (Sección eficaz). De la relación entre la la sección eficaz y la amplitud de dispersión

dσT
dΩk′

= |f(k′,k)|2 =
(
mL3

πℏ2

)2

⟨Ψk|V (x̂, p̂)|k′⟩⟨k′|V (x̂, p̂)|Ψk⟩, (5.11a)

se insertan conjuntos completos en la base coordenada(
2πℏ2

mL3

)2
dσT
dΩk′

= λ2
∫
dx

∫
dx′ ⟨Ψk|

(
V (p̂)|x′⟩⟨x′|V (x̂) + V (x̂)|x′⟩⟨x′|V (p̂)

)
|k′⟩

×⟨k′|
(
V (p̂)|x⟩⟨x|V (x̂) + V (x̂)|x⟩⟨x|V (p̂)

)
|Ψk⟩

= λ2
∫
dx

∫
dx′ ⟨Ψk|x′⟩

(
V (←−p ′)V (x′) + V (x′)V (−→p ′)

)
⟨x′|k′⟩

×⟨k′|x⟩
(
V (←−p )V (x) + V (x)V (−→p )

)
⟨x|Ψk⟩.

(5.11b)

Utilizando |Ψk⟩ = |k⟩, promediando en el esṕın2 e integrando en Ωk′

1

λ2

(
2πℏ2

mL3

)2

⟨σT⟩s′s =
∑
s′s

∫
dΩk′

∫
dx

∫
dx′ ⟨k|x′⟩⟨s′|S ·

(
ℏk+ ℏk′

)
V (x′)⟨x′|k′⟩

× ⟨k′|x⟩V (x)
(
ℏk′ + ℏk

)
· S|s⟩⟨x|k⟩

=
ℏ2

L6
· 3
2

∫
dΩk′

∫
dx

∫
dx′
(
k+ k′

)2
V (x′)V (x)e−ik

′·(x−x′)eik·(x−x
′)

=
2ℏ2k2

L6
· 3
2
· 2π

∫ 1

−1
d(cos θk′)

∫
dx

∫
dx′
(
1 + cos θk′

)
V (x′)V (x)

× e−ik|x−x′| cos θk′eik·(x−x
′)

=
2ℏ2k2

L6
· 3
2
· 2π · 2 =

3k2

πℏ2

(
2πℏ2

L3

)2

(5.11c)

1 Si el potencial se expresa en eV, las unidades de λ deben ser tales que [λ] = ℏ2c2/eV2

eV/c2
→ (distancia)2

masa
, de esta

forma [⟨σT⟩s′s] → Área.
2 Recordar que para estados iniciales no–polarizados se suma sobre los estados de esṕın inicial y se divide entre

(2s + 1); aśı mismo se debe sumar sobre los estados finales si la polarización final no es observada. Por otro lado,

también se puede promediar sobre k —integrando en dΩk— pero al tener un potencial tipo δ(x) no es necesario.
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donde se emplearon ondas planas (5.6c) con la sustitución 2π 7→ L y∑
s′s

⟨s′|S · S|s⟩ =
∑
s′′s′s

⟨s′|S|s′′⟩⟨s′′|S|s⟩ = 3

2
(5.11d)

ya que es una suma sobre estados —⟨↑↓|S|↑↓⟩ = (0, 0,±1/2) y ⟨↓↑|S|↑↓⟩ = (1/2,±i/2, 0)— en la

segunda ĺınea, |k| ≡ k = |k′| —dispersión elástica— y el eje de dispersión z | k̂z ∥ x̂− x′ por lo

que

(k+ k′)2 = 2k2
(
1 + cos θk′

)
& k′ · (x− x′) = k|x− x′| cos θk′ (5.11e)

en la tercera ĺınea, y V (x) = δ(x) en la cuarta.

Por otro lado, de la ecuación de Lippmann–Schwinger

|Ψk⟩ = |k⟩ −
1

H0 − E − iϵ
V |Ψk⟩ (5.12a)

donde H0 es el Hamiltoniano libre y |k⟩ son los eigenestados de H0 con eigenenerǵıas E = ℏ2k2/2m,

el término

⟨k|V |Ψk⟩ =
[
⟨Ψk|+ ⟨Ψk|V

1

H0 − E + iϵ

]
V |Ψk⟩

= ⟨Ψk|V |Ψk⟩+ ⟨Ψk|V
[
℘

1

H0 − E
− iπδ(H0 − E)

]
V |Ψk⟩,

(5.12b)

con ℘ la parte principal. Al tomar la parte imaginaria de la expresión anterior se obtiene

ℑ⟨k|V |Ψk⟩ = −π⟨Ψk|V δ
(
H0 − E

)
V |Ψk⟩ (5.12c)

ya que para potenciales Hermitianos los elementos diagonales (eigenvalores) son reales. Insertando

conjuntos completos en |k′, s′⟩, usando |Ψk⟩ = |k⟩, e integrando en d3k′

− 1

2π

∑
s

ℑ⟨k, s|V |Ψk, s⟩ =
1

2

∑
s′s

∫
dk′ k′2

∫
dΩk′⟨Ψk, s|V |k′, s′⟩

× δ
(

ℏ2

2m

(
k′2 − k2

))
⟨k′, s′|V |Ψk, s⟩

=
λ2ℏ2k2

L6
· (2k)2 · m

ℏ2k
· 4π · 1

2

∑
s′s

⟨s|S|s′⟩⟨s′|S|s⟩ = 3λ2k3m

πℏ4

(
2πℏ2

L3

)2

(5.12d)

Donde se empleó

δ

(
ℏ2

2m

(
k2 − k′2

))
=

m

ℏ2k

(
δ(k − k′)− δ(k + k′)

)
(5.12e)

(δ(k + k′) no contribuye ya que k, k′ > 0). Al multiplicar (5.12d) por mL3/2ℏ2

−mL
3

2πℏ2
· 1
2

∑
s=±
ℑ⟨k, s|V |Ψk, s⟩ =

3λ2k3m2

ℏ2
2π

L3

L7→2π
=

3λ2k3m2

4π2ℏ2
(5.9)
=

k

4π
⟨σT⟩s′s (5.12f)

por lo que se demuestra el teorema óptico. ■
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5.2. Hamiltoniano con aproximación iconal

En vista de que la teoŕıa se desacopla de forma efectiva en parte longitudinal y transversal, se

puede usar el ansatz

⟨x|Ψk, s⟩ = Ψ
(+)
k (x)|+⟩+Ψ

(−)
k (x)|−⟩ donde Ψ

(±)
k (x) = ϕ(±)(x, y)ψ(±)(z), (5.13)

que permite escribir la ec. de Schrödinger para cada componente del espinor como(
p̂2

2m
+ VC(x̂) + V (x̂, p̂)− E

)
|Ψ(±)

k ,±⟩ = 0, (5.14)

donde VC(x̂) es el potencial de Coulomb (que si bien no sabe de esṕın se pone por completitud).

Proposición (Ec. de Schrödinger desacoplada). Desacoplando la parte transversal (x, y) de la

longitudinal z en (5.14), se obtiene para cada una de las componentes |±⟩(
− ℏ2

2m
∂2z + V eff

C (z)− E′
)
ψ(z)± Λ

(
δ(z)(−iℏ∂z)ψ(z) + (−iℏ∂z)

(
δ(z)ψ(z)

))
= 0, (5.15a)

donde

ΦΛ = λ · ℏ
2
|ϕ(x, y)|2x,y=0, V eff

C (z) =
1

Φ

∫
d2xϕ∗(x, y)VC(x)ϕ(x, y), (5.15b)

Φ =

∫
d2x |ϕ(x, y)|2, ΦE′ = E +

ℏ2

2m

∫
d2xϕ∗(x, y)∇2

⊥ϕ(x, y). (5.15c)

Demostración (Ec. de Schrödinger desacoplada). Calculando el valor esperado del Hamiltoniano

en la base coordenada transversal y multiplicando por ⟨z|, esto es, multiplicando (5.14) por ⟨z|⊗⟨Ψk|
e insertando conjuntos completos en (x, y), se tienen las siguientes evaluaciones

i) Enerǵıa cinética p̂2/2m∫
d2x ⟨Ψk|x, y⟩⟨x, y, z|

p̂2

2m
|Ψk,±⟩ = −

ℏ2

2m

∫
d2xϕ∗(x, y)

(
∇2
⊥ + ∂2z

)
ϕ(x, y)ψ(z)|±⟩

= − ℏ2

2m

(∫
d2xϕ∗(x, y)∇2

⊥ϕ(x, y) +
∫
d2x |ϕ(x, y)|2 · ∂2z

)
ψ(z)|±⟩.

(5.16a)

ii) Potencial de Coulomb VC(x̂)∫
d2x ⟨Ψk|x, y⟩⟨x, y, z|VC(x̂)|Ψk,±⟩ =

∫
d2xϕ∗(x, y)VC(x)ϕ(x, y)ψ(z)|±⟩. (5.16b)

iii) Potencial V (p̂)δ3(x̂)∫
d2x ⟨z| ⊗ ⟨Ψk|S · p̂|x, y⟩⟨x, y|δ3(x̂)|Ψk,±⟩

=

∫
d2x

(
⟨Ψk|x, y⟩S · ←−p⊥δ3(x)⟨x, y, z|Ψk⟩+ ⟨Ψk|x, y⟩Sz−→pz⟨x, y, z|δ3(x̂)|Ψk, ⟩

)
|±⟩

= iℏ
[
ϕ∗(x, y)S · ←−∇⊥ϕ(x, y)− |ϕ(x, y)|2Sz

−→
∂z

]
x,y=0

δ(z)ψ(z)|±⟩

(5.16c)
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iv) Potencial δ3(x̂)V (p̂)∫
d2x ⟨z| ⊗ ⟨Ψk|δ3(x̂)|x, y⟩⟨x, y|S · p̂|Ψk,±⟩ =

∫
d2x δ3(x)⟨Ψk|x, y⟩⟨x, y, z|S · p̂|Ψk,±⟩

=

∫
d2x δ3(x)ϕ∗(x, y)

(
S · −→p⊥ϕ(x, y) + ϕ(x, y)Sz

−→pz
)
ψ(z)|±⟩

= −iℏδ(z)
[
ϕ∗(x, y)S · −→∇⊥ϕ(x, y) + |ϕ(x, y)|2Sz

−→
∂z

]
x,y=0

ψ(z)|±⟩

(5.16d)

v) Eigenenerǵıa E∫
d2x ⟨Ψk|E|x, y⟩⟨x, y, z|Ψk,±⟩ = E

∫
d2x |ϕ(x, y)|2ψ(z)|±⟩. (5.16e)

Al sumarlo todo se llega a{(
− ℏ2

2m
∂2z + Veff(z)− E′

)
ψ(z) + λΞδ(z)ψ(z)

+ λ|ϕ(x, y)|2x,y=0

(
δ(z)Szpzψ(z) + Szpz

[
δ(z)ψ(z)

])}
|±⟩ = 0

(5.17a)

donde

Ξ =
iℏ
Φ

[
ϕ∗(x, y)S·←−∇⊥ϕ(x, y)−ϕ∗(x, y)S·

−→∇⊥ϕ(x, y)
]
x,y=0

, con ∇⊥ = (∂x, ∂y, 0). (5.17b)

Posteriormente, al multiplicar desde la izquierda por el esṕın, el término ⟨±|Ξ|±⟩ = 0 ya que

—como se vio anteriormente— las componentes perpendiculares invierten el esṕın mientras

que las longitudinales lo conservan. Aśı mismo al usar que Sz|±⟩ = ±ℏ
2
|±⟩ en el tercer

término, se llega al resultado deseado.

El procedimiento anterior es análogo a calcular (5.14) en la base coordenada |x⟩, i.e.(
− ℏ2

2m
∇2 + VC(x)− E

)
⟨x|Ψk, s⟩ − iℏλ

(
δ3(x)S · ∇⟨x|Ψk, s⟩+ S · ∇

(
δ3(x)⟨x|Ψk, s⟩

))
= 0,

(5.18)

y posteriormente multiplicar desde la izquierda por ⟨±|ϕ∗(x, y) e integrar en la parte trans-

versal (x, y). ■

Dado que el haz incidente sufre poca deformación transversal, la función ϕ(x, y) es entonces

la distribución original del haz para toda z. Aśımismo, la densidad de probabilidad transversal

|ϕ(x, y)|2 seŕıa una constante relacionada con la amplitud de la onda entrante delimitada a un área

finita A en (x, y) (i.e., Λ ≃ λℏ/2A & Φ ≃ 1), por lo que se puede obtener una aproximación al

potencial efectivo de Coulomb V eff
C (z) que siente la part́ıcula, a saber

V eff
C (z) ≃ −2π

∫ ρmax

0
dρ ρ

Ze2√
ρ2 + z2

= 2πZe2
(
|z| −

√
ρ2max + z2

)
(5.19)

donde ρmax —el alcance efectivo del potencial— está directamente relacionado con el parámetro de

impacto b = l/k, por lo que sólo las ondas parciales —estados de momento angular bien definido—

con l ≤ kρmax serán fuertemente dispersadas.
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Nótese que al estar el espinor desacoplado, la dinámica de Ψ(+) es la imagen reversa de Ψ(−),

y aunque globalmente hay una simetŕıa T, al ignorar una componente la otra regresa un proceso

irreversible. Por lo tanto, la f́ısica corresponde a dos demonios de Maxwell que violan P, preservan C

—ya que Z0 es neutro— y violan T, donde una componente del esṕın experimenta una barrera (λ >

0), mientras la otra experimenta un pozo de potencial (como si λ < 0).3 Cuando las poblaciones

de helicidades opuestas —Ψ(+) & Ψ(−)— se toman como especies diferentes, la falta de simetŕıa

T individual produce un mecanismo de separación o asimetŕıa similar al mecanismo de Sakharov

para materia y antimateria [142], en donde el esṕın estrella del grupo de Lorentz su(2)× su(2)∗ es

el que ahora entra en juego.

5.3. Función de Green 1D exacta

En vista de que se tiene un problema efectivamente unidimensional, se puede calcular la función

de Green 1D del problema4 siguiendo la metodoloǵıa expuesta en § 2.2.3.

Proposición (Función de Green 1D). La ecuación expĺıcita en forma de operador para el potencial

en (5.1) que hay que resolver es (
Ĥ − E + λV (x̂, p̂)

)
Ĝp = I, (5.20a)

donde

V (x̂, p̂) = V (p̂)δ(x̂) + δ(x̂)V (p̂), & V (p̂) = Ŝ · p̂, (5.20b)

cuya solución es

Gp(x, x
′, E) + λ′

[
Ŝ · ∂x′′

]
G0(x, x

′′, E)|x′′=0C1(x
′, E)− λ′G0(x, 0, E)C2(x

′, E) = G0(x, x
′, E)

(5.21a)

con λ′ = iℏλ,

C1(x
′, E) =

G0(0, x
′, E) + λ′G0(0, 0, E) ·

[
Ŝ·∂x
]
G0(x,x′,E)|x=0

1−λ′
[
Ŝ·∂x
]
G0(x,0,E)|x=0

1 + λ′
[
Ŝ · ∂x′′

]
G0(0, x′′, E)|x′′=0 + λ′2G0(0, 0, E) ·

[
Ŝ·∂x
][

Ŝ·∂x′′
]
G0(x,x′′,E)

∣∣
x,x′′=0

1−λ′
[
Ŝ·∂x
]
G0(x,0,E)|x=0

(5.21b)

C2(x
′, E) =

[
Ŝ · ∂x

]
G0(x, x

′, E)|x=0 − λ′
[
Ŝ · ∂x

][
Ŝ · ∂x′′

]
G0(x, x

′′, E)
∣∣
x,x′′=0

C1(x
′, E)

1− λ′
[
Ŝ · ∂x

]
G0(x, 0, E)|x=0

. (5.21c)

Demostración (Función de Green 1D). Multiplicando por la izquierda por Ĝ0, en la base coorde-

nada |x⟩ se tiene

⟨x|Ĝ0(Ĥ − E)︸ ︷︷ ︸
I

Ĝp + λĜ0V (x̂, p̂)Ĝp|x′⟩ = ⟨x|Ĝ0|x′⟩. (5.22a)

3 En el caso de baja enerǵıa, Ψ(+) tiene gran probabilidad de tunelamiento, mientras que para Ψ(−) sigue teniendo

transmisión.
4 Cabe recordar que la función de Green 3D tiene una divergencia logaŕıtmica en el origen, por lo que se requeriŕıan

técnicas de renormalización para poder dar una respuesta finita (e.g. ĺımλ→0 λG
3D(0, 0, E) = const.).
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Insertando conjuntos completos en x′′ y x′′′

⟨x|Ĝp|x′⟩+ λ

∫
dx′′

∫
dx′′′⟨x|Ĝ0|x′′⟩⟨x′′|V (p̂)δ(x̂)|x′′′⟩⟨x′′′|Ĝp|x′⟩

+ λ

∫
dx′′

∫
dx′′′⟨x|Ĝ0|x′′⟩⟨x′′|δ(x̂)V (p̂)|x′′′⟩⟨x′′′|Ĝp|x′⟩ = ⟨x|Ĝ0|x′⟩,

(5.22b)

o bien

Gp(x, x
′, E) + λ

∫
dx′′

∫
dx′′′δ(x′′′)G0(x, x

′′, E)⟨x′′|V (p̂)|x′′′⟩Gp(x
′′′, x′, E)

+ λ

∫
dx′′

∫
dx′′′δ(x′′)G0(x, x

′′, E)⟨x′′|V (p̂)|x′′′⟩Gp(x
′′′, x′, E) = G0(x, x

′, E).

(5.22c)

Integrando una vez

Gp(x, x
′, E) + λ

∫
dx′′G0(x, x

′′, E)⟨x′′|V (p̂)|0⟩ Gp(0, x
′, E)

+G0(x, 0, E) · λ
∫
dx′′′⟨0|V (p̂)|x′′′⟩Gp(x

′′′, x′, E) = G0(x, x
′, E).

(5.22d)

Sustituyendo V (p̂)

Gp(x, x
′, E) + λ

∫
dx′′G0(x, x

′′, E)[−iℏŜ · ∂x′′ ]δ(x′′) Gp(0, x
′, E)

+G0(x, 0, E) · λ
∫
dx′′′[+iℏŜ · ∂x′′′ ]δ(x′′′)Gp(x

′′′, x′, E) = G0(x, x
′, E).

(5.22e)

Usando que ∫
dx δ′(x− α)f(x) = −f ′(α), (5.22f)

se obtiene

Gp(x, x
′, E) + λ′

[
Ŝ · ∂x′′

]
G0(x, x

′′, E)|x′′=0Gp(0, x
′, E)

− λ′G0(x, 0, E)
[
Ŝ · ∂x′′′

]
Gp(x

′′′, x′, E)|x′′′=0 = G0(x, x
′, E).

(5.22g)

Al multiplicar (5.22g) desde la izquierda por δ(x)Ŝ · ∂x e integrar en x, se tiene[
Ŝ · ∂x

]
Gp(x, x

′, E)|x=0

(
1− λ′

[
Ŝ · ∂x

]
G0(x, 0, E)|x=0

)
+ λ′Gp(0, x

′, E)
[
Ŝ · ∂x

][
Ŝ · ∂x′′

]
G0(x, x

′′, E)
∣∣
x,x′′=0

=
[
Ŝ · ∂xG0(x, x

′, E)
]
x=0

.
(5.22h)

Evaluando (5.22g) en x = 0

Gp(0, x
′, E)

(
1 + λ′

[
Ŝ · ∂x′′

]
G0(0, x

′′, E)|x′′=0

)
− λ′G0(0, 0, E)

[
Ŝ · ∂x′′′

]
Gp(x

′′′, x′, E)|x′′′=0 = G0(0, x
′, E)

(5.22i)

se tiene un sistema de ecuaciones por medio del término tipo
[
Ŝ · ∂x

]
Gp(x, x

′, E)|x=0, para obtener

Gp(0, x
′, E), a saber

Gp(0, x
′, E)

(
1 + λ′

[
Ŝ · ∂x′′

]
G0(0, x

′′, E)|x′′=0 + λ′2G0(0, 0, E) ·
[
Ŝ · ∂x

][
Ŝ · ∂x′′

]
G0(x, x

′′, E)
∣∣
x,x′′=0

1− λ′
[
Ŝ · ∂x

]
G0(x, 0, E)|x=0

)

−λ′G0(0, 0, E) ·
[
Ŝ · ∂x

]
G0(x, x

′, E)|x=0

1− λ′
[
Ŝ · ∂x

]
G0(x, 0, E)|x=0

= G0(0, x
′, E)

(5.22j)
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Finalmente se sustituye Gp(0, x
′, E) y

[
Ŝ · ∂x

]
Gp(x, x

′, E)|x=0 en (5.22g), y se llega al resultado

deseado. ■

Este resultado es válido en general, siempre que G0(x, x
′, E) sea la función de Green para todo

potencial conocido; por ejemplo, en el problema de dispersión e−–p esto corresponde al potencial

efectivo V eff
C . Aśı mismo, conviene recordar que la función de Green 1D en el vaćıo G0(x, x

′, E)

es simplemente (2.14), por lo que con este resultado es posible evaluar expĺıcitamente la función

de Green del potencial irreversible —de corrientes neutrales débiles— sin la contribución de Cou-

lomb. Es importante destacar que esta función de Green también puede dividirse en contribuciones

simétricas y antisimétricas, donde estas últimas están asociadas a la simetŕıa antiunitaria rota,

como se vio en el caṕıtulo 2.

5.4. Potencial barrera 1D irreversible

Dadas las cualidades del potencial en (5.1), es ilustrativo analizar un potencial que depende expĺıci-

tamente del momentum, a saber

V (x̂, p̂) = GΘ
(
L− |x̂|

)
p̂Θ
(
L− |x̂|

)
, (5.23)

donde G es una constante relacionada con la de Fermi y L se interpreta como el radio de interacción

debido a Z0 [143, 144]. El potencial (5.23) puede ser entendido partiendo desde la ec. de Dirac con

un campo Aµ =
(
A0,A

)
[eV/ec] y un potencial axil Zµ =

(
Z0,Z

)
, a saber

[
iℏγµ∂µ − eγµAµ −Qwγµγ5Z

µ −mc
](ψ+

ψ−

)
= 0, (5.24)

donde e y Qw son la carga electromagnética y débil, respectivamente; mientras γ5 toma en cuenta

la violación de paridad.5 Cabe mencionar que hay corrientes neutras débiles en todo proceso elec-

tromagnético dado que Z0 se acopla a todo lo que el fotón se acople [148]; por ejemplo, el potencial

de Coulomb es modificado ligeramente por intercambio de Z0, y si bien tal efecto es minúsculo,

persevera un efecto caracteŕıstico: violación de P [149]. Usando la representación6 de Pauli–Dirac:

γ5
.
= antidiag(I, I), γ0

.
= diag(I,−I) & γ

.
= antidiag(σ,−σ) —donde σ son las matrices de Pauli—,

el operador entre corchetes de (5.24) se escribe como

iℏ

(
∂ct σ · ∇
−σ · ∇ −∂ct

)
− e

(
A0 −σ ·A

σ ·A −A0

)
−Qw

(
−σ · Z Z0

−Z0 σ · Z

)
−mc

(
I 0

0 I

)
(5.25)

donde se observa una transposición en los roles de las componentes de Zµ respecto a los de Aµ al

operar sobre las componentes de la función de onda. Aśı mismo, la parte magnética —A y Z—

5 En la época de Fermi, cuando el neutrón todav́ıa era una hipótesis [145] y W. Pauli rechazaba la teoŕıa de H.

Weyl [146], utilizar un potencial axil en la primicia de la ec. de Dirac [147] hubiera sido absurdo.
6 La notación usual es γ5 = iγ0γ1γ2γ3 que cumple {γ5, γν} = 0. Si el tensor métrico gµν = diag(1,−1,−1,−1),

entonces el producto escalar γµp
µ = gµνγ

µpν = γ0p0−γ ·p = iℏγ0∂ct+ iℏγ ·∇, además de las relaciones constatadas

en (1.7).
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puede ser tomada como nula en vista de que la transferencia del cuadrimomento Q es mucho menor

que la masa de Z0 (Q2 ≪M2
Z) [150–153].

7 De esta forma (5.24) se simplifica a(
E/c− eA0 −mc −QwZ0 − σ · p
QwZ0 + σ · p −E/c+ eA0 −mc

)(
ψ+

ψ−

)
= 0. (5.26)

En la aproximación no–relativista, la enerǵıa total del electrón es similar a su enerǵıa en reposo

(E − ecA0 ∼ mc2), por lo que de la segunda ĺınea de (5.26) se tiene

ψ− ∼
1

2mc

(
QwZ0 + σ · p

)
ψ+ (5.27)

que al sustituir en la primera ĺınea de (5.26) se obtiene(
E

c
− eA0 −mc

)
ψ+ −

1

2mc

(
(σ · p)2 + 2QwZ0σ · p+Q2

wZ
2
0

)
ψ+ = 0, (5.28)

que es justamente la ec. de Schrödinger con enerǵıa efectiva (E − ecA0 − mc2) y potencial efec-

tivo (2QwZ0 σ · p + Q2
wZ

2
0 )/2m para la componente grande8 ψ+. Finalmente, nótese que en la

reducción a 1D en z de (5.28) un electrón entrante por la izquierda o derecha es congruente con

un electrón entrante con esṕın arriba o abajo, respectivamente. Regresando al potencial (5.23), la

ec. de Schrödinger correspondiente en la base de posición resulta(
− ℏ2

2m
∂2x + V (x, p) + V (x)− E

)
Ψ(x) = 0, con V (x, p) =

−iℏG∂x si |x| < L,

0 si |x| ≥ L,
(5.29)

y se añadió el t́ıpico potencial constante V (x) = V0Θ
(
L − |x|

)
con fines comparativos —que bien

podŕıa representar el término Q2
wZ

2
0/2m en (5.28)—.

Proposición (Ec. de Schrödinger con barrera irreversible). Al dividir el sistema en las zonas

I) Incidencia & Reflexión, II) Interacción, III) Transmisión,

se tiene que la parte espacial de la función de onda es

a) Para incidencia izquierda (fig. 5.3a)

Ψ(x) =


ΨI(x) = c0e

ik0x + c1e
−ik0x si x ≤ −L,

ΨII(x) = c2e
iκ−x + c3e

−iκ+x si − L < x < L,

ΨIII(x) = c4e
ik0x si x ≥ L,

(5.30a)

b) Para incidencia derecha (fig. 5.3b)

ΨR(x) =


ΨR

I (x) = cR0 e
−ik0x + cR1 e

ik0x si x ≥ L,
ΨR

II (x) = cR2 e
−iκ+x + cR3 e

iκ−x si − L < x < L,

ΨR
III(x) = cR4 e

−ik0x si x ≤ −L,
(5.30b)

7 Los valores de las constantes pueden ser consultados en R. L. Workman et al. (Particle Data Group) [154].
8 Coloquialmente llamada ≪grande≫, en vista de que ψ− —la ≪chica≫— se ve disminuida en un factor del orden

v/c.
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cuyas constantes son

κ± = κ± γ, κ2 = k20 − η2 + γ2, k20 = 2mE/ℏ2, η2 = 2mV0/ℏ2, & γ = Gm/ℏ. (5.30c)

Demostración (Ec. de Schrödinger con barrera irreversible). Utilizando el ansatz Ψ(x, t) =

X(x)T (t), la ec. de Schrödinger dependiente del tiempo separa en dos ec. diferenciales ordinarias,

e.g.

−∂2xX − 2iγ∂xX + η2X = k20X, & iζ∂tT = k20T, donde ζ = 2m/ℏ (5.31)

y k0 debe ser interpretada una constante de separación hasta invocar el eigensistema H|ψ⟩ = E|ψ⟩
y entonces E/ℏ = k20/ζ. Posteriormente, al resolver (5.31) se llega a T (t) ∝ exp(−itE/ℏ) &

X(x) ∝ exp(±iκx) exp(−iγx).
Cabe mencionar que haciendo el cambio de variable ξ = x−Gt & τ = t, la zona de interacción

(II) admite una solución del tipo ΨII(ξ, τ) ∝ e±iκξeiτE/ℏ donde κ2 7→ k20 − η2 en vista de que

∂x = ∂xξ︸︷︷︸
1

∂ξ + ∂xτ︸︷︷︸
0

∂τ , & ∂t = ∂tτ︸︷︷︸
1

∂τ + ∂tξ︸︷︷︸
−G

∂ξ. Sin embargo, otros tipos de soluciones conllevan a

otros tipos de realizaciones [155–158] que no representan el caso que concierne a un protón estático

en el origen. ■

x

V (x, p)

I

II

III

−L +L

c0e
ik0x

c1e
−ik0x

c2e
iκx

c3e
−iκx

c4e
ik0x

(a)

x

V (x, p)

III

II

I

−L +L

cR0 e
−ik0x

cR1 e
+ik0x

cR2 e
−iκRx

cR3 e
+iκRx

cR4 e
−ik0x

(b)
Figura 5.3: Esquema del potencial barrera en (5.23) para una onda entrante desde la a) izquierda,

y b) derecha.

Al sustituir ΨII(x) en (5.29) se tiene

c2κ
2
−e

iκx + c3κ
2
+e
−iκx + 2γ

(
c2κ−eiκx − c3κ+e−iκx

)
=
(
k20 − η2

) (
c2e

iκx + c3e
−iκx) (5.32)

y se observa que

i) Las ondas que viajan hacia la izquierda experimentan un momentum disminuido (ℏκ−),
mientras que las derechas experimentan un momentum incrementado (ℏκ+) —empero el

efecto completo puede ser comprendido desde otra perspectiva, como se verá más adelante—.

ii) Con V0 = 0, las ondas de incidencia izquierda (derecha) perciben una barrera (pozo) de

potencial de intensidad +γ (−γ).
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iii) Con V0 ̸= 0, las ondas experimentan un potencial —sea barrera (V0 > 0) o pozo (V0 < 0)—

con diferente intensidad, dependiendo de su dirección de movimiento.

Proposición (Reflexión y transmisión). Los canales de reflexión (R) y transmisión (T ) para el

sistema en (5.29) con soluciones (5.30) son

1

R
=
η2/2k0 − γ
η2/2k0 + γ

+
κ2 csc2(2κL)

(η2/2k0 + γ)2
, &

1

T
= 1 +

η4/4k20 − γ2
κ2 csc2(2κL)

. (5.33)

Demostración (Reflexión y transmisión). La transmisión Tc4→ y reflexión Rc1← se definen a partir

de la corriente de probabilidad

jcn =
1

m
ℑ
[
Ψ∗cn p̂Ψcn

]
= − iℏ

2m

(
Ψ∗cn(x)∂xΨcn(x)−Ψcn(x)∂xΨ

∗
cn(x)

)
,

.
= ±ℏℜ[kn]

m
|cn|2e∓2ℑ[kn]x si Ψcn = cne

±iknx,
(5.34)

por lo que hay que encontrar los coeficientes cn a partir de las condiciones de frontera[
ΨI(x)−ΨII(x)

]
x=−L = 0,

[
∂xΨI(x)− ∂xΨII(x)

]
x=−L = 0,[

ΨII(x)−ΨIII(x)
]
x=L

= 0,
[
∂xΨII(x)− ∂xΨIII(x)

]
x=L

= 0,
(5.35a)

las cuales se pueden escribir de forma matricial como


e−ik0L eik0L −e−iκ−L −eiκ+L 0

ik0e
−ik0L −ik0eik0L −iκ−e−iκ−L iκ+e

iκ+L 0

0 0 eiκ−L e−iκ+L −eik0L
0 0 iκ−eiκ−L −iκ+e−iκ+L −ik0eik0L




c0

c1

c2

c3

c4

 = 0. (5.35b)

Calculando la matriz escalonada reducida por filas en términos de c0 se obtiene

c1
c0

= (κ− − k0)(κ+ + k0)(e
2iL(κ−+κ+) − 1)e−2ik0L · χ−1 = (γ + η2/2k0)e

−2ik0L

k0(1− η2/2k20) + iκ cot(2κL)
, (5.36a)

c2
c0

= 2k0(κ+ + k0)e
iL(κ−−k0) · χ−1 =

1
2 (κ+ γ + k0) exp (−iL(κ+ γ + k0))

κ cos(2κL)− ik0(1− η2/2k20) sin(2κL)
, (5.36b)

c3
c0

= 2k0(κ− − k0)eiL(2κ−+κ+−k0) · χ−1 =
1
2 (κ− γ − k0) exp (iL(κ− γ − k0))

κ cos(2κL)− ik0(1− η2/2k20) sin(2κL)
, (5.36c)

c4
c0

= 2k0(κ− + κ+)e
2iL(κ−−k0) · χ−1 = iκe−2iL(γ+k0) csc(2κL)

k0(1− η2/2k20) + iκ cot(2κL)
, (5.36d)

y

χ = (κ− + k0)(κ+ + k0)− e2iL(κ−+κ+)(κ− − k0)(κ+ − k0). (5.36e)

Además, nótese que

c3(κ) = c2(−κ), &
c1
c4

=
(γ + η2/2k0)e

2iγL

iκ csc(2κL)
. (5.37)
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Entonces

Rc1← =
|jc1 |
|jc0 |

=
|c1|2
|c0|2

=
16k20(γ + η2/2k0)

2

|χ|2 csc2(2κL) , & Tc4→ =
|jc4 |
|jc0 |

=
|c4|2
|c0|2

=
16κ2k20
|χ|2 , (5.38a)

donde

|χ|2 = 16k20
(
κ2 − (γ2 − η4/4k20) sin2 (2κL)

)
. (5.38b)

Finalmente, al desarrollar los términos se llega a los resultados declarados. ■

Corolario (Reflexión y transmisión). La razón entre los canales R y T en (5.33) con η = 0 es9

R

T

∣∣∣∣
η=0

=
γ2 sin2(2κL)

κ2
, y satisface T |η=0 −R|η=0 = 1. (5.39)

Nótese la presencia del efecto Ramsauer–Townsend en (5.33) para 2κL = nπ, i.e. transmisión

total por resonancias. Por otro lado, T+R ̸= 1 en general, ya que R no está necesariamente acotada

en el intervalo [0, 1] si γ > k0, o bien T no es necesariamente positiva definida —o es mayor a la

unidad— para algún intervalo en k0. Sin embargo, dado que no hay fuentes ni sumideros en este

problema, lo que acaece en la zona de interacción (II) no debe ir en detrimento de las leyes de

conservación —además de que el potencial (5.23) es hermitiano—. Aśı mismo, sólo el caso k0 > γ

es de interés ya que el potencial γ representa la interacción débil, por lo que se requiere una

normalización N de tal forma que se cumpla la conservación de probabilidad convencional, en

particular porque la corriente de probabilidad en la zona de interacción se ve modificada por el

potencial γ a modo de ≪campo electrodébil externo≫. Aśı mismo, en el apéndice D se muestran

diferentes casos de la reflexión y transmisión normalizada para este sistema.

Proposición (Normalización). Al aplicar una normalización N a la transmisión T en (5.33) tal

que

N = 1− 2γ

κ2

(
γ +

η2

2k0

)
sin2(2κL), (5.40)

se satisface NT +R = 1 para valores γ/k0 ≤ (1− V0/E).

Demostración (Normalización). Por un lado, se requiere que la reflexión (5.33) cumpla con

0 ≤ R ≤ 1 ⇒ 0 ≤ (γ + η2/2k0)
2

κ2 csc2(2κL)− γ2 + η4/4k20
≤ 1. (5.41a)

La desigualdad izquierda se cumple trivialmente, mientras que la derecha requiere

2γ

κ2

(
γ +

η2

2k0

)
sin2(2κL) ≤ 1, (5.41b)

y dado que sin2(2κL) ∈ [0, 1], se puede establecer una mı́nima cota superior en k0 para todo valor

de 2κL, a saber

k30 − k0(γ2 + η2)− γη2 ≥ 0
γ ̸=0⇒ k0

γ

(
k0
γ
− 1

)
≥ η2

γ2
, o bien 1− γ

k0
≥ V0
E
, (5.41c)

9 Huelga decir que para γ = 0 se recuperan las relaciones t́ıpicas para una barrera o pozo reversibles.
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y como 0 < γ/k0 ≤ 1, para V0 < 0 siempre se satisface la desigualdad, para 0 ≤ V0 < E existe un

intervalo de validez, y para V0 > E nunca se cumple la desigualdad. Por otro lado, la corriente de

probabilidad para ΨII(x) es

jII(x)

jc0(x)
=
κ−|c2|2 − κ+|c3|2 − γ

(
c2c
∗
3e

iκx + c∗2c3e
−iκx)

k0|c0|2
=
κ2 − 2γ(γ + η2/2k0) sin

2((L− x)κ)
|χ|2/16k20

(5.42a)

donde se usó (5.34),

|c2(κ)|2
|c0|2

=
4k20(κ+ γ + k0)

2

|χ|2 =
|c3(−κ)|2
|c0|2

, &
c∗2c3
|c0|2

=
−8k30(γ + η2/2k0)e

2iκL

|χ|2 . (5.42b)

Al evaluar (5.42a) en las interfaces (las paredes del potencial) se obtiene

jII(L)

jc0(L)
=

16κ2k20
|χ|2 = T, &

jII(−L)
jc0(−L)

= 1− 16k20(γ + η2/2k0)
2

|χ|2 csc2(2κL) = 1−R = NT, (5.42c)

donde se observa que en x = L se obtiene justamente T en (5.33), mientras que en x = −L se debe

tener la transmisión ≪real≫ NT = 1 − R. Esto se puede entender en vista de que γ funge como

≪campo electrodébil externo≫ —ver (5.24)—, por lo que la corriente de probabilidad en II sin la

contribución externa seŕıa

JII =
1

m
ℑ
[
Ψ∗II p̂ΨII

]
+

ℏγ
m
ρII

.
=

ℏκ2

m

(
k0 + γ

)
|χ|2/16k20

|c0|2, con ρII = Ψ∗Ψ (5.43a)

o espećıficamente

ρII(x) = |c2|2 + |c3|2 + c2c
∗
3e

2iκx + c∗2c3e
−2iκx =

κ2 + 2k0(γ + η2/2k0) sin
2((L− x)κ)

|χ|2/16k20
|c0|2, (5.43b)

recuperándose además la ec. de continuidad

∂tρ(x, t) + ∂xj(x, t) = 0. (5.43c)

Usando (5.42c) y (5.34) en (5.43a)

JII(x)

jc0(x)
=

(
1 +

γ

k0

)
T, (5.43d)

entonces la razón entre las corrientes (5.42a) y (5.43d)

jII(x)

JII(x)
=

1− 2γ

κ2
(γ + η2/2k0) sin

2((L− x)κ)(
1 + γ/k0

) (5.43e)

o bien la transmisión normalizada es

NT =
jII(−L)
jc0(−L)

= T

(
1− 2γ

κ2

(
γ +

η2

2k0

)
sin2((L− x)κ)

) ∣∣∣
x=−L

. (5.43f)
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Proposición (Paridad e inversión temporal). El caso de una onda incidente por la derecha se

puede analizar notando que ΨR(x) es la inversión temporal de la imagen especular de Ψ(x) (hasta

por una fase). Encontrándose que

cRn (κ, k0) = c∗n(−κ,−k0), cRn (γ) = cn(−γ), & cn(κ, k0, γ) = c∗n(−κ,−k0,−γ). (5.44)

Demostración (Paridad e inversión temporal). Para la primera relación, se aplican los operadores

de paridad (ϖ) e inversión temporal (Θ) a la función de onda

Θϖ [Ψκ,k0(x)] = Θ [Ψκ,k0(−x)] = Ψ∗−κ,−k0(−x) = ΨR
κ,k0(x). (5.45a)

Esto es, se toma el conjugado de la función de onda refleja para el caso izquierdo Ψ(x) 7→ Ψ∗(−x)
y se invierten las velocidades (k0, κ) 7→ (−k0,−κ), obteniéndose

ΘϖΨ(x) =


ΘϖΨI(x) = c∗0(−κ,−k0)e−ik0x + c∗1(−κ,−k0)eik0x si − x ≤ −L,
ΘϖΨII(x) = c∗2(−κ,−k0)e−iκ+x + c∗3(−κ,−k0)eiκ−x si − L < −x < L,

ΘϖΨIII(x) = c∗4(−κ,−k0)e−ik0x si − x ≥ L,
(5.45b)

que debe ser igual a ΨR(x) por (5.45a), encontrándose aśı que cRn (κ, k0) = c∗n(−κ,−k0).
Para la segunda relación, se aplica paridad e inversión temporal a la ec. de Schrödinger

Θϖ

[
p2

2m
+ V (x, p) + V (x)− E

]
Ψ(x) ⇒ Θ

[
(−p)2
2m

+ V (−x,−p) + V (−x)− E
]
ϖΨ(x)

⇒
[
(p∗)2

2m
+ V (−x, p∗) + V (−x)− E

]
ΘΨ(−x) ⇒

[
p2

2m
+ V (x, p∗) + V (x)− E

]
ΨR(x) = 0,

(5.45c)

donde se usó la paridad de los potenciales y (5.45a) en el último paso, asimismo nótese que usar p∗

en el potencial es como decir que γ 7→ −γ, entonces cRn (γ) = cn(−γ). Naturalmente esta relación

también se obtiene al aplicar las condiciones de frontera sobre ΨR(x) y obtener cRn .

Finalmente, la tercera relación es una consecuencia de las dos anteriores: la f́ısica de una onda

incidente por la izquierda es congruente a una onda incidente por la derecha con el signo del

potencial opuesto, i.e.

[Ψk(x)]−γ ∼= [ΨR
k (x)]γ . (5.45d)

Recapitulando, las consecuencias trascendentales del potencial que depende expĺıcitamente del

momentum —con η = 0 para una mayor apreciación— son las siguientes:

i) Al comparar ΨI(x) con ΨR
I (x) se observa que la reflexión adquiere una fase, e.g.

ΨI(x)

c0
= eik0x +

γe−2ik0L

k0 + iκ cot(2κL)
e−ik0x vs.

ΨR
I (x)

c0
= e−ik0x − γe−2ik0L

k0 + iκ cot(2κL)
eik0x,

(5.46a)

por lo que dependiendo de la dirección de la onda, ésta experimenta una barrera o un pozo

(comparar con el caso γ = 0 ∧ η ̸= 0).
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ii) El camino óptico, interpretado como la fase que adquiere la función de onda al cruzar el

potencial, depende de la dirección de transmisión, esto es, las ondas izquierdas perciben

una pared más gruesa (fig. 5.4a) versus las ondas derechas perciben un pozo menos ancho

(fig. 5.4b), e.g.

ΨIII(x)

c0
=

κe−2iL(k0+γ)eik0x

κ cos(2κL)− ik0 sin(2κL)
vs.

ΨR
III(x)

c0
=

κe−2iL(k0−γ)e−ik0x

κ cos(2κL)− ik0 sin(2κL)
, (5.46b)

cuya consecuencia directa es el cambio en las probabilidades NT y R según el esce-

nario de incidencia (en la fig. D.2 del apéndice D se muestra el comportamiento de dichas

probabilidades). Además, esto está en acuerdo con que una barrera de potencial disminuye

la curvatura de la onda (halada hacia afuera), mientras que un pozo, la aumenta (empuja-

da hacia dentro). Esto contrasta fuertemente con la aproximación de Born que asegura la

independencia del signo del potencial para la amplitud de dispersión, siempre y cuando el

potencial sea lo suficientemente débil y angosto.

x

V (x, p)

I

II

III

−L(1 + γ/k0) +L(1 + γ/k0)

c0e
ik0x c4e

ik0x

(a)

x

V (x, p)

III I

II

−L(1− γ/k0) +L(1− γ/k0)

cR0 e
−ik0xcR4 e

−ik0x

(b)
Figura 5.4: Esquema del potencial barrera en (5.23) según es percibido para una onda entrante

desde a) izquierda, y b) derecha. Nótese el cambio en la longitud y el signo del potencial depen-

diendo de la dirección de incidencia.



Conclusiones

En esta tesis se ha discutido un problema de irreversibilidad en el tiempo y en el espacio en distintas

realizaciones. En particular, se ha reportado una nueva función de Green asimétrica en forma ce-

rrada perteneciente a sistemas irreversibles (2.16b) que no se encuentra en las referencias estándar

como Grosche and Steiner [76]. La estructura meromórfica de dicha solución ha sido lo suficien-

temente dócil como para permitir identificar adecuadamente los rangos de enerǵıa en los que el

dispositivo es efectivo. De este modo, se ha identificado cómo mediante una semi–transformada de

Fourier, el propagador sufrirá los respectivos cambios debidos a la irreversibilidad. La ruptura de

la simetŕıa se localiza en un término especial de la función de Green cuyo polo está relacionado con

la enerǵıa de referencia a la que opera el dispositivo. Posteriormente, ha sido propuesto y estudiado

con éxito un modelo dinámico para un sistema que divide un conjunto de ondas que representan

part́ıculas independientes. Esta descripción ha sido posible a través de un operador hamiltoniano

dado por (2.5a) y el potencial irreversible en (2.5b). El sistema funciona con un momentum de

referencia que decide cómo dos subsistemas con diferentes temperaturas, se distribuyen en cada

compartimento de la cavidad. El resultado recuerda a la acción del demonio clásico mostrado en la

fig. 2.3b, como se ha confirmado al analizar la dinámica de las ondas en fig. 3.3. Como resultado in-

teresante, la versión ondulatoria del demonio de Maxwell contiene —en su evolución— la estructura

de interferencia de las alfombras (cuánticas) de Talbot en el tiempo. El lector familiarizado con las

funciones theta de Jacobi puede encontrar en los patrones de interferencia las t́ıpicas trayectorias

de valor theta constante que aparecen en muchas otras aplicaciones, incluyendo la factorización de

números naturales usando sumas gaussianas [159]. Para tiempos largos, se puede distinguir una

estructura de colapsos y resurgimientos, dicha estructura muestra las asimetŕıas esperadas para

periodos de tiempo limitados asociados a las longitudes de Talbot, donde a diferencia del proceso

clásico, no se produce una verdadera termalización debido a estos resurgimientos. El comportamien-

to temporal apoya las conclusiones en relación con la irreversibilidad y la aparente disminución de

la entroṕıa; y en efecto, con la definición de Shannon para una función de desorden dependiente

de la base —estados de enerǵıa— se observan reǵımenes en los que se establecen configuraciones

ordenadas a medida que transcurre el tiempo. Aśı mismo, también se estudiaron las densidades y

las enerǵıas medias en cada compartimento en las figuras 3.2. En general, se puede afirmar que

la segunda ley de la termodinámica podŕıa restablecerse si se tiene en cuenta el trabajo medio

realizado por el potencial en lugar de la evolución entrópica de las ondas solamente. Esta antigua

resolución de la paradoja en la f́ısica clásica también encuentra su camino en la dinámica cuántica

83
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sin postulados de colapso, en vista de que otras explicaciones ofrecidas hasta ahora se basan en

gran medida en la teoŕıa de la información, siempre y cuando las mediciones también formen parte

del proceso de evolución.

Por otro lado, y como se mencionó en la introducción, este enfoque de irreversibilidad —

llamado demonio de Maxwell— puede aplicarse a varios tipos de sistema de ondas, y prestando

especial atención a las cavidades electromagnéticas, donde los operadores de onda no-hermitianos

con paridad espacial impar surgen de forma natural en los medios dieléctricos, es plausible estudiar

un sistema electromagnético demońıaco empleando las ecuaciones de Maxwell con una dependencia

espacial y de frecuencia en la función dieléctrica (4.9) y técnicas de descomposición de modos

(4.16), permitiendo aśı diseñar un metamaterial por yuxtaposición de capas con las propiedades

buscadas, con el objetivo tanto de predecir su comportamiento general en una construcción realista,

como de enfriar la radiación (aśı sean ondas electromagnéticas, acústicas o elásticas) mediante la

separación de los componentes ≪caliente≫ y ≪fŕıo≫ en el espacio, en particular, la fig. 4.12 es un

claro reminiscente de la fig. 3.5.

En el último caṕıtulo, se propone un proceso de dispersión mediado por una corriente neutra

débil representado por un potencial que depende expĺıcitamente del momentum (5.1) y que puede

interpretarse como un demonio de Maxwell en vista de que la dispersión en la fig. 5.2 se ve mo-

dificada dependiendo de la helicidad del electrón. Por otro lado, la aproximación iconal muestra

una conexión con el mecanismo de Sakharov en el que un sector de la teoŕıa no tiene la simetŕıa

de la teoŕıa completa; en particular, la asimetŕıa entre materia y antimateria podŕıa interpretarse

mediante una generalización de dicho mecanismo. Aśı mismo, se encuentra la respectiva función

de Green irreversible de este sistema en § 5.3, en analoǵıa con la estudiada en § 2.2.3. Finalmente,

se propone un potencial 1D que depende expĺıcitamente del momentum (5.23), el cual es obtenido

como una reducción a 1+1 dimensiones de la ec. de Dirac con un campo axil (5.24), por lo que

una onda entrando por la izquierda o derecha es análogo a un electrón con esṕın arriba o abajo,

respectivamente. De esta forma se encuentra que las probabilidades de reflexión y trasmisión se

ven modificadas por dicho potencial en vista de que la longitud del potencial percibida por la onda

se ve dilatada o contráıda según el escenario de incidencia, violando paridad.
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[158] Sara Di Martino, Fabio Anzà, Paolo Facchi, Andrzej Kossakowski, Giuseppe Marmo, Antonino Messina, Be-

nedetto Militello, and Saverio Pascazio. A quantum particle in a box with moving walls. Journal of Physics

A: Mathematical and Theoretical, 46(36):365301, 2013. doi:10.1088/1751-8113/46/36/365301.

[159] Wolfgang Schleich. Factorization of numbers and gauss sums. In Conference on Coherence and Quantum.

OSA, 2007. doi:10.1364/cqo.2007.cmh2.

[160] Julien Bensa, Stefan Bilbao, Richard Kronland-Martinet, and Julius O. Smith. The simulation of piano string

vibration: From physical models to finite difference schemes and digital waveguides. The Journal of the Acous-

tical Society of America, 114(2):1095–1107, 2003. doi:10.1121/1.1587146.

94

https://doi.org/10.1103/physrevc.101.055503
https://doi.org/10.1103/physrevlett.128.132501
https://doi.org/10.1093/ptep/ptac097
https://pdg.lbl.gov/
https://doi.org/10.1119/1.1987677
https://doi.org/10.1016/0378-4363(88)90198-2
https://doi.org/10.1119/1.16319
https://doi.org/10.1088/1751-8113/46/36/365301
https://doi.org/10.1364/cqo.2007.cmh2
https://doi.org/10.1121/1.1587146


Apéndice A

Algunas identidades de sumas

infinitas

Las sumas en (3.4a) convergen según:

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2 − p2 =
π

4p
tan
(πp

2

)
, (A.1a)

∞∑
n=1

1

(2n)2 − p2 =
1

2p2
− π

4p
cot
(πp

2

)
. (A.1b)

8p
N−1∑
n=1

1

(2n)2 − (2p)2
= ψ0

(
N − p

)
− ψ0

(
N + p

)
+ ψ0

(
1 + p

)
− ψ0

(
1− p

)
, (A.1c)

donde ψ0(z) es la función digamma (ver por ejemplo § 8.36 de Gradshteyn and Ryzhik [101] o § 2.3

de Prudnikov et al. [102]).

∞∑
n=1

δn,Ja/πK

(2n)2 − p2 =
1

4Ja/πK− p2 , Ja/πK ≥ 1. (A.2)
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donde Φ(z, s, a) es la función trascendental de Lerch (ver por ejemplo § 9.55 de Gradshteyn and

Ryzhik [101]).
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donde ψ0(z) es la función digamma y Hn el número armónico.
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Apéndice B

Ejemplo de aplicación de un haz

matricial a una ecuación diferencial

parcial

Es instructivo analizar la metodoloǵıa del haz matricial aplicado a la ecuación diferencial parcial

(EDP) del tipo(
∂2t + 2α∂t − 2β∂t∂

2
x − c2T∂2x + c2R∂

4
x

)
u(x, t) = 0, con u(0, t) = u(L, t) = 0. (B.1)

que corresponde al modelo de una cuerda ŕıgida con amortiguamiento [160]. El término con α es

el amortiguamiento t́ıpico por el aire (depende de la velocidad), mientras que el término con β es

un amortiguamiento termoelástico y genera dispersión.1 Tomando la transformada de Fourier en t

de la EDP se obtiene(
− ω2 + 2α(−iω)− 2β(−iω)∂2x − c2T∂2x + c2R∂

4
x

)
u(x, t) = 0. (B.2)

Utilizando una base

ϕn(x) =

√
2

L
sin(κnx) con κn =

nπ

L
& n ∈ N, (B.3)

se calculan los elementos de matriz del operador a la izquierda como∫ L

0
ϕm(x)

(
− ω2 − 2iωα+ 2iωβ∂2x − c2T∂2x + c2R∂

4
x

)
ϕn(x) = 0. (B.4)

Al realizar la integral y reorganizar según la potencia de ω para crear el haz matricial, la expresión

anterior es

M0 + ωM1 = ω2M2 (B.5a)

donde se ha pasado el término de mayor grado en ω al otro lado, y las matrices

M0 =
(
c2T + c2Rκ

2
n

)
κ2nδm,n, M1 = −2i

(
α+ βκ2n

)
δm,n, & M2 = δm,n. (B.5b)

1 Otro tipo de amortiguamiento que se puede usar es del tipo −γ∂3
t u(x, t).
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La expresión anterior se reorganiza es una dimensión superior como(
M0 M1

0 I

)(
x0

x1

)
= ω

(
0 M2

I 0

)(
x0

x1

)
, donde xn = ωnx, (B.6a)

o bien (
0 I

M−12 M0 M−12 M1

)(
x0

x1

)
= ω

(
x0

x1

)
. (B.6b)

En una configuración acotada de modos N , la matriz del lado izquierdo es

0 · · · 0 1 0
...

. . .
...

. . .

0 · · · 0 0 1

(c2T + c2Rκ
2
1)κ

2
1 0 −2i(α+ βκ21) 0

. . .
. . .

0 (c2T + c2Rκ
2
N )κ2N 0 −2i(α+ βκ2N )


(B.7a)

cuyos eigenvalores son

ωn = −i(α+ βκ2n)∓ cTκn

√
1 +

c2R
c2T
κ2n −

(
α+ βκ2n
cTκn

)2

con 1 ≤ n ≤ N, (B.7b)

y eigenvectores (
x0 x1

)
=
(
δ1,n δ2,n · · · δN,n ω1δ1,n ω2δ2,n · · · ωNδN,n

)
. (B.7c)

Nótese que se tienen 2N eigenvalores ωn por haber duplicado la dimensión del problema original,

que sin embargo son de esperar por tener un polinomio de segundo grado en ω. Aśı mismo, la

función de onda (4.29a) para este sistema queda simplemente como

Ψ(x, t) =
∑
n

∑
m

cnδmnϕm(x)e−iωnt =
∑
n

cnϕn(x)e
−iωnt ∈ R, (B.8)

mientras que las condiciones iniciales cn se obtienen según (4.32b), o bien (4.32a) si α = β = 0.
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Apéndice C

Galeŕıa de gráficos de densidad en la

cavidad EM

Las siguientes figuras son un complemento a las discutidas en § 4.3.3, donde se usan los valores en

(4.37) en una cavidad de L = 10 [cm].

I) En las figuras C.1 se modifica ligeramente el valor del grosor de la bicapa, mostrando cambios

notables en la dinámica de la onda.

II) En las figuras C.2 se modifica el n.º de modos usados, modificando correspondientemente el

grosor de la bicapa tal que el tiempo de retención lateral sea ∼ 80 [cm].
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(a) b = 1 mm (b) b = 2 mm
Figura C.1: Gráficos de densidad en 0 < τ < 450, usando los valores en (4.37) y variando el valor

del grosor b.
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(c) b = 3 mm (d) b = 4 mm
Figura C.1: Gráficos de densidad en 0 < τ < 450, usando los valores en (4.37) y variando el valor

del grosor b.
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(e) b = 6 mm (f) b = 9 mm
Figura C.1: Gráficos de densidad en 0 < τ < 450, usando los valores en (4.37) y variando el valor

del grosor b.

102



(a) 16 modos, b = 9.6 mm (b) 21 modos, b = 7.4 mm

(c) 26 modos, b = 6.4 mm (d) 31 modos, b = 5.4 mm
Figura C.2: Gráficos de densidad en 0 < τ < 150 usando los valores en (4.37), variando n.º de

modos y grosor.
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(e) 36 modos, b = 4.8 mm (f) 42 modos, b = 4.2 mm

(g) 46 modos, b = 3.8 mm (h) 51 modos, b = 3.4 mm
Figura C.2: Gráficos de densidad en 0 < τ < 150 usando los valores en (4.37), variando n.º de

modos y grosor.
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(i) 56 modos, b = 3.2 mm
Figura C.2: Gráficos de densidad en 0 < τ < 150 usando los valores en (4.37), variando n.º de

modos y grosor.
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Apéndice D

Galeŕıa de gráficos de reflexión y

transmisión

Las figuras a continuación corresponden a las probabilidades de reflexión y transmisión (R & T )

en las siguientes configuraciones:

I) Potenciales reversibles:

a) Delta de potencial —V (x) = V0δ(x)— donde la razón entre los canales Rδ & T δ es

Rδ

T δ
=
E0

E
, donde E0 =

ℏ2k20
2m

=
mV 2

0

2ℏ2
. (D.1)

Nótese que las funciones son monótonas (fig. D.1a).

b) Escalón de potencial —V (x) = V0Θ(x)— (fig. D.1b) tal que

TE =
4κEk0

(κE + k0)2
si E > V0, & RE =

1− 2ℜ[κE/k0] + |κE/k0|2
1 + 2ℜ[κE/k0] + |κE/k0|2

, (D.2a)

donde

κ2E
k20

= 1− V0
E

∣∣∣ κE ∈

R si V0 < E (ondas trigonométricas),

iR si mı́n(V (x)) < E < V0 (ondas hiperbólicas).

(D.2b)

Aśımismo, TE = 0 para E < V0, no obstante hay probabilidad de tunelamiento —

|ΨE
II|2 ∝ e−2κEx/(κ2E/k

2
0 + 1)—.

c) Barrera o pozo de potencial —V (x) = V0Θ(L − |x|)— (fig. D.1c). Se grafica en E/V0

usando 2κCL = 2L|η|
√
sgnV0

√
E/V0 − 1 con distintos casos de 2L|η|. La razón entre

los canales RC & TC es

RC

TC
=

(κ2C − k20)2 sin(2κCL)
2

4κ2Ck
2
0

, donde
κ2C
k20

= 1− V0
E

(D.3a)

tal que
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� Para una barrera de potencial

κC ∈

R si 0 ≤ V0 < E (ondas trigonométricas),

iR si 0 ≤ E < V0 (ondas hiperbólicas).
(D.3b)

� Para un pozo de potencial

κC ∈ R ∀ V0 < 0 | E > mı́n(V (x)) (ondas trigonométricas). (D.3c)

II) Barrera 1D irreversible γ con V0 = 0 —ec. (5.39)— (fig. D.2). Se grafica en k0/γ usando

2κL = 2Lγ
√
k20/γ

2 + 1 con distintos casos de 2Lγ. Para valores k0 > γ —la zona de interés

en vista de que γ representa la interacción débil— siempre se cumple que NT + R = 1. Aśı

mismo, la conservación de probabilidad se cumple para todo k0/γ si 2Lγ ≤ π/4, lo cual no es

impedimento ya que el radio de interacción del protón puede ser tan pequeño como del orden

de femtómetros. Cabe recordar que el efecto crucial de γ es cambiar la longitud efectiva del

radio de interacción conforme la dirección de incidencia (L 7→ L± γ/k0, ver fig. 5.4).

III) Barrera 1D irreversible γ con barrera (V0 > 0) o pozo (V0 < 0) de potencial reversible con el

valor particular V0/E = ±1/10, según corresponda (fig. D.3). Se grafica en k0/γ usando la

transmisión normalizada NT = 1−R y

1

R
=
V0/E − 2γ/k0
V0/E + 2γ/k0

+
1− V0/E + γ2/k20
(V0/2E + γ/k0)2

csc2

(
2Lγ

√
1 +

k20
γ2

(
1− V0

E

))
(5.33)

en distintos casos de 2Lγ. El lado izquierdo y derecho de las gráficas representan los casos

para un pozo (V0 < 0) y una barrera (V0 > 0), respectivamente, en conjunción con la

barrera irreversible γ, donde se aprecia la ruptura de la simetŕıa entre los casos V0 < 0 &

V0 > 0. Además, el área sombreada gris (asimétrica) representa el intervalo donde no se puede

asegurar que NT +R = 1 para todo valor de 2κL —comparar con (5.41c)—, a saber

k0
γ

(
1− V0

E

)
< 1. (D.4)

IV) Barrera y pozo de potencial reversibles con barrera 1D irreversible con valores particulares

a) γ/|η| = 3/2 & b) γ/|η| = 5/2 (fig. D.4). En analoǵıa con el caso Ic & III, se usa

1

R
=

√
V0/E − 2γ/η√
V0/E + 2γ/η

+
E/V0 + γ2/η2 − 1

(
√
V0/E/2 + γ/η)2

csc2

(
2L|η|

√
sgnV0

√
E

V0
+
γ2

η2
− 1

)
. (5.33)

Similarmente, el área gris corresponde a valores donde no necesariamente se cumple que

NT +R = 1 para todo valor de 2L|η|, a saber

1− V0
E
≤ γ

|η|

√
|V0|
E
, o bien

E

|V0|
≤ γ2

2|η|2

(
1 +

√
γ2

|η|2 + 4 sgnV0

)
+ sgnV0. (D.5)
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(a) V (x) = V0δ(x)

(b) V (x) = V0Θ(x)

(c) V (x) = V0Θ(L− |x|)
Figura D.1: Reflexión y transmisión para potenciales reversibles: a) Delta de potencial, b) escalón

de potencial, c) barrera (V0 > 0) o pozo (V0 < 0) de potencial para dos valores de 2L|η|.
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Figura D.2: Reflexión y transmisión (5.39) para la barrera 1D irreversible variando el valor de 2Lγ

—recordar que la longitud del potencial cambia conforme la dirección de incidencia, ver fig. 5.4—.

En el régimen k0 < γ no necesariamente se cumple que NT +R = 1; en particular, si 2Lγ ≃ nπ/2
hay divergencias conforme k0/γ → 0, mientras que si 2Lγ ≃ nπ la función tiene oscilaciones que

pueden sobrepasar los ĺımites t́ıpicos en 0 < k0/γ < 1. Aśı mismo, si 2Lγ ≤ π/4 la conservación

de probabilidad se cumple para todo k0/γ.
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Figura D.3: Reflexión y transmisión para la barrera 1D irreversible γ con barrera (V0 > 0) o pozo

(V0 < 0) de potencial reversibles —ec. (5.39)— variando el valor de 2Lγ con V0/E = ±1/10,
según corresponda. Nótese la ruptura de la simetŕıa entre los casos V0 < 0 & V0 > 0. En el área

gris no se puede asegurar que NT +R = 1 para todo valor de 2κL —ec. (D.4)—.
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(a)
Figura D.4: Reflexión y transmisión para barrera (V0 > 0) y pozo (V0 < 0) de potencial reversibles

con barrera 1D irreversible con valores a) γ/|η| = 3/2 & b) γ/|η| = 5/2, variando el valor de 2L|η|.
En el área gris no se puede asegurar que NT +R = 1 para todo valor de 2κL —ec. (D.5)—.
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(b)
Figura D.4: Reflexión y transmisión para barrera (V0 > 0) y pozo (V0 < 0) de potencial reversibles

con barrera 1D irreversible con valores a) γ/|η| = 3/2 & b) γ/|η| = 5/2, variando el valor de 2L|η|.
En el área gris no se puede asegurar que NT +R = 1 para todo valor de 2κL —ec. (D.5)—.
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