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Resumen

Se estudia un problema de dispersién causado por un obstaculo que rompe la reversi-
bilidad espacial y temporal desde un punto de vista cudntico. De esta forma, se sigue
la prescripciéon de Maxwell para lograr una violaciéon de la segunda ley de la termo-
dindmica impulsada por un término dependiente del momentum en el Hamiltoniano,
dando lugar a lo que se conoce como demonio de Maxwell cudntico, mostrando nuevas
perspectivas sobre como se plantea y se resuelve dindmicamente la aparente paradoja
de Maxwell. Asimismo, se obtiene la solucién analitica en términos de una funcion de
Green dependiente de la energia as{ como su estructura meromorfica. Posteriormente,
se estudia la evolucion explicita de condiciones iniciales simétricas mostrando que la
dindmica ondulatoria se comporta de forma diferente a la irreversibilidad clasica en
cuanto a la apariciéon de colapsos y resurgimientos. Por otro lado, se disena una cavidad
electromagnética con dieléctricos incorporados (a modo de resonador dieléctrico) que
cumplen la funcion del demonio, por lo que este sistema es capaz de enfriar y orde-
nar la radiacién electromagnética incidente. Esta configuracién puede generalizarse a
varios tipos de ondas, sin depender del concepto de medicién en mecanica cuantica.
Finalmente, se estudia un problema de dispersiéon causado por una corriente neutra
débil que puede ser interpretado como un demonio de Maxwell por romper paridad,
estableciendo asi{ una conexion con el mecanismo de Sakharov de materia y antimate-

ria.
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Abstract

We study a scattering problem caused by an obstacle that breaks spatial and temporal
reversibility from a quantum point of view. Accordingly, we follow Maxwell prescription
to achieve a violation of the second—law of thermodynamics driven by a momentum-
dependent term in the Hamiltonian, resulting in what is known as Maxwell’s daemon in
the quantum domain. Thus showing new perspectives on how Maxwell’s apparent pa-
radox is posed and resolved dynamically. Additionally, we obtain an energy-dependent
Green’s function analytically, as well as its meromorphic structure. Subsequently, ex-
plicit evolution of symmetric initial conditions is studied, showing that wave dynamics
behave differently from classical irreversibility in terms of the appearance of collapses
and revivals. Apart from that, an electromagnetic cavity is designed, to which dielec-
trics are added (as a dielectric resonator), performing the function of a daemon, so
this system is therefore able to cool and sort incident electromagnetic radiation. This
setting can be generalized to many types of waves, without relying on the concept of
measurement in quantum mechanics. Finally, a scattering problem caused by a weak-
neutral current is discussed, which can be interpreted as a parity—breaking Maxwell
daemon. Thereby establishing a connection with the Sakharov’s mechanism of matter

and anti-matter.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde el advenimiento de la mecdnica cudntica, se han disefiado diversos experimentos con la
intencién de recrear las condiciones en las que los sistemas microscopicos evolucionan. Ejemplos
prominentes son las redes 6pticas [1, 2], sistemas ultra—frios [3, 4], billares de microondas y cudnticos
[5—8], emulaciones relativistas en sistemas andlogos [9-15], circuitos plasménicos [16] o supercon-
ductores en conexién con teorfa de grafos [17], sélidos artificiales en general [18-22], teorfa de bucles
aplicados a cavidades electromagnéticas [23], grafos cudnticos en el disenio de metamateriales [24],
y los haces nucleares, atémicos o moleculares para demostrar la difraccién e interferencia cuanti-
ca [25, 26], incluidos los problemas irreversibles, por ejemplo, las resonancias y la desintegracién
nuclear [27]. Sin embargo, el preservar las caracteristicas cudnticas de estas emulaciones puede ser
técnicamente demandante y quiza costosa. En el terreno de las emulaciones estrictamente dindmicas
se ha recurrido a diversos sistemas ondulatorios que exhiben propiedades detectadas en sistemas
macroscopicos como lo son grafeno artificial en microondas [28, 29], oscilaciones de Bloch en barras
eldsticas [30, 31], y ondas de materia [32, 33] en condensados de Bose-Einstein [34-38].

En esta tesis se propone estudiar la irreversibilidad a la Maxwell desde un punto de vista dinami-
co involucrando un conjunto arbitrariamente grande de particulas independientes. Una realizacion
dindmica con irreversibilidad abre la puerta a otros sistemas ondulatorios, ya sean de mecénica
clasica o cuantica, ya que no implica el mecanismo de colapso de onda ante hipotéticas mediciones
en el sistema. Por ello, debe ser posible implementar una interacciéon que dependa del momentum
de la onda, es decir, de su componente de Fourier; y cabe mencionar que anteriormente se han
utilizado potenciales dependientes del momentum para modelar dindmica nuclear molecular o in-
cluso dindmica relativista [39-41]. Ademds, el demonio de Maxwell [42] entra en esta categoria de
problemas, por lo que dicha irreversibilidad se denomina Maxwelliana. De esta forma se espera que
un defecto puntual (e.g. barreras de potencial) que incorpore efectos no locales deberia reproducir
razonablemente la divisién clésica en dos compartimentos, ademds de los efectos de interferencia
que se discutiran cuidadosamente. Es de esperar que este tratamiento pueda aplicarse a las cavi-
dades electromagnéticas e incluso a las interacciones electrodébiles no-relativistas. Se dividira en

tres etapas:

i) Caracterizacion de la dindmica ondulatoria de un demonio de Maxwell con entropia aparen-
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temente decreciente a lo largo de la flecha del tiempo.

ii) Construccién de un sistema de microondas que simule de manera idéntica la accién de un

demonio de Maxwell sobre radiacién clasica.

iii) Andlisis de un un potencial irreversible que simule un proceso de dispersién mediado por un

corriente neutra débil que rompa paridad y reversion temporal.

Como resultado de este estudio sera posible disenar en términos muy generales un sistema fisico ca-
paz de refrigerar y ordenar radiacién luminosa incidente;! y cabe mencionar que en el &mbito clésico
termodindmico, un mecanismo tipico de refrigeracion es el tubo de Ranque-Hilsch (tubo vértex)
[45-47]. Ademads, se dardn nuevas perspectivas sobre cémo se plantea y resuelve, dindmicamente,
la aparente paradoja de Maxwell, de relevancia no sélo histérica, sino fundamental.

La organizacion de la tesis es la siguiente: En el capitulo 2 se introduce un potencial dependiente
del momentum en un Hamiltoniano cldsico que ejerce una irreversibilidad Maxwelliana sobre las
particulas implicadas que luego se generaliza al ambito de la mecdnica cudntica. Posteriormente,
se introduce el formalismo de las funciones de Green, obteniendo asi una nueva expresién cerrada.
En el capitulo 3 se presenta una emulacién de un demonio de Maxwell en un billar electromagnéti-
co, utilizando condiciones iniciales simétricas para el analisis dindmico. Asimismo, en el capitulo
4 se estudia el disefio de un montaje experimental mediante cavidades; la cavidad conductora es
un sistema fisico que es capaz de enfriar y ordenar la radiacién electromagnética incidente. Final-
mente, en el capitulo 5 se estudia un proceso de dispersién e~ nucleén mediado por Z°, el cual
es interpretado como un demonio de Maxwell al crear una asimetria entre las probabilidades de

dispersioén frontal o retrodispersién dependiendo de signo del espin (su(2) o su(2)*) del electrén.

1.1. El demonio de Maxwell

En 1871 J.C. Maxwell envié una carta a P.G. Tait en donde mencionaba un experimento mental
sobre una ente cuyas facultades harian que él pudiese seguir a cada molécula en su evolucién, pero
que podria violar la 2.2 ley de la termodindmica [42]. En 1874, W. Thomson, alias, Lord Kelvin, le
dio la denominacién de <«demonios.? Posteriormente, L. Szilard propuso un modelo del demonio,
que cualitativamente conectaba el trabajo termodinamico con la informacién, donde la esencia
del papel de la medicién y la retroalimentacién es la misma [49]. Sin embargo, no quedé claro

qué proceso compensaba realmente el exceso de trabajo, a lo que Brillouin en 1951 [50] respondié

1 Si bien la realizacién experimental per se va més alld de los objetivos de la presente tesis, es bien conocido que
los metamateriales pueden efectuar operaciones matemadticas, ver por ejemplo Silva et al. [43] o Zangeneh-Nejad and
Fleury [44].

2 Esta palabra, que originalmente en griego significaba un ser sobrenatural, nunca se ha usado correctamente
para significar una personificacion real o ideal de la malignidad. El «demonio> de C. Maxwell es una criatura de la
imaginacién con ciertos poderes de accién perfectamente definidos, de cardcter puramente mecanico, inventado para

asistir a la comprensién la <disipacién de la energfa> en la naturaleza [48)].
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considerando que el coste energético del proceso de medicién compensa el exceso de trabajo,? por
lo que no se puede extraer trabajo del modelo de Szilard. Desde entonces, se ha discutido la validez
de la 2.2 ley de la termodindmica en términos del demonio de Maxwell [51-62].

En la versién original del demonio, se tiene un gas ideal en una caja que es separado, adiabati-
camente, de su entorno. En el estado inicial, el gas esta en equilibrio térmico a una temperatura 7.
Ahora se inserta una barrera en el centro de la caja, en donde existe una pequena puerta que tiene
la capacidad de medir la velocidad de cada molécula en el gas, y se abre o cierra dependiendo de
la medicién que obtiene. Por ejemplo, si una molécula, cuya velocidad es mayor a la de referencia,
viene de izquierda a derecha, se abre la puerta; asimismo, si una molécula, cuya velocidad es menor
a la de referencia, viene de derecha a izquierda, también se abre la puerta; mientras que en cualquier
otro caso, la puerta se cierra. Repitiendo este proceso una y otra vez, el gas en la parte izquierda
gradualmente se enfria (respecto a la condicién inicial), mientras que el gas en la parte derecha se
calienta. Después de todo, el demonio es capaz de crear la diferencia de temperatura (adiabética-
mente) empezando desde una temperatura inicial uniforme. En otras palabras, la entropia del gas
va disminuyendo conforme el demonio actia a pesar de que la caja esta adiabaticamente separada
del exterior. Esta aparente contradiccién a la 2.2 ley de la termodindmica es conocida como la
paradoja del demonio de Maxwell. El punto importante del experimento mental, es que el demonio
puede realizar mediciones al nivel molécula por molécula, y puede controlar la puerta segin la
medicién obtenida (i.e. la velocidad de la molécula es mayor o menor que una de referencia), lo

cual implica que el demonio puede realizar un trazado de las fluctuaciones térmicas.

1.2. Planteamiento del problema

El demonio de Maxwell es una construccion tedrica que ha desempenado un papel importante en la
historia de la fisica, especialmente en termodinamica y la teoria de la informacion. Esta entidad ha
sido testigo de los esfuerzos de los cientificos con su comportamiento paraddjico desde su aparicién
en 1867 como parte de un Gedankenexperiment que discutia las limitaciones de la segunda ley de
la termodindmica. El demonio de Maxwell no ha sido emulado dindmicamente hasta ahora en el
ambito cudntico; en cambio, se han visto tratamientos informativos que —en general— se basan
en mediciones y retroalimentacién [63-67] en varios tipos de arreglos, tales como arreglos foténicos
[68, 69], dtomos ultrafrios [70], circuitos cudnticos superconductores [71], cavidades QED [72],
puntos cudnticos [73] y circuitos electrénicos [74, 75]. Los puntos técnicos a tratar en la solucién a
este problema consisten en la formulacién del demonio de Maxwell en un contexto Hamiltoniano.
Para ello se empieza suponiendo una particula que se encuentra en una caja, la cual se divide
por el medio con un potencial altamente localizado que puede o no —dependiendo del signo y
magnitud del momentum— dejar pasar la particula hacia el otro lado de la caja. Posteriormente,

al introducir el demonio al dominio cudntico, es necesario asegurarse de que el potencial demoniaco

3 Esto es, para distinguir el fotén de prueba de los fotones de fondo, la energia del fotén de prueba debe ser
mucho mayor que la de los fotones de fondo, lo que significa que el coste energético requerido para la mediciéon debe

ser mayor que el exceso de trabajo.
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sea hermitiano. Cabe resaltar que a pesar de ser un sistema que evoluciona en el tiempo, no se

introduciran mediciones intrusivas.

Se resolvera el sistema dinamico planteado usando diversas técnicas analiticas y numéricas. Para
el caso analitico se obtendra en forma cerrada una funcién de Green dependiente de la energia,
proporcionando asi una solucion analitica a la dispersion y a la evolucion dependiente del tiempo.
Hay que tener en cuenta que dicha funcién tendrd la simetria de intercambio rota (i.e. G(z,z’) #
G(2', 7)), como es de esperar para un sistema con irreversibilidad Maxwelliana, o dicho de otro
modo, la ruptura de la invariancia de inversiéon temporal. Cabe destacar que tales funciones son
escasas en la literatura [76, 77], por lo que este tipo de sistemas dan lugar a nuevas funciones de
Green. Para el caso numérico se necesita una base discreta para emular el demonio de Maxwell,
esto da lugar a un uso sistemdtico de la discretizacién de la ecuacion diferencial correspondiente.
Noétese que dicho tratamiento es equivalente a un modelo de amarre fuerte en un cristal, lo que
sugiere utilizar la primera zona de Brillouin, especialmente para valores donde la energia tiene
un comportamiento parabdlico. Ademads se revisaran los conceptos de entropia de von—Neumann,
entropia de Shannon y la formulacién clasica de Boltzmann. El problema de este proyecto conduce
a la emulaciéon de la ecuacién de Schrodinger en cavidades electromagnéticas en el espiritu de
Stockmann [78] y otros trabajos como Bittner et al. [79], Dietz et al. [80], Dietz and Richter [81];
esto es, mediante una cavidad de microondas con el fin de separar radiacién en dos regiones a
diferentes temperaturas a través de un proceso de ordenamiento. Por otro lado, los experimentos
en colisionadores en busqueda de corrientes neutrales débiles son bien conocidos (ver por ejemplo
[82-86]), sin embargo éstos se basan en la estadistica sobre las secciones eficaces asimétricas —esto
es, sé6lo se puede afirmar que hay un demonio de Maxwell operando en una caja negra— por lo que
plantear un experimento que pueda mapear funciones de onda en el tiempo requeriria ambientes

criogénicos muy bien controlados, como trampas de iones o cavidades QED.

1.3. Irreversibilidad ¢ l¢ Lindblad versus Maxwell

La evolucion de sistemas abiertos no es unitaria en general, salvo que se suponga un <sistema
global cerrado» compuesto de un subsistema S que interactiia con un subentorno E, donde las
interacciones S<+E correlacionan los estados, generando interferencias en el sistema (decoherencia)
y destruyendo asi los estados entrelazados. En particular, para dicho sistema global se tiene el

Hamiltoniano

Hr = Hs ® I + s ® Hi + Hi, (1.1)

donde Hg & Hpg son los Hamiltonianos locales de cada parte del sistema, Hy es la interaccién que
opera sobre el espacio de Hilbert total s = S8 ® %, e 1 es la matriz identidad en su respectivo

espacio de Hilbert. Dicho sistema global estd completamente descrito por su matriz de densidad

p= Z w,p™,  donde cada estado  p™ = |a(™)(a(™)] (1.2)
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tiene una probabilidad w,, asociada, y descartando los grados de libertad del entorno, la dindmica

reducida del sistema es
ps(t) = tre[U(t)pse(to)U(1)T], con U(t) = exp [—it(Hs + Hr + Hi)] (1.3)

y la matriz de densidad psg(to) = ps(to) ® pr(to) hace referencia a que S & E estdn inicialmente

sin correlacién.* De esta forma, la ec. de von—Neumann [87, 88] para el subsistema S es
iOps(t) = trg[Hs + e + Hi , fsi], (1.4)

la cual suele ser intratable en la mayoria de los casos, salvo que se empleen las siguientes suposiciones

89, 90]:

e Aproximacion de Born, supone un acoplamiento débil entre S y E, por lo que E no cambia

significativamente en la evolucion.

e Aproximacion de Markov, el tiempo de decoherencia en E es mucho menor que la escala de
tiempo de S, por lo que las excitaciones de E causadas por S decaen rapidamente, o dicho
de otro modo, el entorno pierde las excitaciones y no puede regresarlas al sistema (no tiene

memoria).

e La interaccién debe ser escrita como una suma de productos de operadores, a saber, Hi =

>k A,(CS) ® A,(CE), donde Ay son un conjunto de operadores de S 6 E, segin corresponda.

e Aproximacion de fase estacionaria u onda rotante, la escala de tiempo en la evoluciéon de S
es pequena en comparacion con el tiempo de relajacion del sistema global, sin embargo esta

suposicién es puesta en jaque al ser dependiente del observador (relatividad especial).

En consecuencia, se obtiene una ecuacién maestra Markoviana en forma de Lindblad [91], donde
un Hamiltoniano H genera la parte unitaria de la evolucién, mientras el Lindbladiano £Uind-) [ﬁ]

representa una fuente o un sumidero de energia, a saber
c0 A ~ in ~ in ~ . ~ 1 ~
10p = [7—[ , p] + (tind) [p], con llind) [p] = zz Ck (AkpAL — i{ALAk ,p}) ) (1.5)
k

donde ¢, son las constantes de acoplamiento y los operadores «de salto> Ay llevan la informacién
sobre qué procesos induce E sobre S. Asf mismo, de las caracteristicas més relevantes de £(i*d")
resalta que: a) el principio de superposicién se resguarda al ser lineal, b) el operador de densidad es
autoadjunto en la evolucién, ¢) la matriz de densidad se mantiene semipositiva definida y su traza
es invariante, d) si los operadores de salto conmutan con el Hamiltoniano del sistema la energia se

conserva, mientras que son Hermitianos, la entropia de von—Neumann no disminuye [92].

4 Un sistema bipartito se puede clasificar en <«Simplemente Separables si psg = ps @ pr, <Separables si
PSE = D, wkﬁés) ® ﬁ;f), donde /3565) es un conjunto completo de proyectores ortogonales en S, y <Entrelazado> si
psk es no—separable. Mientras que los sistemas clasicamente correlacionados evolucionan como mapas completamente

positivos, los sistemas cuanticamente correlacionados no cumplen esta propiedad.
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Noétese que los sistemas cudnticos abiertos al estilo Lindblad son una forma de irreversibilidad,
donde la entropia de von—Neumann es la importante. Anteriormente se estudiaron tales sistemas
introduciendo relatividad especial [93]. Para empezar, nétese que el Hamiltoniano de Dirac per se
—escrito en términos de productos directos— muestra que tiene subespacios interactuantes, por lo

que el espin rota (precesién de Thomas) [94], a saber®

3
HDiZPkU1®0k+m03®H2, (1.6)
k=1

donde pr & op son el momento y la matriz de Pauli en la direccién k, respectivamente, y m
la masa. Con esto en mente, se puede plantear la ec. de Dirac —incluyendo un cuadripotencial
AP = (¢p/c,A) = (A")— para el operador de densidad covariante® 5 = py° y su hermitiano

conjugado como
(v“pu — gy Ay, - mC)ﬁ =0, & ﬁ*( — PPy — qAlL ()T - m6) =0, (1.7a)

donde
="  quecumple  {y*,4"} =2¢"L (1.7b)

Ademas, si el tensor métrico g"* = diag(1, —1, —1, —1), entonces
w=0%- =M =L ("= (1.7c)
y el producto escalar v,p" = g, v*p" = 990 — ~ . p. Asimismo, el cuadrimomento es
" = (po,p) = —pL que en términos de la derivada 1thot = ih(Oet, — V), (1.7d)

donde la convencién del operador antihermitiano py sobre un ket—bra es que sélo acttia en el objeto
inmediato posterior, i.e. po|¥)(¥| = (iact|‘1f>> (¥].

Al restar las ecuaciones en (1.7a) y multiplicar por ambos lados por 7 se obtiene la ec. de von—
Neumann, por lo que se procede a agregar un disipador covariante en analogia con (1.5), surgiendo

dos posibles tipos de ensambles:

a) Universales: El Lindbladiano covariante debe ser de la forma £"™V)[5] = Fp — ot FT, por lo

que (1.7a) se transforma en
Dp=Fp & p'DI=p'F', con D= Y — gy Ay — me. (1.8)

La eliminacién de los términos del tipo AxpB} asegura la covarianza de Lorentz, sin embargo,
la matriz de densidad ya no serd necesariamente semi-positiva definida, lo cual es de esperar

al tratarse de un sistema cudnticamente correlacionado.

5 Esta representacién en particular es para el espinor de Dirac, para el espinor de Majorana ver por ejemplo [95].
6 La notacién del tipo ¥ = 971" se denomina <adjunta de Diracs y es requerida para respetar la simetria de
Lorentz.
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b)

Restringidos: Se descompone el operador de densidad covariante en un conjunto de vectores
{vn} no necesariamente ortogonal, e.g. p(t) = >, Wnvn ()0} (£)7°, y se propone un disipador
general de la forma

ﬁ(res) =9 Z(Akp + ka + Ckak> (1.9)

(la barra sobre los operadores denota la adjunta de Dirac) por lo que se obtiene una ec.

cuadratica para vy, a saber

;wn{[mn(t} )y —ZZ([AW” }T(t)’)/o

k

(1.10)
+ 0 (®)[ 0] (01 B + [Crvn(t)] [vL(t)*yODk}>} ~0.
Entonces, si los {v,,} resuelven (1.10), se tiene un ensamble restringido de Dirac.
Dichos ensambles universales permiten proponer disipadores anti—-hermiticos como
LO[5] = L {o3A, p} —hc, obien LI[F] =0y <a0 v T*),a “he., (1.11)

donde o & 7 describen el espin y el isoespin, respectivamente, @ es un vector de constantes de

acoplamiento, y A = ago3 — a;04 — a_o_ representa al cuadripotencial. De esta forma se pueden

estudiar —por ejemplo— las asimetrias en las poblaciones de materia—antimateria (E(I)) o las

oscilaciones de neutrinos (£(D).

En resumen, la irreversibilidad Lindbladiana tiene algunas diferencias importantes respecto a

la construccién de Maxwell:

)

i)
iii)

No genera una transformacién unitaria —mientras que en la construccién de Maxwell, no hay

pérdidas—.
No rompe de forma explicita la paridad o alguna otra simetria a nivel Hamiltoniano.

En general no se dan las condiciones para el teorema de Noether, al ser un sistema abierto
—no hay generadores de simetria de Lorentz que se conserven a menos que se trate con un

sistema global interactuante que incluya al entorno—.

Los sistemas abiertos tipo Kosakowski—Sudarshan, utilizados ampliamente en modelos de
irreversibilidad —y la decoherencia asociada a ésta—, quedan en vilo para describir cémo se
viola la segunda ley de la termodindmica microscépicamente; ya que al final, dicha ley es de
naturaleza estadistica y en condiciones alrededor del equilibrio —hipétesis que no se da en

los sistemas de interés—.

El uso de una entropia independiente de base (von—Neumann) en la irreversibilidad a la
Lindblad permite medir el desorden —entendido como qué tanto se dispersa un ensamble
en el espacio de Hilbert— a partir de trazas de la matriz de densidad, asimismo se pueden

definir cantidades como la pureza (I' = tr[p?]) que es una medida de cudnto se ha mezclado
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un estado cudntico. No obstante, la irreversibilidad y la apariciéon de orden en sistemas tipo
Maxwell no se pueden medir con dicha entropia en forma de traza, ya que siempre preservan

pureza o entropia von—Neumann.
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Irreversibilidad a la Maxwell con

interaccion localizada

El contexto clasico de la construccion de Maxwell, se emplea el cambio del signo del tiempo a partir
de la inversién en la direccién de las velocidades de las particulas que conforman el sistema fisico.
Dicha inversion de signos se efectia selectivamente dependiendo de una energia de referencia que
es proporcional al cuadrado del momentum de referencia (Er P]%L) de las particulas, las cuales
son de la misma especie. Esto implica el uso de un potencial que dependa de la velocidad, pero el
efecto logrado es el mismo a sabiendas que el momentum de una particula es impar bajo reversion
temporal. Ademds, el momentum es proporcional a la velocidad de éstas (p o« v) en el régimen en
el que las particulas se desplazan libremente en una caja —sin colisiones entre ellas—, justificando
que la interaccion con un demonio hipotético sea dependiente del momentum. Finalmente, el agente
externo llamado demonio de Maxwell, se localiza en algtin lugar del espacio, e.g. x = 0, con lo que
la interaccién externa depende también de la posicién.

Como hipétesis adicional —y en completo acuerdo con la formulacién de Maxwell— las particu-
las se consideran independientes, por lo que la accién del demonio es separable por particula hasta
dar una formulaciéon Hamiltoniana de particula individual. En el contexto clasico, el comportamien-
to total se logra a través de un ensamble de sistemas idénticos, mientras que en el contexto cudntico
basta analizar el comportamiento de la funcién de onda en el tiempo para una sola particula con
los mismos efectos.

El Hamiltoniano de una particula dentro de una caja de ancho 2z, es simplemente

e (2.1)

2m’
y dada una condicién inicial (xg,pog) 6 (x1,p1) se tiene el espacio fase en la fig. 2.1. Nétese que al

evolucionar el sistema se tiene el mapeo lineal [96]

@ - ((1) j) (p) (2.2)

No obstante, el demonio de Maxwell introduce un mapeo no-lineal a través del signo del momentum
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(m’) _ (1 sgn(p) t) (33) ’ (2.3)
Y 0 sgn(p) ) \p

produciendo un ordenamiento de la evolucién en los dos compartimentos. Cabe senalar que al

p, i.e.

doblar el espacio fase por el eje x, se puede conectar los puntos de retorno (£, 1), quedando una

topologia de la forma

2 y?
—+-—=1 b>0. 2.4
@ 24
J\p
Ng-=-=--=----- AREEEEEE LT &
(171ap1)
nek=-=-=---- L i » ¢
¢k ¥
-y © FTr
AR CEEEEEEEER R Rt ve!
: (w0, po) :
R R e Y¢

Figura 2.1: Evolucién de la particula libre en una caja de ancho 2zy. Los puntos &, n
son puntos de retorno donde la particula rebota contra la pared y cambia el signo de

su momentum.

2.1. Particula con potencial de activacién

Como se mencioné anteriormente, el potencial de interaccion demoniaco Vi debe depender del
momentum y estar altamente localizado en z = 0 con intensidad Vj, de esta forma se tiene ahora

el Hamiltoniano

2

H = 2]97m —'I_ Vvint(l',p), dOnde Vint(xv p) _= %5($)Vact(p) (25&)

Mientras que §(z) detecta la posicién de las particulas, la funcién de activacion Ve (p) determina

si las particulas permanecen en un lado del contenedor o pasan al otro lado segiin un momentum
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de referencia! Pp

si —oo<p< —Pyy

si. —Pyyv <p< —Prg

—Pr<p<0 (2.5b)
si 0<p<Pr

si Pr<p<oo

Vaer(p) = f-(Ipl) sen(p) + f1 (Ipl]) =

S = O = O
w0
=

donde
2f+(Ipl) = @(PR - !pl) + @(—PR + IpD F @(—Puv + Ip!), (2.5¢)

y Pyv es un corte ultravioleta en vista de que los materiales (dieléctricos) operan en rangos de

frecuencias especificos. La grafica de este potencial se encuentra en la fig. 2.2. La accién de este

‘/act (p)
. |
. a | o
—Pyv —Pr +Pr +Pyv

Figura 2.2: Potencial de activacién definido en (2.5b).

potencial de interaccion se aprecia en la evolucion en el espacio fase en la fig. 2.3a donde se muestran
dos particulas, p; empieza en el primer cuadrante con momentum positivo menor a Pr y sigue la
trayectoria azul, mientras que py empieza en el tercer cuadrante con momentum negativo mayor
a Ppr y sigue la trayectoria roja. Generalizando a un ensamble en la fig. 2.3b, p; representa una
coleccién de particulas independientes en el primer cuadrante con momentum positivo menor a
Ppr, por lo que al evolucionar el sistema se llenara el espacio fase correspondiente al intervalo
—zr, < x <0y |p| < |Pgr|, mientras que p2 representa una coleccién de particulas independientes
en el tercer cuadrante con momentum negativo mayor a Pg, por lo que al evolucionar el sistema se
llenard el espacio fase correspondiente al intervalo 0 < z < =y y |p| > |Pg|. Cabe mencionar que
tras el proceso de seleccién el sistema alcanza un equilibrio en el que cada compartimento posee

temperaturas T tales que

T (1pl > |Pal) > 71 (Ip] < | Pal),

por lo que V,et(p) separa efectivamente las particulas en dos zonas bien diferenciadas segiin su
momentum.? Este tipo de movimiento da lugar al flujo tipo uréboros en la fig. 2.4. Si bien el punto

de interseccién no es diferenciable, la dindmica respeta la 2.2 ley de Newton. Para visualizarlo

! Segiin esta definicién, para el caso p = Pr, las particulas quedan atrapadas del lado de la caja donde inici6
su movimiento, evitando asi que las particulas con ese momentum en particular queden rebotando indefinidamente
entre ambos lados.

2 Este formalismo no debe confundirse con los trinquetes cudnticos (ver por ejemplo[97, 98]), ya que carece de

términos ajustables dependientes del tiempo.
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Y
Koo (SREEEEEEEEEEE >
TR TRPTRPREPPLPRRPRERPERPRRYS SRLRTERTREPRERPRRPREPPERPRRPRY e +PR

: : P1 :

P ‘ol > ® - -
—k . ¥z
—xy, |: +xr

§mmmmmmemeana o P ¥

...................................... Ll — PR
P2 E E
{---<---9 {------ <------ ~
(a)
AP
RX-7°7°° oo b :
> %.... +Pg
P1 o—--—>—-——->§
_______ (_______:?r—i-l’L,
¢ ... —Pp

oo

(b)

Figura 2.3: Evolucién del espacio fase de a

) dos particulas y b) dos ensambles de

particulas, con la condicién de que la(s) particula(s) p; satisfaga(n) |p| < |Pr|, y la(s)

particula(s) ps satisfaga(n) |p| > |Pr|. El pot
segun el momentum de referencia, quedando

encial de activacién separa las particulas
dos zonas muy bien diferenciadas. Dado

el comportamiento del sistema, las temperaturas finales seran tales que 77 < Tb.
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supéngase una manguera intersecindose a si misma, cuidando que la unién del segmento recto sea
tangente al circulo; posteriormente mandese una canica hacia el interior por medio del segmento
recto hasta que ingrese al circuito cerrado. Nétese que en la bifurcacién sélo hay una opcién de
movimiento siempre que se siga la linea tangente y el sentido del movimiento. Ahora al revertir el
movimiento, siguiendo estrictamente la ley de velocidades tangentes al circulo —y en total acuerdo
con un flujo Hamiltoniano o Liouvilliano— surgen las siguientes interrogantes: ;Puede volver a
salir la canica del circuito? De ser asi jen cuantas vueltas en reversa lo logra? ;Olvidé el sistema

cuantas vueltas did en su interior? Y si se borré la memoria jes reversible este proceso?

AP

Figura 2.4: Dindmica en el espacio fase en donde existe un punto singular S en la
trayectoria sobre el cual no se puede establecer una condicién inicial, sin embargo, el

flujo de Liouville es valido.

2.1.1. Generalizacion cuantica

Al introducir un potencial en el Hamiltoniano que dependa del momentum en mecédnica cuantica es
necesario preservar la hermiticidad de la ecuacién de Schrédinger. Para ello, primero se promueve

Vint(z,p) en (2.5a) a un operador, i.e.
Vine(2,p) = Vine(&,9) = Vod(&) Vaer (D), (2.6)
que debe simetrizarse como
Ving == % (Vine + Vi) (2.7)

para obtener un operador Hermitiano.?

3 Nétese que la accién de Vaer (p) sobre una base completa de ondas planas es Vact () exp(ikz) = Vaer (k) exp(ikz),
donde Ve (k) es s6lo un nimero especificado por (2.5b).
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Proposicién (Ec. de Schrédinger con Ving). La simetrizacion promueve la ecuacion de Schrédinger

a

R g Vini(, —ihV) + V/ (2, —ihV)
“om ¥ Yt + >

U(z,t) = ihdy¥(x,t), (2.8a)
donde el producto interno de |z) con V|U) es

(x| Vaer(p)o(2)|T) = % (2 Cos(PRw/h) —1- eiiPUVx/h)\I/(O) (2.8b)

(]0(2)Vact(p)[¥) = VO(S /d — 1+ Pova'/h 9 cos(Pga’ /h)) (2). (2.8¢)

Demostracién (Ec. de Schrodinger con Vim). Insertando conjuntos completos en x y p, y utili-

zando las ondas planas

(z|p) = \/217716}{10 (;p:ﬂ> :

se tiene que
(@|Vacr(p)0(2)|¥) = /dx’/dp (@[ Vace(p) Ip) (pl2") (20 (2)| V)
1

ip(a—a') /1
— o [ 40" [ dpVaul D) S )

Pr pa/h
(2.85) dp e (0
27Th </PUV /(; > ( )

y al realizar la integral sobrante se llega al resultado. Procediendo similarmente con el otro término,

(210(2) Vi (5) [ 0) = / da’ / dp (2162 [p) | Vet ()|} (| ¥)
- 27rh/al:v'/de(wt(p)eip("’c 7x)/h\11(x’)

Pr -
(2. 5b) ‘/05 / </ / ) dpe—zpw /ﬁ‘l/(l‘/)
27Th Puy 0

donde a diferencia del caso anterior, la integral en x no se podrd evaluar. Nota: Para realizar las
integrales con Pyy — 00, se requlariza la integral de la forma V (p) — V(p) exp(—iepz) en el limite

cuando ¢ — 0. W

El objetivo es resolver (2.8) utilizando funciones de Green dependientes de la energia. Asimismo,
la dltima expresién de (2.8) reluce la no-localidad del demonio, lo cual es de esperar al tratarse de un
potencial que depende del momentum. Cabe mencionar que las eigenfunciones no son necesarias
para obtener la descomposicién espectral en forma cerrada. Las técnicas de solucién para esta

funcién de Green consisten en

e Método Analitico. Evaluacién analitica de la serie Born—Oppenheimer en todos sus términos.

Donde se arrojan coeficientes dependientes de la energia a todos los posibles érdenes.
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e Métodos Numéricos. Se emplean métodos de diagonalizacion de matrices de gran tamano
para la obtencién de la descomposicion espectral a través de eigenvectores y eigenvalores del

sistema de interés.

e Simulacién Numérica de la Dindamica. Dada la funcién de Green dependiente de la energia bas-
ta analizar la estructura de polos de dicha expresién para recuperar la dependencia armoénica
en el tiempo a través de la semi—transformada de Fourier de una funcién meromorfa conocida.

(A este método también se le puede asociar una transformada de Mellin.)

Siguiendo la esencia de Grosche and Steiner [76] y Moshinsky et al. [99] serfa posible encontrar
la funcién de Green para el problema en cuestién de forma analitica exacta. Y de esta forma relucir

los nuevos polos creados en la funcién de Green.

2.2. Funcion de Green

El anélisis que se llevard a cabo en este trabajo descansa en la utilizacion de una funcion Gpemonio

que resuelva el siguiente problema
<H + V(l‘,p) - E) GDemonio = 5(37 - CUI)7 (29)

donde V(z,p) estd dado por la interacciéon demoniaca en (2.8). Cabe recordar que una particula
con un potencial §(x) da lugar a una ecuacién con una fuente similar a la ecuacién de Lippmann—
Schwinger. Esto permite una soluciéon exacta para la funcién de Green dependiente de la energia
evaluando las integrales correspondientes en el primer término de la serie de Born. Nétese, sin
embargo, que cuando el potencial se ve afectado por una funcién de activaciéon dependiente del
momentum —por tanto, irreversible— la integral es similar pero autocontenida en las expresiones,

por lo que se debe resolver de forma autoconsistente los valores de la funcién.

2.2.1. Un teorema sobre las funciones de Green no-simétricas

Se sabe que las funciones de Green no son siempre simétricas, los casos en los que se recupera la
simetria espacial corresponden a hamiltonianos reales y a la reversibilidad temporal. Para ver esto,

se tiene el siguiente teorema elemental:

( )é( ) =1y G (ﬁ—E) =1, donde H es hermitiano
G | ) = lim, o+ (2] 5 |2’y = G(i)(az,x’;E). Entonces

Teorema. Sea G&E) una solucién de
|

(£)
y G&) en la base de posicion es (x r Eqm

(69 (@, " E))* - ¢H(!,z; E)).
Demostracion. En la base de posicion, GE) debe cumplir

(H(m, —10,) — E) GH(z,2'; E) = 6(z — &) (2.10a)

(H*(:U’, —10,1) — E) GH(z,2'; E) = 6(x — 2'). (2.10b)
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Tomando un hamiltoniano tal que H = HT, se sique que
G G,
o, expresado en la base de la posicion
(]G o) = (|G,
Obsérvese que el lado izquierdo se convierte en
(|G ') = ((«|GD))"

después de tomar la transpuesta conjugada. En consecuencia,

(G(i)(x'w; E))* =GP (2,2, ).

(2.10c)

(2.10d)

(2.10e)

(2.10f)

Por lo que la funcion de Green avanzada y retardada —para este caso— estan relacionadas con un

intercambio de indices y una conjugacion compleja. B

Corolario. G(i)(x,x'; E) es simétrica si y solo si el hamiltoniano es real.

Demostracién. =) Tomando un Hamiltoniano tal que H = H*, se sigue que

GH" =G (2.11a)
o0, expresado en la base de la posicion
(2| GH) |2y = (2| GP)|2). (2.11b)
Obsérvese que el lado izquierdo puede transformarse en
(@|(GE) N Ta!) = (2| (GH)Te!) = (@|(GP)]a!), (2.11c)
donde (2.10c) fue usado en el ultimo paso. Por consiguiente,
(@ (G o) = (2l GP), (2.11d)
Entonces, GF) (z,2'; E) es simétrica.
(< Supdngase que
GH(z, 2" E) = GH) (o' 1; E), (2.11e)
o, expresado en notacion de Dirac
(2|GB |2y = (2'|GH)|z). (2.11f)
Obsérvese que el lado derecho puede transformarse en
(@|(G*) |2) = (|GF ) = (2|GP" |2
donde (2.10c) fue usado en el paso intermedio. Por consiguiente,
(| GPa') = (@] G |2"). (2.11g)

Entonces, G = G(jF), y el hamiltoniano es real. B
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2.2.2. Funcién de Green para un potencial 6(z)

Para mayor claridad y exhaustividad del problema en cuestién (2.9), se incluye el procedimiento
para obtener la funcién de Green para el caso de un potencial tipo d(x), que no depende de la
energia sino sélo de la posicion; este resultado también puede encontrarse en Blinder [100], Grosche
and Steiner [76] y Moshinsky et al. [99] donde la funcién de Green se calcula tinicamente utilizando
el formalismo de los operadores de transiciéon para la ecuaciéon Lippmann—Schwinger mismos que

dan lugar a la serie de Born—-Oppenheimer.

Proposicién (Funcién de Green Gg). La ecuacion de Schridinger para un potencial 6(x) es
<H B+ %5(:@))(?5 =1, (2.12a)

con solucion
‘/OGO(:Ua 07 E)GO(Oa $/7 E)

"B = "'E
Gd(.’E,ﬂf, ) Go(l',iv ) ) 1 + ‘/()GO(()?O?E)

(2.12b)

Demostracién (Funcién de Green Gs). Multiplicando desde la izquierda con la funcion de Green

1D en el vacio (Gy) a (2.12a), y calculando en la base coordenada |x)
Gs(z, 2, E) + Vo(z|God (2)Gs|z') = Go(z, 2, E), (2.13a)
donde se ha utilizado que
(H - E) Go=1, & (x|Gole!) = Go(z, 2, E). (2.13b)
Insertando un conjunto completo continuo, se obtiene

Gyl 2, B) + Vi / " Go(w, 2", B)3(2")Go(a" 2/, E) = Go(z, o', ), 150
. C

o bien Gs(x, 2, E) + VoGo(x,0, E)G5(0,2', E) = Go(z, 2", E)
La expresion (2.13c) se evalia en x = 0, dando lugar a una ecuacion funcional cuya solucion es

Go(o ZL’/ E)
'"E)= — . 2.13d

Al introducir esta expresion en (2.13c), produce el resultado deseado. B

Proposicién (Funcién de Green 1D). La funcion de Green 1D en el vacio Go(x,2', E) es simple-

mente

GSEt(x,ZE/,E) _ 5 ih ez’|z—:c’|\/2mE/h2, (2.14)

2mE

y depende del valor absoluto de la diferencia de posiciones, que a comparacion de la funcion de

Green 38D, esta es finita en el origen.
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Demostracién (Funcién de Green 1D). De la definicion de la funcion de Green

h? 1
' E)= (g
Golz, &, B) @l =

/
2m ’:E >

— hQ/d]g’/dk/% ’k/><k/‘;’k//><k//‘ /> _ 1/dk/ eik/(m—m/)
T om € H— F —ie € = or k2 — 2mE /% — ic
1

ik (x—x")
= — dar c
27 74 (k' — v2mE/h —ie)(K + V2mE/h + ic)

(2.15a)

donde se redefinio € las veces que fue mecesario, mientras que la integral de linea se puede realizar

segun los dos contornos mostrados en la fig.2.5. El argumento de la exponencial se separa en dos

AS(K)

k' =V2mE/h + ie

k' = —V2mE/h — ie %(k/)

~

Figura 2.5: Contornos de integracién para la funcién de Green en el vacio; Git(z, 2/, F)

y G3¥(x,2', E) utilizan los contornos inferior y superior, respectivamente.

contribuciones

+iklz —2'| si z—2' >0
ik(z —2') = | | (2.15b)

—ik|lr — 2| s -2 <0

donde se observa que

lim el = iim e(im[k]:F%[k])'x_x/‘:O. (2.15¢)
S[k]—Eo0 Slk]—too

Por otro lado, del argumento de la parte temporal de la funcion de onda

—iBt = —i(R[E] +iS[E]))t = (FiR[E] £ S[E])|¢] si £¢>0.. FS[E] > 0. (2.15d)
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Regresando al cdlculo de Go(z, ', E)
e+ik’|x—m/|

k' — 2mE/h—ie)(K + V2mE /h + ie)

d

Gola, o', E) = W%dk’(

—ik!|z—x

9($/—$) / €
+ %fdk (K —2mE/h — i€) (k' +/2mE /h + i€)

20 5 ;h = ((9(.7) _ x/)ei\x—x'|\/2mE/h2 + 9(1" _ x>ei|x—x’|\/2mE/f12>’
m Ve

(2.15¢)

t<0 t>0

donde el casot >0 yt < 0 corresponde a Getardada(g o' E) y Ggran=ade(y o/ ), respectivamente.
|

De esta forma, destacan las siguiente propiedades de la funcién de Green para el potencial §(z):
e Se ha roto la dependencia con |z — 2/|.
e Conserva la simetria de intercambio z > .

2V2mE

e Tiene un nuevo polo en Vp = — =%

e Para V) < 0 se tienen estados decrecientes y para V > 0 estados prohibidos (anti-ligados).

2.2.3. Funcién de Green con potencial de activacién

Bajo la inspiracién de la metodologia para resolver la particula en una caja con un potencial (),

se procede a introducir la dependencia con el momentum.

Proposicién (Funcién de Green G,). La ecuacion en forma de operador para Vine €5
(ﬁ —E+V($)i) + 5(@)1/(15))6:13 ~1, (2.16a)

con solucion

Go(.%‘, 0, E)Go(o, J}I, E)Q3(E>
1+ P5(0, E) — Go(0,0, E)Q3(E)

Golz,0, BYRy (2!, E) (1 + P30, E))

GP($ax/> E) = GO(x7lja E) +

T 1L B0, B) — Go(0,0, B)O3(E) (2.16b)
Py(z, E) (GO(O, 2!, E) — Go(0,0, E)Ry (2, E))
B 1+ P5(0, E) — Go(0,0, E)Q3(E) ’
en donde
P E) = / oV (2)Golx, ', B),  Pylx, E) = / dy Go(,y, )V (—y), (2.16¢)

Ql(E):/da:/dyﬁ(a;)eo(a;,y,E)V(—y), QQ(E):/da;f/(x)Go(x,o,E), (2.16d)

)y 1@ E) _ @u(E)
Rl(m,E)_m, & Qs(E)_m. (2.16¢)
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Demostracién (Funcién de Green G,). Procediendo de forma similar al caso con un potencial

d(z), al integrar (2.16a) se obtiene la ecuacion integral

Gp(z,2', E) = Go(x,2', F) — /dy Go(z,y, E)o(y)V (p)Gp(y, 2, E)
(2.17a)

- / dy Go(z.y, EYV (9)8(y)Gyly. ', E),

donde el operador p indica la dependencia del momentum y se entiende como —ihd,. Antes de la

evaluacion de la expresion anterior, se inserta otro conjunto completo en cada integral de la forma
(yl6(2)V (p)Gpla’) = /dy’ {yls(@)V D)y (' |Gpla’)

= [y B2 [apero v Gy ) (27b)

= 5(y)/dy"N/(y')Gp(y’,x',E%

donde se introdujo un conjunto completo de ondas planas en la sequnda linea, y

VW) =5 [ e V) (2.170)

es la transformada de Fourier del potencial; mientras que para la sequnda integral

IV (9)8(2)Cpla’) = /dy’ (yIV(B)s(@)ly )y |Gypla")

oy’ - ,
— /dy';yﬂ)/dpelp(yy)V(p)Gp(y’,x',E)

V(-9 [ d 8)Goly' ', )
= V(=9)Gy(0,2', E).
La sustitucion de (2.17b) y (2.17d) en (2.17a), conduce a

(2.17d)

Gy(x,2', E) = Go(z,2', E) — Go(x,0, F) / dy' V(i \Gp(y', 2, E)
B (2.17¢)
- [ dyGolar.y BV (~)Gy(0.. ).

Para obtener Gp(x, 2, E), primero se multiplica la dltima expresion por ‘7(33) y se integra sobre x,
/dw v(x)Gp(@m’,E) = /d:c V(2)Go(z,2', E)
—/dw?(as)Go(x,O,E)/dy’?(y')GP(y’,x',E) (2.17f)

- [ V@) [ dyGole.y BV ()G, (04", ),

y reconociendo que la integral del lado izquierdo es la misma que la del 22 término del lado derecho

—con otra variable de integracion— se obtiene la relacion

Pi(2/,E) — Q1(E)Gp(0,2', E)
14+ Q2(FE) ’

/ dy' V(y)Gyly, ', B) = (2.17g)
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donde Py (2, E), Py(z, E), Q1(E) y Q2(FE) son las integrales en (2.16¢) y (2.16d). Sustituyendo

de nuevo la ecuacion anterior en Gp(x, ', E) dada por (2.17a), se obtiene la siguiente ecuacion

funcional

Pl(xla E) - QI(E)GP(O7x/7E)
14+ Q2(E)

Gp(z,2',E) = Go(z,2', E) — Py(z, E)Gp(0,2', E) — Go(z,0, E)
(2.17h)

FEsta tiltima ecuacion no es todavia una formula cerrada pues depende de nuevo de G,. Evaluando

en x = 0 se obtiene la ecuacion funcional reducida

Pl(.%'/, E) — Ql(E)Gp(O,IBI, E)
1+ Q2(E) 7
(2.171)

Gp<o,$/,E) = Go(O,a:’, E) — PQ(O, E)Gp(o,a:’,E) — Go(o, 0, E)

que se puede resolver para G,(0,z', E), obteniéndose

GO(O,a;’, E) - Go(O, 0, E)Rl(a;’, E)
1+ PQ(OvE) - G0(07O7E)Q3(E) ,

G,(0,2', F) = (2.17j)
donde Ry (2", E) y Q3(E) son las integrales en (2.16e). La ultima ecuacion se sustituye finalmente

en Gp(z,2', E), para obtener su expresion final en términos de Go(x,z', E). B

Nétese que (2.16b) puede dividirse en contribuciones simétricas y antisimétricas, donde estas
dltimas estdn asociadas a la irreversibilidad, como se vio en el teorema, de la seccién 2.2.1. Asimismo,
las integrales en (2.16b) se pueden hacer en términos de funciones seno—integrales (ver por ejemplo
§ 8.23 de Gradshteyn and Ryzhik [101] o § II.5 de Prudnikov et al. [102]), utilizando ademas la

transformada de Fourier del potencial descrito en la fig. 2.2, como se vera préximamente.
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Capitulo 3
Aplicacién a particulas en una caja

Ahora se presenta la especializacién del problema en el caso de que las particulas estén en una
caja, empleando condiciones de frontera de Dirichlet en los bordes; ademads, las energias son bien
conocidas para el problema no perturbado. Primero se aplica la nueva funcién de Green al caso
perturbado dentro de una caja, dando la forma explicita de su descomposicion espectral, y luego se
analiza su estructura meromoérfica para encontrar sus polos. Posteriormente, se tiene el problema
de la evolucién donde se necesita una definicion adecuada de entropia que dé cuenta de la aparicién
del desorden en el espacio energético, por lo que se sugiere una entropia dependiente de la base, e.g.
entropia de Shannon. Después, se aborda el problema explicito de la evolucién numérica mediante
la descomposicion espectral en un espacio discretizado. Las evaluaciones numéricas eficientes se
consiguen mejor si dicha discretizacién se restringe a una region en la que la relacién de disper-
sién estd bien aproximada por una parabola. Por lo tanto, se incluye un andlisis de la relacién
de dispersiéon en la versién espacialmente discretizada del problema. Por ultimo, se construyen
condiciones iniciales especificas que son completamente simétricas y se analiza como el paquete
de ondas se propaga dentro de la caja de forma asimétrica. La razén es obviamente la simetria
espacial rota inherente al problema, es decir, + — —x, p — —p cambia la forma del Hamiltoniano,
yva que tanto la simetria bajo inversidon espacial como temporal estan ausentes. Luego se anade
una definicién especial de temperatura (o pardmetro [ efectivo). Con ello se pueden analizar otros
tipos de distribuciones que evolucionan en el tiempo. En esta parte, es importante mostrar cémo
la entropia puede efectivamente disminuir en funcién del tiempo, resultando en un tipo especial de

orden producido por el potencial Maxwelliano irreversible.

3.1. Funcion de Green en una caja

La funcién de Green expresada en términos de su eigensistema es simplemente
p(x)¢" ()
G(z,2',E) = 3.1
(o, B) = 3 ST (3.12)

23
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donde en este caso se usan las eigenfunciones

9 1
b = \/;sin Kn®, cON Ky = %, y eigenenergias E, = iﬁzﬁi. (3.1b)

Desplazando la caja al intervalo [—L/2, L/2], la funcién de Green en una caja' es

2 Z sin(kom) sin(Kama’) N 2 Z cos(Kam—17) COS(H2m71$/)‘

C /
E)==

= (3.2)
m=1 m=1

Esta ltima expresion esta lista para usarse en el calculo explicito de la funcién de Green. En el

caso del potencial tipo delta en la ec.(2.12b), se tiene que

/ /
G§($,$/,E) _ 2 Z <sm KonT Sln](;gna:) n Cos(/ignE;x)lccis(ggnla: ))
_

% coa(ﬁ;zn,lx) Z cos(kam—12")
L? = B —E = Ean1—E

2Vo 1
14 22° - -
T ;Egnl—E

Proposicién (G, en una caja). El caso del potencial demoniaco en (2.16b) admite la siguiente

(3.3)

simplificacion para el caso de una caja

Plc(xa E)G(?(O¢$/7E) B G()C(xv 07 E)Plo(xl?E)

GY(z,2',E) = G{(z,2',E)+

’ 1 - G§(0,0, B)QL(E) (3.48)
| G20, B)GE(, ', B)QL(B) — PC(a, B)GE(0,0, B)PE(. B) |
1-G§(0,0, E)QT(E) ’
con
Si(¢y) —Sl f ) = Si(nm) .
c /
P2 E I Z —% sin(kanx') (3.4b)
N _3 [[a/i}]_l Sin(/{/anﬂ) B li Sil’l(l{2n$) + 1 (]- + 26) . ( ) (3 4 )
L\ & By B 28 By B 2By B e [ AR
2
o(B) = 9 (Sl(§+) - Si(¢-) - Sl(mr)) 5.4d)
1 w2l o E2n - F
1 [ 1 1
T 2L (Z Fon—E  Eapa/m] — E> ’ (3.4¢)
n=1
donde Si(x) es la funcion Seno—Integral y
L
§x = (Pr*kon) 5 (3.4f)

5
! Esta funcién se puede poner en términos de la funcién theta de Jacobi, como se indica en Grosche and Steiner
[76].
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Demostracién (G, en una caja). Usando (2.16b), con la funcion de Green libre en una caja

G§(z,2' E)
G§(z,0, E)PE(2', E)

Gf(x,af’,E) = G{(z,2,E) -

1+ QY(E)
c ’ _ Gf(0,0,E)PP(',E)
<GOC(‘T’ O) E)Qlc(E) o P2C($ E)) GO (07 x ’E) 1+Q2C(E)
1 S(E ’ C GE(0,0,E)Qf(E)
+ Q3 (E) 1+ PS(0, B) - Q80D

Los términos a obtener son:

a) La transformada de Fourier V (y)

(3.5a)

~ 1 , . 1 —Pr Pr A e 1
Vo= gz [are vty =g ([ T [ aner s 2 1 vcos ).

29y
(3.5b)
b) Integral PC (', E)
o L/2 _ o / 9 L/2 (1 — 2cos PR:U)
P (2 FE) = dz V(z)Gy (z,2', E) = — dx , X
—L/2 LimJ-rp i (3.5¢)
y sin(konx) sin(konz’)  cos(kap—12) cos(kop—12")
Eoyp — E Eop1—F
Para realizar la integral anterior, nétese que
L)2 : -
/ e G B G T CO NP (3.5d)
—L/2 T T
2/L/2 dx cos(Pgrx) cos(kap—11) _ /L/2 i cos(Pg + Kap—1) N cos(Pr — Kap—1) _o,
—L/2 T —L/2 x x
(3.5e)
L/2 L/2 in(P n in(Pr — Kan
2/ da:lcos(PRx) sin(ipn) :/ dx sm( R T K2 ):E B sm( R — K2 )x
~-L/2 T —L/2 x x (3.5f)
- 2Si<§+) - 281(5,).
c) Integral QY(E)
L2 L2 _ L2
o) = [ wie [ e ey = [ pP.E)
—L/2 —L/2 —L/2
1 2 Ljz (2 cos Pry — 1) Si(&4) — Si(é-) — Si(nm)
=5 / dy sin(kz2ny)
2imamL =L Y By, — FE

2 (Siles) —si(e) - Si(mr)>2
L Bop— E

n=1
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d) Integral P{(z, )

2 cos Pry — 1)
PP(x,E) = /dyGOC(x,y, E) = Z/
" inL
(3.5h)
" sin(kopx) sin(K2,y) N cos(kap—17) cos(ngn,ly)
E2n —F E2n—l —F '
Entonces
5 — Sl &) —Si(nm) . .
PP(z, E) Z_: ha ( )E ( )sm(mgna?) = —PC(x, E). (3.51)
e) Integral QS (E)
Q5(E) = PF(0, E) = Py(0,E) = 0. (3.5))
f) Green libre evaluada
GC(2.0,F) = zzw & GE0.4' F) zzw (3.5K)
’ Ln:l E2n1_E’ ‘ L n—1 E2n 1_E' '

Asimismo, dado el comportamiento de la funcion Si, se puede hacer la siguiente aproximacion. Se

escribe el argumento de la forma
Si(nm + a) — Si(nm — a) = Si(«(n + [a/7]) + 7€) — Si(7(n — [a/7]) — 7e) (3.51)

en donde [a/7] representa la parte entera y € la parte fraccionaria de a/w. Expandiendo alrededor
de e =0,

Si(mr—}—a) —Si(mr—a) NSI n—!—[[a/ﬂ']] ( (n—[[a/ﬂ]]))
(sm n+ [[a/ﬂ]])) sin(m(n — [[a/rr]])))

n + [[a/ﬂ]] * (n — [[a/w]]) (3.5m)

= T~ T0(n — [o/x]) + 20 (Io/m] ~n) + 7€d

(Nota: Dada la funcion original, la funcion escaldn es cero para el caso n = [a/w].) De esta forma,

se tiene que

T 0
i Si(§+) _ Si(f_) B i 3 5@(71 - [[a/ﬂ]]) + 5@([[@/7r]] — n) + € O, [a /]
n=1 EQ” - B a n=1 EQn - F
la/m]-1 00
- s 1 + 26 [[a/ﬂ]] 3.5
n=1 n=1
il R T (1+ 2e)

Eo—E ' 2By — E
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e Si(mr) T 1 .

n—1 2n

Mientras que

[\

2 2
00 <Sl (&) — 81(5 ) — Si(mr)) o0 %@(n — [a/7]) + 7rZ@([[ab/ﬁ]] —n) + 772625717[[,1/”]]
g - L B ; E2n - F
2 & 72 > 1_46 n[[a/ﬂ]
S vy oyl 2
2 1

1
IS
M8
&

m—E 4 Eopm) — E’

3
Il
fa

(3.50)
en donde se quitd € de la ultima expresion. B

En (3.4a) la identificacién de la parte simétrica y antisimétrica de la funcién de Green es direc-
ta. Nétese que los términos que contribuyen a la parte antisimétrica provienen de la perturbacion
Maxwelliana, ya que el primer y tercer término son manifiestamente simétricos. Por otro lado, el
objetivo de la aproximacién en PC(2/, E) y Q¥ (E) es destacar los términos que dependen fuerte-
mente de la energia de referencia. La estructura de polos del término antisimétrico completo puede

ser muy intrincada, segin la ecuacion trascendental
1-Gg(0,0,E)QY(E) =0, (3.6a)
donde (ver apéndice A)

tan(LV2E/2h) 0c(m) - L (1 _ Leot(LV2E/2h) 1 )
W2E ! 2L \ 2F 2h/2F Eofajr] — E
(3.6b)
y claramente Eyp,/-] no es un cero de (3.6a), ya que el producto G§(0,0, E)QY(E) tenderia a

G§(0,0,F) =

infinito si E' — Fjy[, /). Sin embargo, se observa que el numerador
PP(z, E)GG (0,2, B) — Gg (,0, BE)P{(2/, E) (3.7)
todavia contiene los polos de GY'; mientras que el nuevo término PlC (z, E), proporcional a

sin(Kofa/x) %)/ (Eofa/x] — E), (3.8)

que en general (si x # z’) no desaparece, contribuye a un nuevo polo situado en E3[a/x]- En resumen,
la antisimetria bajo el intercambio z <+ 2’ tanto en soluciones estacionarias como en las soluciones
estacionarias y dependientes del tiempo proviene principalmente de la inversién arménica de (3.7)

bajo la aproximacién

x Sin(’%%a/ﬂ']]x)Gg (1'/, 0, E) - Gg(07 x, E) Sin(’%Zﬂa/ﬂ']]xl)
Eafa/m) — B

cuyo polo produce exp(—iEQ[[a /]t /h) en la descomposicién espectral de la funcién de onda.




28 3.2. Descomposicion espacial y espectral

3.2. Descomposicion espacial y espectral

Para realizar la emulacién se procede a discretizar el espacio para resolver la ecuacién de eigenvalores
para el Hamiltoniano en una red. Esto permite tratar el problema como una representacién matricial
sobre una base de funciones puntuales. Antes de resolver el caso con el potencial demoniaco, la
metodologia con el caso libre cuya ec. de Schrédinger 1D es

h2

_%agw(x) = EV(z). (3.9)

Al discretizar el sistema, la segunda derivada se puede expresar como una matriz tridiagonal infinita,

por lo que el término 92V (z) queda como?
T
Ti—1 1 —2 1 \I/Z,1
, TV +T — 21
(2|2|0) = = | = 1 -2 1 Ui | = (@),
Ti+1 1 —2 1 \Ili-i-l
(3.10a)

donde a es el pardmetro de escala y los operadores de traslacién T & T son tales que
TT' =1 &  (z|T|¥) = (z — a| ). (3.10b)

De esta forma, la ec. de Schrédinger se reescribe como

5 (T+TT—2]I>\\I/> — E|D). (3.11)

Tomando el producto interno con |z), se llega a una ecuacién en diferencias finitas

o t_ ) _
) s (e (T + 7T 20) |0 = (2| E|W) .
= R (\Il(x —a)+¥(x+a)— 2\11(37)) = EV(x),
con solucién general
. h2
U(x) = e*y(z), y energlas Ej = o (1 — coska). (3.12b)

En el caso de estar en una caja, con soluciones del tipo W(z) = Asin kz + B cos kx con condiciones
de frontera ¥(0) = 0 = W(L), se tienen las energias de caja
2 mra)

K
ES = (1 ~cos T8
k ma2 COS 7

2 Esta relacién es ansloga a tomar la diferencia finita de la derivada de una funcién, i.e.

O O NP (CRTO 1/ R ()

a a?

(3.13)

Oz f ()
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3.2.1. Calculo de las energias con el potencial de activacion

Dado que el tratamiento es equivalente a un modelo de amarre fuerte en un cristal es aconsejable
utilizar la primera zona de Brillouin para calcular las energias. De este modo, el potencial de
activacion en (2.5b) serd distinto de cero en los intervalos [—kp, —kg| v [0, kg|, resultando las zonas
de accién del potencial Maxwelliano segtin el momento de referencia Pr <> k. Esto se puede ver en
el gréfico de la fig. 3.1. Sin embargo, es necesario trabajar en el régimen energético cuasi-parabdlico
que estd por debajo del punto de Dirac (wp, ver por ejemplo Hernandez et al. [103]), obteniendo la
grafica superior, una parabola con regiones donde actiia el potencial Maxwelliano. Cabe destacar
que la region del potencial para p < —Pgr no estd acotada por arriba como en la grafica inferior.

Por conveniencia se trabajara con una base de vectores cuyo indice n indique la posicién en la red,
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Figura 3.1: Energias en un modelo de amarre fuerte en un cristal, las zonas coloreadas representan el potencial
de activacién en (2.5b) con el momento de referencia Pr +» kg. Ademds, utilizando el régimen energético
cuasi-parabdlico por debajo del punto de Dirac (wp), se obtiene el grafico superior.
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de modo que
1 ™

Tln) = |n+1), donde In) = —
V7 i —

dr|k)e ™, (3.14a)

y |k) que representa el cuasi-momento en la red

1 KM
k) = Ner- Zn:e n), (3.14b)

y se cumplen las siguientes relaciones
(K'|k) = 0(k — K), (n'|n) = b, 1= In)(n| = / dr| k) (r|. (3.14c)

Por lo tanto, la accién del Hamiltoniano sobre una onda plana

1 )
<7’L|/€>:m€ , (3.15)

ya no se limita a la parte no perturbada mas el defecto en el origen, en su lugar se tiene un efecto
no-local que se puede obtener directamente calculando los elementos de la matriz en el sitio n. El
Hamiltoniano con potencial de activacién discretizado es

2

—5— (T + 7t - 2]1) + Vint (BB, 1), (3.16a)

donde Vi el potencial de interaccién dependiente del cuasi-momento de Bloch (pp)
2Vine(PB, ) = Vact(PB)VB(7) + h.c., (3.16b)
y a su vez, Vg(n) es el potencial de barrera
VB(n) = Vo 040, (3.16¢)

que cumplen

Vact(0B)|K) = Vact (K)|K), & nln)y = nin). (3.17)
Cabe resaltar que en el caso continuo, las unidades de Vg son de energia por longitud por la presencia
de la delta de Dirac; mientras que en el caso discreto, la delta de Kronecker no tiene unidades.
Proposicién (Ec. de Schrodinger en amarre fuerte). La ec. de Schridinger en una red de cuasi-

momento |k) y base de posicion |n) es

h? Vo

(n|H|k) = ~ 5 (n|(T +TT - 2I)|x) + 5( |(Vact(pB)6i,0 + 04,0 Vact(PB)) | K), (3.18a)
donde ,
(n| (T . 211) k) = —2(1 — cos ,{) NS (3.18b)
(0] Vaet(B5) B o 18) = W (2cos(pn) 1 e7on), (3.18¢)
~ 571,0 einn, K n/
(n]64,0Vact(PB)|K) = — Z Simrd E@ cos(kpn') — 1 —€"P ) (3.18d)
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Demostracién (Ec. de Schrodinger en amarre fuerte). Utilizando las ondas planas (3.15), para el

primer término se tiene

6m(n—l) + ein(n—i—l) — 9¢lkn

V2r

(n| (T+TT - 211)|/<> = (n — 1|k) + (n+ 1|x) — 2(n|x) =
Para el sequndo término se insertan conjuntos completos n' y K

(n|Vact(p)di0lK) /d% (n[Vac(pp)|£") (K[} ('] 67,0 )

) ik’ (n—n')

—KR
: d/{ Vac ) = dli’ ei“/”,
271' 21 / oK o </ /0 >

y se procede similarmente con el tercer término

(1) 64,0 Vaet(p Z/dli

/( / ) 7K:R 1 e |

= d ac —ii(n'=n) d —ir'n’
ZQW \/27T/7r K Vact{1)e ~ 27F V2r (/ /0 > e

Finalmente al resolver las integrales se llega al resultado. Notese que en el segundo término sélo

W ) (0 [Vac(Ps)|5)

un sumando es diferente de cero, mientras que en el tercer término la suma sobre n' persiste. B

Corolario (Diagonalizacién numérica). La diagonalizacion numérica del Hamiltoniano se logra

utilizando la base discreta |n), de tanto sitios como frecuencias de oscilacion sean mecesarios, a

saber
h? Ve 0,/ _
<n|H|n,> = _W(én_lvn/ — 25n,’n’ + 5n+1m/) + ?0 : ﬁ(2 COS(K/RTL) - 1 - ¢ ZﬁDn) (3 19 )
dva
Vb 5n 0 / ] !
_ Yo %m0 (g _ 1 _ pkDm )
5 i ( COS(FLR’H ) (&

Asimismo, la evaluacion de las integrales correspondientes an =0 =n' (el elemento central donde
reside el demonio) muestra que el potencial es finito en un entorno discretizado y su intensidad Vp

puede ajustarse a voluntad, i.e.

h? Vo kD

Finalmente, la funcién de onda ¥(t) en el sitio n es

(n|W,t) = exp(—itEm/h) (n|m, Em)(m, Enm|¥o) (3.20a)

donde E,, son los eigenvalores del problema, (n|m, E,,) son las funciones estacionarias, i.e. los
eigenvectores, mientras que (m, E,,|¥p) es la superposicién (integral) de la condicién inicial con la

base, e.g.

(m, B |Po) = Z(m, Ep|n)(n'[¥y), con condicién inicial —(n'|¥y). (3.20b)

n/
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3.3. Entropia de Shannon

La entropia es fundamental en la resolucién de la aparente paradoja, ya que permite el anélisis de
la evolucion asimétrica en la medida en que se busca un efecto dindmico de ordenacién aparente,
en lugar de un efecto de medicién y colapso cudntico (que de hecho contendria una irreversibilidad
espuria). La entropia de von—Neumann o,y estd asociada a distribuciones de probabilidad sobre
estados cudnticos en el espacio de Hilbert (ver por ejemplo Wehrl [104]), asimismo, el ensamble en
cuestién se entiende como un sistema cerrado de particulas independientes, por lo que se puede
tratar como sistemas de particula individual donde la matriz de densidad seria el producto de

estados puros, i.e.
Oy = —tr[ﬁlogﬁ] =0 si ﬁidiag<0,--- J 1 ,O), (3.21)

implicando que la ec. de von—Neumann sin fuente no captura el fenémeno de irreversibilidad. Dicho
esto, se requiere una nociéon de entropia que describa el desorden con respecto a la base de una
observable donde el demonio opera —momentum o energia, por ejemplo—. Por lo que para este

caso se utiliza la base de energia y la funcién entrépica de Shannon

Osp — — Z Om 10g 0m, (3'223)
m

donde las probabilidades g, vendran dadas por la superposicién (integral) de la funcién de onda

con la base del problema libre (m, Eﬁg)|n’ ) (eigenvectores conjugados), i.e.

2
om = |(m, EQ10,1)|* = |3 (m, EQ ) (0|, 1) . (3.22b)

n/

Asimismo, la entropia total del sistema debe estimarse por separado, ya que la entropia de Shannon
se aplica sélo a las particulas del interior del contenedor, pero no contempla la reaccion del potencial
V(z,p), cuyos grados internos de libertad no estdn dindmicamente involucrados.? Para ello, se
estima el trabajo realizado por el potencial sobre la onda atrapada y viceversa. Ademas, utilizando
el principio de extensividad se puede encontrar una cota inferior para la entropia total del sistema

St como la combinacién lineal de la entropia de la particula S, mds la entropia del potencial

?
Maxwelliano Sq, i.e. AS; = AS, + ASq > 0 con AS, <0 ya que la entropia de las particulas debe
disminuir. Ademads, se puede encontrar un limite inferior para el cambio de entropia del potencial

Maxwelliano en términos del trabajo realizado por el potencial como

_[0Q AQ 1 B
AS; > AS}, + (const.)AV, (3.24)

entonces, al tener en cuenta el trabajo realizado por el potencial Maxwelliano su contribucién debe

compensar la reduccién parcial de entropia.

3 Cabe mencionar que es posible definir una entropfa promedio para un sistema que no esté en equilibrio [105].
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Proposicion. Sea un contenedor de volumen v con n moles de un gas monoatémico a temperatura
T. Después de un proceso de ordenamiento (demonio de Mazwell), el contenedor queda dividido

por mitad en compartimento derecho (R) e izquierdo (L), por lo que el cambio de entropia
AS, x =B (Ur+ Upr)log?2 (3.25)
donde B es la inversa de la temperatura y Ug 1, la energia interna lateral correspondiente.

Demostracién. Tipicamente, el cambio de entropia para un proceso A — B con gases ideales se

plantea como (ver por ejemplo [106])

Tg
AS =nCylog <T ) + nR log < B) . (3.26a)
A vA

Sin embargo, como este proceso es a temperatura constante, la ecuacion asi planteada concluye
que el proceso es reversible. Empero en las capacidades del demonio estd el diferenciar al gas ideal
segun un momento de referencia, por lo que éste serd capaz de ver dos especies de gas en distinta
proporcion (lldmense ny ) ademds de la consabida distribucion de Mazwell-Boltzmann, quedando

la entropia inicial s; como

Si = NpSopr +N5Sp L + NrR1og <U> +n,Rlog <U> (3.26b)
Ng n,

donde se uso la ec. de estado del gas ideal Pv = nRT, y las constantes sobrantes se absorbieron

en sg. Mientras que al término del proceso de ordenamiento la entropia en cada compartimento es

2 2
Sg = NgSer +NrRlog (U/> , & sp=mnys,,+n,Rlog (U/ ) . (3.26¢)
nR nL
Por lo que el cambio de entropia
AS, =sp+ s, — 8 =—(ng+n;)Rlog2. (3.26d)

Finalmente, al usar que la energia interna U x Pv = nRT, se llega al resultado en término de las

energias laterales Ug 1. W

3.4. Analisis dinamico de condiciones iniciales simétricas

El anédlogo de Shannon de una distribucién térmica de Boltzmann (entendida como la superposicién
del nimero de particulas en los estados foténicos, ver por ejemplo Schleich [107]) puede utilizarse
como una condicion inicial adecuada para los estados de caja. La idea es controlar la evolucién de

dicho estado y su posterior ordenacién. Entonces se tiene

AGCED ix exp( q - 1)) sin W, (3.27a)
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Figura 3.2: Evolucién del demonio con 2N + 1 = 249 sitios, momento de referencia kg = 7/4, temperatura
B = 1/100, e intensidad Ty = 1/10. a) Perfil de la funcién de onda inicial (¢ = 0), b) entropia donde se
observa una disminucién de ésta en 7(x1073) ~ 2 0 12, ¢) probabilidades laterales y d) energfa interna media,
para la parte izquierda (L, linea roja) o derecha (R, linea azul) del contenedor, e) energia potencial media
que contribuye significativamente al balance energético, los valores negativos implican trabajo realizado por
la onda sobre el potencial Maxwelliano, ademds, la linea azul indica la media temporal en el tiempo 7.
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donde n es el lugar tal que —N < n < N (el potencial Maxwelliano estd en n = 0), Npax = 2N +1
es el nimero maximo de estados de caja g que tienen sentido en un sistema discretizado, y 5 es un
parametro de orden que corresponderia a

0 s 2 h2
kT’ 2mL?

en termodindmica. Esta probabilidad se traslapa (integral) con las componentes de los vectores

B

con Ep= (3.27b)

propios (conjugados) N " de (3.19a)

2N+1
Ve (Bm) = Y (B (3.27¢)
n=1
obteniendo la funcién de onda en el tiempo reescalado 7 (= ht/2ma? [adim])
2N+1
Up(B,n,7)= Z exp(—iT Em> \IIOB(B,m)V,gf), (3.27d)
m=1

donde Z (= 2ma?E/h? [adim]) son las eigenenergias reescaladas de (3.19a).

En este caso, el tamano del sistema es 2N 41 = 249 sitios, con el parametro de escala a = L/2N,
la intensidad del potencial reescalado es Yo = 15 (=ma®Vy/h? [adim]), el momento de referencia
es kg = /4 & B = 1/100. Dada la funcién de onda inicial en la fig. 3.2a, la evolucién de la
entropia se muestra en la fig. 3.2b. Para tiempos relativamente cortos 7(x1073) ~ 2, se aprecia
una disminucién de la entropia de Shannon (3.22a). Luego, entre 7(x1073) ~ 3 y 9 la entropia
aumenta, lo que se explica por la expansién natural de la onda en cada compartimento, para volver
a disminuir en 7(x1073) ~ 12.

En la fig. 3.2¢ se observan asimetrias inducidas a medida que transcurre el tiempo, con efectos
més drésticos que ocurren alrededor de 7(x1073) ~ 8.5 donde la diferencia entre las probabilidades
(ocupacién) izquierda y derecha es grande, ademds nétese que el efecto es recurrente para tiempos
mayores. Asimismo, la entropia tiene un minimo cuando la probabilidad tiene una tasa de cambio
maxima con respecto al tiempo, lo que implica que el potencial Maxwelliano opera alcanzando un
régimen cuasi estacionario, en el que no hay intercambio de densidades pero si aumento entrépico.

En la fig. 3.2d se muestran los promedios laterales de la energia total en funcién del tiempo,
donde se hallan asimetrias en ambos compartimentos. Inicialmente, la onda térmica estd sesgada
hacia la derecha, luego entre 7(x1073) = 0 y 5 hay un régimen de expansién donde hay terma-
lizacién. Para 7(x1073) > 5 entra en juego la accién del potencial Maxwelliano y las ondas se
segregan de nuevo. Estas curvas se comparan con las de la fig. 3.2e, donde efectivamente la energia
potencial media se vuelve negativa para 7(x1073) > 5, indicando que las particulas ejercen trabajo
sobre el potencial Maxwelliano (véase un minimo global de (V) en 7(x1073) ~ 9. De esta forma
se concluye que el dispositivo funciona correctamente hasta que la expansion de onda permite una
interacciéon importante con V en 7(x1073) = 5 y después. Para tiempos muy grandes, se observa
un régimen con un comportamiento de colapso y resurgimiento ruidoso.

En la fig. 3.3 se muestra un grafico de densidad para (3.27d). El efecto Talbot induce un tiempo
de recurrencia en la coordenada cuasi-temporal que obligara al sistema a repetir su comporta-

miento. En este caso, Trapot =~ 10(><103), y para T < Tralbot hay una asimetria que muestra el
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Figura 3.3: Evolucién de un paquete de ondas tipo Boltzmann en el intervalo —124 < n < 124 (eje horizontal)
en 7 = 0 (eje vertical), interactuando con un potencial Maxwelliano situado en n = 0. La coloracién
muestra la densidad de probabilidad, mostrando que para 5 < 7(x1073) < 10 el paquete de ondas est4
predominantemente en el lado derecho.
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trabajo eficiente del potencial Maxwelliano, y posteriormente el comportamiento se invierte entre
los compartimentos de la caja.

Por otro lado, la fig. 3.4 muestra un grafico comparativo de entropias variando el valor de la
temperatura. Se encuentra que los valores 1/2 > § > 1/200 producen fluctuaciones significati-
vas para una intensidad potencial Ty = %. Cabe destacar que para valores mas altos de Yy, el
comportamiento general se desplaza hacia valores mas grandes de beta. Para temperaturas muy
altas, un sistema altamente desordenado en la base energética tiene tendencia a fluctuar alrededor
de su valor entrépico original (comportamientos cuasi-estacionarios), esto implica que el efecto no
es fuerte en estos casos. Se ha encontrado, a través de estos resultados numéricos, que el papel
desempeniado por kg es parcialmente decisivo en la creacion de asimetrias de caja en la evolucion
ya que la intensidad Ty también es importante para valores pequenos de beta. Sin embargo, se
debe subrayar que Yy no puede tomarse como infinito, ya que todas las ondas quedan atrapadas

en tal caso.

w10 2 0.5 e 0.01 1% 107%
w1 w01 ol 1x1072 1% 10°5

B e R

124, kg=11/4. Yo=1/10)

(N

7 (x10%) [adim]

Figura 3.4: Grafico comparativo de entropias al variar el valor de la temperatura j3.

Otro sistema de interés es el que es uniforme, es decir, \I/[I) = 1, por lo que la probabilidad

de que la particula esté en cualquier estado de posicién es igualmente probable (esto se denota
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Figura 3.5: Evolucién de un paquete de ondas isoespectral en el intervalo —124 < n < 124 (eje horizontal)

en 7 =0 (eje vertical), interactuando con un potencial Maxwelliano situado en n = 0.
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Figura 3.6: Entropia de un paquete de ondas isoespectral. Se observa una disminucién
de la entropfa en 7(x107%) ~ 8 y 16.

por 8 =IS0). El grafico de densidad de la funcién de onda Wi(z,7) que se muestra en la fig. 3.5
revela que la onda se distribuye asimétricamente debido a los términos que rompen la paridad
explicitamente, como se esperaba. Asimismo, para este caso la evolucién de la entropia se muestra
en la fig. 3.6, donde se aprecia que el valor de la entropia oscila, alcanzando de nuevo un minimo

a medida que el sistema evoluciona.
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Capitulo 4

Emulacion de un demonio de Maxwell

en un billar electromagnético

El demonio cuantico descrito en el capitulo anterior puede ser emulado en una cavidad electro-
magnética como en la fig. 4.1. Dicho demonio se modela como un dieléctrico €(x,w) de espesor b
al medio de una cavidad conductora, y refleja la radiacién en todo el plano yz. Por lo tanto, la
funcién dieléctrica que simula la interacciéon debe tener una dependencia sélo en x —ademas de la

dependencia en la frecuencia w—."

E=FEx
ay VARDZ
I Aol
! A0
} S0 ez w)
1 {as A i |
A |
| / \
T TR i T
| RN
{
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7 7/
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Figura 4.1: Cavidad rectangular con lados (as, ay,a,) donde se ha colocado al centro
un dieléctrico con permitividad e(x,w) y espesor b. El campo eléctrico va en la direccién
X y las lineas azules denotan placas de un buen conductor.

Proposicién (Campo E en guia de onda). La descripcion del campo eléctrico E dentro de una

guia de onda es
1

e(x,w)

V2E + pe(x, w)w’E + V ( E. Ve(x,w)> =0. (4.1)

! Usando eV, las unidades son tales que [w] = eV/h, [E] = eV?/ehc = ¢[B], y [co] = h/e*c = 1/c¢*[uo)-

41
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Demostracién (Campo E en guia de onda). De la ley de Gauf$ en un medio dieléctrico y supo-

niendo campos armonicos, e.g. F = Fexp(—iwt), se tiene
V-D = Ve(x,w) - E+e(x,w)V-E =0,
mientras que de la ley de Faraday—Lenz y la de Ampére—Mazwell resulta
VXxE=iwpH & VxH=—iwD, (4.2)

respectivamente. Tomando el rotacional de la ley de Faraday—Lenz y sustituyendo las otras dos

ecuaciones

V x (VXE>:z’qu><H+wwV><H

1 (4.3)

1
vt g el 2
= V (e(x,w) E Ve(x,w)) V°E MV;L X (V X E) + pe(x,w) wE.

Finalmente, tomando una permeabilidad magnética (1) constante se obtiene la ec.(4.1). Asimismo,

multiplicando por iw la ley de Ampére—Mazwell y usando la de Faraday—Lenz se obtiene la ecuacion
Vv x (/flV x E) = e(x,w) W’E, (4.4)
que es la expresion tipica utilizada en programas de simulacion numérica.

Como el campo eléctrico sélo va en la direccién z, y utilizando la dependencia reducida de la

funcién dieléctrica (i.e. es un problema 1D), se obtiene la siguiente simplificacién de (4.1)

2
aiEx + prer(z, w)%Ex + 0 (Exam log €, (z, w)> =0, (4.5)

donde €, (x,w) = €(x,w)/€p es la permitividad relativa y p, = p/po es la permeabilidad magnética
relativa la cual serd una constante a lo largo del procedimiento. La ecuacién anterior permite
soluciones separables E,(z,y,z) = ¢(y, z)¥(x), para la cual la parte perpendicular ¢(y, z) satisface
la ecuacion de Helmholtz con dos condiciones de contorno diferentes en la superficie —Dirichlet

para el campo paralelo, Neumann para el campo perpendicular en x = 0, a,—
(4.6)
o bien ¢(z,y) o sin (nwry) sin (nyrz) | ny,n, €7

Qy a,

Mientras que la parte longitudinal ¥(z) satisface

w2
—0"(2) + €20 (x) — ,urer(ac,w)c—Z\I/(x) — Oy (‘Il(x)ax log €, (x, w)) =0. (4.7)

Esta tltima ecuacién puede verse de dos formas: Dada la funcién €,(x,w), se puede determinar
U(z) empleando las condiciones de contorno mencionadas, por lo que se determina el campo E,.
Por otra parte, esta ecuacién puede compararse con la teoria de Schrédinger para un demonio
situado en la parte central de la caja, que obliga a considerar ciertas relaciones especiales para

€-(z,w) en forma de una nueva ecuacién diferencial.
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4.1. De las energias a las frecuencias

Como se ha visto, la ruptura de la simetria izquierda-derecha producida por el demonio de Maxwell
en la mecanica cuantica puede ser imitada por términos lineales en la derivada del campo incluidos
en el operador de onda de Helmholtz (incidencia normal del campo en el dieléctrico). Sin embargo,
la configuraciéon mecénica original requeria conocer el niimero de onda k, mientras que las funciones
dieléctricas no—locales dependen de la frecuencia w del campo generado (e.g. por una antena dentro
de la cavidad). Es posible realizar una formulacién demoniaca similar en entornos electromagnéticos
pero esta vez con un selector de frecuencia incorporado en la funcién dieléctrica, y siempre que la
asimetria esté determinada por el comportamiento de €,(z,w) bajo intercambio de paridad z — —zx.

En particular, del potencial Maxwelliano (2.6) con (2.5b)
V(z,p) = V(z,sgn(p), £), (4.8)

y como w = E/h, k = p/h, se tiene una funcién V(z,sgn(k),w). El objetivo aqui es obtener una
forma explicita de una funcién dieléctrica €,(x,w) de tal manera que la forma de la ecuacién de
Helmbholtz coincida con la de la ecuacién de Schrodinger con términos irreversibles (interacciones

que rompan la simetria P y T).

Proposicién (Ecuacién diferencial demoniaca). La ecuacion diferencial no—lineal que describe al
demonio de Mazwell (§ 2.1) como un dieléctrico e,(x,w) en una cavidad electromagnética (fig. 4.1)

€S

s (er(az,w) - 1)0222 + %33 <log er(az,w)) = % : ?_Ez; . 8x(log ET(ac,w)>, (4.9)

donde fi(w)
2fi(w) :@(wR—w) :I:@(w—wR> :F®<w—wUV>. (2.5¢)
Demostracién (Ecuacién diferencial demoniaca). Sustituyendo la version hermitiana del potencial

Mazwelliano (2.6) con (2.5b) en (2.8) se tiene

2m 2m

S5 (V(@.9) = B) = §acep)V(@) + 3Vil@) Vaur(p) — 5B o
.10a
1 f (w) 1 cf—(w) 1 2m
5 5 - - Z3F,
= 20 vy 1+ V) = o, 1 L), Ve) - 5
donde Vp(x) representa la parte espacial del potencial y ademds se utilizé la relacion
Ip| sgn(p) = p — —ih0y (4.10b)
en acuerdo con el principio de correspondencia. Por otro lado, (4.7) se transforma en
" 2 w2 1 2
—V(2) + €V (@) - prer(@,0) 5 V(@) — 5 (92 log e (2, w) ) () e
.10c

1

5 (0 (0108 cr(,)) + (B2 loger(,) ). ) W) =0,
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al utilizar una relacion del tipo ABU = % ([A 5 B} + {A E B}) U. Entonces, al comparar (4.10c)

con la ec. de Schridinger usando (4.10a) se obtiene

1 2 21
i ) - 20— et i),
. w ’
& VB(@') = —maa; 10g Gr(m,W).

Finalmente, separando la contribucion del vacio y del medio (e.g. €,(z,w) = 1+ e(z,w)), se deduce
(4.9), ademas

2

2m w
E=¢— fr g (4.10e)

R

y naturalmente, e,(x,w) — const. cuando w > wyy. A

Las soluciones aceptables de la ecuacién diferencial (4.9) para diversas condiciones iniciales
conducen a diferentes tipos de encarnacién que respetan las condiciones de causalidad de Kramers—
Kronig (ver por ejemplo § 7.10 de Jackson [108]). Parte de la metodologia consiste en resolver (4.7)
utilizando mapeos vectoriales alrededor de puntos fijos, asimismo hay dos regimenes para la solucion
de la ecuacién diferencial para la permitividad eléctrica, en un caso hay frecuencias por debajo del
corte ultravioleta —donde el demonio opera— por lo que se debe comparar (4.7) con la ec. de
Schrodinger con el potencial, mientras que para el segundo caso hay frecuencias por encima del
corte ultravioleta —donde el demonio deja de funcionar— por lo que el potencial sera cero en

comparacion.

4.2. La funcién dieléctrica demoniaca como problema inverso

La ecuacién diferencial (4.9) puede resolverse numéricamente con condiciones iniciales adecuadas
(o valores de contorno). Asimismo, se restringe el intervalo de frecuencias a 7/50 < w/c < 20w

dado en cm™! ya que se plantean microondas. En particular, sea
e (0,w) =2, Or€r(T,w)|s—0 =0, y frecuencia de referencia wp = 7. (4.11)

En la fig. 4.2 se muestra la funcién dieléctrica €, (z,w) del demonio de Maxwell con las condiciones
(4.11) y las siguientes propiedades (que serdn ttiles en el disefio del dieléctrico efectivo para la

emulacién del demonio de Maxwell en una cavidad electromagnética presentado en § 4.3):
e ¢ (x,w) es par en su parte real e impar en su parte imaginaria,
® wp provoca una reflexién en x de e, (z,w)],

e La funcién es autosimilar al aumentar la frecuencia y disminuir el grosor (o viceversa), lo
que permite encontrar, por ejemplo, la distancia al primer minimo de R[e,(x,w)] a modo de

dieléctrico efectivo de grosor b (ver fig. 4.3).
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(b)

Figura 4.2: Parte real (a) e imaginaria (b) de la solucién a (4.9) en el intervalo 0.2 < w/c < 20 para los
valores (4.11). Nétese que la parte imaginaria, ademds de ser impar, sufre una reflexién en wg = 7.
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Log[b/2] = Log[3/2] - Log[w/c]

05 1 5 10

wic [em™]
Figura 4.3: Distancia de = 0 al primer minimo de R[e, (2, w)] mostrando que el grosor

b ~ 3c/w para los valores en (4.11).

Por otro lado, definiendo u(xz) = loge,(z,w) & v(x) = dyu(x), (4.9) puede escribirse como un

sistema auténomo, a saber

d (u v
— = | 2iw w w? 4.12
(1) (2, e e

cuya grafica (fig. 4.4) muestra que su parte real forma trayectorias cerradas, mientras que la parte
imaginaria forma lineas de puntos fijos: estables para w > wr (a modo de sumidero) e inestables
para w < wg (a modo de fuente).

Por 1ltimo, la ecuacién diferencial demoniaca también puede simplificarse mediante una apro-
ximacién arménica, lo que lleva a un resultado analitico para la funcién dieléctrica en un régimen

donde €(z,w) tiene pequenas desviaciones de la unidad. Para ello, sea

log €,(z,w) = v(z) exp <zZ) : ?_Ez;x) , (4.13)

transformando (4.9) en

. 2 iw S (w iw S W
dv(x) — <Zz} ~ ?E:i) v(z) = =24, <exp<v(:c)ec';—5“;x) - 1) U:je_c';—mm. (4.14)

Expandiendo el término exponencial a primer orden, se obtiene que

w V] 1 . w
U(l’) =~ Vg COS (:E\/ 1 + 2'&7-3) + ﬁr/c Sin (:E\/ 1 + 2#7-;) y (415)

donde vy = log €,(0,w) & v, = ( . — %%) log €, (x,w)|z=0 son las condiciones iniciales.
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Figura 4.4: Estabilidad de la ecuacién diferencial demoniaca para a) parte real formando trayecto-

rias cerradas, b) absoluto de la funcién, mostrando una cizalladura en el espacio fase; ademds, en
la parte imaginaria se forman lineas de puntos fijos ¢) estables para w > wr (a modo de sumidero)
y d) inestables para w < wpr (a modo de fuente).
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4.3. Realizacion de un demonio dinamico electromagnético con

placas dieléctricas

A continuacién se procede a emular dindmicamente la propagacién de una onda en el interior de una
cavidad con funciones dieléctricas juiciosamente disenadas. La funciéon de onda del sistema descrito
por (4.7) se descompone en modos propios, obteniéndose el problema de eigenvalores no-lineal

(trascendental) de la forma
2

D(w)x = (4.16)

—X.
2
Usando una base ortonormal para una cavidad metdlica sobre el intervalo = € [0, L] con condiciones

tipo Neumann en las paredes (x =0 & z = L), i.e.

2
Om(z) = ”Z cos (kmx), con Km = %, & m e Z*, (4.17)
se calculan los elementos de matriz (m|D(w)|n) como?
2
(m|D(w)|n) = — /dm Om(x) {6% — &+ pren(z, w)uc)—2 + 021og e, (x,w) + 0, log €., w)@m} on ().

(4.18)
Al centro de dicha cavidad inicialmente al vacio (ez) se anade un conjunto 2 de 2N + 1 cortinas
dieléctricas bicapa contiguas (ver fig. 4.5). La configuracién tdndem de las cortinas asegura que la
parte real (imaginaria) de la funcién dieléctrica debe ser par (impar) de acuerdo a las soluciones

encontradas para la permitividad dieléctrica del demonio (ver fig. 4.2). Por consiguiente, la parte

derecha (izquierda) de la k-ésima cortina € (€f) se modela segtin Lorentz-Drude como®
w2
ex(w,Tg) =1+ — Bk = (w,—Th), (4.19)

2
wp,, — W ilpw

cuyas constantes de resorte, de plasma y de amortiguamiento son wy, w, & I', respectivamente. Por

consiguiente, la funcién dieléctrica del sistema (0 < z < L) estd dada por

N

er(:n,w) =0 (93 — aN+%) + 0 <a7N7% — x) + Z {ek(w,Fk) ez, ag) + €5 (w, TE) - I_IZ(:c,ak)}
e (4.20a)

donde My, es una ventana rectangular de grosor b/2 en la posicién a —el centro de la bicapa—

b L
Mk(z,ar) = O(z — ag) — O <x —ap — 2) =My (—x, —ag), con =5 + kb.  (4.20b)

2 A pesar de ser una matriz de dimensién infinita, es posible establecer una cota a la cantidad de modos propios
requeridos en la simulacién en vista de que los efectos de w, para frecuencias superiores al régimen metalico hacen
irrelevante el uso de paquetes muy complejos (o frecuencias individuales demasiado altas) para el sistema de bicapas

con grosor finito.
3 La notacién * indica a los elementos correspondientes a la parte izquierda de la bicapa, si bien el comportamiento
de €, parece aludir al conjugado, la dependencia con w no ha cambiado.
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4Y

* * * * *
€E_N €E-N €_1€-1€) € €] € EN €N

L I . 2
0 L/2 L

Figura 4.5: Sistema formado por un conjunto €2 de 2N + 1 bicapas dieléctricas centradas en una

cavidad metélica al vacio (eg) de longitud L, con condiciones tipo Neumann en las paredes (z = 0
& = = L). La configuracién tdndem de las cortinas asegura que la parte real (imaginaria) de la

funcién dieléctrica debe ser par (impar) como en la fig. 4.2.

Cabe mencionar que la derivada del término log €, se interpreta —segun teoria de distribuciones—

como
N

Z {Log ex(w,Tg) - 0x Mg (z,a) + * } siz €,
dploge, = =N (4.21)
0 sixz ¢ Q,

donde Log representa la rama principal del logaritmo. Las integrales que se requieren para obtener

los elementos de matriz son

L
I = / Az G (2)02¢n () = —K26mn, (4.22a)
0

L 2 2
1= /0 A3 G (2)E26n(2) = Opun (14 800) €%, con €2 = <”Ly”> + (”L”) (4.22b)
Y z

I3(x € Q) = /den Om(T)er (T, w)Pp(z) =

2_2712)71- {Ek ’ ff(n_n)l (ak+%> — € f'r(n_,r)z <ak7%> — (e —€p) - fﬁ;}b(ak)} sim#mn

(m
N

b 1 .
k_z_:N (Ek’*‘eZ)E"‘E{ﬁk‘gnm (ak+%>—ez'gn,n (ak_%>—(ek—62)'gn,n(ak)} sim=n#0

b
(ek+ez)z sim=n=0
(4.22¢)
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donde
fr(ni%(u) = msin(kpu) cos(kpu) £ nsin(kpu) cos(kmu), &  gmap(u) = cos(kpu)sin(k,u).
(4.22d)
Is(x ¢ Q) = / dzx om(z)er(x,w)dp ()
(918
r 2 _ _ .
(o)A} s
(4.22¢)
1\ 2b 1 .
={1- <N+ 2) T + e {gnm <a7N7%> — Gnn (aNJr%)} sim=n#0
1\ 2b .
2—2<N+2>L sim=n=20

L
I, = / dx qﬁm(az)ai log €, (z,w)on(x) =
0

2
=55 > {rogen 150 (ars1) — Loger - £5) (a,-1) — (Logex — Log ) - [ h(an) } -
k=—N
(4.22f)

L
I5 = /0 dx ¢m(x)0y log € (2,w)0pdn(x) =

2nm

N
2 Z {Log €k Imn (ak+%> — Loge€f - gmn (ak_%) — (Log e, — Log ) 'gm,n(ak)} :

(4.22g)

Cabe mencionar que si se requirieran cortinas especulares pero de diferentes grosores tales que

br, = b_g, el término ax en (4.20b) se modifica segun
kb — Bp= S (k) E by—b (4.23a)
k 2 1 k N

donde Bj representa la distancia desde el centro de la cortina central hasta el centro de la k-ésima

cortina, por lo que

L by

en Is(x € Q), Iy e I5. Los términos con =N + % en I3(x ¢ Q) se siguen similarmente.
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4.3.1. Eigensistema del haz matricial

Dado que los elementos de matriz de D(w) estdn conformados por una combinacién lineal de
funciones algebraicas (I, I2, I3) y trascendentes elementales (I4, I5), el eigensistema no puede
calcularse de la forma tipica. Como primer paso para resolver el problema completo de eigenvalores,
se prescinde de la parte trascendental y se multiplica (4.16) por su minimo comtn denominador
(m.c.D.), obteniendo una matriz polinomial, la cual se puede escribir como un polinomio matricial

en w con coeficientes matriciales constantes M,,, esto es

ano C%O’O)wn o ano Cgo,k)wn CgLO,O) o 07(10,19)
: : = Z : ) : w" = Z Muw"
ano C’Ei]‘,o)wn . ano Cg,k})wn n=0 C7(7:j70) . C’Si]‘,k) n=0
(4.24)

donde {cg’k)} son constantes. Dicho polinomio matricial se reorganiza para obtener el haz matricial

D#(w)x = Moxg + Mix1 + -+ + Mpxy, — wMpi1%, =0, donde x, =w"x. (4.25a)

Noétese que el monomio de mayor grado en w se ha aislado en una forma especifica; para teoria
matemaética al respecto ver Markus [109] o Manfred Moller [110], por ejemplo. Posteriormente, se

reorganiza el haz matricial en una dimensién superior segun el grado del polinomio, a saber

Mo | My o M,y Xq 0 - 0| Mnpp -
0 X1 0 X1
N : I (4.25b)
I,®I : I,®I : :
0 Xn 0 Xn

donde I es la matriz identidad cuya dimensién —en principio infinita— estd determinada por el
n.° de modos (4.17) a tomar en cuenta en la simulacién. Al multiplicar la ecuacién anterior por

la inversa de la matriz del lado derecho, el eigenproblema —algebraico en w— queda linealizado

como
0
X0 X0
Hn X I X1 X1
=wl| . |. (4.25¢)
0 :
Mo Mo | M b My MM, ) N xn

Asimismo, en el apéndice B se muestra una aplicacién trivial del método.
Nétese que de las (2N 4 1)-bicapas dieléctricas que conforman el sistema sélo N + 1 son
diferentes, por ello el grado del polinomio matricial resultante serd G = 2 + 4(N + 1). Con esto en

cuenta, la linealizacién requerird una de dimensién D = (m + 1)G, por lo que el lado izquierdo de
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(4.25¢) se puede escribir como?

g-1 X0
Ip+ Y <ég ® énH) @My M,| | (4.26)
n=0
Xn

donde Ilp es la matriz identidad de dimensién D con la diagonal desplazada (m + 1)—columnas,
{€n+1} es la base candnica —vectores con componente 1 en la posicién (n + 1) y el resto 0—, y
{M,,} son los coeficientes matriciales asociados a w™.

Una vez realizado el procedimiento anterior, se hallan trivialmente los eigenvalores {\,} de
la parte algebraica (ver el algoritmo 1 para esta primera parte), los cuales aparecen en el plano
inferior o superior a la recta real si se usan dieléctricos con absorcién o emisién, respectivamente.’
Aunque es necesario tener en cuenta todos los eigenvalores —como en cualquier otra situacién en
el cdlculo de las funciones de Green— en el caso de una configuracién en tandem es imprescindible
descartar aquellos con $[\,] > 0 para la convergencia de las integrales que incluyen el resolvente
del operador de onda, evitando asi las ganancias ausentes (no fisicas) en la funcién de onda, por lo
que el camino de integracion en la definicién de la funcién de Green es la habitual que encapsula

los polos en el plano inferior (ver por ejemplo [99]).

Entrada: Matriz D(w) parte algebraica.
Salida : Eigenvalores {\,}.
1 Inicio;
Calcular Haz matricial D# (w) ; /* Multiplicar D(w) por el m.c.D. x/
Construir Problema de eigenvalores linealizado ; /* Ec. (4.25c) */
Obtener Eigenvalores {\,};
Eliminar A\, si S[\,] >0 ; /* Verificar falsos positivos */
Comprobar det D (A,) — 0 ; /* Usar suficiente precisién */
Fin

N O A WoN

Algoritmo 1: Eigenproblema no—lineal parte I

Dado que la norma de Frobenius-Hilbert-Schmidt (euclidiana) de la parte algebraica de la
matriz finita D(w) es mayor o similar a la de su parte trascendental, los eigenvalores del problema
completo w, ~ \,; esto no es impedimento, ya que de acuerdo a teoria de perturbaciones, la funcién
de onda se corrige en un orden de magnitud mas grande respecto a la correccién de la energia a
primer orden, ademads estas normas estan relacionadas con el cuadrado de las amplitudes de los

modos de la funcién de onda, asi como sus traslapes (ver por ejemplo § 5.1 de Sakurai [113]). Por

4 Huelga decir que en el caso de usar cortinas de valores idénticos en la terna {wy,wx, 'y} —independientemente
del uso de grosores variables— el grado del polinomio G se veria reducido en vista del uso del m.c.D. para construir

el haz matricial.
5 Al usar una configuracién téndem, los eigenvalores mostrardn una simetria respecto al eje de las abscisas. Cabe

mencionar que en el caso de potenciales complejos (e.g. [111, 112]) dicha simetria de los eigenvalores en el plano

complejo estd ausente.
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ello, como segundo paso, se busca una variacién A\ en cada uno de los eigenvalores algebraicos

encontrados anteriormente, por lo que ahora se resuelve
W+ Ae)?
(D(w + ) — %

c
donde el término entre paréntesis ha de convertirse en un haz matricial respecto a A al expandir
6

> x=0 VvV w={\} (4.27a)

en serie,” a saber

DH#(w + Ao )x =~ (D#(w) A0, D*(w) + O(A’g)) x = 0. (4.27D)

Posteriormente, se toma el minimo de las posibles correcciones —los eigenvalores del haz matricial
en \e—, por lo que )\, se aproxima asintéticamente al eigenvalor del problema completo (w;,) al

realizar el proceso anterior iterativamente, i.e.

2
det <D(wn) - CZ’;H) — 0, donde Wn = An + Zml’n({)\gk)}n) (4.27¢)
k

y ml’n({)\gk) }.,) —en el entendido de que la comparacién se hace por medio de sus valores absolutos—
representa la correccién a la k-ésima iteraciéon de \,. En casos fortuitos donde dicho minimo sea
de raices complejas conjugadas, una de éstas generara un camino de convergencia hacia w},, pero
no debe descartarse, basta tomar el conjugado para su uso posterior. Finalmente, los eigenvectores
{vn} correspondientes a la eigenfrecuencias {wy} se calculan obteniendo el espacio nulo de (4.16)

evaluando en cada eigenfrecuencia, a saber
v, = 0. (4.28)

w?

Cabe mencionar que algunos v,, podrian aparecer degenerados o resultar —supuestamente— en el

trivial dependiendo de la precision y tolerancia numeérica al realizar los cdlculos; para el primer caso
basta tomar una combinacion lineal normalizada de los vectores encontrados, mientras que para el
segundo, es necesario verificar tal resultado” antes de descartar la eigenfrecuencia correspondiente.
El uso de una alta precision al plantear el eigensistema en general evita la aparicién de estos casos.

El método anteriormente descrito es arbitrariamente preciso (ver algoritmo 2 para esta segunda
parte), de no hacer la expansién en serie ain seria posible utilizar parcialmente un haz matricial,
ya que la matriz en (4.25¢) contendra términos con logaritmo, por lo que calcular su determinante

seguird siendo computacionalmente demandante,® incluso para un nimero pequeiio de modos y

6 Usualmente a primer orden basta, donde la serie de Taylor para la funcién dieléctrica es simplemente
Ae - Q(w, 0wy Ae - Q(w, 0)wp
_ P loge(w) — =775 7
Q(w) Q(w)(wg + Q(w))
con Qw) = wh — w? — iTw, & Q(w, Ae) = 2w + T + Ac.
™ Por ejemplo, si el determinante no converge lo suficiente al limite establecido por estar la correccién cerca de

Taylor
) =

ex(w+ Ae) Tegor e(w) log e(w + Ae

la de resonancia, el espacio nulo darfa el trivial a menos que se imponga una tolerancia numérica.
8 Podria intentarse —por ejemplo— el calculo del determinante ¢ la Dieudonné (complemento de Schur)[114],

ie.

det A B det(A —BD™'C)-detD si D' existe
e _
C D det(D — CA™'B) - detA si A™" existe

donde A, B, C,D son matrices de dimensién p X p, p X q, ¢ X p & g X g, respectivamente.
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cortinas, ademads de que posteriormente se requieren métodos numéricos para hallar las raices de

la ecuacion trascendental resultante.

Entrada: Matriz D(w) completa, Eigenvalores {\,}.

Salida : Eigenvalores {w,}, Eigenvectores {v,}.
1 Inicio;
2 Evaluar D#()\, +¢) ; /* Ec. (4.27a) =/
3 Haz matricial D¥(\, +¢) ; /* Ec. (4.27b) =/
4 Construir Problema de eigenvalores linealizado en ¢;
5 Obtener Eigenvalores {\.};
6 Iterar A, — A\, + min({\:});
7 Comprobar det (D(w) — w?/c*I) — 0 ; /* Ec. (4.27c) =*/
8 Calcular Espacios nulos {v,} ; /* Ec. (4.28) =/
9 Fin

Algoritmo 2: Eigenproblema no—lineal parte 11

4.3.2. Funcién de onda en el tiempo

Para reconstruir la funcién de onda considérese su descomposicién en modos propios m de la

cavidad para cada una de las eigenfrecuencias w, € C en la forma

(x|¥,t) Z Z (z|m) (m|wn ) (wn | Vo) exp (—iwnt) (4.29a)

n=1m=0

(m)

donde (x|m) = ¢m(x) € R es la base, (m|w,) = vy, ~ € C es la m-ésima componente del eigenvector
asociado al modo m de la eigenfrecuencia wy, y (w,|¥p) = ¢, € C son constantes relacionadas al

traslape de la base con la funcién de onda inicial ¥(z,0), por lo que debe cumplirse que

Zv,(zm)cn o /dw qﬁin(x){\lf(x,t) + i@t\I/(x,t)}‘ ) (4.29Db)

t=0

Sin pérdida de generalidad, multiplicando por ¢} ,(x) en ambos lados de (4.29a) en t = 0 e inte-

grando se tiene

/d:p Gru(@) (@, 1)] Zz/dw cn_225mm{ e}, (4.30a)

n=1m=0 n=1m=0

analogamente, de la derivada temporal de (4.29a)

/ dr G5 (2)O (0, 1) = i Z Z S v e ). (4.30D)

n=1m=0

Sumando la parte real de las ecuaciones (4.30), i.e

/dx ¢in(x){§ﬁ[\ll(:v,t)] + i?R[at\I/(x,t)] }‘ = i {%[Uﬁlm)cn] + i%[v,&m)wncn] }, (4.31)

se observa que
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(m)

i) Siwp € Ry vy ' = 6m,p la relacién entre ¢, y las condiciones iniciales es trivial,” i.e.

/ do g3 (@) [ R[¥(, 0] + S R[O(0)]}| = Rlea] +iS]en]. (4.322)

Wn t=0

i) Siw, € Cy v,gm) = Om,n la parte imaginaria de w,, alimenta la segunda condicién inicial en

conjuncién con la primera, e.g.

/d:ﬁ Grn@{R[W(w,0)] + R[OD(, 0]} = Ren] + i (R[wn] S[en] + Rlen] S[wn] ).
(4.32D)

iii) Siw, € Cy vilm) # Om.n, se apela a la causalidad del sistema que impone que para cada wy,

exista —w, por lo que la funcién de onda es real, quedando (4.31) como
. ; = (m)
/dx qﬁm(x){ﬂ%[‘ll(:c, t)] + iR [8t\11($, t)] } ’t:o nZ:l (SN {1 + wn}. (4.32¢)

La relacion (4.32c) se escribe en forma matricial como

by vgl) vél) e vc(xlg) 1+ w; 0 c1

b v(z) v(z) e vg) 1+w c
2l 2 ? (4.33)

boo v§°o) véoo) e vé?) 0 14+ weo Coo

donde las by, representan la integral de las condiciones iniciales (miembro izquierdo de (4.32c)), por
lo que en una configuracién acotada de modos es posible obtener los coeficientes ¢,,. Cabe recalcar
que aun definiendo la 2da condicién inicial como cero, la funcion de onda resultante tendra una
velocidad inicial autodefinida, que se puede interpretar como la coalescencia de dos ondas con dicha
velocidad que al ¢t = 0 forman la primera condicién inicial.

Dicho esto, la descomposicién en modos propios (4.29a) con 0;®(x,t)|t=0 = 0 se expresa de

forma matricial de la siguiente manera:

i) La base se reescribe como un vector ®(z) de entradas ¢, (x), i.e.

bnle) o Ba(e) = (01(2). 62(2). b)) (4.340)
ii) Los eigenvectores vy(Lm) (espacios nulos) constituyen las filas de la matriz rectangular V, a
saber
Ugl) v§2) ol™
o™ s Vem = | S (4.34b)
o o) o

9 Como en el caso de la ec. de onda 1D (sin fuentes) donde la parte real e imaginaria de ¢, corresponde directamente
con la Ira y 2da condicién inicial, respectivamente. (Ver por ejemplo el caso en el apéndice B.)
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Que dicha matriz sea rectangular recae en el hecho de que se eliminan los eigenvalores con
S[An] > 0. Nétese ademds que uno de los efectos de que esta matriz no sea simplemente

es que cada elemento de la base oscilard con cada una de las eigenfrecuencias.

iii) Las exponenciales exp(—iwyt) conforman la matriz diagonal E(t), i.e.
exp(—z’wnt) = Epxn(t) = diag(exp(—z’wlt), e ,exp(—iwnt)). (4.34c¢)

iv) Las constantes ¢, forman un covector ¢, compuesto del producto del vector inicial b —el
traslape de la funciéon de onda inicial con la base— con la inversa generalizada de la matriz
de eigenvectores V7, i.e.
-1
donde V= (Viv) W (4.34d)

_ +
Ch > Cixpn — lemeXna

Mientras dim({wy, }) sea mayor o igual a la dimensién original del problema se puede asegurar
la existencia y unicidad de la inversa. Ver por ejemplo Gregory and Krishnamurthy [115] o
Ben-Israel and Greville [116].

Finalmente, la funcién de onda W¥(z,t) es
U(z,t) = cixnEnxn(t)VoxmPmxi(x) € R. (4.34e)

Cabe mencionar que en vista de que para cada w, existe —w*, se puede hacer el cdlculo sélo con
las eigenfrecuencias de un cuadrante —inferior, claro estd&— y al final tomar la parte real de la

funcién de onda resultante.

4.3.3. Resultados de la emulacion

Después de una exhaustiva exploracién de pardmetros, lldmense: n.° de bicapas (2N+1), n.2 de
modos (4.17), longitud de caja (L), grosor de bicapa (b), frecuencia de plasma (wy), de resorte (wy)

y de amortiguamiento (I'y), se encuentra que:

i) El n.° de bicapas contiguas debe ser uno; utilizar una cantidad mayor de éstas no sélo no

mejora la simulacién, sino que puede comprometer el efecto buscado.

ii) El grosor de las cortinas dieléctricas debe ser acorde al rango de frecuencias en el que se

trabaja (ver fig. 4.3), lo que recae indirectamente en el n.° de modos.

iii) El triunvirato de las constantes wy, wy & I'y, debe satisfacer

% ~wy>T >0 (4.35)

para una optima observacién del atrapamiento de la onda. La disminucién de wy — wp/4
reduce notablemente el efecto, ademéas de que la onda empieza a quedarse atrapada dentro

del dieléctrico. Mientras que si I'y, — wg, el atrapamiento es factible, pero se pierde definicién.
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iv) El tiempo de Talbot es proporcional a wy, mientras que I'y, es inversamente proporcional al

tiempo que tarda en observarse la asimetria.

v) Si algin ntmero de onda k,, —de la base ¢,, en (4.17)— es un multiplo del inverso del
grosor de la bicapa, el comportamiento suele distorsionarse por el atrapamiento de la onda
en el dieléctrico. De ahi que fuere deseable la existencia de una delta dieléctrica demoniaca

en analogia con lo visto en el cap. 2.

Valores particulares

10

Para efectos de la simulacién, ® sea una bicapa de grosor b = 7.5 [mm], inmersa en una cavidad

de longitud L = 10 [cm]. Para dicha configuracion, el efecto buscado requiere que wj, esté en el

intervalo 13
T Wy T
- < = < — 4.36
8~ c ~ 8 ( )
en conjuncién con (4.35), por lo que en particular se elige
3
wp = 2wy, =4Iy, = Zﬂc, (4.37)

mientras que £2 en (4.22b) se toma tal que ny, = n, = 1 & L, = L, = L. Usando 26 mo-
dos,!! se tiene que dim({\,})=156, de los cuales 48 son reales y 108 son complejos (ver fig. 4.6a),
y se cumple que para cada A, existe —\), por lo que se procede a calcular la correccién a
los eigenvalores (4.27b) usando unicamente los 51 eigenvalores de un cuadrante inferior, obte-

niéndose los {wy} en la fig. 4.6b. Las iteraciones necesarias para la convergencia asintdtica se

(a) Eigenvalores A, (b) Eigenfrecuencias wy,

Figura 4.6: Eigensistema de una bicapa de grosor b = 7.5 mm con los valores en (4.37) y 26 modos
(4.17) en una cavidad de L = 10 [cm]. Los valores que no pertenecen a los reales forman vecindades
—eigenvalores muy cerca entre si—, por lo que una buena precision evita multiplicidades espurias,

asi como caer en la frecuencia de resonancia del dieléctrico.

10" Cé4lculos numéricos realizados en Wolfram—Mathematica usando un procesador AMD-Ryzen 7600X@5.4GHz y

RAM-DDR5 32GB@2400MHz, paralelizando cuanto proceso fuera posible.
" Recordar que los modos (4.17) empiezan desde m = 0.
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NN
S W

_
S

n.° de eigenvalores
p—
9]

%2

5 6 7 8 9 10 11 33
n.° de iteraciones

Figura 4.7: Estadistica del n.? de iteraciones requeridas para la convergencia asintética de {wy, }.

muestran en la fig. 4.7 tomando como cota que det (D(wn) — w?/c?) < 10710 6 2° iteracio-
nes, usando —al menos— 2! digitos de precisién en los eigenvalores para la correcta conver-
gencia del determinante, asi como disminuir el n.? de iteraciones necesarias. Posteriormente, se
obtienen todos los espacios nulos usando una tolerancia de 1078, asegurando el hallazgo de to-

dos los espacios nulos.'> A modo de comparacién cualitativa, la distribucién de frecuencias es

mm{‘lx\n\} W wp wp mw‘c{\kn\} 2wy

}—.—0—{—0—{—0—{—0—{—%’—{—>w
| |

0 min{lwn)} Ws w10 w15 max{wnl} @20 w25 w30

donde wy, son las frecuencias de caja —suponiendo la relacién de dispersién tipica Ky, = wy,/c en
(4.17), no confundir con las eigenfrecuencias w,—, wy es la frecuencia asociada al grosor b (fig. 4.3);
asimismo, se incluye (4.37) ademds del maximo y minimo del valor absoluto de los eigenvalores.
Finalmente, para el caso de una onda uniformemente distribuida, la condicién inicial b en (4.34d)
es

b =(1,0,...,0). (4.38)

El sistema evoluciona como se muestra en los siguientes gréficos: a tiempos cortos (fig. 4.8)
se tienen asimetrias desde el inicio de la evolucién, asi como una acumulacién notable de la onda
en el lado izquierdo de la cavidad a partir de 7 ~ 8 [cm], as{ mismo en la fig. 4.9 se muestra
una clara asimetria en la funcién de onda en 7 = ¢t = 7 [cm] (o ¢t = 233 [ps]). A tiempos
mas prolongados (fig. 4.10) se muestran varias ventanas de asimetria predominantemente del lado
izquierdo de la cavidad, ademads del colapso y resurgimiento de la onda. Asi mismo, en la fig. 4.11
se nota que el fendmeno anterior constituye un efecto transitorio ya que éste se invierte hacia
el otro lado de la cavidad al seguir evolucionando el sistema. Posteriormente en la fig. 4.12 se
muestra un comportamiento oscilatorio de la onda entre los lados de la cavidad, el cual es un claro
reminiscente del comportamiento del demonio de Maxwell estudiado en el cap. 3, en especial para

el caso mostrado en la fig. 3.5.

12" Como se mencioné anteriormente, pueden existir configuraciones del sistema con frecuencias cuyo espacio nulo
sea realmente el trivial y la frecuencia debe descartarse.
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Figura 4.8: Gréfico de densidad de la cavidad resonante a tiempos cortos, cuya disposicién se
muestra en la fig. 4.9. Nétese la existencia de asimetrias desde el inicio de la evolucion, cabe
recordar que el tiempo que tarda en mostrarse la primera —e insigne— asimetria a partir de

7 ~ 8 [cm] varia inversamente con valor de la constante T'y.

Figura 4.9: Perfil de la funcién de onda en 7 = 7 [cm] con 26 modos. El sistema se compone de
una bicapa dieléctrica con valores (4.37) que ocupa un grosor €2, = 3/4 [cm] y esta centrada en
una cavidad de L = 10 [cm)].
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Cabe mencionar que el valor del grosor de la bicapa es determinante en la formacién y nitidez
del fenémeno. En general, una pequena variacién en el grosor recae directa y proporcionalmente en
el tiempo de Talbot —dilata o contrae las ventanas de asimetria en la graficas de densidad—, como
se puede apreciar en las gréficas de densidad del apéndice C (fig. C.1). Similarmente, en la tabla
4.1 se muestra una relacién aproximada del grosor b respecto al n.? de modos, tal que se muestre
un comportamiento afin en la evolucién del sistema cuyo tiempo de retencién de la onda en un lado
de la caja sea ~ 80 [cm] (ver figuras C.2); esto ademéds permite comparar cualitativamente con el
caso particular en la fig. 4.12 donde dicho tiempo de retencién es ~ 130 [cm] sblo por tener una
cortina casi un 15 % més gruesa. Finalmente, en la fig. 4.13a se muestra el caso con una cortina con
b = 0.1 [mm]|, indicando que si bien las asimetrias atin son posibles, no son precisamente notorias
como en los casos anteriores; mientras que de la fig. 4.13b se desprende que la inclusion del término
con V en (4.1) es determinante en la formacién de asimetrias fehacientes durante la evolucién del

sistema (comparar con fig. 4.12).

n?de modos | 16 21 26 31 36 41 46 51 56

24 19 16 2v 12 21 19 17 8

Grosor b (aprox.) % 3 3 0 3 0 R0 R0 3

Tabla 4.1: Tabla de n.2 de modos respecto al grosor de la bicapa tal que el tiempo de asi-
metria lateral es ~ 80 [cm], usando los valores en (4.37) en una cavidad de L = 10 [cm].
Haciendo el ajuste de curva correspondiente, se encuentra que b ~ 10.9978 /m0-87775,

donde m se entiende como el n.2 de modos.
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Figura 4.10: Gréfico de densidad de la cavidad resonante en 0 < 7 < 150, cuya disposicién se muestra en la
fig. 4.9. Nétese el atrapamientro de la onda predominantemente del lado izquierdo de la caja.
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Figura 4.11: Gréafico de densidad de la cavidad resonante en 150 < 7 < 300, cuya disposicién se muestra en
la fig. 4.9. Nétese el atrapamientro de la onda predominantemente del lado derecho de la caja.
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Figura 4.12: Gréfico de densidad de la cavidad resonante en 0 < 7 < 450, cuya disposicién se muestra en la
fig. 4.9. Notese el atrapamiento oscilatorio de la onda —mediado por w, y b— entre los lados de la cavidad,
lo cual es un claro reminiscente del comportamiento del demonio de Maxwell en la fig. 3.5.
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(a) (b)

Figura 4.13: Gréficos de densidad de la cavidad resonante en 0 < 7 < 450. El sistema se compone de una
bicapa dieléctrica con valores (4.37) centrada en una cavidad de L = 10 [cm], en (a) la cortina es muy delgada
(@7 = 0.1 [mm]), mientras que en (b) Q; = 7.5 [mm)] excluyendo los términos trascendentales en (4.18)
—esto es, la tipica omisién del término con V en (4.1)—. En ambos casos se observa una clara disminucién

de las asimetrias respecto al caso en la fig. 4.12.




Capitulo 5

Corrientes neutras débiles, dispersion

e —nucleén y demonios cuanticos

Los experimentos que involucran violacién de paridad o reversion temporal han sido una fuente
de nueva fisica [117], ejemplos prominentes son el descubrimiento de las corrientes neutras débiles
[118-120], violacién de paridad en fisica atémica o molecular [121] y en dispersién de electrones
[122, 123], cambios en la distribucién de la carga eléctrica y momento magnético del protén por
extraneza [124] o modelos para explicar la asimetria de materia-antimateria [125]. En el presente
capitulo se estudiard un proceso irreversible en analogia con un modelo de interaccién débil que
involucra la dispersién de particulas por un potencial que depende explicitamente del momento.
Como preambulo al caso concerniente, un ejemplo en el ambito de fisica atémica es el siguiente.
El estado base |[nljm) de un atomo hidrogenoide —o alcalino— se ve perturbado por contribuciones
de otros eigenestados, producto de interacciones neutras débiles. Dichas contribuciones se modelan
por un potencial en el nticleo que viola paridad pero no reversién temporal —ya que el espin revierte

su signo, intercambiando las componentes de helicidad opuestas— a saber
V(%) = A(V(B)O(X) +6(%)V(p)), donde V(p)=S$-p. (5.1)

S y D son los operadores de espin y momento del electrén, respectivamente; mientras que §(X) es
un potencial puntual, no relativista, producido por el nucleén ubicado en = = 0 (que corresponde
aproximadamente al centro de masa); en 3D, este potencial particular se interpreta como una
condicién de frontera especial en el origen para la funcién de onda del electrén (ver por ejemplo
[126-128]). Nétese que S - p es invariante bajo rotaciones pero cambia de signo bajo paridad, y
dado que §®(x) es escalar, V(x,P) es pseudo-escalar. Esto significa que V(x,p) debe conectar
par e impar (Al = +1), pero no puede cambiar j y m, i.e. puede ser que cambie la orientacién del
espin y que el orbital suba o baje en uno, segin corresponda. Los elementos de matriz del potencial
(5.1) son

(n'l'j'm'|V (%, )\nlJm>

g _ 5.2
R, j =U'+1/2,m’ < —|—Zh$ 5(3) _|_ 5( )( ) . (—ih?))RnlYf_H:l/lm, ( )

65
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donde se usé la funcién de onda
(x[nljm) = Ryu(r)Yy =%, ) (5.3a)

con los armonicos esféricos espinoriales

—I+1/2.m lEm+1/2_ TExm+1/2 .,
Yl] 2 (0,¢) =+ 214_1/5/1 1/2(9,¢)XT+ 2l+1/Yl H/Q(G,(ﬁ)m, (5.3b)

donde proyecciones entran en la dindmica salvo que se requiera una descripcién que viole inversién
temporal. Evidentemente, el elemento de la matriz desaparece a menos que la parte radial de la
funcién de onda sea finita y distinta de cero en el origen, y recordando que R,,; o 7!, la interaccién
conecta S;_ 1 & P;_ 1. No obstante, esto no impone una restricciéon sobre n, por lo que también

habria una mezcla de todos los estados radiales con [ = 0, 1.

5.1. Dispersion e —nucledn

En la fuerza nuclear débil hay varios tipos de vértice de interaccién para cada uno de los bosones W=
y Z°, que pueden —o no— tener neutrinos involucrados. Experimentos histéricos que involucran

neutrinos son

Decaimiento S+ [129] Captura electrénica [130, 131] Decaimiento S~ [132]
2X =4 X' +et +u, 2X+e =5 X'+ 27X =55 X +e +Te
(p—=>n+et +ue) (p+e = n+uve) (n—=p+e +7)

—donde el niimero masico A es el niimero atémico Z mas el nimero de neutrones—, el decaimiento
B doble [133] y la bisqueda de resonancias de Glashow (e~ +7, — W) [134, 135]. En este caso se

e~ N

e~ N

Figura 5.1: Diagrama de Feynman de la dispersién eldstica e —nucleén mediada por Z°.

considera unicamente el vértice que preserva la carga y no tiene neutrino involucrado (ver fig. 5.1).
Esta dispersiéon e”—nucledn, o especificamente protén, también se puede modelar con el potencial

n (5.1). Asi mismo, los experimentos de dispersién puede utilizarse para mediciones precisas de la
constante de Fermi y el dangulo de Weinberg [136, 137].
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Proposicién (Amplitud de dispersién). La amplitud de dispersion fgs(k', k) de (5.1) es
Fos (K, k) o< —\(s'|S]s) - (k' - iV) Wi (%) o, (5.4)

donde Uy (x)|x=0 es la funcion de onda entrante de momentum k evaluada en x = 0, K’ el momen-

tum saliente y |s) el espinor de Pauli
|s) = cos(B/2) exp(—iar/2)x4 + sin(3/2) exp(ia/2)x, (5.5)
en la representacion diagonal de o, del electron entrante.

Demostracién (Amplitud de dispersién). De la definicion

2m

" Arh2 <k/73/‘V(Aaf’)|\I’kaS>v (5.6a)

fs's(kla k) =
se sustituye el potencial y se insertan conjuntos completos

A7 h?
_mfs’s(klvk) = (K, s'|V(D)d(%) [Py, ) + (K, s'[0(X)V (D) Pk, 5)

- /d3x5(x)(<k’,3'\s D) (x] T, ) + (K, 5/10) (x]S - Dl ) )

(5.6b)
— [ st 81s) - (+ i) ¥ bl — i) ¥ (el
- / BB 5(x)(s'|S]s) - (+ih(—ik’)\llk(x) - ihV\Ifk(x))<k’\x>,
con ondas planas .
i) = 2R (5.60)
Finalmente, al evaluar la integral
T 2
—% Fus(K. k) = oy (s'|S|s) - (hk/ - mv) Wi (%) xo- (5.6d)

En la aproximacion de alta energia —iconal, ver por ejemplo § 8.3 de Gottfried and Yan
[138]— el término S - k'Uy(0) en (5.4) es particularmente dominante; ademds, recordando que la

dependencia angular de la amplitud de dispersién esta en el punto de observacién, la expresion
S -k =S,kcosf + (S+e_i¢ + S_e+i¢>ksin 0, (5.7a)
donde se usé que
k' = |K|(sin 6 cos ¢, sin Osin ¢, cos ) & S = %(Sx +1iS,), (5.7b)

revela que el espin se conserva en la direccién longitudinal z (helicidad), mientras que en la direc-

cién perpendicular (x,y), éste se invierte. Asimismo, en la fig. 5.2 se presenta un esquema de la
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seccion eficaz diferencial |fy(k’,k)|?> —con una razén de proporcién de 5 entre la parte longitudi-
nal y transversal de (5.4) para exhibir el comportamiento— de un proceso de dispersién A — B,
mostrando que un electrén entrante |+)4 tendrd mdas probabilidad de retrodispesién (linea azul)
respecto a un electrén |—)a con més probabilidad de dispersién frontal (linea roja). Naturalmente
cuando 6 — 0 en (5.7a) los comportamientos anteriores son absolutos. De esta forma el problema se
desacopla de forma efectiva, ya que la amplitud con helicidad conservada longitudinal no depende

de la parte transversalmente dispersada, por lo que la funcién de onda asintética va como
(XU, £) = ol )™ |+) (5.8)

donde el espinor estd desacoplado (comparar con (5.3b)). Por consiguiente cada componente del
espinor sigue su propia ecuacién —sin intercambiar U (=) por ) por ejemplo— violando inversion

temporal.

Figura 5.2: Esquema de la seccién eficaz diferencial |fy(k’,k)|? para un proceso de dispersién
A — B. La linea azul (roja) corresponde a la dispersién longitudinal —polarizacién z— con
|[+)a — |[+)B (]-)a — |—)B); mientras que la linea morada es la dispersién transversal —

polarizacién (z,y)— con |+)x — |F)B.
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El célculo de la seccién eficaz ha sido una herramienta para acotar modelos fenomenolégicos

[139], en particular, el teorema éptico

mlIL3

(1] =555

k

S(k|V|Pg) = —or (5.9)
47

es una consecuencia de la conservacién de la probabilidad para potenciales cortos [140, 141].

Proposicién (Seccién eficaz). La seccion eficaz para el potencial en (5.1) es'

21.2 T
(or)en = 2 IS e o) (5.10)

Demostracién (Seccion eficaz). De la relacion entre la la seccion eficaz y la amplitud de dispersion

d 13\ 2
dg:, = |f(K k)" = (%z) (Ui|V (%, ) [K) (K'|V (%, ) W), (5.11a)

se insertan conjuntos completos en la base coordenada

<W>2 o3 [ ax [[ax (i (V@) IV + V) IV (D)) )

mL3 ko/
x (k' pP)|x)(x|V V(x)|x)(x|V(p))|¥
<\(<>|><\<> VERREVE)m
:)\Q/dx/dx’ (Uy|x") ( x')+ V(x )V(_>/))< d1’9)
x (K x) (V(F)V(X) +VEOV(B) ) (x|,
Utilizando |y) = |k), promediando en el espin® e integrando en Qe
1 (2nh?\? / Nyt / AT,
(o) ones =Y [ e [ dx [ dx (kfx)(s'lS - (hk+hk)V(x)<x k')
% (K'[x)V (x) (hk' + hk) - Ss) (x|k)
2 y N /
3 / Al / dx / dx’ k+k’ V(X)W (x)e K x=x) gtk (x=x')
) 22 (5.11c)
2h°k= 3
= LG.2'27T/_ (cos Oyr) /dx/dx —i—cosHk/)V( NV (x)
—zk|x x|cos€k/ ik-(x—x")
20K 3 S 3k* (2mh?
[ AN %
! Si el potencial se expresa en eV, las unidades de A deben ser tales que [\] = hz:\i;j;/ 2 <di5:;‘;ia>2, de esta

forma [(or)es] — Area.

2 Recordar que para estados iniciales no-polarizados se suma sobre los estados de espin inicial y se divide entre
(2s + 1); as{ mismo se debe sumar sobre los estados finales si la polarizacién final no es observada. Por otro lado,
también se puede promediar sobre k —integrando en dQx— pero al tener un potencial tipo d(x) no es necesario.
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donde se emplearon ondas planas (5.6¢) con la sustitucion 2w — L y

SIS SJs) = 3 (/]81")(s"IS]s) = g (5.11d)
ya que es una suma sobre estados —(TL|S|T)) = (0,0,£1/2) y ({TIS|T)) = (1/2,+i/2,0)— en la
segunda linea, || = k = |K/| —dispersion eldstica— y el eje de dispersion z | k. || x —x' por lo
que

+ = + cos Oy (x—x)=k|x —x'|cosOg 1le
(k+k')? =2k*(1 b) & K - ") = k| | cos By (5.11e)

en la tercera linea, y V(z) = 0(x) en la cuarta.

Por otro lado, de la ecuacion de Lippmann—Schwinger

1

)=k - —
[%1c) = [k Hy— E — ic

V(W) (5.12a)
donde Hy es el Hamiltoniano libre y |K) son los eigenestados de Hy con eigenenergias E = h?k%/2m,

el término

1

k|[VUy) = |(¥ V|V
(V¥ = | (0 + (Ve

VW)
] (5.12b)

! =~ imd(Hy — B)| VW),

— (Vi + (Y [
-

con @ la parte principal. Al tomar la parte imaginaria de la expresion anterior se obtiene
Sk|V|¥y) = —m (¥ |V (Hy — E)V|¥y) (5.12¢)

ya que para potenciales Hermitianos los elementos diagonales (eigenvalores) son reales. Insertando

conjuntos completos en |K',s'), usando |Vy) = |k), e integrando en d°k’

1 1
—Q—Z%<k,5|w\pk,s> = 2Z/dk’k’z/ko/<\I/k,s\V]k’,s’>
T

ﬁ 12 2 /A

X 8 5 k? —k (K, s'|V|¥y,s) (5.12d)
A2h2)2 , m 1 " 3N2k3m [ 2rh?\ 2

= 7% (Qk) .ﬂ.4w‘§z<s‘5|s><8|8’8>— ThA ( .3 )

s's

Donde se empled

5 (;; (k2 - k’2>> - % (5(k — ) =5k + k:’)) (5.12¢)

(6(k 4+ k') no contribuye ya que k,k' > 0). Al multiplicar (5.12d) por mL3 /2h?

L3 1
s O Sk s|V| U s) =

B BNEPm? 21 poor 3NEPmM? (9) K
omh? 2

PR T T

(5.12f)

S=

por lo que se demuestra el teorema optico. B
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5.2. Hamiltoniano con aproximacion iconal

En vista de que la teoria se desacopla de forma efectiva en parte longitudinal y transversal, se

puede usar el ansatz
(x|, s) = UL (x)[ 1) + 0 (%)) donde UL (x) = ¢ (2, y)pH(2), (5.13)

que permite escribir la ec. de Schrodinger para cada componente del espinor como

)
<;n +VeX) + V(X,P) — E) w4y =0, (5.14)

donde V(%) es el potencial de Coulomb (que si bien no sabe de espin se pone por completitud).

Proposicién (Ec. de Schrodinger desacoplada). Desacoplando la parte transversal (x,y) de la

longitudinal z en (5.14), se obtiene para cada una de las componentes |+)

2
(-;ﬁ? GO E) 0(2) & A(3(=) (=i )u(=) + (—ihd2) (3(:)9(2) ) =0, (5.15)

donde
_ ). E 2 eff _ l 2 *
(PA = A 2 |¢(x7y)|x,y207 VC (Z) - o d JZ¢ (%,y)VC(X)(Z)(IL’,y), (515b)
= [ 2 2 OFE = E L d*x &* v? 5.15
= x|(z,y)|%, =B+ ¢ (z,y)Vio(z,y). (5.15¢)

Demostracién (Ec. de Schrédinger desacoplada). Calculando el valor esperado del Hamiltoniano
en la base coordenada transversal y multiplicando por (z|, esto es, multiplicando (5.14) por (z|@ (V|

e insertando conjuntos completos en (x,y), se tienen las siguientes evaluaciones

i) Energia cinética p?/2m
K2 N
J L e I\ E R A oI

(5.16a)
= (/ 'z ¢"(2,y)Vid(@,y) + / d (e, )P - az) (2)]:E).

i) Potencial de Coulomb Vo(%)
[ 2 (W) e AV 2 = [ g @) Ve(ow o)), (5.10b)
iii) Potencial V(p)o3(%)
[ (el @ (018 - Bl 4160 0, )
~ [ (<\Ifk|x,y>s-fi53<x><x,y,zrwk>+<wk|x DSy, 210 (5|0 ) ) [£) - (5:160)
o,

_m[ S Vi, y) — |6z, y)PS0L]  8(2)w(z)+)

z,y=0
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iv) Potencial 63(%X)V (p)
/ @ (2] ® (U (R)|, ) (2, 91 - |, &) = / @2 53 (x) (Wi, y) (2, IS - P|W, )
— [ 56 ) (8 B0 1) + 0l )82 ) b))

= —ihd(2) 6" (@,1)8 - Tiolw,y) + 0w, ) PS.0]  w())

)

(5.16d)
v) Eigenenergia E

[ 2 Wl el ) = E [ dolota ) Pl (5.16¢)

Al sumarlo todo se llega a

K2 , _
{(= 502+ Veglz) — B ) (=) + AZ6(=)ui(2) -
+ A6, 9) 2 gm0 (0(2) 82200 (2) + Sop. [(2)0(2)] ) ) = 0
donde

== %[qb*(x,y)Sﬁqb(axy)—qﬁ*(x,y)s-?m(x?w]x Ly con V= (2:,0,,0). (517)

Posteriormente, al multiplicar desde la izquierda por el espin, el término (£|Z|£) = 0 ya que

—como se vio anteriormente— las componentes perpendiculares invierten el espin mientras
h

que las longitudinales lo conservan. Asi mismo al usar que S,|+) = ig\i> en el tercer

término, se llega al resultado deseado.

El procedimiento anterior es andlogo a calcular (5.14) en la base coordenada |x), i.e.

FL2
(= g0 72+ Velod) = B ) (xliic5) = i0A (308 - T} + 89 (5°00) 01, 5))) = 0
(5.18)
y posteriormente multiplicar desde la izquierda por (£|¢p*(z,y) e integrar en la parte trans-

versal (x,y). B

Dado que el haz incidente sufre poca deformacién transversal, la funcién ¢(x,y) es entonces
la distribucién original del haz para toda z. Asimismo, la densidad de probabilidad transversal
|¢(x,7)|? serfa una constante relacionada con la amplitud de la onda entrante delimitada a un area
finita A en (z,y) (i.e., A ~ Ai/2A & ® ~ 1), por lo que se puede obtener una aproximacion al

potencial efectivo de Coulomb Véﬁ(z) que siente la particula, a saber

Pmax Z€2
Ve (2 2—2%/ dpp7:27TZ€2<Z —\/pfnx—l—22> 5.19
C ( ) 0 \/m ’ | a; ( )

donde pmax —e¢l alcance efectivo del potencial— esté directamente relacionado con el parametro de
impacto b = I/k, por lo que sélo las ondas parciales —estados de momento angular bien definido—

con | < kpmax seran fuertemente dispersadas.
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Nétese que al estar el espinor desacoplado, la dindmica de U() es la imagen reversa de o),
y aunque globalmente hay una simetria T, al ignorar una componente la otra regresa un proceso
irreversible. Por lo tanto, la fisica corresponde a dos demonios de Maxwell que violan P, preservan C
—vya que Z° es neutro— y violan T, donde una componente del espin experimenta una barrera (A >
0), mientras la otra experimenta un pozo de potencial (como si A < 0).> Cuando las poblaciones
de helicidades opuestas —¥(+) & W(-)— se toman como especies diferentes, la falta de simetria
T individual produce un mecanismo de separaciéon o asimetria similar al mecanismo de Sakharov
para materia y antimateria [142], en donde el espin estrella del grupo de Lorentz su(2) x su(2)* es

el que ahora entra en juego.

5.3. Funcion de Green 1D exacta

En vista de que se tiene un problema efectivamente unidimensional, se puede calcular la funciéon

de Green 1D del problema® siguiendo la metodologia expuesta en § 2.2.3.

Proposicién (Funcién de Green 1D). La ecuacion explicita en forma de operador para el potencial

en (5.1) que hay que resolver es
(f} — B+ V(g p))ép =1, (5.20a)

donde

V(2,p) =V(p)o() + &)V (p), & V(p)=S-p, (5.20b)
cuya solucion es

Gp(x, 2/, E) + N [S - 0] Go(a, 2", E)|pr—oCi(2', E) — NGo (2,0, E)Co(z', E) = Go(z,2', E)

(5.21a)
con N = ih\,
GO(O,Z",E) + )\/GO(0,0, E) ] [S'agf] Go(z,2' ,E)|e=0
O E) = -\ [s-af]cojx[,o,E)u]_o
’ Q §~8z 5~8w// GQ(:E,:E”,E) "y
. " "__ 2 . z,z''=0
L+ X [S - 0] Go(0, 2", E)|ar—o + N?Go(0,0, ) - —— [30.]Go@0 B)lecs
(5.21b)
S.azG N D) _)\/S.ax S’-c‘)qu " E Oy E
Cy(a, E) = [ |Go(z, 2, E)|e—0 [ il |Go(z, = )\Lx _C1(@', E) (5.21)

1-N [S . 8I]G0(I‘, 0, E)|x:0

Demostracién (Funcién de Green 1D). Multiplicando por la izquierda por éo, en la base coorde-

nada |z) se tiene

(x|Go(H — E)Gp + AGoV (i, p)Gpla’) = (x]Gola). (5.22a)
I

3 En el caso de baja energfa, U tiene gran probabilidad de tunelamiento, mientras que para w(=) sigue teniendo
transmision.
4 Cabe recordar que la funcién de Green 3D tiene una divergencia logaritmica en el origen, por lo que se requeririan

técnicas de renormalizacién para poder dar una respuesta finita (e.g. limx_0 AG®P (0,0, E) = const.).
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Insertando conjuntos completos en x" y 2"

(2 Gyl + A / da” / dz" (x| Gola") (2" |V (§)5(2) ) (2" Gl )

(5.22b)
+A / da" / da (| Cole") 2| (2)V (5) ") (2| Copla') = (| Cole),
o bien
G2, ) + A / ds” / da"8(2"")Go(x, o', ) (" [V (5)|e") Gy (2", 2/, E)
(5.22¢)
—{—)\/d:v"/dx"’é(x")Go(x,x",E)(:c"]V(ﬁ)|x”’>Gp(x'",x’,E) = Go(z, 2", E).
Integrando una vez
Gyl 2, B) + A / da" G (", E) |V (9)|0) Gy(0, 2/, E)
(5.22d)
4 Golx,0,E) - A / dz" 0|V (p)|e")G,(z", 2!, E) = Go(x, o', E).
Sustituyendo V (p)
Gp(z, 2’ E) + )\/d:c"Go(x, o, E)[—ihS - 9p)8(x") G,(0,2', E)
(5.22e)
+ Go(w,0,E) - A / Ao [+ih8 - D)5 G (2", &, E) = Gol, ', E).
Usando que
/ i 8 (3 — ) f(x) = —'(a), (5.220)
se obtiene
Gy, 2, E) + N [S - 8,0 Go(w, 2", E)|pr—0Gp(0, 2, E) (5.228)
N 428
- )\/Go(x, 0, E) [S : axw] Gp(l’”/, l’/, E)’:c’”:o = Go(x, JI/, E)
Al multiplicar (5.22g) desde la izquierda por 5(x)§ - 0; € integrar en x, se tiene
(S - 0,] Gy, 2, E) oo (1 — N[§-8,)Go(x,0, E)|x:0)
. . . (5.22h)
+ NGp(0,2', E)[S - 0, [S - 0ur] Go(z, 2", E)\M,,:0 =[5 0.Go(x, 2, E)] _,.
Evaluando (5.22g) en x =0
Go0, 2", E)(1+ N S Opt |G 0,$”,E o=
p(0.', B) (14 X[S - 0] Go(0, 2", ) oo o)

—NGo(0,0,E)[S - 0| Gp(z", 2, E)|yn—g = Go(0, 7', E)
se tiene un sistema de ecuaciones por medio del término tipo [S . Ox] Gp(z,2', E)|g=0, para obtener
Gp(0,2', E), a saber
50,115 0] Golan ", )

1— N[S - 0,]Go(,0, B)|z=0 )
(S - 0:] Go(z, 2", B)|umo
1—N[S-0,]Go(x,0, E)|z=0

Gp(0,2', E) (1 + N [5’ -0y Go (0,8, E) |0 + N2G(0,0, E) -

—)\/Go(0,0,E) . = GQ(O,Z’,,E)

(5.22j)
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Finalmente se sustituye G,(0,2', E) y [5‘ - 03| Gy, @', E)|p—0 en (5.22g), y se llega al resultado
deseado. B

Este resultado es valido en general, siempre que Go(z, 2, E) sea la funcién de Green para todo
potencial conocido; por ejemplo, en el problema de dispersién e™—p esto corresponde al potencial
efectivo Vé’ﬁ. Asi mismo, conviene recordar que la funcién de Green 1D en el vacio Go(z,2’, E)
es simplemente (2.14), por lo que con este resultado es posible evaluar explicitamente la funcién
de Green del potencial irreversible —de corrientes neutrales débiles— sin la contribucién de Cou-
lomb. Es importante destacar que esta funcién de Green también puede dividirse en contribuciones
simétricas y antisimétricas, donde estas tltimas estan asociadas a la simetria antiunitaria rota,

como se vio en el capitulo 2.

5.4. Potencial barrera 1D irreversible

Dadas las cualidades del potencial en (5.1), es ilustrativo analizar un potencial que depende explici-

tamente del momentum, a saber
V(z,p) = G@(L — ]§c|) ﬁ@(L — \:%|), (5.23)

donde G es una constante relacionada con la de Fermi y L se interpreta como el radio de interaccion
debido a Z° [143, 144]. El potencial (5.23) puede ser entendido partiendo desde la ec. de Dirac con
un campo A4 = (Ao, A) [eV/ec] y un potencial axil Z# = (Zo, Z), a saber

[z’h’yuﬁf‘ — e AP — Quwyus 2t — mc} (iJr) =0, (5.24)

donde e y Qy son la carga electromagnética y débil, respectivamente; mientras 5 toma en cuenta
la violacién de paridad.” Cabe mencionar que hay corrientes neutras débiles en todo proceso elec-
tromagnético dado que Z° se acopla a todo lo que el fotén se acople [148]; por ejemplo, el potencial
de Coulomb es modificado ligeramente por intercambio de Z°, y si bien tal efecto es mintsculo,
persevera un efecto caracteristico: violacién de P [149]. Usando la representacién® de Pauli-Dirac:
75 = antidiag(I, T), yo = diag(Il, —I) & ~ = antidiag(o, —o') —donde o son las matrices de Pauli—,

el operador entre corchetes de (5.24) se escribe como

3 : Ay —o-A o7 Z I
a Pt V) _ [ A o —o. ¢ 0 ) et 0 (5.25)
—0 -V  —0g4 o-A —A —Zy o7 0 I

donde se observa una transposicién en los roles de las componentes de Z* respecto a los de A* al

operar sobre las componentes de la funcién de onda. Asi mismo, la parte magnética —A y Z—

®En la época de Fermi, cuando el neutrén todavia era una hipétesis [145] y W. Pauli rechazaba la teorfa de H.
Weyl [146], utilizar un potencial axil en la primicia de la ec. de Dirac [147] hubiera sido absurdo.

 La notacién usual es v° = i7°y'y%y® que cumple {7*,7”} = 0. Si el tensor métrico g"” = diag(1, —1, -1, —1),
entonces el producto escalar v,p" = guy"p” = "p° —v-p = ihy°0ct +ily - V, ademds de las relaciones constatadas
en (1.7).
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puede ser tomada como nula en vista de que la transferencia del cuadrimomento () es mucho menor
que la masa de Z° (Q? <« M%) [150-153].7 De esta forma (5.24) se simplifica a

E/c—eAg—mc —QwZy—0-p o _0 (5.26)
QwZo+o-p —E/c+eAy—mc) \_ ‘ ‘

En la aproximacién no-relativista, la energia total del electrén es similar a su energia en reposo

(E — ecAg ~ mc?), por lo que de la segunda linea de (5.26) se tiene

1
o~ 5 (QuZo+ o P )i (5.27)
me
que al sustituir en la primera linea de (5.26) se obtiene
E 1
<C —edy - m) v = 5 ((0P)* +2QuZ00 - p+ QLZ] s =0, (5.28)

que es justamente la ec. de Schrodinger con energia efectiva (E — ecAg — mc?) y potencial efec-
tivo (2QwZy o - p + Q%VZS)/Qm para la componente grande® v,. Finalmente, nétese que en la
reduccién a 1D en z de (5.28) un electrén entrante por la izquierda o derecha es congruente con
un electrén entrante con espin arriba o abajo, respectivamente. Regresando al potencial (5.23), la

ec. de Schrodinger correspondiente en la base de posicién resulta

2 ~ihGo, si |z < L,
<—6§ +V(z,p)+V(z)— E> U(zx)=0, con V(x,p)= ! i el (5.29)
2m 0 si |z] > L,

y se anadié el tipico potencial constante V(z) = VOG(L - |:c]) con fines comparativos —que bien

podria representar el término Q% Z2/2m en (5.28)—.
Proposicién (Ec. de Schrodinger con barrera irreversible). Al dividir el sistema en las zonas
I) Incidencia & Reflexion, I1) Interaccion, III) Transmision,
se tiene que la parte espacial de la funcion de onda es
a) Para incidencia izquierda (fig. 5.3a)
U, (z) = coethor 4 ¢ e~ tkow si < —L,
V() = ¢ Uy(z) = coe™™ % 4 c3e” ™+ si —L<x<lL, (5.30a)

\I’U[(.'E) = C4eik0$

b) Para incidencia derecha (fig. 5.3b)

Ul(z) = cllemthor 4 cligihor g 4> [,
Ui(a) = { OR(z) = cleins 4 cBein-v 5 —L<ax<lI, (5.30D)

Ul () = clleikor st < —L,

7 Los valores de las constantes pueden ser consultados en R. L. Workman et al. (Particle Data Group) [154].
8 Coloquialmente llamada <«grandes, en vista de que ¥)_ —la <chicas— se ve disminuida en un factor del orden

v/e.
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cuyas constantes son

2

ke =rEy, K=Kk} -—n?++2 ki=2mE/R*, n®=2mVo/h}, & ~y=Gm/h (5.30c)

Demostracién (Ec. de Schrodinger con barrera irreversible). Utilizando el ansatz V(x,t) =
X(z)T'(t), la ec. de Schrédinger dependiente del tiempo separa en dos ec. diferenciales ordinarias,
e.g.

—0?X - 2iv0, X + )’ X = k}X, & iCoT = kT, donde

¢ =2m/h (5.31)

y ko debe ser interpretada una constante de separacion hasta invocar el eigensistema H|y) = E|)
y entonces E/h = k2/(. Posteriormente, al resolver (5.31) se llega a T(t) o< exp(—itE/h) &
X (x) x exp(tikz) exp(—iyz).

Cabe mencionar que haciendo el cambio de variable ¢ =z — Gt & 7 =t, la zona de interaccion
(II) admite una solucion del tipo W, (€,7) o e €eTE/M donde k? +— k3 — n? en vista de que
Op = 0,£0¢ + 0,70, 6 0y = Oy Or + 01§ Oc. Sin embargo, otros tipos de soluciones conllevan a

~~ ~~ ~— —~—

1 0 1 -G
otros tipos de realizaciones [155-158] que no representan el caso que concierne a un proton estdtico

en el origen. A

V(z,p) V(z,p)
© © © o
.. ,—ikox ‘ II ‘ | II R +ikoz
ci1e : : : ) : cre
(—11 cye ™ ! o cRetinne \:—_)
Coeikoz :\ C2€iNI \: C4eik01 (/.}fe—v,/vo:l: :I C‘l;engw ,: (/,(I}e—zk:(,:z;
I ; L m : I
* * * * x
—L +L —L +L
(a) (b)
Figura 5.3: Esquema del potencial barrera en (5.23) para una onda entrante desde la a) izquierda,
y b) derecha.
Al sustituir Uy (x) en (5.29) se tiene
cor? et 4 c;;mie_im + 2y (czfi,eim — 03/£+e_i’“) = (l{:g — 772) (czei’“c + 03e_i”$) (5.32)

y se observa que

i) Las ondas que viajan hacia la izquierda experimentan un momentum disminuido (hrk_),

mientras que las derechas experimentan un momentum incrementado (hr4) —empero el

efecto completo puede ser comprendido desde otra perspectiva, como se vera mas adelante—.

ii) Con Vy = 0, las ondas de incidencia izquierda (derecha) perciben una barrera (pozo) de
potencial de intensidad +v (—7).
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iii) Con Vp # 0, las ondas experimentan un potencial —sea barrera (Vy > 0) o pozo (Vp < 0)—

con diferente intensidad, dependiendo de su direcciéon de movimiento.

Proposicién (Reflexién y transmisién). Los canales de reflexion (R) y transmision (T') para el
sistema en (5.29) con soluciones (5.30) son
1 n?/2kg—~ | K*csc?(2kDL) 1 nt/4kE — ~*

i — =14+ . .
R n?/2ky+~ * (n2/2ko + )%’ . T * k2 csc?(2kL) (5-33)

Demostracién (Reflexién y transmision). La transmision T. g Y reflexion Ri1 se definen a partir

de la corriente de probabilidad

1 ih
Jen = *%[\I": ﬁ\pcn} = (‘I’Z ()0 Ve, (z) — Ve, (2)0, V7 (w)) )
m " 2m " "
R e] R A (5.34)
- 4 n |Cn|2e:|12\s[kn]a: si \chn _ Cne:tzkna:’
m
por lo que hay que encontrar los coeficientes ¢, a partir de las condiciones de frontera
[\I/,(a:) — \IfH(a;)]x:_L =0, [896\1!1(33) — 8x\1111(x)]x:_L =0,
(5.35a)
[\I/H(x) — \Ij[]](x)]‘r:L == 0, [61\:[][](.1‘) — ax\:[j[][(w)] o=L == 0,
las cuales se pueden escribir de forma matricial como
o—ikoL cikoL _pin L ikt L 0 o
ihoe ok —ikpettot _m_,eizn_L iﬁ+¢i“zL Ok L 2 =0. (5.35b)
0 0 etrh— et —e'ho
0 0 ik_e-L ik e+l _jkgethol “
C4
Calculando la matriz escalonada reducida por filas en términos de cy se obtiene
2 —2ikoL
c1_ 2L (r_+ry) —2ikoL . —1 _ (v +n°/2ko)e
— = (k- — k k -1 . = 5.36
1 .
C2 _ iL(n_—ko) -1 _ 3K+ +ko)exp(—iL(k + 7+ ko))
— =2k k o). = 5.36b
o (s + o)e X K cos(2kL) — iko(1 — n?/2k2) sin(2kL)’ ( )
1 .
€3 _ L2k +ri—ko) -1 _ 38— —ko)exp (iL(k — v — ko))
— =2ko(k_ — k +—ko) - 5.36
o~ 2ok —ko)e X T kcos(2kL) — iko(1 — n2/2k2) sin(2kL)’ (5-36¢)
. i e~ 2L (v+ko) 2% L
cy %L(k_—ko)  —1 _ ike csc(2kL)
— = 2ko(k_ o). = 5.36d
o (k- + rip)e X ko(1 —n?/2k3) + ik cot(2kL)’ ( )
)
X = (ki + ko) (ky + ko) — 2 F=450) (5 — ko) (k4 — ko). (5.36¢)

Ademas, nétese que '
c1 (v +n?/2k)e* L
— o — & == : 5.37
cs(r) = eo(=r), cq ik csc(2kL) (5:37)
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Entonces
j 2 16k2 2 /2kq)? j 2 16K%k2
Ry = Ml _ [l 36RO+ 0 /2k0? g el el 1667 o
< el eol [x|* csc?(2KL) Jeol ol x|
donde
Ix|? = 16k] (k* — (v* — n*/4k§) sin® (2kL)) . (5.38b)

Finalmente, al desarrollar los términos se llega a los resultados declarados. B

Corolario (Reflexién y transmisién). La razén entre los canales R y T en (5.33) conn =0 es’

R _ +?sin?(2kL)

T .,y satisface  T|p—g — R|p—o = 1. (5.39)

n=0 K2

Nétese la presencia del efecto Ramsauer-Townsend en (5.33) para 2kL = n, i.e. transmisién
total por resonancias. Por otro lado, T+ R # 1 en general, ya que R no esta necesariamente acotada
en el intervalo [0, 1] si v > kg, o bien T no es necesariamente positiva definida —o es mayor a la
unidad— para algin intervalo en kg. Sin embargo, dado que no hay fuentes ni sumideros en este
problema, lo que acaece en la zona de interaccién (II) no debe ir en detrimento de las leyes de
conservacién —ademds de que el potencial (5.23) es hermitiano—. Asi mismo, sélo el caso kg > v
es de interés ya que el potencial v representa la interaccién débil, por lo que se requiere una
normalizacién N de tal forma que se cumpla la conservacién de probabilidad convencional, en
particular porque la corriente de probabilidad en la zona de interaccién se ve modificada por el
potencial v a modo de «campo electrodébil externos. Asi mismo, en el apéndice D se muestran

diferentes casos de la reflexién y transmision normalizada para este sistema.

Proposicién (Normalizacién). Al aplicar una normalizacién N a la transmision T en (5.33) tal
que

/i2 2]€0
se satisface NT + R =1 para valores v/ky < (1 — Vo /E).

2
N=1- ] (’y + "7> sin?(2kL), (5.40)

Demostracién (Normalizacién). Por un lado, se requiere que la reflexion (5.33) cumpla con

(v + 1% /2ko)?

0<R<1 = 5.41
- = K2esc?(26L) — 2 + nt/4k3 (5.41a)
La desigualdad izquierda se cumple trivialmente, mientras que la derecha requiere
2y 7\ o

y dado que sin?(2xL) € [0,1], se puede establecer una minima cota superior en ko para todo valor

de 2kL, a saber

ko (ko n? : TV
K=k ) —m2>0 2 (—1>>, 0 bien 1— -1 > 2, 5.41c
0 —ko(y"+n7) =" > ol >3 o B (5.41c)

9 Huelga decir que para v = 0 se recuperan las relaciones tipicas para una barrera o pozo reversibles.
p v b
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y como 0 < v/ko < 1, para Vy < 0 siempre se satisface la desigualdad, para 0 < Vy < E ezxiste un
intervalo de validez, y para Vo > E nunca se cumple la desigualdad. Por otro lado, la corriente de

probabilidad para V() es

Ju(z)  koleal? — kyles|? — v (cacse™™ + chese™™ ) k% — 2y(y + n?/2ko) sin?((L — z)k)

Jeo (@) kolco|? a |X|?/16k3
(5.42a)

donde se usd (5.34),

) _ A k) feamP e SO 2R

|col? x[? o2 |co|? [x[? . '

Al evaluar (5.42a) en las interfaces (las paredes del potencial) se obtiene

(L) 16k2k} ir(—L 16k3 2 /2kg)?

Jull) _165ky _ gy Ju(E) g KO0 2R)_ p v (500

Jeo(L)  IxI Jeo(—L) |X[? esc?(2kL)
donde se observa que en x = L se obtiene justamente T en (5.33), mientras que en x = —L se debe

tener la transmision <real> NT = 1 — R. Esto se puede entender en vista de que vy funge como
<campo electrodébil externo> —ver (5.24)—, por lo que la corriente de probabilidad en II sin la

contribucion externa seria

1 hy . hr? (k:o —I—’y) 9
szo[wq,} D= T2, = Uy 5.43
n= S\ VPV + Pn= |X|2/16/€8‘CO‘ con  prr (5.43a)
o especificamente
, , k2 4 2ko(y 4+ 0% /2ko) sin?((L — z)k
pi(z) = leaf? + [esf? + eacse?* + cioge2ine = T T2 W BROSIWIL Z ) 12 (5,431
|x[?/16k;
recuperdndose ademds la ec. de continuidad
Op(z,t) + 0pj(z,t) = 0. (5.43c)
Usando (5.42¢) y (5.34) en (5.43a)
J
(@) _ (1 + 7) T, (5.43d)
Jeo (@) ko

entonces la razén entre las corrientes (5.42a) y (5.43d)

L= 2014 7 2ko) sin® (L — )

Jr(z)
= 5.43e
Jr(x) (1 4 ’Y/k?o) ( )
o bien la transmision normalizada es
Jjr(—L) 2 7\ .,
T = =T(1=-= — L — . 43f
N i (L) < 2 |\ + T sin“((L — z)k) . (5.43f)
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Proposicién (Paridad e inversién temporal). El caso de una onda incidente por la derecha se
puede analizar notando que WE(x) es la inversion temporal de la imagen especular de ¥ (z) (hasta

por una fase). Encontrandose que

cn(ri ko) = cp(=r, ko), cii(v) =ca(=7), & culw ko) = =k, —ko,—7).  (5.44)

Demostracién (Paridad e inversién temporal). Para la primera relacion, se aplican los operadores

de paridad (w) e inversion temporal (©) a la funcién de onda
O [y (2)] = O [Ty (—2)] = U*, _y (—2) = Uy (a). (5.452)

Esto es, se toma el conjugado de la funcion de onda refleja para el caso izquierdo V(z) — U*(—x)

y se invierten las velocidades (kg, k) — (—ko, —k), obteniéndose

OwV,(z) = c§(—k, —ko)e 0% 4 ¢t (—k, —kg)etko? & —x < L,
OwV¥(r) = OwV ,(z) = c5(—k, —ko)e % + ci(—k, —ko)e"~* si —L<—x <L, (545b)

OwV y(z) = cj(—k, —kqo)e Ho* si —x>1L,

que debe ser igual a VE(z) por (5.45a), encontrdndose asi que cf(k, ko) = ci(—r, —ko).

Para la seqgunda relacion, se aplica paridad e inversion temporal a la ec. de Schrodinger

2 2
O [2pm +Vi(@p)+ Vi) - E] V(z) = © [(27];) +V(—z,—p) + V(-z) - E] oW (x)

(5.45¢)

donde se usd la paridad de los potenciales y (5.45a) en el ultimo paso, asimismo ndtese que usar p*
R

(v) = en(—7). Naturalmente esta relacion

R

n*

en el potencial es como decir que v — —7y, entonces ¢
también se obtiene al aplicar las condiciones de frontera sobre WE(z) y obtener ¢

Finalmente, la tercera relacion es una consecuencia de las dos anteriores: la fisica de una onda
incidente por la izquierda es congruente a una onda incidente por la derecha con el signo del

potencial opuesto, i.e.
[0 (2)]— = [V ()] (5.45d)

Recapitulando, las consecuencias trascendentales del potencial que depende explicitamente del

momentum —con 7 = 0 para una mayor apreciacién— son las siguientes:

i) Al comparar ¥;(z) con UR(z) se observa que la reflexién adquiere una fase, e.g.

Ll(x) = eikOx + 7672%0]4 e_ikoac % LIR('%) = e_ik()x _ Pyei%k()L eikow
o ko + ir cot(2kL) ' o ko + ir cot(2kL) ’
(5.46a)

por lo que dependiendo de la direccién de la onda, ésta experimenta una barrera o un pozo

(comparar con el caso v =0An #0).




82

5.4. Potencial barrera 1D irreversible

El camino éptico, interpretado como la fase que adquiere la funciéon de onda al cruzar el
potencial, depende de la direcciéon de transmisién, esto es, las ondas izquierdas perciben

una pared mas gruesa (fig. 5.4a) versus las ondas derechas perciben un pozo menos ancho
(fig. 5.4b), e.g.

\11111(1') _ KG_ZiL(kOT’Y) eljkox s, \I’EI(ZL‘) _ HE_QiL(kO_.V)e_.ikOI 7 (5.46b)
o kcos(2kL) — ikosin(2kL) o kcos(2kL) — ik sin(2kL)

cuya consecuencia directa es el cambio en las probabilidades N7y R segun el esce-
nario de incidencia (en la fig. D.2 del apéndice D se muestra el comportamiento de dichas
probabilidades). Ademas, esto estd en acuerdo con que una barrera de potencial disminuye
la curvatura de la onda (halada hacia afuera), mientras que un pozo, la aumenta (empuja-
da hacia dentro). Esto contrasta fuertemente con la aproximacién de Born que asegura la
independencia del signo del potencial para la amplitud de dispersién, siempre y cuando el
potencial sea lo suficientemente débil y angosto.

V(z,p) V(z,p)
F 1 A cifeihor cire~thox
cocikor | L cgethor —L(1 = 7/ko) +L(1 = /ko) N
: § m T
I [ | I
T g T
—L(1+/ko) +L(1 +v/ko) : 1l

(a) (b)

Figura 5.4: Esquema del potencial barrera en (5.23) segiin es percibido para una onda entrante

desde a) izquierda, y b) derecha. Nétese el cambio en la longitud y el signo del potencial depen-
diendo de la direcciéon de incidencia.




Conclusiones

En esta tesis se ha discutido un problema de irreversibilidad en el tiempo y en el espacio en distintas
realizaciones. En particular, se ha reportado una nueva funciéon de Green asimétrica en forma ce-
rrada perteneciente a sistemas irreversibles (2.16b) que no se encuentra en las referencias estandar
como Grosche and Steiner [76]. La estructura meromérfica de dicha solucién ha sido lo suficien-
temente décil como para permitir identificar adecuadamente los rangos de energia en los que el
dispositivo es efectivo. De este modo, se ha identificado cémo mediante una semi—transformada de
Fourier, el propagador sufrird los respectivos cambios debidos a la irreversibilidad. La ruptura de
la simetria se localiza en un término especial de la funcién de Green cuyo polo esta relacionado con
la energia de referencia a la que opera el dispositivo. Posteriormente, ha sido propuesto y estudiado
con éxito un modelo dindmico para un sistema que divide un conjunto de ondas que representan
particulas independientes. Esta descripcion ha sido posible a través de un operador hamiltoniano
dado por (2.5a) y el potencial irreversible en (2.5b). El sistema funciona con un momentum de
referencia que decide cémo dos subsistemas con diferentes temperaturas, se distribuyen en cada
compartimento de la cavidad. El resultado recuerda a la acciéon del demonio clasico mostrado en la
fig. 2.3b, como se ha confirmado al analizar la dindmica de las ondas en fig. 3.3. Como resultado in-
teresante, la versién ondulatoria del demonio de Maxwell contiene —en su evolucién— la estructura
de interferencia de las alfombras (cudnticas) de Talbot en el tiempo. El lector familiarizado con las
funciones theta de Jacobi puede encontrar en los patrones de interferencia las tipicas trayectorias
de valor theta constante que aparecen en muchas otras aplicaciones, incluyendo la factorizacién de
numeros naturales usando sumas gaussianas [159]. Para tiempos largos, se puede distinguir una
estructura de colapsos y resurgimientos, dicha estructura muestra las asimetrias esperadas para
periodos de tiempo limitados asociados a las longitudes de Talbot, donde a diferencia del proceso
clasico, no se produce una verdadera termalizacién debido a estos resurgimientos. El comportamien-
to temporal apoya las conclusiones en relacion con la irreversibilidad y la aparente disminucién de
la entropia; y en efecto, con la definicion de Shannon para una funcién de desorden dependiente
de la base —estados de energia— se observan regimenes en los que se establecen configuraciones
ordenadas a medida que transcurre el tiempo. Asi mismo, también se estudiaron las densidades y
las energias medias en cada compartimento en las figuras 3.2. En general, se puede afirmar que
la segunda ley de la termodinamica podria restablecerse si se tiene en cuenta el trabajo medio
realizado por el potencial en lugar de la evolucién entrépica de las ondas solamente. Esta antigua

resolucion de la paradoja en la fisica clasica también encuentra su camino en la dindmica cuantica
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sin postulados de colapso, en vista de que otras explicaciones ofrecidas hasta ahora se basan en
gran medida en la teoria de la informacion, siempre y cuando las mediciones también formen parte
del proceso de evolucion.

Por otro lado, y como se mencioné en la introduccién, este enfoque de irreversibilidad —
llamado demonio de Maxwell— puede aplicarse a varios tipos de sistema de ondas, y prestando
especial atencién a las cavidades electromagnéticas, donde los operadores de onda no-hermitianos
con paridad espacial impar surgen de forma natural en los medios dieléctricos, es plausible estudiar
un sistema electromagnético demoniaco empleando las ecuaciones de Maxwell con una dependencia
espacial y de frecuencia en la funcién dieléctrica (4.9) y técnicas de descomposicién de modos
(4.16), permitiendo asi disenar un metamaterial por yuxtaposicién de capas con las propiedades
buscadas, con el objetivo tanto de predecir su comportamiento general en una construccion realista,
como de enfriar la radiacién (asi sean ondas electromagnéticas, acusticas o elasticas) mediante la
separacién de los componentes «calientes y «frio> en el espacio, en particular, la fig. 4.12 es un
claro reminiscente de la fig. 3.5.

En el dltimo capitulo, se propone un proceso de dispersién mediado por una corriente neutra
débil representado por un potencial que depende explicitamente del momentum (5.1) y que puede
interpretarse como un demonio de Maxwell en vista de que la dispersion en la fig. 5.2 se ve mo-
dificada dependiendo de la helicidad del electrén. Por otro lado, la aproximacién iconal muestra
una conexién con el mecanismo de Sakharov en el que un sector de la teoria no tiene la simetria
de la teoria completa; en particular, la asimetria entre materia y antimateria podria interpretarse
mediante una generalizacién de dicho mecanismo. Asi mismo, se encuentra la respectiva funcién
de Green irreversible de este sistema en § 5.3, en analogia con la estudiada en § 2.2.3. Finalmente,
se propone un potencial 1D que depende explicitamente del momentum (5.23), el cual es obtenido
como una reduccién a 1+1 dimensiones de la ec. de Dirac con un campo axil (5.24), por lo que
una onda entrando por la izquierda o derecha es andlogo a un electrén con espin arriba o abajo,
respectivamente. De esta forma se encuentra que las probabilidades de reflexién y trasmisién se
ven modificadas por dicho potencial en vista de que la longitud del potencial percibida por la onda

se ve dilatada o contraida segun el escenario de incidencia, violando paridad.

B SC AL IR
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Apéndice A

Algunas identidades de sumas

infinitas

Las sumas en (3.4a) convergen segin:

L (2) At

00 1 1 - .

nzl @n)2—p 29 @C‘)t(?)' (A.1b)
8N211_ YN =p) (N4 p) + 07 (14+p) -1 Al
P3G~ D) WD) ) - ), (A

n=

donde 1°(2) es la funcién digamma (ver por ejemplo § 8.36 de Gradshteyn and Ryzhik [101] o § 2.3
de Prudnikov et al. [102]).

~ On,a/x 1
Z (2n5[[2 /_HpQ = Afa/n] — p*’ la/=] > 1. (A.2)

8p i sin(2ny) —2i\N-1 —2iy p —92 p
> G g = T (o (PN ) e (- )

i 5—21 2 _
iemW 2n)? —p 2
R TR GR)
+ (e*) O (™ LN =5) =@ (e LN+ (A.32)
— (e—%y, 1, g + 1) + o <e—2iy, 1,1— g)
+ ety ((I) <e2iy, 1,%’ n 1) —® (&Z’y, 1,1 — g)) ,
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donde ®(z,s,a) es la funcién trascendental de Lerch (ver por ejemplo § 9.55 de Gradshteyn and
Ryzhik [101]).

8P sin(2ny) Y 2—p iy p+2
- = @ vy 1. —— — (P 1Y 1
je—2iy ; (271)2 _ p2 € ' Ty € ' Ty

(A.3b)

— e <e2iy, 1, 2;p> + ' P <e2iy, 1, p;Q> .

> [[a/ﬂ']] — n) (n — [[CL/T[']]) _ wo(— E/4b+ [[a/w]]) — 1/10( E/4b + [[a/ﬂ']])
2 P — B - WOE (59

—1T1T[[a/7r]]+27\/\/5g + H[[a/ﬁﬂ—r@ + 2—\/‘%5 — 7 cot (7; f)
NN v a/7] > 1,
(A.5)
donde 9°(2) es la funcién digamma y H,, el niimero arménico.
2
( ([a/7] —n) —O(n — ﬂa/w]])) 1 7rcot( ﬁ) 1
Z:: b(2n)? — E =% aiE T E-waa />t
(A.6)
cos - 1)y) o 1- _9 +1
Z o i = () e (e )
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Apéndice B

Ejemplo de aplicaciéon de un haz
matricial a una ecuacion diferencial

parcial

Es instructivo analizar la metodologia del haz matricial aplicado a la ecuacion diferencial parcial
(EDP) del tipo

(af + 208, — 268,0% — RO + c%{(?;l)u(x, )=0, con u(0,t)=u(L,t)=0.  (B.1)

que corresponde al modelo de una cuerda rigida con amortiguamiento [160]. El término con « es
el amortiguamiento tipico por el aire (depende de la velocidad), mientras que el término con [ es
un amortiguamiento termoeldstico y genera dispersién.! Tomando la transformada de Fourier en ¢
de la EDP se obtiene

( — w? + 20(—iw) — 2B(—iw)d? — 02 + cﬁﬁé)u(l‘, t) =0. (B.2)
Utilizando una base
2
On(x) = \/;sin(ﬁn:c) con Ky = % & n €N, (B.3)

se calculan los elementos de matriz del operador a la izquierda como

L
/ qﬁm(x)( — w? — 2iwa + 2iwPo? — Ao + c%{(?;f) on(z) = 0. (B.4)
0

Al realizar la integral y reorganizar segun la potencia de w para crear el haz matricial, la expresion

anterior es

Mo +wMp = w? My (B.5a)

donde se ha pasado el término de mayor grado en w al otro lado, y las matrices

Mo = (c?f n can,%)niam,n, My = —2 (a n mi)amm, & Ms=6mn. (B.5b)

1 Otro tipo de amortiguamiento que se puede usar es del tipo —yd;u(z,t).
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La expresion anterior se reorganiza es una dimension superior como

AAO A41 X0 0 A42 X0 n
=w , donde X, = WX,
0 I X1 I 0 X1
0 I X0 X0
=w .
MMy MMy ) \x; X

En una configuracién acotada de modos N, la matriz del lado izquierdo es

o bien

0 0 1 0
0 0 0 1
(A + & KY)K? 0 —2i(a + BK32) 0
0 | (A + kK%K 0 | —2i(a + BK%)

cuyos eigenvalores son

a+ Br2

2
) con 1<n<N,
CTRKn

2
. c
wp = —i(a+ B/{i) T CTHn\/l + CTR”% — <
T
y eigenvectores

(xo x1>:<(517n Oom o ONm Widin wadrn - wNaN,n>.

—~

B.6a)

(B.6b)

(B.7a)

(B.7b)

(B.7c)

Noétese que se tienen 2N eigenvalores w,, por haber duplicado la dimensién del problema original,

que sin embargo son de esperar por tener un polinomio de segundo grado en w. Asi mismo, la

funcién de onda (4.29a) para este sistema queda simplemente como

\I/(:B,t) = Zch(Smn¢m(ag)e—iwnt — ch¢n($)€_w"t € R,

(B.8)

mientras que las condiciones iniciales ¢, se obtienen segin (4.32b), o bien (4.32a) si « = 3 = 0.
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Apéndice C

Galeria de graficos de densidad en la
cavidad EM

Las siguientes figuras son un complemento a las discutidas en § 4.3.3, donde se usan los valores en
(4.37) en una cavidad de L = 10 [cm].

I) En las figuras C.1 se modifica ligeramente el valor del grosor de la bicapa, mostrando cambios

notables en la dindmica de la onda.

IT) En las figuras C.2 se modifica el n.° de modos usados, modificando correspondientemente el

grosor de la bicapa tal que el tiempo de retencién lateral sea ~ 80 [cm)].
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(a) b=1 mm (b) b =2 mm
Figura C.1: Gréficos de densidad en 0 < 7 < 450, usando los valores en (4.37) y variando el valor
del grosor b.
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(¢) b=3 mm (d) b =4 mm
Figura C.1: Gréficos de densidad en 0 < 7 < 450, usando los valores en (4.37) y variando el valor
del grosor b.

101



(e) b =6 mm (f) b =9 mm
Figura C.1: Gréficos de densidad en 0 < 7 < 450, usando los valores en (4.37) y variando el valor
del grosor b.
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(a) 16 modos, b = 9.6 mm (b) 21 modos, b = 7.4 mm

(c) 26 modos, b = 6.4 mm (d) 31 modos, b = 5.4 mm

Figura C.2: Gréficos de densidad en 0 < 7 < 150 usando los valores en (4.37), variando n.° de
modos y grosor.
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(e) 36 modos, b = 4.8 mm (f) 42 modos, b = 4.2 mm

(g) 46 modos, b = 3.8 mm (h) 51 modos, b = 3.4 mm

Figura C.2: Gréficos de densidad en 0 < 7 < 150 usando los valores en (4.37), variando n.° de
modos y grosor.
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(i) 56 modos, b = 3.2 mm

Figura C.2: Graficos de densidad en 0 < 7 < 150 usando los valores en (4.37), variando n.2 de
modos y grosor.
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Apéndice D

Galeria de graficos de reflexion y

transmision

Las figuras a continuacién corresponden a las probabilidades de reflexién y transmision (R & T))

en las siguientes configuraciones:
I) Potenciales reversibles:
a) Delta de potencial —V (x) = Vpd(z)— donde la razén entre los canales R’ & T es

R’ E R2kE mVy
™= donde Ey= o = on2 (D.1)

Nétese que las funciones son monétonas (fig. D.1a).

b) Escalén de potencial —V (z) = VpO(z)— (fig. D.1b) tal que

4Kk _ 1 — 2R[kg/ko] + |ke/ko|*
E EMO E E/ RO E/ RO
= E>Vy,, & R"= , D.2
et ke 0 F T U5 2Rl /ol + e/l O
donde

K2 ) Vo . R si W<E (ondas trigonométricas),

M 10 K

ko E : iR si min(V(x) <E<W (ondas hiperbdlicas).

(D.2b)

Asimismo, T® = 0 para E < Vj, no obstante hay probabilidad de tunelamiento —
|WE|2 oc e72rE% /(12 /K2 +1)—.

c) Barrera o pozo de potencial —V(z) = Vp©O(L — |z|)— (fig. D.1c). Se grafica en E/Vj
usando 2kcL = 2L|n|\/sgnVor/E/Vy — 1 con distintos casos de 2L|n|. La razén entre
los canales RC & TC es

RS (k% — k3)*sin(2kcL)? K2 Vo
_ Ko _q_ 10 D.
TS PPy , donde R z (D.3a)

tal que
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e Para una barrera de potencial

R si 0<Vy<E (ondas trigonométricas),
Ko € (D.3b)
R si 0K E<V (ondas hiperbdlicas).

e Para un pozo de potencial
kc€R V Vp<0 | E>min(V(x)) (ondas trigonométricas).  (D.3c)

IT) Barrera 1D irreversible 4 con Vy = 0 —ec. (5.39)— (fig. D.2). Se grafica en ky/~v usando
2k L = 2L~y/k3/7? + 1 con distintos casos de 2Lv. Para valores kg > v —la zona de interés
en vista de que 7y representa la interaccion débil— siempre se cumple que NT + R = 1. Asi
mismo, la conservacién de probabilidad se cumple para todo ko /v si 2Ly < 7/4, lo cual no es
impedimento ya que el radio de interaccién del protén puede ser tan pequenio como del orden
de femtometros. Cabe recordar que el efecto crucial de v es cambiar la longitud efectiva del

radio de interaccién conforme la direccién de incidencia (L — L £ v/ko, ver fig. 5.4).

IIT) Barrera 1D irreversible v con barrera (Vo > 0) o pozo (Vy < 0) de potencial reversible con el
valor particular Vy/FE = 4+1/10, segin corresponda (fig. D.3). Se grafica en ky/v usando la

transmisién normalizada NT = 1—-R y

1 E—-2 1—-Vo/E +~2/k2 2
_ W/ ’Y/k30+ Vo/E +~°/ky s (QL’Y\/l‘}‘f/g <1_VO>> (5.33)

R~ Vo/E+2v/ky = (Vo/2E +~/ko)? E

en distintos casos de 2L~. El lado izquierdo y derecho de las graficas representan los casos
para un pozo (Vo < 0) y una barrera (Vp > 0), respectivamente, en conjuncién con la
barrera irreversible 7, donde se aprecia la ruptura de la simetria entre los casos Vp < 0 &
Vo > 0. Ademss, el drea sombreada gris (asimétrica) representa el intervalo donde no se puede

asegurar que NT + R = 1 para todo valor de 2k L —comparar con (5.41c)—, a saber

?<L—?><L (D.4)

IV) Barrera y pozo de potencial reversibles con barrera 1D irreversible con valores particulares
a) v/Inl =3/2 & b) v/|n| =5/2 (fig. D.4). En analogia con el caso Ic & III, se usa

1 Vo/E —2 E 2/ 1 g 7
1L _VWE-=2/n  E/Vo+2*/w=1 o 2Ll Voy| = + L —1) . (5.33)
R \W/E+2v/n  (VVo/E/2+7/n)? Yo

Similarmente, el area gris corresponde a valores donde no necesariamente se cumple que
NT + R =1 para todo valor de 2L|n|, a saber

% Vi E 2 2
1——0<7 Vol obien — < il <1+ #
n

E =gV E” Vol = 2|02 +4SgnVo> + sgn Vjp. (D.5)

108



(a) V(z) = Voo(z)

(b) V(z) = VuO(x)

(c) V(z) = VoO(L — |z])
Figura D.1: Reflexién y transmisién para potenciales reversibles: a) Delta de potencial, b) escalén
de potencial, c¢) barrera (V > 0) o pozo (Vy < 0) de potencial para dos valores de 2L|n|.
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Figura D.2: Reflexién y transmisién (5.39) para la barrera 1D irreversible variando el valor de 2L~y
—recordar que la longitud del potencial cambia conforme la direcciéon de incidencia, ver fig. 5.4—.
En el régimen kg < 7 no necesariamente se cumple que N7+ R = 1; en particular, si 2Ly ~ nw/2
hay divergencias conforme ko/y — 0, mientras que si 2Ly ~ nz la funcién tiene oscilaciones que
pueden sobrepasar los limites tipicos en 0 < kq/v < 1. Asi mismo, si 2Ly < 7/4 la conservacién

de probabilidad se cumple para todo ko/~.
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Figura D.3: Reflexién y transmisién para la barrera 1D irreversible v con barrera (Vo > 0) o pozo
(Vo < 0) de potencial reversibles —ec. (5.39)— variando el valor de 2Ly con Vy/FE = £1/10,
segtn corresponda. Notese la ruptura de la simetria entre los casos Vo < 0 & Vp > 0. En el drea
gris no se puede asegurar que NT 4+ R = 1 para todo valor de 26L —ec. (D.4)—.
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(a)

Figura D.4: Reflexién y transmisién para barrera (Vp > 0) y pozo (Vp < 0) de potencial reversibles
con barrera 1D irreversible con valores a) v/|n| = 3/2 & b) v/|n| = 5/2, variando el valor de 2L|n|.
En el drea gris no se puede asegurar que NT + R = 1 para todo valor de 2kL —ec. (D.5)—.
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(b)

Figura D.4: Reflexién y transmisién para barrera (Vp > 0) y pozo (Vp < 0) de potencial reversibles
con barrera 1D irreversible con valores a) v/|n| = 3/2 & b) v/|n| = 5/2, variando el valor de 2L|n|.
En el drea gris no se puede asegurar que NT + R = 1 para todo valor de 2kL —ec. (D.5)—.
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