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Introduccion

Los antecedentes del Anélisis de Supervivencia se pueden situar alrededor
del siglo XV I1, en la construccion de las primeras tablas de mortalidad por el
astronomo Edmon Halley, las cuales publico a partir del registro de funerales
y nacimientos en la ciudad de Breslau. Sin embargo, originalmente se aplico
en la Ingenieria, cuando se trataba de analizar la duracion, la resistencia y
la fiabilidad de materiales y/o componentes de una maquina. Asi pues, el
Analisis de Supervivencia se convierte en una herramienta muy importante de
estudio, al permitir generalizar no s6lo el analisis de respuestas tales como son:
“si/no”,“fallecio/sobrevivig”, sino también porque permite el analisis del tiempo
en que se tarda en ocurrir un determinado suceso [2].

El Anélisis de Supervivencia es por tanto, una técnica estadistica que tiene
como objetivo primordial modelar el tiempo hasta ocurrir un determinado
suceso para un grupo de individuos, el cual cabe aclarar, no es necesariamente
hasta el tiempo de muerte, ya que muchas veces suele ocurrir que durante
el andlisis, individuos que se van incorporando en el estudio desaparezcan o
bien que al entrar terminen antes de que el suceso que se pretende estudiar se
llegue a realizar, esto en realidad es una caracteristica que permite diferenciar
al Analisis de Supervivencia de otros analisis estadisticos.

Cuando se tiene informacién incompleta de la supervivencia de algunos in-
dividuos se da lugar a lo que se conoce como individuos o datos censurados.
El Anélisis de Supervivencia se caracteriza también por incluir informacién
que proporcionan estos individuos, por lo cual son considerados como datos
relevantes durante el analisis. Para realizar un estudio de supervivencia, es
necesario contar con un inicio y un fin bien definidos, el inicio no necesaria-
mente es el mismo para cada individuo, de hecho, los periodos de seguimiento
en este tipo de analisis son casi siempre diferentes, ya que en la préctica es
muy frecuente ver que nuevos individuos se van incorporando en el estudio
durante todo el periodo de la observacion, por lo que estos tltimos en hacerlo,
son igualmente analizados, aunque durante un periodo de tiempo mas pequeno
que los que empezaron al principio.

Dos conceptos muy importantes para el Analisis de Supervivencia son dos
tipos de probabilidades: de supervivencia y de riesgo. La probabilidad de su-
pervivencia o funcion de supervivencia (comtinmente denotada por S(t)) hace
referencia a la probabilidad de que un individuo sobreviva a partir de su fecha
de entrada, hasta un momento determinado. Es decir, esta funciéon se centra
mas en la no ocurrencia del evento. Mientras que la funcion de riesgo (llamada
también tasa de fallo condicional), es la probabilidad, por unidad de tiempo,
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de que a un individuo que esta siendo observado en un tiempo determinado
(entre el tiempo t y t + At) le suceda el evento esperado, dado que el sujeto
vivia en el tiempo t.

Por otra parte, también es necesario hablar acerca de los métodos utilizados
para realizar dicho andlisis, estos pueden llevarse a cabo a través de modelos
paramétricos o bien, a través de estudios no paramétricos. Las pruebas para-
métricas, requieren que la distribucion de la poblacion sea caracterizada por
ciertos parametros, sin embargo, las pruebas no paramétricas no parten de este
supuesto, en este caso, se parte del supuesto de que el conjunto de datos no
proviene de una distribuciéon ya conocida.

En particular, existen dos métodos no paramétricos mas utilizados: el de
Kaplan-Meier y de Riesgos Proporcionales de Cox, el cual en realidad es un
método semiparamétrico. El método de Kaplan-Meier permite comparar super-
vivencia entre grupos o entre categorias, por ejemplo, considerando la categoria
sexo y grupos con la edad, se pueden obtener las curvas de supervivencia de
hombres y mujeres, o bien , las curvas considerando intervalos de edad de los
sujetos en estudio. Sin embargo, este método de Meier no permite modelar la
influencia de predictores, como es el caso del Modelo de riesgos proporciona-
les. Este modelo de Cox, es muy utilizado por su flexibilidad y puesto que es
mucho méas simple que otros modelos a la hora de interpretar los coeficientes.
Otra caracteristica importante de este modelo, es que es usado para encontrar
las relaciones entre el riesgo que se produce en un determinado individuo y
algunas variables independientes y las variables explicativas, por lo que este
modelo nos permite evaluar dentro de un conjunto de variables cuales tienen
relacion o influencia sobre la funcién de riesgo y en consecuencia también en
la funcion de supervivencia ([2], [10]).

Durante las dltimas décadas el Analisis de Supervivencia se ha converti-
do en una herramienta muy importante, mas en el ambito clinico (8], ya que
nos permite modelar el comportamiento de la supervivencia de los pacientes
que tienen alguna enfermedad. Sin embargo, a pesar de que es un campo ya
bastante desarrollado, sigue siendo objeto de estudio, pues en la realidad se
cuenta con una gran diversidad de datos disponibles.

Este trabajo de tesis esta enfocado al Analisis de Supervivencia, su principal
objetivo es mostrar una aplicacion de dicha técnica estadistica, con un grupo de
pacientes con insuficiencia renal a los cuales se les ha practicado un trasplante
de rin6n y se les tiene en observacion para ver si presentan rechazo al injerto
realizado. Asi, se cuenta con una base de datos de pacientes del Instituto
Mexicano del Seguro Social (IMSS) del estado de Puebla, de dichos pacientes
se cuenta con diversa informacion clinica ya que estas son necesarias a la hora
de realizar el analisis, por lo cual dichas variables son evaluadas para ver cuales
de ellas son significativas en el estudio.

Por otro lado, cabe resaltar que informacién de casos clinicos dificilmente
estd al alcance de todos para poder ser analizados, ya que es informaciéon deli-
cada de tratar, y atin cuando se cuenta con dichos datos, es dificil de analizarla
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por completo puesto que valores de algunas variables de los pacientes no son
registradas o s6lo dan una idea muy baga de lo que se pretende registrar, por
lo cual, en el presente trabajo, las variables que se consideran para realizar el
andlisis fueron aquellas que si tenian en mayor proporcion informaciéon com-
pleta, dejando aun lado aquellas que tenia demasiados datos faltantes, aunque
en el estudio pudiera ocurrir que algunas de estas variables son también signi-
ficativas.
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Capitulo 1

CONCEPTOS BASICOS

El Analisis de Supervivencia es un conjunto de técnicas estadisticas, que
consisten en la medicién del tiempo que transcurre entre un evento inicial
(inclusion en el estudio de un individuo) hasta que se llega a producir un evento
de interés para cierto grupo de individuos (por lo general, este evento es de
falla, muerte, recaida o el desarrollo de determinada enfermedad), es decir, es
el conjunto de métodos estadisticos para analizar datos de supervivencia. Al
periodo de tiempo transcurrido entre estos dos eventos se le denomina tiempo
de falla, tiempo de supervivencia o tiempo de vida.

Para determinar el tiempo de falla, se requieren tres requisitos. Primero, el
tiempo de origen debe estar bien definido para cada sujeto en estudio (ya que
no necesariamente es el mismo) por lo cual su tiempo de falla se mide desde
su propia fecha de entrada. Segundo, la escala con la cual se medira el tiempo
debe estar fijada, ya que este puede variar dependiendo del problema que se
esté atendiendo, su tnico requisito es que el tiempo de falla de los individuos
sean no negativos. Por 1ltimo, el significado de falla debe ser claro ([3], [18]).

1.0.1. Distribucién en los datos de supervivencia

Uno de los objetivos principales para realizar el analisis a través del tiempo,
es llegar a conocer la distribucion del tiempo de supervivencia de un sélo grupo
de individuos en observacién, sin embargo, en muchos casos es importante
llegar a realizar una comparacion de los tiempos de supervivencia de dos o
mMAas grupos.

En muchos problemas, se parte del supuesto de que la distribucion de los
datos es normal, sin embargo, existen muchos casos en que esto no siempre
ocurre, pues en su gran mayoria los datos no tienen un comportamiento si-
métrico como es el caso de la distribuciéon normal. De hecho, en la practica
suele ser dificil encontrar un buen modelo que se ajuste adecuadamente a un
conjunto de datos, esto motiva a no s6lo trabajar con modelos paramétricos,
si no también con modelos semiparamétricos, ya que estos no presuponen una
distribucién conocida para los datos con los que se cuenta.
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1.0.2. Censura y Truncamiento

Una caracteristica importante del Anélisis de Supervivencia es el hecho de

que se puede trabajar con informaciéon incompleta sobre los datos con los que
se cuenta ([9], [18]).
Suponga que se establece el tiempo de seguimiento de cierto grupo de indivi-
duos, esto es, se establece el tiempo de origen ¢y, de manera clara y se define ¢;
como el tiempo en que finaliza el estudio. Durante el periodo de seguimiento
puede ocurrir que uno o varios de los individuos abandonen el estudio al tiem-
po C' de modo que la observacion sobre estos individuos cesa en este tiempo
aunque no se haya experimentado la falla, provocando con ello que sélo se re-
gistre informacion parcial de dichos individuos de su tiempo de supervivencia,
este puede ser mayor que C o incluso que ty, a estos tipos de datos se le cono-
ce como datos censurados y a los individuos que llegan a experimentar dicho
evento se les conoce como datos no censurados.

Observacion 1.1. Al igual que el tiempo de falla, la censura es un evento
puntual, ademés, en algunos casos el tiempo de censura llega a ser conocida
(fija) o puede convertirse en una variable aleatoria.

Definicién 1.1.1. (Censura) Se dice que el tiempo de supervivencia de un
individuo estd censurado cuando el evento de interés no ha sido observado
durante el tiempo de seguimiento.

Mecanismos de censura

Las observaciones censuradas son indudablemente una de las caracteristicas
mas importantes de los datos de supervivencia, la censura puede presentarse
de diversas formas. Por lo cual se describen sus distintas clasificaciones.

Censura por la derecha

Esto ocurre cuando el individuo no experimenta el evento de interés durante
todo el tiempo de observacion, por lo cual el tiempo de falla no es conocido,
sin embargo, se conoce una cota inferior para dicho tiempo. Por otra parte,
en funciéon de la causa podemos encontrar distintos tipos de censura por la
derecha, los cuales son:

i. Censura tipo I. Este tipo de censura ocurre cuando el tiempo final ¢5
del estudio es prefijado y por tanto el tiempo de censura es conocida y
fijo.

1. Fija. Aqui el tiempo de origen ¢ y el tiempo final ¢; del estudio es
el mismo para cada uno de los individuos.

2. Progresiva. Los datos se dividen en grupos y cada uno de los grupos
tiene un tiempo de censura asociado.

3. Generalizada. A cada individuo se le asocia un tiempo de origen y
un tiempo de censura correspondiente.



ii. Censura tipo II. Un individuo experimenta censura tipo II cuando el
tiempo de finalizacién del estudio no ocurre en un tiempo prefijado, sino
que se contintia el estudio hasta que ocurre el evento de interés para
cierta proporcion de la poblacién, de modo que el tiempo de duracién
del estudio es aleatorio pero el nimero de observaciones censuradas y
no censuradas es fijo. Esto es, suponga que se tiene una muestra alea-
toria Ty, T5, ..., T,, para esta muestra se considera que el tiempo en el
que se debe de terminar el estudio es cuando para cierto nimero de su-
jetos predeterminado, digamos r, se presenta el evento de interés, asi,
consideramos los primeros r tiempos de falla mas pequenos:

Ty, T2y, - Tr—1), Ty
Con esto, los n — r individuos restantes son censuradas por la derecha

por el tiempo de falla de la r-ésima observacioén de esta muestra de esta-
disticos de orden.

Notacién 1. Sea 17,75, ..., T, una muestra aleatoria y sea C; el tiempo de
censura por la derecha de la i-ésima informacién, observamos los pares:

( 1*751)7 ) (T2*752)7 R (T;:>5n>7

donde
5= (T, < C;) = L, S? T; < C; (no censurado),
0, siT; > C; (censurado)
y
T; i0; =1,
T; = min(T;, C;) = h
C;, sid;=0.

A la funcién 0 se le conoce como funcion indicadora de censura, esta toma
el valor 0 si el individuo esta censurado y 1 si no es censurado.

Censura aleatoria

Este tipo de censura es también conocida como censura no informativa
que se encuentra determinado por un fenémeno aleatorio no esperado, lo cual
impide el seguimiento de la observacion del individuo en estudio, es decir, aqui
se asume que cada individuo tiene un tiempo de falla Ty un tiempo de censura
asociado C, donde T'y C son v.a.’s continuas e independientes cuyas funciones
de supervivencia son también independientes.

Las principales razones por las cuales puede haber dicha censura son:

i. Que haya pérdida del sequimiento. Esto ocurre cominmente cuando el
individuo decide dejar el estudio por alguna razéon, de modo que la tnica
informacion que proporciona es la del tiempo en el que fue observado por
ultima vez, sin haber experimentado el evento de interés.
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ii. Es removido del estudio. Fn ocasiones algunos individuos llegan a expe-
rimentar algin otro evento que puede o no ser ajeno al de interés, en
caso de ser completamente ajeno, el individuo es retirado del estudio.

iii. Terminacion del estudio. Si el sujeto llega al final del tiempo de estudio
sin haber experimentado el evento de interés.

Censura por la izquierda

Este tipo de censura ocurre cuando, dado ¢t > 0 se sabe que el tiempo de
falla ocurre dentro del intervalo [0, ¢], sin embargo, no se sabe con exactitud
en qué momento ocurrio.

Dada una muestra aleatoria 11,75, ..., T,, la funcién indicadora de censura
estd dada por

1, siT; > C; (no censurado),

0, = I(T; > C;) =
( ) {O, si T; < C; (censurado).

Para ilustrar esquematicamente la censura, considere la Figura 1.1. Aqui
puede ver el tiempo de estudio para 8 individuos en un ensayo clinico, en donde
el tiempo de ingreso al estudio esta representado por un (e), los individuos
que mueren (fallan) son representados por (M), los individuos que se pierden
durante el seguimiento por (P), y los que todavia estan vivos al final del periodo
de observacion por (C) [2].

Pacientes

Tiempo de estudio Final del estudio

Figura 1.1: Tipos de censura; sujetos que fallan (M), perdidos (P) o censurados (c).
Fuente: [2].

Censura por intervalo

Considere una sucesion ordenada de tiempos ascendentes tqg < t; < -+ <
th_1 < t,, se dice que un individuo presenta censura por intervalo si se sa-
be que su tiempo de falla ocurre en algin intervalo de la sucesiéon, digamos
(tj—1,t;], 7 € {1,2,...,n— 1}, pero al igual que en la censura por la izquierda
se desconoce el tiempo exacto.



Truncamiento

El truncamiento de los datos de supervivencia se presenta sélo cuando se
analizan aquellos individuos en estudio que llegan a experimentar el evento
de interés y que se encuentran dentro de un intervalo tiempo (U, V], asi, si T
es una variable aleatoria continua y positiva tal que en el tiempo ¢y ocurre
el evento de interés, entonces solo nos interesa si ty € (U, V], con lo cual se
puede ver que la inferencia de los datos truncados se limitan a la estimacion
condicional. Los individuos cuyo tiempo de falla no se encuentran dentro del
intervalo no son considerados, por lo cual no aportan ninguna informacién al
analisis. Esta es una caracteristica importante que lo diferencia de la censura,
puesto que datos censurados proporcionan informacion parcial al investigador.

Al igual que la censura, existen tipos de truncamiento. Uno de ellos es
el truncamiento a la izquierda, el cual ocurre cuando el limite superior del
intervalo estd dado por V' = oo, es decir, cuando el tiempo de falla t; > U.
Otro, es el truncamiento a la derecha que se da cuando U = 0, por lo cual
decimos que 0 < ¢y <V [10].

1.1.1. Distribucién continua y funcién de supervivencia

Sean (2,5, P) un espacio de probabilidad y T : Q@ — R* una variable
aleatoria (v.a.) definida sobre este espacio. Consideré la funcion de distribucion

(f.d.d.) de T,

Ft)=P(T <t)=P{weN:T(w) <t}),

donde, {w € Q : T'(w) < t} € S para cada t € RT. Para el caso continuo se
tiene que:

F(t) = P(T < t) = /_t F(x)dz,

con f(-) la funcion de densidad (f.d.p.) de T. Definimos ahora, la funcion de
supervivencia, la cual describe a la distribucion del tiempo de supervivencia 7',
esto es, esta funcion cuantifica la capacidad que tiene un individuo de sobrevivir
mas alla del tiempo ¢ [3].

Definicién 1.1.2. La funciéon de supervivencia (f.s.) denotada por S(-) se
define como:

S(t) = P(T > ) = 1 — F(t) = /OO F(@)da.

Con la igualdad anterior y haciendo uso del teorema fundamental del calcu-
lo, se obtiene que:

dF(t)  d d

ft) = - _E(l —F(t) = —ES(U- (1.1)

Por otro lado, la funcién de supervivencia cumple con las siguientes pro-
piedades:

1. 0<S(t)<1,VteRt,
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2. es mondtona decreciente,
3. 8(0) =1y limS(t) =0,
t—00

4. S(t) es continua por la derecha.

1.1.2. Funcién de riesgo

La funcion de riesgo también conocida como tasa de falla y denotada por
h(-), es una funcién muy importante en el estudio de Anéalisis de Supervivencia,
va que nos indica la tasa instantanea de falla en el tiempo ¢, condicionado a
que no ha ocurrido el evento de interés en el estudio, es decir, nos va dando
una idea de como va cambiando la probabilidad del evento de interés en un
instante de tiempo, dado que atin no se ha presentado el evento al inicio de
este. Formalmente se da su definicién a continuacion.

Definicién 1.1.3. La funcion de riesgo (f.r.), denotada por h(-) se define

Ccomo
Pt<T<t+A|T >1)

A—07F A

. (1.2)

Para ver la relacion de la funcion de riesgo con la funciéon de superviven-
cia, hacemos el siguiente analisis. Consideremos la probabilidad condicional
de que el objeto en estudio falle en el intervalo de tiempo [¢t,t + A) para A
suficientemente pequeno, dado que se ha sobrevivido hasta el tiempo t, esto
es:

Pt<T<t+All'>t)  P{t<T<t+A}N{T >1t})
A B AP(T > t)
P <T<t+A)
B AP(T >t)

de modo que

B 1 . PA<T<t+A) 1 . F(t+A)—-F(t)
M) = prsg A, A = 50 A,
B0

t) =2,
so" Y sw
Esto motiva a definir también a la funcion de riesgo como:

_J(@)

(t) = S0 t>0. (1.3)

Esto nos lleva a relacionar la f.s. con la f.r. de la siguiente manera.

Teorema 1.1.4. Sea T una v.a. continua y sea S(-) su funcidn de superviven-
cia. La f.s. cumple que:

S(t) = exp (— /Oth(x)dx) V> 0. (1.4)



Demostracion:
Se tiene de (1.1) y (1.3) que

h(t) = ‘SS@()” = ~iog(se)),

de modo que por el teorema fundamental del calculo se obtiene:

log(S(t)) ~ og(s(0)) = = [ h(a)da,

por tanto, de la propiedad 3 de la f.s. se obtiene que:

log(S(t)) = — / h(z)dz,

en consecuencia,

S@)::@q><—¥£th@ﬂdx). (1.5)

Como consecuencia de este resultado y de (1.3) se obtiene que:

0 =te (- [ t ho)ie ) = h(e)exp(~ (1),

donde H(t) = f(f h(z)dz es llamada funcion de riesgo acumulado (f.r.a.). Tam-
bién podemos ver algunas de las propiedades que satisface dicha funcion, las
cuales se enuncian a continuacion.

Corolario 1.1.5. Sea T una v.a. continua con funcion de densidad f(-) y sea
h(-) la funcion de riesgo correspondiente. Entonces

i h(t)>0, ¥t >0,
. H(t) = fot h(z)dx < oo, para t > 0,
iii. [, h(x)de = co.

Demostracion: Note que (i) se sigue de la igualdad (1.3), puesto que dicho
cociente esta dado por cantidades positivas. Por otra parte, para ver (ii), dado
t >0,

t
/h@mzqmam<w
0
de esto tltimo también se sigue que:

_ —dlog(s(x))

h(zx) I

Para ver que se cumple (i), notese,
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o0 t
/ h(z)dr = lim [ h(z)dr = lim —log S(t) = —log(0) = oo
0

t—o00 0 t—o00

la pentltima igualdad es debido a la propiedad 3 de la f.s.. [

Puede ver en la Tabla 1.1 las relaciones entre cada una de las funciones de
probabilidad descritas anteriormente.

Caracteristicas de la funcién de riesgo

En Analisis de Supervivencia, la funcion de riesgo juega un papel importan-
te no soélo porque esta nos muestra como es la probabilidad de que el individuo
experimente el evento de interés a lo largo del tiempo, sino porque también
nos ayuda a ajustar un modelo de probabilidad a una muestra de datos con-
cerniente a tiempos de falla.

Algunas de las principales formas que puede tomar esta funcion se describen
a continuacion.

i. Constante: una funcion de riesgo constante o aproximadamente cons-
tante, indica que la probabilidad de falla en cualquier momento es la
misma, cominmente esto suele darse en entornos estables y son causa-
dos por fendmenos aleatorios. Por ejemplo, el tiempo de falla de choques
automovilisticos. Un modelo con esta caracteristica es la Exponencial,
va que la funciéon de riesgo asociada a una variable aleatoria T con esta
distribucion es constante (esto puede verlo en la Figura 1.2 y en 1.3 la
funcion de supervivencia asociada a 7).

h(t)=n S(t)=exp(-ait)

T T T
o ['e] o o] [=]
— - ]

Figura 1.2: f.r. para una v.a T tipo  Figura 1.3: f.s. para una v.a T tipo
Exponencial. Exponencial.

ii. Creciente: este tipo de funcién nos dice que la probabilidad de ocurren-

cia del evento de interés va en aumento con el paso del tiempo. Ejemplos
de esto, puede ser cuando individuos estan expuestos a esfuerzo constan-
te, o bien sufren algin desgate a lo largo del tiempo.
Se puede ver en la Figura 1.4 que la funciéon de riesgo de una v.a. T
con distribucién de Weibull (que se define en la secciéon 1.3) de para-
métros o y B positivos es creciente cuando § > 1y en la Figura 1.5 el
comportamiento de su funcién de supervivencia.



h(t) = ap(at)”” S(t) = exp(-at)®

8 10

Figura 1.4: f.r. para una v.a. T tipo Figura 1.5: f.s. para una v.a. T tipo
Weibull. Weibull.

iil.

Notese que cuando o = 1y f < 2 la funcion de riesgo que se obtiene
ademés de ser creciente es convexa, sin embargo cuando a =1y 3 > 2
la funcién de riesgo es concava y para [ = 2 se obtiene una recta como
se puede ver en la figura anterior.

Decreciente: la funcién de riesgo decreciente indica que las fallas son
mas probables de ocurrir de manera temprana, por ejemplo, en el uso de
productos metalicos que con el paso del tiempo se van reforzando.
Ejemplos de funciones de riegos decrecientes también se pueden obtener
de la distribucion de Weibull de una v.a. T' con parametro 5 < 1, esto
puede verlo en la Figura 1.6 y su funcién de supervivencia en la Figura
1.7.

h(t) = op(at)™” S(t) = exp(-ot)®

05 10 15 20

Figura 1.6: f.r. para una v.a. T con Figura 1.7: f.s. para una v.a. T con
distribucién Weibull. distribucién Weibull.

1v.

Forma de banera: una funcion de riesgo se dice que tiene forma banera
debido a las tres etapas que presenta, la primera etapa se caracteriza por
tener una elevada tasa de falla que desciende rapidamente con el paso del
tiempo. En la segunda etapa, la tasa de falla es mucho menor y constante
(o casi constante), lo cual es debido a causas aleatorias externas, por
ejemplo, que haya una mala operacion, que se haya producido algin
accidente, por condiciones inapropiadas u otros. Por tltimo, en la tltima
etapa igualmente se habla de una tasa de falla creciente que normalmente
es producido por el desgaste natural a causa del paso del tiempo, esto
puede verlo en la Figura 1.8.
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Figura 1.8: Funcién de Supervivencia en forma de Curva bafera.

f(t) S(t) h(t) H{(t)
F(t) [ f(z)da 1-S(t) 1 —exp(— J; h(z)dz) | 1 —exp(—H(t))
f(®) —5'(t) h(t) exp(—H (1))
S(t) 1— [5 f(x)de ] exp(— [y h(x)dz) eXIp( H(t))
h) i log S(t) H'(t)
S(t)

Tabla 1.1: Relaciones entre las funciones f.d.p. f(-), f.d.d. F(:) con la funcién de
supervivencia S(-) y funcién de riesgo h(-), de la v.a. continua Ty positiva.

1.1.3. Distribucién discreta y su funcién de supervivencia

Considere ahora que T es una v.a. discreta que toma valores 0 =ty < t; <
-y sea f(-) la funcion de densidad de 7" con funcion de distribucion,

Fiy=P(T<t)=>_ f(t:)

it <t

La funcién de supervivencia de T esta dada por

St)=P(T>t) = Y f(t)

i‘ti>t

= 1—F(t). (1.6)

Esta funcion es continua a la derecha, escalonada, no creciente, con S(tg) =
S0)=1y hm S( ) = 0. Ademas, se encuentra relacionada también con F'(-)

y f() de la 81gu1ente forma:

F(t) = F(t)) — F(t;1) = S(t;_1) — S(t;), j=1,2,...

Observacion 1.2. Notese que, de S(ty) = 1y de (1.6) se obtiene que F(0) = 0,
de modo que f(0) = F(0) =0y h(ty) = 0.

Por otro lado, para ver la expresion de su funcién de riesgo, considere la
siguiente probabilidad condicional,
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PUT =t}n{T>t}) P(T

V|

f)
= =1,2,...,
Stig) ?
de modo que la funcién de riesgo es
f(t:)
h(t;) = 1=1,2,..., 1.7
(t:) S0t (1.7)

o bien, dado que f(t;) = S(t;—1) — S(t;), se obtiene que:
S(tica) —S(t) _ - S(t;)
S(ti—1) S(ti—1)

Con esta ultima igualdad podemos ver la relacion entre la funciéon de su-
pervivencia y la funcién de riesgo.

h(ti) =

i=1,2,.... (1.8)

Lema 1.2.1. Sea T una v.a. discreta con S(-) su funcidn de supervivencia.
Para k € N, k <mn, t € [ty,tps1), la f.s. se puede expresar como

11 ssa(ji)l) _ Jlj[lu  h(ty)). (1.9)

.
—_

Demostracidn: Sea t € [tg,tr11), que cumplen las condiciones del Lema, se
tiene que

[Ia-re) = T

i=1 pERICRY
~ S(t)S(ta)  S(tw)
T S(t) S(t) S(te-1)
S(t)
" S

esta tltima igualdad debido a que S(ty) = 1. Por otro lado, dado que la funcion
S(-) es escalonada y continua a la derecha se tiene que S(t) = S(tx), con lo
cual se obtiene el resultado. |

Como consecuencia de este lema se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2. Sea T una v.a. discreta que toma valores 0 =ty <ty < -+,
con f(-) su funcion de densidad y h(-) su funcion de riesgo. Parai =0, i =1,
se cumple que f(to) =0y f(t1) = h(t1) y para i > 2 se tiene que,

i—1

f(t) = h(ts) T (1 = n(ty)).

Jj=1



12 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Demostracion: De la Observacion 1.2, f(ty) = 0. Luego, del lema anterior
se tiene que, S(t1) = 1 — h(ty), con lo cual

f(t1) = S(t1) = S(to) =1 = h(t1) — 1 = h(t1),
finalmente, de (1.7) se puede ver que
i1

F(ts) = h(t:)S (1) = h(ts) [ J(1 = h(t;)).

J=1

A continuaciéon puede ver en la Tabla 1.2, las relaciones entre las funciones
de probabilidad descritas anteriormente, considerando una variable aleatoria
discreta.

F() ) S{) 0]
20) > 1) [1-50 I T = A)
7) Fi) = Flt) | S = 5(6) [RE) T =)
S(h) 1—F(f) > 1) ige — h(t;))
) I B 1 N () =
h(t;) I-F(t;) s B St-1)
S(tj—1)

Tabla 1.2: Relaciones entre las funciones f.d.p. f(-), f.d.d. F(-) con la funcion de
supervivencia S(-) y funcion de riesgo h(-) de la v.a. discreta T'.

1.3. Modelos paramétricos

En Anélisis de Supervivencia las familias paramétricas se usan para mode-
lar datos de tiempo de supervivencia, entre estos modelos univariados algunos
sobresalen més que otros por su gran flexibilidad. A continuacién se mencionan
algunas de estas familias que son las més usadas para modelar la distribucién
del tiempo de supervivencia.

1.3.1. Distribucién Exponencial

Una de las distribuciones continuas mas importantes es la Exponencial ya
que tiene una gran utilidad préctica, se utiliza como modelo para representar
el tiempo de funcionamiento o el tiempo transcurrido entre eventos que se
contabilizan por medio de la distribucién de Poisson. Por ejemplo, el tiempo
que transcurre entre dos llamadas por teléfono, niimero de peatones que llegan
a un semaforo, ect.
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Definicién 1.3.1. Diremos que una variable aleatoria continua 7' sigue una
distribucion Exponencial de pardmetro A > 0, lo cual se denota como T ~
exp(A), si su funcion de densidad esta dada por

f(t) = Aexp(—At), t > 0. (1.10)
Con funcién de distribucion dada por,
F(t) =1—exp(—At), t>0.
Asi, su funcion de supervivencia es:
S(t) = exp(—At), t > 0. (1.11)
De (1.10) y (1.11) se obtiene que la funcién de riesgo es de la forma:
h(t) =X, t>0.

Una propiedad que caracteriza a la distribuciéon Exponencial se observa en
la funcion de riesgo, esto es, el riesgo permanece constante a lo largo del tiempo
(la probabilidad de ocurrencia del evento de interés siempre es la misma en
cualquier momento), a esta propiedad se le conoce como pérdida de memoria.

Por otra parte,

1
E(T) =+
GEE
y
1
Var(T):ﬁ.

A continuacién se muestra la grafica de la funcion de densidad, la f.d.d., la
f-s.yvla f.or. en la Figura 1.9, para 71" una variable aleatoria tipo Exponencial
con distintos valores del parametro .

f(t) = rexp(—2t) F(t) =1 -exp(-it)

05

04

03

[Ny}
o

02

0.1
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S(t) = exp(-it) h(t)=%»

Figura 1.9: (a) Funcion de densidad; (b) de distribucién; (c) de supervivencia y (d)
de riesgo de la distribucién Exponencial.

1.3.2. Distribucion Gamma

El uso de esta distribucion es comun si se esta interesado en la ocurrencia
de un evento de interés generado por un proceso de Poisson, ya que la variable
que mide el tiempo hasta obtener n ocurrencias del evento de interés sigue una
distribucion tipo Gamma. Entre sus caracteristicas principales es que sirve
para modelar el comportamiento de variables continuas con asimetria positiva,
es decir, para aquellas variables que presentan mayor densidad de sucesos a la
izquierda de la media que a la derecha.

Antes de presentar a las v.a.’s con distribucion Gamma, es necesario recor-
dar como se define la funcion Gamma, ya que cumple un papel muy importante
en muchas ramas de la matematica.

Definicién 1.3.2. Dado k£ > 0, se define la funcién Gamma como:
(k)= / "t exp(—x)dz, k> 0.
0

Algunas las propiedades de esta funcién son:
1. si k> 1 entonces I'(k) = (k — 1)['(k — 1),
2. si k € N entonces I'(k) = (k — 1)/,

3. I(3) = V7.

Otra funcion importante es la funcion Gamma incompleta que es una va-
riacion de la funciéon Gamma y se define como

y
Y(z,y) = / u"texp(—u)du, x>0,y > 0.
0

Definicién 1.3.3. Sea T una variable aleatoria continua, se dice que T tiene
una distribucion Gamma con parametros k (forma) y A (escala) positivos (1" ~
G(k, \)) si su funcion de densidad estéd dada por

AL Lexp(—A\t)
L'(k)

F(t) = >0

20
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y la f.d.d. es:

Az)  exp(—Az)dx

uF "t exp(—u)du

k
E(T) =~
( ) )\7
y
k
Var(T) = }VE
Ademés,
(K, At)
S(t)=1- 0
0 K 2o
de donde se obtiene la funciéon de riesgo:
AN —\t

L(k) —y(k,At)

Notese que para k = 1, la distribucion se reduce a una de tipo Exponencial,
y cuando k es un nimero entero, la distribuciéon es conocida como distribucion
de Erlang. Esta familia paramétrica es también de gran uso debido a las di-
ferentes formas que puede tomar la funcion de densidad, puede ver esto en la
Figura 1.10, asi como el comportamiento de funciones que se derivan de esta.

A1) exp(-it)

="

05

04
— =12k
03 S =112,k
i =102,k
02 \ r=1/2,k

0.1

0.0

0
5
10
15
20
15

20
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h(t)

10
08
06

04 — w=1/2,k
— A=12,k

02 r=112k
=12,k

0.0 ‘

o

LI (I T}
o0 o Ry s

15
20
10
20
30
40

Figura 1.10: (a) Funcion de densidad; (b) de distribucion; (¢) de supervivencia y (d)
de riesgo de la distribuciéon Gamma.

1.3.3. Distribucion Weibull

Dada la gran versatilidad de la distribucion Weibull, su uso es muy frecuente
en estudios de fiabilidad de componentes, ya que una caracteristica importante
de esta distribucion es la gran variedad de formas que puede tomar el modelo
dependiendo de los valores que tomen sus parametros caracteristicos.

Definicién 1.3.4. Diremos que una v.q. continua y positiva 7' sigue una dis-
tribucion Weibull con pardmetros a y f positivos (T ~ W(a, f)), si tiene
funcion de densidad dada por:

f(t) = aB(at)’ " exp (—(at)’), t>0, (1.12)
con funcién de distribucién:

F(t)=1—exp(—(at)’), t>0, (1.13)

Al igual que la distribucion Gamma, para § = 1, la distribucion es también de
tipo Exponencial con parametro «. Por otro lado, se tiene que:

O )|

I

o
F(1+2)-12(1+1
Var(T) = ( B> — ( ﬂ>.
De (1.13) se obtiene que,
S(t) = exp (—(at)’), t>0, (1.14)

y de (1.12) y (1.14) que,
h(t) = af(at)’™', t>0.

Esta funcion de riesgo cumple que para § < 1, h(t) es decreciente, mientras
que para > 1 la funcion es creciente. Para ver los distintos comportamientos
que pueden tomar cada una de estas funciones descritas, vea la Figura 1.11.
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(1) = ap(at) exp(- at)’®

17

F(t)=1-exp(-at)®

10
08
06
04
02

00 -
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S(t) = exp(—at)’

h(t) = ap(ot)™’

10
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Figura 1.11: (a) Funcion de densidad; (b) de distribucion; (¢) de supervivencia y (d)
de riesgo de la distribucién Weibull.

1.3.4. Distribucién log-Normal

Esta distribucion puede resultar particularmente ttil para modelar datos
que sean aproximadamente simétricos o asimétricos a la derecha. Ademas al
igual que otras distribuciones, esta puede tener diversas formas dependiendo
de su parametro de escala.

Definicién 1.3.5. Sea T una v.a. continua, se dice que T tiene distribuciéon
log-Normal con parametros 4 € Ry 02 € RT (T ~ log N(u,0c?)), si log(T)
se distribuye normalmente con media p y varianza o2 (log(T) ~ N(u,0?)), es
decir, si su funciéon de densidad esta dada por

1 1 logt—u>2
ex — [ = , t>0
toV 2w p{ 2 ( o

1 [logx — 2
exp{—§ (%) }dx, t> 0.

f(t) = (1.15)

con f.d.d.,

t
Fo - |
0 TON 2T

Mediante un cambio de variable, esta funcién también puede ser expresada
como

logt—p

F(t):/_oo” \/127

(o}

1 logt —
exp{—§u2}du:©<w), £>0, (1.16)
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en donde ®(-) es la funcion de distribucién normal.
Se puede ver también que

0.2
E(T) = exp (u+ 7) Y

Var(T) = exp (2 + o°) (exp (0%) — 1>.

De (1.16) se tiene la f.s.,

1 —
S(t)zl—@(w), t>0.

o
Por tanto su funciéon de riesgo es
I el
t) = .
W= ovam (1 ()

Pueden verse las formas que pueden tomar: la f.d.p., la f.d.d., la f.s. y la
f.r., de la distribucion log-Normal con distintos parametros en la Figura 1.12.

T~Log-N(u, 62) T~Log-N(, 02)

0
5
10
15|
20
25
30
20

T~Log-N(, 6°) T~Log-N(1t, )

10
08
06 - ||
04
02

00 -

20

Figura 1.12: (a) Funcion de densidad; (b) de distribucion; (c) de supervivencia y (d)
de riesgo de la distribucién log-Normal.

1.3.5. Distribucion Gamma Generalizada

El modelo de Gamma Generalizada (GG) fue propuesto por Stacy en 1962,
este modelo se caracteriza porque incluye varios modelos como casos particu-
lares, algunos de ellos son la distribucion Exponencial, Weibull y Gamma.
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Definicién 1.3.6. Sea T una variable aleatoria continua, se dice que T tiene
una distribucion Gamma Generalizada (T ~ GG(a, k,6)) si su funcion de
densidad esta dada por,

(1) = Qre(k) (é)ek_lexp {— (2)9} >0, (1.17)

con parametros de forma a > 0, £ > 0 y parametro de escala 6 > 0. Ademas,
la f.d.d. es,

PO = i [0 {2}

Var(T) = rg—:@ {F(k)F (k + ;) —I? (k: + %) } :

Con funcién de supervivencia

St =1- ﬁ y <k (é) ) >0, (1.18)

«

Observacion 1.4. La distribucion Gamma Generalizada es una subfamilia de
distribuciones que contiene a la distribucién Exponencial cuando k = 6 = 1,
a la distribucion Weibull cuando sblo £ = 1 y a la distribucion Gamma si
f = 1, més ain, en el limite, cuando £ — oo se puede ver que la distribu-
cion log-Normal también pertenece a esta subfamilia. Asi, en las descripciones
anteriores se tienen ejemplos de su comportamiento.

1.4.1. Distribucién log-Logistico

La distribucion log-logistico se usa cuando el logaritmo de la variable esta
distribuido logisticamente. Es comtn que esta distribucion se use en modelos
de crecimiento y para modelar respuestas binarias en campos como la Bioes-
tadistica y la Economlia.
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Definicién 1.4.1. Diremos que una v.a. continua 7' sigue una distribucion
log-Logistico con parametros A y k positivos (1" ~ LLogist(\, k)) si su funciéon
densidad es,

Me(\t)k—1
)= ———"—— >0
y su funcién de distribucion,
(A)®
Flt) = ——— t>0.
(t) L+ (N~
Se puede probar que,
E(T) =\

Por otro lado, las funciones de supervivencia y de riesgo son

S(t) = N +1)\t)’f’ t>0,
Me(At)F—1
h(t) = Tro L2 0.

En la Figura 1.13, pueden verse las posibles formas que pueden tomar estas
funciones.

T~LLogist(i, k) T~LLogist(%, k)

/)

o
== =
o
oW =

= =
I
0L

00 05 10 15 20

T~LLogist(x, k) T~LLogist(%, k)

(
-

00 05 10 15 20

Figura 1.13: (a) Funcion de densidad; (b) de distribucion; (¢) de supervivencia y (d)
de riesgo, de un modelo log-logistico.
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1.4.2. Distribucién Gompertz

Benjamin Gompertz (1825) introdujo la distribucion de Gompertz en rela-
cion con la mortalidad. Esta distribucion es una generalizacion de la distribu-
cion Exponencial y tiene muchas aplicaciones de la vida real, especialmente en
estudios médicos. Otra caracteristica importante de la distribucion de Gom-
pertz es que tiene una funcion de riesgo que aumenta exponencialmente durante
la vida 1til de los sistemas, por lo cual se usa para modelar datos altamente
sesgados negativamente en el Anéalisis de Supervivencia.

Definicién 1.4.2. Diremos que 7T es una variable aleatoria que tiene una
distribucion de Gompertz con parametros ¢ y A positivos (GM(c, \)) si su
funcion de densidad es:

f(t) = Aexp(ct) exp (—%(exp(cx) — 1)) , t>0 (1.19)

y su correspondiente funcién de distribucion es:

A
—E(exp(ct) — 1)) , t>0,¢,A>0.

F(t)=1—exp (

De donde claramente,

)\(exp(ct) - 1)) , >0,

c

S(t) = exp (

h(t) = Xexp(ct), t >0,

h(t) es creciente para ¢ > 0y decreciente para ¢ < 0y cuando ¢ = 0 en (1.19)
se obtiene la f.d.p. de una variable con distribucion Exponencial de parametro
A. En la Figura 1.14 puede verse el comportamiento que toman las diferentes
funciones con distintos parametros.

T~GM(C. 3.) T~GM(C. )
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20
0
5
10
15 o
20
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T~GM(C. ) T~GM(C, %)

10 T

ol
08

08

=)

=
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L L (e
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o000
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[T
1

ML

[ TR

04

04
02 N

00

0.0

(c) (d)

Figura 1.14: (a) Funcion de densidad; (b) de distribucion; (¢) de supervivencia y (d)
de riesgo de la distribucion de Gompertz.

1.4.3. Distribucion de Gumbel

Esta distribucion es conocida como una distribucién de valores extremos, el
cual es un modelo que esta enfocado en describir el comportamiento estadistico
de M,, = Max{X;y, Xs,...,X,}, donde X; es una v.a. i.i.d..

Definicién 1.4.3. Diremos que una v.a. continua y positiva 7' sigue una dis-
tribucion de Gumbel con parametros o > 0 (de localizacion) y § € R (escala)
(T ~ Gumbel(a, B)) si su funcion de densidad es dada por

f(t) = aexp{—a(t - ) — exp{-alt = )} |, teR
con funcion de distribucion
F(t) = exp{— exp{—a(t — 6)}}, t eR,

de donde
S(t)=1- exp{—exp{—a(t - 5)}}7 teR,

aexp{—a(t — B) —exp{—a(t — 5)}}
h(t) = , teR.

1 —exp{ - exp{—a(t - )} }

La Figura 1.15, se muestra algunas posibles formas de las funciones ante-
riores.

T~Gumbel(c., B) T~Gumbel(c., B)

1
288
Inonon
oo
ey iy
nonon
[N NI

1
2R
Inonon
LSESN N
e
o
(LN

0 2 4 6 8 10
|

0 2 4 6 8 10
1

j
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T~Gumbel(c, )

23

T~Gumbel(c, )

|
/e R
[ T 1}
NN
™mT T
o
(L NI

Figura 1.15: (a) Funcion de densidad; (b) de distribucion; (¢) de supervivencia y (d)

de riesgo de la distribucion de Gumbel.

En la Tabla 1.3 puede ver cada una las funciones de probabilidad para cada

uno de los modelos.



Distribucion Notacion 7' ~ f.d.p. f(t) f.d. F(t) f.s..5(¢) [ h(t) Media E(T) Varianza Var(T)

Exponencial exp(A) Aexp(—At) 1 — exp(—At) exp(—At) A + =
Gamma, G(k, ) 7““')“1:(?;"(7)‘” % 1— 7;’”‘(?;') 7A(¥();;:af&7)ﬂ) % %
Weibull W(a, B) aB(at)?exp(—(at)?) 1 — exp(—(at)?) exp(—(at)?) aB(at)s! 1(1(71\’1,) w

Log-Normal

log-N (p, 0%)

i exp {4 (i)}

@ (i)

1o ()

cxp(f%(u)z>

exp (/l, + ”72)

exp(2u + 0?) (“/XP(‘TZ) - 1)

N N Tl ) ) ‘
Gamma generalizada GG(a, k,0) ﬁ (f)m«'il exp {7 (ﬁ)g} 5 (k‘ (ﬁ)g) 1—x (k:, (ﬁ)g) W %ﬁ’l’) 0] [k (b +2) = T2 (k+3)]
Log-Logistico LLogist(\, k) % % W Aff(;):);‘ A
Gompertz T ~ GM(c, N) Aexp(ct) exp (7%((:)(1)((:75) — 1)) 1 —exp (7%((:}(1)((;75) — 1)) exp (7%((‘){])((1) — 1)) Aexp(ct)
) aexp{—u(f—:ﬂ’)—exp{—a(ﬁ—d)}}
Gumbel T ~ Gumbel(a, B) | « exp{fu(L — B) —exp{—a(t — 3)}} exp{f exp{—a(t — d)}} 1-— exp{f exp{—a(t — 3)}}

pexp{ - exp{fu(tyfﬁ)}}

Tabla 1.3: f.d.p., f.d.d., f.s., f.r., media E(T) y varianza Var(T) de la variable aleatoria T.
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1.5. Meétodo de maxima verosimilitud para da-
tos censurados

En el caso de datos de supervivencia con datos censurados, la funcion de
verosimilitud juega un papel muy importante al permitirnos hacer inferencia
acerca del valor del parametro, por lo cual es necesario llegar a conocer la
expresion para esta funcion bajo censura. En este caso, para se habla de censura
por la derecha.

1.5.1. Datos con censura tipo I

Considere un modelo de datos de supervivencia con censura por la derecha
tipo 1. Sea T}, Ts, ... T, una muestra aleatoria independientes e idénticamente
distribuidos (i.i.d.), con funciéon de densidad f(-) y C1, Cy, ... C, constantes de
censura asociadas a estas v.a.’s respectivamente. Se tienen las observaciones:

(T1*>51)7 (T2*752)7 sy (T;zk—la 671—1)’ (T;a(sn)a

donde
Considere tq,ts,...,t, una realizaciéon con cesura presente de la muestra
17, Ty, ..., Tr. El siguiente resultado nos muestra la expresion para la funcion

de verosimilitud para datos con censura por la derecha tipo I.

Teorema 1.5.1. Bajo censura tipo I, con tiempos de censura fijos, la funcion
de verosimilitud L(0,1t) de los datos observados (t;,0;),1=1,2,...,n estd dada

por:
n

L(0,t) = [ [ f(t:, 0)" S (t:,0) .

i=1

Demostracion: Analicemos los casos que se presentan para la unidad
muestral (77, 9;), para obtener la funcién de probabilidad conjunta de dicha
muestra.

Caso 1: Si un individuo tiene un tiempo de supervivencia censurada, es decir,
d; = 0 en el tiempo C; (aqui las C; son constantes fijas) entonces su tiempo de
supervivencia es mayor que C' (T; > C;), asi cuando At — 01 tenemos:

Pt <T; <t+At,6;=0) = Pt <T <t+At|s=0)P6 =0)
= Pt <min{T;,C;} <t+ At|s; = 0)P(6; = 0)
= Pt<Ci<t+At)P(T; > Cy),

de donde, si t < C; entonces,

lim P(t < C; <t+ At)=P(C;=1) =0,

At—0t

ysit=Cj,
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lim P(t<C;<t+At)=P(C;=t) =1,

At—0+

al tomar el limite se obtiene:

lm P(t <T; <t+At,d;=0) =
At—0t

(1.21)

P(CZ<T;), Slt:CZ
0, sit < Cz

Caso 2: §; = 1, es decir,cuando no hay censura se tiene lo siguiente:

PH<Tr <t+At6;=1) = P <T<t+Ats; =1)P(6 =1)
Pt <T; <t+At)

luego,

{ < * ; = = i < 1 - . .
Ah_)n(r)l+ Pt <T:<t+Atdo=1) Ah_)n(r)l+ Pt <T, <t+ At)= f(t). (1.22)

Por tanto, de (1.21) y (1.22) la funcién de densidad conjunta de (T, ;) es:

@S, si{(t1) st < iy U{(C,0)},
f(Ti*76i)(t75i) o {O, si {(¢,0) :t < Cy},

y finalmente la funcion de verosimilitud para la muestra dada es

n

L(0,t) = [ f(t::0)" S (t::0)' .

i=1

1.5.2. Datos con censura tipo II

Sea Ti,...,T, una muestra aleatoria i.i.d. en el cual deben ocurrir £ < n
fallas, esto es, se observan los T{y), ..., T estadisticos de orden, de modo que
los n — k individuos restantes son censurados y T{) es su tiempo de censura
(recordemos que en este caso el tiempo de censura es controlado por el inves-
tigador). En este caso la funcion de verosimilitud esta dada por la funcion de
densidad conjunta de los estadisticos de orden, de modo que si ty,%s,...,%; €s
una realizaciéon de esta muestra, entonces se tiene que
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L<07t) = fT(l) ..... T(k) (tla t?? cey

n!
T (n—k) Hft“e

t)
- (nﬁ!k’)! Hft“9> (B 9)
a0 sty

F(ti; 0)" ™

—25:1 2

n!

n!
= (n_k)! Hftl,e )(HStk, )
— Al ﬁ(f (ti;0 615(@;9)17&),

endondeél:52:---:5k:1y5k+1:5k+2:---:6n20.

1.5.3. Caso general

Considere 17, ...,T, una muestra aleatoria 7.7.d. con funciéon de densidad
f(+), funcion de distribucion F(-) y funcion de supervivencia S(-). Sea

,1;* = min{ﬂv CZ}7

y
o[ aTT
' 0, siTy=C0C,
Suponga ademas que C1, Cy, ..., C, son los tiempos de censura (aleatorios)
asociadas a las variables T}, i = 1, ..., n respectivamente, con funcién de den-

sidad ¢g(-) y f.d.d. G(-). Bajo mecanismo de censura por la derecha se asume
que T; y C; son independientes y que ademas G(-) no depende de ninguno de
los parametros de S(-).

Se busca encontrar la funcién de densidad conjunta de la unidad muestral
(T7,9;), buscando obtener la funcién de verosimilitud para una muestra de
tamano n.

Considere también el caso en que la observacion presenta censura (7; > C;).
Denotamos por H;(-) a la funcion de distribucion para dicha observacion con
censura en el tiempo C; = u, es decir:
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= P(ngt,01<ﬂ)
PC’lgt,u<Tl)

; /Ot {/OO f(v)dv] g(w)du
t F

= [ 0= Pulgtan

derivando H;(-) obtenemos que:

m(t) = S = 1~ F)lg(t)

Ahora, considere el caso en el que la observacion es no censurada, asi, para
cuando es observado en el tiempo T; = s se obtiene que T; < C; y

- P(T<ts=T<C)

_ /Ot {/:og(v)dv} f(s)ds

- [ n-censeas

derivando H,(-) se tiene que:

_dHy
ha(t) = S22 = [1 = G(IF(),
luego,
1—6; 0;
faran(t8) = [(1=F)g®] (1= 6w
= [a= Py [0 - eyt ).
Finalmente, considerando la realizacion ¢4, to, . . ., ¢, de la muestra 17, 15, .. ., T},

se obtiene la funcion de verosimilitud:

L(0,1) = (H Flta) (1~ F(ﬁ))“”) (H g(t:)' ™" (1 - G(tz-))‘”) - (123

Sin embargo, dado que g(-) v G(-) son funciones que no involucran a los
parametros de f(-), podemos considerar a la funciéon de verosimilitud como:

n

LO,t) = [T ) (1 = F(t))' .

=1
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1.5.4. Datos con censura aleatoria

Considere T7,...,T, una muestra aleatoria i.i.d. con funcién de densidad
f(+), funcion de distribucion F(-) y f.s. S(-). Considere la muestra:

(T7,01), (T5,02), ..., (T, 0p).

Denotamos a C; como los tiempos de censura (aleatorios) asociadas a las
variables T;, i = 1,...,n respectivamente, con funcién de densidad g(-) y f.d.
G(-). Bajo mecanismo de censura aleatoria (no informativa) se asume que T;
y C; son independientes y que ademéas G(-) no depende de ninguno de los
parametros de la funcion de supervivencia.

Teorema 1.5.2. En un modelo con censura aleatoria por la derecha, la funcion
de verosimilitud, de los datos observados

(tla 51)7 (t27 52)7 ey (tna 571)

con t;, una realizacion de T, i = 1,2,...,n, estd dado por:

= (H Flta) (1~ F(ti))l_‘”> (H g(t:)' =" (1 - G(tz‘))‘”> :

Observacion 1.6. La prueba del Teorema 1.5.2 se sigue de manera analoga
al caso general por lo cual se omite dicha prueba.

Con los resultados obtenidos anteriormente bajo un mecanismo de censura
por la derecha se muestran a continuacién la funcién de verosimilitud para el
modelo Exponencial y Weibull.

Ejemplo 1.7. Sea Ti,...,T, una muestra aleatoria 7.i.d., con distribucion
Exponencial con pardmetro A > 0 y sea tq,...,%, una realizacion que puede
presentar censura por la derecha de la muestra 77,..., 7. Para las observa-
ciones siguientes:

(T1*7 51)7 (T*

n—1»

On-1), (T, 0n),

la funcion de verosimilitud esta dada por,
n 5 1-6;
L) =TT s s> = T |rexp(=x)| " [exo(-at)]
i=1
= H A% exp(—A\t;)
i=1
= A\Xi=1% exp ( A Zt )

luego, la funciéon log-verosimilitud es,

I\) =log L(At) = Zalog —Aiti.
i=1
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Observe que r = > | &; es el namero de sujetos no censurados, mientras
que Y o, t; es la suma de todos los tiempos de la realizacion dada.
Buscamos el e.m.v., asi, calculando

y como

a2 a2

se tiene que

d?l(\
n___r o,

d\? < ?rm)

asi, el e.m.v. para A estd dado por A=

Z’!L t
Ejemplo 1.8. Sea Ti,...,7T, una muestra aleatoria 7.i.d., con distribucion

Weibull de parametros o y 5. Sea ty,...,t, una realizaciéon de la muestra
Ty, ..., Tr con censura presente. Considere las observaciones,

On-1), (T, 0,),

n’

(Tl*a 51)7 (T*

n—1»

de (1.12) y (1.14) la funcién de verosimilitud esta dada por:

1-6;

Lot = T[(08(0t)™ e (~(01)%)) " (e (~(at?))

8

| (aﬁ(ati)ﬁ_l> exp (—(at;)?)
— ()T fig DT b (ﬁ tgﬂ_l)‘si) exp <— Y (ozt,-)5>
=1 i=1
_ aﬁz;;laiﬁz;;lai (ﬁ t§5_1)5i> exp <_Zn:(ati)6>
P :
— Pa (ﬁ tEﬁl)aZ) exp (— Zn:(ozti)ﬁ> ,
i=1

i=1

n
i=1
n
=1

en donde r = > d; es el namero de individuos no censurados. Luego, la
funcion log-verosimilitud es:

n

l(a, B) = L(av, B, 1) = rlog(B) + rBlog(e) + (8 — 1 Zélog - (ats)’.

i=1
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Calculando:
ol(a, B) @ P n 5
do o D@ ;f y (1.24)
(91((;1575) _ % + rlog(a) + Z d; log(t;) — Z(&ti)ﬁ log(at;). (1.25)
=1 i=1

Asi, para calcular el e.m.v., fijando (5 en (1.24) e igualando a cero se obtiene

que
1
’ ]
a= :
(ZZ; t?)

Sin embargo de (1.25), notese que obtener el valor de 8 no es tan sencillo, por
lo cual se requiere de algiin método numeérico para obtener dicho valor y poder
verificar que en efecto es el estimador de maxima verosimilitud. Para ver una
forma de obtener los estimadores puntuales adecuados para este modelo puede
ver [10].
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Capitulo 2

ESTIMACION NO
PARAMETRICA

Cuando se desean estudiar ciertas caracteristicas de una muestra aleatoria
proveniente de una poblacion, la seleccion del modelo de inferencia (paramé-
trico o semi-paramétrico) es muy importante en la practica ya que una mala
eleccion puede conducir a obtener resultados erroneos.

Comunmente, para la selecciéon del modelo de inferencia se toma en cuen-
ta la distribucién de los datos, lo cual conduce a verificar que en efecto la
muestra cumpla con supuestos, las cuales no siempre se llegan a verificar. Asi,
correctamente optariamos por un modelo paramétrico si estamos seguros del
comportamiento de los datos, es decir, si el modelo se ajusta correctamente al
conjunto de datos, sin embargo, atin cuando se puede verificar la bondad de
ajuste del modelo, siempre existiria un grado de incertidumbre. Todo esto mo-
tiva a hacer uso de métodos de inferencia no paramétrica, los cuales no hacen
ningin supuesto acerca de la forma funcional de la funcién de supervivencia,
permitiendo que cada observacion en estudio contribuya a la construccion de su
propio modelo. Entre las principales ventajas de la estimacién no paramétrica
se encuentran:

i. primera aproximaciéon real de la curva de supervivencia,

ii. los intervalos de confianza permiten contrastar la validez de uno o maés
modelos teéricos y comparar subpoblaciones,

iii. paso intermedio para proponer un modelo funcional.

A pesar de las ventajas que presenta, también se puede ver que algunas de
sus desventajas son:

1. no existe una relacion funcional de la curva de supervivencia,

ii. solo es posible estimar la forma de la funcion de supervivencia dentro del
periodo de observacion, es decir, hay imposibilidad de extrapolar.

Por tanto, en este capitulo se aborda el tema de métodos de inferencia no
paramétrica que proporcionan un estimador para la funcién de supervivencia
de una muestra aleatoria i.i.d. de tiempos de falla con censura por la derecha.

33
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2.1. Distribucién empirica

Para estimar la funcion de supervivencia de un conjunto de datos, el método
mas simple es el uso de la funcién de supervivencia empirica, el cual se define
acontinuacion [2].

Definiciéon 2.1.1. Sea T}, Ts, . .., T, una muestra aleatoria, considere t1, o, . . .,
t, una realizacion de tal muestra, tales que ninguno de ellos presenta censu-
ra (no se hace alguna suposicion acerca de su distribucion). La funcion de
supervivencia empirica (f.s.e.) se define como

n
{No. de individuos que sobreviven al instante t}

St) =

. (2.1)

Algunas de las caracteristicas de esta funcion son:

1. es una funcién escalonada decreciente,

2. cuando todas las observaciones son distintas los saltos son de 1/n,

3. si hay d empates, hay saltos de tamano d/n,

4. sit() es la observacion mas pequeila, entonces S(t) = 1, para t < t(1,
5. si t(n) es la observacién mas grande, entonces S(t) = 0, para t > t(n).

Sin embargo, notese que esta funciéon en realidad desperdicia informacion
cuando hay sujetos censurados, ya que no toma en cuenta si la observacion t;
tal que t; <t fue falla o censura.

2.1.1. Distribucién empirica como estimador de maxima
verosimilitud de una funcién de distribucién

Una caracteristica importante de la funciéon de supervivencia empirica es
que S(-) definida en (2.1) es el estimador de maxima verosimilitud de la fun-
cion de supervivencia S(+), esto se puede probar por medio de la funcion de
distribucion empirica, ya que esta es el e.m.v. de una funciéon de distribucion,
ademés de que puede ver facilmente que S(t) = 1 — F(t), donde F(-) es la
funcion de distribuciéon empirica que se define a continuacion.

Definicion 2.1.2. Sea T, 75, ..., T, una muestra aleatoria de una funcién de
distribucion F' € F = {Clase de todas las distribuciones sobre R}, considere
t1,ts,...,t,, donde t; # t; para ¢ # j unarealizacion de tal muestra. La funcion
de distribucion empirica (f.d.e.) se define como:

#liti<t) YL I{t<t)

n n

F(t) = (2.2)
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Si para esta realizacion buscamos la funcion de distribucion F' que haga mas
factible dicha observacion. Entonces F' maximiza el valor de

P(tl<T1Stl—f—Atl,tQ<T2Stg-f-Atg,...,tn<TnStn+Atn>:
PF(tl <1 Stl—i-Atl)PF(tQ < Ty Stg—l-Atg)PF(tn <Tn§tn+Atn),

ademés dado que I’ maximiza esta verosimilitud entonces debe de cumplir que
1 At;—0

o bien
fr(en) + fr(ze) + -+ fr(zn) = 1,

donde fr es la funcién de densidad, con respecto a F'. De aqui que, el producto
siguiente,

n

fr(x)fr(ae) - fr(en) = HAIE-IEO Pp(t; <T; <t + Ali) = 1¢2++ * gn

=1

debe ser maximizado bajo la condiciéon de que > " | ¢ = 1. Asi,

n—1
L(q1, a2, - Gnstatas oo tn) = Q1425 -+ G0 = Q1G2, - -+, Qo1 (1 - Z%)
i=1

y la funcién log-verosimilitud,

n—1 n—1
log(L(q1, G2, - Gnitista, ... tn)) = Zlog g + log (1 - Z%) ;

i=1 i=1
calculando las derivadas parciales respecto a ¢; con j =1,2,...,n — 1 e igua-
lando a cero

6log(L(q1,q2,...,qn;tl,tz,...,tn)) :l_ 1 —0

0q; 9 1- Z?:_f q;
se obtiene que g; = ¢, para j =1,2,...,n — 1, ademéas de esto, 1 =" | ¢; =
Yo qn = Ny, es decir, ¢; = ¢, = %, j=12...,n—1

Por otro lado, para cualquier valor de ¢; se cumple

8210g(L(q17q27"'aQH;tbt?)"'vtn)) o 1 1
6 2 2 n—1 2 <
q] q] (1 - Z'::l ql)

en particular para ¢; = %, con lo cual podemos concluir que ¢ = g = -+ =

Gn = + es el estimador de maxima verosimilitud (e.m.v.) de F, la cual es la

funcion de distribucion empirica definida en (2.2). Mas atin, con este resultado

y el principio de invarianza para el e.m.v. se tiene que 1 — F\(t) = S(t) es el
e.m.v. de S(t).
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Observaciéon 2.2. Si fijamos ¢, la variable aleatoria I{7; < t} tiene una
distribucion tipo Bernoulli (s6lo toma el valor de 0 o 1) con parametro p =
F(z), por lo cual nF(t) es unav.a. binomial con pardmetros n y F(t), as
E(nF(t)) = nF(t), es decir E(F(t)) = F(t), o bien, el estimador F(t) es
insesgado, mas ain, podemos probar con la relacion S(t) =1 — F(¢), que §(t)
es también insesgado.

2.3. Estimador de Kaplan-Meier

Considere una muestra aleatoria de n individuos con tiempo de supervi-
vencia observados en tq, s, ..., t,, algunos de ellos con censura por la derecha,
ademaés, puede haber méas de un individuo con el mismo tiempo de superviven-
cia observado. Asi, suponga que hay r (r < n) individuos con tiempo de falla
sin censura, de modo que los n —r sujetos restantes presentan censura. Organi-
zando estos tiempos de falla de forma creciente, sean 0 < ;) < ... <{(,) < o0
esos distintos tiempos de falla observadas y ordenadas, con los cuales genera-
mos los siguientes intervalos:

Iy =100,tq)), I = [ta), L)) - - Lre1 = [te—1)s t@)), - - -, I = [t), 00).
Denotamos por:

1. m;: nimero de individuos que se encuentran vivos justo antes del tiempo
t(;), incluso los que estan a punto de morir justo en ese momento. Notese
también que si hay [; individuos que estan censurados en el intervalo [;

al tiempo £j)1, t(j)2, - - -, t(j)1;, entonces sus tiempos de falla también estan
incluidos.
2. Para j = 1,2,...,7, d;; es el nimero de personas que mueren en el

momento t(j).

3. p;: es la probabilidad condicional de sobrevivir a lo largo del intervalo
I; dado que se ha sobrevivido al inicio de este, es decir, p; = P(T >
)T > t-1)-

Buscamos el estimador para S(-) mediante los estimadores de p;. De hecho,
se probara mas adelante que el estimador no paramétrico que se presenta aqui
es el estimador de maxima verosimilitud de la funcién de supervivencia.

Sea 0 > 0 un tiempo infinitesimal y considere el j-ésimo intervalo I;, notese
que en el intervalo [t;y — 0,t(;)] se presenta un tnico tiempo de falla (el que
ocurre en t;)), mientras que el intervalo (¢(;), ¢(j4+1) — 6] no tiene ningin tiempo
de falla, ya que esta se presenta hasta en el tiempo #(;,1), con esto, dado que
n; representa el nimero de individuos vivos justo antes del tiempo 2y y d; el
namero de sujetos muertos justo en Z;, la probabilidad de que un individuo
presente falla en el intervalo [t(;) — d,t(;)] puede ser estimado por d;/n;, por lo
cual la probabilidad condicional de que el individuo en estudio sobreviva mas
alla de t(;y dado que ha sobrevivido hasta el tiempo #(;) — 0 es "j_dj, es decir,

nj—dj

P(T > t)|T > tg) = 6) = =
J
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y la probabilidad de sobrevivir en el intervalo (¢(;),t;+1) — 6] es 1. Luego la
probabilidad conjunta de sobrevivir a lo largo de [t(;) — 6, ;)] v de (¢, tj+1) —

0] puede ser estimado por njn;dj Por lo tanto, al tomar el limite Cuando )
J

—d;
tiende a infinito, se tiene que “=" = p; es un estimador de p;, es decir, de la
)

probabilidad condicional correspondiente al intervalo I; = [t(;), ¢(j11))-
Con todo lo anterior, para t fijo tal que ¢t € [t;),tu+1) v @ € {1,2,...,7},
el producto de estos estimadores p; para j = 1,2,...,7 da una estimacion de

la funcién de supervivencia al tiempo ¢, esto es,

-1 - T (- 2)

o jltj<t
Definicion 2.3.1. Sean 13,75, ...,T, una muestra aleatoria de tamano n y
tay < t) < -+ < t4) los r distintos tiempos de falla observados en una

muestra, que posiblemente presentan censurada por la derecha. La posibilidad
de que se dé més de una falla en el tiempo t(; estd permitido, por lo que
denotaremos al nimero de fallas en ese tiempo por d; (d; > 1). Para t fijo, el

estimador Kaplan-Meier (KM) o producto-limite S(-) de S(-) se define como:

St =] (1—%). (2.3)

It <t
Las principales caracteristicas de este estimador son:

1. La probabilidad de supervivencia se calcula cada vez que un paciente
experimenta el evento, generando las probabilidades en cada momento.

2. Las probabilidades de supervivencia se calculan a partir del namero de
sujetos en riesgo justo antes del momento de producirse el evento en
interés.

3. Los valores de supervivencia se calculan s6lo para aquellos momentos en
los que algin sujeto sufre el evento. En el resto de momentos se asume
que la probabilidad de supervivencia es la misma que en el momento
inmediatamente anterior.

Observacion 2.4. Observe que el estimador puede ser calculado de forma re-
cursiva, es decir, si t(;_1) y t(j) son dos observaciones adyacentes no censuradas,
se tiene que

PHT >t} N AT > t-n}) = S(ty)-

Mas atn,

PUT >t} n{T > t-n}) = P(T >t T > t;0)P(T > t(1)
P(T' > t|T > t-1))S(t-1)),

vy dado que es un estimador para p;, j = 1,2,...,7, se obtiene que

S(t) = S(tg-v) <1 - %) :

1
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Por otro lado, nétese que en ausencia de censura el estimador KM se reduce
a la funcion de supervivencia empirica definida en (2.1), de modo que si se tiene
una muestra de tamatlo n con t € [t(;), t(j+1)], se tiene que:

s0 = (1-2)(1-2)..(1-2)
ny N9y n;
(BN (D B d;
_ (1 n)(l n_dl)...<1 n—dl—dg—...—dj_l)
. n—d1 n—dl—dg n—dl—...—dj
n n n—d1 ’I’L—dl—— j—1

 on—dy—...—dj
N n

o #Hti >t}

-

Ejemplo 2.5. A continuaciéon se muestra la funcién de supervivencia en la
Figura 2.1, con el estimador no paramétrico Kaplan-Meier para un grupo de
64 pacientes con insuficiencia renal a los cuales se les realiz6 un trasplante. Para
cada paciente se registro el tiempo postrasplante (en meses) hasta el momento
en el que se present6 rechazo del injerto o bien, el tiempo durante el cual el
sujeto estuvo bajo observacion sin haber rechazado el injerto.

Curva de Supervivencia

Estimacion —+ Kaplan-Meier

Probabilidad de supervivencia

0 30 60 90 120
Tiempo (Meses)

Figura 2.1: Estimador KM de la funcién de supervivencia, para un grupo de 64
pacientes.

De donde podemos ver que la funcién de supervivencia decrece de forma
pausada dentro del intervalo (0, 48] mientras que dentro del intervalo (48, 120]
permanece constante. Esto ocurre debido a que los pacientes que rechazan el
injerto por lo general lo hacen dentro de los primeros meses después de haberse
realizado la operacién, para este conjunto de datos esto ocurre dentro de los
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primeros 48 meses, mientras que para los individuos restantes solo les registra
el tiempo que han estado en estudio sin haber experimentado el rechazo, el
tiempo maximo de observacion para este caso es de 120 meses.

En la Figura 2.2 puede ver las curvas de KM para hombres contra mujeres
de este mismo conjunto de datos.

Probabilidad de Supervivencia

Género =+ Mujeres Hombres

]

I

| o

@

2

c

Q

=3

o

o

]

T 025

=

3

80001 | | | |
o 0 30 60 90 120

Tiempo (Meses)

Figura 2.2: Estimador KM de la funcién de supervivencia, para hombres y mujeres.

Ahora veamos que el estimador Kaplan-Meier definido en (2.3) es el estima-
dor no paramétrico de maxima verosimilitud de S(-). Sean t; <ty < -+ < t,
tiempos distintos observados sin censura de una muestra aleatoria de tamano
n. Definimos como d; al nimero de fallas en el tiempo ¢;, m; el nimero de
individuos censurados en el intervalo I; = [t;,t;11), los cuales se presentan en
los tiempos tj1,tj2, ..., tjm;, con j =1,2,...,7, donde tg =0y t,41 =00,y a
n; como el namero de individuos en riesgo justo antes del tiempo t;, es decir
n; = (m; +d;) + (mjs1 +djq) + - - -+ (m, + d,). Suponga ademés un modelo
de supervivencia a tiempo discreto. Note que la aportacion a la verosimilitud
de una observacion no censurada es:

f(t:) = S(tj-1) — S(t)),

y la contribucién verosimilitud de una observacién con censurada en el tiempo
tpy,conje{l,2,....,r}yle{l,2,...,m;} esta dada por

P(T > tjl) = S(t]‘l).

Ademas dado que t; < t;;, el e.m.v. S(-) de S(-) cumple que §(tj) > §(tjl),
por lo cual se maximizara la funcion de verosimilitud tomando S(t;) = S(t;,).
Luego, bajo censura no-informativa la funciéon de verosimilitud formulada en
los tiempos de falla observadas es



40 CAPITULO 2. ESTIMACION NO PARAMETRICA

L= H <(5(tj—1) —S(t;)) 1—1 S(tjl)> : (2.4)

J=1 =1

Por otro lado, se tiene que

S(t;-1) = [0 = ht)),

S(t;) =] - ),

I=1
sustituyendo en (2.4) se obtiene

-1
[

=1

{ (1:[(1 — h(t1)) — H(l - h(tl))> l_j[ S<tjl)} . (2.5)

=1 =1

Al simplificar cada uno de sus factores se puede ver,

Notese también que,

T r

ny = Z(dj+mj), Ny = Z(dj +mj>77 Ny :dT+mr-

j=1 j=2

Sustituyendo en (2.5),
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:j;{(fyr4mm%mm%u—h@»¢) fyl—mmmﬂ}
= ]1:[1 {h(tj)dj(l — h(t;))"% lﬁ(l - h(tz)>df> (H(l - h(iz)’"ﬂ')) }
=:£I{Mm%u—hw»djliu—hm»%mﬂ}

- E h(t;)% (1 — h(t;)) ™% <]];[1 L]j(l - h(fz))”lj*’"j])

_ ipmﬁ%u—h@»ﬁj<1—ma»mu—h@»m~«1—hm»m
_ ipmn%a—hw»%jgju—hmww
:;mewu—hw»%u—hw»%

= H h(t;)% (1 — h(t;))"~%

asi, la funcién log-verosimilitud esta dada por:

Para encontrar el e.m.v., se calcula para cada j =1,2,... 7,

Uh(t) hlts),... h(t)it)  dy oy —d,
Oh(t;) T Oh(ty)  1—h(t;)

igualando a cero se obtiene el punto critico en E(tj) = %, je{L,2,..., r}.
J

Ademas como, para cualquier valor de h(t;) se cumple

82l(h(t1), h(tg) ..... h(tr>, t) dl n; — dj .
— = — — =1.2....
Oh(t;)? Ri)? Tz =0 W= hEeT
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en particular para ﬁ(tj) y €como

aQZ(h(t1>7 h(t2)7 T h(tr);t)

0. it
Oh(t)Oh(r;) S
Por lo tanto, ﬁ(tj) = % es el e.m.v. de h(t;) y usando el principio de

invarianza de los estimadores de maxima verosimilitud se obtiene que en efecto
el estimador de maxima verosimilitud de S(-) es S(-) definido en (2.3).

Observacion 2.6. De la Observacion 2.2 y de la relacion S(¢) = 1— [] A(¢;)
Jlti<t
se puede probar que el estimador h(t;) = % es un estimador insesgado. Este
J

hecho es muy importante ya que nos ayuda a obtener la formula de Greenwood,
la cual se presenta en la siguiente subseccion.

2.6.1. Fo6rmula de Greenwood

Conociendo el estimador de Kaplan-Meier §(t) de la funcién de supervi-
vencia, muchas veces es deseable conocer la varianza de dicho estimador, esta
formula es conocida como formula de Greenwood, por lo cual se determinaré
su expresion, ademas de la determinacion de un intervalo de confianza para
S(t) del 100(1 — a) %.

Para un modelo a tiempo discreto, sabemos que §() puede ser expresado
en términos de ﬁ() como:

Jlti<t

donde ﬁ(tj) = % es el estimador de méxima verosimilitud de h(¢;), con esto
. J
se tiene que

log S(t) = 3 log (1 — E(tj)) ,

Jlti<t

en consecuencia,

Var (log §(t)) =Y Var (1og (1 . ﬁ(tj))) . (2.7)

It <t
Ahora, para aproximar a la Var (log <1 — ﬁ(@))) desarrollaremos la ex-
presion: log (1 - E(Q)), en series de Taylor alrededor de h(t;) = E(ﬁ(tj)),
> h(t;) = h(t;) 1
log (1 - h(%‘)) ~ log(1 — h(t;)) — BN +0(n),

si O(n™1) es pequena. Despejando y elevando al cuadrado de ambos lados

{log (1 _ ﬁ(@)) —log(1 — h(tj))}2 ~ {ﬁ(ltjz;h(}l;(;])} ’
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asi al tomar la esperanza de ambos lados,

Var <log (1 - E(%))) 2 (%) Var <E(t])> . (2.8)

Nuevamente expresando en series de Taylor a log S (), alrededor de su
media log S(t) se tiene:

log S(t) ~ log S(t) + 5 = 5) +0 (n),

de donde

{logg(t) —logS(t)}2 = {W} ;

tomando la esperanza de ambos lados

1
S(t)y?

Var (log g(t)) R~ Var (g(t)) : (2.9)

De (2.7) y (2.9)

Var ( ) ~ S(t) Z Var (log <1 — h(t ))) (2.10)

Jlti<t

Ahora soélo resta determinar la expresion para la Var (ﬁ(t])) Considere
~ ~ T
el vector w = (h(tl), h(ta), ..., h(tm)> que es el estimador de méaxima ve-
rosimilitud de w = (h(ty),h(ts),...,h(tm))”. Una propiedad importante de
@ es ser asintoticamente normal, es decir, W~N(w, ' (w)), o bien y/n(w —
w)~N(0,nl(w)), donde

oy = 5 (-0,

es conocida como la matriz de informacién de Fisher o matriz de informacion
esperada y la funcion [(-) es definida en (2.6). Esta matriz puede ser estimada
con la matriz de observaciéon R = (r;;), donde:

S 0?l(w,t)
Y Oh(t)Oh(t)|
Asi,
1w 1) 0, sii# j,
w’_
~ Oh(t:)Oh(t;) o %Q,f((gﬁ) , sii=j,
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luego, la varianza asintotica de ﬁ(tj) es

Var (ﬁ(tj)> - (A 4 + nj:dj )2)_1 = —dj(njg_dj).

h(t;)? (1= h(t))
Sustituyendo en (2.8) se obtiene:

d.:

4
nj(n; —d;)’

Q

Var (log(l - ﬁ(tj)))
finalmente de (2.10) se obtiene la formula

Var <§(t)> ~ §(t)2 Z 4

j|tj <t ]( ] ])
La cual es conocida como férmula de Greenwood.

Observacién 2.7. En ausencia de censura la formula de Greenwood se reduce

S@)(1-5()) Esto debid _ los ti d i
a ————=. Esto debido a que n;,; = n; —d; para los tiempos de superviven-
cia observados t(;), 7 = 1,2,...,7 , es decir, el nimero de sujetos vivos justo
antes de £(;;1), es igual a la diferencia del ntiimero de sujetos vivos antes del
tiempo #(;) menos los que fallecen justo en #(;). Mas atn, con esta relacion se

_ Mk+1
ny

puede ver que S(t) con t € [tu, t(k+1)). Consecuentemente

—5(t)
WS(t)

1
M1 n

k k

L: ny — M
Z — ;) 2

j=1 n] (n.] j=1

2.7.1. Intervalo de confianza para la funcién de supervi-
vencia

Otra manera deseable de obtener estimaciones respecto a un parametro

es la estimacién a través de un intervalo de confianza, asi, considerando el

estimador de Kaplan-Meier S(-) como el estimador de méxima verosimilitud

para S(-), se tiene que para muestras grandes, el estimador es asintoticamente
normal, esto es,

S(t)~N(S(t), I71(S(1)))-
Por lo cual el intervalo de confianza del 100(1 — o) % para S(t), tomando

a Z = 205U omo cantidad pivotal, es
Var(S(t))

<§(t) — Zayay|Var <§(t)>,§(t) + 2021/ Var <§(t)>> :

donde z,/5 es el a/2 cuantil de la distribucion normal estandar.



2.8. ESTIMADOR DE NELSON-AALEN 45

2.8. Estimador de Nelson-Aalen

Ahora se presentan dos estimadores no paramétricos para la funcion de
riesgo acumulativo. Uno de ellos se obtiene a partir del estimador de Kaplan-
Meier y de la expresion H(t) = —log(S(t)), resultando

H(t) = —log S(t) = — > log (1 - ﬂ) . (2.11)

El segundo estimador se basa en la expresion H(t) = >_,, -, h(t;) para
el caso de variables aleatorias discretas, el cual es conocido como funcion de
riesgo empirico acumulativo o bien estimador de Nelson-Aalen que se define
como

Z_

Jlei<t
cont;, j =1,2,...,r los distintos tiempos de fallo observados. Este estimador
se obtlene al expandlr la fun(non log(1 — z) en serie de Maclaurin, es decir,
como log(l —z) = —x — % - ? — .-+, se tiene que

d; d;
log (1 — —j) ~——2L
n;j nj

Notese ademas que de esta expresion se puede obtener nuevamente un
estimador para la funcion de supervivencia:

8(t) = exp (~ (1))

por otro lado, la varianza de este estimador esta dada por

Var (Hg(t)> = Var Zﬁ(tj)

En la Figura 2.3 puede ver el comportamiento del estimador de Nelson-
Aalen para el riesgo acumulativo, de los pacientes con insuficiencia renal del
Ejemplo 2.5.
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Riesgo Acumulado

0.751
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Figura 2.3: Curva del riesgo acumulado con el estimador Nelson Aalen con un inter-
valo de confianza del 95 %.

Ademas puede ver la curvas de Nelson Aalen para hombres y mujeres en
la Figura 2.4.

Riesgo Acumulado

Hombres =+ Mujeres

[»]
Eo.g-
3
= I S
o061 +
<L
g‘ =+
20%
EE e
1
00
0 30 60 90 120

Tiempo (Meses)

Figura 2.4: Riesgo acumulado con el estimador Nelson Aalen de Hombres Vs Mujeres
con un intervalo de confianza del 95 %.
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2.9. Ciriterios de informacion AIC y BIC para la
seleccidon del modelo

En Estadistica, la seleccion del modelo es de primordial importancia, esto
es, ;como elegir el modelo mas apropiado para el conjunto de datos disponibles
dentro de un conjunto de modelos candidatos?. En tal caso es necesario contar
con un estadistico que permita seleccionar entre un modelo u otro. El criterio
de informacion de Akaike (AIC) y el criterio de informacion bayesiano (BIC)
son criterios de uso frecuente, ambos se basan en la méxima verosimilitud co-
mo forma de medida de la bondad de ajuste (|2] ¥ [9]).

Ambos criterios de informacion se derivan de una minimizacion insesgada
del valor esperado del criterio de Kullback-Leibler (KL) entre un modelo can-
didato y el modelo verdadero, el cual permite determinar con qué eficiencia
los modelos se ajustan a una base de datos. Sin embargo, a pesar de que la
informacion de KL es bastante razonable para evaluar que tan adecuado es
un modelo, en la practica suele ser bastante limitada ya que casi siempre se
desconoce la verdadera distribucién que genera los datos, asi, lo habitual es
asumir un modelo paramétrico y luego estimar los parametros de maxima ve-
rosimilitud, mas atin, dado que en la practica es frecuente que no se tenga bien
identificado el modelo, se proponen varios modelos paramétricos para el mismo
problema, lo cual hace el AIC y el BIC. Asi, Akaike propone una nueva forma
de evaluar la bondad de ajuste de un modelo paramétrico f(x;0) dentro de la
familia paramétrica {f(z,0) : 0 € © C RP} con el modelo verdadero g(z;6))
y en el cual ademas considera la situacion en el que g(x;6y) = f(x;0;) para
algin 6, € ©, es decir, la funcién de densidad verdadera esta incluida dentro
de la familia paramétrica.

La comparaciéon de modelos candidatos se puede realizar con

AIC = 2k — 2log(L( z;8)),

donde k es el nimero de paramétros del modelo y log(L( z; 8 )) el valor méximo
en la funciéon de verosimilitud. De esta forma AIC mide la bondad de ajuste con
la verosimilitud y la complejidad con el valor de k penalizando la utilizacion de
muchos paramétros. La funcion —2log(L( z;0)) es decreciente, de modo que
el AIC decrece cuando la bondad de ajuste aumenta, es decir, cuanto mas alto
sea el valor de maxima verosimilitud mejor ajustado estara el modelos de los
datos, pues AIC serd pequeno.

Note que AIC tiene una forma menos restrictiva que otros indicadores de
medir la complejidad del modelo, ya que s6lo suma al indicador un ntimero en-
tero k que corresponde al ntimero de parametros, sin embargo, el problema que
resulta de usar solo k& como medida de complejidad es que su efecto puede ser
pequeno en comparacion con el valor que puede llegar a tomar —2log(L( z; 6 )),
que ademéas depende del tamano de la muestra.

Esto motiva a desarrollar un nuevo criterio de informacion alternativo, el
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cual es conocido como el criterio de informacién bayesiano (BIC) o criterio
de Schwarz (se denomina bayesiano por basarse en argumentos de la llamada
Estadistica bayesiana), su formula esta dada por

BIC = klog(n) — 2log(L( z:0)),

donde k es el nimero de parametros, log(L( z;6 )) es el valor de maxima ve-
rosimilitud y n es el nimero de datos con los que se cuenta. Notese que este
criterio también se basa en la méxima verosimilitud como método de medida
de la bondad de ajuste, en cuanto a la complejidad, esta formula incorpora
tanto a k como a log(n), lo cual produce que haya una mayor penalizacion en
la inclusion de paramétros, de hecho el BIC generalmente selecciona el modelo
mas sencillo y que hace predicciones a menor detalle, mientras que el AIC se
inclina por un modelo mas complejo pero que hace predicciones con mayor
detalle. Sin embargo, el criterio para elegir el mejor modelo es el mismo que el
de Akaike, el que tenga el menor valor de BIC.



Capitulo 3

MODELOS DE REGRESION

En problemas més complejos del Anélisis de Supervivencia es comtn que
se registre informacién adicional para cada individuo, la cual puede depender
del tiempo. Asi, cuando se realiza dicho anéalisis, generalmente lo que se desea
saber es como influyen estas caracteristicas en la variable en estudio.

Por ello, surge la necesidad de considerar generalizaciones de modelos pa-
ramétricos para tomar en cuenta ese tipo de informacién concomitante del
sujeto en estudio. Estos modelos son los modelos de regresion, los cuales pue-
den usarse principalmente por dos motivos, el primero, es cuando el objetivo
es predecir lo mejor posible el valor esperado de la variable respuesta 7" usando
un conjunto de variables explicativas (covariables, predictores, factores de ries-
go) {z1,%2,...,7,}, que pueden representar caracteristicas del individuo tales
como tratamientos, propiedades intrinsecas del individuo, por ejemplo, peso,
talla, caracteristicas individuales o otras condiciones. Otro motivo es cuando
el interés del investigador es el de estimar el efecto de una o mas variables
explicativas x; sobre la variable respuesta. Los modelos de regresion pueden
formularse de diversas formas, algunos de ellos se muestran a continuacion [11].

3.1. Modelo de regresion Exponencial

Suponga que un individuo tiene un tiempo de vida 7'y un vector de varia-
bles explicativas X' = (x1,29,...,2,). Bajo el modelo de distribucion expo-
nencial, la funcién de supervivencia de la v.a. T es:

S(t] X) = exp(—\( X)t), >0,

en este modelo A(X) es una funcion especificada, de hecho cominmente suele
utilizarse A(X) = exp(3'X), donde 3 es el vector de coeficientes de regresion,
con la propiedad conveniente de que A(X) > 0 para cualquier valor de 8 y X.

3.2. Modelo de regresion Weibull

En el caso de la distribucion de Weibull con parametros a y 6 (W («,9)),
de la seccion 1.3, puede ver la funcion de supervivencia, de igual manera en
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un modelo de regresion, se consideran los pardmetros  y B que dependen de
la covariable X, de modo que la funcién de supervivencia es:

S(tX) = exp ((—oz(X)t)e(X)) , t>0.

Sin embargo, en este modelo, es usual suponer que s6lo o depende del
vector de covariables X.

3.3. Modelo de tiempo de falla acelerada

Este modelo es frecuentemente usado en casos clinicos, ya que supone que
las variables explicativas de un individuo actiian multiplicativamente en la es-
cala del tiempo, de modo que la covariable altera la tasa en la que un individuo
envejece o rejuvenece a lo largo del tiempo. Esto significa que los modelos pue-
den interpretarse en términos de la velocidad de progresion de una enfermedad
12].

Antes de presentar el modelo, este es descrito para comparar los tiempos
de supervivencia de dos grupos de pacientes. Suponga que a los pacientes de
manera aleatoria se les trata con un nuevo tratamiento N o con el tratamiento
estandar S. En un modelo de falla acelerada, se considera que el tiempo de su-
pervivencia de un individuo en el nuevo tratamiento es un multiplo del tiempo
de supervivencia para un individuo con el tratamiento estandar, por lo tanto
el efecto del nuevo tratamiento es acelerar o ralentizar el paso del tiempo. Asi,
bajo este supuesto, la probabilidad de que un individuo que es tratado con el
nuevo tratamiento sobreviva méas alla del tiempo t es la probabilidad de que
un individuo con el tratamiento estandar sobreviva mas alla del tiempo ¢t, de
modo que si Sy (-) y Ss(+) representan la funcion de supervivencia de los indivi-
duos con el nuevo tratamiento y con el tratamiento estidndar respectivamente,
el modelo de falla acelerada especifica que:

Sn(t) = Ss(¢t), (3.1)

para cualquier valor de t. Por tanto con esta relaciéon, cuando la preocupacion
es la muerte del paciente, los valores de ¢ < 1 producen una desaceleracion en
el tiempo de un individuo al cual se le ha asignado el nuevo tratamiento, es
decir, en este caso, el tratamiento estandar es el més apropiado para promover
la longevidad del paciente. En cambio, si el punto final es la recuperacion del
paciente, para ¢ > 1 el efecto en el tratamiento nuevo es acelerar el tiempo
de recuperacion, asi, bajo estas circunstancias el tratamiento nuevo es el mas
apropiado.

Por otra parte, de la relacion (3.1), se puede ver que:

In(t) = ofs(et),
hy(t) = ohs(ot).

Ahora, consideremos a la variable indicadora ¢;, la cual toma el valor de 0 si
el i-ésimo individuo recibe el tratamiento estandar y 1 si recibe el tratamiento
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nuevo. Bajo el modelo de falla acelerada la funcion de riesgo para el individuo
1-ésimo es,

hi(t) = ¢*ho(8%t),

donde hg(t) es conocido como funcién de riesgo base. Ademas, dado que el
parametro ¢ no debe ser negativo, por conveniencia se toma ¢ = exp(3d;), asi
la f.r. para el individuo con el tratamiento nuevo es

hi(t) = exp(B)ho(exp(B)1).

Ahora consideremos que ¢ depende del vector de covariables, es decir, dado
un vector de covariables fijas X, existe una funcion positiva ¢(-) tal que f.d.p.,
f-s.y for. son tales que

SIX) = So(te(X)),
fX) = fol(to(X)))o(X),
h(t|X) = ho(tp(X))o(X),

con Sy(t) es la funcion de supervivencia base en X =0y ¢(0) = 1.
Otra forma de definir el modelo de vida acelerada en términos de las va-
riables aleatorias es:

_ b
X))

Ty tiene como funcion de supervivencia a la f.s. en X = 0, Sy. Con mayor
frecuencia se utiliza ¢(X) = exp(8'X) (8’ es el vector de coeficientes de regre-
sion del modelo), puesto que esta funcion satisface que ¢(X) > 0y ¢(0) = 1.
Finalmente, el modelo de falla acelerada con la funcién de riesgo esta dado
por:

h(t) = exp(BX)ho(exp(B'X)1).

3.3.1. Modelo de falla acelerada Weibull

Ahora, si imponemos a la distribucion Weibull como distribucién de proba-
bilidad en los tiempos de supervivencia en el modelo de falla acelerada. Esto
es, la funcion de riesgo base es ho(t) = AMy(A\t)?~1, de modo que

h(t|X) = exp(BX)\y(Aexp(8)t),

de aqui, se puede ver que el tiempo de supervivencia del sujeto en estudio es
nuevamente del tipo Weibull, pero con parametros exp(3'X)\ y =, es decir,
W(exp(B'X)A, 7). Con esto, se dice que la distribucion de Weibull posee la
propiedad del tiempo de falla acelerada.
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3.3.2. Modelo de falla acelerada log-Logistica

Consideremos ahora la distribucion log-Logistico como distribucion de pro-

babilidad en los tiempos de supervivencia en el modelo de falla acelerada, asi
ho = Me(\t)k—1

w, luego

h(t) B eXp(B/X))\k‘(/\t eXp(B/X)k_l
- 1+ (Mexp(B'X))* ;

de donde la distribucién que sigue el tiempo de supervivencia es log-Logistico
de parametros Aexp(3'X) v k. Por lo tanto, la distribuciéon log-Logistico al
igual que la distribucion Weibull también posee la propiedad del tiempo de
falla acelerada.

3.4. Modelos de Riesgos Proporcionales de Cox

El Modelo de Regresion de Cox o Modelo de Riesgos Proporcionales de
Cox, es el modelo con mayor uso en la investigacion clinica dada su facilidad
para interpretar los coeficientes de regresion ([3], [11], [17]).

Para la formulacion de la funcién de riesgo del modelo considere T una
variable aleatoria de tiempo de vida que depende en la respuesta del vector de
covariables fijas (independientes del tiempo) X' = (21,2, ...,,). El modelo
de riesgos proporcionales para 1" es el siguiente:

h(t|X) = ho(t)¥(X), (3.2)

donde A(t|X) es la funcion de riesgo condicional de t dado X, 1(X) es una
funcion positiva en X tal que ¢(0) = 1 (la seleccion de 1 dependera del
comportamiento de los datos), y ho(t) es la funcion de riesgo base, la cual
representa la funciéon de riesgo para una observacion cuyo vector de covariables
es cero, es decir, h(t|0) = ho(t). Ademas, cominmente se considera que ¥ (X)
es de la forma ¢(X) = exp(8'X), donde 3" = (f1, fa, ..., Bp) es un vector de
parametros desconocidos, conocido como vector de coeficientes de regresion,
obteniendo de (3.2) que:

h(t]X) = ho(t) exp(B8'X), (3.3)

esta forma paramétrica de i es conocida como forma log-lineal, aunque es
frecuente el uso de la forma lineal ¥(X) = 1 + @'X y la logistica ¥(X) =
1 + exp(8'X).

Notese que con (3.3) se obtiene un modelo semiparamétrico o parcialmente
paramétrico, ya que la parte paramétrica es representada por @ y no es pa-
ramétrico en cuanto a que no se especifica la forma funcional exacta de hg,
lo cual significa a su vez que no supone una forma paramétrica especifica de
la distribucion de supervivencia de los tiempos. Otra de las caracteristicas del
modelo es que las variables explicativas tienen un efecto multiplicativo a través
del producto con hg(-).
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3.4.1. Hipdtesis de riesgos proporcionales

En el modelo de Cox se busca como primer paso la relacion entre los riesgos
de muerte de dos individuos expuestos a factores de riesgo diferentes, esto es,
si X* y X son dos vectores de covariables observados, de distintos individuos,
la razon de sus funciones de riesgo por (3.3) es:

h(tIX")  (X7)ho(t) ’
notese que esta razén no depende del tiempo de falla ¢, de hecho sé6lo depende
de los valores de las variables explicativas y los coeficientes de regresion. Esta
razoén es conocido como hipoétesis de riesgos proporcionales. Esta hipotesis sig-
nifica que la razén de riesgos es constante a lo largo del tiempo, de modo que
si # es constante, es decir:

HR =

h(t[X) = Oh(t|]X"),

por lo cual, una vez estimando los coeficientes de regresion por maxima vero-
similitud parcial, tenemos que la razon de proporcionalidad es:

0 = exp (Z Bi(x; — :L’j)) :
j=1

Por otra parte, la suposicion de riesgos proporcionales requiere una cuida-
dosa verificacion. En [10] se explican 3 formas de como se puede realizar dicho
andalisis, las cuales son: por método grafico, pruebas de bondad de ajuste o por
variables dependientes del tiempo.

3.4.2. Funcién de supervivencia bajo riesgos proporcio-
nales

Consideremos a I una variable aleatoria continua, con vector de variables
explicativas X € RP. Definimos a S(¢|X) como la funcion de supervivencia
condicional de ¢, cuya funcion de riesgo condicional es h(t|X), asi por (1.5) se
tiene que la funcién de supervivencia esta dado por:

00 = e (= [ 160as) = e (— [ ls) explx)as)
- <_ exp(BX) /Ot ho(S)dS) = (exp (— /Ot ho(s)ds))exp(ﬁ,X)

= Sy(t)=PEX)

Y

donde Sy(t) = S(t|{X =0) = exp ( fo ho(s ds) es la funcion base de supervi-
vencia. De igual manera podemos expresar la igualdad anterior como:

S(81X) = exp(—Ho(1)) "),
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Hj es la funcién de riesgo acumulativo. A partir de esto, se puede encontrar la
funcion de densidad f(¢|/X), mediante la igualdad (1.25) obteniendo:

FEX) = h(t|X)S(tX) = ho(t) exp(B8'X)S,(t)*PF). (3.4)

3.4.3. Estimacion de los parametros

En 1972 Cox introduce un método para estimar el vector de coeficientes
de regresion 3" = (B, fa, ..., Bp), sin hacer uso de la especificacion exacta de
la funcion de riesgo base ho(t), mediante el uso de verosimilitud parcial; se
denomina parcial debido a que parte de la idea de que los tiempos de datos
con censura no aportan informacion sobre el tiempo de fallo.

A continuacién describiremos como obtener las estimaciones de los para-
metros del modelo de Cox mediante verosimilitud parcial. Para esto, primero
noétese por que considerando solo la funcién de verosimilitud, no es posible
determinar los coeficiente de regresion. Considere que las fallas son obtenidas
en los distintos tiempos t(1) < £y < --- < f(,) con sus covariables respectivas
asociadas X1y, X(2), . .., X(y), asi, los n —r individuos restantes estén sujetos a
censura, considere también el caso en el que no se presentan empates en estos
tiempos de falla, luego por (3.4) la funcion verosimilitud es:

H ho(t ()% exp(B8'X ;) So(t)*PBEX0),
de modo que, al no ser ho( ) conocida, no es posible estimar el valor de 3.

Para evitar la presencia de ho(t) considere las condiciones anteriores y el
conjunto R; = R(t(;) formado por los individuos en situacién de riesgo en
el instante del J-ésimo fallo, inclusive los datos con censura mayor que (;), y
considere los siguientes eventos:

1. Vj: sobrevivir hasta el tiempo £;).
2. M;: en el conjunto R; hay un tnico fallo en ;).

3. A;: un individuo con covariable X ) falla en el instante ti)-

Con esto podemos deducir que A; N M; = A;, M, y V; son independientes y
que la verosimilitud parcial del j-ésimo individuo que falla es:

P(A; NV, N M)
P(V; N M;)

P(A; N V) P(A;1V;)P(Vj)
P(V;NM;)  P(M;)P(V))
P(A;IV) _ bty X))

P(M;) EZR h(t;) | Xa)

ho(t) exp(B' X)) exp(B'X(y)
> holt J)) eXp(BXZ ) > eXP(B’X(i))‘

1ER j iERj

Liy = P(A;|V; 0 M;) =
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Por tanto, la verosimilitud parcial conjunta de la muestra es:

_ - expﬁX(])
=115 HZeXpB’X )’

J= 116R

esta expresion ya no depende de hy(-), ademads, la expresion del numerador
unicamente depende los individuos que fallan, mientras el denominador, hace
uso de la informacion de aquellos individuos que estan en riesgo, incluyendo
los datos que posiblemente presenten censura.

La funcién log-verosimilitud es:

r

1(B)=>_ | BXy —log | Y 8%

7=1 iERj

Por otra parte, cuando se presentan empates en los datos, existen varias
propuestas para construir la verosimilitud parcial. Algunos de estos métodos
son: El método de Breslow (1974), método de Efron (1977) y el método de
probabilidad parcial exacta [17].

Para el modelo de Breslow, se considera t(1) <ty < --- < t( los r distintos
tiempos de falla observadas y ordenadas y denotemos por:

1. d;j: namero de fallas ocurridas en el instante L)

2. Dj = D(t(;)) = {Jj1,J2,-- -, Ja; }: el conjunto de las etiquetas de los indi-
VlduOS que fallan en el tiempo £;).

3. 5= Yiep, X
4. Rj = R(t(;))-

La verosimilitud parcial sugerida por Breslow considera que las d; fallas al
tiempo ;) son distintas y ocurren de manera secuencial. Ademas, el modelo
se considera muy bueno si se cuenta con poco datos [13]. Este es el siguiente:

Lg(B) = H p(F'S) d;’
o~ [Z eXp(ﬁ’Xz)]

ZER]'

de donde la funcién log-verosimilitud es

T

(B) =) |B'S; —djlog | D exp(BXy)

7j=1 lERj

Otra alternativa a la verosimilitud parcial, es planteada por Efron en 1977,
la cual esta dada por:

- exp(8'S;)

=i exp(8X) ~ 52 3= exp(8X)

k=1 lERj D
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3.5. Evaluaciéon de la hipo6tesis de riesgos pro-
porcionales

En esta seccion presentamos dos métodos para la evaluacion de la hipotesis
de riesgos proporcionales en el modelo de Cox. Estos son: el método gréfico y
el estudio de la bondad de ajuste.

3.5.1. Meétodo grafico

El método mas popular, es el uso de gréaficas llamadas log-log. Para ver si
se cumple la hipétesis de riesgos proporcionales, las graficas para las diferentes
clases de las covariables del modelo por separado deben ser paralelas. Otra for-
ma grafica alternativa, es el método de comparar las curvas de supervivencia
“observadas” y las “esperadas” para las distintas clases de las covariables por
separado, las cuales deberian ser parecidas visualmente [9].

Veamos primero como usar el método grafico log-log para evaluar la hipo-
tesis de riesgos proporcionales. Note que S(t) esta entre 0 y 1, de modo que

~ A

log(S(t)) es negativo, luego — log(—log(S(t))) llega a tomar valores que oscilan

b n

entre —oo e co. De la expresion S(t|X) = Sy(t)*PPX) se tiene que:

log (S(11X) ) = exp(8X) log (Su()
de donde

—log (— log (S(t|X))) =—3'X —log (— log (S’Mt))) .

Ahora consideremos dos vectores de covariables X, X, de sujetos distintos,
la diferencia para un momento de tiempo dado t,

log (— log (S(t|X1)>> —log <— log (S(t|X2)>> = F(X; —X,).

La interpretacion con respecto a la hipdtesis de riesgos proporcionales es
que, si al dibujar las graficas log-log obtenemos que las curvas son paralelas,
entonces se cumple dicha hipétesis, ya que en este caso la diferencia deberia
de ser 3'(X; — X3). Esto es, el método consiste en comparar las curvas sobre
diferentes categorias (clases) de variables explicativas que se estén investigan-
do.

Por otra parte, una alternativa grafica es comparar lo “observado” contra
lo “esperado”. Aqui se trata de validar la hipotesis de riesgos proporcionales
para las variables de una en una, por lo cual hacemos uso de las curvas de KM
para obtener las graficas “observadas"". Para obtener dichas graficas debemos
separar los datos que se tienen disponibles por categorias del predictor a eva-
luar, luego obtenemos las curvas de KM por separado para cada categoria o
variables en estudio.

Para obtener las graficas “esperadas” ajustamos un modelo de riesgos pro-
porcionales de Cox que contiene el predictor o covariable que se esta evaluando,
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dibujamos las curvas resultantes para cada uno de los sujetos de la clase, asf,
si las curvas “observadas” y las “esperadas” son similares, entonces podemos
aceptar la hipotesis de riesgos proporcionales, en caso contrario la rechazamos.

3.5.2. Estudio de la bondad de ajuste (Goodness-of-fit,
GOF)

Aqui se realiza un contraste de hipoétesis, donde la hipdtesis nula es la
proporcionalidad de los riesgos, contra la hipotesis alternativa de no propor-
cionalidad. Asi, si el p-valor es “grande” aceptamos la hipdtesis nula y si es
pequeno lo rechazamos. De hecho, lo que nos interesa es aceptar dicha hipote-
sis, por lo cual buscamos p-valores elevados. El contraste se realiza para cada
covariable del modelo por separado y por tanto se obtiene un p-valor por cada
covariable.

Este método se basa en el uso de los residuos de Schoenfeld los cuales se
calculan para cada covariable y para cada individuo. Por ejemplo si tenemos
k covariables en el modelo, entonces para cada sujeto con tiempo de muerte
se obtienen k residuos de Schoenfeld, una para cada una de las k covariables.
Estos residuos estan definidos s6lo para sujetos no censurados, y se definen
como:

> ier; Xij exp(8'X;)
ZleRi exp(8'Xy)

La idea estadistica es que el supuesto de riesgo proporcional se cumple para
una covariable en particular si los residuos de Schoenfeld de dicha covariable
no estan relacionadas con los tiempo de supervivencia. Esta prueba se basa en
3 pasos: el primero, es obtener los residuos de Schoenfeld del modelo de Cox
para cada una de las covariables, el segundo es ordenar los tiempos de fallo
etiquetando el orden de cada tiempo. Por dltimo, verificamos la correlacién
entre las variables creadas en el primer y segundo paso.

La hipotesis nula es que la correlaciéon entre los residuos y los tiempos de
fallo es cero, de modo que si se rechaza la hipotesis nula entonces se llega a la
conclusion de que el supuesto de riesgos proporcionales no se satisface.

Por otro lado, un punto importante de resaltar es que a pesar de que este
enfoque es mucho méas objetivo que el método grafico, lo Ginico que indica es
que no hay suficientes pruebas para rechazar la hipotesis nula, ademés de que
el p-valor depende del tamano de la muestra, por lo cual una violacién grave
del supuesto nulo puede ser no estadisticamente significativa si la muestra es
pequena, o de manera inversa, una ligera violacion de la hipotesis nula puede
ser altamente significativa si la muestra es grande.

Rij = Xij —
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Capitulo 4

CASO DE ESTUDIO PRIMERA
PARTE

En la actualidad cerca de 9 millones de personas sufren de insuficiencia re-
nal en México, de los cuales aproximadamente 200, 000 requieren un trasplante
de rinén y cada vez esta cifra va en aumento, por lo cual, México enfrenta una
crisis en materia de salud, ya que ademas de no contar con hospitales sufi-
cientes, tampoco cuenta con los recursos econémicos necesarios para atender
estos problemas. Dentro de las causas mas frecuentes de la insuficiencia renal
son: diabetes Mellitus, hipertensién arterial, nefritis, estrés, una inadecuada
alimentacion, entre otros.

Los rinones son 6rganos vitales que realizan muchas funciones en nuestro
cuerpo con el fin de mantener la sangre limpia y quimicamente balanceada.
Tienen la funciéon tanto de eliminacién como de regulacién de liquidos inter-
nos, excretan agua, pero también la conservan. De hecho, eliminan por medio
de la orina todos los productos del metabolismo que se obtienen de los ali-
mentos v que pueden llegar a ser daninos para el cuerpo devolviendo a la
sangre sustancias vitales en cantidades adecuadas. Sin embargo, si los rifiones
se encuentran danados entonces no funcionan correctamente, lo cual llega a
provocar que puedan acumularse desechos en el organismo, elevando con ello
la presion arterial y a retener el exceso de liquidos provocando lo que se conoce
como insuficiencia renal, es decir, la insuficiencia renal es el resultado que se
produce cuando los rinones no son capaces de filtrar adecuadamente toxinas y
sustancias de desecho en la sangre, consulte [5] y [6]).

Por otra parte, si los rifiones fallan entonces se llega a requerir de trata-
miento especial para reemplazar las funciones que estos realizan. Las opciones
de tratamiento son; didlisis y el trasplante renal. La dialisis es un proceso ar-
tificial de eliminacién de los desechos y exceso de agua en la sangre. Existen
dos tipos de dialisis; la hemodialisis y la dialisis peritoneal.

El trasplante renal es una operacién importante, cominmente es el tra-
tamiento elegido por los pacientes, pues de otra manera la dialisis seria un
tratamiento de por vida y aunque no siempre suelen haber complicaciones aso-
ciadas, una de las complicaciones mas temidas es la reaccién al rechazo del

29
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rin6n. Ademés, en comparacion con la didlisis, el trasplante de rinén suele
asociarse con una mejor calidad de vida, menor riesgo de muerte, menos res-
tricciones en la dieta y un menor costo en el tratamiento del paciente. El fallo
de rinén, es también conocido como fallo renal, es un término utilizado para
describir una situacién en la que los rinones ya no pueden funcionar eficaz-
mente, provocando con ello que se llegue a requerir un trasplante, sin embargo
suele ocurrir que la persona a quien se le ha realizado dicha operaciéon rechace
el injerto [12].

En este capitulo se presenta una aplicacién del Analisis de Supervivencia,
de un conjunto de datos formado por registros de 64 pacientes con problemas
de insuficiencia renal, del estado de Puebla, datos que fueron obtenidos del
Instituto Mexicano del Seguro Social (IMSS). Mediante un anélisis detallado
se encontré que 26 pacientes rechazaron el injerto trasplantado y 38 pacientes
son censurados mediante un mecanismo de censura aleatoria. Para este grupo
de pacientes se estima la funcion de supervivencia haciendo uso de algunos
de los modelos paramétricos y no paramétricos estudiados, ademés de realizar
dicho analisis bajo el modelo de riesgos proporcionales.

4.1. Analisis exploratorio

Las principales variables a considerar en el caso de estudio son, la edad,
talla en cm, nivel de creatina sérica y el tiempo de isquemia caliente (estas
variables se describen con mayor detalle en la seccion 4.4). En esta seccion se
calculardn medidas descriptivas sobre el niimero de observaciones censuradas
de acuerdo a algunas variables con las que se cuenta.

Mediante las funciones table y with del software R para analizar la base de
datos se obtiene la siguiente informacion.

Censura Sexo Censura, Intervalo Censura

0 1 0 1 0 1

38 26 Hombre 19 14 (0,15] 17 16
Mujer 19 12 (15,40] 21 10

Tabla 4.1: Informacién obtenida del registro de los pacientes.

De la Tabla 4.1, puede ver que existe un mayor numero de pacientes que no
rechazan el trasplante renal (38 pacientes) durante cierto tiempo de estudio, de
estos, los de mayor edad (15,40] son en su gran mayoria los que no rechazan.
En la Figura 4.1, puede ver que hay un gran ntimero pacientes con insuficiencia
renal cuyas edades estan en el intervalo (10, 20].
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Figura 4.1: Histograma de pacientes con insuficiencia renal.

Ahora, se estimaré la curva de supervivencia para algunas de las covaria-
bles con la finalidad de encontrar alguna diferencia notable entre estas. La
Figura 4.2 muestra la curva de supervivencia de hombres y mujeres, en la cual
puede notar que existe una ligera diferencia entre las curvas. Inicialmente la
probabilidad de que un individuo sobreviva més alla de cierto tiempo ¢ dado
que el sujeto es hombre, es més alta que la probabilidad de supervivencia de
una mujer dentro de los primeros 36 meses (3 anos), después de dicho tiempo,
la probabilidad de supervivencia de los hombres es mas baja en comparacion
con la probabilidad de supervivencia de las mujeres, pero permaneciendo cons-
tante después de estos 3 anos, esto es debido a que es mas comdn que un
paciente rechace el injerto dentro de los primeros meses de haberse realizado
la operacion.
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Figura 4.2: Curva de supervivencia Hombres Vs Mujeres con un intervalo de confianza
del 95 %.

En la Figura 4.3 puede ver que los grupos de edad presentan una clara
diferencia entre sus curvas de supervivencia (en comparacion con las curvas
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que se generan considerando solo el género), de hecho, las personas con menor
edad (entre (0, 15]) presentan un mayor riesgo, ya que su curva de supervivencia
estd por debajo de la curva de supervivencia de las personas con mayor edad
(entre (15,40]).
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Figura 4.3: Supervivencia por subgrupos de la variable edad con un intervalo de
confianza del 95 %.

Ahora, puede ver en la Figura 4.4 las distintas curvas de supervivencia por
covariables, en este caso considerando género y edad, y utilizando subgrupos
de la covariable edad. Puede ver la diferencia que presentan dichas curvas,
ya que pacientes mujeres con menor edad presentan un mayor riesgo que los
hombres de menor edad, mientras que los pacientes de mayor edad que son
hombres presentan mayor riesgo que las mujeres de mayor edad.
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Figura 4.4: Supervivencia por covariables con un intervalo de confianza del 95 %.
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4.2. Comparacion de modelos paramétricos

La comparacion entre los modelos (sin covariables) que se han planteado
anteriormente se puede realizar visualmente entre la curva de supervivencia
Kaplan-Meier con algunas de las curvas paramétricas dadas en la secciéon 1.3
o mediante los criterios de informacion de Akaike (AIC) y/o el criterio de
informacion bayesiano (BIC). Consideramos la base de datos de la Tabla A.1
de registros de pacientes a los que se les ha realizado un trasplante renal,
para este conjunto de datos se muestran las distintas curvas de supervivencia
generadas por modelos paramétricos, asi las curvas para el riesgo acumulado
considerando dichos modelos y los valores respectivos para los criterios de
informacion AIC y BIC.

Comparacién grafica

La comparacion grafica es una forma muy util para verificar qué modelos
se ajustan méas al conjunto de datos, sin embargo suele ser un tanto subjetivo,
de modo que muchas veces ademés de realizar un andlisis grafico también se
acompana de un anélisis analitico.

En la Figura 4.5 puede ver las funciones de supervivencia considerando
el modelo Exponencial, Weibull, log-normal y Gamma, junto con el estimador
Kaplan-Meier, ademas de entre estos modelos puede notar que los modelos que
mejor se ajustan a la curva KM son el modelo Weibull, log-normal y Gamma.
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Figura 4.5: Probabilidad de supervivencia de modelos paramétricos.

En la Figura 4.6 puede ver otros modelos paramétricos, tales como: el
modelo log-Logistico y el modelo Gompertz, de hecho, puede notar que el
modelo de Gompertz es el modelo que mejor se ajusta al conjunto de datos
disponible.
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Figura 4.6: Probabilidad de supervivencia de modelos paramétricos.

Finalmente, de las figuras anteriores podemos ver que los modelos que mejor
se ajustan al conjunto de datos, son: el modelo Gamma, Weibull, Gompertz y
el modelo log-normal, sin embargo, de entre estos modelos se puede resaltar
el modelo de Gompertz ya que a lo largo del tiempo es la curva que mejor se
acerca a la curva KM.
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Figura 4.7: Probabilidad de supervivencia para los mejores modelos paramétricos.

Por otra parte, podemos realizar dicho anélisis mediante el riesgo acumula-
tivo de estos modelos paramétricos. Asi, considerando el estimador de Nelson
Aalen se obtienen las Figuras 4.8 y 4.9.
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Figura 4.8: Riesgo acumulativo obtenido por el estimador de Nelson-Aalen.
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Figura 4.9: Riesgo acumulativo obtenido por el estimador de Nelson-Aalen.

De igual manera, en el caso del riesgo acumulativo las curvas que mejor se
ajustan a la curva de Nelson Aalen son los siguientes.
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Figura 4.10: Riesgo acumulativo de los modelos mejores ajustados.

Comparacién mediante los estadisticos AIC y BIC

Cuando se realiza una comparacion entre modelos los criterios de informa-
cion nos ayudan a escoger un buen modelo para la funcion de supervivencia
de forma més objetiva que el método grafico, por lo cual se muestra a conti-
nuacion en la Tabla 4.2 los resultados obtenidos del AIC y el BIC para cada
modelo, asi como los valores de los estimadores de los mismos.

AIC BIC
=0.0120 | 283.9721 | 286.131

Estimaciéon obtenida
con el modelo Exponencial.

h)
Estimacién obtenida A =0.0043
k

277.8239 | 282.1417

con el modelo Gamma. = 0.5760
Estimacion obtenida B = 0.6220

con el modelo Weibull. a = 0.0081 276.598 | 280.9158
Estimaciéon obtenida o = 2.3200

con el modelo log-Normal. | = 4.241 272.9386 | 277.2564

Estimacién obtenida A =0.0153
con el modelo log-Logistica. % — 0.7450

Estimacién obtenida A =0.0305
con el modelo Gompertz. | ¢ = —0.0463

274.5733 | 278.8911

270.2371 | 274.5548

Tabla 4.2: Valores del AIC y BIC para distintos modelos paramétricos.

De esta manera, puede ver que aunque los valores AIC y BIC son rela-
tivamente semejantes para cada uno de estos modelos, podemos asegurar ya
no solo de manera gréifica sino también de forma analitica que el modelo de
la distribucion de Gompertz de parametros A = 0.0305 y ¢ = —0.0463 es el
modelo que mejor se ajusta al conjunto de datos con los que se cuenta, puesto
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que los valores de los estadisticos AIC y BIC toman los menores valores de
entre todos estos modelos.

Observacion 4.3. Note que en este caso, se considera el modelo de Gompertz
con ¢ < 0, por lo cual; como se vio en la seccidon 1.3, la funcion de riesgo es
decreciente. Esto refuerza la suposicion que se tenia inicialmente: los pacientes
que presentaban el rechazo del injerto con mayor frecuencia lo hacen dentro de
los primeros meses, estos es, un paciente que conservara el injerto por mayor
tiempo tenia menor riesgo de presentar el rechazo en comparacion de alguien
a quien apenas se le realizara dicha operacion. Considerando este valor de ¢,
puede ver la funcion de riesgo para el modelo de Gompertz en la Figura 4.11
y en Figura 4.12 la funcién de riesgo con el modelo Weibull.

0.100- 05-
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Figura 4.11: Funcién de Riesgo ajus- Figura 4.12: Funcién de Riesgo ajus-
tado a los datos. tado a los datos.

Por otra parte, también puede ver la funcién de riesgo empirico en la Figura
4.13. Aqui puede notar que atn cuando el riesgo asociado al modelo de Gom-
pertz h(-) es el modelo mejor ajustado al conjunto de datos, el riesgo empirico
es mucho mas alto que h(+), a lo largo de casi todo el tiempo de estudio.
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Figura 4.13: Riesgo Empirico de los pacientes en estudio.
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4.4. Analisis con el modelo de Cox

Ahora analizaremos el modelo de riesgos proporcionales, en donde ademas
de considerar el tiempo en el que cada paciente estuvo en estudio y si ha sido o
no censurado también se consideran covariables para estos pacientes (es decir,
aqui se pierde la homogeneidad de los pacientes con insuficiencia renal), estas
covariables se describen a continuacion.

1. Edad de los pacientes en anos cumplidos, en el momento en que entran
al estudio.

2. Sexo del paciente, 1 indica que el individuo es hombre y 0 indica que es
mujer.

3. Talla del paciente en cm.

4. Creatina Sérica: es un residuo de la masa y actividad muscular. Su nivel
en sangre, es el dato mas objetivo y fiable para conocer coémo funcionan
los rinones, un valor normal es de 0.96 a 1.4 mg/dL, sin embargo los ran-
gos de los valores pueden variar ligeramente entre diferentes laboratorios
y niveles superiores a lo normal pueden ser indicio de insuficiencia renal.

5. Tiempo de isquemia caliente: es el intervalo transcurrido, en minutos (o
segundos), entre el clampaje de los vasos renales y el enfriamiento del
injerto con el liquido de preservacion a 4° C. Lo ideal es que ambas cosas
se realicen conjuntamente y sea de 0 minutos.

Considerando todas estas covariables para analizar el modelo de Riesgos
Proporcionales de Cox, se obtienen los resultados, expuestos en la Tabla 4.3
para los valores de los regresores del modelo.

Covariables coef | exp(coef)
Edad —0.1352 | 0.8735
Sexo —0.0595 | 0.9421
Talla —0.0028 | 0.9972
Creatina Sérica 0.0159 1.0161
Tiempo de isquemia caliente | —0.0080 0.9920

Tabla 4.3: Valores estimados de los regresores del modelo de Cox.

Con estas covariables y mediante los criterios de informacion, tenemos que
AIC es de 199.5588 y BIC=205.8493. Puede notar que estos valores son mucho
menores que los obtenidos con el modelo de Gompertz, donde AIC = 270.2371
y BIC = 274.5548, por lo cual, se puede ver que el modelo de Riesgos Pro-
porcionales se ajusta aun mejor al conjunto de datos.

Por otra parte, se puede realizar un andlisis mediante los valores del esta-
distico AIC podemos ver que es posible eliminar algunas de las variables del
modelo para obtener un modelo mas simple, para ello puede ver que si consi-
deramos a cada una de las variables como tnica covariable del modelo de Cox
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se obtienen los siguientes resultados; valor de los regresores, valor AIC y BIC,
lo cual se muestra en la Tabla 4.4.

Covariables coef exp(coef) | AIC BIC

Edad —0.1024 | 0.9026 194.8766 | 196.1346
Sexo —0.0070 | 0.9929 199.0692 | 200.3273
Talla —0.0213 | 0.9789 196.3593 | 197.6174
Creatina Sérica —0.0030 | 0.9969 199.0585 | 200.3165
Tiempo de isquemia caliente | —0.0030 | 0.9969 199.0585 | 198.3667

Tabla 4.4: Valor del AIC y BIC del modelo de Cox considerando una sola covariable.

Con lo cual podemos ver que el modelo con la tnica covariable edad tiene
el menor AIC y BIC, indicando que la edad es indispensable en el modelo.
Luego, ademas de considerar la edad del individuo, incluimos otra covariable,
obteniendo con ello que un buen modelo con dos covariables es agregando
también el tiempo de isquemia ya que obtenemos que AIC=193.8005, el cual
es mas pequeno que el AIC obtenido considerando sélo la variable edad, ademas
de que el valor BIC=196.3167 también es pequeno, como puede ver en Tabla
4.5.

Covariables AIC BIC

Edad+Sexo 196.8689 | 199.3851
Edad+Talla 196.7268 | 199.2430
Edad+Creatina Sérica, 196.5770 | 199.0932
Edad+Tiempo de isquemia caliente | 193.8005 | 196.3167

Tabla 4.5: Valores del AIC y BIC con el modelo de Cox considerando dos covariables.

Nuevamente, agregamos una covariable mas, obteniendo con ello que un
buen modelo con 3 covariables incluye la creatina sérica, pues con ello el valor
del AIC es de 195.6117 y BIC=199.3860, los cuales son los valores mas pequenos
que cualquier otro modelo con 3 covariables. Sin embargo, notese que los valores
AIC y BIC aumentan si se consideran sélo dos covariables, esto puede verlo en
la siguiente Tabla 4.6.

Covariables AIC BIC

Edad+Tiempo de isquemia caliente+Sexo 195.7880 | 199.5623
Edad+Tiempo de isquemia caliente-+Talla 195.7768 | 199.5511
Edad+Tiempo de isquemia caliente+Creatina Sérica | 195.6117 | 199.3860

Tabla 4.6: Valores del AIC con el modelo de Cox considerando 3 covariables.

Finalmente, considerando ahora 4 covariables, se obtienen los siguientes
resultados expuestos en la Tabla 4.7. En donde puede notar que los valores de
los estadisticos AIC y BIC aumentan no tan significativamente, en comparacion
de un modelo con 3 covariables.
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Covariables AIC BIC
Edad+Tiempo de isquemia caliente+Creatina+Sexo | 197.5792 | 202.6116
Edad+Tiempo de isquemia caliente+Creatina+Talla | 197.5799 | 202.6123

Tabla 4.7: Valores del AIC y BIC considerando 4 covariables.

Con todo lo anterior puede ver que obtenemos un buen modelo simple
considerando s6lo dos covariables: edad y tiempo de isquemia caliente. Sin
embargo, cuando se desea ver que tanto influyen las covariables en la funcién de
riesgo base para cierto individuo, podemos considerar otras covariables. En este
caso, analizaremos el modelo considerando 3 covariables, esto es, incluyendo
también la covariable Creatina Sérica, asi, puede ver en la Tabla 4.8 los valores
estimados de los regresores del modelo.

Covariables coef exp(coef)
Edad —0.1444 | 0.8655
Tiempo de isquemia caliente | —0.0080 | 0.9919
Creatina Sérica 0.0149 1.0151

Tabla 4.8: Valores de los regresores del modelo de Cox.

Para expresar el riesgo con el modelo de Cox, se denota por; E a la edad,
I al tiempo de isquemia caliente y C a la creatina Sérica. Por tanto, el modelo
de Cox con 3 covariables puede ser expresado finalmente como:

h(t|X) = ho(t) exp(—0.1444 E — 0.0080 I + 0.0149 C), (4.1)

en donde hy(-) es la funcién de riesgo base para cuando el valor de las cova-
riables es 0. Notese ademas que la covariable Creatina Sérica produce que la
funcion de riesgo aumente, puesto que exp(coef) > 1, mientras que la variable
edad y el tiempo de isquemia hacen que dicha funcion de riesgo disminuya.

Con este modelo podemos estimar la funcion de supervivencia (en este caso
mediante el uso de R) para distintos valores de las covariables. Consideremos
dos pacientes con vector de covariables diferentes, en las Figuras 4.14 y 4.15
puede ver una gran diferencia en las curvas de supervivencia, ya que el paciente
con 15 anos de edad tiene un mayor riesgo que un paciente de 24 anos.
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Figura 4.14: Curva estimada del modelo de Cox.
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Figura 4.16: Curva estimada del modelo de Cox.
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Validacion del modelo

A continuacion se presenta la validacion del modelo para comprobar si las
covariables cumplen la hipotesis de riesgos proporcionales, en este caso consi-
deramos el modelo dado en (4.1). Esta validacion se hara mediante los residuos
de Schoenfeld, para ello haremos uso de la funcion cox.zph() de R, esta funcion
realiza la prueba de hipotesis de correlacion para los residuales Schoenfeld de
cada covariable con alguna transformacion del tiempo [2]|. Para verificar que
haya proporcionalidad para una covariable, la curva del estimador de esa co-
variable en funcién del tiempo debe ser una linea recta con pendiente cero, es
decir, si se asumen riesgos proporcionales, entonces [3(¢) serd una linea hori-
zontal. En las Figuras 4.17, 4.18 y 4.19 puede ver las curvas de los estimadores
B(-) (linea continua) de cada una de las covariables del modelo.

Ahora se comprueba la hipotesis de que los riesgos de dos individuos con
covariables diferentes son proporcionales analiticamente mediante la funcién
cox.zph() en R. La salida se muestra en la siguiente Tabla 4.9 en donde para
cada covariable se calcula el coeficiente de correlacion rho, el estadistico de
prueba chisq y su respectivo p-valor.

Covariables rho chisq | p

Edad 0.0033 | 0.0002 | 0.9880
Creatina Sérica —0.0909 | 0.0778 | 0.7800
Tiempo de Isquemia | —0.2039 | 1.0085 | 0.3150

Tabla 4.9: Valor del estadistico de prueba y el p-valor.

Notese que los p-valores obtenidos son mayores que a = 0.05 lo cual nos
indica es que no hay suficientes pruebas para rechazar la hipotesis nula de
proporcionalidad de los riesgos, es decir, podemos asumir que cada una de las
covariables consideradas en el modelo cumplen con dicha hipd6tesis.

Observacion 4.5. Aun cuando ya se ha hecho un anélisis con el modelo de
Cox, es necesario saber si dicho modelo es adecuado para realizar el analisis
de los pacientes, por lo cual, en esta subseccion se trato de verificar que las co-
variables cumplieran la proporcionalidad del modelo, asi, se realizo un anéalisis
de correlacion entre los distintos tiempo de falla y los residuos de Schoenfeld.
De este modo, al obtener correlaciones bastante cercanas a cero, podremos
asumir que en efecto la proporcionalidad se da y por tanto el modelo de Cox
es adecuado para realizar un anélisis descriptivo del caso de estudio.

Sin embargo, no se estudio a profundidad este método de validacion, ya que
no se encontrdé con diversas fuentes de informacion que permitieran analizar
con mayor detalle dicho método.
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CAPITULO 4. CASO DE ESTUDIO PRIMERA PARTE



Capitulo 5

ANALISIS ESTADISTICO DE
PUNTO DE CAMBIO

En la actualidad, el analisis estadistico de punto de cambio es de creciente
estudio, ya que existen diversos problemas en donde se presenta el cambio, y
conocer acerca de estos ayuda a tratar de evitar pérdidas o para aprovechar
las transiciones. Algunas de las disciplinas en donde podemos encontrar estos
problemas son principalmente; en Control de calidad, Medicina, Economia y
Finanzas.

En Estadistica, un punto de cambio es el momento o instante de tiempo
en el cual las observaciones cambian de distribucion, es decir, antes de este
momento dichas observaciones siguen una distribuciéon y posteriormente a este
tiempo siguen otra distribuciéon. En este anélisis existen dos problemas prin-
cipales, uno es verificar que en efecto dicho punto existe (lo cual se realiza
mediante un contrastes de hipotesis), el otro, es cuando se trata de localizar
dicho punto cuando se sabe que existe, el cual es analizado como un problema
de estimacion ([1], [16])

Algunos ejemplos en donde se puede ver la presencia de puntos de cambio
se plantean a continuacién.

i. Analisis del mercado de valores. El precio de las acciones de cualquier
compaifa fluctdan a diario, sin embargo, aunque esta fluctuacion es nor-
mal, de acuerdo con la teorfa econémica existen cambios anormales que
son necesarios de analizar con atencion.

ii. Control de calidad. En procesos de produccion continuo, por diversos
motivos en el proceso se pueden producir productos de menor calidad
con el tiempo, por lo cual es conveniente verificar si existe un punto en
donde la calidad de los productos empiecen a deteriorarse.

iii. Tasa de mortalidad en el trafico. Si existe un incremento en el limite de
velocidad, ;se puede producir algin problema en las carreteras?, esto es,
.puede este cambio de velocidad producir un cambio en el porcentaje de
muertes por accidentes de trafico?.

75



76 CAPITULO 5. ANALISIS ESTADISTICO DE PUNTO DE CAMBIO

5.1. Planteamiento del problema

Considere X1, Xs,..., X, variables aleatorias independientes con funcion
de distribucion Fi, Fy, ..., F,, respectivamente. El problema general de punto
de cambio es la realizaciéon de una prueba de hipétesis, donde la hipotesis nula
es:

Hol F1:F2::Fn

contra la hipotesis alternativa:

Hy: ==k #ha==F,#F,a==F,#Fyn==F,

donde 1 < kb < kg < --- < kg < n, q es el nimero de cambios y ki, ks, -+ , kg
son sus respectivas posiciones que han de ser estimadas.

Por otra parte, nétese que si las distribuciones £, Fy, - - - | F}, son miembros
de alguna familia paramétrica F'(0), § € R?, entonces el problema se reduce a
un contraste de hip6tesis que involucra los parametros del modelo paramétrico,
f; coni=1,2,--- ,n. De modo que:

H0:91:92:-~-:9n:0, (51)

con # desconocido. Contra la hipotesis alternativa,

Hot Oy == Ok # Oppr = - = Oy # Oyis = -+~ = O, # Oy = -~ = O,

donde q y ki, ks, - - - k, representan el nimero y las posiciones de los puntos de
cambios respectivamente que han ser estimados. Obsérvese ademas que este
problema asi planteado refleja los aspectos mas importantes de la inferencia
del punto de cambio; la existencia, posicion y localizacion de dichos puntos
cuando se presentan.

En la inferencia de puntos de cambio los métodos que cominmente son
utilizados son; la prueba de razon de verosimilitud, prueba bayesiana, pruebas
no paramétricas, enfoque de la teorfa de informacion, etc. Aqui abordaremos
este tema con pruebas de razoén de verosimilitud.

Para la deteccién del ntimero de puntos de cambio y sus ubicaciones en
un proceso aleatorio multidimensional, Vostrikova (1981) propuso un método,
llamado procedimiento de segmentacion binaria, el cual es frecuentemente uti-
lizada en la deteccion de miltiples puntos de cambio, ya que presenta la gran
ventaja de que con este procedimiento se detecta la cantidad de dichos puntos
y sus posiciones simultaneamente, por lo cual se vuelve un método bastante
practico por el ahorro de tiempo al realizar los calculos. Este procedimiento de
segmentacion binaria se realiza mediante los siguientes pasos [1].

Paso 1. Se realiza una prueba o tes. Se considera H, como la hipotesis nula
como en (5.1), es decir, no existe algun punto de cambio, contra la hipdtesis
alternativa H, de la existencia de un punto de cambio:
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Ha:01:92:-~-:0k#9k+1:-~~:9n. (52)

en esta etapa, k es la localizacion del tinico punto de cambio. Luego, si la
hipotesis nula (5.1) no es rechazada entonces el proceso es detenido, si por el
contrario (5.1) se rechaza, entonces hay un punto de cambio y se contintiia con
el siguiente paso.

Paso 2. Realizar un juego de hipotesis para las dos sucesiones que se
generan en el paso 1 por separado para verificar la existencia de punto de
cambio.

Paso 3. Este proceso continiia hasta que ya no se obtengan subsucesiones
donde pueda haber un cambio.

Finalmente la coleccion de localizacion de puntos de cambios obtenidas en
los pasos descritos anteriormente lo denotamos por {ky, ks, ..., k,}, donde g es
el niimero de puntos de cambio.

5.2. Modelo Normal Univariado

En muchos casos practicos es comin abordar el tema de puntos de cambio
con modelos normales univariados y multivariados, sin embargo dicho anélisis
también se realiza con otros modelos paramétricos como el caso de la Ex-
ponencial y el modelo Gamma [1]. A continuacién se describe el método de
segmentacion binaria con el modelo normal univariado, considerando primero
el caso de la existencia de punto de cambio en la media y posteriormente en
la varianza.

5.2.1. Punto de cambio en la media

Considere X1, X5, ..., X,, una muestra aleatoria de la distribucién normal,
con pardmetros (py,o3), (12, 03), ..., (in, 02) respectivamente. Considere pri-
mero el caso en que la varianza es comun, por lo cual, el interés es verificar
la existencia de posibles puntos de cambio en la media p. Es decir, se tiene el

siguiente juego de hipotesis:

H05M1:M2:"':Mn:/~b7 (53)

contra la hipotesis alternativa.

Hotop == i # pogr =+ = i (5.4)

k es la posicion del inico punto de cambio.

El método que se utilizard para este juego de hipotesis es el método de
razon de verosimilitud, analizando el caso en el que la varianza es conocida y
el caso en el que es desconocida.
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Varianza conocida

Sea X1, Xs,...,X,, una muestra aleatoria de la distribucién normal y sea
X1, To, ..., T, una realizacion de esta muestra. Sin pérdida de generalidad su-
pongase que 02 = 1, de modo que bajo la hipotesis nula (5.3) la funcion de
verosimilitud esta dada por:

De donde, la funciéon de log-verosimilitud es,

n

n (i — p)
I(p) :—§log27r—; 5

Asi, el estimador de maxima verosimilitud para la media es

ZI:Y: Z?:lxi‘

- (5.5)

Bajo la hipotesis alternativa,

luego,

n .
Lpans p2) = log L (1, pin) = =7 log 2 —
de donde los estimadores de méxima verosimilitud son

k
R — 1
;xi Y /Ln:ank:n_k Z Z;

/_/1\/1 :7’6:

e

respectivamente. Sean,
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nétese ademas que:

n n

S—5 = (@-X)-Y (-%) = 3 (@-%.s)’,  (56)
i=1 i=1 i=k+1
donde:

S (0% =

i=1 i=1

WE

(X=X -2(X - %) (X - w) + (2 - X)*}

k

= k(X -X0) - 26(X - X2+ ) (2, — X)*
= k(X X))+ (@ - X)?,
y
_Z (2 = Xuk)® = _Z {(@-%)"=2(X - 2;) (X - Xus)

— Z (mi—Y)z—(n—k) (Y—YH_k)

i=k+1

Asi, es claro que V, = S — Si. Por otra parte, la estadistica \ es,

>s (zifY)Q
I exp | —==5—"—
A= 20

1
— — = exp <__‘/}C)
L@ exp (_Zfl (Ii_Xk)2+Z?:k+1 (a:i—X"_k)) 2

2

que es una funcion decreciente en V. Por lo tanto podemos basar la prueba
en la estadistica,

Vi = max V. (5.7)
2<k<n—1
La expresion (5.7) indica que para encontrar la estimacion para el punto
de cambio, se hace variar k de 2 hasta n — 1, asi, donde se alcanza el valor
maximo, se toma como la posicién estimada del punto de cambio.
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Varianza desconocida

Ahora consideremos el problema de punto de cambio cuando la varianza es
desconocida pero comun en la muestra. Sea X, Xs,..., X, una muestra de
v.a.’s con distribucion normal, de parametros (uq,01), (12, 02), ..., (fn, 0n) ¥
sea x1,s,...,T, una realizacion de esta muestra. Ademés consideramos que
01 =09 =+ = 0p.

Bajo la hipotesis nula la funciéon de verosimilitud es,

n

1 _Z(xz —M)2

LO(M7U2) = ( /—27'('0'2)n €xp =l

202

Asi, los e.m.v. para ju y o2 son

S i :_ 1y +
= X = &= J— _
T y o= ;Zl(x

n

respectivamente. Luego, bajo la hipotesis al alternativa obtenemos,

k

S—mlP+ Y (@ — )’

1 i=1 i=k+1

Ll(ﬂla Hon U%) = —F——_Xp | — )
(\/2ma?)n

2
207

de modo que los estimadores de maxima verosimilitud para py y f, son

k
N — 1

i=k+1

respectivamente, mientras que para o3, se tiene que:

i=1 i=k+1
Del procedimiento de la razén de verosimilitud se tiene que el estadistico
de prueba esta dado por:

B T |
V= Indx —o,
donde
S= (z; — X)? y T? = M(E — X,

i=1

Este estimador al igual que el estimador definido en (5.7) proporciona un
estimador para la posicion del punto de cambio. Ademas, en 1979, la distribu-
cion de V' fue propuesta por Worsley [19].
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5.2.2. Punto de cambio en la varianza

Se analiz6 anteriormente el problema de punto de cambio en la media con-
siderando el caso en el que la varianza es conocida y cuando es desconocida.
Presentamos ahora el analisis de punto de cambio en la varianza cuando la
media es conocida.

Sea X1, X5, ..., X, una muestra aleatoria, independientes y normalmente
distribuidas, con parametros (u, 0?), (i, 03), ..., (i, 0%) respectivamente. Ade-
méas, suponga que i es conocida. Luego, bajo estas condiciones tenemos el
juego de hipotesis siguiente,

Hy: of=03=---=0> (5.8)

contra la hipotesis alternativa

o2 2 2 _ 2 _
Hy: o = =0k F Oy1 = = Opy 7 Oy = -
_ 2 2 _ 2
—qu?éakqﬂ—'”—an
g es ntimero de puntos de cambios y k; < ky < --- < K, son sus respectivas

posiciones desconocidas de cada uno de ellos.
Con el método o procedimiento de segmentacion binaria el contraste de
hipotesis se reduce a probar (5.8) contra la hipotesis alternativa,

. 2 _ 2 2 2 _ 2
Ha. 0-1_0-2_..'_0-k?é0-k+1_"'_0-n

k representa el punto de cambio. Asi, considerando este juego de hipotesis y
bajo la hipoétesis nula, la funcion de verosimilitud es,

1 — > (@i — p)

Lo(0?) = ————exp | —=

(V2mo?)" 202 7

de modo que puede verificar facilmente que el estimador de maxima verosimi-
litud para o? es,

52 — Zi:l(xl ,U) .

n

Bajo H,, la funciéon de verosimilitud es,

1 1 iz i=
Ly(o,0,) = 5 —exp | = - 1~c+1202
<\/27m%> <\/27m,21> 1 n
Asi, los e.m.v. para o} y o3 son,
k n
~2 Zi:l(xi - M)Q —~2 Zi:k+1(xi - N)Q
o1 = Y On = s
k n—=k
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respectivamente. Finalmente obtenemos que el estadistico de prueba basado
en el cociente de verosimilitud es,

1<k<n-—1

1/2
A = ( méx [n —logs® — klogo; — (n— k) log ai]) . (5.9)

Con esto puede notar que para obtener los e.m.v. es necesario conocer la
posicion del punto de cambio para 1 < k < n — 1. Ademas, el estadistico
proporciona de forma implicita un estimador para el punto de cambio, el cual
es denotado por k y es tal que (5.9) alcanza el méaximo en k. La distribucion
asintotica del estimador puede verlo en [1] y [16].

5.2.3. Punto de cambio en la media y varianza

Consideramos ahora abordar el problema de punto de cambio multiple,
esto es, el cambio en la media y en la varianza. Asi, sea X7, Xs,..., X, una
muestra de v.a.’s independientes, con distribucién normal y de pardmetros
(u1,02), (p2,032), ..., (11,02), respectivamente. Para el contraste de hipotesis
consideramos ahora, la hipotesis nula

Hy : M1=M2:"‘:Mn:/1?JU%:USI"':U?«L:UQ’ (5.10)

donde p1 y 0% son desconocidos. Contra,

Hytpn == # fp1 = = fiy 7 Hip1 =
= Mg 7 flgr1 = 0 =
y
==ttt = =0t o =
:Ulgq#alzqﬂz"':ai

en donde ¢q es el nimero de cambios. Por otro lado, haciendo uso del procedi-
miento de segmentacion binaria, se tiene tiene el contraste de (5.10), contra la
hipotesis alternativa,

22 2 . _ 2
Hy: of=-=0;#04="""=0

ﬂlzzﬂk#ﬂk—&-l::lﬁn

Bajo la hipotesis nula la funcién verosimilitud est4 dada,

n

1 —> —M)2

Lo(p,0%) = (Varo?) exp | —=

202
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Los estimadores de maxima verosimilitud son entonces,

n

S 2 T o1 )2
— = ==l - —- _ i — ,
o= X y 0" =~ ZE_l(ar; X)

para u vy o2 respectivamente. Por otro lado, la funcién de verosimilitud para

la hipotesis alternativa es,

1 1

() ()
k 2 " (s — )2
exp <_Z(% 2_0?1) _ Z;—H( ZQOZ;H)_) )

i=1

Ll(:ulnufwo-%ao-i) - n—Fk

Los estimadores de verosimilitud para ju1, pi,, o3 y o2 son,

k n
=1 S 1 _
:U’IZXk_EZxZa Mn:Xn—k:n_ Z (I'L—Xn—k)u
i=1 i=k+1
O/_\12 — l Z(xz - Yk)Q ) 6;2 = ! Y (xz - _n—k)Qa
k n—=k
=1 i=k+1

respectivamente. Por ultimo, del procedimiento de razén de verosimilitud, el
estadistico de prueba es,

Ay = mix — O (5.11)

" ck<n=1 ()R (5,)" R

Observacion 5.3. En 1993 Horvath deriva la distribucion asintotica del es-
tadistico definido en (5.11) bajo la hipotesis nula [7].
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5.4. Estimacion de la funcién de riesgo con un
punto de cambio

El problema de punto de cambio en la funciéon de distribucién ha sido
muy estudiado en diversos contextos, tales como en fiabilidad y en control de
calidad. Sin embargo, este problema es también extendido dentro del Anélisis
de Supervivencia, aqui, lo que nos interesa es el estudio de punto de cambio
en el modelo de riesgo. Por ejemplo, considere X, Xs,..., X,, wv.a.’s de tipo
Exponencial, nos interesa entonces, cuando la funcién de riesgo permanece a
una tasa constante, digamos a, para 0 <t < 7 y luego baja a una tasa b para
t > 7, de modo que a > b > 0. Formalmente tratamos de estimar,

h(t>:{a, si0<t<T,
b, sit>r,

y donde 7 representa el punto de cambio a estimar.

A continuacién se muestra c6mo obtener una estimacion para el punto de
cambio en el modelo Exponencial y en el modelo de Gompertz mediante el
criterio informacional [1].

5.4.1. Enfoque informacional con el modelo Exponencial

A continuacion se muestra una forma de obtener una estimacion para 7 me-
diante el uso del criterio de informacion Bayesiano o criterio de Schwarz (BIC),
considerando el modelo Exponencial. Consideremos una v.a. T de tiempo de
vida, cuya funcion de riesgo esta dado por:

h(t):{a’ S%Ogth,
b, sit>r,

donde a > b > 0. Con esto, la funcion de densidad esta dado por

ae™ ™, si0<t<rT,
fltia,b,m) = {bebt(“b)T, sit>r. (5:12)
Ahora, considere una muestra aleatoria 77,75, ..., T, de tiempos de vida y
Ty, T2),- . ., T(n) los estadisticos de orden de esta muestra y considere el punto

7 tal que Tiyy < 70 < T(k41), para algin & = 1,2,...,n — 1. Asi, podemos
considerar este valor en 7 si es posible determinar tal k£ y usarla para estimar
el valor de 7.

Luego, la funcién de verosimilitud de T{y),T{9), ..., (), considerando la
realizacion t(1) < t) < -+ < i(,), estd dada:
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L(CL7 ba k) - L(CL, b) k|t(1)7 t(?)? ey t(n)) - fT(l),T(2> ..... Tn) (t(l)a t(g), ey t(n))

= nl (Hf(t(l))) < H f(t(j)))

Jj=k+1
_ n!ak 6_‘12?:1 70) bn—k 6_(n_k)a7—0_bZ?:k+1(t(j)_70)‘

De modo que la funcién log-verosimilitud es:

l(aa b: k) = 10g L<a7 b, TO)
k

= logn! + log(a*b" %) — azt(i) —(n—k)arg —b Z () — )

i=1 j=k+1

k
= logn!+kloga+ (n —k)logb—a (Zt(i) + (n—k:)m)

=1
—b > (tg) — 7).

j=k+1

De esta tltima igualdad se puede ver facilmente que los estimadores de
maxima verosimilitud de a, b, son:

=R k
a= —,
(n — k)To + Zt(i)
=1
y
/b\ . n—=k
Z t(j) — (n — /{)7'0

j=k+1

respectivamente. Ahora definimos el BIC para el modelo de la funcién de riesgo
con un punto de cambio del tipo Exponencial como:

BIC(k,79) = —2I(@,b,7)+ 3logn

n—Fk
= —2(n—k)l
(n —k)log (Z?:kﬂ ti) — (n— k)m)
k

—2klog k
(n—Fk)ro+ > te

considerando una seleccion empirica de 7y. Luego, se procede a determinar el
valor de k tal que minimice BIC(k, 1), es decir,

> — 2logn! + 3logn + 2n,

BIC (E,TO) — min BIC(k, 7). (5.13)

1<k<n-—1
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Asi, el verdadero punto de cambio 7y en la funcion de riesgo esté estimado
por:

~ n N F
k Z t(j) — (n - k‘) Zt(i)
7 Jj=k+1

o (o 7)

0OBIC (k\:, 7‘0>
—

el cual se obtiene de resolver

0. (5.14)
TO=T

Observacion 5.5. El estimador obtenido en (5.14) es 6ptimo segun el prin-
cipio de seleccion del modelo, ya que hay que recordar que bajo este principio

el modelo que se ajusta mejor al conjunto de datos es el que tiene menor valor
en el BIC.

5.5.1. Enfoque informacional con el modelo Gompertz

De manera analoga al modelo exponencial, se muestra una forma de obtener
una estimacion para 7 mediante el uso del estadistico BIC, ahora considerando
el modelo de Gompertz. Consideremos una v.a. T' de tiempo de vida, con
funcion de riesgo,

et sio<t<
ht)y=4 1 U =t=T (5.15)
Xoet, sit>T,

con ¢ > 0 una constante fija y conocida, con Ay, A\; > 0. De modo que la funcién
de densidad y funcién de distribucion considerando esta variable aleatoria son

fy=dne eeHeD), S0<t<r,
T g et e D o MEHETD gig s g

F(t) = {1 e, si0<t<r,

—A Ao —A
1 —e (D) =0 gt > 7
respectivamente. Ademas,

e—%l(ect—l)7 s10<1t<T,
sl (5.16)

A2 (et _ A2=A1 (e _ .
e (D) T it >

Considere una muestra aleatoria 11, Ts, ..., T, de tiempos de vida y T(y), T(2),

.., T(ny los estadisticos de orden de esta muestra, 7o un punto tal que T(3) <

7o < T(k+1), para algin k = 1,2, ..., n—1. Consideremos 7y para ver si es posible
determinar tal k£ y con ello estimar el valor de 7.
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La funcion de verosimilitud de T(1y, T(2), ..., T(n), considerando la realiza-
cion t(yy <ty < -+ < t(y), estd dada:

LA, Mg, k) = L (A1, A, klty, ), tm)) = Froy oyt (B1) t@)s -5 tm)

_ n!{Hf(t(i))}{H f(tu))}

k
= n! H Ap et et (70-1)
i=1
H Ay €0 g o2 (7D -1) 2L (o1
j=k+1

= n! {)‘k Tt oot Zle(e‘”’(i)—n}
A A CT{
{)\n k cZ k+1t(ﬂ)e - Z k+1(5 tG) — —1) (n k)22 (e 0_1)}
k cti; - n cty.
= n')‘k)‘n F CZ] 1tG) 6 c <E“ (Z)_k> GTQ(Zi:kJrl € (z)—(n—k))
o(n— k)u 7o
nAp A ct(; A cty:
= AR et PR T O D O
(nfk)u €70
— IR e Tt o (Tl O —(nmk)em0)

2 (- S 0 4 e).

de donde la funcion log-verosimilitud es

(A1, A0, k) = L(\, Ao, k)

= lognl + klog\i + (n — k)log Aa + ¢ ¥ _t(;)

J=1

De esto, se sigue que

OlA, hos k) k1 L.
N ) - _ ety _ — ke
N, " + . n Ze (n Je ,

al<>\17)\27k) _n- . ct(;) 7o
o = ( Z e + (n —k)e
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por tanto, de esto y haciendo uso del criterio del hessiano podemos ver facil-
mente que los e.m.v. para Ay y Ay son

- —k
= . ¢ , (5.17)
n—= i e — (n — k)ecr
y
~ (n—k)c
Ao = 0.18
2 Z?:k+1 ect(j> o (n - /{?)GCTO’ ( )

respectivamente. Por otra parte, el BIC para el modelo de la funcion de riesgo
con punto de cambio esta dada por:

B[C(k,TQ) = =2 2,7'0 +3logn (519)

i=1

(A
- n 1
= -2 llogn' +klog A + (n — k) log A +e) e — —ke
C
——(

n—k) } + 3logn

—kc
= —2|logn!+klo
[ & s <n — Zle el — (n — k:)eCT())

(n—k)c =
e (ZJ e — (=B ) TeX 0
+3logn,

para una seleccion empirica de 7y. Se procede a determinar el valor de k tal
que,

BIC(k.m) = min BIC(k,). (5.20)

Luego, para obtener el estimador del punto de cambio 7y en la funcion de
riesgo procedemos a calcular,

8B]C’(/k\, To) 2kc(n — k)e™ B 2c(n — k)%ecm
970 S e 4 (n—k)eco —n D5y €70 — (n— k)ecmo’

finalmente, de esta tltima igualdad obtenemos que el estimador para 7y es

1 ES ety — ko et _7
=~ Lo kY e n lelAe +n(n — k) . (5.21)
¢ n(n — k)

5.5.2. Enfoque informacional con el modelo Weibull

Se considera ahora el modelo de Weibull, con el cual se busca obtener una
estimacion para 7 mediante el uso del estadistico BIC. Sea T' de tiempo de
vida, con funcién de riesgo,
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a1 (aqt)P) si0 <t <
p(r) = { Ot SO S TS (5.22)
o (agt)P~1 sit > T
Donde, por
fty = 9P (ayt)F=tem(0)”, si0<t<T,
| af (agt)Plem ) e (aat)” g p > 7
y
1 — el si0<t<
F(t) = ,B B 8 L "
| = @) +oarP (@) it s 7,
Haciendo un analisis similar, considere una muestra aleatoria 77,75, ..., T},
de tiempos de vida y T{1), T{2), - .., T(n) los estadisticos de orden de esta mues-

tra, 7o tal que T(x) < 70 < T(x11), para algin k =1,2,...,n — 1. Se considera 7y
para ver si es posible determinar tal k£ y llegar a estimar el valor de 7.

La funcion de verosimilitud de T(yy, T(2), ..., 1y, considerando la realiza-
cion t(yy <ty < -+ < t(y), estd dado:

L(ag, s, k) = n‘H{alﬁ ot )5 1o—(ant()) } H {0425 ast iy

i=k+1
6—(a1T)ﬁ+(a2T)/B—(a2t<i>) }

—a¥ th 3
= (Bal ! (>Ht ﬁOég ) ko= (n—k)((a170)° —(a270)”)

—aﬁ i tz. n
e T

1=k+1

n k
—(n—k)((a170)P —(aam0)? ) —al 2 —af S48
= nlﬁnafk&zﬁn k)e ( )(( vl () ) 2i=%:+1 @ 1@'; ®

IF@

La funcion log-verosimilitud es entonces,

(o, a2, 79) = log(n!) + nlog(B) + Bklog(ar) + B(n — k) log(as)

+(B—-1) Zlog(t(i)) — (n—k) ((a170)” — (a2m0)”)

— QY Z tﬁ — alztﬁ

i=k+1

Asi, se tiene que,
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dlar, a0, ) Pk 15 NS s
T om Ty (TR Gt
Ol(ag,an,10)  P(n—k) B-1 - B
= 1+ (n— k)Bal 178 o E th.
3042 (0%) ( )ﬁ ? ° ﬂ 2 i=k+1 ©

De donde los estimadores de maxima verosimilitud son

3 k

&f = — (5.23)
(n— k)ﬁ? + i t(ﬂ)
— - k
&' = z (5.24)

> e k+1 té) (n k)Tég

para un valor empirico de 7y. Por otro lado, se denota por:
B[C(l{?, T()) = B[C(&T, 64;, ’7'0).

Luego,

k
BIC(k,79) = —2<qlogn!+nlogp+ klo
( 0) { g gﬁ g <(TL . k’)TOﬁ + Zf_l tB- >

n—=k
+(n—k)lo 6—1 log t;
L L] £ o e e RACEED

i=k+1 Y(d) (n—

(n — k)7 ( b nok >
—(n — k)7 —
(n— )Toﬁ + Zf:1 tfi) ikt t(ﬁ) (n— k)Toﬁ

n—=k o L

! ;ZZ T Z“ }+3logn

Zz k+1 t(z) (n - k)TO (n k 7_0 + Zz 1

= logn! + nlog B + klog
TL - 7-0 + Zz 1
—k 1
+(n — k) log ( — ) + logtﬂ }
Zz k+1 (TL k Z

+3logn. (5.25)

Luego, se procede a determinar el valor de ¥ tal que

B[C(%, 70) = min BIC(ay, as, 7).

1<k<n-—1

Asi, se obtiene el estimador para T,

k (k S te — (n—k) X t€)>
n(n — k) '

7 =




Capitulo 6

CASO DE ESTUDIO, SEGUNDA
PARTE, PUNTO DE CAMBIO

En esta seccién, abordamos el problema de punto de cambio en la funcién
de riesgo para el caso de estudio con el enfoque informacional y considerando
el riesgo con el modelo de Gompertz dado en (5.15) y el riesgo con el modelo
Weibull dado en (5.22).

Para empezar el analisis de punto de cambio en el caso de estudio, se hara
una prueba de hipdtesis (basada en el enfoque infomacional) para verificar si
en efecto existe tal punto de cambio. Asi, dado que el enfoque informacional
hace el uso del BIC, este se basa en un contexto de la selecciéon de un “mejor”
modelo dentro de un conjunto de modelos. Por tanto, con este enfoque el
objetivo es la seleccion del mejor modelo dentro de los modelos que se generan
en la hipétesis nula de la no existencia de punto de cambio y en la hipotesis
alternativa de existencia de un tnico punto de cambio, posteriormente, se llega
a comparar el valor del estadistico BIC(n) (obtenido con la hipdtesis nula)
y el BIC(k, ), (obtenido en la hipotesis alternativa) para 1 < k < 63 y se
selecciona el modelo con menor valor. Es decir, de acuerdo con el principio
del criterio de informacién, los datos proporcionan suficiente informacion para
aceptar Hj si,

BIC(n) < min BIC(k,7),

1<k<n—1

o de otra forma, aceptamos H, si para algin k ocurre:

BIC(n) > BIC(k,T).

Asi, este anélisis con datos reales se muestra a continuacion.

6.0.1. Inferencia en el modelo de Gompertz

Sea T, T, ..., T, una muestra aleatoria con funcion de distribuciéon Fi, Fs,
..., F}, respectivamente. Luego, el problema de punto de cambio con el modelo
de riesgo de Gompertz (5.15), es probar la hipotesis nula, de no existencia de
punto de cambio, contra la hipotesis alternativa de un tinico punto de cambio,
esto es en (5.15),
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HO . /\1 = )\2, (61)

contra la hipotesis alternativa,
Ha : )\1 7é )\2. (62)
Considere T(1),T(2), ..., T(n) los estadisticos de orden de esta muestra. La
funcion de verosimilitud de T{y, T(a), . . ., T(n), considerando la realizacion #(;) <

t) < -+ < t(n), estd dada:

Lo()\) = n!)\"€CZ?=1 t(i)e—%(z:?:1 e(:t(i)_n>
y la funcién log-verosimilitud,
n A n
l A = 1 ' 1 )\ tz _ Ct(i) . '
(A) = logn! + nlog +CZZI() C(Ze n)

i= i=1

2N
N2

De esta ultima igualdad, y dado que < 0 puede ver que

~ nc
A==

D i e —n

es el estimador de e.m.v. de A. Luego, denotamos por BIC(n) al BIC del
modelo bajo la hipotesis nula (6.1) y dado que este modelo (5.15) sblo cuenta
con un parametro, se tiene entonces que,

BIC(n) = -2 (X) +log(n) (6.3)

ne -
= -2 <logn! + nlog (zn T n) + th(i) = n) + logn.
=1 i=1

Por otra parte, considérese el estadistico BIC(k, 1) definido en (5.19), el
cual se da bajo la hipotesis alternativa (6.2), notese ademas que para poder
obtener los e.m.v., s6lo podemos detectar cambios que se encuentran entre la
primera y n — 1 posiciones. Asi, por medio de simulacién en R y haciendo uso
del conjunto de datos de los pacientes en estudio se obtiene el valor de (6.3),

BIC(64) = 253.756, (6.4)

mientras que los valores del los estadisticos BIC(k, ) dado en (5.19), para
1 <k <63, se muestran en la Tabla 6.1.
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BIC k | BIC k | BIC k | BIC

253.3879 | 17 | 252.0028 | 33 | 248.9403 | 49 | 253.8600
255.8144 | 18 | 251.6838 | 34 | 249.0820 | 50 | 254.1937
257.1622 | 19 | 251.3538 | 35 | 249.2015 | 51 | 254.5086
257.7976 | 20 | 251.0128 | 36 | 249.3003 | 52 | 254.8060
257.8943 | 21 | 250.6603 | 37 | 249.5744 | 53 | 255.1268
257.5949 | 22 | 250.2939 | 38 | 249.9643 | 54 | 255.4307
257.0503 | 23 | 249.9192 | 39 | 250.3222 | 55 | 255.7190
256.4473 | 24 | 249.5298 | 40 | 250.6512 | 56 | 255.9930
255.8180 | 25 | 249.1270 | 41 | 250.9541 | 57 | 256.2536
255.1204 | 26 | 248.7102 | 42 | 251.3995 | 58 | 256.5017
254.3641 | 27 | 248.2789 | 43 | 251.8134 | 59 | 256.7576
253.8535 | 28 | 247.9133 | 44 | 252.1989 | 60 | 257.0018
253.5030 | 29 | 248.1056 | 45 | 252.5586 | 61 | 257.2351
253.1430 | 30 | 248.3604 | 46 | 252.8951 | 62 | 257.4685
15 | 252.7732 | 31 | 248.5821 | 47 | 253.2101 | 63 | 257.6919
16 | 252.3933 | 32 | 248.7745 | 48 | 253.5057

O 0| | O T b= | W DN |

—_| =
|

—_
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—_
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Tabla 6.1: Tabla de valores obtenidos en el estadistico BIC(k, ).

De donde puede ver,

BIC(64) = 253.756 > BIC(1,1y) = 253.3879.

Mas atn, existen otros valores de k para los cuales esta desigualdad se
cumple. Por tanto, el conjunto de datos muestran suficiente informaciéon para
rechazar Hj, es decir, se afirma la existencia de un punto de cambio en la
funcion de riesgo considerando el modelo de Gompertz y el cual se estima en
la siguiente seccion.

6.0.2. Inferencia en el Modelo de Weibull

Ahora se analiza la funcion de riesgo dada en (5.22) del modelo de Weibull.
Sea Ty, Ts, ..., T, una muestra de v.a.’s. Luego, el problema de punto de cambio
con en el modelo de riesgo, es probar la hip6tesis nula, de no existencia de punto
de cambio, contra la hipo6tesis alternativa de un tnico punto de cambio, esto
es,

Hy: a; = ay,

contra la hipotesis alternativa,

H,: a3 # as.

en (5.22). Considere T(1), T(2), . . . , T(n) los estadisticos de orden de esta muestra.
La funcioén de verosimilitud de T{y), T(a), . .., T(n), estad dada por:
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Lo(e) = n!]]eBlats)’ " exp(—(atw)?)
i=1
_ nB gn p-1 —aP s
= nla™p (H ta > exp ( o Z%’)) )
i=1 i=1
De donde la funcién log-verosimilitud esta dada,

log(Lo(a)) = logn! + nlog(a”B) + Z log tﬁ;l —af th
i=1 i=1

Luego, puede ver que el e.m.v. es

Con esto también se obtiene que, el BIC bajo la hipotesis nula esta dado
por

BIC(n) = -2 <logn! + nlog (7?—6/3) +(B-1) Zlogt(i) — n) + logn.
Dict £ i=1
Finalmente, con el conjunto de datos en estudio se obtiene que

BIC(64) = 193.4614, (6.5)

y considerando al BIC(k,1y) dado en (5.25). De los valores que puede ver en
la Tabla 6.2, puede notar que,

BIC(1,79) = 191.2477. (6.6)

Por tanto, de (6.5) y (6.6), se tiene que,

BIC(64) > BIC(1, 1),

por lo cual los datos proporcionan suficiente informacién para aceptar H,, esto
es, se acepta la existencia del punto de cambio.
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BIC k | BIC k | BIC k | BIC
191.2477 | 17 | 198.9855 | 33 | 191.2554 | 49 | 193.338
194.832 | 18 | 198.5081 | 34 | 190.9991 | 50 | 193.789
197.3376 | 19 | 198.0041 | 35 | 190.7254 | 51 | 194.2072
199.1307 | 20 | 197.4743 | 36 | 190.4337 | 52 | 194.5942
200.3852 | 21 | 196.9192 | 37 | 190.3627 | 53 | 195.2014
201.1656 | 22 | 196.3389 | 38 | 190.4888 | 54 | 195.7706
201.597 | 23 | 195.7336 | 39 | 190.5892 | 55 | 196.3042
201.7643 | 24 | 195.1032 | 40 | 190.6649 | 56 | 196.8045
201.7557 | 25 | 194.4475 | 41 | 190.7167 | 57 | 197.2729
201.6066 | 26 | 193.7661 | 42 | 191.1175 | 58 | 197.7098
201.3345 | 27 | 193.0586 | 43 | 191.4827 | 59 | 198.3263
201.0238 | 28 | 192.3792 | 44 | 191.815 | 60 | 198.9065
200.6967 | 29 | 192.1165 | 45 | 192.1166 | 61 | 199.4507
200.3259 | 30 | 191.9252 | 46 | 192.3892 | 62 | 200.1511
15| 199.9152 | 31 | 191.7181 | 47 | 192.6341 | 63 | 200.8076
16 | 199.4676 | 32 | 191.4949 | 48 | 192.852
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Tabla 6.2: Tabla de valores obtenidos en el estadistico BIC(k, ).

6.1. Estimacion del Punto de cambio

En la seccién anterior se pudo verificar la existencia del punto de cambio
en la funcién de riesgo mediante un juego de hipoétesis considerando dos mo-
delos. En esta seccion se busca determinar los valores del punto de cambio en
dichos modelos modelos, por lo cual, se ha trabajado con el uso del programa
estadistico R, para implementar del algoritmo y poder obtener dichos valores.

Estimaciéon con el modelo de Gompertz

Mediante la implementacion de un algoritmo en R, se obtienen los valores
de los estimadores Ay, Ay de A y As respectivamente, dados en (5.17) y (5.18).
Ademas, también se obtiene el valor de k que minimiza el valor del BIC (5.20),
al cual denotamos por k y finalmente, considerando un valor empirico de 7
se obtiene el valor del estimador del punto de cambio 7y (5.21) (para ver el
algoritmo vea Apéndice C).

Se considera entonces el conjunto de datos de pacientes con insuficiencia
renal con el cual se ha trabajado anteriormente y se propone el valor empirico
70 = 1y ¢ = —0.04 (valor que se considera en este caso, a partir de los
resultados obtenidos en la subseccion 4.2, y el cual se muestra en la Tabla 4.2).
Por otra parte la funcion Mgompertz() (Apéndice C), no recibe parametros y se
considera que datos$ Tiempo son los tiempos de vida registrados de cada uno de
los pacientes (los cuales estan guardados en el dataframe datos). Por otra parte,
la funcion imprime los valores obtenidos del BIC paracada 1 <k <n-—-1y
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finalmente imprime el valor de k que minimiza el BIC, con la variable posicion.

Analizando el valor del BIC que se obtiene para 1 < k < 63, se tiene que
el valor de k£ que minimiza dicho valor, es en k£ = 28. Posteriormente, con-
siderando este valor y sustituyendo en (5.17) y (5.18) obtenemos los valores
de: Xl = 0.1288 y ;\\2 = 0.05671. Ademés, también podemos obtener el valor
del punto de cambio 7, dado en (5.21), concluyendo que 7y = 6.0775. Esto lo
podemos obtener mediante la funcion descrita en Apéndice C.

Finalmente, el modelo descrito en (5.15) obtenido es:

(t) = 0.1288 ¢ 00463t & () < ¢ < 6.0775,
1 0.05671 700163 & ¢ > 6.0775.

Con estos parametros se puede ver graficamente la funciéon de riesgo dada
en (5.15) en la Figura 6.1, junto con la funcion de riesgo empirico.

Funciones de Riesgo

0.10- \

Ajustes
= Empirico
= — hit), t==6.0775
0.05- hit), t= 6.0775
0.00-

0 25 50 75 100 125
Tiempo (Meses)

Figura 6.1: Funcién de Riesgo del modelo Gompertz.

Estimacién con el modelo de Weibull

Consideremos ahora el riesgo con el modelo de Weibull descrito en (5.22).
Se considera la constante fija § = 0.6220, obteniendo con este valor que
a; = 0.0363 y ay = 0.0328, los valores de los estimadores dados en (5.23)
y (5.24) respectivamente y son obtenidos de forma similar al modelo de Gom-
pertz mediante un algoritmo en R (vea Apéndice C).

Asi, el riesgo (5.22) se describe como,

6.7
0.01823 (0.0182t) 7937 si t > 13.2617. (6.7)

Mientras, que graficamente puede verse en Figura la 6.2(1a funcion de riesgo
es representada con la linea continua).

he) = {0.0?Mﬁ (0.0714£)=037 i 0 < t < 13.2617,
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Funciones de Riesgo

Ajustes
Empirico

— hit), t==13.2617
hit), t=13.2617

[
&

50 75 100 1
Tiempo (Meses)

Funcién de Riesgo del modelo Weibull.
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Capitulo 7

CONCLUSION

En este trabajo de tesis, hablé de como generar modelos de tiempo de vida,
en particular, aplicado a un caso de trasplante renal de pacientes del estado de
Puebla con la finalidad de estudiar su funciéon de supervivencia considerando
que los datos pueden estar o no censurados por la derecha. Sin embargo, tam-
bién se hace la observaciéon de que cada uno de los resultados obtenidos, son
so6lo considerando los datos en estudio ya que en el analisis de otros proble-
mas clinicos quiza sea conveniente estudiar e incluir otras variables, obteniendo
posiblemente otros resultados.

Por otra lado, esto motivé a realizar un estudio de modelos paramétricos,
no paramétricos y semiparameétricos, obteniéndose, para el caso de estudio, los
siguientes resultados.

Con los métodos no paramétricos, considerando el género de los pacientes,
se pudo ver que existe una mayor probabilidad de supervivencia en los hom-
bres que en las mujeres durante los primeros 3 anos. Ademas, se encontraron
cambios en la probabilidad de supervivencia durante este periodo de tiempo,
debido a que un paciente que rechaza el injerto lo hace con mayor probabilidad
en este lapso de tiempo, esto es, entre més tiempo permanezca con el injerto
renal, menor es el riesgo que corre para rechazarlo. Por otra parte también se
obtuvo que los pacientes mas jovenes son en gran mayoria los que corren un
mayor riesgo (posiblemente porque en el conjunto de datos hay més personas
jovenes con dicho problema).

En los modelos paramétricos, haciendo un anélisis gréafico se llegd a supo-
ner que el modelo que mejor se ajustaba al conjunto de datos era el modelo
de Gompertz, lo cual se pudo corroborar de forma analitica por medio de los
estadisticos AIC y BIC, los cuales permiten evaluar la bondad de cada uno de
los modelos propuestos. Mas atin, analizando la funcién de Riesgo, se pudo ver
que es decreciente, lo cual nos ayudaba a verificar que en efecto, los pacientes,
tienen un mayor riesgo al rechazo del trasplante durante los primeros 3 anos,
esto es, pacientes que no rechazan el injerto durante este periodo tienen menos
riesgo de rechazarlo posteriormente.

Considerando el modelo semiparamétrico de riesgos proporcionales o de
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Cox, el cual fue utilizado con la finalidad de determinar qué variables de los
pacientes en estudio influfan significativamente en la funcion de riesgo base, se
pudo ver que la variable Creatina Sérica produce un aumento en la funcion de
riesgo basal.

Finalmente, en el analisis de punto de cambio, se verifico de forma analitica
y por medio del enfoque informacional la existencia de un punto de cambio
en la funcion de riesgo considerando dos modelos, el modelo de Gompertz y el
modelo de Weibull. Por lo cual, se tuvo que implementar un algoritmo en R
para poder obtener el valor de los estimadores del modelo, asi como el valor del
estimador para el punto de cambio. Asi, se encontraron dos puntos de cambio
y dado que el conjunto de datos es pequeno, se decidié s6lo considerar dichos
puntos.

Como se puede ver, el Anélisis de Supervivencia es una técnica estadistica
de gran importancia al permitirnos tener una mejor vision acerca del riesgo
y la probabilidad de supervivencia de los pacientes en estudio considerando
diversas covariables, por lo cual, para trabajos futuros se podria considerar la
inclusion de una mayor cantidad de variables explicativas en el modelo semi-
parametrico de Cox, pudiendo asi determinar otras covariables que producen
un aumento o disminucion del riesgo en dichos pacientes, y con esto tener una
mejor idea de qué covariables son mas influyentes en estos casos. Con todo
esto, también se pretenderia motivar a expertos en materia de salud a realizar
estudios meticulosos de las covariables de los individuos de forma completa,
es decir, tratando de no dejar que se produzcan datos faltantes dentro de la
informacion, ademés de considerar variables relevantes, por ejemplo; edad del
donador y si el paciente ha recibido o no, anteriormente un trasplante, ya que
esto ayudaria mucho a realizar un mejor analisis al problema, porcentaje de
compatibilidad entre el donante y donador, etc., pues se ha podido ver que
muchas veces los datos que se proporcionan son incompletos y muchos de ellos
son variables descriptivas no cuantitativas.

Por otra parte, en cuanto a modelos, en trabajos posteriores también se
podria realizar un mayor estudio con la familia paramétrica Weibull o bien
con la Gamma Generalizada, dado que esta es una familia bastante amplia,
lo cual ayudaria a considerar posiblemente un modelo que explique mejor el
comportamiento de los datos y del fenémeno mismo.
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Apéndice A

Base de Datos

A continuacién se muestran los datos de los pacientes con insuficiencia
renal, obtenido del IMSS del estado de Puebla. Cada individuo es etiquetado
con un nimero, y en las columnas, se describen cada una de las covariables
que se consideraron.

N. individuo | Edad | Sexo Tiempo Censura Talla C}r gatina Tiempq de
(meses) (cm) | Sérica Isquemia (Seg.)

1 15 Hombre | 12 1 164 7.4 15
2 14 Mujer 72 0 142 10 80
3 12 Mujer 96 0 137 | 8.9 150
4 12 Hombre | 96 0 158 | 7.1 90
5) 16 Hombre | 24 1 126 7.5 60
6 16 Mujer 84 0 149 9.5 90
7 13 Mujer 12 1 135 10 100
8 13 Hombre | 84 0 126 | 10.3 125
9 12 Mujer 12 1 133 | 5.6 68
10 12 Mujer 6 1 146 | 6.9 130
11 14 Hombre | 84 0 155 14.5 60
12 11 Mujer 12 1 136 5.5 120
13 15 Hombre | 9 1 147 8 130
14 14 Mujer 72 0 147 | 6.6 60
15 15 Mujer 72 0 145 | 9.4 60
16 14 Hombre | 72 0 140 | 10 60
17 13 Mujer 1 1 143 8.1 120
18 18 Hombre | 60 0 163 10 60
19 19 Mujer 72 0 150 | 2.6 360
20 15 Hombre | 60 0 153 13.6 150
21 6 Hombre | 24 1 113 | 3.5 156
22 16 Mujer 60 0 138 11.4 60
23 10 Mujer 2 1 145 12.2 90
24 10 Hombre | 1 1 125 13.4 140
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N. individuo | Edad | Sexo Tiempo Censura Talla C’r gatina Tiempg de
(meses) (cm) | Sérica Isquemia (Seg.)

25 36 Mujer | 60 0 153 9.2 90
26 11 Mujer 1 1 120 |9 70
27 20 Hombre | 1 1 174 | 10.6 65
28 18 Mujer | 48 0 160 |9 70
29 16 Hombre | 12 1 146 | 15.7 105
30 24 Hombre | 48 0 170 | 14.7 160
31 15 Mujer | 3 1 130 | 10.3 150
32 16 Hombre | 48 0 162 | 10.3 114
33 18 Mujer | 24 1 159 | 15.8 10
34 19 Mujer | 48 0 153 | 4.1 90
35 20 Hombre | 48 0 161 | 50 90
36 14 Hombre | 6 1 160 | 11.5 103
37 16 Mujer | 24 1 150 |12 103
38 14 Mujer 120 0 146 | 13.2 80
39 21 Mujer | 48 0 157 | 15.7 103
40 13 Hombre | 36 1 138 | 134 60
41 10 Hombre | 36 0 167 9.2 240
42 16 Hombre | 48 1 156 | 11.2 105
43 15 Mujer 12 1 147 |17 60
44 19 Hombre | 36 0 170 | 11.1 85
45 22 Hombre | 36 0 162 | 12.1 85
46 20 Mujer 1 1 150 | 21.1 1
47 18 Hombre | 13 1 161 | 20.4 10
48 15 Mujer |5 0 145 | 88 7
49 16 Hombre | 24 0 160 | 13.3 58
50 12 Hombre | 24 0 122 9.2 50
51 14 Mujer | 24 0 148 | 16.6 105
52 14 Hombre | 30 1 136 | 10.8 53
53 15 Hombre | 12 0 160 | 15 50
54 8 Mujer | 72 0 113 199 124
55 20 Hombre | 12 0 178 | 18.7 120
56 18 Hombre | 22 1 165 | 15.5 80
57 19 Mujer 12 0 162 | 84 84
58 18 Hombre | 12 0 168 | 9.5 120
59 16 Hombre | 6 1 160 | 19 90
60 21 Hombre | 11 0 156 | 12.6 270
61 17 Mujer 11 0 153 | 154 110
62 13 Hombre | 11 0 142 110 68
63 16 Mujer 11 0 152 ] 12.8 138
64 17 Mujer 11 0 148 | 3.7 60

Tabla A.1: Tabla de informacién de los pacientes en estudio.




Apéndice B
Analisis de Supervivencia en R

En este apéndice exponemos las principales herramientas para llevar a cabo
un andlisis de tiempos de vida mediante el uso del lenguaje de programacion R.
Para ver estas funciones con mayor detalle puede consultar [4] y [14]. El Anélisis
de Supervivencia en el entorno de programacion estadistica R puede hacerse
a través de diferentes librerias especializadas, sin embargo aqui nos centramos
atn mas en el estudio de la libreria survival, ya que ésta nos permite realizar un
analisis de tiempo de vida para datos que presentan censura y truncamiento.
Posteriormente también se describen: survival, KMsurv, survminer, flexsurv y
dplyr.

B.1. Estimacién paramétrica

La funcién de supervivencia puede ser estimada por medio de distribucio-
nes paramétricas con la funcion flexsurvreg() de la paqueteria flexsurv. Los
parametros son estimados por méaxima verosimilitud utilizando los algoritmos
disponibles en R.

Ejemplo B.2. Se ajustara la distribucién exponencial, del conjunto de datos
que se tienen en el Apéndice A. Para lo cual se ejecuta la siguiente linea de
codigo:

flex - flexsurvreg(Surv(duration, delta) ~ 1, data = bfeed, dist = “exp”)

Las salidas de esta funcion son las siguientes:

1. est: La estimaciéon maxima verosimilitud.

2. Ly U: Intervalos de confianza inferior y superior.
3. se: La desviacion estandar de la estimacion.

4. N: Numero de datos.

5. Events: Numero de datos observados.

6. Censored: Numero de datos censurados.
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7. Total time at risk: Tiempo total en riesgo.
8. Log-likelihood: Log-verosimilitud.

9. df: Grados de libertad.

10. AIC: Indice AIC.

Para graficar la curva estimada, puede ejecutar:

plot(flex,col="blue”;main="Curva de Supervivencia”, xlab =“Tiempo (meses)”,
ylab =“Probabilidad de supervivencia”, legend.labs =“Modelo Exponencial”)

Obteniendo con ello, la Figura B.1:

Curva de Supervivencia

Probabilidad de supervivencia

0.0
|

Tiempo (meses)

Figura B.1: Funcién de Supervivencia del modelo Exponencial.

B.3. Estimaciéon no paramétrica

Funciéon Surv

Esta funcion permite crear objetos de tipo survival, su sintaxis es la si-
guiente:

Surv(time, time2, event, type=c(“right”, “left”, “interval”, “counting”, “inter-

val2”))

Donde
1. time: representa el tiempo el tiempo del inicio de la observacién.
2. time2: tiempo de finalizacién de la observacion.

3. event: representa el indicador de estado, 1 indica falla (no censurado) y
0 es vivo (censurado).

4. type: especifica el tipo de censura, por defecto, suele ser censura por la
derecha.
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Funcién Survfit

Esta funcién permite crear curvas de supervivencia, como el estimador de
Kaplan- Meier (es opcion por defecto) o de Fleming y Harrington aunque
también permite predecir la funcién de supervivencia para modelos de Cox,
o de un modelo de tiempo de vida acelerada. Esta funcién en su forma més
sencilla so6lo requiere un objeto de supervivencia creado por la funcion Surv().
Los argumentos de esta funciéon son:

1. férmula: objeto para la formula.
2. data: objeto data frame donde estan los datos

3. type: tipo de estimador: kaplan-meier o fleming-harrington.

Ejemplo B.4. Considere la base de datos llamada DATOS, éste contiene los
datos de 64 pacientes con insuficiencia renal (datos que se han estudiado para
el presente trabajo). Algunas de las covariables de cada paciente son:

Tiempo: tiempo de observacion del paciente.

Censura: indicador del rechazo del trasplante renal (1=rechaza, 0=no
rechaza).

Sexo o género.

Talla en cm.

Para generar la funciéon de supervivencia con el estimador KM se ejecutan
los siguientes comandos:

tongue<- Surv(DATOS$Tiempo, DATOS$Censura)
tongueKM <- survfit(tongue ~ 1, data =Datos, type =“kaplan-meier”)

Sin embargo, para ver la estimacion de supervivencia puede usar la fun-
cion summary(), por ejemplo, en este ejemplo, summary (tongueKM), el cual
devuelve los siguientes valores:

1. time: tiempo de la observaciéon

2. n.risk: el nimero de sujetos en riesgo.

3. n.evento: el nimero de sujetos que presentaron el evento.
4. survival: la estimacion de la funcién de supervivencia.

5. std.err: la desviacion estandar de la estimacion.

6. lower y upper CI*: los intervalos de confianza para la estimacion.
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Asi, con el Ejemplo B.4, puede ver en la Figura B.2 los valores que devuelve
esta funcion.

Console  Terminal

= tongue<- Surv(DATOS$Tiempo, DATOS$Censura)

> tonguekM<- survfit(tongue ~ 1, data = DATOS, type = "kaplan-meier")
> summary (tonguekm)
call: survfit(formula = tongue ~ 1, data = DATOS, type = "kaplan-meier")
time n.risk n.event survival std.err Tower 95% CI upper 95% CI

1 a4 5 0.922 0.0335 0.858 0.990

2 59 1 0.906 0.0364 0.838 0.981

3 58 1 0.891 0.03%0 0.817 0.970

6 56 3 0.843 0.04586 0.758 0,937

9 53 1 0.827 0.0475 0.739 0,925

12 7 [ 0.721 0.0577 0.617 0. 844

13 7 1 0.702 0.0594 0.595 0.829

22 36 1 0.682 0.0609 0.573 0.813

24 35 4 0.604 0.0652 0.489 0.747

30 28 1 0.583 0.0664 0.466 0.729

36 7 1 0.561 0.,06732 0.444 0.710

48 23 1 0.537 0.0687 0.418 0. 690

Figura B.2: Estimacion de la f.s. con KM.

Graficaciéon de la curva de supervivencia

La curva de supervivencia estimada se grafica con la funciéon ggsurvplot(),
el cual requiere de la paqueteria survminer y la libreria ggplot2. Esta funcion
requiere de muchos parametros, por lo que solamente ilustraremos los mas
importantes.

1. fit: objeto tipo survfit.

2. data: un conjunto de datos utilizado para ajustar curvas de supervivencia
(Data frame),

3. fun: transformacion de la curva de supervivencia, (opcional), algunas
posibles opciones son: event para los eventos acumulados, cumhaz para
el riesgo acumulado.

4. conf.int: indicador para graficar los intervalos de confianza.
5. title: titulo de la grafica.

6. xlab: cadena para el eje x.

7. ylab: cadena para el eje y.

8. legends.lab: vector de nombres para identificar las curvas.

9. legend.title: titulo de la leyenda.

Ejemplo B.5. Considerando el conjunto de datos como en el ejemplo B.4,
para graficar la curva de supervivencia, se tiene el siguiente comando:

ggsurvplot(fit = tongueKM, data =DATOS, conf.int = T, title =“Curva de
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Supervivencia”, xlab =“Tiempo”, ylab = “Probabilidad de supervivencia”, le-
gend.title =“Estimacion”, legend.labs =“Kaplan-Meier”)

Lo cual genera la Figura B.3.
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Figura B.3: Estimacion no paramétrica de la f.s.

Estimacién del Riesgo Acumulado

Para el calculo y graficacion del riesgo acumulado por el estimador de Nel-
son Aalen se hace uso de la funciéon fortify sobre un objeto Surv. Ademaés,
usamos las funciones %> % y mutate, las cuales pertenecen a la libreria dplyr,
una libreria para la gramaéatica de manipulacién de datos. Por tanto, del ejem-
plo que se ha venido manejando, podemos ejecutar las siguientes lineas de
comando y obtener la curva de Nelson Aalen para dicho conjunto de datos.

tongueKM <- survfit(Surv(Tiempo,Censura) ~ 1,DATOS)
R <- tongueKM %> % fortify %> % mutate(CumHaz = cumsum(n.event /n.risk))

B.6. Estimacion del Modelo de Riesgo Propor-
cional

El modelo semiparamétrico de riesgo proporcionales de Cox es realizado con
la funcion coxph() de la paqueteria survival, los argumentos de esta funcion
son los siguientes:

1. Formula: un objeto formula y ~ x que debe tener un objeto Surv como
variable respuesta y a la izquierda del ~, y del lado derecho las covariables
del modelo.

2. Data: objeto data frame que contiene los datos y covariables nombradas
en la formula.
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Method: nombre del método usado para los datos repetidos (efron, bres-
low y exact). El método efron esta por defecto.

La salida de la funcion es una tabla con la siguiente informacion:

1.
2.
3.
4.

5

coef: coeficiente estimado de beta,

exp(coef): exponencial elevado al coeficiente beta estimado,
se(coef): la desviacion estandar de la estimacion,

z: valor del estadistico para prueba Wald de beta igual a cero,

p: p-valor de la prueba Wald, beta igual a cero.

Ejemplo B.7. Consideremos el conjunto de datos llamado DATOS. Para de-
terminar el valor de los regresores del modelo de Cox para las covariables: sexo
y edad, se ejecuta lo siguiente:

coxph(Surv(Tiempo, Censura) ~ Sexo+Edad, data =DATOS)

Lo cual devuelve los valores dados en la Figura B.4.

Console  Terminal

= coxph(surv(Tiempo, Censura)~ Sexo+Edad, data =DATOS)
call:
coxph(formula = Surv(Tiempo, Censura) ~ SexolH.OM + Edad, data = DATOS)

coef exp(coef) se(coef) z P
SexolH. OM -0, 03444 0.96615 0.39441 -0.087 0.9304
edad -0.10254 0.90254 0.05234 -1.959% 0.0501

Likelihood ratio test=4.2 on 2 df, p=0.1224
n= 64, number of events= 26

Figura B.4: Valores estimados de los regresores del modelo de Cox.

Por otra parte, también podemos calcular la funcién de supervivencia pro-
nosticada para un modelo de riesgo proporcional, mediante la funcion survfit,
cuyos argumentos son:

1.
2.

formula: un modelo calculado con la funcién coxph.

newdata: un data frame con los mismo nombres que aparecen en el mo-
delo ajustado. La curva producida representara la cohorte con los valores
proporcionados.

conf.int: nivel del intervalo de confianza (0.95 es fijado por defecto).
se.fit: indicador si se deben calcular el error estandar.

conf.type: tipo de calculado para los intervalos de confianza:none, plain,
log( por defecto) y log-log.



Apéndice C
Punto de cambio en R

Se presenta a continuacion el algoritmo para el calculo del punto de cambio
con el modelo de Gompertz y Weibull, asi como una forma de como obtener los
estimadores de cada uno de estos modelos. Dichos algoritmos son elaboraciéon
propia.

Como se ha comentado en la seccién 6, se considera el hecho de que se
cuenta con una base de datos de 64 pacientes con insuficiencia renal a los cua-
les se les ha hecho un trasplante, por lo cual en el algoritmo se considera el
valor de n = 64 y el punto empirico en t; = 1. Con esto el conjunto de datos
se encuentra guardado en un DataFrame denominado datos, el cual contiene
una columna denominada Tiempo. Esta funcion Mgompertz() regresa el valor
de k = 28 como resultado del valor que minimiza el valor del BIC.

Mgompertz <-function()

{

n = 64
ti=sort(datos$Tiempo)
10 =12
gg=log(factorial(n))
s=sum/(ti)

c = 0.0463

aux = 50000

for (k in 1:(n-1))

{
sl=sum(exp(c*ti[1:k]))
s2=sum (exp(c*ti[(k-+1):m]))
term1=log(k*c)-log(-n+s1+(n-k)*exp(c*t0))
term2=log(n*c-k*c)-log( s2-(n-k)*exp(c*t0))
res=-2%(gg+k*term1-+(n-k)*term2+c*s-n)+3*log(n)
print(res)

if(res<=aux)
{

aux=res
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posicion=k
}
}

cat(“Posicion de k:”,posicion)

Habiendo obtenido el valor de % procedemos a obtener el valor de 7, éste
valor lo podemos obtener mediante la siguiente func'lon Estimadores(), el cual
también devuelve el valor de los estimadores )\1 y >\2

Estimadores<-function()
{ n—64
k=28
t0=1
c=-0.0463
ti=sort(datos$Tiempo)
term1=log(k*sum(exp(c*ti))-n*sum(exp(c*ti[1:k]))+n*(n-k))
tau=(1/c)*(terml-log(n*(n-k)))
print(tau)

Ll=pos*c/(-n+sum(exp(c*ti|1:k]))+(n-k)*exp(c*t0))
L2=(n-k)*c/(sum(exp(c*ti|(k+1):n]))-(n-k)*exp(c*t0))

print(L1)
print(L2)

Por otro lado, para obtener el valor del estadistico BIC(n) del modelo
de riesgo de Gompertz sin puntos de cambio, puede obtenerlo mediante la
siguiente linea,

sn=-2*(gg+n*log(-n*c/(n-sum(exp(c*ti))))+c*s-n)+log(n)

donde cada una de las variables, son definidas como en la funcion Mgompertz().

Se describe ahora el algoritmo para obtener el valor de %, considerando el
modelo de Weibull.

Mweibull <-function()
{ n=>64
k=37
t0=1
b=0.6220
gg=log(factorial(n))
s=(b-1)*sum(log(ti))
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aux—>500000

for (k in 1:(n-1))
{
d1=(n-k)*t0 " b+sum(ti[1:k] " b)
d2=sum(ti|(k+1):n] " b)-(n-k)*t0"b
sl=k/d1
s2=(n-k)/d2
bicc=-2*(gg+n*log(b)-+k*log(sl)-+(n-k)*log(s2)+s-n)-+3*log(n)
print(bicc)

if(bicc<=aux)
{
aux=nbicc
posicion=k
print (k)
}

}

}

cat(“Posicion de K:” posicion)

En este caso se obtiene que el valor de k es 37, asi, para tener el valor de
7 v los estimadores se obtiene por medio del siguiente codigo.

b=0.622

t0=1

k=37

Pto=(k*sum/(ti[(k+1):n| " b)-(n-k)*sum(ti[1:k| "b))/(64*(64-k))
P=Pto" (1/b)

print(P)

11=k/((64-k)*t0 " b-+sum(ti[1:k| " b))
r1=11"(1/b)

12=(64-k) / (sum(ti[(k+1):64] " b)-(64-k)*t0 " b)
r2=12" (1/b)

print(rl)

print(r2)

También para obtener el valor del estadistico BIC del modelo de riesgo de
Weibull sin puntos de cambio, se puede ejecutar la siguiente instruccion.

sn=-2*(gg+n*log(n*b/(sum(ti"b)))+s-n)+log(n)
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