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Introduccion

En 1821, el matemético italiano G. Frullani le envia una carta a G. Plana con la

siguiente féormula
/ Mdm = f(0)Ln (9) ’ (1)
0 x a

donde f(0) representa el limite de f(x) cuando x tiende a cero y a,b son dos reales
positivos cualesquiera.

Después, en 1823, L. Cauchy también hace mencion de la férmula (1) en su obra
“Oeuvres completes” [6]. En el articulo “Exercises de Mathématiques” de 1827 [7],
L. Cauchy escribe la formula

[ b (400 - )2 () )

para a, b dos reales positivos y f(c0) es el limite de f(z) cuando x tiende a infinito.

G. Frullani, en 1828, publica la féormula (1) en su escrito “Sopra Gli Integrali
Definiti” [10] mencionando que ya habia visto una demostracion hecha por Cauchy
en 1823, pero que esta se deduce de principios muy distintos a los que él plantea.

En 1940, K. Iyengar fue el primero en presentar una prueba en la que no es
necesario que los limites f(0) y f(oco) existan, reemplaza dichos limites por valores
medios adecuados y demuestra que es verdadera para una clase de funciones més
amplia. Segiin A. Ostrowski, la prueba de K. Iyengar no es correcta pero el resultado
es verdadero [20]. En 1949, A. Ostrowski mejora el teorema, expresandolo en lo que
se considera la version clasica [4]:

Teorema (Version Clésica). Si f es localmente integrable en el sentido de Riemann
en (0,400) y los siguientes limites existen

m(f) = lim x/ () dt, M(f):h'ml xf(t)dt, (3)
1

z—0t

entonces, para a y b positivos, se satisface la iqualdad

=0 4o artr) — myn (5). (@)



X Introduccion

A. Ostrowski coment6 que la prueba de este resultado era dificil y la daria a conocer
en otro momento. R. Agnew demostré el teorema en 1951 [1] y la demostracion
desarrollada por A. Ostrowski fue publicada en 1976 [21].

En 1990, J. Arias publica una prueba de la féormula (2) para la Integral de
Lebesgue, donde la tnica condicién para que esta se cumpla es que w
sea Lebesgue integrable. También presenta una primera version de una prueba de
la Formula de Frullani mediante distribuciones generadas a partir de funciones
que son localmente Denjoy-Perron integrables, donde la condicién esencial es que

w sea localmente Denjoy-Perron integrable ([4], [17]).

Si bien ya se conocen versiones de la Formula de Frullani para la Integral de
Rieman, la Integral impropia de Riemann, la Integral de Lebesgue, entre otras,
parece natural el plantearse una reformulaciéon de esta, con nuevas teorias de
integracion que generalizan las antes mencionadas, tales como la Integral de
Henstock-Kurzweil, y asi, poder aportar una prueba de esta. Es por ello que, este
trabajo estudia la Formula Integral de G. Frullani para la Integral de Henstock-
Kurzweil y esta organizado de la siguiente manera.

En el Capitulo Uno, se hace un desarrollo de la teoria que serd utilizada pa-
ra fundamentar los resultados en el capitulo posterior. Se abordan temas como la
Integral de Riemann-Stieltjes, la Integral de Henstock-Kurzweil, distribuciones y
la Transformada de Fourier. Cabe mencionar que el desarrollo de estos, es en lo
esencial para el presente trabajo.

Luego, en el Capitulo Dos, se prueban algunas propiedades conocidas para
distribuciones, pero empleando la integral HK. Después, demostramos que la
Transformada de Fourier de la distribuciéon asociada a una funcién localmente
HK-integrable evaluada en cero, coincide con el valor de la integral de la funcion.
Finalmente, se expone una prueba de la Férmula de Frullani mediante distribuciones
generadas a partir de funciones localmente HK-integrables y se presentan ejemplos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. La Integral de Riemann-Stieltjes

En esta seccion veremos, con algin detalle la Integral de Riemann-Stieltjes,
teniendo en cuenta los conceptos mas importantes de esta o aquellos que seran de
importancia en el desarrollo del presente escrito.

En lo que sigue, consideraremos funciones real valuadas, definidas y acotadas
en un intervalo compacto [a,b]. Denotaremos durante el texto, como IN,Z R y
C, respectivamente, a los nimeros naturales (enteros positivos), enteros, reales y
complejos.

Definiciéon 1. Sea I = [a,b] compacto en R. Definimos una particion P = {I;|k =
1, ...,n} = {Ix}}_,, donde los I; son intervalos que no se traslapan a pares y I = Ul

Consideremos una particion P de [a, b] como un conjunto finito de puntos {zy}}_, de
tal manera que P = {a = ¢y < ... < x, = b}. El intervalo [z;_1, 2] es llamado el k-
ésimo subintervalo de P, y denotaremos la coleccion de todas las posibles particiones
de [a, b], por P([a, b]). Recordemos que una particion P’ es més fina que P, si P C P’

Definicion 2 ([3]). Sean f y «a funciones definidas y acotadas en [a,b]. Sean P una
particion de [a,b] y t, un punto del subintervalo [xy_1, x|, para cada k € {1,...,n}.
Una suma de la forma

S(P, f,a) =Y flaw) () — a(zg 1))
k=1
es llamada una suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto a « en el intervalo

[a, b].

Definicion 3 ([3|). Decimos que una funcion f es Riemann-Stieltjes integrable con
respecto a o en [a,b], y escribimos f € R(«) en [a,b], si existe un nimero real A de
tal manera que, para cada € > 0, exista una particion P, de |a,b] tal que, para cada
particion mds fina que P, y cada ty € [xy_1, k], se tiene que |S(P, f,a) — A| < e.

1



Preliminares
1.1 La Integral de Riemann-Stieltjes

Una defincion alternativa (pero no equivalente), es la siguiente.

Definicion 4 ([3]). Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a «
en la,b], si existe un nimero real A tal que, para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal
que para cada particion P de A con norma ||P|| = mazg{zr_1,21} < y para cada
tr € [Tk—1, Tk), tenemos que |S(P, f,a) — A| < e.

Observacion 1 ([3]). Si se satisface la Definicion 4, entonces se satisface la Defi-
nicion 3, pero no viceversa.

En el Capitulo 2 se trabajara con la Definicién 4, a menos que se especifique lo
contrario.

Nota 1. No es dificil probar que, cuando tal nimero A exista, estard determinado
de forma tnica y se denota por f: fda o por fabf(:n) da(zx). Nos referiremos a las
funciones f y a como integrando e integrador respectivamente. En el caso especial
que a(x) = x, escribiremos S(f,P) y f € R.

Teorema 1 ([3]). Si f,g € R(a) y f € R(S) en [a,b], entonces ¢ f + cag € R(«)
en [a,b], f € R(cia+ cof) en [a,b] (con c1,c2 € R) y se cumple que

. fab(clf—kcw) do = ¢ f:fda+02 fabgdoz,

o [P fd(cia+cB) =ci " fda+c [*fdB.

Teorema 2 ([3]). Sea ¢ € (a,b). Si dos de las tres integrales en (1.1) existen,
entonces la tercera también existe y tenemos que

/abfda:/acfda—i-/cbfda. (1.1)

Definicion 5. Si a < b, definimos f;fdoz = —fbafda cuando j;)afdoz exista.
También definimos faa fda=0.

Una importante relaciéon entre el integrador y el integrando, es que la existencia de
fab f da implica la existencia de fab adf, esto de acuerdo al siguiente teorema.

Teorema 3 ([3]). Si f € R(«) en [a,b], entonces a € R(f) en [a,b] y se cumple
[ 1@daw) + [ a@) @) = 10)a0) - f@ala),

Recordando que si una funciéon g es absolutamente integrable, esta pertenece a
L'(R), observemos que el siguiente teorema nos brinda una condicién necesaria
para que el producto de dos funciones se mantenga en L'(R).

Teorema 4. Si f : R — R es una funcion medible acotada y g : R — R es
absolutamente integrable, entonces, fg es integrable.

2



Preliminares
1.1 La Integral de Riemann-Stieltjes

Obsérvese que este resultado se deduce directamente de la desigualdad de Holder
para los exponentes 1 y +00. Véase [22].

Teorema 5 ([3]). Si « es una funcion constante en [a,b], entonces f;fda existe
(en el sentido de Riemann-Stieltjes) y es igual a cero.

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias para poder reemplazar el simbolo
da(z) por o/ (z)dz en la integral ff f(z)da(x).

Teorema 6 ([3]). Si f € R(«) en [a,b] y « tiene derivada continua en [a,b], enton-
ces, la integral de Riemann f; f(z)d! (x) dx existe y tenemos que

/f )da( /f

Definicion 6 ([14]). Sea f : [a,b] — R. Decimos que f es absolutamente continua
en [a,b] si, para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que

j{:|f (k) — flax)| <€

donde a < a1 <by <ay,<by <---<a, <b, <b, para los cuales
Z(bk — (Ik) < 0.
k=1

Definicién 7. Sea f : [a,b] — R. Si se cumple que

V(f,[a,b]) = sup {Z\f Ty) xk_1)|} < 00,

PeP([a,b])

donde P([a,b]) es el conjunto de todas las particiones en el intervalo [a,b], decimos
que [ es una funcion de variacion acotada en [a,b] y V(f,|a,b]) es llamada la va-
riacion total de f en [a,b]. Ademds, si [ estd definida sobre toda la recta real, se
llamard funcion de variacion acotada sobre R, cuando su variacion total

V(f,R) = sup V(f, [a, 0])

a<b

sea finita.

El espacio de las funciones de variacion acotada sobre [a,b] se denotarda como
BV ([a, b]), mientras que, sobre R, se denota como BV (R).

3



Preliminares
1.2 La Integral de Henstock-Kurzweil

Teorema 7 ([14], Helly). Sea f una funcion continua definida en un intervalo [a, b] y
sea {gn} una sucesion de funciones de variacion acotada que convergen a una funcion
finita g en cada punto de [a,b]. Si existe un K positivo tal que, V(gn,[a,b]) < K
para toda n, entonces

b

tm [ () dga(z) = / f(z) dg(z). (1.2)

n—0o0 a

Nota 2. El Teorema de Helly, nos permite tomar el limite de una sucesion conver-
gente de funciones con variacion acotada, que actian como funcion integradora en
la integral de una funcion continua. En [1]] se enuncia dicho resultado consideran-
do un intervalo compacto [a,b], sin embargo, en [15] se hace la observacion que el
teorema subsiste en el caso en que uno o ambos extremos de la integral (1.2) sean
infinitos. Ademds, la funcion f en este caso debe tender en el infinito a un limite
finito.

Teorema 8 ([19]). Sean f € BV(R) y g € Cy(R), donde Cy(R) denota el espacio

de funciones continuas y acotadas en R. Entonces, el limite

b

i [ g dr@) = [ o) d)
s ozt [

existe y es finito.

Teorema 9 ([13]). Sea f una funcion real definida en N x N. Silim,,_,, o f(k,n) =
(k) existe para cada k, y limg_, o f(k,n) = @(n) converge uniformemente en n,
entonces

lim lim f(k,n)= lim lim f(k,n), (1.3)

n—+o0o k—400 k—~+o0 n—++o00

es decir, ambos limites existen y son iguales. Ademds, si el limite doble

(k) (14)
k—+o00

existe, serd igual a (1.3).

1.2. La Integral de Henstock-Kurzweil

Todas las integrales en esta seccion se considerardn en el sentido de Henstock-
Kurzweil, solo en casos especificos en que se consideren otro tipo de integrales,
se senalara oportunamente en qué sentido se consideraran dichas integrales.

Definiciéon 8. Sea I un intervalo arbitrario en R con punto inicial a y punto final
b. Se define la medida de I como I(I) =b— a. Ademds 1(()) = 0.

4



Preliminares
1.2 La Integral de Henstock-Kurzweil

Definicion 9. Si P = {I;}}_, es una particion de un intervalo I = [a,b], tal que a
cada Iy, se le asigna un ty € Iy, decimos que t, es una etiqueta de I,. En este caso
diremos que la particion estd etiquetada y se escribird P = {(Iy,ty)|k = 1,...,n} =
{ (ks t) Yis-

Una particion puede ser etiquetada de distintas maneras, eligiendo diferentes

etiquetas.

De acuerdo a la Definicién 2, teniendo el caso particular en que alz) = x, si
tenemos una funcion f : I — R y la particion etiquetada P = {(Ix,tx)}7_;.
Entonces, su suma de Riemann es

S(f;P) = Ft)l(Iy).

Definiciéon 10. Una subparticion es un subconjunto de una particion.

Por ejemplo, si P = {z;}}_, es una particion del intervalo [a,b], entonces Q =
m

{([yi-1, 94, 85) L1, donde {y;}7y C {zi}j—, es una subparticién etiquetada de P.

Definicion 11 ([5]). Sea I = [a,b]. Llamaremos una funcion medidora (o simple-
mente medidora) en I, a una funcion § : I — R, tal que 6(t) > 0 para todo t € I.

Definicién 12 ([5]). Sea I = [a,b] y P = {(Ix,tx)}7_,. Si 0 es una medidora en I,
decimos que P es d-fina si

I C [t — 6(t), te + 6(tx))
para todo k € {1,...,n}.

Note que solamente una particion etiquetada puede ser d-fina.

El siguiente teorema nos dice que, si tenemos un intervalo compacto I y una
medidora 0 definida en dicho intervalo, siempre va a existir una particion etiquetada
de I que es d—fina.

Teorema 10 ([5], Cousin). Si I = [a,b] es un intervalo compacto y & es una medi-
dora en I, entonces existe una particion de I que es d-fina.

Definicion 13 ([5]). Una funcion f : I — R se dice que es Henstock-Kurzweil
integrable en I, o simplemente que estd en HK(I) (o que es HK en I) si existe un
nimero C € R tal que, para cada € > 0 eziste una medidora d. : I — (0,00) tal
que st P es una particion etiquetada que es d.-fina, entonces

S(f;P)-C|<e.




Preliminares
1.2 La Integral de Henstock-Kurzweil

Observemos que C' es la integral de f en el sentido HK en I, esta se denotaré por

Ji =], f(@)da.

Ejemplo 1. » Sea f(x) = ¢ con ¢ € R. Se tiene que f € HK([a,b]) y
fabf(x) dxr = c(b— a).

» Sig(x) =x, entonces g € HK ([a,b]) y ffg =10 —a?).

s Sea
Q, a<z<ec,

h(z) =
B, c<zx<b

Entonces, h € HK ([a,b]) y fab h(z)dr = a(c—a)+ (b —c).
= Sim,(z) = 2"sen(Z) para x € (0,0] y m,.(0) = 0, entonces m, € HK([a,b])
parar > —2 yb>0.

Teorema 11 (|5]). Sea f una funcion Riemann integrable (o Lebesque integrable) en
I = [a,b]. Entonces [ también es HK -integrable en I, en el sentido de la Definicion
13 y los valores de sus integrales son iguales.

Nota 3. El teorema anterior, también conocido como Teorema de Consistencia, nos
dice que los conjuntos de funciones integrables en el sentido de Riemann y de Le-
besque, estan contenidos en el conjunto de funciones Henstock-Kurzweil integrables,
y ademds, sus valores coinciden.

Proposicion 1 ([5]). Sean Y ".°, a; una serie convergente en R, con limite A y
Cn i =1—1/2" para n € NU{0}. Definimos la funcion

ap, € [op1, ),k €N,

0, x=1
Entonces h € HK([0,1]) y fol h=A=73%" a.

La proposicién anterior se puede resumir como: cada serie convergente da lugar a una
funcién que es H K-integrable. A continuacion se presentan dos ejemplos recuperados
de [5], en ambos ejemplos se considera ¢, = 1 — 1/2%.

Ejemplo 2. Sea f:[0,1] — R definida por

(—1)F12% k. x € [ep_1, k), k €N,

flz) =
0 r=1.

Entonces, por la proposicion anterior, f € HK([0,1]) y

(_1 k+1

/Olf:io: — (1.5)




Preliminares
1.2 La Integral de Henstock-Kurzweil

Observacion 2. Observemos que, por (1.5), fes HK en [0,1]. Sin embargo, esta no
estd en L'([0,1]), lo cual nos dice que L' estd contenido propiamente en el conjunto
de funciones que son H K -integrables.
Ejemplo 3. Sea g :[0,1] — R definida por

2k [k, T € lep1,c1), k €N,

0, r=1.
Note que g(x) = |f(x)| para todo x € [0,1]. Sin embargo, g ¢ HK(]0,1]).

Ahora, se enuncian algunas propiedades de dicha integral.

Teorema 12 ([5]). Sean f,g € HK(I), donde I es un intervalo compacto. Entonces,
se cumplen las relaciones siguientes:

» f+g€ HK(I) y se cumple que

/If+g=/lf+/19-

Sic e R entonces, cf € HK(I) y

Jer=c]r

Si f(x) > 0 para toda x en I, entonces

[1=0

Si f(z) < g(x) para todo x € I, entonces

s
1= [

Si una funcién es integrable, entonces, es integrable en cualquier subintervalo cerrado
del intervalo. Ademaés, la integral es aditiva en el sentido del siguiente teorema.

Si|f| € HK(I), entonces

7



Preliminares
1.2 La Integral de Henstock-Kurzweil

Teorema 13 ([5]). Sean f : [a b] — R y ¢ € [a,b]. Entonces f € HK([a,b]) siy
solo si sus restricciones a [a,c] y [c,b] son ambas integrables y

/ /f+/f

Corolario 1 ([5]). Si f € HK([a,b]) y si [c,d] C [a,b], entonces la restriccion a
[c,d] es integrable.

Una consecuencia sencilla del Teorema 13 es que, si f € HK([a,b]) y a = ¢ <
¢ < -+ < ¢, = b, entonces las restricciones de f a cada subintervalo [¢;_1, ¢ son

integrables y
b n Ck
[r=[ ¢
a k=1 " Ck—1

Teorema 14 ([5]). Si f es continua o mondtona en I, entonces f € HK(I).

Nota 4. El producto de dos funciones HK, no necesariamente es HK. Esto lo
mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4. Sean f y g definidas como en los Ejemplos 2 y 3, respectivamente.
Definimos
(=D w€le1,cr), k€N,

0, r=1.

Como la serie >, (—1)F+1 /2% es convergente, por la Proposicion 1, se cumple que
h € HK([0,1]). No obstante, fh =g ¢ HK([0,1]).

Definicién 14 ([5]). Si f € HK(I) y u € I, entonces la funcion F, : I — R

definida por N
[ (1.6)

es llamada la integral indefinida de f con punto base u. Si el punto base es el punto
final 1zquierdo, usualmente no se escribe el subindice.

En el Ejemplo 4 y en la Nota 4 vimos que el producto de dos funciones que son
H K —integrables, no necesariamente también lo es. Sin embargo, se puede dar solu-
cion a este problema asignando las condiciones necesarias a cada funcion. El siguiente
teorema nos dice dichas condiciones.

Teorema 15 (|5] Multiplicador). Si f es HK-integrable en [a,b] y ¢ de variacion
acotada en [a,b], entonces fo es HK -integrable en el mismo intervalo y

/abfsoz /absosz F(b)e() ‘/ab”*“

donde F(z) = fam f, la sequnda y tercer integral son en el sentido de Riemann-
Stieltjes.




Preliminares
1.2 La Integral de Henstock-Kurzweil

Definicion 15 (|5]). Sean f,F : I = [a,b] — R. Decimos que F' es una primitiva
de f en I, si la derivada F'(z) existe y F'(x) = f(x) para todo x € I. Si F es
continua y existe un subconjunto E C I de medida cero, de tal manera que F'(z) #
f(z) o F'(x) no existe para cada x € E, decimos que F' es una a—primitiva de f.

Ahora, enunciamos el Teorema Fundamental I el cual nos garantiza que la derivada
de una funcion en un intervalo I = [a, b], siempre es H K —integrable.

Teorema 16 (|5], Teorema Fundamental I). Si f : I — R tiene una primitiva F
en I = [a,b], entonces f es HK -integrable y

/abf _ F(b) - Fla).

Nota 5. El teorema anterior se puede reescribir de la siguiente manera: St F' : I —
R es diferenciable en cada punto de I, entonces F' es HK -integrable y

/ab F = P(b) — Fla).

Teorema 17 (|5], Teorema Fundamental 11*). Si f es HK -integrable, entonces
cualquier integral indefinida F' es continua y es una a—primitiva.

Teorema 18 (|5], Sustitucion ). Sean I = [a,b] y J = [¢,d] tal que
s f:J— R tiene una primitiva F en J.
» p: 1 — R tiene una primitiva ¢ en I y ¢(I) C J.
Entonces, (fop)- o e HK(I) y f € HK(¢(I)). Ademds

b 0
/(f0¢)-<ﬁ=(FO¢)|a= ;.
a qﬁ(a)

Teorema 19 (|5]). Sea f € HK([a,b]). Entonces |f| € HK([a,b]) si y sdlo si, la
integral indefinida F(x) = [ f es de variacion acotada en [a,b]. En este caso

/ f] = V(E [a.1]).




Preliminares
1.2 La Integral de Henstock-Kurzweil

1.2.1. Integracién en intervalos infinitos

Se trabajara con subparticiones etiquetadas completas de un intervalo [a, +o0] C
R U {—00, 400}

P - {([x(h I1]7 tl)? seey ([In—la In]7 tn>7 ([Ina xn+1]7 tn—i—l)}
en el sentido que
[a, +o0] = U[fk—hxk] U [z, +o0],

k=1

donde xg =a y z,41 = +00.

Observacion 3. Si tenemos una funcion f : (—oo,+00) — R, extendemos f a
[—o0, +00] definiendo f(+oo) := 0, de modo que el ultimo término de la suma de
Riemann, segin sea el caso, f(+00)(4+00 — ) 0 f(—00)(—00 — z,,) sea cero. Ast,
la suma de Riemann de f : [a,+00) — R, serd S(f; P) = S0, f(te)(xs — x5_1).
El caso para (—o0,a| es andlogo.

Nota 6. Se observard que los simbolos +o0o apareceran solo como puntos en el
dominio de las funciones. Todas nuestras funciones solo tomaran valores reales con-
siderando la Observacion 3.

Definiciéon 16 ([5]). Una medidora en [a,+oco] es un par ordenado (6,d*) el cual
consiste de una funcion estrictamente positiva ¢ en [a,+00) y un nimero d* > 0 el
cual es considerado como 0(+00).

Analogamente se define una medidora para el intervalo [—o0, b], considerando d, > 0
como 0(—o0).

Definicion 17 ([5]). Decimos que una particion P es (3,d*)-fina en [a, +00] si
[.Clﬁk_l, .Clﬁk] C [tk — (S(tk), tr + 5(tk)] (17)
y que
1
o +o0] € |52 400) (19
es decir, 1/d* < x,,.

Para el caso [—o00,b], ademés de necesitar (1.7), el equivalente a (1.8) seria que
[—o0, 21] C [—00, —1/d,]. Por otro lado, si consideramos [—o0o, +00], se necesitaran
(1.8) y su equivalente.

Por simplicidad, nos referiremos a una particion (9§, d*)-fina solo por d-fina o d.-fina.

Teniendo en cuenta todo lo antes dicho, podemos definir la integral de una
funcion f : [a, 00] — R.

10
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Definicion 18 ([5]). Decimos que f : [a,00] — R es HK en [a,00] (f €
HK([a,00]), si eviste un C' € R tal que, para cada € > 0, existe una medidora
de en R tal que, si P es una particion d.-fina de [a, 0], entonces

1S(f;P)—C| <.

La definicion para el casé [—oo, b], es anédloga a la Definicion 18. Con esto en mente,
planteamos la definicion de una funcién Henstock-Kurzweil integrable sobre R.

Definicién 19 ([5]). Decimos que f : R — R es HK en R (f € HK(R)), si
existe un C' € R tal que, para cada € > 0, existe una medidora 0. en R tal que, si P
es una particion d.-fina en [—oo, +00|, entonces

S(f;P) = C| <e.
Observemos que C' es la integral de f en el sentido HK en R, esta se denotara por
S22 f =23 fla)da
—00 —00
Ahora, consideremos el siguiente ejemplo y una proposicion analoga a la Pro-
posicién 1, pero para intervalos infinitos.

Ejemplo 5. Sea f( ) ?12 con © € [1,400) y f(+o00) = 0. Entonces, f €
HEK([1,400]) yf

Proposicion 2 ([5]) Sea ZZOZI ap una serie numérica convergente con limite A.
Definimos la funcion h : [0, +o0] — R por h( )=ap parax € k—1,k], ke Ny
h(+00) = 0. Entonces h € HK([0,+00]) y ;[ h=A=3 a.

Teorema 20 ([5], Sacks-Henstock). Sea f € HK(R) y para cada ¢ > 0 sea 6. una
medidora tal que, si P es d.-fina, entonces

S(f;P)—/Rf\ <e

Si Py ={(J;,t;)|i =1,...,s} es una subparticion é.-fina, entonces

i{f(tj)l(Jj)—/]f}' ‘ (f: ) — f‘<e

j=1 J

Teorema 21 ([5], Hake). Sea f : [—00, +00] — R. Entonces son equivalentes:

1. f € HK(|—o0,+00]) con integral A € R.

2. f € HK([a,b]) para todo intervalo compacto [a,b] C R y

b
lim f(z)de = A.
a——00

b——4o00 ¥ @

11
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3. Para cualquier ¢ € R, la funcion [ estd en HK ([—o0,¢c]) y en HK([c,4+00]).
Ademds

/c f(z)dx + - f(z)dx = A.

Es importante mencionar que se tienen versiones anélogas al Teorema de Hake para
intervalos del tipo [a, b], [a, +00] y [—00, b].

En la seccion anterior definimos la integral indefinida de una funcion f € HK(I)
para intervalos acotados. Ahora, lo haremos para no acotados, por ejemplo, para
intervalos de la forma I = [a, +00].

Definicion 20 ([5]). Si u € [a, +00), entonces la funcion definida por

R = [ f

para x € I, es llamada la integral indefinida de f con punto base u. Ademds, la
funcion definida por
T “+oo
Fatw)= [ f==[F
+oo x
para x € I, es llamada la integral indefinida de f con punto base +oo.

De igual manera, presentamos la definicién de una primitiva en I = [a, +00].

Definiciéon 21 ([5]). Sean f, F : I — R. Decimos que F' es una primitiva de f en
1, si
lim F(x) = F(xg)

T—T0

existe para todo x € I y ademds, F'(x) = f(z) para x € |a, +00).

Teorema 22 ([5], Teorema fundamental I). Si f : I — R tiene una primitiva F
en I = [a,+00|, entonces f € HK(I) y

+Oof = F(400) — F(a).

a

La version para integracion en intervalos infinitos del Teorema 17, es analoga.

Observacion 4. El Teorema 18, es vdlido para integracion en intervalos infinitos
siempre y cuando f y F estén bien definidas en J = [c,d], donde los extremos
pueden tomar los valores —oo y +00, respectivamente. Ademds, de que ¢ y ¢ estén
bien definidas en I = [a,b], donde puede pasar que b = +00 0 ¢(b) = +00, y que
a=—00 0 ¢(a) = —o0. Dicho teorema, se enuncia a continuacion.

Teorema 23 ([5], Sustitucion). Sean I = [a,b] y J = [c,d] tal que

12
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» f:J— R tiene una primitiva F' en J.

» p: I — R tiene una primitiva ¢ en I y ¢((a,b)) C (c,d).
Entonces, (fop)-po€ HK(I) y f € HK(¢(I)). Ademds
B(b)

b
/(f0¢)-<ﬁ=(FO¢)|Z= ;.
a qﬁ(a)

Teorema 24 ([18]). Sean f,y : [a,+o0] — R. Supongamos que f € BV ([a,+o0])
de tal manera que se acerca a cero cuando x tiende a infinito, p € HK ([a,b]) para
todo a < b. Si la integral indefinida ¢(t) = f; @ du es acotada en [a,+00), entonces,

of € HK([a,b]), . .
/ ofdt=— [ o) dfe)

donde la integral de la derecha es en el sentido de Riemann-Stieltjes. Ademds,

+oo
/ pfdt

Resultados para los casos [—00, +00] y [—00, a] también son validos.

< sup [()[Var(f,[a, +o0]).

A continuacién, enunciamos dos criterios que nos dan las condiciones necesa-
rias y suficientes, segiin sea el caso, para saber cuando una funciéon es H K.

Teorema 25 ([5], Criterio de Cauchy). Sean I = [a,+00] y f : I — R tal que
f € HK([a,c]) para cada a < c. Entonces, f € HK(I) si y sdlo si para cada € > 0
eviste K > a tal que st ¢ > p > K se cumple que

e

Teorema 26 ([5], Criterio de Abel). Sean f,¢ : I = |a,+o0] — R. Si f € HK(I)
y @ es mondtona acotada en I, entonces fo € HK(I).

Por tltimo, definimos la semi-norma de Alexiewicz, quien la enuncié en 1948 en [2].

Definicion 22 ( [24], Norma de Alexiewicz). Sean f € HK(R) e I C R un intervalo
compacto o infinito. Definimos la semi-norma de Alexiewicz por

il =su | [ ) de| < o] € 1} (19)

De acuerdo al Teorema 12, el conjunto de funciones HK (I) para —oo < a < b <
+00, es un espacio vectorial con las operaciones usuales de suma puntual y producto
por escalar. Ademas, L. Schwartz [23] senala que, al identificar las funciones que son
idénticamente nulas casi en todas partes, el espacio HK ([a,b]) se convierte en un
espacio normado bajo (1.9). Sin embargo, H K ([a, b]) no es un espacio completo bajo
la norma de Alexiewicz y se expone un contraejemplo en dicha referencia.

13
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1.3. Distribuciones

Definiciéon 23. Sea Q un intervalo arbitrario (acotado o no) de R. El conjunto de
las funciones suaves definidas en €2 es

C*(Q)={f:Q—=R|f es diferenciable de cualquier orden}.

Definicion 24. Sea f : 2 — R una funcion continua, donde ) es un intervalo
arbitrario en R. Definimos el soporte de f como

sop(f) = {x € Q|f(x) # 0}

Definiciéon 25 ([11]). Definimos el conjunto de las funciones prueba (test functions)
por

D(R) = {p € C(R)|sop(p) es compacto}.

Definicién 26 ([11]). Una sucesion de elementos {¢n}tnen de D(R), converge a 0
st pasa lo siguiente:

» el soporte de todas las @, estd contenido en un intervalo compacto fijo,

. cp,(la) — 0 uniformemente para todo o € N U {0}, cuando n — +oo.

Teniendo en cuenta la definiciéon anterior, se define la convergencia a una funciéon en
el espacio de las funciones prueba, como sigue.

Definicion 27 ([11]). De la Definicion 26, tenemos que v, — @ con @, p € D(R),
st p, — @ satisface dichas condiciones.

Definicion 28 (|11]). Una distribucion T, es una funcional lineal y continua en
D(R), es decir, T : D(R) — C cumple que, si la sucesion ¢, — ¢ en D(R) (en el
sentido de la Definicion 27), entonces T (p,) — T(p) en C.

Nota 7. Notemos que la variable de una distribucion es una funcion prueba, y T (p)
es un numero complejo (o real). Ademds, es frecuente escribir (T, ) para denotar
el valor de T(p).

Definiciéon 29 ([11]). El espacio de distribuciones es el espacio dual de D(R). Esto
es, el espacio de funcionales lineales continuas que se denotard por D'(R).

Definicién 30. Sean Ty, Ty € D'(R), ¢ € D(R) y a € C. Definimos las siguientes
0Peraciones:

w (11 + T3, 0) = (T1, ) + (T2, ),

» (aTy, ) = a(Th, ).

14
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Observe que la primera operacion es la suma entre dos distribuciones y la segunda
es el producto por escalar. Es claro que ambas operaciones estan bien definidas.

Proposicion 3. El conjunto de distribuciones tiene la estructura de un espacio vec-
torial complejo con la suma y la multiplicacion por escalares definida anteriormente.

Considerando que C es un campo, y teniendo en cuenta las operaciones que se
enuncian en la Definicion 30, se comprueba facilmente que, en efecto, D'(R) es un
espacio vectorial complejo.

Se presentan algunos ejemplos recuperados de [12]. En dicha referencia no se
incluyen la demostraciones de estos resultados, por ello, se proporcionan las pruebas
correspondientes.

Ejemplo 6. Las siguientes funcionales D(R) — C definen una distribucion:

1. w1, ) = ZZio o(k).

La suma es finita ya que @ tiene soporte compacto, por lo que existe un nimero
finito de valores de k para los que p(k) es distinta de cero. Es lineal ya que

(T, 001 + Bga) = Y (vpr (k) + Bipa(k)) = a Y _r(k) + B pa(k) =
k=0 k=0 k=0

= a<Tv 901> + a<T’ 902>'

Consideremos una sucesion ¢, — 0 en D(R). Como esta converge uni-
formemente, para cualquier € > 0, existe un N < n y para todo k € K,
lon (k)| < €/|K,|, donde K, es el soporte de cada ¢,,. De aqui que

uk)] < |Kul e = e
2 v

keKn

Donde |K,| representa el niimero de elementos del soporte de cada @,. Por lo
tanto, (w1, ) — 0.

2. (wn,0) = 3320 M (V2).

Observe que wy no es una distribucion, pues si consideramos la funcion prueba
o(z) = x(x)e” V2, donde x(z) =1 para toda x € [V2—1,v/2+1] y x(z) =0
fuera de él. Tenemos que sus derivadas son ™ (x) = e" V2. Bvaluando en el
punto x = V2 obtenemos go(k)(\/ﬁ):l. Esto conuvierte a la suma en

iso(k)(\/i) = il,

k=0 k=0

la cual no es convergente.
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8. {wa, ) = > 0ty %QD(k)(k)'
4 (ws, ) = 20209 (k).

Mediante un proceso andlogo al inciso 1, los incisos 3 y 4 resultan ser distribu-
clones.

La idea principal para la generalizacion de una funciéon (funciones generalizadas
como algunos autores las llaman) en el contexto de distribuciones, es considerar
una funciéon digamos f, como un operador T que actia por integracion sobre la
funcién misma.

Recordando que una funciéon f : R — R, es localmente Lebesgue-integrable
si es integrable en todo intervalo compacto de R, entonces, planteamos la siguiente
proposicion.

Proposicion 4 ([11]). Sea f localmente Lebesque-integrable en R. Entonces, la fun-
cional lineal sobre D(R), definida por

Ty(g) = (T}, 0) = /R f(@)p(x) da (1.10)

para ¢ € D(R), es una distribucion.

De esta manera, la distribucion 7} es identificada univocamente con la funciéon f
localmente integrable. Asi, denotaremos la relacion f <+ Ty usando cualquiera de
las siguientes notaciones:

Ty(¢) = (T, 0) = {f.0) = / fo.

Definicion 31. Si Ty es una distribucion asociada con una funcion localmente in-
tegrable f, se dird que esta es una distribucion regular.

De acuerdo a lo anterior, la funciéon constante f = A € R, es identificada con la
distribucion constante de la siguiente forma:

Ty(o) = A / o(z) da.

R

Si se desea definir el producto de dos distribuciones regulares de manera “natural”,
es decir, mediante la relacion T - T, = T,. Obtenemos que, T, no necesariamente
existe ya que, f y g pueden ser localmente integrables pero, sin que fg lo sea. Bastara
tomar f(x) = g(z) = |2|~*/? para comprobar lo antes dicho. Esto motiva la siguiente
definicion.
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Definicion 32 ([11]). El producto de una distribucion regular Ty por una funcion
g € C®(R), denotado por g1y, se define por

(gTy, ) = (T, 9)
para toda p € D(R).
La expresion a la derecha esta bien definida ya que, gp € D(R) para toda ¢ € D(R).

Sea a € R. Definimos el operador de traslacion para una funciéon f por
T.f(x) = f(x —a). Asi, para una distribucion regular Ty, su relacion con f satisface
la siguiente igualdad

Tan = Tfraf'

De esta manera
(1.T¢, ) = (Trop, /f:c—a dm—/f ex+a)d

es decir, (1,7, p) = (T, T_o) para toda ¢ € D(R). Esta ultima férmula se extiende
a toda distribucién de la siguiente manera.

Definiciéon 33 ([11]). La traslacion 7,T de una distribucion T se define por

(raT's ) = (T, 7-ap) (1.11)
para toda ¢ € D(R).

Definicion 34 (|9]). La dilatacion de una distribucion T, para ¢ € R\{0}, se define
por

1 c
H<T7 80[1/ ]>7

() =

]

(TV, ) = T (p(x)) :=

donde p € D(R) y o!V/(z) := p(x/c).

Observacion 5. Es importante observar que la dilatacion de una funcion prueba
es simplemente pl'/d(x) := p(z/c) para ¢ € R\{0}. Mientras que la de una distri-
bucion, conlleva un factor de normalizacion %‘, el cual se puede justificar, usando
distribuciones requlares y un cambio de variaéle.

Definicion 35 ([12]|). Sea T' € D'(R). Definimos la derivada de T por

D(T(p)) = (T",¢) := —(T,¢).
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La justificacion de la definicién anterior, que es importante en la génesis histérica
de las distribuciones, se puede hacer facilmente para distribuciones regulares e
integrando por partes.

Es facil ver que 7" es una distribucion, asi, esta tiene derivada 7" : D(R) — C
dada por

<T”7 90> = _<T7 90”>7

y asi sucesivamente. De esta manera, denotamos la n—ésima derivada de una distri-
bucién como T y esta tiene la siguiente propiedad.
?

Proposicion 5 ([11]). Cada distribucion T es infinitamente diferenciable y la
n—eésima derivada de T satisface la relacion

<T(n)7 §0> = (_1>n<T7 Qp(n)>
para toda p € D(R).

Observacion 6. Dado que para 1 < p < +o0 se tiene la inclusion LP(R) C L}, (R)
(espacio de las funciones localmente integrables), toda funcion f € LP(R) puede
considerarse una distribucion regular, definida mediante (1.10).

El teorema que se enuncia a continuaciéon permitiré establecer un corolario de par-
ticular relevancia para el desarrollo del capitulo siguiente.

Teorema 27. Si [ tiene derivada acotada en [a,b], entonces f es de variacion
acotada en [a,b].

Demostracion. Sea {xy}}_, una particion de [a, b]. Por el Teorema del Valor Medio
tenemos que, para cada k € {0,...,n}, existe un ¢, € (zy, rx_1)

fle) = flzr1) = fler)(xr — zr1).

De aqui que

S ) — fare) = S el —aie)| < MY (e — aa)| = M0 - )],

k=1 k=1
donde |f'(¢)] < M para algin M real y todo ¢ € [a,b]. Ademés, como la particiéon
elegida fue arbitraria, f es de variacion acotada. |

Corolario 2. Si ¢ € D(R), entonces ¢ € BV (R).
Definicion 36. Sea f: A — R acotada en A C R. Definimos la siguiente norma

[fl[zoe = sup [f(z)].
€A

Ademas, ||f||z~ define una norma sobre el espacio de las funciones continuas en A.

Teorema 28 ([12]). Sea T : D(R) «+— C lineal. Entonces, tenemos que T € D'(R)
st y solo si, existe un C' > 0 de tal manera que

(T, o) < Cllg|| e,
para toda ¢ € D(R).
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1.3.1. Distribuciones evaluadas en un punto

A continuacién se presenta la definicion del valor de una distribucién en un punto y
una propiedad de limites. Estas estan dadas por Lojasiewicz [16].

Definiciéon 37 (|16]). Una distribucion T, tiene un valor en un punto a, cuando el
siquiente limite existe

lim T'(a + A\x) (1.12)
A—=0

en el espacio D'(R) de distribuciones.

Este limite, cuando existe, es una distribucion constante y decimos que esta cons-
tante es el valor de T" en a. Este se denotaréa por T'(a).

Observacion 7. Es importante aclarar que T'(a + Ax) no significa evaluar T' en
el punto a + \x en el sentido cldsico, sino, en términos de como actia T sobre
funciones prueba p(x) que “son sensibles” alrededor de a. Es decir, la existencia de
T(a) equivale a la condicion de que exista una constante C' tal que

mnTm+xm—»mﬂTm+A@~%@>zﬁm<Tq%¢(x_a>> C/%w

A—0 0 A—0

1 T —a
i (T —o(Z=2) ) =
Af?+< ’W( X >> ¢

para cada p € D, tal que p >0 y fj;o o(x)de =1, la distribucion T tiene el valor
T(a) =C ena.

Se deduce que si

Asi, considerando la notacion de la seccion 1.3, la expresion (1.12) serd equivalente
a

1 1
lim T =1 T ) =1 T, a0,
oy T(a + Aw) = M (7T, ) = Jim 7o (T 7o)
Ademds, si consideramos a Ty como una distribucion regular, el limite a considerar
seria

tiny(Ty(a+ 2a) () = lin { - [ o)t o

Con lo antes dicho podemos observar que, lo que hace Lojasiewicz es definir el valor
de una distribuciéon en un punto como el limite de una dilatacion y una traslacion a la
vez. La traslacion centra la funciéon prueba en el punto a, mientras que la dilataciéon
la concentra alrededor de dicho punto. Asi, dicho procedimiento permite analizar el
comportamiento local de la distribucién en torno al punto a, interpretando el valor
de la distribucién en el punto como el limite de su accién sobre funciones prueba
cada vez mas concentradas en a.
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Teorema 29 ([16]). Sea T una distribucion de tal manera que T'(a) eziste. Si a €
C*(R), entonces

(T -a)(a) = (T(@) (Im a(x))

1.3.2. Espacio de funciones Schwartz y distribuciones tempe-
radas

El espacio de funciones Schwartz, usualmente denotado por S(R), recibe su nombre

en honor al mateméatico francés Laurent Schwartz, quien introdujo dicho espacio

en el contexto del desarrollo de la teoria de distribuciones alrededor del ano 1950.

La importancia de este espacio radica en ciertas propiedades como la cerradura

bajo la derivacion y la Transformada de Fourier. Ademas, esta transformada es

un isomorfismo isométrico con respecto a la norma L*(R) (Teorema de Plancherel-
Parseval) [11] .

Definicion 38 ([12]). Definimos el espacio de las funciones Schwartz por
SR) ={f € CR) : [[fllap < 00,Ver, 3 € NU{0}}, (1.13)

donde || fllas = sup,eg [2°f P ()] .

Proposicion 6 ([12]). Sea ¢ € C*(R). La condicion (1.13) es equivalente a que
para toda o, B € NU{0}, exista un C > 0 tal que

C

8) (1
@) < e

para toda x € R.

Proposicion 7 ([12]). S(R) es un espacio vectorial.

Sabiendo que la funcién 0 es acotada, considerando las propiedades del supremo y
la derivada, es facil probar la proposicién anterior.
Teorema 30 ([12]). D(R) C S(R) € L'(R).

Demostracion. Sean ¢ € D(R) y a, f € NU{0}. Por definicion, p € C*(R). Sea K
el soporte de . Tenemos que p® es continua, entonces 2%¢®) también es continua
y se anula fuera de K. Por lo tanto 2%¢0® est4 acotada en R. Entonces

sup |2\ ()| = sup |2V (2)| < oc.
z€eR zeK

Asi, p € S(R). De acuerdo a la Proposicion 6, considerando 5 = 0 y a = 2, tenemos
que

()l <
o) < ————.
(1+ |z)
Como W € L*(R), concluimos que ¢ € L}(R). |

20



Preliminares
1.3 Distribuciones

Observacion 8. Las funciones Schwartz decrecen mds rdapido que cualquier potencia
positiva de % cuando x tiende a mds infinito o menos infinito. Es decir, para todo

n >0 se cumple que lim ;1o |2" f(x)] = 0. Esto implica que lim,_, 1 f(x) = 0.

Definicion 39 ([11]). Una sucesion de elementos {¢,tnen en S(R) tiende a cero,
cuando n tiende a infinito si

lim sup |29 (z)] = 0
Nn—+00 2R

para toda o, f € N U{0}.

La definicién anterior implica que, la sucesion ¢, v la sucesion de todas las derivadas
9 convergen uniformemente en R.

Teniendo en cuenta la definiciéon anterior, se define la convergencia a una
funcién en el espacio de las funciones Schwartz, como sigue.

Definicién 40 ([11]). De la Definicion 39, tenemos que @, — ¢ con @, ¢ € S(R),
s, — @ satisface dichas condiciones.

Proposicion 8 (|11]). Si la sucesion {¢,}new tiende a 0 en S(R), entonces
w o) — 0 en S(R).
» Py, — 0 en S(R) para todo polinomio P.
Definicion 41 ([12]). Sea T': S(R) — C una funcional. Decimos que T es una dis-

tribucion temperada si es lineal y continua. El espacio de estas funciones se denotard

como S'(R).

Nota 8. En la definicion anterior, por continuidad nos referimos a que, si la suce-
sion @, — @ en S(R) (en el sentido de la Definicion 40), entonces T'(p,) — T(p)
en C.

Como en la seccion de distribuciones clasicas, definimos la derivada de una distri-
buciéon temperada de la siguiente manera.

Definicion 42 ([12]). Sea T € S'(R). Definimos la derivada de T por

D(T(p)) = (T", ) := —(T,¢).

Proposicion 9 ([11]). Cada distribucion temperada T', es infinitamente diferencia-
ble y la n—ésima derivada de T satisface la relacion

(T, ) = (=1)"(T, ™)

para toda ¢ € S(R).

21



Preliminares
1.4 La Transformada de Fourier

Existen distintos teoremas que nos dan condiciones para poder probar que una
distribucion es temperada. El teorema siguiente nos da condiciones necesarias y
suficientes para determinar este tipo de distribuciones.

Teorema 31 ([12|). Sea T : S(R) — C lineal. Entonces T € S'(R) si y sdlo si
existe un C' >0 y un N € NU {0} tales que, para toda ¢ € S(R)

(T <C > ¢llag.

laf,|8|<N

Como se menciond al inicio de esta subseccion, el espacio de Schwartz es cerrado
bajo derivacion y para enfatizarlo, lo enunciamos a continuacion.

Proposiciéon 10 ([11]). Sea ¢ € S(R). Entonces, ¢*) € S(R) para € N.

Proposicion 11 ([11]). Si T es una distribucion temperada, para cada k € N, la
derivada TH) € S'(R).

Demostracion. Es claro que T™) es lineal. Sea ¢, € S(R) tal que ¢, — 0. Como
(TW® @) = (=1)¥(T, ¢£Lk)>, y por la Proposicién 8, ¢'f) — 0. Entonces, se tiene
que T™) € S'(R). [

1.4. La Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier es una herramienta matematica ampliamente utilizada
en diversas areas como el procesamiento de senales, analisis de sistemas, fisica y
matemaéticas aplicadas. Mediante esta transformada, es posible representar una
senal en el dominio del tiempo como una integral de ondas sinusoidales, cada una
con una frecuencia, amplitud y fase especificas.

Mediante las Series de Fourier podemos representar una senal periddica en
términos de sus componentes sinusoidales, cada componente con una frecuencia
en particular. La Transformada de Fourier permite hacer esto mismo con senales
no periédicas. A continuacion, enunciamos dicha definicién y algunas de sus
propiedades.

Definicion 43 ([8]). Sea f € L'(R). Definimos la transformada de Fourier de f,

por
+oo

flw) = f(z)e 2™ dx, (1.14)

para w € R.

Note que, ¢ denota la unidad imaginaria de los nimeros complejos.
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Observacion 9. La Transformada de Fourier tiene sentido en ciertos espacios de
funciones, en los cuales la integral (1.14) resulta convergente para todo elemento del
espacto.

2mizw

Observemos que, si f € L*(R) y sabiendo que e~ es una funciéon medible aco-
tada, entonces su producto f(z)e 2™ también estd en L'(R), y por lo tanto, la
expresion (1.14) existe para cualquier w € R. Por otro lado, considerando que (1.14)
existe en el sentido de Lebesgue, el integrando es una funcién el L'(R). Como e~ 2™
es una funcion unimodular, se deduce que f esta en L'(R). Asi, enunciamos de ma-
nera formal lo antes dicho.

Teorema 32. La transformada de Fourier f(w) de una funcion f, estd definida para
todo w € R por (1.14) como integral de Lebesgue convergente, siy solo si f € L*(R).

Asi, si existe un wy € R tal que J?(wo) no esté definida por (1.14) como integral de
Lebesgue convergente, entonces f ¢ L'(R).

Teorema 33. Teniendo en cuenta que L*(R) C HK(R) propiamente. Si f €
K(R)\L'(R) y es posible definir su Transformada de Fourier, entonces, esta no
estard definida en todos los nimeros reales.

A continuacién presentamos algunas propiedades de la transformada de Fourier en
LY(R).

Teorema 34 ([8]). Sean f,g € L'(R) y a, 8 € C. Entonces:
« (af +B9)" =af + B3,

Sig(x) = f(z

Si g(z) = f(z — ), entonces §(t) = f(t)e 2w,

~

, entonces g(t) = f(t — «).

)6271'1'(195

» Sig(x) = f(—x), entonces g(t) = f(t)
s Sig(x) = A"Vf(x/N) y A #£0, entonces §(t) = f(AL).
L 9(

r) = —2mixf(z) y xf(x) € L'(R), entonces f es diferenciable y g(t) =
( )(t)

Teorema 35 (|22], Lema de Riemann-Lebesgue). Sea f € L'(R). Entonces,
f(z) — 0 cuando x — £o0.

Como S(R) C L'(R) propiamente, la Transformada de Fourier en el sentido de la
Definicion 43, esta definida para la funciones en el espacio de Schwartz. A partir de
esta observacion, enunciamos el siguiente resultado.

Teorema 36 ([11]). Si p € S(R), entonces p € S(R).
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1.4.1. La Transformada de Fourier para distribuciones y la
Integral HK

Definicion 44 ([11]). Si T € S'(R), entonces la transformada de Fourier de T,
denotada por T, estd definida por

(T, ¢) = (T, @)
para todo ¢ € S(R).

Proposicién 12 ([11]). Sea T una distribucion temperada. Entonces T sigue siendo
un elemento de S'(R).

Ahora, enunciamos una propiedad que relaciona a una distribucién clésica con una
distribucion temperada. No abordaremos aqui su prueba ni los aspectos técnicos que
este involucra, su demostracion puede verse con detalle en [11].

Proposicion 13 ([11]). Sea T' € D'(R). Entonces, T € S'(R), si y solo si T es
continua en D'(R), en la topologia de S'(R).

Recordando que en la Definicién 33 y teniendo en cuenta el teorema anterior, se
define el operador traslaciéon de una distribuciéon, empleamos dicho concepto en la
siguiente proposicion.

Proposicion 14 ([11]). Sea T una distribucion temperada. Para toda a € R se tiene
que:

1. 7,7 = [e¥™ T,

2. 7,T = e~ ?miawTp,

Dado que la exponencial en la proposicién anterior es una funcién infinitamente
diferenciable, es facil ver que el producto por una distribucién temperada, es
nuevamente temperado.

Con respecto a la Integral de Henstock-Kurzweil, se define la “HK Transfor-
mada de Fourier” de la siguiente manera.

Definicion 45 ([24]). Sea f : R — R. Definimos la Transformada de Fourier de
f en el sentido de la Integral HK , por

fax(w) = f(z)e 2™ dy, (1.15)

para w € R, cuando la integral exista en el sentido de Henstock-Kurzweil.
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Capitulo 2
Distribuciones y la Integral H K

En este capitulo se utilizaran distintos tipos de integracion, para evitar confusiones,
denotaremos por HK fab f(z)dx la integral de Henstock-Kurzweil de f, mientras
que las de otro tipo se senalaran oportunamente.

Como se menciond anteriormente, identificaremos a una funcién localmente
H K-integrable f : R — R con la distribuciéon definida por
+o00
Ty(p) = HK f)p(t) dt,

— 00

donde ¢ € D(R).
Veamos que en efecto T¢(p) es una distribucion.

Si sop(¢) C (a,b), por el Teorema del Multiplicador (Teorema 15), tenemos
que

+o00 b b
Tio) = HE | f(0)e(t)dt = HE / F(t)plt) dt = F(b)p(b) — / F(t) di(t) =

—00

_ / F(t) d(t),

donde F' = fax f es la integral indefinida de f y las tutimas dos integrales en la
expresion anterior, son en el sentido de Riemann-Stieltjes.

Por el Teorema Fundamental 11* F' es continua, asi, por el Teorema 6

b
|Tf<so>|=\— / F(t)so’(t)dtléMa,b sup [ (8)],

z€(a,b)
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donde M, representa el valor de fab |F|.
Por lo tanto, por el Teorema 28, Ty(y) es una distribucion.

En virtud del Teorema 16, si f es diferenciable en cada punto, entonces f’
es localmente H K-integrable. Ademas, Ty (p) = D(T¢(y)), ya que, si ¢ € D(R)

“+o00 “+oo

(Ty, ) = HK F)e(t)dt = — F@)@'(t) dt = (D(T§), ¢).

—00 —

Asi, podemos definir la Transformada de Fourier de una funciéon H K —integrable en
el sentido de distribuciones.

Definiciéon 46. Sea f € HK(R). Definimos la Transformada de Fourier de f, en
el sentido de distribuciones como

(F.0) = (1.9),
para todo p € D(R).

Dicha expresion tiene sentido ya que @ es de variacién acotada en cualquier intervalo
que contenga a su soporte. Observemos que, se comienza por tomar una funcién
¢ € D(R), que a su vez pertenece a S(R). Es por ello que al tomar la Transformada
de Fourier de ¢, esta se mantiene en S(R) y asi, la expresion del lado derecho de
la igualdad es ahora una distribuciéon temperada evaluada en ¢. Estamos diciendo
que el lado derecho de la igualdad que es una distribucion temperada, estd bien
definida en el sentido de Henstock-Kurzweil y ademas, es igual a la Transformada
de Fourier de la distribucion regular generada por la funcion f evaluada en ¢. En
otras palabras, la Transformada de Fourier de una distribucién regular generada por
una funcion f € HK(R), es igual a una distribucion temperada.

Teorema 37. Sea f : R — R una funcion HK-integrable. Entonces, Tt es una
distribucion temperada.

Demostracion. Sean F(z) = HK [; f(t) dt acotada en [0,400) y ¢ € D(R). Por el
Teorema del multiplicador

b b
HE [ e de= Fere) - [ FO a0,
Como F' es acotada y continua, ademés de que ¢ € S(R), entonces, por el Teorema
6,
+oo +oo
| rwdn = [ ropoa

—0o0 — 00
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estd bien definida y lim,, 1o F'(b)¢(b) = 0.

Asi, andlogamente a lo hecho anteriormente, tenemos que

+00 +o00
HE [ pewde=- [ P a

—00 o

¥y que

+o0
[ roe dt\ < M sup|/(8)].

00 zeR

Por lo tanto, empleando el Teorema 31, si tomamos o = 0y § = 0, tenemos que la
funcional lineal T(p) es una distribucion temperada. |

En el siguiente lema, se demuestra la convergencia de un limite en especifico
y la existencia de otro limite, ddndonos asi, las condiciones necesarias para poder
aplicar el Teorema 9 en la prueba del teorema posterior a dicho lema.

Lema 1. Sean f wuna funcion HK-integrable en R y ¢ € D(R).
Sean a,b,A € R y F la mtegml indefinida de f. FEntonces, el Ilimite

Hm%%—oo {F(b)@()xb) — Fl(a f F(x)dp )xx)} existe, mientras que el limite
—+00
limy o f; f(z) p(Az) dx converge umformemente a fa 0(0) f(z) dx.

Demostracion. Aplicando el Lema de Riemann-Lebesgue y el Teorema de Hake,
obtenemos

b +o00
lim {F(b)@()\b) — F(a)3(Na) — / F(z) d@(Ax)} —0-0- / F(z) d3(\)
b teo a —oo
y este dltimo existe por el Teorema 8.
Por otro lado, usando el Teorema 24, tenemos que
b
po(A\x) dx — / ?(0)f(x)dx| = — 2(0)) dx

(2.1)
<1 flla Var(@(Az) = $(0), [a,0]) < [ flla

para € > 0, cuando A — 0y |\| < ¢ para toda a < b. La ultima desigualdad en (2.1),
se debe a lo siguiente:

Var(g(Az) = $(0), [a,0]) = sup Z |[Pp(Az;) = 2(0) = P(Azi1) + (0)]

= supz 1P(A\z;) — P(Azi—1)| = Var (@, [Aa, Ab)).
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Asi, teniendo en cuenta la aditividad de la variaciéon total, podemos considerar
un ¢ > 0, de tal manera que existe & > 0 tal que, si |d — ¢| < J, entonces

Var(@, e, d]) < €.

Ahora, si A — 0, tenemos que, [Aa, \b|] se vuelve arbitrariamente pequeno. Asi,
podemos encontrar un A lo suficientemente pequeno tal que Var(@, [Aa, )\b]) < €
para todo a < b. Por lo tanto,

}\111(1) Var (@, [Aa, Ab]) =0

y en Consecuencia,

lim Var(p(Az) — $(0), [a, b]) = 0. (2.2)

A—0

Asi, por (2.1) y (2.2)

b b
lim [ f(z)p(Az)dx converge uniformemente a / 2(0) f(z) dx.

|
En el teorema siguiente, veremos que la Transformada de Fourier de la distribucion
asociada a una funcion H K —integrable, evaluada en cero, coincide con la integral
de la funcion.

Teorema 38. Sea f : R — R una funcion HK -integrable en R. Entonces, la
Transformada de Fourier de la distribucion asociada a f, evaluada en cero, tiene el

valor HK [T f(t) dt.

Demostracion. Sea ¢ € D(R) fijo. Por la definicién de Lojasiewicz de una distribu-
cion evaluada en un punto, se probara que

~ -~ +oo
lim Tp(Ax) = lim (T (Ax), p(x)) = p(0) HK f(z) dux.

A—0 A—0

—0o0

Teniendo en cuenta la Definicion 46, se tiene

lim (T (Ax), p(2)) = 1im (f(z), B(A\x)).

A—0 A—0

Entonces, bastara ver que
+o0o
lim (f(z), p(Azx)) = ¢(0) HK f(x)dx

A—0 oo

donde @ € S(R).
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Utilizando el Teorma de Hake, Teorema del Multiplicador, el Teorema de
Helly, el Lema 1 y el Teorema 9, podemos realizar los siguientes calculos:

“+oo

i (f(2), 30)) = lim HE [ f(@)3() di =

—0o0

b
:}\1{)% [akmoo HK | f(z)p(A\z) dx] =

b—+400 @

a——00 | A=0
b—+o0 -

- jim [t {F<b>wb> - F@pw - | ) d@()\g;)H _

:Er_n HK/f Ydr — @ HK/f :v—hm/ dgp)\z}:

b—+oo -

r b b 1

= Em ©(0) HK/ f(z)dx — lim F(x)dp (—x)] =
a——00 n—oo
b—4o00 * a a

- b b +oo
= lim |9(0) HK | f(z)dz— | F(x)dp(0)| =p(0) HK f(z)dx
. [P0 7% | [ Frazo)] ¢ =

Observacion 10. La aplicacion del Teorema de Helly es gracias a que el espacio
de Schwartz es cerrado bajo la Transformada de Fourier y derivacion, ademds de
estar contenido en L', pudiendo asi, apoyarse de propiedades como el Teorema 19.
Por otro lado, el Teorema de Riemann-Lebesgue, el Teorema 8 y el Teorema 24,
garantizan que se cumplen las hipotesis necesarias para realizar el cambio en el
orden de los limites mediante la aplicacion del Teorema 9.
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2.1. La Foérmula de Frullani mediante distribuciones
para la Integral HK

Teorema 39. Sea f : [0,+00) — R wuna funcion tal que (f(ax) — f(bx))/z es
H K -integrable en [0,400), para cada par de reales positivos a y b. Entonces, existe
una constante A € R tal que

HEK /%o w dz = A In (%) . (2.3)

Por el Teorema 18, la Observacion 4 y haciendo el cambio de variables z = ¢,
a=lIn(a) y 8 =In(b), la expresion (2.3) es equivalente a

HE /_ T Fe ) — F() dt = Ala— B).

Como (f(azx) — f(bx))/z es HK([0,4+00)), entonces f(e*t) — f(ef*!) es HK(R).

Por otro lado, si tomamos h : R — [0, 400) tal que h(z) =e* y g¢g:R — Res
tal que g = f o h, entonces

F(e*®) = f(777) = gz + @) — g(z + B),
donde g(z + a) —g(z + ) es HK(R).

Asi, es suficiente probar el siguiente teorema.

Teorema 40. Sea g : R — R una funcion tal que g(x + o) — g(x + ) es HK(R)
para los reales o y 3. Entonces, existe una constante A tal que

+o0
HK/ (9(z + ) — g(x + B)) dz = A(a — B). (2.4)

Demostracion. Sea hq(x) = g(x + o) — g(x). Note que h, € HK(R) para cada
nimero real . Notemos que

ho(x) + hg(x + o) = hg(x) + ho(z + B). (2.5)
Considerando las distribuciones asociadas a h, y hg en (2.5), obtenemos
Tha + TfaThB = Thﬁ + ngTha. <26>

Aplicando la Transformada de Fourier a (2.6) y teniendo en cuenta la Proposicion

14, se tiene que o . - .
thQ + e27rwzzThB _ Thﬁ + eZmﬁxThQ'
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Asi, en una vecindad de cero, tenemos que

1 — e2mﬂx/\

Ty, = ha -

1— 627riax

Como la funcion (1 — e2™7) /(1 — e?™22) ¢ C*°(R), podemos aplicar el Teorema 29.
Asi,

T,,(0) = =T.(0). (2.7)

Si definimos G(f8) = HK f:: (9(x + B) — g(x)) dz y aplicamos el Teorema 38 a
(2.7), obtenemos

ni [ Cgla+8) —glw) de =2 1K / " (9@t a) — g(a) d,

equivalentemente, G(0) gG(a). Tomando G(1) = A, entonces
G(B) = AB.

Haciendo el cambio de variable x = u + 3, se tiene

(a—ﬁ)A:G(a—ﬂ)ZHK/_+OO(9(x+a—ﬁ)—g(x)) du

= HK/_JFOo (9(u+ a) — glu+ p)) du.

Nota 9. Ndotese que, lo que se ha hecho es una prueba de la Formula Integral de
Frullani mediante distribuciones relacionadas con funciones que son HK(R). Esto,
por medio de la relacion univoca f <+ Ty, la cual nos permite emplear integrales H K,
y mediante algunas de sus propiedades, lograr asociarlas a integrales de Rieman o
Riemann-Stieltjes.

2.2. Ejemplos

A continuacién presentamos una serie de ejemplos donde se evidencia el uso del Teo-
rema 39. Ademas, en algunos de ellos, se permite visualizar la puesta en practica de
la teoria desarrollada en el Capitulo 1, en particular, la integracion en el sentido H K.

Sean f : [0,00) — R definida por
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y g :[0,00) — R definida por

e ” 1<r <o

g(x) =
0 0<z<l

Sean F,G : [0,400) — R definidas por F(z) = seilalsen’lbs) o

2

G(x) = e Como f,q,F,G € L'([0,+00)) [17], por el Teorema 11 se

T

tiene que F,G € HK ([0, +00)).

Asi, aplicando el Teorema 39, se obtiene

1.
/OO sen?(ax) —2 sen?(bx) dr — A Ln (g) ’
0 x b
y que
2.

o —ax __ ,—bx
/ £ T de=Aln (9) )
0 x b

3. Consideremos la funcién h : [0,4+00) — R tal que h(z) = sen(2). Tene-

x
mos que, para a > 0
sen(i)

h(az) z x>0
! 0 r=0
Veamos que H(z) = h(‘;x) — h(ix) € HK([0,400)) para a,b > 0.

1
(G existe en [0, 3], Si

Teniendo en cuenta el Ejemplo 1, la integral de 5

x> 3,y considerando que
1 1
0<sen| — | < —,
ax ax

obtenemos que el integrando es dominado por a—iQ y por lo tanto convergente.

1 1
Asi, % € HK([0,+00)) y analogamente Senxﬁ € HK([0,400)), por lo que
H(z) € HK(]0,+00)).

Aplicando el Teorema 39 a H(x), se tiene

/+°° sen(é) — sen(%)
0

T

dszLn(%).
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4. Si k(z) = ze~ 17l entonces, para a > 0

k(ax)

T

= qe” ol

Observemos que %x) es par, pero no sabemos si su integral existe. Si tomamos

c < 0 < d de tal manera que

d 0 d
_ _ 0 _az|d
/ ae ‘”'dx:/ ae‘””dx—i—/ ae x“da::e“x‘c—e “‘T‘O:
c c 0

:1_€ac+1_€—ad:2_€ac_e—ad

Considerando que a > 0, que si ¢ = —oo0 y d — 400, entonces ¢ — 0y e~ — 0
respectivamente. Por el Teorema de Hake

+oo
/ ae” 1% dg = 2.

Por lo tanto, f0+°° ae~la7l dy = 1. Asi, B ¢ HK([0,+00)) y andlogamente @ €
).

HEK ([0, +00)). Entonces, K(z) = aelo®l — pe~1tol = M € HK([0,+o0)
Aplicando el Teorema 39

+00
/ ae” 19l — pe=bl gy — A I <2> )
0 b

5. Consideremos m(z) = \/‘;%sen(ﬁ). Veamos que M(x) = m(az)—m(be)

HK([0,+00)). Tenemos que

m(am): v’ sen(z%a?).

x Var +1

Sean g(x) = yax sen(a’s?) y @(r) = /2% Veamos que g € HEK([0,+00)).

Observemos que, cuando x — 0, el integrando se aproxima a cero. Ahora, haciendo
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Distribuciones y la Integral HK
2.2 Ejemplos

el cambio de variable u = a%2? e integrando por partes en 0 < p < ¢, tenemos
q 1 [e’d
/ Vaz sen(a*x?) dx| = —/ e Vsen(z) dz| =
p 2a a2p?
1 2,2 a*q? —p—5/4
= — x‘”%os(m)‘azqz - / cos () dx| <
2a asp a2p? 4

2.2

1 _ _ 1 [ _
<o <|<qa> Vicos(a*?) - (pa) Peos@s)| + 1 [ leos(a)lfa 5/4|dx)

4 2p2

1 1 1’_1/4 a?q?
< = —1/2 -1/2 | * _

a2p2

1
Vi

Para p lo suficientemente grande, \/#_ < e. Por lo tanto, por el Criterio de Cauchy

pad T

= o ((a0) ™+ (pa) ™2 — (qa) ™2 + (pa) 7?) =

g € HK([0,+00)) y considerando que ¢ es creciente, por el Criterio de Abel
g(x)p(x) = @ € HK([0,400)). Anélogamente, @ € HK(]0,4+00)) y por lo
tanto M (z) € HK ([0, +00)).

Aplicando el Teorema 39

T xa’sen(aa®)  ab’sen(a®V?) n <g>
0 Vaz + 1 Vb +1 b

6. Sea l(r) = 2sen(@) - Ohservemos que

oot
l(ax) o’z sen(ax)
v Vax(ar +1)

sen(ax) a’x

Sean h(x) = “Var Y p(z) = (az+1)°

Veamos que h € HK([0,400)). Cuando  — 0, el integrando se aproxima a
cero. Analogamente a lo hecho en el Ejemplo 5, haciendo el cambio de variable
u = ax e integrando por partes, se tiene

1 2
/ (az) Ysen(ax) dz| <
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Distribuciones y la Integral HK
2.2 Ejemplos

Para p lo suficientemente grande, —2 < e Por el Criterio de Cauchy
4/pa5

h € HK(]0,+00)) y considerando que ¢ es creciente, por el Criterio de Abel,
h(z)p(x) = @ € HK(]0,+00)). Similarmente, l(iw) € HK([0,+00)) y por lo
tanto L(x) = w € HK([0, 4+00)).

Aplicando el Teorema 39

o a2x sen(ax) b’x sen(bx) (a)
- = n p—
o Vax(ax+1)  Vor(br + 1) b

7. Como en el Ejemplo 5, usando el Criterio de Cauchy, veremos que si
u(z) = x sen(z)//T, entonces U (z) = &icntan) _ bsenb) oo 1y [0(]0, +00)).

Vaz Vbz
Notemos que “(gx) = ”\6/7;%33), y cuando z — 0, esta tiende a cero. Integran-

do por partes en 0 < p < ¢, tenemos que

< 2
Vap
< e Por el Criterio de Cauchy

2
Vea =
—u(f) € HK([0,400)) y similarmente € HK([0,+0c0)). Por lo tanto

U(z) € HK([0,+00)).

?a sen(ax) g
———dx

axr

p

Para p lo suficientemente grande,

De lo anterior, aplicando el Teorema 39 obtenemos

% a sen(ax) _ bsen(bx)

0 Var Vb

dszLn(%).
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Conclusion

En este trabajo se ha logrado extender la validez de la Formula Integral de Frullani
al marco de la integral de Henstock-Kurzweil, utilizando la teoria de distribuciones
como herramienta fundamental. Este resultado representa una generalizacion
natural respecto a los casos previamente conocidos, tales como la integral impropia
de Riemann y la integral de Lebesgue, aportando asi, una vision més amplia de la
formula bajo distintas nociones de integracion.

El anéalisis permiti6 comprobar que las propiedades clésicas de las distribu-
ciones se mantienen al considerar la integral H K, lo que evidencia la versatilidad
y el alcance de esta teoria en la resoluciéon de problemas que no son abordables de
manera adecuada mediante integrales tradicionales. En particular, se mostré que
la transformada de Fourier de la distribuciéon asociada a una funcién localmente
HK-integrable, evaluada en cero, coincide con el valor de la integral de la funcion,
un resultado clave al momento de demostrar nuestro resultado principal.

Finalmente, la demostraciéon obtenida abre la posibilidad de continuar explo-
rando la relacion entre formulas clasicas de anélisis y teorias de integracién maéas
generales, asi como de estudiar nuevas aplicaciones de la integral de Henstock-
Kurzweil en contextos donde la integral de Riemann o la de Lebesgue resultan
insuficientes. De esta manera, el presente trabajo no solo reafirma la importancia
de la Formula de Frullani, sino que también contribuye a su comprension y
aplicabilidad en un marco més amplio.
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