










 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 











 

  





 

Figura 1.1: (a) cadena cinemática abierta y (b) cadena cinemática cerrada. 



 







1

𝑍(𝑠) =
𝐹(𝑠)

𝑣(𝑠)
=

𝑀𝑠2𝑋+𝐵𝑠𝑋+𝐾𝑋

𝑠𝑋
= 𝑀𝑠 + 𝐵 +

𝐾

𝑠
 

𝑍 𝐹  𝑣 𝑋 𝑀 𝐵

𝐾

1 N. Hogan, Impedance control: an approach to manipulation: part I-theory, part II-

Implementacion and part III-applications, ASME J Dyn, Syst. Meas, Vol. 107, pp. 1-24 (1985). 



𝒒

𝑥

𝒇: 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚 𝒒 ∈

𝑅𝑛 𝒙 ∈ 𝑅𝑚

𝒙 = 𝒇(𝒒)

𝑛

𝑚

𝒙̇ = 𝐉(𝒒)𝒒̇, 

𝒙̈ = 𝐉(𝒒)𝒒̈ + 𝐉 ̇(𝒒)𝒒̇

𝐉(𝒒) = 𝜕𝒇/𝜕𝒒 ∈  𝑅𝑚×𝑛 

𝐉̇(𝒒) =  𝑑𝐉/𝑑𝑡  ∈  𝑅𝑚×𝑛

𝝉 𝐹

𝝉 ∈ 𝑅𝑛

𝑭 ∈ 𝑅𝑚

𝝉 = 𝐉𝐓(𝒒)𝑭 .  

𝐌(𝒒)𝒒̈ + 𝐂(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇ + 𝐠(𝒒) + 𝐟𝐫(𝒒̇) =  𝝉 − 𝐉𝐓(𝒒)𝐅𝐞, 

𝐌(𝒒)  ∈ 𝑅𝑛×𝑛 𝐂(𝒒, 𝒒̇)   ∈   𝑅𝑛×𝑛

𝐠(𝒒) ∈ 𝑅𝑛 𝐟𝐫(𝒒)̇  ∈ 𝑅𝑛

𝐅𝐞  ∈ 𝑅𝑚



El enfoque de control de la impedancia propuesto por Hogan [ tiene ahora varias 

interpretaciones Tal como se presenta en la referencia [ el objetivo de control de la impedancia

es que

𝒙 ∈ 𝑅𝑚 𝒙𝑑  ∈ 𝑅𝑚

𝐅𝐞  ∈ 𝑅𝑚

𝐅𝑒 = 𝐤𝑑(𝒙𝑑 − 𝒙) + 𝐁𝒅(𝒙̇𝑑 − 𝒙̇) + 𝐌𝐝(𝒙̈𝒅 + 𝒙̈)

𝐤𝐝  ∈ 𝑅𝑚×𝑚 𝐁𝐝 ∈ 𝑅𝑚×𝑚

𝐌𝑑  ∈ 𝑅𝑚×𝑚

𝐙𝐝 ∈ 𝑅𝑚×𝑚

𝒁𝑑 = 𝐊𝑑 + 𝐁𝑑𝑠 + 𝐌𝑑𝑠2

𝐊𝐝 = diag{𝑘𝑑}, 𝑩𝒅 = diag{𝑏𝑑} 𝑴𝒅 = diag{𝑚𝑑}

𝜔𝑛 =  √
𝑘𝑑+𝑘𝑒

𝑚𝑑

𝜁 =  
𝑏𝑑

2√𝑚𝑑(𝑘𝑑+𝑘𝑒)

𝜔𝑛 ζ

𝐊𝑒 = diag{𝑘𝑒}

 



  

 



Sensor de 

posición 

Encoder 

Sensor de 

fuerza 

Celda de 

carga 



𝑚1 0
𝑙1 1.19 m

𝑙𝑐1

HOMBRO

𝑚2 8.43 kg
𝑙2 0.35 m

𝑙𝑐2 0.269 m

CODO

𝑚3 1.2 kg
𝑙3 0.35 m

𝑙𝑐3 0.051 m



 

El Arduino Mega 2560 es una placa electrónica basada en el Atmega2560 Cuenta con 54 pines 

digitales de entrada / salida (de los cuales 15 se pueden utilizar como salidas PWM 16 entradas 

analógicas, 4 UARTs (puertas seriales oscilador de 16MHz, una conexión USB un conector 

de alimentación, una cabecera ICSP y un botón de reinicio Contiene todo lo necesario para 

apoyar al microcontrolador basta con conectarlo a un ordenador con un cable USB o el poder con

un adaptador de CA o la batería a CC para empezar. La tarjeta Arduino Mega es compatible con

la mayoría de los escudos diseñados para el Arduino Duemilanove o Diecimila

El Mega2560 difiere de todas las placas anteriores en que no utiliza el chip controlador de USB 

a serial FTDI En lugar de ello la ATmega16U2 ( en las juntas de 

revisión 1 y revisión 2 programado como convertidor USB a serie

Revisión 2 de la junta Mega2560 tiene una resistencia tirando de la línea 8U2 HWB a tierra, por 

lo que es más fácil de poner en modo DFU

Revisión 3 de la placa tiene las siguientes características nuevas

pinout SDA añadido y pines SCL que están cerca al pin AREF y otros dos nuevos pasadores

colocados cerca del pin RESET, la instrucción IOREF que permiten a los escudos para adaptarse 

a la tensión suministrado desde la pizarra En el futuro escudos serán compatibles tanto con la 

placa que utilizan el AVR con 5V y con el Arduino Debido que operan con 3.3V

El segundo es un pin no está conectado que se reserva para usos futuros [22]. 

En la Figura 1.8 se muestra un ejemplar de la tarjeta Arduino Mega 2560, mientras que en



 

Figura 1.8: Ejemplar de una tarjeta Arduino Mega. 

 

Microcontroller ATmega2560 

Operating Voltage 5V 

Input Voltage (recommended) 7-12V 

Input Voltage (limits) 6-20V 

Digital I/O Pins 54 (of which 15 provide PWM output) 

Analog Input Pins 16 

DC Current per I/O Pin 40 mA 

DC Current for 3.3V Pin 50 mA 

Flash Memory 256 kB of which 8 kB used by bootloader 

SRAM 8 kB 

EEPROM 4 kB 

Clock Speed 16 MHz 





𝑣𝑜 = (
𝑅𝑥

𝑅1+𝑅𝑥
−

𝑅3

𝑅2+𝑅3
) 𝑣𝑐𝑐



𝑚:

𝑙1:

𝑙2:

𝑙𝑐2:

𝐼:

𝑔:

𝑏:

[
𝑥
𝑦
𝑧

] = 𝑓(𝛿, 𝑙1, 𝑙𝑐2, 𝑞) = [

𝑙𝑐2cos(𝛿)cos(𝑞)

𝑙𝑐2cos(𝛿)cen(𝑞)

𝑙1 +  𝑙𝑐2

]  sen(𝛿)

𝒗 =
𝑑

𝑑𝑡
 [

𝑥
𝑦
𝑧

] = [
−𝑙𝑐2cos(𝛿)sen(𝑞)

𝑙𝑐2cos(𝛿)cos(𝑞)
0

] 𝑞̇



𝒗𝑇𝒗 = (−𝑙𝑐2cos(𝛿)sen(𝑞)𝑞̇)2 + (𝑙𝑐2cos(𝛿)cos(𝑞)𝑞̇)2 =   𝑙𝑐2
2 cos2(𝛿)𝑞̇2

𝐾(𝑞, 𝑞̇) =
1

2
𝑚𝒗𝑇𝒗 +

1

2
𝐼𝑞̇2 =

1

2
[𝑚𝑙𝑐2

2 cos(𝛿)2 + 𝐼]𝑞̇2

𝑈(𝑞) = 𝑚𝑔𝑧 = 𝑚𝑔 𝑙1 +  𝑙𝑐2sen(𝛿)]

𝐿(𝑞, 𝑞̇) = 𝐾(𝑞, 𝑞̇) − 𝑈(𝑞)

=
1

2
𝑚𝒗𝑇𝒗 +

1

2
𝐼𝑞̇2

=
1

2
[𝑚𝑙𝑐2

2 cos(𝛿)2 + 𝐼]𝑞̇2 +  𝑚𝑔 𝑙1 +  𝑙𝑐2sen(𝛿)]

𝜏 =
𝑑

𝑑𝑡
[

∂𝐿(𝑞,𝑞̇)

∂𝑞̇
] − [

∂𝐿(𝑞,𝑞̇)

∂𝑞
] + 𝑏𝑞̇

𝜏 = [𝑚𝑙𝑐2
2 sen(𝛿) + 𝐼]𝑞̈ + 𝑏𝑞̇

𝒙̇ = 𝒇(𝒙)

𝑑

𝑑𝑡
[
𝑞
𝑞̇] = [

𝑞̇

[𝑚𝑙𝑐2
2 sen(𝛿) + 𝐼]−1[𝜏 − 𝑏𝑞̇ ]

]

𝒙 = [
𝑞
𝑞̇]



𝑚1:

𝑚2:

𝑙1:

𝑙2:

𝑙1𝑐:

𝑙𝑐2:

𝐼1:

𝐼2:

𝑔:

𝑏1:

𝑏2:



[
𝑥1

𝑦1
] = 𝑓(𝑙𝑐1, 𝑞1) = [

𝑙𝑐1sen(𝑞1)

−𝑙𝑐1cos(𝑞1)
]

[
𝑥2

𝑦2
] = 𝑓(𝑙1, 𝑙2, 𝑞1, 𝑞2) = [

𝑙1sen(𝑞1) + 𝑙𝑐2sen(𝑞1 + 𝑞2)

−𝑙1cos(𝑞1) − 𝑙𝑐2cos( 𝑞1 + 𝑞2)
]

𝒗1 = [
−𝑙𝑐1cos(𝑞1)

𝑙𝑐1sen(𝑞1)
] 𝑞̇1

𝒗2 = [
𝑙1cos(𝑞1) +  𝑙𝑐2cos(𝑞1 + 𝑞2) 𝑙𝑐2cos(𝑞1 + 𝑞2)

𝑙1sen(𝑞1) +  𝑙𝑐2sen(𝑞1 + 𝑞2) 𝑙𝑐2sen(𝑞1 + 𝑞2)
] [

𝑞̇1

𝑞̇2
]

𝒗1
𝑇𝒗1 = 𝑙𝑐1

2 𝑞̇1
2

𝒗2
𝑇𝒗2 =  [𝑙1

2 + 𝑙𝑐2
2 + 2𝑙1𝑙𝑐2cos(𝑞2)]𝑞̇1

2 + 𝑙𝑐2
2 𝑞̇2

2 + 2[𝑙1𝑙𝑐2cos(𝑞2) + 𝑙𝑐2
2 ]𝑞̇1𝑞̇2

𝐾(𝑞, 𝑞̇) =
1

2
𝑚1𝒗1

𝑇𝒗1 +
1

2
𝐼1𝑞̇2 +

1

2
𝑚2𝒗2

𝑇𝒗2 +
1

2
𝐼2[𝑞̇1

2 + 𝑞̇2]2

=
1

2
[𝑚1𝑙𝑐1

2 + 𝐼1 + 𝐼2 + 𝑚2𝑙1
2 + 𝑚2𝑙𝑐2

2 + 2𝑚2𝑙1𝑙𝑐2cos(𝑞2)]𝑞̇1
2 +

1

2
[𝐼2 + 𝑚2𝑙𝑐2

2 ]𝑞̇2
2 

+[𝑚2𝑙1𝑙2cos(𝑞2) + 𝑚2𝑙𝑐2
2 + 𝐼2]𝑞̇1𝑞̇2

𝑈(𝑞) =

𝑚1𝑔𝑙𝑐1[1 − cos(𝑞1)] + 𝑚2𝑔[(𝑙1 + 𝑙2) − (𝑙1cos(𝑞1) + 𝑙𝑐2cos(𝑞1 + 𝑞2))]

𝜏1 = [𝑚1𝑙𝑐1
2 + 𝐼1 + 𝐼2 + 𝑚2𝑙𝑐2

2 + 2𝑚2𝑙1𝑙𝑐2cos(𝑞2)]𝑞̈1 + [𝑚2𝑙1𝑙𝑐2cos(𝑞2) + 𝐼2 + 𝑚2𝑙𝑐2
2 ]𝑞̈2

+ 𝑏1𝑞̇1 −  2𝑚2𝑙1𝑙𝑐2sen(𝑞2)𝑞̇1𝑞̇2 −  𝑚2𝑙1𝑙𝑐2sen(𝑞2)𝑞̇2
2 + 𝑚1𝑔𝑙𝑐1sen(𝑞1)

+ 𝑚2𝑔(𝑙1sen(𝑞1) + 𝑙𝑐2sen(𝑞1 + 𝑞2)),

𝜏2 =  [𝑚2𝑙𝑐2
2 + 𝐼2]𝑞̈2 + [𝑚2𝑙1𝑙𝑐2cos(𝑞2) + 𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝐼2]𝑞̈1 + 𝑚2𝑙1𝑙𝑐2sen(𝑞2)𝑞̇1
2

+ 𝑚2𝑔𝑙𝑐2sen(𝑞1 + 𝑞2) + 𝑏2𝑞̇2.

𝝉 = 𝐌(𝒒)𝒒̈ + 𝐂(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇ + 𝒈(𝒒) + 𝑩𝒒̇,

𝑩𝑇 = (𝑏1, 𝑏2).

𝐌(𝒒) ∈ 𝑅2×2 

𝐌(𝒒) = [
𝑚1𝑙𝑐1

2 + 𝐼1 + 𝐼2 + 𝑚2𝑙𝑐2
2 + 2𝑚2𝑙1𝑙𝑐2cos(𝑞2) 𝑚2𝑙1𝑙𝑐2cos(𝑞2) + 𝐼2 + 𝑚2𝑙𝑐2

2

𝑚2𝑙1𝑙𝑐2cos(𝑞2) + 𝑚2𝑙𝑐2
2 + 𝐼2 𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝐼2

]



𝐂(𝒒, 𝒒̇) ∈ 𝑅2×2

𝐂(𝒒, 𝒒̇) = [
− 2𝑚2𝑙1𝑙𝑐2sen(𝑞2)𝑞̇2 − 𝑚2𝑙1𝑙𝑐2sen(𝑞2)𝑞̇2

𝑚2𝑙1𝑙𝑐2sen(𝑞2)𝑞̇1 0
]

𝒈(𝒒) ∈ 𝑅2

𝒈(𝒒) = 𝑔 [
𝑚1𝑙𝑐1sen(𝑞1) + 𝑚2(𝑙1sen(𝑞1) + 𝑙𝑐2sen(𝑞1 + 𝑞2))

𝑚2𝑙𝑐2sen(𝑞1 + 𝑞2)
]

𝒙̇ = 𝒇(𝒙)

𝑑

𝑑𝑡
[
𝑞
𝑞̇] = [

𝒒̇

𝐌−1(𝒒)[𝜏 − 𝐂(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇ − 𝐁𝒒̇ − 𝒈(𝒒)]
]

𝒒 = [𝑞1, 𝑞2]𝑇 ∈ 𝑅2

[𝑞̇1, 𝑞̇2]𝑇 ∈ 𝑅2 𝒙 = [
𝒒
𝒒̇] ∈ 𝑅4

  



𝑙𝑖−1 𝑞𝑖−1

[

𝑥𝑖

𝑦𝑖

𝑧𝑖

] = 𝒇𝑅(𝑙𝑖, 𝑙𝑖−1, 𝑙𝑐𝑖, 𝑞𝑖−1, 𝑞𝑖)

[

𝑥1

𝑦1

𝑧1

] = [
0
0
𝑙1

]                                                                                     (2.1)

[

𝑥2

𝑦2

𝑧2

] = [

𝑙𝑐2sen(𝑞2) cos(𝑞1) + 𝑤1𝑠𝑒𝑛(𝑞1)
𝑙𝑐2sen(𝑞2)sen(𝑞1) + 𝑤1𝑐𝑜𝑠(𝑞1)

𝑙1 − 𝑙𝑐2cos (𝑞2)
]



[

𝑥3

𝑦3

𝑧3

] = [

cos(𝑞1) (𝑙2 sen(𝑞2) + 𝑙𝑐3 sen(𝑞2 + 𝑞3))+(𝑤1 + 𝑤2)𝑠𝑒𝑛(𝑞1)

sen(𝑞1)(𝑙2 sen(𝑞2) + 𝑙𝑐3 sen(𝑞2 + 𝑞3)) + (𝑤1 + 𝑤2)𝑐𝑜𝑠(𝑞1)

𝑙1 − 𝑙2cos(𝑞2) − 𝑙𝑐3cos(𝑞2 + 𝑞3)

]          (2.3)

𝒗𝒊 =
𝑑

𝑑𝑡
[

𝑥𝑖

𝑦𝑖

𝑧𝑖

].                                                                                      (2.4)

𝒗𝑖
𝑇𝒗𝑖 = 𝑥̇𝑖

2 + 𝑦̇𝑖
2 + 𝑧̇𝑖

2

ℋ(𝒒, 𝒒̇) = 𝒦(𝒒, 𝒒̇) + 𝒰(𝒒)

𝒦(𝒒, 𝒒̇)

ℒ(𝒒, 𝒒̇) = 𝒦(𝒒, 𝒒̇) − 𝒰(𝒒)

𝝉𝒊 =
𝑑

𝑑𝑡
[
𝜕𝐿(𝒒𝒊, 𝒒̇𝒊)

𝜕𝒒̇𝒊 
] −

𝜕𝐿(𝒒𝒊, 𝒒̇𝒊)

𝜕𝒒𝒊 
+ 𝑏𝑖𝑞𝑖̇ + 𝑓𝑐𝑖signo(𝑞̇𝑖) + 𝑓𝑒𝑖[1 − |𝑠𝑖𝑔𝑛𝑜(𝑞̇𝑖)|]       (2.7)

𝑓𝑐 𝑓𝑒 𝑏

𝑠𝑖𝑔𝑛𝑜(𝑞̇)

𝑠𝑖𝑔𝑛𝑜(𝑞̇) = {
    1 𝑠𝑖 𝑞̇ > 0 ,
−1 𝑠𝑖 𝑞̇ > 0.

 



 

Figura 2.1: Robot manipulador de 3 GLD usado como referencia. 

 

 

Figura 2.2: Robot manipulador de 3 GDL visto de desde arriba. 





 

𝑣𝑒𝑛𝑡−𝑣1

𝑅1
=

𝑣1−𝑣𝑠𝑎𝑙

𝑍𝑟

𝑍𝑟 =
𝑅𝑟

1

𝑠𝐶𝑟

𝑅𝑟+
1

𝑠𝐶𝑟

=
𝑅𝑟

1+𝑅𝑟𝐶𝑟𝑠



𝑍𝑟

𝑅𝑟 𝐶𝑟

𝑣1 = 𝑣2 = 0

𝑣𝑒𝑛𝑡

𝑅1
= −

𝑣𝑠𝑎𝑙

𝑍𝑟

𝑣𝑠𝑎𝑙 = −
𝑅𝑟

𝑅1

1

1+𝑅𝑟𝐶𝑟𝑠
𝑣𝑒𝑛𝑡

𝑣𝑠𝑎𝑙

𝑣𝑒𝑛𝑡
= −

𝑅𝑟

𝑅1

1

1+𝑅𝑟𝐶𝑟𝑠

=  −
𝑅𝑟

𝑅1

1

1+𝑇𝑠
= −

𝑅𝑟

𝑅1

𝜔𝑐

𝑠+𝜔𝑐

𝜔𝑐

𝜔𝑐 =
1

𝑇
=

1

𝑅𝑟𝐶𝑟

𝑅𝑟

𝑅1

𝑅1 = 𝑅𝑟 = 500 Ω 𝐶𝑟 =

0.00000012 𝐹 𝐶𝑟 = 0.12 𝜇𝐹





𝑓𝐿𝑒𝑐𝑡𝑢𝑟𝑎 = 𝑓𝑠𝑒ñ𝑎𝑙_𝑚𝑎𝑥𝐶𝑐𝑙𝑜𝑐𝑘, 

𝑓𝑠𝑒ñ𝑎𝑙_𝑚𝑎𝑥

𝐶𝑐𝑙𝑜𝑐𝑘



𝐴 = 𝐵  𝑜  𝐴 ≠ 𝐵
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VALOR BINARIO (BITS)

Gráfica de Valores Voltaje-Bits



𝑣𝑜 = (
𝑅𝑥

𝑅1 + 𝑅𝑥
−

𝑅3

𝑅2 + 𝑅3
) 𝑣𝑐𝑐

𝑅𝑥 𝑅3



𝑉𝑜 = 𝐺(𝑉𝐼𝑁
+ − 𝑉𝐼𝑁

− )      𝑦    𝐺 = 1 +
50𝑘Ω

𝑅𝐺

𝑉𝑜 𝐺 𝑉𝐼𝑁
+ 𝑉𝐼𝑁

−

𝑅𝐺

Ω 𝐺 = 1000

𝑉𝐼𝑁
+ 𝑉𝐼𝑁

−



𝐹 = 𝐾(𝑉𝐿 − 𝑉𝑐) 𝐹 𝐾

𝑉𝐿 𝑉𝑐





 Masa (g) Voltaje (V) Lectura en Bits Masa Registrada (Kg) 

Taza 320 0.321 65 0.31769306 

Cilindro de aluminio 1000 1.031 210 1.02639296 

Botella con pegamento 70 0.074 15 0.07331378 

Cargador de Asus 620 0.622 127 0.62072336 

Rollo de estaño 127 0.126 25 0.12218964 

2 monedas de 1 peso 8 0.007 1 0.00488759 









𝒙, 𝒚, 𝝎, 𝝈 ∈ ℝ𝑛

𝑥𝑖 ∈  ℝ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 𝑛 ∈ 𝑁

tanh(𝒙) = [
tanh(𝑥1)

⋮
tanh(𝑥𝑛)

]

𝑉(𝒙)

𝛿𝑉(𝒙)

𝛿𝒙
𝒙

𝑑𝑉(𝒙)

𝑑𝒙

𝒙



𝑖 𝑖

𝝉

𝒒(𝑡)

𝒒̇(𝑡) 𝒒𝑑

lim
𝑡→∞

[
𝒒(𝑡)

𝒒̇(𝑡)
] = [

𝒒𝒅

0
]

𝜏

𝜏 = 𝐾𝑝𝒒̃ − 𝐾𝑣𝒒̇ + 𝒈(𝒒)



𝒒̃

𝒒𝑑 𝒒 𝐾𝑝

𝐾𝑣

𝜏 = 𝐾𝑝𝒒̃ − 𝐾𝑣𝒒̇ + 𝒈(𝒒)

𝜏 = 𝐾𝑝atan (𝒒̃) − 𝐾𝑣atan (𝒒̇) + 𝒈(𝒒)

𝜏 = 𝐾𝑝tanh (𝒒̃) − 𝐾𝑣tanh (𝒒̇) + 𝒈(𝒒)

𝑥, 𝑦, 𝑧

𝒒𝑑 ∈  ℝ𝑛

𝝌(𝒒) = 𝝌(𝒒𝒅)

𝒒𝒅

𝒒 ∈ ℝ𝑛 rango{𝐽(𝒒)} = 𝑛

𝜏 = 𝐽𝑇(𝒒)𝒇𝝌

𝒇𝝌 𝐽(𝒒) 𝜏



𝜏 = 𝐽𝑇(𝒒)𝒇𝝌

𝝌𝒅

𝝌̃ = 𝝌𝒅 − 𝝌

lim
𝑡→∞ 

[
𝜒̃
𝜒̇

] = 0 ∈  ℝ2𝑛 .

𝜏 = 𝐽𝑇(𝒒)𝒇𝝌

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝(𝝌̃) − 𝑘𝑣(𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝐽𝑇 = (
𝐽11 𝐽12 𝐽13

𝐽21 𝐽22 𝐽23

𝐽31 𝐽32 𝐽33

)

𝐽11 = −sen(𝑞1)(sen(𝑞2)𝑙2 + sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙3) + Cos(𝑞1)(𝑤1 + 𝑤2)

𝐽12 = cos(𝑞1) (sen(𝑞2)𝑙2 + sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙3) − sen(𝑞1)(𝑤1 + 𝑤2)

𝐽13 = 0

𝐽21 = cos(𝑞1) (cos(𝑞2) 𝑙2 + cos(𝑞2 + 𝑞3) 𝑙3)

𝐽22 = sen(𝑞1)(cos(𝑞2) 𝑙2 + cos(𝑞2 + 𝑞3) 𝑙3)

𝐽23 = sen(𝑞2)𝑙2 + sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙3

𝐽31 = cos(𝑞1) cos(𝑞2 + 𝑞3) 𝑙3

𝐽32 = cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(𝑞1)𝑙3

𝐽33 = sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙3

(𝝌̃) (𝝌̇)

(𝝌̃) = [
𝑥̃
𝑦̃
𝑧̃

] (𝝌̇) = [
𝑥̇
𝑦̇
𝑧̇

]

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝(𝝌̃) − 𝑘𝑣(𝝌̇) + 𝒈𝒙



𝒇𝝌 = 𝑘𝑝atan (𝝌̃) − 𝑘𝑣 atan(𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝tanh (𝝌̃) − 𝑘𝑣tanh (𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝜏 = 𝐽𝑇(𝒒)𝒇𝝌

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝(𝒇̃) − 𝑘𝑣(𝝌̇) + 𝒈𝒙 𝒇̃ = 𝒇𝒅 − 𝒇𝒆

𝒇̃ 𝒇𝒅 𝒇𝒆

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝(𝒇̃) − 𝑘𝑣(𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝atan (𝒇̃) − 𝑘𝑣 atan(𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝tanh (𝒇̃) − 𝑘𝑣tanh (𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝑭



𝝉 ∈ ℝ𝑛 𝑭 ∈ ℝ𝑚

𝑭𝑒 = 𝑲𝑑(𝝌𝑑 − 𝝌) + 𝑩𝑑(𝝌̇𝑑 − 𝝌̇) + 𝑴𝑑(𝝌̈𝑑 − 𝝌̈)

𝑀𝑑 ∈ ℝ𝑚×𝑚 𝐵𝑑 ∈ ℝ𝑚×𝑚

𝐾𝑑 ∈ ℝ𝑚×𝑚 𝑭𝑒 ≡

0 (𝝌𝒅 − 𝝌) = 0 𝝌𝒅

𝑭𝑒

𝒁𝑑

𝒁𝑑 = 𝑲𝑑 + 𝑩𝑑 + 𝑴𝑑𝑠2.

𝝌𝒅

𝝌𝒅 − 𝝌 = (𝑲 + 𝑩𝑠 + 𝑴𝑠2)−𝟏𝑭𝑒

𝑠 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑲, 𝑩 𝑴 ∈ ℝ𝑚×𝑚 > 0

(𝑲 + 𝑩𝑠 + 𝑴𝑠2)−𝟏

𝜉 ∈ ℝ𝑚

𝜉 = 𝝌̃ − 𝝌̇̃

𝝌̃ = 𝝌𝑑 − 𝝌

𝝌̇̃ = (𝑲𝑑 + 𝑩𝑑𝒔 + 𝑴𝑑𝑠2)−1𝑭𝑒

𝝉

lim
𝑡→∞ 

[
𝜉

𝜉̇
] = 0 .

𝑭𝑒 ≡ 0



𝜉̇ = 𝝌̇𝑑 − 𝝌̇ − 𝑠(𝑲𝑑 + 𝑩𝑑𝑠 + 𝑴𝑑𝑠2)−1𝑭𝑒

𝜉̈ = 𝝌̈𝑑 − 𝝌̈ − 𝑠2(𝑲𝑑 + 𝑩𝑑𝑠 + 𝑴𝑑𝑠2)−1𝑭𝑒

𝐼 ≅
𝐹(𝑡)

𝝌(𝑡)⁄

𝐹(𝑡) 𝑞(𝑡)

𝐹 = 𝑘𝝌 𝑘

𝝌

𝐼 = 𝐼𝑑 − 𝐼 ≅
𝐹𝑑(𝑡)

𝑞𝑑(𝑡)⁄ −
𝐹(𝑡)

𝑞(𝑡)⁄

𝑓𝝌 = 𝑘𝑝1(𝝌𝒅 − 𝝌) − 𝑘𝑣1𝝌̇) + 𝑢(𝑘𝑝2(𝑭𝒅 − 𝑭𝒆) − 𝑘𝑣2𝑘𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝑢

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝(𝐼) − 𝑘𝑣 (𝐼)̇ + 𝒈𝒙

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝atan (𝐼) − 𝑘𝑣 atan(𝐼)̇ + 𝒈𝒙



𝒇𝝌 = 𝑘𝑝tanh (𝐼) − 𝑘𝑣tanh (𝐼)̇ + 𝒈𝒙

𝝌𝑑 𝒒𝑑

𝝌𝑑
𝑻 = [𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖] 𝒒𝑑

𝑻 = [𝒒𝟏𝒊
, 𝒒𝟐𝒊

, 𝒒𝟑𝒊
]

https://youtu.be/_IHF2TAdgf0
https://youtu.be/RPTT7ObsIrY




𝒒𝑑 𝝌𝑑

 𝒇𝑑

𝑞̃𝑖̅

𝝌̅̃  𝒇̅

𝜏 = 𝐾𝑝𝒒̃ − 𝐾𝑣𝒒̇ + 𝒈(𝒒)

𝜏 = 𝐾𝑝atan (𝒒̃) − 𝐾𝑣atan (𝒒̇) + 𝒈(𝒒)

𝜏 = 𝐾𝑝tanh (𝒒̃) − 𝐾𝑣tanh (𝒒̇) + 𝒈(𝒒)

𝑞𝑑1, 𝑞𝑑2, 𝑞𝑑3 = 45°

𝑞̅̃1 = 1.94, 𝑞̅̃2 = 0.74, 𝑞̅̃3 = 0.56 



𝑞̅̃1 = −0.53, 𝑞̅̃2 = 0.06, 𝑞̅̃3 = −0.49 





𝑞̅̃1 = −0.21, 𝑞̅̃2 = 0.18, 𝑞̅̃3 = −0.07 

𝑘𝑝 𝑘𝑣

𝑞̃

𝑞1

𝑞2

𝑞3



𝑞̃

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞̃

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑘𝑝 𝑘𝑣



𝑘𝑝1 (0.80 ∗ 10.95)1.88𝑒−0.008∗𝑎𝑏𝑠(𝑞𝑑1)

𝑘𝑣1 0.3𝑘𝑝1

𝑘𝑝2 (0.80 ∗ 36.5)1.88𝑒−0.008∗𝑎𝑏𝑠(𝑞𝑑2)

𝑘𝑣2 0.2𝑘𝑝2

𝑘𝑝3 (0.80 ∗ 2.92)1.88𝑒−0.008∗𝑎𝑏𝑠(𝑞𝑑3)

𝑘𝑣3 0.2𝑘𝑝3

𝑘𝑝 𝑘𝑣

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝(𝝌̃) − 𝑘𝑣(𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝atan (𝝌̃) − 𝑘𝑣 atan(𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝tanh (𝝌̃) − 𝑘𝑣tanh (𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝝌𝒅
𝑻 = [0.6,0,1.0]

𝝌̅̃𝑻 = [0.08, −0.01,0.08]





𝝌̅̃𝑻 =

[0.02, −0.01,0.04]

𝑘𝑝 𝑘𝑣



𝝌̅̃𝑻 = [0.00, 0.00, 0.03]



𝑘𝑝 𝑘𝑣

𝑘𝑝 𝑘𝑣

𝝌̃

𝑋

𝑌

𝑍

𝝌̃

𝑋

𝑌

𝑍

𝝌̃

𝑋

𝑌

𝑍

𝑘𝑝 𝑘𝑣

𝑘𝑝1 100

𝑘𝑣1 50

𝑘𝑝2 60

𝑘𝑣2 20

𝑘𝑝3 15

𝑘𝑣3 3



𝒇𝝌 = 𝑘𝑝(𝒇̃) − 𝑘𝑣(𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝atan (𝒇̃) − 𝑘𝑣 atan(𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝tanh (𝒇̃) − 𝑘𝑣tanh (𝝌̇) + 𝒈𝒙

𝒇𝒅
𝑻 = [6,0,0]

𝒇̅𝑇 = [5.24,0,0]





𝒇̅𝑇 = [6.21,0,0]

𝒇̅𝑇 = [6.62,0,0]

𝑘𝑝 𝑘𝑣

𝑘𝑝 𝑘𝑣

𝑘𝑝 𝑘𝑣



𝑘𝑝 𝑘𝑣

𝑘𝑝1 25

𝑘𝑣1 4.5

𝑘𝑝2 25

𝑘𝑣2 4.5

𝑘𝑝3 9

𝑘𝑣3 5

𝑓𝑑
𝑇 = [4,0,0]

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝(𝐼) − 𝑘𝑣 (𝐼)̇ + 𝒈𝒙

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝atan (𝐼) − 𝑘𝑣 atan(𝐼)̇ + 𝒈𝒙

𝒇𝝌 = 𝑘𝑝tanh (𝐼) − 𝑘𝑣tanh (𝐼)̇ + 𝒈𝒙











𝑘𝑝 𝑘𝑣

𝑘𝑝 𝑘𝑣

𝑘𝑝1 100

𝑘𝑣1 50

𝑘𝑝2 60

𝑘𝑣2 20

𝑘𝑝3 15

𝑘𝑣3 3







. 

Parámetros del sistema robot antropomorfo de 3 GDL: 

 

𝑚1: Masa del eslabón 1. 

𝑚2: Masa del eslabón 2. 

𝑚3: Masa del eslabón 3. 

𝑙1: Longitud del primer eslabón. 

𝑙2: Longitud del segundo eslabón. 

𝑙3: Longitud del tercer eslabón. 

𝑙1𝑐: Longidut del centro de masa del primer eslabón.  

𝑙𝑐2: Longitud del centro de masa del segundo eslabón. 

𝑙𝑐3: Longitud del centro de masa del tercer eslabón. 

𝐼1: Inercia del primer eslabón. 

𝐼2: Inercia del segundo eslabón. 

𝐼3: Inercia del tercer eslabón. 

𝑔: Aceleración de la gravedad. 

𝑏1: Coeficiente de fricción viscosa. 

𝑏2: Coeficiente de fricción viscosa. 

𝑏3: Coeficiente de fricción viscosa. 

Cinemática directa 

[

𝑥1

𝑦1

𝑧1

] = [
0
0
𝑙1

]  , 



[

𝑥2

𝑦2

𝑧2

] = [

𝑤1sen(𝑞1) + 𝑙𝑐2sen(𝑞2)cos(𝑞1)

𝑤1cos(𝑞1) + 𝑙𝑐2sen(𝑞2)sen(𝑞1)

𝑙1 − 𝑙𝑐2sen(𝑞2)
]  , 

[

𝑥3

𝑦3

𝑧3

] = [

(𝑤1 + 𝑤2)sen(𝑞1) + cos(𝑞1)(𝑙2sen(𝑞2) + 𝑙𝑐3sen(𝑞2 + 𝑞3))

(𝑤1 + 𝑤2)cos(𝑞1) + sen(𝑞1)(𝑙2sen(𝑞2) + 𝑙𝑐3sen(𝑞2 + 𝑞3))

𝑙1 − 𝑙2sen(𝑞2) − 𝑙𝑐3sen(𝑞2 + 𝑞3)

] . 

Cinemática diferencial 

𝒗1 =
𝑑

𝑑𝑡
[

𝑥1

𝑦1

𝑧1

] = 0 , 

𝒗2 =
𝑑

𝑑𝑡
[

𝑥2

𝑦2

𝑧2

] = [

𝑤1 cos(𝑞1) 𝑞̇1 − 𝑙𝑐2sen(𝑞1)sen(𝑞2)𝑞̇1 + 𝑙𝑐2cos(𝑞2) cos(𝑞1) 𝑞̇2

𝑤1sen(𝑞1)𝑞̇1 + 𝑙𝑐2 cos(𝑞1) sen(𝑞2)𝑞̇1 + 𝑙𝑐2cos(𝑞2) sen(𝑞1)𝑞̇2

−𝑙𝑐2 cos(𝑞2) 𝑞̇2

] , 

𝒗𝟑 =
𝑑

𝑑𝑡
[

𝑥3

𝑦3

𝑧3

] , 

𝑑𝑥3

𝑑𝑡
=  (𝑤1 + 𝑤2) cos(𝑞1) 𝑞̇1 + 𝑙2[cos(𝑞1) cos(𝑞2) 𝑞̇2 − 𝑠𝑒𝑛(𝑞1)𝑠𝑒𝑛(𝑞2)𝑞̇1]

+ 𝑙𝑐3[cos(𝑞1) cos(𝑞2 + 𝑞3) (𝑞̇2 + 𝑞̇3) − 𝑠𝑒𝑛(𝑞1)𝑠𝑒𝑛(𝑞2 + 𝑞3)𝑞̇1], 

𝑑𝑦3

𝑑𝑡
=  (𝑤1 + 𝑤2) sen(𝑞1) 𝑞̇1 + 𝑙2[sen(𝑞1) cos(𝑞2) 𝑞̇2 + cos(𝑞1)sen(𝑞2)𝑞̇1]

+ 𝑙𝑐3[sen(𝑞1) cos(𝑞2 + 𝑞3) (𝑞̇2 + 𝑞̇3) + cos(𝑞1)sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑞̇1] , 

𝑑𝑧3

𝑑𝑡
=  −𝑙2 cos(𝑞2) 𝑞̇2 + 𝑙𝑐3 cos(𝑞2 + 𝑞3) (𝑞̇2 + 𝑞̇3), 

 

Finalmente, 

𝒗𝟐
𝑻𝒗𝟐 = 𝑤1

2𝑞̇1
2 + 𝑤1𝑞̇1𝑙𝑐2(𝑠𝑒𝑛(𝑞2)𝑞̇1 + 2 cos(𝑞2) 𝑞̇2) + 2𝑙𝑐2

2 cos2(𝑞2)𝑞̇2
2 + 𝑙𝑐2

2 𝑠𝑒𝑛2(𝑞2)𝑞̇1
2,  

𝒗𝟑
𝑻𝒗𝟑 = 𝑊2𝑞̇1

2 + 2𝑊𝑞̇1𝑙𝑐3 cos(𝑞2 + 𝑞3) (𝑞̇2 + 𝑞̇3) + 2𝑊𝑞̇1𝑙2 cos(𝑞2) 𝑞̇2 + 𝑠𝑒𝑛2(𝑞2)𝑞̇1
2

+ 𝑙2
2 cos2(𝑞2) 𝑞̇2

2 + 𝑙𝑐3
2 cos2(𝑞2 + 𝑞3)(𝑞̇2 + 𝑞̇3)2

+ 2𝑙2𝑠𝑒𝑛(𝑞2)𝑞̇1
2𝑙𝑐3𝑠𝑒𝑛(𝑞2 + 𝑞3).  

 

Modelo de energía 

𝐾1(𝑞, 𝑞̇) =
1

2
𝐼1𝑞1

2 

𝐾2(𝑞, 𝑞̇) =
1

2
𝐼2(𝑞1̇ + 𝑞2̇)2 +

1

2
𝑚2((𝑤1

2 + sen(𝑞2)𝑙c2(−2𝑤1sen(2𝑞1) + sen(𝑞2)𝑙c2))𝑞1̇
2

+ 2w1cos (2𝑞1)cos (𝑞2)𝑙c2𝑞1̇𝑞2̇ + 𝑙c2
2 𝑞2̇

2) 



𝐾3(𝑞, 𝑞̇) =
1

2
𝐼3(𝑞1̇ + 𝑞2̇ + 𝑞3̇)2 +

1

2
𝑚3((𝑤1

2 + 𝑤2
2 + (sen(𝑞2̇)𝑙2 + sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3)(−2(𝑤1

+ 𝑤2
2)sen(2𝑞1) + sen(𝑞2)𝑙2 + sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3))𝑞1̇

2 + 𝑙2
2𝑞2̇

2

+ 2cos(𝑞3)𝑙2𝑙c3𝑞2̇(𝑞2̇ + 𝑞3̇) + 𝑙c3
2 (𝑞2̇ + 𝑞3̇)2 + 2(𝑤1

+ w2)cos (2𝑞1)𝑞1̇(cos (𝑞2)𝑙2𝑞2̇ + cos (𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3(𝑞2̇ + 𝑞3̇))) 

𝑈1(𝑞) = 𝑚1𝑔𝑙𝑐1 

𝑈2(𝑞) = 𝑚2𝑔[𝑙1 − 𝑙𝑐2 cos(𝑞2)] 

𝑈3(𝑞) = 𝑚3𝑔[𝑙1 − 𝑙2 cos(𝑞2) − 𝑙𝑐3 cos(𝑞2 + 𝑞3)] 

𝑈(𝒒) = 𝑚1𝑔𝑙𝑐1 + 𝑚2𝑔[𝑙1 − 𝑙𝑐2 cos(𝑞2)] + 𝑚3𝑔[𝑙1 − 𝑙2 cos(𝑞2) − 𝑙𝑐3 cos(𝑞2 + 𝑞3)] 

ℒ = −𝑔𝑙1𝑙c1𝑚1 − 𝑔𝑙c2(𝑙1 − cos (𝑞2)𝑙c2)𝑚2 − 𝑔𝑙c3(𝑙1 − cos (𝑞2)𝑙2 − cos (𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3)𝑚3

+
1

2
𝐼1𝑞̇1

2 +
1

2
𝐼2(𝑞̇1 + 𝑞̇2)2 +

1

2
𝑚2((sen(𝑞2)2 𝑙c2

2 − 2sen(2𝑞1)sen(𝑞2)𝑙c2𝑤1

+ 𝑤1
2)𝑞̇1

2 + 2cos (2𝑞1)cos (𝑞2)𝑙c2𝑤1𝑞̇1𝑞̇2 + 𝑙c2
2 𝑞̇2

2) +
1

2
𝐼3(𝑞̇1 + 𝑞̇2 + 𝑞̇3)2

+
1

2
𝑚3((𝑤1 + 𝑤2)2𝑞̇1

2 + 𝑙2
2(sen(𝑞2)2𝑞̇1

2 + 𝑞̇1
2) + 𝑙c3(𝑤1

+ 𝑤2)𝑞̇1(−2sen(2𝑞1)sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑞̇1 + 2cos (2𝑞1)cos (𝑞2 + 𝑞3)(𝑞̇2 + 𝑞̇3))

+ 𝑙c3
2 (sen(𝑞2 + 𝑞3)2𝑞̇1

2 + (𝑞̇2 + 𝑞̇3)2) + 2𝑙2(−(𝑤1

+ 𝑤2)𝑞̇1(sen(2𝑞1)sen(𝑞2)𝑞̇1 − cos(2𝑞1) cos (𝑞2)𝑞̇2) + 𝑙c3(sin(𝑞2) sin (𝑞2

+ 𝑞3)𝑞̇1
2 + cos (𝑞3)𝑞̇2(𝑞̇2 + 𝑞̇3)))) 

 

Ecuaciones de movimiento 



𝜏1 = −
1

2
𝑚2(−4cos(2𝑞1)sen(𝑞2)𝑙c2𝑤1𝑞̇1

2 − 4 cos(𝑞2) sen(2𝑞1)𝑙c2𝑤1𝑞̇1𝑞̇2)

−
1

2
𝑚3(−2𝑙2(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇(2 cos(2𝑞1) sen(𝑞2)𝑞̇1 + 2 cos(𝑞2) sen(2𝑞1)𝑞2̇)

+ 𝑙c3(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇(−4 cos(2𝑞1) sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑞1̇ − 4 cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(2𝑞1)(𝑞̇2

+ q3̇))) + 𝐼1𝑞1̈ + 𝐼2(𝑞1̈ + 𝑞2̈) +
1

2
𝑚2(−4 cos(𝑞2) sen(2𝑞1)𝑙c2𝑤1𝑞1̇𝑞2̇

− 2 cos(2𝑞1) sen(𝑞2)𝑙c2𝑤1𝑞2
2̇ + 2𝑞1̇(−4 cos(2𝑞1) sen(𝑞2)𝑙c2𝑤1𝑞1̇

+ 2 cos(𝑞2) sen(𝑞2)𝑙c2
2 𝑞2̇ − 2 cos(𝑞2) sen(2𝑞1)𝑙c2𝑤1𝑞2̇)

+ 2(sen(𝑞2)2𝑙c2
2 − 2sen(2𝑞1)sen(𝑞2)𝑙c2𝑤1 + 𝑤1

2)𝑞1̈

+ 2 cos(2𝑞1) cos(𝑞2) 𝑙c2𝑤1q2̈) + 𝐼3(𝑞1̈ + 𝑞2̈ + 𝑞3̈)

+
1

2
𝑚3(−4 cos(2𝑞1) sen(𝑞2) + 𝑞3)𝑙c3(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇

2 + 4 cos(𝑞2) sen(𝑞2)𝑙2
2𝑞1̇𝑞2̇

+ 4 cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3
2 𝑞1̇(𝑞2̇ + 𝑞3̇)

− 2 cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(2𝑞1)𝑙c3(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇(𝑞3̇ + 𝑞3̇) + 2sen(𝑞2)2𝑙2
2𝑞1̈

+ 2sen(𝑞2 + 𝑞3)2𝑙c3
2 𝑞1̈ − 2sen(2𝑞1)sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̈

+ 2(𝑤1 + 𝑤2)2𝑞1̈ + 2𝑙2(−2 cos(2𝑞1) sen(𝑞2)(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇
2 + 2 cos(𝑞2) sen(𝑞2

+ 𝑞3)𝑙c3𝑞1̇𝑞2̇ − cos(𝑞2) sen(2𝑞1[𝑡]](𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇𝑞2̇

+ 2 cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(𝑞2)𝑙c3𝑞1̇(𝑞2̇ + 𝑞3̇) + 2sen(𝑞2)sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3𝑞1̈)

− sen(2𝑞1)sen(𝑞2)(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̈ − (𝑤1 + 𝑤2)(2 cos(2𝑞1) sen(𝑞2)𝑞1̇
2

+ 3 cos(𝑞2) sen(2𝑞1)𝑞1̇𝑞2̇ + cos(2𝑞1) sen(𝑞2)𝑞2̇
2 + sen(2𝑞1)sen(𝑞2)𝑞1̈

− cos(2𝑞1) cos(𝑞2) 𝑞2̈)) + 𝑙c3(𝑤1 + 𝑤2)(−4 cos(2𝑞1) sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑞1̇
2

− 6 cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(2𝑞1)𝑞1̇(𝑞2̇ + 𝑞3̇) − 2 cos(2𝑞1) sen(𝑞2 + 𝑞3)(𝑞2̇ + 𝑞3̇)2

− 2sen(2𝑞1)sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑞1̈ + 2 cos(2𝑞1) cos (𝑞2 + 𝑞3)(𝑞2̈ + 𝑞3̈)))

+ Sign(𝑞1̇)𝑓c1 + (1 − Abs[Sign[𝑞1̇]])𝑓e1 + 𝑏1𝑞1̇ 

 



𝜏2 = 𝑔sen(𝑞2)𝑙c2
2 𝑚2 + 𝑔𝑙c3(sen(𝑞2)𝑙2 + sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3)𝑚3 −

1

2
𝑚2((2 cos(𝑞2) sen(𝑞2)𝑙c2

2

− 2 cos(𝑞2) sen(2𝑞1)𝑙c2𝑤1)𝑞1̇
2 − 2 cos(2𝑞1) sen(𝑞2)𝑙c2𝑤1𝑞1̇𝑞2̇)

−
1

2
𝑚3(2 cos(𝑞2) sen(𝑞2)𝑙2

2𝑞1̇
2 + 2 cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3

2 𝑞1̇
2

+ 2𝑙2(𝑙c3(cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(𝑞2)𝑞1̇
2 + cos(𝑞2) sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑞1̇

2) − (𝑤1

+ 𝑤2)𝑞1̇(cos(𝑞2) sen(2𝑞1)𝑞1̇ + cos(2𝑞1) sen(𝑞2)𝑞2̇)) + 𝑙c3(𝑤1

+ 𝑤2)𝑞1̇(−2 cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(2𝑞1)𝑞1̇ − 2 cos(2𝑞1) sen(𝑞2 + 𝑞3)(𝑞2̇ + 𝑞3̇)))

+ 𝐼3(𝑞1̈ + 𝑞2̈) +
1

2
𝑚2(−4 cos(𝑞2) sen(2𝑞1)𝑙c2𝑤1𝑞1̇

2

− 2 cos(2𝑞1) sen(𝑞2)𝑙c2𝑤1𝑞1̇𝑞2̇ + 2 cos(2𝑞1) cos(𝑞2) 𝑙c2𝑤1𝑞1̈ + 2𝑙c2
2 𝑞2̈) + 𝐼3(𝑞1̈

+ 𝑞2̈ + 𝑞3̈) +
1

2
𝑚3(−4 cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(2𝑞1)𝑙c3(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇

2

− 2 cos(2𝑞1) sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇(𝑞2̇ + 𝑞3̇)

+ 2 cos(2𝑞1) cos(𝑞2 + 𝑞3) 𝑙c3(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̈ + 2𝑙2
2𝑞2̈ + 2𝑙c3

2 (𝑞2̈ + 𝑞3̈)

+ 2𝑙2(−2 cos(𝑞2) sen(2𝑞1)(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇
2 − cos(2𝑞1) sen(𝑞2)(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇𝑞2̇

+ cos(2𝑞1) cos(𝑞2) (𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̈ + 𝑙c3(−sen(𝑞3)𝑞2̇𝑞3̇ − sen(𝑞3)𝑞3̇(𝑞2̇ + 𝑞3̇)

+ cos(𝑞3) 𝑞2̈ + cos (𝑞3)(𝑞2̈ + 𝑞3̈)))) + Sign(𝑞2̇)𝑓c2 + (1 − Abs[Sign[𝑞2̇]])𝑓e2

+ 𝑏2𝑞2̇ 

𝜏3 = 𝑔sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3
2 𝑚3 −

1

2
𝑚3(2 cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3

2 𝑞1̇
2 + 𝑙c3(𝑤1

+ 𝑤2)𝑞1̇(−2 cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(2𝑞1)𝑞1̇ − 2 cos(2𝑞1) sen(𝑞2 + 𝑞3)(𝑞2̇ + 𝑞3̇))

+ 2𝑙2𝑙c3(cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(𝑞2)𝑞1̇
2 − sen(𝑞3)𝑞2̇(𝑞2̇ + 𝑞3̇))) + 𝐼3(𝑞1̈ + 𝑞2̈ + 𝑞3̈)

+
1

2
𝑚3(−4 cos(𝑞2 + 𝑞3) sen(2𝑞1)𝑙c3(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇

2 − 2sen(𝑞3)𝑙2𝑙c3𝑞2̇𝑞3̇

− 2 cos(2𝑞1) sen(𝑞2 + 𝑞3)𝑙c3(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̇(𝑞2̇ + 𝑞3̇)

+ 2 cos(2𝑞1) cos(𝑞2 + 𝑞3) 𝑙c3(𝑤1 + 𝑤2)𝑞1̈ + 2 cos(𝑞3) 𝑙2𝑙c3𝑞2̈ + 2𝑙c3
2 (𝑞2̈ + 𝑞3̈))

+ Sign(𝑞3̇)𝑓c3 + (1 − Abs[Sign[𝑞3̇]])𝑓e3 + 𝑏3𝑞3̇ 

 

 

 

 

  



 

 

Figura 2.1: Ejemplo de Servo Driver ocupados por un motor de transmisión directa [24]. 

 



 

 

Figura 2.2: Esquema general de los motores de transmisión directa, donde lo que se debe notar es la presencia de la 

etiqueta donde se encuentra el número de serie (Label) [24].  

Torque Máximo - 15Nm. 

Velocidad nominal -  2 PRM. 

Tipo de encoder – Incremental / Pulso. 

Frecuencia máxima del encoder – 3 MHz. 



 

Pin No. Nombre  de la Señal Definición 

1 FG Terminal de Tierra 

2 RxD Terminal RxD comunicación unilateral 

3 TxD Terminal TXD comunicación unilateral 

4 A Rx (+) Terminal multicomunicación 

5 Y Tx (+) Terminal multicomunicación 

6 485SW Condición "busy" 

7 TRMP Terminador de comunicación 

8 CN1SW Condición "busy" 

9  +5V Voltaje positivo 

10 SG/LG Señal de tierra 

11 B Rx (-) Terminal multicomunicación 

12 Z Tx (-) Terminal multicomunicación 

13 SG/LG Señal de tierra 

14 TRHN Terminador de comunicación 

15 SG/LG Señal de tierra 
Tabla 2.1: Tabla con el mapeo de pines del conector CN1. 

 

Figura 2.3: Conexiones PC-CN1. 



Pin No. 

Nombre de 

la señal Color Marca Definición Comentario 

1 COMP1 BLANCO AZUL-NEGRO 3 Voltaje + 

Entrada de voltaje 2 DO_0 NARANJA AZUL-NEGRO 1 Voltaje -  

3 DO_1 NARANJA ROJO 1 I/O 

Salidas de funciones 

4 DO_2 GRIS ROJO 1 I/O 

5 DO_3 BLANCO ROJO 1 I/O 

6 DO_3 AMARILLO ROJO 1 I/O 

7 DO_4 ROSA ROJO 1 I/O 

8 DO_5 NARANJA ROJO 2 I/O 

9 UA_OUT+ GRIS ROJO 2 Pulso de posición + 

Seleccionar tipo de pulso 

"UP-DOWN" o "A-B" 

10 UA_OUT- GRIS AZUL 2 Pulso de posición - 

11 DB_OUT+ BLANCO ROJO 2 Pulso de posición + 

12 DB_OUT- BLANCO AZUL 2 Pulso de posición - 

13 Z_OUT+ AMARILLO ROJO 2 Pulso Z+ 

Salidas de pulzo z 14 Z_OUT- AMARILLO AZUL O NEGRO 2 Pulso Z- 

15 PUA_IN+ ROSA ROJO 2 Comando de pulso + 

Seleccionar tipo de pulso 

"PLS-Sing" o "A-B" 

16 PUA_IN- ROSA AZUL 2 Comando de pulso - 

17 SDB_IN+ NARANJA RED 3 Comando de pulso + 

18 SDB_IN- NARANJA BLU3 3 Comando de pulso - 

19 DI_0 GRIS ROJO 3 I/O 

Entradas de funciones 

20 DI_1 BLANCO ROJO 3 I/O 

21 DI_2 AMARILLO ROJO 3 I/O 

22 DI_3 ROSA ROJO 3 I/O 

23 DI_4 NARANJA ROJO 4 I/O 

24 DI_5 GRIS ROJO 4 I/O 

25 DI_6 BLANCO ROJO 4 I/O 

26 DI_7 AMARILLO ROJO 4 I/O 

27 DI_8 ROSA ROJO 4 I/O 

28 DI_9 NARANJA 

LINEA 

CONTINUA I/O 

29 DI_10 GRIS 

LINEA 

CONTINUA I/O 

30 DI_11 BLANCO 

LINEA 

CONTINUA I/O 

33 ASUB_IN+ AMARILLO 

LINEA 

CONTINUA Entrada Analógica + 

Entrada de ejecución de 

fuerza/torque limite 34 ASUB_IN- AMARILLO 

LINEA 

CONTINUA Entrada Analógica - 

35 ACMD_IN+ ROSA 

LINEA 

CONTINUA Entrada Analógica comando 

Entrada de velocidad o 

torque/fuerza 36 ACMD_IN- ROSA 

LINEA 

CONTINUA Entrada Analógica comando 

Tabla 2.2: Tabla de pines del cable CN4. 



 En la Figura 2.4 se muestran las 

terminales de entrada y salida del modelo de driver GIII.

 

Figura 2.4: Vista general del Servo Driver en donde se muestran todas las terminales de entrada y salida [24]. 

 



 

Figura 2.5: Configuración recomendada para propósitos de pruebas [24]. 

 

 



 

Figura 2.6: Indicador de no errores del servo [24]. 

 

 



 

Figura 2.7: Vista general del software para programar el Driver [24]. 



 

Figura 2.8: Pasos para la operación “Auto Tuning Operation”[24]. 

 

Figura 2.9: Operación Jog para probar la funcionabilidad del motor[24]. 

 

 



 

𝑓𝐿𝑒𝑐𝑡𝑢𝑟𝑎 = 𝑓𝑠𝑒ñ𝑎𝑙_𝑚𝑎𝑥 ∗ 𝐶𝑐𝑙𝑜𝑐𝑘

𝑓𝑠𝑒ñ𝑎𝑙_𝑚𝑎𝑥



𝐶𝑐𝑙𝑜𝑐𝑘

 

Figura 2.10: Estados encontrados en el encoder de cuadratura. 





 

Figura 2.12: Diagrama general de conexiones para el puerto CN4 del servo driver [24]. 
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𝑞̃ 𝑞𝑑𝑒𝑠 𝑞

𝑞̇ =
𝑞−𝑞𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟

0.05

𝑞̇ 𝑞𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑞

𝜏 =
𝑚𝑔𝑙𝑐𝑆𝑒𝑛(𝑞)

𝑘
+𝑘𝑝𝑞̃ − 𝑘𝑣𝑞̇ 

± 135°, ±90° 𝑦 ± 45°









𝑞 = 45° 2.56°

𝑞 = 45°



𝑞 = −45° −3.45°

𝑞 = −45°



𝑞 = 90° 1.11°

𝑞 = 90°



𝑞 = −90° −0.84°

𝑞 = −90°



𝑞 = 135° 6.8°

𝑞 = 135°



𝑞 = −135° −8.5°

𝑞 = −135°

𝐾𝑝

𝐾𝑣
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http://arduino.cc/en/Main/HomePage
http://arduino.cc/en/Main/ArduinoBoardMega2560


  



 

 


