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Resumen

El estudio de la naturaleza vectorial de la luz inicia con las ecuaciones de
Maxwell que describen completamente la propagacidn y extension espacial de
ondas electromagnéticas en el espacio libre y en cualquier medio, en este campo
se describe el fendmeno de polarizacién de la luz usando el tratamiento clasico y
los parametros de Stokes, cuya descripcion se enfoca en la esfera de Poincare
como el espacio natural de polarizacion y proporciona una vista geométrica de la
transformacion de la luz polarizada cuando interactia con dispositivos 6pticos (y
con la materia) en términos de rotaciones. En este trabajo se analiza la transicion
de la descripcién de la luz considerandola como un sistema cuantico, asi mismo el
objetivo principal de esta tesis es caracterizar la mediciéon cuantica débil de la
polarizacion de fotones y examinar la interpretacion del valor débil de la
medicion, sus implicaciones fisicas y aplicaciones mas importantes.

Asi mismo en este trabajo se describe la interaccion de fotones individuales con
la configuracién experimental de un circuito cuantico de enredamiento no
determinista con el esquema de un interferémetro de Mach—Zehnder que mide el
estado de polarizacion de fotones y bajo ciertas condiciones de debilidad en la
medicion los resultados definen el valor débil de la polarizacién de un conjunto
de estados preseleccionados y post seleccionados. La funcién de onda del estado
final es una herramienta sumamente util que nos permitié calcular las
probabilidades de cada resultado de medicién y el valor débil de la polarizaciéon

en la base (H — V) cuyo resultado es \/i este valor claramente esta fuera del

conjunto de eigenvalores (*1) del observable de polarizacién, resultado
controvertido y muy util para la amplificacion de sefiales. Finalmente, estudiamos
el error y la perturbaciéon de la medicion bajo la descripcion de Ozawa y utilizando
el valor débil de la distribucion de probabilidad conjunta de medicion. Mostramos
la violacidn a la relacién de error—perturbacion de Heisenberg y la validez de las
relaciones de error—perturbaciéon de Ozawa y otras relaciones propuestas
recientemente. También analizamos la compensaciéon 6ptima entre el error
inducido por el dispositivo de medicidn y la perturbacion de la interaccion de la
medicion con el sistema cuantico. Existe suficiente acumulacion de resultados y
evidencia experimental para pensar que la mediciéon cudntica, de incluso el
sistema mas simple, ain no ha sido entendida completamente y, parad6jicamente,
a su vez se han logrado grandes avances en el dominio practico en una gran
variedad de fendmenos en Mecanica Cuantica, como la generaciéon de estados
gatos de Schrodinger, el entrelazamiento, las compuertas 16gico—cudanticas para
el procesamiento de Informacién Cuantica, Teleportaciéon Cuantica, entre otros.



Introduccion

La historia del estudio de la polarizacién de la luz es parte integral en el
desarrollo de la 6ptica y a su vez juega un rol central en la historia del desarrollo
de la fisica, en el dominio de la 6ptica clasica se incluyen todos los fenémenos que
pueden ser entendidos e interpretados sobre bases de teorias clasicas
ondulatorias y corpusculares. El conflicto entre las visiones acerca de la esencia
de la luz entre onda o particula se reconcilio con el establecimiento de la teoria
cuantica, con su introducciéon a la idea de que todas las excitaciones tienen
simultdneamente ambos: comportamiento ondulatorio y comportamiento de
particula [1]. La idea maravillosa de la mecanica cuantica es que estos puntos de
vista aparentemente contradictorios, la emisién y deteccion localizada como una
particula y la propagacion deslocalizada como un campo, ambas pueden coexistir.
La demostracion de este comportamiento dual ha sido un gran logro [6]. La luz ha
demostrado ser un excelente laboratorio para la investigaciéon en teoria cuantica
y también es el caso del fenémeno de polarizacion de la luz. La medicién de los
estados de polarizacibn de fotones es una parte fundamental para el
procesamiento de Informacién Cuantica.

;Qué es el fotén?

En electrodindamica cuantica el fotén es introducido como la unidad de excitaciéon
asociada a modos cuantizados de la radiacion del campo electromagnético. Cada
modo de campo tiene asociados estados de energia como el de un oscilador
armonicoy el estado de excitacion de un modo se dice que es el nimero de fotones
en el modo [1]. En este concepto los fotones estan distribuidos a lo largo del modo
y no existen en un lugar especifico, ellos son una propiedad del modo completo,
entonces el concepto de fotén es introducido en la discusion como una
consecuencia natural del proceso de cuantizar correctamente el campo
electromagnético dentro de una cavidad cerrada o en un sistema 6ptico abierto.
Una descripcidn detallada de la naturaleza del foton comienza con el campo
electromagnético dentro de un resonador dptico cerrado, o en una cavidad
perfectamente reflejante, las excitaciones del campo electromagnético en la
cavidad estan limitadas por un conjunto infinito de modos espaciales discretos
determinados por las condiciones de frontera de la cavidad en las paredes [1]. Las
variaciones espaciales permitidas del campo electromagnético de la onda
estacionaria en la cavidad son las mismas tanto como para la teoria clasica como
para la teoria cuantica. Sin embargo, la dependencia temporal de cada modo esta
gobernada por la ecuacion de movimiento de un oscilador armdnico, cuyas
soluciones toman diferentes formas en la teoria clasica y cuantica. A diferencia de

su contraparte clasica, un oscilador arménico cuantico con frecuencia w puede
ser excitado solamente por energias que sean multiplos enteros de 7 w o cuantos.

Los operadores @; son los operadores de destruccion del fotén para el oscilador
armonico, esencialmente representan las amplitudes de los campos
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electromagnéticos cudnticos, entonces con baja resolucién el transporte de
energia, momento, y momento angular pasan por continuo, pero bajo suficiente
resolucion se rompe el transporte de energia en discretos saltos o cuantos, estos
cuantos libres de luz proporcionan un exacto y perfecto oscilador armdnico [14].

Los operadores Ex’y, Bx’y y cualquier combinacién lineal de ellos con

coeficientes reales, son llamados cuadraturas de campo y son formalmente
equivalentes a la posicion y el momento de una particula en dos dimensiones [14].
No podemos describir completamente a los fotones usando las ecuaciones de
Maxwell entonces debemos describirlos usando sus estados cuanticos [5] [13], el
estado de un sistema cudntico se refiere a un objeto matematico que nos permite
calcular inequivocamente todas las probabilidades de los resultados de todas las
posibles mediciones en sistemas que han pasado por un procedimiento de
preparacion de estados, en el andlisis de la transicién de la descripcién de la luz
usando estados cuanticos se considera que el estado de polarizaciéon de un fotén
puede ser tratado como un qubit en un espacio de Hilbert de dos dimensiones, con
un estado base y otro excitado [8].

Esta tesis se divide en 6 Capitulos, comienza con una descripcién clasica de la
polarizacion. El formalismo matematico para definir los parametros de Stokes y
la representacion de estados de polarizacién de fotones sobre la esfera de
Poincaré como el espacio natural de polarizacién que proporciona una visién
geométrica de la luz cuando interactda con dispositivos 6pticos en términos de
rotaciones. Este enfoque se justifica para proporcionar una base claray elementos
suficientes para las siguientes discusiones. El siguiente Capitulo se centra en el
estudio de la transicion de la descripcidon cuantica de la polarizacion y la
descripcion de los postulados de la mecanica cuantica. El Capitulo 3 se enfoca en
el tema de mediciones cuanticas, se introduce el formalismo de mediciones
generalizadas y las nociones de fuerza de medicion, ademas, se discuten
detalladamente los procesos de medicién cudntica para poder definir las
mediciones débiles, estudiando el ejemplo del spin 1/2 y la polarizaciéon de
fotones. Se concluye el capitulo con una la descripcién del principio de operacion
del proceso de tomografia de estados cudnticos, una de las aplicaciones mas
importantes de las mediciones débiles. El Capitulo 4 esta enfocado en analizar las
relaciones de incertidumbre error—perturbacién en mediciones cuanticas, desde
la derivaciéon de la relacién de Heisenberg y sus limitaciones, se introduce la
formulacion del error y de la perturbacion en mediciones cuanticas. Analizamos
las relaciones de error—perturbacién propuestas por Ozawa y por Branciard para
después discutir el analisis de Busch que considera un dispositivo de medicion
donde el error y la perturbacién de la medicion son independientes del estado. El
Capitulo 5 puede considerarse como la parte central de la tesis, ya que contiene
las definiciones mas importantes y relevantes en el campo de los valores débiles
como su significado fisico, ademas, bajo el concepto de simetria temporal en
Mecanica Cuantica se estudia el formalismo matematico del vector de dos estados
y se presenta una interpretacion estrictamente operativa del valor débil de un
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observable arbitrario. Se analiza la interpretacion de la preseleccion y post
seleccidn de estados cuanticos. Al final del capitulo se demuestra el concepto de
la energia débil de un sistema cuantico. Finalmente, en el Capitulo 6 se analiza
detalladamente los resultados de la interacciéon de fotones individuales en un
esquema de divisor de haz de polarizacion variable (VPBS) propuesto por Keiichi
Edamatsu en 2016, se determina el estado final y se calcula el valor el valor débil

de polarizacién cuyo valor V2 no pertenece al conjunto de eigenvalores del
observable.
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Capitulo 1.

Descripcion clasica de la

Polarizacion.
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Las ecuaciones de Maxwell describen completamente la propagacion y
extension espacial de ondas electromagnéticas en el espacio libre y en cualquier
medio, dadas por las siguientes expresiones:

VX B = —ho g HE O, VXHED = &3 EG0),
(1.1)
V-ERt)=0, V-H®t) =0.

La ecuacién de onda para el campo eléctrico se deriva tomando de la ecuacién
(1.1) el rotacional de la ley de Faraday, sustituyéndola en la ley de Ampere y

d
reordenando la derivada temporal 5 due ademas conmuta con el operador V,

tenemos:

2

= 0
VxVxE = —,uosoﬁE, (1.2)
Aplicando la identidad vectoriali V X VxA=V(V-A) —V?A. Y
reconociendo qué de la ley de Gauss para campo eléctrico qué dice que la
divergencia del campo eléctrico es cero en ausencia de densidad de carga

tenemos:
2 = e, S E
V“E = popsg, 5z L (1.3)
La ecuacion de onda es, por otro lado, invariante ante rotaciones espaciales y
temporales. Ademas, la ecuacién de onda es lineal:

— — az — -
V2(Ey + E2) = Mogo 55 (E1 + Ey). (1.4)

El estudio de la naturaleza vectorial de la luz ha demostrado que una onda
electromagneética plana es una solucion a las ecuaciones de Maxwell en el espacio
libre y tiene una relacion de velocidad de fase y longitud de onda,

E@®t) = E, cos(ﬁ F— wt+ ¢). (1.5)

Esta descripcion clasica se centra en la evolucion del campo eléctrico en el plano
perpendicular a la direccidn de propagacion del campo. El movimiento del campo
eléctrico en este plano gobierna la polarizacion de la onda [13]. La polarizacién se
introduce como una elipse descrita en el tiempo que forma el punto final del
campo eléctrico real de una onda armoénica. Una elipse definida representa la
polarizaciéon completa, mientras que una polarizacién parcial surge por la
sucesion rapida y aleatoria de elipses mas o menos diferentes. Asumiendo que la

onda se propaga en la direccién Z, el vector de onda esta dado por: kK = k ﬁz.
k — 2_7T — ﬂ _ @ 1.6
=TT 7 T (1.6)
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El campo eléctrico puede escribirse como:

E = E.fi, + E,Q,,

donde las magnitudes relativas de cada componente son:

Ey = Eox cos(kz —wt) y E, = Ey, cos(kz—wt + ¢). (1.8)

(1.7)

La polarizacién de la onda estd determinada por estas magnitudes relativas EX,Ey

y por el cambio de fase .
EX — onei(kz—wt) y Ey — Eoyei(kZ_Wt+¢). (1.9)
Entonces el campo eléctrico total es:
E = Egeel®* WO 7, 4 E elkewte) g, (1.10)

1
dénde la amplitud del campo E es: E, = [ng + Egy]z,

— . _ E —~ E . —~
y en términos de la amplitud: E = Eoel(kZ wt) [ﬁ uy + % el® uy].
0 0
(1.11)

> Eox —~ Eoy ¢ ~
Definimos el vector de polarizacién: € = [ % uy + E_y el® Uy ], (1.12)
0 0
para reescribir el vector de campo eléctrico en términos del vector de

polarizacion:
E = Eyelke-wd g (1.13)
1.1Polarizacion lineal

Considerando el caso especial de cambio de fase igual a cero (¢ = 0) entre
las componentes del campo X y Y, en este caso el vector de polarizacion es real:

- EOX -~ EOy - ]
=| =— — 1.14
€ £, uy + B, uy |, (1.14)

este vector describe una linea que forma un angulo 6, con respecto al eje X.

0 =tan?! [h : (1.15)

EOX

Dado que el vector de polarizacién apunta a lo largo de una linea, se dice que el
campo esta linealmente polarizado, oscila siempre en el mismo plano.

15



Figura 1. Polarizacion lineal. Representacion de una onda linealmente
polarizada propagandose en la direccion Z. Se puede observar muy bien
las oscilaciones del campo.

1.2 Polarizacién Circular

Otro caso de particular interés ocurre cuando las dos ondas tienen la misma

E
amplitud, es decir ( Eqx = Eqy = \/_% )y = g
s 2 1n, o2
El vector de polarizacion es entonces: € = NG (1 + 1 ]), (1.16)

pero necesitamos la parte real, sin embargo, el vector de polarizacién es constante
en el tiempo y en el espacio

_ Eo _ A
E.(z,t) = ﬁcos(kz wt) 1, (1.17)
E,(zt) = %cos (kz — wt+ E)T = _TEZOsen(kz —wt)], (1.18)
E(z,t) = j—; [ cos(kz —wt)i —sen(kz — wt) ] . (1.19)

Para examinar como oscilan los campos en el tiempo, en un plano perpendicular
ala direccién de propagacién hacemos Z = 0,

E.(0,t) = %cos(—wt)i = %cos(wt) i, (1.20)
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t=T/4
t=3T/8 t=T/8

{=5T/8 t=7T/8
t=3T/4

Figura 2. Polarizacion circular. La direccion del vector de campo eléctrico
para diferentes tiempos de una onda con polarizacién circular izquierda
que se propaga hacia adentro de la proyeccion.

_ “Eo —wi)] = Eo i
E,(0,t) = 5 sen(—wt)] = ﬁsen(wt)], (1.21)

- - - % EO
la amplitud escalar de E es (E . E) = 77 +una constante, pero la direccién de
E varia en el tiempo, de hecho, est4 rotando a una frecuencia angular w y a un

2
periodo T = =
w

El vector de campo eléctrico gira alrededor de un eje paralelo al vector de onda,
que indica la direccién de propagacion del haz, definida como:

E

E(0,t)= \/% [ cos(wt) T +sen(wt)] ], (1.22)

17



Figura 3. llustracion de una onda con polarizacién circular izquierda que
se propaga en direccion—7Z, por M. Beck (2012) [13].

1.3 Polarizacidn Eliptica
Recordando la ec. (1.7) E= E,u, + E i, b=y — P«

y ec. (8) Ey=Epcos(kz—wt) y E; = Eqycos(kz —wt+ ),
tenemos:

Ex

- = cos(kz — wt), (1.23)

0x

18



y considerando la identidad COS(Q)2 + Sen(H)2 = 1, obtenemos para la ec.

1
2\ /2
(1.23) qué, sen(kz — wt) = (1 — k] ) , por otro lado,

Eox
E
E—y = cos(kz —wt+ ¢) = cos(kz — wt) cos (D)
Oy
—sen(kz — wt) sen( ¢), (1.24)
Luego, reordenando obtenemos la expresion general de polarizacion eliptica,
E
=y _Ix cos(¢p) = —sen(kz — wt) sen( §), (1.25)
Eoy  Eox
Ey E 2 Ex \? )
(— — —Xcos(q))) = <1 — (—X) ) sen“(¢), (1.26)
Eoy  Eox Eox
2 (E,\? E
(E—X) + (—y) -2 (k) (—y) cos(¢p) = sen?(¢). (1.27)
Eox Eoy Eox/ \Eoy

1.4 Matriz de Rotaciéon

Para rotar vectores un angulo l,b, la matriz de rotacion en dos dimensiones es:

E'v\ ( cosy sen 1,0) (Ex) 1,28
E', —senp cosyp/\E,) '
asi las coordenadas (x’, y’) del punto (%, y) después de la rotacion son:

E'y = Excosy + E, sen, (1.29)

E'y = —Eysen + E,, cos . (1.30)

A

y
| 3
|1_.'J,
'
X

Figura 4. Rotacion de un vector con un angulo ¥ en sentido antihorario.
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b v

Y =

\
-

-

Figura 5. Comparacién de los parametros de la elipse de polarizacién resuelta en dos
sistemas de coordenadas. @) Las amplitudes Ex, y marcan las proyecciones de la elipse

E
en la base (x,y), y el dngulo U se define como tan(v) = E—y , Y analogamente
X

b

tan(e) = —, b) la misma elipse, pero la base (u, V) esta alineada con los semi ejes
a

mayor y menor de la elipse. El dngulo entre (x,y) y (u, v) es .

--------_-_5_---l

Figura 6. Representacion de la rotacion de la elipse de polarizacién cuyos semi ejes
mayor y menor estan alineados con los ejes X', y'.
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1.4.1 Rotacién de elipse de polarizacion

Entonces de acuerdo con la figura 6, considerando Y (0 < i < ), sea el

angulo entre las direcciones X y X’, entonces podemos reescribir las componentes
del campo eléctrico en términos de los nuevos ejes:

Ey = E,cos(y) + E, sen(y), (1.31)
E,’ = —E,sen(y) + E, cos(¥), (1.32)

y tomando 2ay 2b como las longitudes de los ejes mayor y menor
respectivamente (@ = b) entonces la ecuacién de la elipse de polarizacién se
puede escribir en terminos de X’y y’ como:
E, = acos(t+6'), (1.33)
Ej, = £ bcos(t + '), (1.34)

dénde T = kz — wt, es el propagador. Los subindices X e y se refieren a las

componentes en las direcciones X e 3’/\, 0’ es una fase arbitraria. El signo +
describe los dos posibles sentidos que puede tomar el vector de polarizacién que
describe la elipse del campo eléctrico [3]. Ademas usando la ecuacion estandar de
la elipse y retomando las ecuaciones originales para el campo eléctrico tenemos:

Zx - cos(t + 8,), (1.35)
_y =
o cos(t + 8y). (1.36)

Tomando las ecuaciones (1.33) y (1.34), sustituyendo en (1.31) y (1.32),
relacionando con las ecuaciones (1.35) y (1.36), expendiendo y agrupando los
terminos obtenemos:

a[cos(t) cos(6') — sen(t)sen(d')] =
E,,[cos(t) cos(d,) — sen(t) cos(d, )] cos(y)
+ Eoy[cos(r) cos(éy) — sen(1) Cos((Sy)] sen(y), (1.37)
+b[sen(t) cos(8') + cos(t) sen(5')] =
— Ey,[cos(t) cos(d,) — sen(t) cos(d,)] sen(y)
+ Eoy[cos(r) cos(6y) — sen(7) cos((Sy)] cos(y), (1.38)

igualando los coeficientes de cos(t) y sen(t) al sustituirlos por sus promedios
temporales, podemos reducir y agrupar todos los terminos:

acos(8") = Eyy cos(8,) cos() + Egy, cos(8y), (1.39)
asen(d8’) = Ey, sen(8,) cos(yp) + Ey, sen((Sy) sen(y), (1.40)

*b cos(8') = Eo,sen(6,) sen(yp) — Ey, sen(5y) cos(y), (1.41)
+bsen(§') = Eyy cos(6,) sen(yp) — E, cos(6y) cos(y). (1.42)
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Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones (1.39) y (1.40) obtenemos:
a? = E,,° cos(y)? + Eoy2 sen(1)?
+2 Eyy Ey,, cos(y)sen(y) cos(6), (1.43)
Similarmente con las ecuaciones (1.41) y (1.42)
b? = Eo,” sen()? + Eg,° cos(ih)?
—2 Egy Eyy cos(yp)sen(y) cos(5). (1.44)
Por lo tanto, sumando la ec. (1.43) y la ec. (1.44) tenemos:
a? +b? = Ep,” + Ey,°, (1.45)

luego multiplicamos la ec. (39) porla ec. (41) y la ec. (40) porlaec. (42) y
sumando obtenemos:

tab = E,, Ey, sen(6), (1.46)

dividiendo la ec. (1.42) porlaec. (1.39) ylaec. (1.41) por la ec. (1.40)
obtenemos:

(Eo” — Eoyz) sen(y) = 2E,, Ey, cos(§) cos(2y), (1.47)
o bien,
2 Eqy Egy cos(9)

2 2

tan(2y) =

, (1.48)

que relaciona el angulo de rotacién Y con las amplitudes Eg, , Eo, y el cambio

de fase 8. También se puede descomponer en las ecuaciones (1.49) y (1.50), que
usaremos mas tarde para definir los parametros de Stokes [3].

2 Eoy Eqy cos(8) = (a® — b?) sen(20), (1.49)
Eox” — Eoy* = (a?® — b?) cos(26). (1.50)

1.5 Esfera de Poincaré

Henri Poincaré al rededor del afio 1890 descubri6 que la elipse de polarizacion
podria representarse en el plano complejo. Ademas, descubri6 que este plano
podria proyectarse en una esfera exactamente de la misma forma que la
proyeccion estereografica e introdujo esta idea en un texto llamado Traité de la
Lumiereé. Poincaré demostré que el uso de su esfera permitié superar muchas
dificultades de hecho, la esfera de Poincaré simplifica muchos calculos y
proporciona una visién notable de la forma en que la luz polarizada se comporta
cuando interactda con elementos dpticos. Para llegar a ello es necesario primero
estudiar la rotacion de la elipse de polarizacion.

22



s
7
s v
’ .
i " / H :‘.
2F,,

]
- hy, — |
\/ 2E,, \

Figura 7. Parametros Elipse de polarizacion

Como se ilustra en la fig. 7 es facil obtener las expresiones de la ec. (1.51) que
relacionan a los angulos de rotacién con las amplitudes en los ejes.

b
tan(v) = % , tan(e) = -, (1.51)

con(0sv<s?) y (0se<?).

1.5.1 Trigonometria esférica

Retomando la ec. (1.48)

2Eox E
tan(20) = —>—%, (1.52)
ox — Eoy
luego, combinando con la ecuacién (1.51) y reduciendo:
tan(26) = 222 ¢o5(5)
1-tan2v ’
tan (260)= tan(2v) cos(9). (1.53)

Por otro lado de las ec. (1.45) y (1.46) y combinando y reduciendo con ayuda de
la expresion (1.51) tenemos:

+ab Ey, E
T _ 2Ox oy Zsen(6),
az + bz EOx + EOy
+2sen(e) = sen(2v)sen(6). (1.54)
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Analogamente al dividir la ec. (1.50) entre la ec. (1.45) y posteriormente usando
la expresion (1.51) y reduciendo términos obtenemos:
onz - Eoyz 0(2 - bz
5 5= — > cos(20),
Eox” + Eyy a‘+b

cos(2v) = cos(2¢) cos (26). (1.55)
Y finalmente cuando dividimos la ec. (1.49) entre la ec. (1.45) y usando la
expresion (1.51) tenemos:

2 Eyy Eg, cos(6) a? — b?

0x . oy (2 ) _ _ ; sen(28),
Eox” + Egy a®+b

sen(2v)cos (8) = cos(2¢) sen (26). (1.56)

Estas expresiones que acabamos de demostrar, resumidas en la ec. (1.57) son
exactamente iguales a las relaciones trigonometricas para trigonometria esférica

ec. (1.58) cuando consideramos los angulos: @ = 2¢, b=260,c=2vy 6§ = A
cos(c)=cos(a)cos(b), -
sen(a)=sen(c)sen(A),
tan(b)=tan(c)cos(A), _ (1.57)
tan(a)=sen(b)tan(A),

cos(a) = cos (b)cos(c)+sen(b)sen(c)cos(A). _

Esta ultima ecuacion es conocida como la ley de cosenos para el tridngulo esférico
en geometria esférica,

cos(2v) = cos(2¢)cos (26), -
t+sen(2¢) = sen(2v) sen(6),
tan(26) = tan(2v) cos(d), L (1.58)
t+tan(2¢) = sen(20) tan(d),
cos(2¢e) = cos(2v) cos(20) + sen(26)sen(2v) cos(5).

Figura 8. Representacion del triangulo esférico.
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Figura 9. Proyeccion estereografica del plano complejo de luz polarizada
sobre la esfera de Poincaré.

1.5.2 Proyeccion estereografica

Es muy util la representacion de estados de polarizacion que relaciona

directamente a las coordenadas de M (X, y, z) sobre la esfera. Los pardmetros de
polarizacion de la luz, la elipticidad, el angulo azimutal, el sentido y la diferencia

de fase, en términos de los angulos 6 y E.
1
Las coordenadas de m = (— 2 ,tanvcos § , tanvsen é ), (1.59)

y las coordenadas para el punto 0’(x, V, Z) de acuerdo con la fig. (9) son:
1
0" = (5,00,
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cos2v sen2vsend sen2vsend
, (1.60)

M(xy z) = ( 2’ 2 ’ 2
dénde,
cos2v  coS2& cos26 -
2 2
sen2v send __ cos2e sen26

y = > = ” — (1.61)

B sen2v send B sene
Z= 2 T2 B

X =

Entonces, los parametros de Stokes son:
coSs2¢e cos20 cos2e sen20 senle
M(e, 6) = ).

2 ! 2 ! 2

(1.62)

de hecho, son las ecuaciones que relacionan las coordenadas cartesianas a las
coordenadas esféricas,

X = rsen® cos,

y = rsen® senq, (1.63)
Z = rcoso,
y, considerando los angulos:
0 =90° — 2¢,
@ = 26.

La esfera de Poincare constituye un modelo adecuado para la representacion de
estados de polarizacion de la luz, considerando la accion de los medios
(materiales) sobre la luz polarizada. Cada estado posible de polarizacion esta
representado por un punto sobre la esfera de Poincaré con coordenadas 2 y Z¢.
El estudio de la naturaleza vectorial de la luz describe el fen6meno de polarizaciéon
con el tratamiento clasico de ondas electromagnéticas transversas y usando los
parametros de Stokes [2]—[4], esta descripcion se enfoca en la esfera de Poincare
como el espacio natural de polarizacion, aqui la evolucion del campo eléctrico en
el plano perpendicular a la direccién de propagacion, gobierna la polarizacién de
la onda [13], ésta descripcion proporciona una vista geométrica de la
transformacion de la luz polarizada cuando interactda con dispositivos 6pticos en
términos de rotaciones, este comportamiento lo analizaremos mas adelante
mediante observaciones basadas en el uso de divisores de haz de polarizacion.

[3].
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Figura 10. Representacion de los parametros de Stokes sobre la esfera
de Poincaré.

1.6 Parametros de Stokes

Cuando un haz de luz se propaga por el espacio, en un plano transverso a la
direccion de propagacion, el vector de campo eléctrico dibuja una elipse o una
forma especial de una elipse ya sea un circulo o una linea recta en un intervalo de
tiempo del orden de 1071% seg, este periodo es muy corto como para seguir el
trazo de la elipse, por lo tanto, es dificil observar la elipse de polarizacion. Otra
limitante es que la elipse de polarizacién solo es aplicable para describir luz
completamente polarizada, no se puede usar para describir luz no polarizada o
luz parcialmente polarizada, generalmente en la naturaleza la luz se encuentra
parcialmente polarizada por ello la elipse de polarizacién es una idealizacién del
comportamiento real de la luz y solo es correcto en un instante de tiempo. Hacia
el afio 1852 George Gabriel Stokes descubri6 que el comportamiento de la
polarizaciéon podia representarse en términos de observables fisicos. [4] El
encontré que cualquier estado de polarizacién de la luz podia ser descrito
completamente en términos de cuatro cantidades medibles llamados parametros
de Stokes (o irradiancias), funciones solo de observables de ondas
electromagnéticas.

— 2 2 2
Ipolarizada = \/51 + 55 + 53, (1.64)
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Ahora consideramos el campo: E (t) = E, ()i + Ey (t)j, y de forma similar ala

ec. (8) las amplitudes del campo son:

Ex(t) = Eox(t) cos(wt + cl)x(t)) y Ey(t) = Eoy(t) cos(wt + cl)y(t)),
donde Eqx (t) y Eqy (t) son las amplitudes instantaneas, w la frecuencia angular
instantdanea y ¢ la diferencia de fase instantdnea. En todo momento las
amplitudes y los factores de fase fluctiian. Luego la ecuacion estandar de la elipse
de polarizacién del campo es:

E2(t) . E3(t)  2Ey(D)Ex(t) ,
N = : 1.
Eéx(t)+E§y(t) Eoy (DEox(t) cos(p(t)) = sen®(Pp(t)).  (1.65)

Para radiacion monocromatica las amplitudes y las fases son constantes en todo
momento

EZ(t) | E§(©) 2 Ey(DEx(t)
E(Z)x Egy EoyEox
y tomando el promedio temporal,

(E2(0)) | (E5(®))  2(Ey()Ex(t))

— cos(¢p) = sen?(¢), (1.67)

Edx Egy Eoy(t)Eox(t)

_|_

cos(¢p) = sen?(¢), (1.66)

multiplicando por 4E§XE§Y

4EL(EZ(t)) + 4EE(ES(t)) — 8E oy Eox(Ex(£)E, (t)) cos(¢)
= 4E5ES sen®(¢).  (1.68)

Usando la definicién para promedio temporal:

(Ex(DE, (D) = Tli_r)go%fT Ex (D) E,(D)dt, (1.69)
(E(D) = SEZ,
(E,* (D) = %Egy , (1.70)

(Ex(t)Ey(t)> = %onEoy cos(¢).

Sustituyendo y reduciendo términos tenemos:
2
2 E2, B2, + 2 B2, EZ, — (2E,E,y cos(d))
2
= (2E,,E,x sen(d))’,
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4 Egy Efx — (2Eoy Eox COS(¢))2 = (2E,yEox sen(q)))z,
(B2, + E2,)" — (E2, — E2,)" — (2E,yEoy cos(d))” =
(ZEbybesen(¢0)2- (1.71)

Estas cantidades definen a los parametros de Stokes:

S5 — s? — s5 = s3, (1.72)

sé = s?+s%+s3, (1.73)
y arreglando los parametros en un vector, llamado vector de Stokes

S ES, + E&y 21,
SO E2 — E? 21, — 21,
S = 1 = oy ox _ oL — 2]
S < : ’
2 2E,E,x cos() 2~ 2
S3 2E oy E oy sen()
a® + b?
Socos(2¢) cos(20)
socos(2¢) sen(26) (1.74)
sgsen(2e)

Luego, de la ec. (1.74) y considerando la intensidad total inicial igual a S, = 1

tenemos:

1
cos(2¢) cos(20)
cos(2¢) sen(260) | (1.79)
sen(2¢)

S =

cuando consideramos 2& = 0 en la esfera de Poincaré la ec. (1.74) se reduce a:

(1.76)
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Figura 11. La esfera de Poincaré. Representa una vibracién elipticamente polarizada

por el punto M(ZE, 29) los parametros de la vibracion se pueden encontrar desde el
triangulo esférico OMT.

Estas ecuaciones son los parametros de Stokes para luz linealmente polarizada un
angulo 6.
Luego consideramos 2& = 0y fijando el 4ngulo azimutal,

1
- 1
20 =0 ,tenemos S = 0 (1.77)
0
Es el vector de Stokes para luz con polarizacién lineal Horizontal,
1
5 0
si, 20=2 , tenemos S = , (1.78)
2 1
0
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La ec. (1.78) es el vector de Stokes para luz con polarizacion lineal +45°, luego

1
-1
0
0

Es el vector de Stokes para polarizacion lineal Vertical, luego

20 =1 S = (1.79)

1
0
-1
0

Es el vector de Stokes de polarizacién lineal -45°. Luego usando la ec. (1.76) y
fijando ahora el &ngulo azimutal,

20 =— , §s= (1.80)

1
cos(2¢)
0
sen(2¢)

20=0 , s= (1.81)

Ahora nos movemos a lo largo del primer meridiano (longitud). Estas ecuaciones
de los parametros de Stokes pueden reconocerse como luz con polarizacion
eliptica.

%1
[l

A
Cuando 2 = PO (1.82)

_o O

Son los parametros de Stokes correspondientes a luz polarizada circularmente a
la derecha, finalmente:

(1.83)

_, o O R

Corresponde a los pardmetros de Stokes para luz polarizada circularmente a la
izquierda.
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1.6.1 Polarizacion oculta

Luego de introducir la descripciéon de la elipse de polarizacién del
campo eléctrico, se describe la polarizacién ahora en términos de los
parametros de Stokes, utilizando esta descripcién la matematica se vuelve
mas simple. Ahora pensaremos en la esfera de Poincare como el espacio
natural de polarizacién. Los analisis clasicos de polarizacién son a menudo
restringidos por los parametros de Stokes dado que la luz generalmente
tiene distribuciones gaussianas, sin embargo, en Optica Cuantica es comiin
tratar con estados de luz que obedecen estadisticas no gaussianas, asi que
los momentos de orden superior de los operadores de Stokes entran en
juego como el caso de incertidumbre [14]. Esta caracteristica abre la
posibilidad de estudiar nuevas propiedades de polarizacion que no habian
sido abordadas en el dominio clasico, actualmente esto se ha denominado
como polarizacidon oculta y el grado de polarizacién clasico no puede
describir este fendmeno asi que tiene que generalizarse para incluir los
efectos de polarizacion de orden superior.
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Capitulo 2.

Descripcion cuantica de la

polarizacion.
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Como antes, consideramos ondas electromagnéticas planas monocromaticas
de frecuencia w propagandose a lo largo del eje —Z echas de dos modos de
vibracion ortogonales reales /F:x,y. Las correspondientes amplitudes complejas
clasicas se vuelven en Optica Cuantica los operadores de aniquilacién y creacién
del campo @,ty, ax,y. El campo alo largo de cada eje se expresa como un oscilador

armonico y entonces los campos en el plano X — Y son expresados por un
oscilador armonico bidimensional [14].

dyy =dx +dy , dgy = dy T+ ay, (2.1)
= ) a'a = aja, +4aja,, (2.2)
Exy = NG (ax,y + ax.y) =X , Byy= 7z (ax,y ax,y) =p. (23)

_—

Los operadores Ex,y, Bx,y y cualquier combinaciéon lineal de ellos con

coeficientes reales, son usualmente llamados cuadraturas de campo. Ademas, las
amplitudes complejas satisfacen las relaciones de conmutacién:

13, a5 =& ,x . |4, 8] =[a.38,]=0, (29
Conj,k=x,y
|E;,Bx]=i8 1 . |[Ex,E/]=|Bx,By]=0, (2.5)

El hamiltoniano de campo libre es,
H = afa, +3a}a,, (2.6)

esta equivalencia se refiere a una particula en un potencial arménico de dos
dimensiones. En otras palabras, cuantos libres de luz proporcionan un exacto y
perfecto oscilador arménico.

Por otro lado, un eigenestado simultaneo de fi, y ﬁy pueden ser expresados como
| n,m ) donde my n son eigenvalores de fiy y fiy, el nimero de fotones en los

modos de polarizaciéon Xy Y.
En general un estado puro de dos modos de campo puede ser expresado como:

NJ) = zn,m Cn,m |n, m). (2.7)
En Optica Clasica, el estado de polarizacién es usualmente caracterizado por los

parametros de Stokes. En Optica Cuantica, los parametros de Stokes pasan a ser
un conjunto de operadores.
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2.1 Operadores de Stokes y estados de polarizacion.

Como hemos estudiado los parametros de Stokes son herramientas analiticas
muy utiles para el tratamiento de la polarizacién en el dominio cuantico, porque
se convierten en observables cuanticos. Los operadores de Stokes se definen
como una extensién directa de sus analogos clasicos:

So =afa, +afa, = fi, + fiy,
S; =ayay —ayay = fy — Ay, (2.8)

S3 = —i(aja, —a,ay).

Consideremos los estados de polarizacion de un solo fotdn, en el cual esta en
cualquiera de los modos de polarizacion n +m = 1. Un estado puro de
polarizacién de un fot6n es expresado como una combinacion linealde | 1, 0 ) y
10, 1): ) =a |1,0)+p |0, 1), (2.9)
donde: |a|> +|B |2 =1y,

|1,0) = [H),
(2.10)
10, 1) = [V),
entonces el estado de polarizacién correspondiente:
Y) =a [H)+B [V), (2.11)

también es conveniente definir los estados de polarizacion lineal a lo largo de las
direcciones £45° |D) y |A) como:

D)=% (IH)+ V), [A)==% (IH)= |[V)), @)

Y los estados de polarizacidn circular izquierda y derecha

1 . 1 .
ILy== (IH)+ilV)), [Ry== (IH)=i|V)), @1
estados comunmente usados para caracterizar el estado de polarizacion del
campo y se expresan por el algebra de Lie del grupo isomorfo SU(2) como en el

sistema spin %2, las matrices de representacion de los operadores de Stokes son
equivalentes a las matrices de Pauli [7], dadas por la siguiente expresion:

§0=00=l=(é 2) , §1=01=JZ=((1) _01),

L (2.14)
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Los eigenestados de §;, §, y §; respectivamente son:
. 1 O 1 1
simy= 1) — (5 ) O=0)

sivy= vy — (5 %) ©=(9

$1D)= |D),

@ HLam+ivir==0 HH==(D,

S [A)y=—14),
3 o)s am-1vn=%0{ )D=5CD

$3 1L )= [L),

(D amravn=5 D=5,

83 |[R)=—[R),

€ D& am-avH=5 =50

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

En consecuencia, para los estados de polarizacion de un foton individual el vector
de Stokes y la esfera de Poincare son equivalentes al vector de Bloch y a la esfera
de Bloch [7] [14]. Los operadores de Stokes abarcan entre otras situaciones
fisicas, la dinamica del spin, interferometria, metrologia cuantica, ensambles de
atomos de dos niveles, polarizacién de fotones, etc. La polarizaciéon cudntica
proporciona un escenario adecuado para mostrar caracteristicas no clasicas,

como la llamada polarizacién oculta [14].
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1)

Figura 12. Esfera de Bloch. Representacion geométrica del espacio de
estados de un sistema cuantico de dos niveles.

El estado de polarizacion de un foton puede ser tratado como un qubit de dos
niveles, uno de los mas simples y fundamentales sistemas en Mecanica Cudntica.
Este qubit de polarizacidon es extremadamente util en Informacion Cuantica y
tecnologias de comunicaciéon. Un qubit tiene un espacio de estados de dos
dimensiones. Supongamos |0 ) y | 1) forman una base Para ello empleamos
un aparato de medicién donde los fotones pasan a través de un analizador de
polarizacién Horizontal—Vertical PApy, y después a uno de los dos detectores
como en la figura (12), ortonormal para ese espacio de estados. Entonces un
vector arbitrario en ese espacio de estados es:

) =a |0)+Db |1). (2.21)

La condicién de que el estado | /) sea un vector unitario, ({[{y) = 1, estambién
conocida como la condicién de normalizacién para el espacio de estados, que es
equivalente a | « |> + | b |?> = 1. Intuitivamente |0 ) y | 1) son analogos a
los valores 0 y 1 que un bit cldsico puede tomar. La manera en que el qubit difiere
del bit es que la superposicion de estos dos estados a|0 )+ b | 1) también
puede existir.
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2.2 Medicion de la polarizacién

Supongamos que tenemos un fotén preparado en el estado |), y queremos
conocer su polarizacion, para ello empleamos un aparato de medicién donde los
fotones pasan a través de un analizador de polarizacién Horizontal/Vertical
PApyy , y posteriormente a uno de los dos detectores. La medicion descrita tiene
dos posibles resultados: el foton esta polarizado horizontal o verticalmente, es
conveniente asignar un valor numérico a cada posible resultado de medicidn,
entonces en la literatura es comin asignar el valor +1 a mediciones que resultan

en polarizacién horizontal de fotones individuales y —1 para mediciones que
resultan en polarizaciéon vertical. Un estado de entrada general es una
combinacién lineal del estado de polarizacién horizontal |H) y vertical |V),
expresado como: |¥) = Cy|H) + Cy V).

Los resultados de medicion son aleatorios para este estado y las probabilidades

de obtener +1 o —1 estan dadas por:

P(+1[|¥)) = P(H||¥)) = (H|WV)I? = |Cyl?,
} (2.22)

P(=1||¥) = P(V|I¥) = KVIV)I? = |Cy|*.

Es la probabilidad condicional del estado inicial. En algunas situaciones queremos
conocer la probabilidad de obtener X, dado un valor particular de y. Denotamos
esta probabilidad por P (X, y) y la llamamos probabilidad condicional, P(X,y) =
P(x|y)P(y). Debido a que conocemos la probabilidad de obtener una medida en
particular, podemos obtener el promedio de las mediciones determinando los
posibles valores por sus correspondientes probabilidades y sumandolas
obtenemos el promedio de polarizacion:

(Pry) = (+DPH1W) + (CDP(=1|¥) = [Cy* = IGy]*. (2.29)
Hay que recordar que este promedio esta calculado para una medicién

considerando un aparato de medicion de polarizacion lineal PAHV' por ejemplo,

un dispositivo que mide la polarizacién circular PA, dara una respuesta
diferente. Por todo lo anterior, realizar mediciones es necesario para describir el
estado de polarizacion de fotones. En el siguiente capitulo abordaremos con
detalle la teoria de mediciones en Mecanica Cuantica.
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2.3 El operador de polarizacion.

Ahora definimos el operador de polarizacién lineal—HV, Pyy. Una manera de
definir un operador es por su accién en un conjunto completo de estados base, de

esta forma Pyy puede ser definido como:

Pyv|H) = (+1)|H), PyylV) = (=D|V), (2.24)

Cada uno de los estado de la base es un eigenestado de jsHV»' |H) corresponde al
eigenvalor +1, y |V) corresponde al eigenvalor —1.

En un espacio de Hilbert de dos dimensiones, los operadores tienen dos
eigenestados y eigenvalores, asi estos son todos los eigenvalores y eigenestados
de joV- El hecho de que los eigenestados de un operador hermitico formen una
base implica que:

[=%; | 44 (2.25)
Ademas, podemos usar esto para escribir:
Py =% Ai | AiHAql, (2.26)
y expresar el operador de polarizacion en la forma:
Puy = (+1D)[HXH| + (=D)|VXV|, (2.27)

el operador Pyy, es hermitico: PPT;V = PHV; sus eigenvalores son reales, sus
eigenestados son ortonormales y forman una base.

2.4 Postulados de la Mecanica cuantica

Aunque existen diversas formulaciones de postulados de la mecanica
cuantica, esencialmente son equivalentes. La conexion entre las matematicas y los
experimentos se basa en postulados [11].

Postulado [—Para cualquier instante de tiempo t, el estado de un sistema fisico
esta dado por un vector de estado | (t)) asociado con un espacio de Hilbert H;

el vector de estado |W(t)) contiene toda la informacién disponible acerca del
sistema cuantico. Entonces si conocemos el estado del sistema cuantico,
conocemos las probabilidades de todos los resultados de todas las mediciones
posibles que podemos realizar en el sistema. Cualquier superposicién de vectores
de estado es tambien un vector de estado.

Postulado II—Observables y operadores.
Cualquier cantidad fisica se representa por un observable o bien por una

variable dindmica O a la cual le corresponde un operador lineal Hermitico (0)
cuyos eigenvalores forman una base completa. A cada observable le corresponde
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un operador hermitico 0. Por ejemplo la polarizaciéon es un observable, el

observable de polarizacion H — V' es Ppy. Otros observables por ejemplo la
energia, posicion, momento lineal u angular tienen sus correspondientes
operadores Hermiticos.

Postulado III— Mediciones y eigenvalores de operadores.

La medicion de un observable arbitrario A se puede representar formalmente
por la accién de A en el vector de estado |W(t)). El tinico resultado posible de tal
mediciéon es uno de los eigenvalores a,, (el cual es real) del operador A. siel
resultado de la medicién de A en un estado |¥(t)) es a,,, el estado del sistema
inmediatamente después de la medicién cambia a |¥,,).

AP(D) = a,|¥,). (2.28)

Postulado [V—Resultados probabilisticos de mediciones.

En el espectro discreto: Cuando medimos un observable arbitrario A de un
sistema en un estado |W), la probabilidad de obtener uno de los eigenvalores no
degenerados a,, del correspondiente operador A esta dado por:

(Wnl W) _ @ n)Wnl) _ lanl?
Wl Wl W)’

P.(a,) = (2.29)

dénde |W,,) es el eigenestado de A con eigenvalores a,,. Si el eigenvalor a,, es
m-degenerado P, se vuelve:

C\2 2
S wn19)) 5 lan)]
W) @y

P,(a,) = (2.30)

entonces el acto de medir cambia el estado del sistema de |¥) a |¥,). Si el
sistema ya se encuentra en el eigenestado |¥,,) del operador A, una medicién del
observable A produce el correspondiente eigenvalor a,,:

AW, = a,|¥,). (2.31)

Postulado V—Evolucion temporal
La evolucién temporal de un vector de estado |W(t)) de un sistema est4
av®) _
dt

gobernado por la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo: i

ﬁ|‘P(t)) Donde H es el operador Hamiltoniano correspondiente a la energia
total del sistema.
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Capitulo 3.

Mediciones Cuanticas.
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En este capitulo se introduce el concepto de medicion débil después de discutir
la descripcién estandar del proceso de medicién en Mecanica Cuantica. Por lo
tanto, la representacion de mediciones cuanticas generalizadas como
interacciones entre el sistema fisico constituyen la base para la explicacién de
valores débiles, los cuales se introducen en el capitulo 5. El objetivo es tener una
vision pragmatica de la medicion cuantica y entender qué medidas son posibles y
como se describen en el formalismo de von Neumann como un caso especifico de
las mediciones generalizadas.

3.1 Teoria de medicién

La medicién (u observacion) es de los problemas mas fundamentales en
ciencias. Por un lado, entendemos las leyes de la naturaleza a través de
mediciones directas o indirectas y en fisica clasica se considera que se pueden
minimizar los errores de medicidn (tedéricamente) a cero, por otro lado, también
se puede considerar medir observables fisicos como la posicién de una particula
con mucha precision, sin perturbar el estado del objeto. Esta propiedad asegura
la objetividad del resultado de la medicion y por lo tanto la realidad del observable
fisico. Sin embargo, en Mecanica Cuantica tal medida perfecta no existe, cualquier
medicién con una precision finita inevitablemente perturba y cambia el estado del
objeto [11]. Es decir, para cualquier sistema cudantico el acto de medir produce
perturbaciones no despreciables. En Mecanica Cuantica el estado de un sistema
nos permite calcular las probabilidades de los resultados de todas las posibles
mediciones en sistemas que han pasado por un procedimiento de preparaciéon
[12].

Entonces extraer informacion de un sistema cuantico inevitablemente requiere
realizar una medicion, de hecho, es a través de la medicion de observables fisicos
que podemos entender las leyes de la naturaleza. La mecanica cuantica ha
demostrado ser un éxito empirico, las predicciones que hace son en general
probabilisticas, sin embargo, a un nivel mas filoséfico, contintian los debates
sobre la naturaleza fisica del proceso de medicion [59]. La teoria de medicién
ofrece una descripcién general de las probabilidades asociadas con los resultados
posibles de medicidn, en fisica clasica es posible realizar una medicién sobre un
sistema sin perturbarlo. Sin embargo, en sistemas cuanticos el proceso de
medicion inevitablemente induce perturbaciones no despreciables en el estado
del sistema. La idea de las mediciones débiles es hacer que el acoplamiento con
el dispositivo de medicion sea suficientemente débil para que se pueda
despreciar el cambio del estado cuantico debido a la medicidn.
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3.2 Formalismo matematico

En Mecanica Cudantica cada sistema fisico esta asociado con un espacio de
Hilbert. El enfoque de von Neumann representa una medida sobre un sistema
fisico por un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert llamado observable.

3.2.1 Postulado general de la medicion

Las mediciones cuanticas son descritas por una colecciéon de operadores de

medicién {M,,}. Estos son operadores actuando en el espacio de estados del
sistema siendo medido. El subindice m se refiere al resultado de la medicién que
puede ocurrir en el experimento.

3.3 Mediciones Generalizadas

Si el estado del sistema cudantico es |) inmediatamente antes de la medicion
entonces la probabilidad de que el resultado m ocurra esta dada por:

p(m) = (Y|M; My, W), (3.1)
Mm| @)
J( b | Mk M | )

el estado del sistema después de la medicidn es: (3.2)

Los operadores de medicion satisfacen la ecuacion de completitud:

~ o~
Z M M, =] (3.3)
m
lo que expresa el hecho de que la suma de probabilidades es uno:

[=YmP(m) = 3 (U|MLM,,|p). (3.4)

Esta ecuacién se satisface para todo |J), y es equivalente a la ecuacién de
completitud. En la teoria de Informacién Cuantica se introduce el concepto de
medida POVM (Positive Operator-Valued Measurement) son un conjunto de
operadores hermiticos no negativos que actian sobre el espacio de Hilbert que
describe el sistema cuantico, las medidas POVM, también conocidas como
medidas generalizadas, tienen en cuenta la interaccion del sistema con el entorno.
Los sistemas cuanticos reales toman en cuenta la existencia de ruido, las
perturbaciones y la interaccion con el dispositivo de medicidn, a diferencia de las
medidas proyectivas estos operadores no necesariamente son ortogonales [12].
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3.3.1 Medicion del Qubit

El ejemplo mas simple de medicion es la medicion de un qubit en una base
computacional, esta es una medicion de un qubit individual con dos resultados

definidos por dos operadores de medicion My, = |0){0| y M; = |1){(1|. Observe
que cada operador de medicion es hermitico, es decir:

Mi=M, y M?=M, (3.5)
por lo tanto, se obedece la ecuacién de completitud:
[=MIM, + MM, = M, + M,. (3.6)

Si suponemos que el estado a ser medido, la ec. (2.21), NJ) =« | 0) +b | 1).
Entonces la probabilidad de obtener 0 como resultado de la medicién es:

P(0) = (W|MgM,|W) = (W|Mo|w) = [al?. (37)

Similarmente la probabilidad de obtener el resultado de la medicién 1 es:

P(1) = (WM M, |[§) = (W|M,|p) = [b]>. (38)

El estado después de la medicion en los dos casos es:

Moly) _ a
— =—10), 3.9
Al gl ) 29
M, ) b
—— =—1). 3.10
b
Ademads, las cantidades m, H tienen modulo 1, entonces pueden ser

ignorados [12] asi los estados después de la medicion son efectivamente |0 ) y

| 1).
3.4 Mediciones proyectivas

Este tipo de mediciones son un caso especial del postulado general de la
medicién, Postulado 3. Este caso especial de medicion es conocido como
mediciones proyectivas. En lo que respecta para muchas aplicaciones de
Computacion e Informacion Cudntica principalmente aplicando mediciones
proyectivas. En efecto las mediciones proyectivas resultan ser equivalentes al
postulado general de la medicion, cuando realizan transformaciones unitarias
como se describe en el Postulado 3 [12].
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Una medicion proyectiva se describe por un observable, M, el cual es un
operador hermitico en el espacio de estados del sistema siendo observado, este
observable tiene una descomposicién espectral que esta dada por la expresion

M=73, mpy, (3.11)

Donde Py, es el proyector sobre el eigenespacio de M con eigenvalor m, los
posibles resultados de la mediciéon corresponden a los eigenvalores m, del

observable. Al medir el estado |s), la probabilidad de obtener el resultado m est4
dada por el producto interno del operador de proyecciéon con el estado del
sistema

p(m) = (Y[pm|P), (3.12)

entonces, dado que el resultado m ocurrio, el estado del sistema cuantico

Pml¥)
inmediatamente después de la medicidn es: PmlY . (3.13)
Vp(m)

Tomando los operadores de medicion en el postulado 3 ademas de satisfacer la

ecuacion de completitud z m Mt M,, = I, también satisfacen las condiciones

de que los operadores de medicién Mm son proyectores ortogonales, es
decir, M, son hermiticos y se cumple que:

MM =8,/ M. (3.14)

Con estarestriccion adicional el postulado 3 se reduce a una medicién proyectiva.
Entonces en una situacién general, si consideramos un modelo de medicién
cuantica de un observable arbitrario A con un espectro discreto de dimensién
finita. La descomposicién espectral de A se expresa como:

A=Y 004G = 204105, (3.15)
donde /11-, es el eigenvalor de A y ﬁj = |j)(]ﬂ|, es el proyector correspondiente

al eigenestado |j). La medida proyectiva de A observa al estado en uno de los
eigenestados |j) y le asigna el resultado /1]-. Cuando la medicién proyectiva actia

en el estado |Y), la probabilidad P (j) de encontrar el estado en |j) esta dada por:
p(m) = Wlj)jly) = (I;). (3.16)

El valor promedio de la medicién de A se obtiene como:

(A) = WIZ; LG = Z; @100 1) = 354 (). @)
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3.5 Medicion Indirecta

La descripcion fundamental del proceso de mediciéon cuantica explica la
interaccion entre el dispositivo de medicion y el sistema medido.

3.5.1 Interaccion

En la practica el proceso de medicion proyectiva suele considerarse no
solamente el colapso del sistema en un espacio propio del operador de medicion,
sino por una transformacién del sistema mucho mas complicada. Por ejemplo, la
deteccion de un foton con una funciéon de onda expandida inicialmente en un
pequefio intervalo usualmente aniquila al fotén, transformando el sistema
cuantico relativamente simple de una particula en un sistema complejo del
entorno de la deteccion. La interaccion directa del sistema de interés con algin
dispositivo de deteccién podria inducir otras evoluciones ademas de la reduccién
del sistema previsto en el espacio propio de los resultados de medicién, que se
denota como medicién directa.

Para realizar una medicién que reproduzca mejor la descripcion teérica de
mediciones proyectivas, es necesario introducir el concepto de medicién
indirecta, donde antes de que la medicién induzca el colapso, el estado del sistema
interactia con un sistema auxiliar llamado puntero del sistema o sonda [12]. De
hecho, el resultado del entrelazamiento entre los dos sistemas es una medicién
proyectiva del puntero del sistema, que potencialmente destruye el
enredamiento, es decir, hace que el objeto del sistema sea reducido a un cierto
estado posterior a la medicion. En principio cualquier evolucién unitaria ﬁXY
actuando en los sistemas X y Y, que no se pueda expresar como un producto de
evolucion de la forma Gp = GA X GB con operadores UA y Ub actuando solo
en los respectivos subsistemas, se introduce algun cambio en la correlacién de los
dos sistemas. Tal evolucién del producto se denota como una interacciéon de los
dos sistemas. Finalmente una medicion indirecta se realiza mediante una forma
de interaccion simple y fundamental de un operador unitario ﬁa introducido por
von Neuman [24] y que puede escribirse como:

Uy =exp (—raA @), (3.18)

dénde A es el observable medido actuando en el objeto del sistema, donde (X es
un parametro constante de medicion y P el generador de momentos de evolucién

actuando en el puntero del sistema. El operador de evolucion ﬁa puede verse

como correspondiente al Hamiltoniano de interaccion independiente del tiempo

o

H= A_tA X ﬁq , el cual actiia durante un tiempo At [24].
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3.6 Medidas débiles

Partiendo de la descripcion estandar de las mediciones cuanticas, esta seccion
trata con la formulacién teérica del complejo campo de mediciones débiles. Una
medicion débil es el proceso de medicion estandar descrito por el Hamiltoniano
de von Neumann con un acoplamiento débil entre el dispositivo de medicién y el
sistema [24] de modo que el cambio del estado cudntico debido a la medicién
pueda despreciarse. Las mediciones fuertes, o convencionales sobre el sistema
cuantico obligan al sistema a colapsar a uno de los eigenestados, pero si
realizamos una medida débil del dispositivo que esta débilmente acoplado,
entonces no causa el colapso completo de la funcién de onda del sistema. Bajo
ciertas condiciones de debilidad en la medicion los resultados definen el valor
débil del estado de polarizaciéon de un conjunto de sistemas preseleccionados y
post-seleccionados como se ha presentado en [9], [10], [15], [16]. Habitualmente
pensamos que el valor promedio de una medicién cuantica debera estar acotado
por los valores extremos del espectro propio de eigenvalores. Sin embargo, existe
cierto resultado de la medicion para lo cual este no es el caso, estos resultados
son llamados valores débiles, ya que surgen como resultado de mediciones
débiles de ciertos sistemas preseleccionados y post-seleccionados. El ejemplo
canonico de valor débil es el experimento gedanken presentado por Aharonov,
Alvert y Vaidman [16] [9], donde se describe como es posible usar la medicién
débil para medir el eigenvalor g, de una particula de spin %2 y determinar el valor

promedio (g,) = 100. Los valores débiles ayudan a entender y resolver ciertas
paradojas y comportamientos extrafios como la paradoja de Hardy [15],[26] —
[28], en la que dos particulas que siempre se aniquilan al encontrarse, a veces se
miden paradojicamente después de este evento de aniquilacion. El analisis de
valores débiles puede conducir a (pseudo) probabilidades negativas un efecto
nunca observado en analogo con mediciones clasicas [9]. Histéricamente su
interpretacion ha sido tema de confusion.

En la teoria cuantica el concepto de medicién débil fue presentado por Aharonov,
Albert y Vaidman en 1988, [16] como un nuevo tipo de valor de una variable
cuantica para estudiar las propiedades de un sistema cudntico en sistemas
preseleccionados y post-seleccionados, en este formalismo la medida de un
observable conduce a un valor débil del observable con propiedades
inesperadamente extrafias. De hecho, los valores débiles suelen ser nimeros
complejos y tomar valores incluso fuera del propio espectro de eigenvalores del
observable. Se ha demostrado que las mediciones débiles se pueden utilizar para
obtener informaciéon de sistemas cudnticos de una forma coherente. En
Metrologia Cuantica la sensibilidad de fase de una medida cuantica viene dada por
la varianza de la parte imaginaria de los valores débiles de los generadores sobre
los diferentes resultados de medicién [25]. Las mediciones débiles consisten en
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dos pasos, en el primero acoplamos débilmente el dispositivo de medicion
cuantica al sistema cuantico. El segundo paso es la medicion fuerte del dispositivo
de medicion. El estado colapsado del dispositivo de medicién se refiere como el
resultado de un proceso medicién débil.

Para que una mediciéon sea débil, la desviacidn estandar del resultado de medicién
debe ser mas grande que la diferencia entre los eigenvalores del sistema [42]. El
estado en el dispositivo de medicién es:

1) =1da) = [ o) |x) dx, (3.19)

esto equivale a la posicion de la aguja del dispositivo que apunta mientras esta
midiendo el estado. Donde x es la variable de posicidn de la medicion de la aguja.

Sea X4 el operador de posicién tal que: Rq | X ) = x| x).
También vamos a asumir que la funcién ¢p(x) se comporta de forma normal
(gaussiana) alrededor de cero con una varianza A= a2,

d(x) = (2mo2) 1/4e=x*/407 (3.20)
después, lo que corresponde es realizar una medicion fuerte | ¢p4) es decir,
colapsar la aguja del dispositivo a tomar un valor, el cual es un resultado de
medicion débil. Supongamos que el operador A tiene j eigenvectores |a,—) tal que
obedece la ecuacion de eigenvalores Z‘:|a]—) = |a,—). Luego, si consideramos al
vector del estado del sistema |Y) como la superposiciéon de diferentes
eigenestados expresado en la base del operador A, siendo el estado del sistema
| W) = Z Cj |a]-), y el Hamiltoniano de interaccién ﬁint = g(t)A\ X ’pd ,

)
donde g(t) es la funcidn de acoplamiento, que satisface: fOT g (t)dt = 1, Tesel
tiempo de acoplamiento y pd es el operador conjugado de X , tal que:
[X4 P,] = ih. (3.21)
Si partimos de que el proceso de medicion con el vector de estado del sistema:

|Y) ® [ p(x)), (3.22)

que evoluciona en el tiempo y se acopla por la forma del Hamiltoniano en el
espacio tensorial de los dos sistemas, de interaccion y el operador de momento

P, causara una traslacion de posicidn en el espacio tensorial de los dos sistemas.
Entonces aplicando el operador de evolucion temporal tenemos:

e Y) @ [ p(x)). (3.23)
Es facil darse cuenta de que en cada uno de los vectores | ;) @ | p(x)) el
Hamiltoniano H convierte a )?d en Xd + @ (evolucion de Heisenberg) [21],
T . T
X,(T)—X,00) = j dt% = j %[ﬁ,)?d] dt = ;. (3.24)
0 0
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la funcién de onda ¢ tiene una alta varianza y por lo tanto se superponen una a la
otra. Mientras mas grande sea la varianza el proceso de medicion es mas débil. Si
estas funciones de onda normales no se superponen entonces es una medicion
fuerte. Por lo tanto, podemos controlar el proceso de medicién con la eleccién de

la varianza A= ¢? [44]. Ahora, retomando el estado de superposicién
| ) = Xi ck |ax) como el estado de preseleccién del sistema y |D) el estado
inicial del dispositivo de medicion, donde |ay) son los eigenvectores de A con
eigenvalores ay. Antes de que ocurra la interaccion, el estado inicial del sistema

preseleccionado y el aparato es el producto de Kronecker |3 )| D ). Luego, la
evolucion en el tiempo del sistema compuesto esta dada por:

la forma del Hamiltoniano de interacciéon y P, causard una traslacion de

posiciéon. Debido a la simetria de la traslacién, el desplazamiento +O de un
sistema cuantico por una distancia, es indistinguible de un desplazamiento del

origen de coordenadas por —Q. Esta es una transformacién pasiva, una mera
sustitucién de variables X = X' — . Por lo tanto, podemos escribir la ley de
transformacién de vectores como: V(X) = Uv(x) = v(X — ). Por ejemplo una

2 AP .
funcién gaussiana € X se vuelve €~ X9 tal que su pico se mueve desde X =

0 a Xx=0«, vy el sistema de hecho se mueve una distancia +Q. La
correspondiente transformacion de coordenadas de la funcién de onda es:

MNP R 1da) = ) Gla)®lpx—a). @29
J

Fisicamente hay una traslacion espacial a lo largo de la direccidn de la aguja del
dispositivo de medicion.

Considerando | @) = | ¢p4) = fxgb(x) |x)dx y |Y) = zj a;|a;) (3.26)

la funcién de onda ¢ tiene una alta varianza y por lo tanto se superponen una a la
otra. Mientras mas grande sea la varianza el proceso de medicion es mas débil. Si
estas funciones de onda normales no se superponen entonces es una medicion
fuerte. Por lo tanto, podemos controlar el proceso de medicién con la eleccion de

la varianza A= g2 [44]. Ahora, retomando el estado de superposicién
| W) = X ck |ax) como el estado de preseleccién del sistema y |D) el estado
inicial del dispositivo de medicién, donde |ay) son los eigenvectores de A con
eigenvalores ay. Antes de que ocurra la interaccion, el estado inicial del sistema

preseleccionado y el aparato es el producto de Kronecker | )| D ). Luego, la
evolucién en el tiempo del sistema compuesto esta dada por:

19y = el M9 |y & | Dy = 3, ¢ eli®axdliay Dy, @2r)
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A T
donde G = | o 8(t) dt es la funcién de interaccién del sistema. Sf analizamos el

factor exponencial en la expresion (3.27) es el operador de traslacion T(G ak)

aplicado al estado | D) en la representacion de momento—P. Usando la relacién
de completitud, tenemos:

|¢) = Zicc [ (ol T(Gar) | D) |ax) |p)dp. (3.28)
En la representacion de momento—P, el estado enredado es:
(pld) =Xrck (pI T(Gay) | D) |ay), (3.29)

tomando en cuenta la condicion de ortonormalidad para una base continua
(p|p"y = 8§(p — p') y la propiedad definitoria de la funcién de delta de Dirac:

f(p")6(p —p')dp' = f(p).Elcolapso aun eigenestado |a ) deja al aparato

f k

en larepresentacion P del estado { p| T(Ga D) con probabilidad | ¢ |2 [40].
k k

Entonces, el valor final de p, el cual indica el valor de la medicién de A tiene la
distribucién de probabilidad :

[(P19) =) 1l TGa) D). @ao)

Para mediciones fuertes el momento del aparato de medicién se propaga con una

incertidumbre Ap, muy pequefia en comparacién con la separacién de
eigenvalores y la distribuciéon de probabilidad se compone de picos centrados

cada uno en un eigenvalor ay. Es ficil notar que en el limite Ap — 0, la medicién
es ideal en el sentido de que se produce con precision uno de los eigenvalores ay.

Una medicién débil ocurre cuando la incertidumbre Ap es mucho més grande que
la separacion de eigenvalores, tal que en la ec. (3.30) la distribuciéon de
probabilidad es una superposicion de amplitudes fuertemente superpuestas

A 2
| (p| T(Gak) | D)l . Aunque una sola medicién proporciona poca informacion
sobre el observable K muchas repeticiones permiten hallar la distribucién de

probabilidad y determinar el valor esperado (A) con cualquier precisién deseada.
Se han realizado mediciones débiles en diferentes experimentos y se han
proporcionado nuevos conocimientos en el estudio de paradojas y problemas
fundamentales de la teoria cuatica y en metrologia de alta precision. Las
mediciones débiles se pueden utilizar como una herramienta practica para
amplificar sefiales débiles y relaciones entre ruido y sefial. Investigaciones
recientes [57] han revelado que la funcién de onda de un estado puro se puede
medir directamente, y que el conocimiento de un sistema cudntico se puede
obtener simultaneamente mediante mediciones débiles sucesivas. Sin embargo,
existen propuestas para esquemas de tomografia cudntica para estados puros y
para estados mixtos a través de mediciones débiles.
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3.6.1 Ejemplo del spin %2

Supongamos que queremos medir el spin de atomos de plata, la teoria
cuantica predice que cada atomo de plata tiene exactamente la mitad de una
cantidad fundamental, un cuanto de spin. Y el eje de rotaciéon del atomo puede
apuntar en cualquier direccién. Para medir esa direccion se necesita acoplar el
spin de un atomo a su movimiento, al inyectar el atomo a través de un campo
magnético inhomogéneo, el campo tirara del atomo en una direccién u otra
dependiendo de en qué direccion esté girando el atomo. Asi que, si suponemos
que emitimos un haz de &tomos que giran en el mismo sentido a través del campo
magnético, la desviacidn del haz debe servir como puntero para conocer el spin.
La teoria cuantica establece que cada &tomo puede girar en direcciones opuestas
a la vez, con sus ejes apuntando hacia arriba y hacia abajo. Ademas, cuando el
atomo gira en cualquier direccién arbitraria, su estado cuantico puede ser
descrito como una combinacion lineal especifica de dos direcciones opuestas

cualesquiera. Considerando una particula de spin Y2, donde el observable A=
hoa —~ A o
ESZ es la componente Z del Spin y sea Hi,; = A @ P,; el Hamiltoniano de

interaccién. Si escribimos a Y como una combinacién lineal de la base de

eigenvectores de S, es decir | ) = @|0) + B|1) similar a la ec. (2.21).
Siguiendo el acoplamiento débil, el sistema y el dispositivo de medicién estan
enredados:

J, [al0) ® ¢(x —1/2) + BI1) ® p(x + h/2)]| x)dx, (331)
donde las funciones ¢ son dos funciones superpuestas entre si, debido a su alta

varianza. Podemos escribir un sistema enredado y el dispositivo de medicion
_(x=h/2)? (x+h/2)2

como: [ [e7 % a|0)@|x)+e 2?2 B|1)® |x)]dx. (332

Ahora mediremos fuertemente la aguja del dispositivo de medicion. S suponemos

que la aguja colapsa al vector |x,), entonces nuestro sistema esta ahora en el
(x—h/2)? (x+h/2)?
estado: [e 402 a|0)+e 42 BI1)]Q|xg) (3.33)
El eigenvalor Xy podria estar en cualquier lugar entre 0 y 1, o incluso més lejos si
la desviacion estandar o es lo suficientemente grande, es decir si la medicion es
muy débil [42]. La aguja del aparato de medicion colapsa a un valor X alrededor
de 1, esto significa que la amplitud del estado de post-seleccién | 0) es un poco
mayor que la amplitud del estado post—seleccionado | 1) y viceversa. Asi que el
colapso de la aguja sesga el vector de estado del sistema. Sin embargo, si 0 es muy
grande con respecto a la diferencia entre los eigenvalores de SZ entonces el sesgo
sera muy pequefio y el resultado del vector de estado del sistema sera muy similar

al vector original. En resumen, el vector de estado del sistema esta un poco
sesgado en la direccion que corresponde al valor del resultado de la aguja del
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dispositivo de medicion. Esta es una generalizacion de las medidas fuertes. Por un
lado, la informacién que obtenemos es el valor de la aguja y por otro lado el vector
del sistema no colapsa, pero esta un poco sesgado. Si la medicién es cada vez mas
fuerte, tendremos un valor mas claro, muy cercano a uno de los eigenvalores del
sistema, es decir, un sesgo fuerte en la direccién que corresponde al valor de la
aguja del dispositivo de medicion. Siempre hay una correspondencia entre el valor
de la aguja y la direccién de la inclinacion del sesgo, por eso podemos considerar
al proceso de medicién débil como una generalizacion de mediciones fuertes.
Existe una gran variedad de experimentos que se han realizado para implementar
mediciones débiles [9], [22], [23]. Y aunque las configuraciones son diferentes, la
mayoria de ellas comparten una base comun, insertando una pequefia inclinaciéon
o0 sesgo a la funcién de onda (en la posicidn, la polarizacién o la frecuencia) que
apenas afecta su evolucion temporal. Cuando este sesgo se detecta mas tarde
efectuando una medicién convencional se revela informacion sobre la funcion de
onda y permite calcular el valor débil.

3.6.2 Stern Gerlach
Considerando un experimento simple Stern—Gerlach, [10], [16] y [41] la

medicion de la componente del spin de una particula a través de un gradiente
débil de campo magnético. Consideramos una particula preparada en el estado

inicial spin hacia arriba (up) en la direccién X y post—seleccionado hacia abajo
(down) en la direccién . En un tiempo ¢ medimos débilmente la componente del
spin en la direccién € que es un bisector de X y ¥, tal que 0 = (6x + 63,)/\/7.
El valor debil de o esta dado por la siguiente expresion:

~ <TY|&E|TX> {1y|(Bx+3y)|1x)
%= (yItx) — V2(Tylty) =2

Este valor, es por supuesto un valor prohibido en la interpretaciéon estandar
donde la componente del spin puede obtener solamente los eigenvalores 1. El

(3.34)

Hamiltoniano efectivo para la medicion de 65 es:H = g(t)ﬁ X 65 y escribiendo
el estado inicial de la particula en la representacion de OA'E y considerando el estado
inicial YMP(Q) = (qble_ipc |¢)e_Q2/2A2 para el dispositivo de medicién,

obtenemos que después de la interaccién de la medicion [43] el estado cuantico
del sistema y el puntero del dispositivo de medicion estd dada por:

cos(1/8) | Te) e~(@-1%/20% i sen(1/8) | lg) e~(@+1)%/24% (3.35)

Si ahora se observa sin post-seleccion, la distribucién de probabilidad de la
posicion del puntero es la suma de las distribuciones para cada valor del spin,

P(Q) = cos?(m/8)e™@V/A% 4 sen?(m/8)e~(@+DY/A (330)
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En la medicién fuerte usual, A << 1, la distribucién de probabilidad del puntero
se localiza alrededor de —1 y +1 y est4 fuertemente correlacionada a los valores
del spin, 6y = £1. Las mediciones débiles corresponden a un valor de la

deviacion A mucho mas grande que el rango de eigenvalores, es decir A >> 1 [10].
Una medicion débil apenas perturba el estado del sistema, el acoplamiento entre
el dispositivo de medicion y el observable a medir es tan débil que la
incertidumbre en una sola mediciéon es mas grande en comparacion con la
separacion entre los eigenvalores del observable. Como veremos en el siguiente
capitulo, hay necesariamente un cierto grado de incertidumbre en cualquier
medida. La fuerza de una medida puede caracterizarse en una escala continua que
se extiende desde débil hasta ideal, dependiendo de la medicién de incertidumbre
relativa a la separacion de eigenvalores. La idea clave es seguir la medicion débil
con una medicién fuerte adecuada. En este caso el spin de los atomos después de
aplicar el magneto débil para extender el haz verticalmente y luego el haz debe
pasar a través de un magneto fuerte, que divide a los atomos en dos haces, uno
con spin apuntando hacia la izquierda y el otro con spin apuntando hacia la
derecha. Supongamos que los atomos originalmente tenian su spin apuntando
muy cerca de la direccién izquierda, entonces el segundo magneto enviara la
mayoria de los atomos al haz que se extiende hacia la izquierda y algunos atomos,
terminaran en el haz que se extiende hacia la derecha. Esto es porque el magneto
débil no separa completamente las componentes arriba y debajo de la funcién de
onda original del atomo. Las ondas, no separadas del todo interfieren entre si de
una manera que se amplifica enormemente la deflexion vertical del haz que se
extiende hacia la derecha, para revelar la mezcla de estados arriba y abajo. La
interferencia se encarga de que todo el esquema trabaje, y para un estado inicial

dado puede emerger la interferencia al post—seleccionar un estado final.
3.6.3 Polarizacion de fotones

La post seleccion es un método para amplificar la medicién débil. Desde su
descubrimiento hasta ahora se han realizado bastantes experimentos que
implementan mediciones débiles, en 1991 Ritchie, Story y Hulet [38] propusieron
un experimento de polarizacion de fotones analogo al experimento de spin %2
propuesto por Duck y Stevenson en 1989 [41], donde se reemplazan los magnetos
Stern—Gerlach por polarizadores 6pticos. Realizaron la medicién débil mediante
una placa de cristal birrefringente de cuarzo que separa espacialmente las dos
polarizaciones ortogonales de la radiacion laser, a una distancia que es mucho
menor que la cintura del haz gaussiano. Ademas, consideran que la radiacion laser
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se propaga en direccion Z y esta linealmente polarizada un angulo & con respecto
al eje X. Entonces el vector de campo eléctrico de la radiaciéon se describe por:
—(x?+y?)
E;=Eye wo* “(cosaX+ sena¥), (3.37)

donde Wy es la cintura del haz. La luz incide sobre el plano paralelo axial del plano
birrefringente cuyo eje éptico estd alineado con el eje X. El plano de la placa

supone que el eje X esta rotado del eje Y por un dngulo O. El cristal birrefringente
realiza una medicién débil separando las dos componentes ortogonales de
polarizaciéon lineal del campo, correspondientes a los haces ordinario y

extraordinario por una distancia la cual es pequefia comparada con Wy. Ademas,

el plano birrefringente introduce una diferencia de fase (I) entre los dos haces,
debido a la diferencia en la longitud de camino 6ptico entre ellos [38].

3.7 Tomografia de estados cuanticos

La tomografia de estado cudntico convencional reconstruye el operador de
densidad p de un ensamble de sistemas idénticos realizando un conjunto de
mediciones de diferentes observables incompatibles [43], [57]. El procedimiento
tiene como objetivo registrar las probabilidades de diferentes resultados de estas
mediciones fuertes proyectivas y aproximarlas a través de frecuencias relativas
para mediciones sobre un nimero de conjuntos. Debido a que los observables de
medicién son incompatibles, la tomografia de estados cuanticos puede realizar
solo un tipo de medicién en un solo sistema y, por lo tanto, requieren un cierto
tamafio minimo del ensamble para conocer cualquier informaciéon acerca del
estado cuantico. Existe una analogia directa entre la tomografia de estado
cuantico para un solo qubit y la medicion de los estados de polarizacion de
fotones, el cual emplea el formalismo de Stokes. Usando mediciones débiles, es
posible idear un esquema de tomografia alternativo y fundamentalmente
diferente, donde las mediciones de los dos observables de realizan en el mismo
sistema cudntico. En la llamada tomografia directa de estado, una medicion débil
de un observable perturba el objeto del sistema muy débilmente, y luego seguido
de una mediciéon convencional del otro observable. El principio basico de la
tomografia directa de estado cuantico para qubits individuales puede ser
ilustrada por la descomposiciéon de un estado puro de polarizaciéon en los
correspondientes valores débiles para el caso mas simple de la post seleccién de

un solo estado final. Se puede escribir un estado de un qubit arbitrario [()) en la

base { |H), |V } como:
) = (H|p) [H) +{VI[) V), (3.38)
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_ (YrIYY @R |Y) WrlYXYr| Ty |Y)
V) = (Wr|HYPE|P) H) + (WE| VYWEIp) v,

dénde [Ty = [H)(H|, T, = |[V)X(V|y ) denota el estado de postseleccién.

sz : 7z !/ . .
Para una opcién de postseleccion [’ ) que es imparcial con respecto a la base de

(3.39)

medicién con (' |H) = (Y'¢|V), como por ejemplo |'z) = |P), la expresién
se simplifica a:
_ rel) ( (prelliyl) (Prp|fy )
=" ( wielwy ) ) |V>)'

Una medicién en la base { |H), |V) } se representa por el observable G, y el

(3.40)

correspondiente valor débil g,, se define como:

(YrE| Gzl Y)
Oy =—————, 3.41
W T ) (541
el cual implica que,
(Wrllgly) _ 1+oy
= : 342
W 2 (5:42)
Wrlllyly) _ 1-oyw
= 3.43
WrlY) 2 (3.43)
En conclusion, el estado inicial del qubit |1)) puede ser expresado como:
1+0 1-o
[1p) = N (F2 |H) + 2 |V)), (3.44)

dénde N es una constante de normalizaciéon adecuada. Entonces, la medicion de
un solo valor débil complejo permite la determinacion de ambos coeficientes
complejos del estado puro. En el contexto del procedimiento habitual de valores
débiles, la tomografia directa de estados cuanticos corresponde a un escenario
donde se conoce el estado de preselecciéon y la medicion del valor débil de un
estado de postseleccién permiten un calculo directo de los coeficientes complejos
del estado respectivo a las entradas de la matriz de densidad. Las partes real e
imaginaria del valor débil se obtienen midiendo diferentes punteros de los
observables, en el caso mas simple (el régimen lineal de mediciones débiles), estas
cantidades son simplemente proporcionales a los cambios de posicién y de
momento del puntero del sistema.
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Capitulo 4.

Relaciones de

incertidumbre en

mediciones cuanticas.
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Dentro de los aspectos fundamentales en el desarrollo de las teorias de la
Informacién Cuantica y de las Comunicaciones Opticas, lo mas importante es
establecer los limites de mediciones, las cuales estan sujetas rigurosamente a la
Mecanica Cuantica dénde el principio de incertidumbre juega un rol central,
acerca de lo que podemos predecir y determinar simultaneamente con cierta
precision de ciertos pares de variables conjugadas que no conmutan.
Histéricamente, Heisenberg establecié el principio de incertidumbre de su
analisis del experimento gedenken para cierto proceso de mediciones sucesivas.
En este Capitulo se estudia la violacion a la relacion de Heisenberg y relaciones de
incertidumbre mds generales propuestas por Ozawa y Branciard.

4.1 Relacién de Error-Perturbacion de Heisenberg

La relacién de incertidumbre formulada por Heisenberg en 1927 describe
una compensacion entre el error de una medicién y la perturbacién causada en
otro observable complementario de tal forma que su producto no puede ser
menor que un limite fundamental establecido por la constante de Planck. En este
capitulo discutiremos como cuantificar experimentalmente el error y la
perturbaciéon de una medicién. El descubrimiento de la Mecanica Cudantica
introdujo la no—conmutatividad en célculo algebraico de observables, utilizando
la relacién canénica de conmutaciéon (RCC):

[0,P] =in, (4.1)

entre la coordenada de posiciéon ) de una particula y su momento P, ademas el

conmutador se define como [Q,p] = Qﬁ —P@. Heisenberg propuso un

significado operacional de la no—conmutatividad, cuanto mas precisamente se
determina la posiciéon de una particula, menos precisiéon obtendremos para el

momento, y viceversa. En el famoso experimento del microscopio de rayos y que
derivé la relacion:

e(@n(P) 2

Como una consecuencia matematica de la ec. (4.1) dénde £(Q) es el error

. (4.2)

S

esperado de una medicién de posicién Q y n(P) es por lo tanto el cambio

discontinuo causado en el momento P. Basicamente £(Q) es el error medio de la
medicion de posicion Q, aqui el error medio es naturalmente entendido como el
error “root-mean-square” o error rms y el cambio discontinuo es llamado
perturbaciéon media.
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4.1.1 Derivacién de Heisenberg
Como una justificacién matematica Heisenberg primero derivé la relacidn:

a(Q)a(P) =1, (4.3)

2

para las desviaciones estandar g(Q)y o(P) de la posicién Q y momento P
respectivamente en el estado descrito por una funciéon de onda Gaussiana. Una
parte de la prueba matematica fue introducida por Kennard como la relacion:

o(Q)o(P) = g (4.4)

Y subsecuentemente lo generaliz6 para un par arbitrario de observables A y B,

doénde sus respectivas desviaciones estandar 6 (A) y o(B), satisfacen la relacién:
1 A oA
sWo(B) = X|{pl[4 A1) 4s

para funciones de onda arbitrarias. Aqui la desviacion estandar se define para

cualquier observable A por U(Q)Z = ( A 2) — ( A )2 , donde (...) representa el
valor medio en un estado dado.

Ademas, Heisenberg aplicé la ecuacién (4.4) a un estado justo después de la
medicién asumiendo que:

1. Cualquier medicién con error rms £€(A) de un observable arbitrario A deja
un estado que satisface larelacién a(4) < &(4).

2. Siun observable arbitrario A puede ser medido con un error rms €(4) y
la perturbacion rms 17(B) de otro observable B, entonces A y B pueden

ser medidos conjuntamente, con errores rms £(A) y €(B) = n(B),
respectivamente [54].

El principio de incertidumbre de Heisenberg expresa las limitaciones de las
posibilidades operacionales impuestas por la Mecanica Cuantica. Este principio
describe que:

1. Es imposible preparar estados en los que la posiciéon y el momento
arbitrarios que estén bien localizados al mismo tiempo. No es posible
predecir simultdneamente esa informacion.

2. Esimposible medir simultdaneamente la posicion y el momento.

3. Elimposible medir la posicion sin perturbar el momento y viceversa.

El trabajo de Heisenberg esta marcado por las tensiones entre los argumentos
semiclasicos y la teoria cuantica moderna emergente, entre la intuicién y el rigor
matematico. No obstante, la idea principal puede incorporarse a una nueva teoria
cuantica en formas de teoremas mas generales.
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4.2 Modelo de Medicion de posicion de von

Neumann

Consideremos una masa unidimensional como nuestro sistema cuantico que
llamaremos estado del sistema S, con posicion ) y momento P, descritos por un
espacio de Hilbert H. La mediciéon de Q se realiza mediante un acoplamiento
entre el estado del sistema Sy la sonda P desde el tiempo t = Q hastat = At. La
sonda P es otra masa unidimensional con posicion 6 y momento ﬁ, descritos es
un espacio de Hilbert XK. El resultado de la medicién se obtiene midiendo la

posicion de la sonda 6, llamado medidor observable, al tiempo t = At. El
hamiltoniano para el estado del sistema y la sonda es:

Hs,p = (Hs + Hp + KH), (4.6)
donde ﬁs y ﬁp son los Hamiltonianos libres de S y P, respectivamente, q
representa la interaccion de medicién y K es la constante de acoplamiento [54].
Asumimos que la constante es tan fuerte (K > 1) tal que ﬁs y ﬁp pueden ser

despreciados. Escogemos At como KAt = 1. En el modelo de von Neumann la
interaccion de medicion esta dada por el producto tensorial:

H=(0Q®Pp), (4.7)

entonces, el operador unitario de evolucion temporalde S + P desde t = 0 hasta
t =t < At estd dado por:
—-iKT

U(r) = exp( . 0® F) (4.8)

Supongamos que el estado del sistema Sy la sonda P estan en el estado |Y) y |§)
respectivamente, solo antes de la medicidn; asumimos que las funciénes de onda
Y(x) =(x|yY) vy &(y) = (y|é) son funciones de Schwarz que decrecen
rapidamente, donde |x) y | V) son las bases de posicién de S'y P respectivamente.
Entonces el estado del sistema (S + P) solo después de la medicion es

U(At) |y, €).Y resolviendo la ecuacién de Schrédinger tenemos:
(. y[U@B) |, §) = x| )y —xI8), (4.9)

si vemos el medidor observable Q(At) después de la interaccion de medicion, la
distribucién de probabilidad del resultado esta dada por la expresion:

Pla<xsb)=[ dy " [xInl? Ky - x| O dx. (@10

Si la funcién de onda inicial en la sonda &(y) se aproxima a la funcion delta de

Dirac 6 (x), la distribucion de probabilidad de salida se aproxima a la distribucién

59



de probabilidad de Born para el observable @ en el tiempo t = 0. En la imagen
de Heisenberg, denotamos las transformaciones unitarias de los observables:

0@ =T@'Q®NI®, 0@®=IO'([®Q)I®, @
PO =U0NPRINIX, P@O=UOMIQP)I(). ©“.12)
Resolviendo las ecuaciones de movimiento de Heisenberg a un tiempo At

tenemos:

Q(At) = Q(0), (4.13)

Q(AD) = Q(0) + Q(0), (4.14)
P(At) = P(0) — P(0), (4.15)
P(At) = P(0). (4.16)

4.3.- Error y Perturbacion en mediciones cuanticas

La Mecanica Cuantica predice la distribucién de probabilidad conjunta de los
resultados de mediciones simultdneas de observables que conmutan. Para
proporcionar fundamentos de la estadistica conjunta de mediciones locales
generalizadas en sistemas enredados en un marco tedrico general, debemos
conocer en qué condiciones los resultados de medicion de dos aparatos diferentes
satisfacen la relacién de probabilidad conjunta para mediciones simultaneas de
sus observables. Todos los posibles cambios de estado causados por las
mediciones de un observable son caracterizados, y las nociones de perturbacion
que se formalizan en términos de operaciones derivadas de medir la interaccién
de la medicion. El acto de medir perturba inevitablemente el estado del sistema,
los atomos aparecen en un lugar particular si y solo si son medidos, antes de esta
interaccion de medicidn la funcion de onda del atomo se encuentra localizada en
todas partes. La distribucién de probabilidad del resultado de una medicion se
determina por el observable a medir y el estado en el momento de la medicidn,
pero la distribucién de probabilidad conjunta de los resultados de las mediciones
sucesivas en el mismo objeto, dependen de como la primera medicién perturba al
objeto. La perturbacion no solo depende del observable y el estado, sino también
del aparato de mediciéon que se utilizara. De esta forma la distribucion de
probabilidad conjunta de mediciones sucesivas estara estrechamente relacionada
con como el aparato perturba el estado del sistema. Es un problema sensato
investigar esta relacion que existe entre la perturbacion y la distribucion de
probabilidad conjunta para mediciones.
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4.3.1 Definiciones de error y perturbacion.

En aras de discutir la exactitud y precision de la medicion, debemos definir el
error de la medicion. En ciencias clasicas, considerando la existencia de un valor

verdadero X, para la cantidad fisica a ser medida. El error de medicion
usualmente se caracteriza por la raiz cuadrada media (root-mean-square) o rms

de la distancia de los resultados de medicién X y el valor verdadero X, como:

Axyms = {(x = x0)?). (4.17)
Es importante identificar que AX,.,,, incluye ambas, la exactitud y la precision de
la medicion, como la distancia entre el valor verdadero y el valor esperado de los
resultados, por un lado, y como una distribucién de los resultados de medicién
por el otro. Sin embargo, en Mecdnica Cuantica no podemos asumir el valor
verdadero en general, los resultados de mediciéon son probabilisticos y su
distribucién depende del estado del sistema, en general el estado del objeto se
perturba por la accién de la medicion, resultando en la perturbacién sobre una
secuencia de mediciones sucesivas o bien una medicién conjunta. Las cantidades
de error y perturbaciéon dependen del estado del sistema a ser medido, y otras
cantidades son definidas como estados independientes. Considerando el modelo

de medicion generalizada. El estado sefial |{)) estd sujeto a la medicion del
observable A por un instrumento de medicién en el cual el estado |1) interactua
con el estado de la sonda |§) a través del operador unitario U. El resultado de
medicién se obtiene observando la sonda del observable M después de la
interaccion. Después de la medicion de /i la sefial esta sujeta a una medicién
proyectiva (medida fuerte) de otro observable B. Usando la imagen de
Heisenberg, los observables M y B actuando en el estado a la entrada
W) =|Y) ® |&) estan dados por:
My =0"1IQ@M)T, (4.18)
My =U'(B®IU, (4.19)
Estos son los observables correspondientes a lo que se mide en el instrumento. El
operador de ruido IV(A) y el operador de perturbacién E(B) se definen como la
diferencia entre los observables que estamos midiendo y lo que queremos medir:
N =M, -4, (4.20)
D(B) = My — B. (4.21)
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De aqui en lo sucesivo, nos referiremos al producto tensorial A ®f como
simplemente/i y B (%) [ como B.Entonces el error £(A) ylaperturbacién 1(B)

en la medicién de A y B se definen como la raiz cuadrada media rms de Ny D.

e(4) = /(N(A)Z), (4.22)

n(B) = [(D(B)?). (4.23)

Estas definiciones de errory perturbacion son propuestas por Ozawa en [50][52].
Se pueden considerar como una generalizacion del error rms de la medicion
cuantica. Un método para cuantificaciéon del error el error y la perturbacion
usando el valor débil se vera en el Capitulo 6.

4.3.2 Error y Perturbacién raiz-cuadratico-media (7ms)

Para definir el error raiz—cuadratico—medio de esta medicion, Partiendo de las
definiciones clasicas, el valor verdadero estd dado por X = X y su valor medido

Y = y. Para cada par de valores (X,Y) = (x,y), el error se define como y — x.
Para definir el error medio con respecto a la distribucién de probabilidad conjunta

u®Y(dx,dy) deXyY, el error rms £ (X,Y) de Y para X como:
1/2
e(X,V) = ([ [.(y —0)?u*¥(dx,dy)) . (4.24)

En el modelo de von Neumann, el valor del observable Q(0) se mide con el valor

del medidor observable Q(At). Dado que Q(0)y Q(At) conmutan, la
distribucion de probabilidad conjunta resulta:

Q.20 (g, dy) = <EQ<0> (dx) E5<At>(dy)>, (4.25)
doénde, EA para la medida espectral de un observable A [54]. Entonces de la
ecuacion (4.24), el error rms €(Q) de Q(At) para Q(0) en el estado |Y)) esta

dada por: e(Q) = g, (Q(O), G(At))

1/2

| | [or-n2ueomeos, a)
= (e - o))

1/2

- <(6(0))2> . (4.26)

1/2
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Dado que P(0) y P(At) conmutan, la distribucién de probabilidad conjunta
uP©, PO (dx, dy) de los valores de P(0) y P(At) resulta como:

uP©. PO (dx, dy) = (EP() (dx)EFAD (dy)). (4.27)
La perturbacién cuadratica media )(P) de P desde t = 0 hastat = At se define
como la raiz cuadrética media del error P (At) para P(0) dada por una expresion

similar: n(P) = (P (0), P(AD))
— (f fRz(y _ x)ZuP(O),P(At) (dX ’ dy)) 1/2

,\1/2
= <(P(At) — P(0)) )
- 2 1/2
= <(P(0)) > : (4.28)
Entonces por la desigualdad de Kennard ec. (4.4) tenemos:

o = ([@)) " ((Fo)]
>0 (6(0)) o (?(0)) > g . (4.29)

1/2

Ademas, podemos concluir que el modelo de von Neumann satisface la relacion
de incertidumbre error—perturbacion.

4.3.3 Formulacion del error y la perturbacion

Si consideramos una medicion de la posicion de una particula con momento P,
entonces la interaccion entre la particula y el aparato inicia en el tiempo 0 y

termina al tiempo At. Sea el estado inicial, es decir el estado de la particula justo
antes de la interaccién y sea & el estado del dispositivo justo antes de la
interaccion, U es el operador unitario que representa la evolucion temporal de la

particula y el dispositivo de medicién en el intervalo (0,At). Entonces, en la
imagen de Heisenberg el cambio de momento se representa por:

D(P) = P(At) — P(0), (4.30)
dénde: P(OO=P®I y Pt)=0"P(0)0. (4.31)

Tomando la expresion de la perturbacion rms a partir de la ecuacion (4.23)

tenemos:
n(P) = /(E(P)Z), (4.32)
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esta definicion estadistica conduce a la siguiente expresion geométrica:

n(P) =Py ® £ - POy @], (4.33)
entonces, por la relacic')An: X X
o(4) = ||[Ady ® £ — (A ® «|], (4.34)

para cualquier observable A, podemos obtener facilmente la siguiente relacién:

lo(P(AY)) — a(P(0)| < n(P) + [(p(AD)) — (P(0))]. (4.35)

Partiendo de que el cambio en la desviacion estandar del momento esta limitado
desde arriba por la perturbacién rms 1(P) mas el cambio en el valor medio del
momento. Ademas, si la particula tiene un momento definido p antes de la

medicién, es decir que obedece la ecuacién de eigenvalores P(0)y = pi,
tenemos:

DPYy®&=[P(At) —plyY ®E, (4.36)

y, por lo tanto:

2
n(P)? = ([P(At) —p]?) = o (P(AD))". (4.37)
Entonces la desviacion estdndar del momento después de la medicién esta
limitada desde arriba por la perturbacién rms. En particular, sip = 0, tenemos

n(P)? = <(P(At))2>. (4.38)

Entonces esta expresion quiere decir que si la particula estaba en reposo antes de
la medicién, todo el momento del estado del sistena surge de la interaccién, de
modo que la perturbacién cuadratica media (es decir el cuadrado de la
perturbaciéon raiz-cuadratica-media) es igual al momento cuadratico medio
después de la medicion. El rol de la interaccion es predecir el valor de QQ antes de
la interaccion al valor del observable M de la sonda. El resultado de la medicion
de Q en el estado 1 se obtiene midiendo M sin perturbar el momento P de la
particula; esto es posible, mediante otro aparato de mediciéon acoplado
Unicamente a la sonda. Los postulados de la Mecanica Cuantica no limitan la
exactitud de la Gltima medicién de M, y por lo tanto despreciamos el error de esta
medicion. Entonces, en laimagen de Heisenberg el error causado por este proceso
de la medicién de la posicién Q esta representado por:

N(Q) = M(At) —Q(0), (4.39)
dénde, Q0 =0Ty MWU) =0T M)U. (4.40)

El error raiz—cuadratico—medio rms, como en la ec. (4.22) esta dado por:

e(@) = [(N(Q)?), (4.41)
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dénde (... ) denota el valor esperado en el estado original ¥ & £. La definicién
estadistica de esta ecuacidn nos conduce a la siguiente expresion geométrica

(@) =IIMADY ® & — Q(0)yY &Il (4.42)

Analogamente al desarrollo para la perturbacién en P de la ec. (4.35) obtenemos
la siguiente expresion:

la(M(At)) — aQ(0)] < e(Q) + KM (A1) —(Q(0))]. (4.43)

Mostrando que el cambio en la desviacion estdndar de entrada a salida esta
delimitado por el ruido raiz cuadratico medio. Si la particula tuviera una posicion

definida q antes de la medicién, tendriamos:

£(Q)? = ([M(AD) — q]?) = o (M(AD)". (4.4)
Podemos observar facilmente que £(Q) representa la desviacién rms del
resultado de la medicion de la posicién verdadera q y se delimita por la desviaciéon
estandar del resultado de la medicion del observable de posicién Q.

4.4 Relacion de incertidumbre de Ozawa

M. Ozawa afirmé recientemente que Heisenberg cometié un descuido con
respecto alarelacion entre precision y perturbacién. La base de esto es un articulo
[52] del 2003, en el que se describen las definiciones matematicas del error
cuadratico medio y la perturbacion cuadratica media dadas en la seccion 4.3.2
refiriéndose a una situacién microscopica. Hasta ahora solo hemos considerado la
incertidumbre de medicion para pares observables. Algunas veces es interesante
considerar todos los observables al mismo tiempo y una situacién donde esto se
vuelve necesario es la Criptografia Cuantica, o mas precisamente, la distribucién
cuantica de una clave. Si el conocimiento sobre un sistema cuantico se establece
mediante la preparacion de estados o mediciones, entonces necesitamos preparar
relaciones de incertidumbre y relaciones de mediciones de incertidumbre
cercanas al limite de incertidumbre, es importante saber que tan cerca esta
exactamente uno del limite. Al considerar tales relaciones de incertidumbre hay
un considerable margen matematico, que se puede utilizar para construir y
probar desigualdades adaptadas épticamente a una situaciéon dada. Debemos
acostumbrarnos a pensar no en la relacién de incertidumbre sino, mas bien, en
una coleccién de relaciones de incertidumbre. Ozawa desarrollo la idea de una
relacion de incertidumbre entre el error relacionado al dispositivo de medicién y
la perturbacion debida a la interaccion de la medicién [52], dada por la expresion:

e(Qn(P) +&(Q)a(P) + o (Qm(P) = 2, (4.45)
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desigualdad valida para cada medicion y cada estado de entrada, siempre que
todos los términos relevantes sean finitos, 0(Q) y o(P) se refieren a las

desviaciones estandar de Q y P en el estado inicial en la entrada. Dado que M y P
son observables en diferentes sistemas, tenemos que:

[ M(At),P(At) ] = 0, (4.46)
luego, sustituyendo M (At) = Q(0) + N(Q) y P(At) = P(0) + D(P) enla
ecuacién (4.46) y usando la relacién de conmutacién [Q, P] = ihA, tenemos:

IN(Q), D(P)| + [N(Q), P(0)] +[Q(0),D(P)] = —ih.  (4.47)

Tomando el mddulo del promedio de ambos lados y aplicando la desigualdad del
triangulo, obtenemos:

([N @, DP])] + ([N (@), PO])] + [{[QC0), D)) z A, (4.48)

dado que la varianza no es mas grande que el cuadrado medio
—~ —~ 1 —~ —~
e(@n(P) 2 o(N(@)a(D(P)) = S [{[N(@), D(P)])

donde o se refiere a la desviacion estandar en el estado ¥ @ &. Similarmente,
tenemos:

£(Q)a(P) = a(N(@)a(P(0)) = [{[N(@,DP)]), @50
a(Qn(P) = 6(Q(0)a(D(P)) = {[2(0), D(P)])|. (4.51)

Combinando las ecuaciones (4.48—4.51) obtenemos:

£(Qn(P) + £(Q)a(P) + a(Qn(P) = 7. (4.52)

Es larelacién de incertidumbre error—perturbacion de Ozawa.

, (4.49)

4.4.1 Limitacion de la relacion de Heisenberg

Heisenberg no aborda directamente el tema de perturbacién en su
experimento, es decir, el cambio en la cantidad de movimiento por el Scattering
(o dispersion), sino que enfatiza la discontinuidad como una ambigiiedad en un
momento dado. La prueba anterior claramente es una solucion valida para cuando

la inecuacién (4.2) se mantiene verdadera, generalmente si [N(Q),E(P)] +
[Q (0), E(P)] = 0, entonces la inecuacién (4.2) se sostiene para cada estado de
entrada Y y cada estado ¢ del aparato. De hecho, de la ecuacién (4.48), la
condicién [N(Q),D(P)] + [Q(O),D(P)] =0 implica la relacion de
conmutacién: [N(Q),E(P)] = —ih, (4.53)
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Entonces la ecuacion (4.2) surge inmediatamente de la ecuacion (4.49). Para sacar
una conclusiéon util, decimos que la mediciéon tiene una intervencion

independiente, si hay dos operadores N y Denel espacio de estados del aparato
tal que: NQ=I®N, (4.54)
D(Q)=1®D. (4.55)

En este caso tenemos, £(Q) = ||Ng|| y n(P) = ||D§|| , tal que cada medicién

con intervencion independiente tiene ruido y perturbacién cuadratica media
constante. Entonces de las ecuaciones (4.54) y (4.55) tenemos:

[N(Q),P(0)] =[Q(0),D(P)] =0, (4.56)

entonces, cada medicién con una intervencion independiente satisface la ecuacion
(4.2) para cada estado de entrada Y y cada estado ¢ del aparato sin requerir la
equipredictividad. Lo que sugiere que la equipredictividad no es un requisito
esencial para que una medicién satisfaga la relaciéon de Heisenberg comparado
con la independencia del error y la perturbaciéon del sistema medido. Como
estudiamos anteriormente en la seccién 4.2, von Neumann construyé el primer
modelo cuantico de la medicidn de la posicién. Vimos que su modelo de mediciéon

se describe por el Hamiltoniano: H= K(Q (%) 130), como la ec. (4.7). Que acopla

la posicion () de la masa y el momento 130 de la sonda con constante de
acoplamiento K que satisface K At = 1. Entonces, tomando la sonda de posicion

—iAtH )
h

como el medidor, es decir M = @0, la evolucion temporal U= exp (
determina la relacién de entrada—salida
M9 = Q(0) + (I ® Qo). (4.57)
P(At) = P(0) — (I ® By), (4.58)
entonces, este modelo tiene intervencién independiente con N(Q) =T ® Q, y

D(P) = —I ® P, , porlo tanto, la ecuacién (4.2) se sostiene. Asumiendo que la
posicion promedio de la sonda esta inicialmente en el origen, el error raiz

cuadratico medio constante £(Q) = J(QO) juega un rol analogo de "'resolucion

de potencia" de mediciones microscopicas. Entonces la ecuacion (4.2) sigue

directamente de la relacion J(QO)G(PO) = Z
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4.4.2 Violacion a la relacidon de Heisenberg

Para estados de entrada finitamente accesibles, o sea que las desviaciones
estandar O'(Q ) y 0'(13) < 0, la ecuacidn (4.52) excluye la posibilidad de tener
simultineamente €(Q) =0 y n(P) = 0. Sin embargo, es posible lograr
n(P) = 0 uniformemente sobre cualquier estado a la entrada [52] o
alternativamente tener £(Q) = 0. En ambos casos, la ecuacién (4.2) es violada al
tener £(Q)n(P) = 0.El primer tipo de violacién puede obtenerse reformulando
el experimento Einstein—Podolsky—Rosen [55]. Considerando que el sistema a
medir esta compuesto por dos particulas unidimensionales 1 y 2 con posiciones
Q1, Q, y momentos P; y P,, respectivamente. Adicionalmente suponiendo un
proceso de medicién de Qq; asumimos que el dispositivo de medicién esta
acoplado solo con la particula 2 para medir con precision Q,, pero luego la salida
de este valor medido Q, como el resultado de medir indirectamente Q4. Ademas,
la interaccién de esta medicién no perturba P;, asi que (P;) = 0. También
podemos demostrar que £(Q;)? = ( (Q; — Q,)? ) para cualquier estado. Por
otro lado, para valores pequefios @ > (0. Podemos preparar un estado de dos
particulas 1 tal que { (Q; — Q,)? ) < @?. En todos esos estados, podemos
medir Q; con £(Q;) < «a sin perturbar P;. El segundo tipo de violaciones estan

caracterizadas por la condicion N(Q) = 0. Entonces la relacién de
entrada—salida de tal medicion se caracteriza por:

M(At) = §(0), (4.59)
P(At) = P(0) + D(P). (4.60)

En general cada medicion esta asociada con la probabilidad del operador POVM

~

I1, que asigna cada intervalo A a un operador positivo ﬁ(A) en el espacio de
estados del objeto a medir. El operador POVM determina la probabilidad de

obtener el resultado X de la medicién en un intervalo A con estado a la entrada i,
que esta dada por Pr{x € A} = (l[), a)y ) Entonces, por la ecuacién (4.59)
la violacion es del segundo tipo si y solo si, para cualquier intervalo A el operador

de medicion ﬁ(A) es la proyeccion de Q correspondiente a A. Se puede evitar el
error de Heisenberg distinguiendo de donde surge la informacién que obtenemos
sobre un estado. Hay fundamentalmente dos posibilidades, via preparacién de
estados, o podemos comprobar las propiedades a través de mediciones. En el
formalismo estos dos aspectos se representan de manera diferente, es decir, por
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un lado, la preparacion a través de un operador de densidad (o en el caso mas
simple una funcién de onda) y, por otro lado, la medicién a través de un operador
POVM. Heisenberg no llega a esta distincién e identifica prematuramente la
informacién de estas fuentes. Al respetar esta distincion, se consideran dos
escenarios diferentes para relaciones cuantitativas de incertidumbre. En el
lenguaje de la teoria de la Informacion Cuantica, se puede decir que la informacion
se codifica en el sistema cuantico a través de la preparacion de estados, que luego
se lee a través de mediciones. Esta vision de la Mecanica Cuantica ha conducido a
nuevos desarrollos y ha planteado nuevas preguntas.

4.5 Relacion de error-perturbacion de Branciard.

Durante el desarrollo de la teoria cuantica han surgido intensos debates. Entre
las caracteristicas mdas sorprendentes de la teoria cuantica (por ejemplo, su
naturaleza probabilistica, el principio de incertidumbre, su no-localidad o el
enredamiento cuantico). Desde entonces el principio de incertidumbre ha tratado
de comprender lo que parecian ser las limitaciones de la teoria—Ila imposibilidad
de predecir perfectamente los resultados de medicion y explicarlos con teoria de
variables ocultas locales— Con el desarrollo de la Informacién Cuantica se vuelve
aun mas esencial aclarar lo que puede ser y lo que no puede ser en Mecanica
Cuantica. En 2003 [52] Ozawa demostré, usando las definiciones de error y
perturbacién (4.38) y (4.41), como podemos derivar una relacion de
incertidumbre con validez universal para mediciones conjuntas:

(An(B) +5 ([N, Bl) + ([4,D®B)]) | = IC|, (4.61)

dénde C = % |([/I ) E])l Similar a las ecuaciones (4.20) y (4.21), cuando N(A) y

D (B) ambos son valores constantes independientes del estado, es decir,

(N(A)) = (M) — (4) = a, (4.62)
(D(B)) = (M) — (B) = b, (4.63)

el segundo y el tercer término de (4.61) desaparecen. Entonces en este caso la
ecuacion (4.61) se reduce a la relacion de Heisenberg (4.2).Si My — ay Mg — b,
se redefinen como M, y Mg, respectivamente, obtenemos:

(My) — (4) =0, (4.64)
(Mg)—(B) =0, (4.65)
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que son las condiciones de imparcialidad de las mediciones de MA y MB-
Entonces la ec. (4.61) es una generalizacion de la relacion de Heisenberg
especificando la condicion de formacion de la relacion de Heisenberg. La
expresion (4.52), de forma general, Ozawa derivo la relaciéon entre el error de
medicion, la perturbacién y las desviaciones estandar como:

e(An(B) + e(A)a(B) + a(A)n(B) = C. (4.66)

Podemos observar que el lado izquierdo de las ecuaciones (4.61) y (4.66)
contienen dos términos adicionales que estan ausentes en la relacion de
Heisenberg (4.2) por otro lado, el lado derecho las ecuaciones es el mismo.
Entonces, el término £(A)n(B) por si mismo puede ser mas pequefio que el lado
derecho de la desigualdad, sugiriendo que es posible violar la relacién de
Heisenberg. Ecuaciones (4.61) y (4.66) que tienen validez universal, son
relaciones mas generales que incluyen la relacion de Heisenberg como un caso
particular. Por ejemplo, el lado izquierdo de la ec. (4.66) siempre es mayor que el
lado derecho. Puede ser ajustado solo para los casos donde €(4) = 0 6 n(B) =

0 [52]. En 2013 basado en las definiciones de error de medicién y perturbacidn,
ecuaciones (4.38) y (4.41) Branciard derivo una relacién mas fuerte [56].

e(A)?a(B)? + 0(A)*1n(B)? + 2e(A)n(B)y/a(A)2a(B)? — C2 = C2.
(4.67)

Exiten casos donde se alcanza la igualdad, para mediciones conjuntas generales
de Ay B. Una expresion més simple de esta ecuacion es:

e(A)o(B) +a(A)n(B) = C, (4.68)

que es solo el segundo y tercer término de la relaciéon de Ozawa (4.66). Por lo
tanto, la relaciéon de Branciard (4.67) es mas fuerte que la relacién de Ozawa
(4.66)

8(A)2 +Ti(B)? + 28(A)Tj(B) 1 — C* = C?, (4.69)

donde & = ¢ /1 —e2/4 y T=n ’1 —n?/4. La relacién (4.69) es vélida

cuando, como en el caso de la medicion de polarizacion de fotones, el espectro de
A, By M sontodos +1,y (A) = (B) = 0.Porlotanto 0(A) = 0(B) = 1. Las
relaciones de Branciard (4.67) y (4.69) pueden ser modificadas a relaciones mas
generales incluso para estados mixtos de una sefial. Para hacerlo reemplazamos

C =%|([A,§]>| en (4.69)y (4.67) con D :
C—>D=§Tr|\/E[A,B]\/E|, (4.70)

donde p es el operador de densidad del estado de entrada.
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Capitulo 5.

El significado de los

Valores Débiles



Este capitulo esta dedicado a la discusion del significado de valores débiles en
Mecanica Cudntica, asi como la definiciéon operativa del concepto de valores
débiles. El objetivo es estudiar el origen y motivaciones de las mas interesantes
interpretaciones de mediciones y valores débiles.

5.1 Simetria temporal en mecanica cuantica.

Debido a que el inicio del concepto de valores débiles reside en una formulacién
simétrica en el tiempo de la Mecanica Cuantica, la discusidn de la interpretacion
de valores débiles comienza con una breve explicacidn de este enfoque.

5.1.1 El formalismo del vector de dos estados

El concepto de simetria temporal en Mecanica Cuantica fue introducido por
Aharonov, Bergmann y Lebowitz [49], mediante los conceptos de pre y post-
seleccidn de estados, donde se sefiala que la mayoria de las leyes de la fisica clasica
son simétricas en el tiempo o en otras palabras son invariantes de forma bajo
inversion temporal. Comparando con la Mecanica Cuantica, la evolucién estandar
expresada por la ecuaciéon de Schrodinger comparte esta propiedad y de hecho
describe procesos reversibles y deterministicos. Es solamente la reduccién de la
funcién de onda introducida por los postulados de medicién, lo que constituye un
proceso irreversible, rompiendo la simetria temporal, von Neumann sugiri6 que
la asimetria en la direccién del tiempo e incluso la irreversibilidad termodinamica
entran en la teoria cuantica a través de mediciones. Por lo tanto, el formalismo del
vector de dos estados o por su acronimo en ingles Two-State Vector Formalism
(TSVF) es un enfoque simétrico en el tiempo para el analisis de experimentos
realizados en ensambles pre y post seleccionados. Es importante comprender la
simetria temporal de la naturaleza descrita por la Mecanica Cudntica. El
formalismo del vector de dos estados en Mecanica Cuantica es un enfoque
simétrico en el tiempo particularmente util para el analisis de experimentos
realizados en conjuntos pre y post seleccionados. Un sistema en un tiempo dado

t, se describe completamente por un vector de dos estados {(¢p| [), el cual
consiste en un estado cuantico |Y) definido por los resultados de las mediciones
realizadas en el sistema en el pasado en relacién con el tiempo t y de un estado
cudntico en evolucién hacia atrds (¢| definido por los resultados de las
mediciones realizadas en este sistema después del tiempo t. La descripcion del
sistema con el formalismo TSVF es claramente diferente de la descripcion de un

solo estado cuantico, pero ambos casos proporcionan informacién maxima sobre
como este sistema puede afectar otros sistemas, en particular dispositivos de
medicién interactuando con él sistema a un tiempo t. Los dos formalismos
describen la misma teoria con las mismas predicciones y la principal diferencia es
que en el enfoque estandar el tiempo es asimétrico y supone que solo existen
resultados de mediciones en el pasado. Lo mas intuitivo bajo este enfoque es que,

si los resultados de mediciones futuras relativas al tiempo t también existen,
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entonces el “ahora” es después de un tiempo t y no podemos regresar en el tiempo

para realizar mediciones en t, por lo tanto, tener en cuenta resultados de
mediciones futuras no es util. En contraste en el enfoque TSVF el tiempo es
simétrico. No hay preferencia para el resultado de las mediciones en el pasado en
relacion con los resultados de mediciones en el futuro [10]. El concepto de
asimetria en el tiempo esta definido por los resultados de mediciones realizadas
en el pasado relativo a t, donde las mediciones en el futuro son definidas por los
resultados del pasado. En la dindmica cudntica se trata con la evoluciéon de un
estado cuantico | Y (t;)) = | Y(t,)), mediante una transformacién unitaria:

[P (ty)) = Uty, t) [P (t1)), (5.1)

las transformaciones unitarias U (t tn) satisfacen la propiedad de grupo:
U(ts, ty) = U(ts, ) U (L2, ty). (5.2)

Entonces el sistema en el estado | Y ) se obtiene cuando una mediciéon de un
observable A al tiempo t; se realiza, t; < t, obteniendo un resultado especifico
A=atal que el estado creado | a) realiza una evolucion unitaria entre t; y t
gobernado por el Hamiltoniano H

U(t,t) =e (5.3)
al estado deseado: |Y) =0(t, t)]a). (5.4)

El estado | Y ) proporciona la descripcién completa del sistema al tiempo t hasta
que se realicen las futuras mediciones en el sistema produciendo informacion
adicional.

ot o
_lftlHdt’

5.1.2 El vector de dos estados

Para tener un sistema en un tiempo t relativo presente es decir “ahora” cuya
descripcion completa en el tiempo t es un vector de dos estados, simétrico en el

tiempo, se debe hacer una medicion completa en el pasado del tiempo t
(preseleccién) y una mediciéon completa del futuro después del tiempo t (post-

seleccion) ademas de la medicion A=aal tiempo t4, debe haber una medicion
completa en t,, considerando t, > ty obteniendo un resultado especifico B =

b tal que la evolucion hacia atras en el tiempo, desde t, a t nos deja el estado
deseado:

(| = (b|UT (¢, t,), (5.5)

El momento ahora, tg3,,q €s claramente mayor que t,. El vector de dos estados
(@] |) esladescripcién completa del sistema al tiempo t a partir del tiempo t,
y para cualquier tiempo t.
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5.2 Mediciones ideales de von Neumann

El concepto basico de una medicion cuantica ideal de un observable A, es la
ecuacion de eigenvalores, definida para los sistemas cuanticos preseleccionados
de la siguiente manera: si el estado de un sistema cuantico antes de la medicién
estaba en un eigenestado de A con un eigenvalor a,,, entonces el resultado de la
medicion es a,, y el estado cuantico del sistema no cambia. La implementacion
estandar de la ‘ medicion cuantica ideal es modelada por el hamiltoniano de
interaccion de von Neumann,

H=g9g®P®C, (5.6)

Dénde el operador ﬁd, es el momento candnico conjugado de la variable de

posicion Q, y la funcién acoplada normalizada g(t), determina el tiempo de
interaccion de la medicion. Por lo tanto, el resultado de la medicion es el
desplazamiento de la variable de posicion Q en una medicion ideal, la funcién
g(t) no es cero solamente durante un periodo de tiempo muy corto, y el
hamiltoniano libre durante este periodo de tiempo puede ser despreciado. En una
medicion ideal, la posicion del puntero Q esta bien localizada al rededor del cero

y por lo tanto el momento conjugado /lsd tiene una incertidumbre muy grande lo
que conduce a una gran incertidumbre en el hamiltoniano de la medicién. En una
medicion débil, el estado inicial del dispositivo de medicion es tal que el operador
de momento /ljd se localiza alrededor de cero con poca incertidumbre. Esto

conduce, por supuesto, a una gran incertidumbre en Q y por lo tanto la medicion
se vuelve imprecisa. La idea de las mediciones débiles es hacer que el
acoplamiento con el dispositivo de medicién sea suficientemente débil para que
se pueda despreciar el cambio del estado cuantico debido a la medicioén. De hecho,
requerimos que el vector de dos estados no sea alterado. Ni el estado cuantico que
evoluciona hacia adelante en el tiempo, ni el estado cuantico que evoluciona hacia
atras en el tiempo cambian significativamente. Entonces el resultado de la
mediciéon deberia verse afectado por ambos estados y el resultado de una
medicién débil de una variable A realizada en un sistema descrito por el vector

de dos estados. {¢| [)) es el valor débil de A

& (plAly)
Ao = (ply)

Estrictamente hablando, las lecturas del puntero del dispositivo de medicion se

(5.7)

agruparan alrededor de la parte real Re (Aw), para encontrar Im(fia,) uno debe

medir el cambio de fase en /Pd.
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5.3 Valores débiles

Ahora consideramos el caso en donde después de una medicion débil, el
sistema cuantico se encuentra en un estado final | ') = ;. ¢’y |ay) definido por
un proceso de post-seleccion de estados [40]. Esto deja al aparato en el estado

| D'} dado por la expresién:

Dy = @' |$) =D ci ek [(pIT(Gay) D) Ip)dp,  (59)

asumiendo que | D) est4 ahora en un estado puro, la transformacion:

T(Gay) =X % (5.9)
|D'y = ), ci ek T(Gay)|D), (5.10)

expandiendo la serie de potencias encontramos la definicién del valor débil.

2 c o T(Gay) = Qi Cr Ci {1 + - Gakq + ¥ M} (5.11)

,*

luego multiplicando por un 1, en forma de: le*ck
Ck Ck
Y cka T(Ga) = ¥, o' e {1+36a4, + X 10U"n}
(5.12)
donde el valor débil es:
r* n
" Z Ck Ck Ak , An
Aar)l — k — <1/) | |1l))’ (5.13)

zkc{(*ck Wrly)

Km puede estar muy lejos del espectro de eigenvalores de A cuando <L|J'|KH|IIJ>

no es despreciable y | ') es casi ortogonal a |{). El efecto Aharonov puede ser
observado cuando la siguiente aproximacion es valida:

2k ok T(Gaw) = { D), ci o JT(GAy), (5.14)

tal que:

D)y~ {Y, e} [(pIT(GAL) D) p)dp  (519)

(pIDY P~]| ¥ a’a | [(pIT(GA)ID) . 510
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Esto corresponde a una distribucién de amplitudes con un solo pico A4,, y ocurre
cuando se satisfacen las condiciones,

~

P min Ay,

Estos requisitos definen lo que llamaremos condiciones de debilidad [40]. De

1/(n-1)
(5.17)

. . ,* A~ ~
hecho, cuando estas condiciones no se cumplen, entonces Z K Cx Ck T(G ak) es

invalidoy | { p | D’) |? ya no muestra un solo pico por tanto el efecto Aharonov
desaparece. Siempre que el sistema haya sido preseleccionado y el estado del
aparato sea representado como una superposicion de estados con una
incertidumbre Ap suficientemente grande, entonces aparecen franjas de
interferenciaen | ( p | D') |? [40] [43].

Desde su introduccion hace mas de 33 afios el concepto de valor cuantico débil ha
pasado gradualmente de ser una simple curiosidad tedrica a ser una herramienta
practica de laboratorio. Su interpretacion ha sido histéricamente un tema de
confusion. A partir de la literatura es posible definir tres roles fundamentales en
los experimentos de valores débiles. En primer lugar, su rol como pardmetro de
evolucion, un valor débil grande puede ayudar a amplificar la sefial de una
deteccién y habilitar la estimaciéon sensible de parametros de evolucién
desconocidos, como la desviacion de un haz de luz, cambios de frecuencia,
cambios de fase, cambios temporales e incluso cambios en la temperatura [29],
[30], [31]. Segundo, su rol como un numero complejo cuyas partes real e
imaginaria se pueden medir, el valor débil ha alentado nuevos métodos para la
medicion directa de estados cuanticos [32], [33] y fases geométricas [34], [35].
Estos métodos expresan cantidades tedricas abstractas como estados cuanticos
en términos de valores débiles complejos que pueden ser medidos
experimentalmente. Notablemente las componentes real e imaginaria de un
estado cuantico en una base particular pueden ser determinadas directamente
con un minimo procesamiento de postseleccion usando esta técnica de medicion
débil. En tercer lugar, como promedio condicionado de eigenvalores observables
generalizados, la parte real del valor débil proporciona una mediciéon a las
caracteristicas no clasicas en Mecanica Cuantica. Los promedios condicionados
fuera del rango normal de eigenvalores han sido relacionados con paradojas como
la paradoja de Hardy [26], [27] y [28] la paradoja de las tres cajas, asi como la
violacién generalizada de las desigualdades de Leggett-Garg [36] que indican un
comportamiento no clasico. Los promedios condicionados han sido utilizados
experimentalmente para medir cantidades fisicamente significativas incluyendo
velocidades de grupo superluminal en fibras 6pticas [37].
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5.4 ;Como es que surge este valor débil?
(£|A™i)

o . A an — V12 1Y
El enésimo valor débil de un observable, ec. (5.13) A- Aw — (i)

Es necesario considerar primero, que tenemos un estado inicial | { ) y queremos

conocer la probabilidad de que este estado evolucione a un estado final | f )
también conocido como estado de postseleccién, entonces,

P=|(fli)|2=(f|i)i|f) (5.18)

Es la probabilidad de la deteccién de un evento en este estado final | f ). Ahora si
consideramos que el estado inicial sufre una pequeiia perturbacion, de forma que
perturbamos el sistema una pequefia cantidad talque el estado inicial evoluciona
por un operador unitario infinitesimal |f ) — U(€)|i). Entonces nos
interesamos ahora en analizar esta nueva probabilidad de obtener la deteccion de
tal estado final desarrollando la siguiente expresion:

Pe=1(flUE)]i)]? (5.19)

donde el operador unitario, (7(6) = e71A jctuando sobre un operador
Hermitico A. Entonces checamos la transicién de probabilidad del estado | i ) al
estado | f ) dada por:

Pe=|(f e i)|? =
(fl(1—i€eA—€?A2/2)|iNi|(1+i€A—€?A%/2)|f), (5.20)

Pe = (fli)Ci fY+ie(fli)ilAlf) —%Z(fli)(iIAzlﬂ—E
(FIAlLXE f) =2 €2 (FIAlLCIAIf ) — E;(flz‘lzli)(ilf)- (5.21)

Ignorando las contribuciones de mas alto orden y dividiendo toda la expresion
entre la probabilidad P, ec. (5.22):

Pe . (fIAlD) AL 1, 2 (F1AIY) Al L[(flA?]i) | (i]A%]f)
—=1 € — € — -
P ik [<fli> (ilf) I+ [<f|i) (ilf) 2[ (Fl1i) T (@1f) ]]'
y usando el hecho de que:
z +z = 2Re(2),
(5.23)
z —z = 2Im(2),
Pe _ , i1 2 [ 1412 i 2
E=1+iemm(A)+e? | |4 +2Re(42) ] (529
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Aqui llegamos a la definicion operacional: los valores débiles caracterizan la
correccién relativa a la probabilidad de deteccién |{ f| i }|?> debido a una
pequefia perturbacién infinitesimal U(€) que resulta en una probabilidad de

~ 2
deteccion modificada |( flue)|i >| . Cuando los términos de mas alto orden

son despreciados, obtenemos una relaciéon lineal entre la correccion de
probabilidad y el valor débil de primer orden, el cual llamamos régimen de
interaccion débil. En contraste con los valores esperados normales de la Mecanica
Cudntica, los valores débiles no estan restringidos a estar dentro del espectro de
eigenvalores o a ser nimeros reales. La controversia es solo en la interpretacion
de estos extrafios resultados, que han sido probados en diversos experimentos
opticos [39]. Después de la postseleccion del estado final | f), definimos la

medicion fuerte como la medicién proyectiva |ipm> = Mm |W) , donde el estado
ift e
W) =e = | ;) ® |¢g) vy el proyector de medicion M,,=|f){f |, entonces:
iHt

1P ) = I Xfllen | ¥) @ lda) ], (5.25)
|Pr) = IfNFIA =i (A® Py)t/M)| i) ® |p(x))q,  expandiendo la

funcién exponencial en serie de potencias y despreciando los términos de alto
orden e identificando el valor débil de 4, tenemos:

1F;) =10 @ (1D —ilfl i >‘{}f'§>Pdt/h|¢<x>>d, (5.26)

[P ) =11 @ (FI (1 — i{ A )Pat/R)|$(x))a, (5.27)

finalmente reescribimos:
[T, ) = ) @ (f] ide M AwIPat/n | (x)),, (5.28)

donde la expresion completa de la expansion de Taylor esta dada por el enésimo

término del valor débil { A} ).

5.5 Energia débil.

Ahora para introducir el concepto de energia débil y constantes de
movimiento débiles, es necesario analizar la dinamica del valor débil, por lo tanto,

_ (yrlAly) |A|1l1)
(Yr1¢)

i, '
e (S o+ w1 Ggmr+ w1 ()

— /AL ) {(Z2D) 1)+ (' 1S N w2 s29)

Usando la ecuacion de Schrodinger:

calculamos la derivada en el tiempo de A
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i = fy) y in® = —| 7 (5.30)

y sustituyendo:

—Y=[A,H], +1h( ) +Z\W(ﬁ’—ﬁ)w, (5.31)
— g’ A

donde, [A,H],=(AH-HA) . (5.32)

La dependencia temporal de A,, surge de considerar de mediciones débiles echas

en varios tiempos t para sistemas donde las mediciones de preselecciéon y post-

seleccion ent; yt, también varian de tal forma que los intervalost —t; y t —

t, permanecen positivos. De hecho, podemos comparar esta ecuacién con la
expresion de la evolucion temporal del valor esperado de un observable dinamico
de Heisenberg y es evidente que resulta exactamente la misma expresién salvo un
término, correspondiente a la energia débil de la interaccién. Ademas, si

~

da,, .
suponemos que el término Ty desaparece, entonces A es una constante débil

de movimiento y esto ocurre cuando H = H'. El valor débil del observable Ay,
también es constante, cuando las mediciones de los estados de preselecciéon y

post-seleccion son fijos y el operador Ano depende explicitamente del tiempo.
Finalmente, el peculiar factor (ﬁ' — ﬁ)w es la energia débil de la interaccidn. Se

origina de la dependencia temporal de la medicion de estados de preseleccion y
post-seleccion y no desaparece solo cuando esta dependencia temporal exista y

H + H. Ademas, si el valor débil AW es un numero real, entonces la energia
débil es un nimero imaginario puro [40]. Tratando el estado final de un medio
absortivo como la post seleccion, el aumento de energia del medio absortivo es el
valor débil del Hamiltoniano de traslacién y la distribucion de energia del foton
cambia por una cantidad opuesta. La medicidn débil de sistemas cuanticos es una
configuracion especial en donde un sistema se mide de tal forma que se obtiene
muy poca informaciéon mediante el dispositivo de medicién, mientras que el
estado del sistema apenas es perturbado, no colapsa, es un area sutil en
Metrologia Cuantica. Una medicion débil, seguida de una medicion proyectiva del
sistema, induce cierta interferencia en el dispositivo de medicidn, lo que hace que
la lectura promedio este dada por el valor débil del observable del sistema. La
debilidad de la interaccién se logra preparando el estado inicial del dispositivo de
medicion de tal manera que el momento conjugado de la variable del puntero del
dispositivo de mediciéon, P, sea pequefio y, por tanto, la interacciéon del
Hamiltoniano también sea pequefia. Mediciones débiles en conjuntos de sistemas
preseleccionados y post-seleccionados arrojan, en lugar de eigenvalores, un valor

79



que podria estar muy por afuera del rango de eigenvalores permitidos como
resultado de la medicién. Aunque hemos mostrado este resultado para un modelo
especifico de mediciones de von Neumann el resultado es completamente general,
cualquier acoplamiento de un sistema pre y post seleccionado de una variable 4,
siempre que el acoplamiento sea lo suficientemente débil, da como resultado un
acoplamiento efectivo al valor débil 4,,. Este acoplamiento débil entre un solo
sistema y el dispositivo de medicion, en la mayoria de los casos, no conducira a un
cambio distinguible de la variable de puntero, pero recopilar los resultados de las
mediciones en un conjunto de sistemas preseleccionados y post-seleccionados
producira los valores débiles de la variable medida con la precision
deseada. Cuando la fuerza del acoplamiento al dispositivo de medicién llega a
cero, los resultados de la medicion arrojan invariantemente el valor débil de la
medicion. Para ser mas preciso, una medicién arroja la parte real del valor débil.
De hecho, los valores débiles son en general nimeros complejos y su parte
imaginaria solo contribuira en una fase (dependiente de la posicién) a la funcién
de onda del dispositivo de mediciéon en la representacién de la posiciéon del
puntero. Por lo tanto, la parte imaginaria no afectara la distribucion de
probabilidad de la posicién del puntero que es lo que vemos en una medicién
habitual. Sin embargo, la parte imaginaria del valor débil tiene también
significado fisico. Es igual al cambio de la funcién de onda Gaussiana del
dispositivo de medicidon en la representacion de momento. Entonces medir el
cambio del momento del puntero nos dejara la parte imaginaria del valor débil.

80



Capitulo 6.

Medicion de polarizacion
de fotones.



6.1 Modelo de Medicion indirecta

Si consideramos mediciones cuanticas finitas en las cuales el sistema a ser
medido S se describe por un espacio de Hilbert de dimension finita y el aparato
de medicion A(x) tiene solamente un niimero finito de resultados. Y, ademas,
asumiendo que cada medicion del aparato con variable de salida X, determina la
distribucién de probabilidad Pr{x = m||p} de la salida X en cada estado de
entrada p y determina el estado de salida p{x = m} para cada estado de entrada
p condicionado a cada salida posible X = m. Para definir un modelo de medicion
indirecta de unapa rato A(x) midiendo un sistema S descrito por un estado [{/)
en un espacio de Hilbert H se especifica la cuadrupla (K, | §), U, M) que
consiste de un espacio de Hilbert K describiendo una sonda P, un vector de
estado |€) en K que describe el estado inicial de P, un operador unitario Jen el
espacio H @ K, describiendo la evolucién temporal del sistema compuesto
S + P durante la interaccién de la medicién y un observable M, llamado medidor
observable de P que describe la medicién del aparato de medicion, [19] [50] o
precisamente la cantidad P a ser medida después de la interaccién de medicion

por un observador externo que no interactiia con el estado del sistema S. La clase
de modelos de medicion indirecta es una clase universal de modelos de medicion

cuéntica [50], [51] en el sentido de que para cualquier aparato A(X) con la
variable de salida X hay un modelo de medicién (¥, | £), U, M) que determina
las propiedades estadisticas de A(x) por:

Pr{x = m||p}pp=m; = Trx[UTA @ EM(m)U(p @ [EXED],  (6.1)

donde Try representa la traza parcial sobre K y EM(m) es la proyeccién
espectral de M correspondiente al nimero real m. De la ecuacién anterior
tenemos: Pr{x =m||p} = Tr[UTA ® E¥(m)U(p ® [E)ED],  (62)
_ Trg[UT(I®EM (M) U (p®1$)(¢ )]

Ple=m} = [yt (10 E™ (m)) U (p@1E)E )

6.2 Modelo de Medicion Generalizada
Después de la interaccién el estado inicial [) = [P) @ |E), (6.4)
evoluciona como: W) — W) =U(|P) R |E)). (6.5)
Multiplicando por el operador identidad I enlabase de |m) dado por:

[=3%,, |m){m|. (6.6)

El estado |1") después de la interaccién, (figura 13) puede ser descompuesto en

. (6.3)

términos de |m):

Y'Y =Znlm| U (1) @ 18)) | m) = Zn(Mplp)) ® [m), (67)
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Figura 13. Modelo de medicién cudntica indirecta. El estado del sistema [} y el estado
de la sonda |&) interacttan entre si a través de un operador unitario U, el observable A en
la sefial se puede correlacionar con el observable Men la sonda, para luego medir Men la
sonda. Este procedimiento mide indirectamente A en la sefial.

donde l\7[m es el operador de medicién actuando en el estado del sistema [):

M,, = (m| U [¥), (6.8)

la probabilidad de encontrar la sonda en el estado |m) esta dada por:
p(m) = (MT,,M,,}=(E,,.), (6.9)
dénde, E,=MI_M_. (6.10)
Y obedece la relacién de completitud: )., Em = I. (6.11)

6.3 Proceso de mediciéon de polarizacion de fotones.

Las matrices de Pauli son los observables del qubit de polarizacion de un foton
individual, con resultados de medicién £1, cada uno corresponde a uno de los dos
estados ortogonales de polarizacion donde se encuentra el foton. Por ejemplo o,
mide el estado de polarizaciénen | H Yo | V ) y 0, mide el estado de polarizaciéon
en |[D) o | A). En Optica Cuantica el divisor de haz polarizante (PBS) es
comunmente usado para medir la polarizacién [13]. El divisor de haz transmite la
componente paralela al plano de incidencia (componente—P) y refleja la otra
componente del campo perpendicular al plano de incidencia (componente—S). A
partir de ahora fijaremos nuestro origen de coordenadas de forma que la

componente—P sea horizontal y la componente—S sea vertical, es decir que los
campos estan linealmente polarizados, entonces el divisor de haz
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Figura 14. Modos de campo electromagnético de entrada y salida en el divisor de
haz.

trata los grados de libertad de polarizacion (H o V) y los grados de libertad de
camino 1 o 2. Los operadores de creacién y aniquilaciéon correspondientes a las
amplitudes de cada modo satisfacen las relaciones de conmutacién canénica:

13;, af] = &, « (6.12)
la,, af]l = [a,, a3] = [a;, a3l = [a,, aj] =1, (6.13)
[a,, az] =1[as, a;] = 0. (6.14)

Los coeficientes de reflexion y transmision del campo para el modo 1 son 17 y t4
mientras que para el modo 2 son 1, y t,.

Entonces, a; =14, + t,a,,
a4 = tlal + rzaz. (615)
La relacion entre los operadores de campo en la entrada y a la salida es:
A A
1 Hy
ATl ~
HZ 5 Hz
o =Upss| 4 (6.16)
1 Vi
Al ~
a VZ aVZ

Relacionados por la interaccion con el divisor de haz de polarizacién (PBS)

~ oy o 617
PBS 0 ﬁV ’ :
con fjH = el(po-o y U\V = Oy, (618)
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donde, @ es la diferencia de fase entre las componentes reflejada y transmitida.
Podemos asumir que ¢ = 0. No hay que olvidar que estamos considerando un
sistema de dos qubits, uno correspondiente al estado de polarizacién y el segundo
correspondiente al camino que sigue el fotdn. Esto se debe a que hay dos grados
de libertad intrinsecos, la polarizacion y el camino. Una expresion general para el
qubit de dos estados es:

YY) =Cpi(|H) @ |+1))+Cpa(|H) & |-1))+

Cn(IV) @ [+1))+C(|V) ® [-1)).  (6.19)

También podemos observar que el operador Upgs actiia como una operacion
CNOT entre los dos qubits con la polarizacién como control y el camino como
target:

Upps = |HY(H|Q oy +|VI{V|Q oy, (6.20)
100 0 0000 1000

~ [ o100 0000 )| [ 0100

Ures =\ 0000 |T| 0001 /7| 0001 (6:21)
0000 0010 0010

Podemos utilizar un PBS como dispositivo de medicién de polarizacién utilizando
el qubit de camino como sonda. Asumimos que un fotén que tiene un estado de

polarizacién |) inicialmente proviene del camino 1, esto es, el camino inicial del

qubit es | +1) y la medicién se realiza detectando al fotén en uno de los dos
caminos resultantes después del PBS.

6.4 Resultados modelo experimental

El experimento considera usar fotones individuales producidos por el método
SPDC o considerando una fuente de radiacion atéomica ya que los valores débiles
emergen del acoplamiento entre los dos grados de libertad del fotdn, el qubit de
camino (espacial) y el qubit de polarizacion. El observable que medimos es el de

la polarizacion en la base (H —V) es decir que operador cuantico
correspondiente al pardmetro de Stokes S; dado por la ecuacién (2.27) fl =

|[H)(H| — [V){V], con valor esperado (5'1) = (u|S;|n) para algtn estado |p).

Subsecuentemente la medicion débil se efectia usando un dispositivo
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no—determinista de medicién generalizada de polarizacién de fotones [53].
Tomando a X, Y y Z como las matrices de Pauli y denotamos por [0) y |1) como
los eigenestados de Z con eigenvalores +1 y —1 respectivamente. El modelo de

medicién indirecta descrito por K. Edamatsu [7] [19]. Sea C[X] la compuerta
controlada C-NOT en la sefal del qubit:

CIX]1=10)0| @I + |1X{1| ® X, (6.24)

si tomamos el estado inicial de la sonda como |0’) y el medidor observable en la

sonda como M = Z'. El operador unitario U esta dado por:
0 = cix1(T®@W(6)) = 10X0] ® W(®) + |1)(1| ® KW (6). (6:25)
El estado inicial del foton por (6.5) es:

W) =[Y)® | +1), (6.26)
y se transforma después de pasar a través del PBS como:
W) = Upps(1¥) ® [ +1)), (6.27)
Ademas, utilizando la ecuacion (6.7) podemos escribir:
W) =M, [Y) & |+1) + M_[) ® | -1), (6.28)

Luego, a partir de la ecuacién (6.8) y a partir de los operadores de proyecciéon

My, = M,y M, = M_, obtenemos los operadores de medicién generalizada:
My ={ +1|Upps|+1) = |H){H]| (6.29)

My = (+1| Upgs | +1) = | H) (+1|W (6)| +1) (H]
+ | VY (=1|W(@)| +1) (V], (6.30)

M, = (+1|W(©)| +1) | H)(H| + (—1|W ()| +1) | V)(V]. (6.31)

Considerando que | +1) = | 0) yque | —1) = | 1), los operadores de
medicion generalizada son:
cos(0) sen(6) 1,1
sen(0) —cos(0) (0) | H) (H|
cos(0) sen(0) 1/1
+O.1) lsen(@) —cos(6) (0) V)V, (6.32)
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M, = cos(0) |H) (H| + sen(8) |[V)(V]. (6.33)
Y analogamente:
M_=(—1|Upps|+1)=|V)(V], (6.34)
M_ = (=1 Upps | +1) = | H)(=1|W ()| +1) (H]|
+ | VY(+1W (@) +1)(V], (635

M_ = (—1|W(@)|+1) | H)yH| + (+1|W ()| +1)| V) (V], (6.36)
M_ = sen(8) | H)(H| + cos(8) | V) (V. (6.37)

También se pueden ver como los proyectores de | H ) y | V' ) respectivamente.
Esto es una medicidn generalizada de la polarizacién del fotdn, otra forma de ver

los operadores de medicion M,,, conm = 0, les:

Mo = (0'|T]0")=[0)(0"|W (6)]0")0] + [1){1'|W (8)]0")(1]| 639

M, = cos6 |0)(0| + senf |1)(1], (6.39)
M, = (1'[U]0") = [0)(1'|W(6)]0")0] + |1){0"|W (6)|0')1],  (6.40)

M; = senf |0){0] + cos6 |1)(1]. (6.41)
Se puede demostrar facilmente que se pueden reescribir los operadores de
medicion tomando @ = cos( % —-0)y [ = sen(% — 0).
o~ 1 a =~ 1 a
M, = \/_E(“I + po,), M= \/_E(“I — pBa,). (6.42)

Los elementos POVM correspondientes a los resultados de la lectura del medidor
observable son de la forma:

E. =Mt M, =cos(6)?|H)(H|+ sen(8)? |V)(V|, (6.43)
E_=MT_M_ = sen(0)? |H)(H| + cos(8)? |[V)(V]. (6.44)
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Sea t = cos(0) y r = sen(6).Porlo tanto, la fuerza de medicion esta definida

como s = t? —r?= c0s(20). Podemos reescribir los operadores POVM en
términos de la fuerza de medicion como:

E, = %(IA + cos26a,) = %(IA+ 50,), (6.45)
E_ = %(i — cos260,) = %(IA— 50,)- (6.46)

La medicién se vuelve una medida proyectiva cuando 8 = 0, ya que en este caso
los operadores M, y M_ son los proyectores de |H) y |V) respectivamente. Por
otro lado la medicion es nula para el dngulo 8 = 1 /4. La fuerza de medicion
caracterizada por § = c0S20 y se definideen 0 < s < 1. Y dado el formalismo
de mediciones débiles, cuando ésta fuerza de medicion es suficientemente
pequeiia arroja el valor débil de la medicion, lo que nos permite delimitar la
medicién debil para los dngulos definidos entre: — /4 < 0 < m/4. Ademas, en
(6.45) y (6.46) note que los operadores de medicion POVM se pueden escribir en
términos de la fuerza de medicién. Basandonos en el experimento Optico
propuesto por K. Edamatsu, (2016) [7], para mostrar como se puede medir un
valor débil complejo asociado con un observable de polarizaciéon de fotones.
Consideramos el esquema de la Figura 16, donde inciden fotones individuales en
un estado inicial |;)|i), donde el estado [1;) es el estado inicial de polarizacién
y el estado |i) corresponde al qubit de camino del fotén. La polarizacién se
prepara mediante el uso de una placa de un cuarto de onda o por sus siglas en
ingles quarter—wave—plate (QWP) y dos placas de media onda (HWP). Los
fotones pasan a través de un divisor de haz de polarizacién (PBS) alineado con un
estado de polarizacién final |f) antes de impactar a uno de los detectores

acoplados o en una camara CCD dénde cada pixel mide un fotén con una
probabilidad de deteccién dada por:

P = [{fli) I* (b |i) 17, (6.47)

donde |1/Jf) es el estado final transverso post—seleccionado por cada fotén. La
implementacion experimental de las mediciones generalizadas en conjunto se
realizan mediante la interaccion de fotones con dispositivos 6pticos como el

divisor de haz de polarizacion variable o por su acrénimo en ingles Variable
Polarization Beam Splitter (VPBS) [7] [18].
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VPBS

1

-
V-

(1H), + V), }1+1) @

') = M_|p)
|m) = |-1)

9" = M, |y)
|m) = |+1)

Figura 15. Medicién generalizada de polarizacién usando un divisor de haz de polarizacion variable
(VPBS). La sefial es el qubit de polarizacién de un fotén |i) y la sonda es el camino donde se inyecta el
fotén |€) = | + 1), y sale por cualquier resultado de camino |m) = |+1) o |[—1), dependiendo del
resultado de la medicion del qubit de polarizacién [7].

6.4.1 Preparacion del estado de post seleccion.

Considerando el estado de polarizaciébn como la superposicion de las

componentes horizontal y vertical cémo el estado [1), = %{ |H), + |V)1} yel

modo de vacio |O)0 en la entrada del modo 0, se describe detalladamente el

proceso en el que fotones individuales interactuan con los dispositivos 6pticos del
experimento (figura 15). Entonces el estado en la entrada es:

W), = %{ |0)o|H) [+1) +10)y V), [+1)}, (6.48)

luego, el estado |1/J') describe completamente el sistema justo después de
atravesar el primer divisor de haz de polarizacién, agregando una fase (i) a la
componente de polarizacion que se refleja. Una caracteristica importante es que
el divisor de haz de polarizaciéon PBS actia sobre el qubit de camino del foton,
produciendo una superposicion:
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[¥") = Upps, ¥),, (6.49)
1 .
[ = {100, 1H),1+1) + i 1V),]0),|-1)}, (6.50)
luego, atravesando las placas de media onda (HWP’s) con angulos entre los ejes
principales definidos como (6/2) en el camino |—1) y (8/2 4+ m/4) en el

camino |+1) que actian sobre el qubit de polarizacién en sus componentes a

través de la matriz (A15) ﬁHWP (0), se produce una superposicién de las

componentes de polarizacion. Y, adicionalmente, introduciendo dos retardadores

i6/2 y, oif/2+m/4

simples con amplitud de fase e que actuan en el qubit de camino

|—1) y |+1) respectivamente. Tenemos:

[ = = {e@/D|4+1)[0), Tywp(8/2) |H), +
i e/0/2+m/4)|—1)|0), Uyyp(0/2 + 1/4) IV),}, (6.51)

donde a partir de la ecuacion A15:
Uywp(6/2) |H); = {cos 6 |H); +sen@ |V)s}, (6.52)
Ouwp(8/2 +1/4) V), = {sen (8 +2) |H); — cos(6 +3) [V),}, (653)

Note que la rotacion en el qubit de polarizacion produce una superposicion de las
componentes de polarizacion lineal en términos del angulo 6. Entonces, tenemos:

[ty = \/%{ e'®/2]4+1)]0),{cos O |H); +senb |V);} +
ie'(0/2+7/4)|-1)|0) {cos O |H), + sen 6 |V)2}} (6.54)
Luego, el estado |1/)IV) justo después de salir del segundo divisor de haz de
polarizacién: |1/JIV) = ﬁp352|¢lll) , (6.55)
1
V2
ie'6/247/%) cos § |—1)|0);|H), — €' ®/2*™/4) sen 6 |+1)]0),|V)s}. (6.56)

[W"V) = —{e'’? cos 8]+1)|0),|H)s + ie?®/? sen®|—1)|0) V), +

Después de la interaccién con la placa de media onda y ajustando un 4ngulo 0 =

7 /4 en el modo 4 como se describe en la ecuacion A17, tenemos:
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_ 1 i0/2
V), = ﬁ{e cos 0 10),[+1)|H)s

+ e sen 8 |0);1=1) Uywp(/4)|V )4
+1e'0/24m/%) cos 0 |—1)]0); Upyyp (/4 )|H),
—el(0/24/4) sen 9 |+1)]0),|V)s},  (6.57)

ademas, considerando la ec. A17, una placa de media onda (HWP) con angulo 7'[/4

es equivalente a una compuerta X-gate que invierte la polarizaciéon de cada

componente en el modo 4 cémo:
ﬁHWP(T[/4‘ )IH)s = |V)a,
(6.58)

ﬁHWP(T[/4‘) [V)s = |H)s .

Entonces el estado final:
1 . .
1) e = St e'%/2 cos 00),|+1)|H)s + €'®/2*™/2) sen 0 |0), | —1)|H),
+ el(0/2431/4) co5 6 |0) |- 1)|V), — e!®/2FM/4) sen @ |0),|+1)|V)s,

(6.59)

y reescribiendo la ecuacion en términos de funciones trigonométricas y

reduciendo términos semejantes:

2

+ ( cos (— )sen 6 —isen <2 + %) sen 9) |V)5}

)
+—|0) |—1) (—sen — sen § +isen @ cos )|H)4

0 7
V) oue = \/_ 10}, |+1){(cos—cos 0 +i sen - cos 9) |H)s

{
+< Sen( +—)cos€+1c059cos( +—))|V>4}

(6.60)
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Finalmente, tomando el médulo cuadrado de cada amplitud obtenemos las

probabilidades para cada estado correspondiente:

, 6 1 0
10}, |+1){( cos? = cos?0 + —sen? = cosze) |H )<
2 2 2
+ (geos? (3 + ) sento + gent (3 + ) sence) 1)
Scos®| 5+ )sen 5 sen” {5+ |sen V)s
1 9 1 0
+10), |—1>{( sen— sen?8 + - sen? B cos? —)|H)4
2 2 2
1 0 & 2 1 2 0 m v
+ Esen <2+4>cos +Ecos cos (2 Z) Vst
(6.61)
reduciendo términos obtenemos:
1
0),1+1) 5 cos? @15 + 5 sen* (@)I1)s)
1
+ 101D {5 sen (@], + 5 cos @IV}
(6.62)

que podemos separar de la siguiente forma:

~cos2(6) |0),[H)s|+1) +sen(8)|0),|V)s|+1)

+25en?(6)[0)5|H)4|—1) + 3 cos?(6)[0)5|V)s|—1).  (6:63)

06=0 0=n/8 |O0=m/4|0=m/2

P,y 172 04267 | 1/4 0
P,y |0 0.0732 | 1/4 1/2
P_iy |0 0.0732 | 1/4 1/2
P_y 172 04267 | 1/4 0

Tabla I. Resultados de todas las probabilidades de cada estado posible en términos
del dngulo 6. Note que la suma de probabilidades es 1, obedeciendo la relacién de
completez en la medicion.
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6.4.2 Valor débil de polarizacion

Tomando las amplitudes:

A=(cosgcos 0 +i sengcos 9),
2 2
B=(—cos (g + %) sen 6 —1isen (g + %) sen 9),
— (6.64)
C=(— sen g sen 6 +1isen @ cos g),

D=(— Sen(g + %) cos 8 +icos 8 cos (g + %)).

Y escribiendo el dual de la ecuacion (6.60): .
1 * * * *

outlp| = Z{A" (0] 5(H| + B*4{0[5(V| + C*5{0]4(H| + D*5(0[ 1V}

(6.65)
El valor débil del observable de polarizacion en la base H—V definido como:

(ﬁHV)W _ out{WI1PuvIP);, .

6.66
out<¢|¢)in ( )
Tomando el operador de polarizacién de la ecuacién 2.27:
Puy = [H)X(H| = [VXVI, (6.67)
~ 1
Py ), = S {IH)HIH)110), — [VXVIV)4]0), }. (6.68)

Y tomando la ecuacion 6.65, podemos calcular el valor débil de polarizacién
como:

R (cos 0 [cos g + cos (g + %)] + cos 6 [cos (g + %) — COS g])
(Puv),, = 7
. i(cos (9)[cos(g+%)]—sen(g)+sen(6)[sen(g)—sen(g+%)])

" , (6.69)

con, F=A"+B*+ C*+ D7,

F = (cos 6 [cos g — cos (g + %)] — sen(0)[cos (g) + cos (g + n))

4
i (sen(e)[sen (g) + sen (g + %) — cos(B)[sen (g) — sen (g + %))
(6.70
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Implementando una fuerza de medicién s = cos(20,,) = 0.6291, el valor

débil de la polarizacion ec. (6.69) es igual a V2, el cual es un valor prohibido en la
teoria cuantica estdndar, que ocurre cuando el &ngulo entre los ejes principales
de las placas de ondas es 0,, = 0.4452 rad, es decir que en el experimento hay
que ajustar las placas de ondas un desfase de 8, = 0,,/2 = 0.2226 y 0, =
0,/2 + /4 =1.00799 (radianes) es decir 8, = 12.94°y 0, = 57.75° Este es

un resultado que llama la atencién porque el valor V2 no es un eigenvalor del
observable de polarizacion. Es decir que para ciertas mediciones generalizadas el
resultado de la medicion de polarizacion esta fuera el conjunto de eigenvalores
propios del observable.

(Puv),, = V2 - i (6.71)
Como vimos en la seccién 5.5, la medicién arroja la parte real del valor débil,
mientras que su parte imaginaria también significado fisico, es igual al cambio de
la funcién de onda Gaussiana del dispositivo de medicién en la representaciéon de
momento. Entonces medir el cambio del momento del puntero nos dejara la parte
imaginaria del valor débil, que solo contribuird en una fase dependiente de la
posicion a la funcién de onda del dispositivo de medicion, por lo tanto, la parte
imaginaria no afectara a la distribucion de probabilidad de la posicion del puntero
del aparato de medicion.

1.5 T T T T T T T T T

Re (P)w

0.5 r 7

0L L L | | | | | I I 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
s=cos(20)

Figura 17. Representacion de la parte real del valor débil del operador de polarizacién en
la base H — V en funcién de la fuerza de medicién S. Podemos comprobar que cuando la
fuerza de medicién es 1, tenemos entonces una medicidn proyectiva (fuerte).
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1.5

o
o

o

Re (Piw y Im (P)w
S
- (&)

Y
[&)]

-1 08 06 -04 02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
s=cos(28)

Figura 18. Representacién de las partes real e imaginaria del valor débil del
operador de polarizacién en la base (H — V).

6.4.3 El método de los tres estados para cuantificacion de
error y perturbacion.

Como estudiamos en el Capitulo 4, el error €(A4) y la perturbacién 1n(B) se
definen a través del operador de ruido N(A) = UT(IQ@ M)U—-A R 1y el
operador de perturbacién D(B) = UT(B ® 1)U — B ® I respectivamente por
las ecuaciones 4.22—4.23. Sin embargo dado un dispositivo de medicién A(x), en
la practica estos operadores son usualmente desconocidos.

e(A) = ((UT(I1Q M)T — A 1)2 )" (6.72)

W18’

)1/ 2 (6.73)

BY=((0T(BQNU-B®I)? :
1(B) =((U'(B®]) S e
Donde el promedio se toma sobre el sistema compuesto de la sefial y el medidor

observable (|Y)® |€)), U es el operador de evolucién unitaria que describe
completamente la interaccidn entre el estado del sistema (la sefial) y el medidor,

que lleva la informacién acerca de la sefial del observable A en el medidor
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observable M, donde B es la sefial del observable que puede (o no) ser perturbado
como resultado de la medicién de A.

El error £€(A) es el valor cuadrado medio de la diferencia entre el medidor
observable M después de la interaccién y el observable A antes de la interaccidn.
Y la perturbacién 1(B) es la raiz cuadratica media del cambio en el observable

B durante la interaccibn de medicién, entonces cémo probamos
matematicamente qué:

e(A)n(B) + e(A)a(B) + a(A)n(B) == |([A B)|,

se cumple para cualquier estado |Y) de S y cualquier modelo de medicién

(6.74)

indirecta (¥, |&), U, M). Definiendo el k —esimo operador de momento de
salida por:

000 =y, mkitt M (6.75)

entonces el k —ésimo momento de la variable de salida de A(X) con la
entrada [1)) esta dada por:

W01y = Ex{x* Il [}, (6.76)

tenemos:

e(A)? = (Y|0P — 0N A — 40P + A2|y). (6.77)

Definimos la post medicién del k —ésimo operador de momento del observable B
por:

0Y0 =y, Mt BN, (6.78)

entonces, el K—ésimo momento del observable B en el estado de la salida del

aparato A(X) en la entrada | esta dado por:
W1057 1) = Ex{ BX I T(IP)p1)}, 6.79)

donde Tes la operacion no selectiva de A(X). Entonces, tenemos:
2
1(B)* = (05" — 05”B — BO;” + B*ly).  (6:80)

Por lo tanto, el error £(A) y la perturbacién 717(B) se determinan por la medicién
de los operadores del aparato de medicion A(X).

El método de los tres estados para cuantificar el error y la perturbaciéon es un
método para medir £(A4) y n(B) usando los resultados del aparato A(X), pero

sin conocer el operador de ruido N(A) o el operador de perturbacién D(B).
Podemos reescribir el error de la ecuacién 6.77 como:
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e(A)2 = (Y|A%[p) + W02 1) + (W0 1)
+HAPY|OV | Ay — (A + D0V (A + D). (6.81)

Entonces, £(A) puede ser estimado estadisticamente de los resultados de
medicién del aparato A(X) en los tres estados (), A|Y)/ [|1A|Y)| v (A +
DY)/ [I(A+ D|Y)|l, a la entrada. Similarmente de la ecuacién 6.80 la

perturbacién 1(B) puede ser escrita como:

n(B)? = (Y|B2|Y) + (W0 1) + (|05 )
+(BY|0S"|BY) — (B + D[0P |(B + D). (6.82)

Entonces, 1)(B) puede ser estimada estadisticamente de los resultados de
medicion de B en el estado justo despues de pasar a través del aparato de
mediciéon A(X) en los tres estados ), B|Y)/ [|BlY)|y (B + DY) / I|(B +
D) |Y)]| en la entrada de A(X). De acuerdo a la teoria, para un observable X, el
estado X|Y) puede ser preparado del estado |Y/) con determinada probabilidad

de exito incluso sin conocer el estado ). De hecho, un aparato de medicién A(x)
con operadores de medicién {My, M;} con My = X/||X|| y M, = \/1_7”\710'
producen el estado X 1))/ || X [)]| en el estado de entrada |1)) con probabilidad
Pr{x =0 Il [} } = [IXIVII?/ IXII%.

6.4.4 Error y perturbacion del modelo experimental

Tomamos el observable a medir A = Z y consideramos la perturbacién en el

observable B = X, de las ecuaciones 6.75 y 6.78, tenemos:

0" =E, —E_=s2Z, (6.83)

Con E+ y E_ dados por las ecuaciones 6.45 y 6.46. Por otro lado,
~ 1 —~ —~ P P
0" = mix M, + Mfx m,, (6.84)

Considerando el hecho de que XX = I, y que los operadores de medicién son
hermiticos tenemos:

0% = My (X MoX)X + M, (X M, X)X, (6.85)

oY = (M, M, + M,M)X = 2 Tr(X), (6.86)
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Entonces resumiendo tenemos:

0;1) =sZ,
(6.87)
0% = 2 Tr(X).
Entonces los términos de la ecuacion 6.77 y 6.80 respectivamente son:
0Vz + 205V = 2522 = 25, (6.88)
OVX + X0 = 4Tr 1. (6.89)

Luego considerando 0;2) = 0)((2) =1, y reescribiendo 6.87 en términos de la

Oél) = co0s 26 Z,
(6.90)

0L = sen 26 X,
Para poder escribir 6.88 y 6.89 como:

fuerza de medicién:

0Pz + 20" = 2cos26 [ = 21 — 4sen?61, (6.91)
5Dy 1 xp® — P = of — asen? (F— o) f
05X +X05" = 2sen 201 = 2] — 4sen? (5 - 0) I. (6.92)

Ahora la medicién de error y perturbaciéon de 6.77 y 6.80 resultan en:

£(Z)? = 4sen?0,

(6.93)
[
2 _ 2 (2 _
n(X)* = 4sen (4 9).
Y finalmente:
e(Z) = 2send,
(6.94)
n(X) = 2sen (E — 6).
4
El producto error-perturbaciéon de Heisenberg es:
H(8) = e(Z)n(X) = 4 senfsen G — 9), (6.95)

note que H(0) = 0y H (3) <H(O) <H(3) =2-VZ< 1, con0<6 <

/4.
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Luego con 0(X) = 0(Z) = 1. Larelacién de incertidumbre de Ozawa (4.52) es:
0(0) = e(ZIn(X) + e(Z)a(X) + o (Z)n(X), (6.96)
0(6) = 2send * 2sen G — 9) + 2senf + sen G — 9), (6.97)
Finalmente la relacion de error—perturbacién de Ozawa resulta en:
A
0(0) = (2senf + 1) (ZSen (Z — 9) + 1) -1, (6.98)

Ademas, podemos observar que:

0(0) = 0(%) =2,
(6.99)
o(%):z-ﬁn/z-\/i. }
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(a) s=cos(26)
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0.5 - A
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(b) s=c0s(28)
= T =
Re (Pw
H(8)
25 0(8)

0.5

0 . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

©) s=cos(26)
Figura 19. Resultados de error de medicién €(Z) en (a) y la perturbacion n(X) en (b), ambas en funcién
de la fuerza de medicién s = cos26. A medida que aumenta la fuerza, incrementa la perturbacién n(X) y
disminuye el error £(Z). En (c) se compara el producto error—perturbacién de Heisenberg H(0) con el
producto error—perturbacion de Ozawa O (0) y la parte real del valor débil de polarizacién. Note que cuando
la fuerza de medicién es s = 1, el resultado del valor débil es 1, que es eigenvalor del observable, lo que
concuerda con las mediciones proyectivas de la teoria estandar.
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6.4.5 Evaluacion del error y la perturbacién

De la definicién de error y perturbacién tenemos:
e(A)? = (M, — A)?), (6.100)
e(4)? = <1\7[A2> + (A2) — (MpA + AM,). (6.101)
Y similarmente para la perturbacion:
N(B)? = (f”) + (B7) — ( FgB + Big), (6.102)
Los dos primeros términos de (6.101) se pueden evaluar experimental o

tedricamente usando mediciones proyectivas: A = z}_ AW | = zj Aill;y

la probabilidad de obtener un resultado de medicién m, dada por p(m) =

<M;l]\//7m> = (E'm> y de la descomposicién espectral del observable M=

2j M [m)(m|.
(A%) = Z A4, (6.103)
j
<MA2> =z tm? (Em), (6.104)

En el caso de la medicion de un qubit, donde l,, = /1]- = 41, estos términos
resultan ser la unidad. Sin embargo, la evaluacion experimental del tercer término
presenta una correlacion entre M A yA. Luego, una forma es transformar el tercer
término de (6.101) como:

(FaA + AM,) = ((1+ A7 + A) ) - (AM,A) — (M),  (6.105)
en esta forma, el primer término del lado derecho es el valor esperado de MA para

el estado sefial (i + A) |)). También, el segundo y tercer término son los de los

estados A|) y |) respectivamente. Entonces, si estos estados son preparados,

uno puede evaluar el error experimentalmente por las ecuaciones (6.101) y

(6.105).
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Similarmente podemos demostrar que:

2(MpA + AF,) = (1 + A)M(F + A)) — (1 — A)M,(F - A)),  (©.106)
Preparando (i + /i) 1Y)y (i — A) |Y)) como los estados de la sefial (método de
los dos estados). En el caso de medicién del qubit, A= 0,, por ejemplo, 0,
presenta una rotacion en la esfera de Bloch, (i + 0,)/2 son proyectores para los
dos eigenestados de 0,. El otro método es utilizar valores débiles con los
operadores POVM E'm de la medicién de MA, obtenemos:

(MAA + AMA> = ZRQ(MAA)

=2 z Ajtm Re (En ), (6.107)
jm

donde, Re <Emﬁ]> = P,,(j,m) es llamado el valor débil de la probabilidad

conjunta de la polarizacidn:

A Re (EgnA Py (j,
Re(A) = —eér:; ! zj A Vg;r)n) (6.108)
usando las relaciones de valor esperado de los operadores de medicion:
(Em) = 2;Pv(Gom), (6.109)
() = X Py (G, m), (6.110)

encontramos la relacion para el error:

e(A)? = z (m — 4;) By (,m). (6.111)
jm

Entonces podemos evaluar el error de la medicion si conocemos todos los valores
débiles de la distribucion de probabilidad conjunta P,,(j,m) [7], [20] de las
mediciones sucesivas de los pares conjugados de observables incompatibles,
introducida por Lund y Wiseman en 2010 [24] y que luego Edamatsu tomé como
posibles medidas de error y perturbacion.
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Conclusiones

En esta tesis se analiz6 el fenémeno de polarizacion de ondas
electromagnéticas desde la descripcion semi—clasica con las ecuaciones del
Electromagnetismo, hasta el enfoque de la Mecanica Cudantica utilizando los
operadores de Stokes y su representacion en la esfera de Bloch, con el objetivo de
estudiar los fundamentos tedricos mas importantes y comprender la descripcién
matematica de la polarizacidon de fotones. Debido a la naturaleza de la luz, es
posible codificar informacién cuantica en los estados de polarizacion de fotones
representados como qubits de informacidn, utiles en circuitos de Computaciéon
Cuéntica, en aplicaciones de Comunicaciones Opticas, en Metrologia Cuantica y en
el procesamiento de Informacién Cuantica, pero para extraer informacién de un
sistema cudntico inevitablemente se requiere realizar una medicién, de hecho, es
a través de la medicion de observables fisicos que podemos entender las leyes de
la naturaleza. Es por esta razén que se estudiaron las mediciones cuanticas
generalizadas y los procesos de medicidn cudntica para analizar y comprender el
intrincado campo de mediciones y valores débiles, introducidos por Aharonov,
Albert y Vaidman en 1988, y que hasta el dia de hoy constituyen un elemento
interesante y controvertido en el debate sobre las bases de la Mecanica Cuantica
y los elementos mas fundamentales de la realidad. En este trabajo introdujimos
las nociones tedricas del valor débil, que nos ayudaron a demostrar como surgen
los valores débiles naturalmente, asi como su definicién operativa, ademas,
exploramos este concepto junto con sus aplicaciones e interpretaciones mas
importantes. Desde la teoria de mediciones cuanticas, el formalismo de valores
débiles implica la posibilidad de obtener mas informacion sobre el sistema fisico
que la permitida por la teoria estdndar de la Mecanica Cuantica. La controversia
sobre el significado de valores débiles es sin duda uno de los temas mas
destacados del campo, sin embargo, el formalismo de valores débiles también
puede ser muy util en implementaciones practicas de ingenieria con aplicaciones
en Dispositivos Cuanticos. Como se ha presentado en esta tesis, existen distintos
modelos experimentales cuyo principio basico se basa en la implementacion
adecuada de mediciones débiles, como el proceso de tomografia directa de
estados cuanticos, proceso que es indispensable para los desarrollos y
experimentos de Informacion Cudntica de variable continua y qubits de
informacién midiendo la funcién de onda del sistema cuantico. Sin embargo, estos
procedimientos muestran su potencial solo en condiciones experimentales muy
especificas, que limitan el alcance de su aplicabilidad, por ello es importante
conocer estas condiciones para adaptar situaciones en el laboratorio que nos
permitan medir estas cantidades.

Mostramos que se puede usar un valor débil grande para amplificar la sefial de
una deteccion y puede ser utilizada para estimar sensiblemente la evolucion en el
tiempo de parametros desconocidos en la interaccién de la medicién, como la
desviaciéon de un haz de fotones, cambios en la frecuencia, cambios de fase,
cambios temporales e incluso cambios de temperatura. La presente teoria puede
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ser verificada experimentalmente para diversos sistemas fisicos, como la
polarizacién de fotones representada a través de un sistema cuantico de dos
niveles. Estudiamos la implementaciéon experimental de mediciones
generalizadas de polarizacion de fotones, se determin6 el estado final de fotones
individuales que interactiian con un esquema de un divisor de haz de polarizacién
variable (VPBS) en un interferémetro de polarizacion de Mach—Zehnder, se
determind el valor débil de la polarizaciéon en la base (H — V), se evalud el error y
la perturbacién de la medicion haciendo uso de la medicidn débil. Estudiamos la
violacidon a la relacidon de error—perturbacién de Heisenberg y la validez de las
relaciones de error—perturbaciéon de Ozawa y otras relaciones propuestas
recientemente.

Ademas, de estudiar los valores débiles, analizamos la dinamica del valor débil de
un observable arbitrario como parametro de evolucién y encontramos un término
extra que no aparece en la descripcién de la teoria estandar, que corresponde a la
energia débil de la interacciéon. Hemos enfatizado la generalidad de los valores
débiles cuanticos como una herramienta para describir diversos experimentos de
mediciones cuanticas. Los valores débiles son de considerable interés intrinseco
tedrico y hasta filos6fico. Ademas, el hecho de que obedezcan ciertas reglas bien
definidas implica que son herramientas heuristicas para predecir resultados
experimentales con determinada probabilidad. La teoria desarrollada en esta
investigacion proporciona una guia util para reflexionar y ayudar a identificar
otros casos en los que la teoria de los valores débiles se puede utilizar en Optica
Cuantica y areas relacionadas. Incluso pueden surgir nuevos experimentos y
aplicaciones para esta area de la fisica cuantica que invita a la reflexion.

El error de medicion, la perturbacién y las relaciones de incertidumbre son
fundamentales para nuestra observacion del mundo cuantico. Recientes
investigaciones en la teoria de mediciones cuanticas han revelado nuevos
aspectos de estos temas, proporcionando mayor precisién y un entendimiento
fundamental de lo que podemos obtener de la naturaleza a través de mediciones.
Aunque los experimentos que se han llevado a cabo hasta ahora se limitan a
sistemas de un solo qubit tales como el spin de electrones o la polarizacién de
fotones, sera esencial realizar investigaciones experimentales extendiéndonos a
otros sistemas, no solo para comprender los fundamentos de mediciones fisicas,
sino también para nuevos desarrollos de Informacién Cuantica y protocolos de
comunicacion.

La luz ha demostrado ser un excelente laboratorio para la investigacion en la
teoria cuantica y también es el caso de la polarizacién de la luz.
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Apéndice A

A.1 Descripcion cuantica de componentes
opticos simples.

A.l.1 Divisor de haz de amplitud

Un divisor de haz es un espejo semi reflectivo que divide un haz de fotones en

dos partes: una parte transmitida y una parte reflejada. Considerando @y y @
como los modos a la entrada del divisor de haz, el estado de los modos de salida

a, y 3 pueden ser calculados usando las siguientes relaciones:

&;r =cosH-€lg+ie‘i¢ send - al (A1)
al = ie'®sen6 - al + cos@ - al (A2)

Donde a*z y a*g son los operadores de creacion, representando un fotén en los

modos 2 y 3 respectivamente, el 4ngulo 8 determina la transmitancia del divisor
de haz. Esto puede ser expresado por el coeficiente de transmision T = cos? 6
y por el coeficiente de reflexién R = sen? 0, los cuales obedecen larelacion T +
R = 1. El cambio de fase ¢ entre los modos reflejado y transmitido asegura que
el divisor de haz es un elemento 6ptico unitario. Un divisor de haz simétrico que
divide la luz por igual en los modos de salida con 8 = /4, y que actia
simétricamente en los dos puertos de entrada (¢p = 0), se define por:

A~ ~ ‘A 1 A ‘A
al =@ +ia) , af =%(@f-ial) (A3)

Si consideramos un foton incidente en el modo 1 y el correspondiente estado de

vacio por el modo 0, tenemos: |0) |1) = a |O) |0)1, luego combinando ﬁ;

y a'l: de la ec. (A3) podemos obtener que: a1 = \/_( + laz) ademas,

considerando el hecho de que |0) |0) |0) |0) tenemos:

10011); — 5 (@} +ia})10),10); = = (il1),]0); + [0),]1);) (a0

El fotén incide en uno de los puertos del divisor de haz mientras que el otro puerto
contiene el estado de vacio que sera transmitido y reflejado con la misma
probabilidad.
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A.1.2 Divisor de haz polarizante

Las mediciones proyectivas de polarizacién en la base (H — V), se pueden
realizar facilmente usando un divisor de haz de polarizacion (PBS). Tanto como el
divisor de haz de amplitud como el PBS son dispositivos pasivos que no crean ni
destruyen fotones.

10g11); = 75 (IH),10); + 110}, [V),) (15)

El comportamiento de fotones en un divisor de haz aclara algunos de los
fendmenos cuanticos mas fundamentales como la superposiciéon cuantica y
enredamiento. Hasta ahora hemos discutido solamente considerando la parte
espacial de la funcién de onda de fotones individuales, ahora adicionalmente hay
que incluir al grado de libertad externo (espacial) el espacio de dos estados de
polarizacion o bien, el grado de libertad interno del foton. Entonces esto nos
conduce a un analisis con dos qubits correspondientes a los dos grados de libertad
del fotén. La expresion que describe la evolucién unitaria a través del divisor de
haz es:

Al ~
0 aHO
Al ~
H1 5 aHl
&' = Upps a ) (A6)
o VO
Al fa)
V1 aVl

relacionados por la interaccion con el divisor de haz de polarizacién (PBS)

~ g 0
Upps = 00 o | (A7)

Similarmente podemos describir matematicamente la acciéon del divisor de haz
polarizante como:

ﬁPBS=|H><H|®O-O+|V><V|®O-x’ (A8)
100 0 0000 100 0

~ [ o100 0000 ) [ 0100

Urbs =| 0000 |T| 0001 |7\ 0001 | (A9)
0000 0010 0010
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Es interesante que esta matriz es exactamente igual a la matriz de la compuerta
CNOT-gate la cual es una compuerta universal en Computaciéon Cuantica.

1000 o a
~ 0100 B
0010 5 Y

Es por esta razon que la gran mayoria de los algoritmos de computacién cuantica
se pueden realizar usando fotones y elementos opticos lineales. El problema aqui
es que esta compuerta CNOT-gate no puede operar en dos particulas, sino en los
dos grados de libertad de fotones individuales. Por ello que con esta sencilla
técnica se pueden producir estados entrelazados separados espacialmente.

El grado de libertad de polarizacion abre nuevas e interesantyes probabilidades
para experimentos fotonicos usando divisores de haz. Como los fotones son
bosones, sabemos que su estado cuantico total siempre debe ser simetrico bajo
permutacion de particulas. Ahora, como tenemos las componentes espaciales y
del estado de polarizacién. Hay dos formas de lograr la simetria requerida. O
ambas partes son simétricas bajo permutacion o ambas partes son antisimétricas.
Si vemos solo la parte espacial, los fotones se comportan como si tuvieran una
funcion de onda antisimétrica.

A1.3 Transformaciones de cambio de fase.

El elemento 6ptico mas simple, es un retardador de fase P, actia como la evoluciéon
temporal usual, pero a una tasa diferente, y solo afecta a los modos que lo
atraviesan. Si el estado de un foton individual interactiia con un simple retardador

de fase, obtenemos P|1) = e?|1), donde @ es la diferencia entre los tiempos de
propagacion de la luz en el vacio y en el medio, dada por la ecuaciéon A11.

Una lamina de ondas o retardador es un dispositivo éptico que altera el estado de
polarizacién de una onda de luz que viajan a través de él. Funciona produciendo
un desfase entre las dos componentes perpendiculares de polarizacién.
Experimentalmente, la polarizacion de la luz se puede manipular con
retardadores de fase o placas de ondas. Estos cristales birrefringentes introducen
un cambio de fase dependiente de la polarizaciéon. Combinando multiples placas
de ondas, se facilita la realizacion de todas las posibles compuertas de un solo
qubit (matrices de Pauli). Cuando la luz viaja a través de una placa de ondas,
experimenta diferentes indices de refraccion para sus componentes ordinaria (o)
y extraordinaria (e). La componente de polarizacion extraordinaria es paralela al

plano de incidencia y el vector de onda K, mientras que la polarizacién ordinaria
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es perpendicular al plano. Por lo tanto, cada componente viaja con una velocidad
diferente [61].

Después de pasar a través de la placa, las dos polarizaciones perpendiculares
adquieren una diferencia de fase dada por:

¢=27”d|ne—n0|, (A11)

donde A es la longitud de onda, d el grosor del cristal y n, y n,, son los indices de
refraccion para las componentes de polarizacion extraordinaria y ordinaria
respectivamente [13], [60].

Las placas de ondas se producen a partir de materiales birrefringentes como
cuarzo o calcita, comunmente. Si el eje rapido de una placa de ondas esta
orientado horizontalmente, el cambio de fase se puede escribir como:

T(¢) = [é e(9i¢)], (A12)

Donde la componente vertical adquiere un cambio de fase —¢. Si el eje rapido de
una placa de ondas esta orientado un angulo arbitrario 8 con respecto al eje
horizontal, la matriz de transformaciéon puede ser determinada aplicando
matrices de rotacién R(0):

T'(¢) = R(O)T(P)R(-H), (A13)
cos? 0 + e Psen?0 (1-— e‘i‘f’) cos O sen6

(1 — e‘i¢) cosO send e Pcos?0+sen?6 |

T'(¢) =

(A14)

_[cosf send
con R(6) = [—sen 0 cos6

es una rotacidn fisica de la placa de ondas, en el laboratorio.

]. Note que el angulo 6 con respecto al eje rapido,

Las placas de media onda (HWP) y placas de cuarto de onda (QWP) son casos
especiales de retardadores de fase los cuales son particularmente utiles para
implementar compuertas de qubits individuales. Una placa de media onda (HWP)
tiene un grosor d tal que introduce una diferencia de fase relativa de ¢p =
entre las componentes extraordinaria y ordinaria y puede ser descrita por la
matriz:

cos 20 sen 20

Unwp(0) = [sen 20 —cos26/Y

(A15)
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HWP

Figura Al. Principio de funcionamiento de una placa de media onda (HWP), con su eje dptico a
lo largo de la direccién vertical. Cuando un haz de fotones viaja a través de la placa de media
onda, las componentes de polarizacion extraordinaria y ordinaria experimentan diferentes
indices de refraccion, N, y n,, debido a la birrefringencia del material. Por tanto, las dos
componentes de polarizacion tienen diferentes velocidades de fase. Despues de pasar, las dos

componentes de polarizacion adquieren un cambio de fase de T, lo que conduce a una rotacion
de 90°.

Cuando un fotén emerge de una placa de media onda habra un cambio de fase de
A/2 (esto es m radianes), provocando una rotaciéon de las componentes de

polarizacién dada por 26. De hecho, por esta razén los retardadores de media
onda son a veces llamados rotadores de polarizacion.

Cuando la orientacién de la placa de media onda (HWP) es @ = 0, la ecuacion
A15 implementa una compuerta—Z.

~ 1 0
UHWP(O) = [0 _1], (A16)
para 8 = 1 /4 actia como una compuerta—X.
= 0 1
Ugwp(m/4) = 1 0], (A17)
Por otro lado cuando 8 = 1t/8, representa una compuerta Hadamard.
—~ 171 1
Unwp(m/8) = | 1 _1], (A18)
Cuando el angulo de la placa de media onda con respecto al eje 6ptico es 6 /2,

tenemos:

cos @ sen 6

ﬁHWP(H/Z) = [SenB —cos @) (A19)
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Entonces, cuando un fotén con polarizacion horizontal |H) incide sobre la placa

de media onda por el modo 3 en el experimento (figura 15) con 4ngulo 6 /2,
tenemos:

Uywp(0/2)|H) = [COSQ sen ] o] = [€°°9] = cos 6 |H) +sen@ |V).

senf® —cos6 sen §
(A20)
Por otro lado cuando el 4ngulo es 8/2 + /4, tenemos:
- _[cos(@+m/2) sen (6 +m/2)
Unwe(6/2 +m/4) = [Sen (0+m/2) —cos(8+m/2))
— —sen(0) cos (6
l]HWP(Q/2 + 7T/4‘) = [ COS (9)) Sen(Q))]' (A21)

Y, cuando un fotén con polarizacién |V) incide sobre la placa de media onda
(HWP) en el modo 2 (figura 15), con un dngulo 8 /2 + 1 /4, tenemos:

O (/2 + /) |V) = [_Cf;“((g)) o ((g))] [°] = cos @ |H) + sen 8 |V,

(A22)

Finalmente, cuando una superposicién de polarizacién lineal a|H) + B|V),

incide en la placa de media onda (HWP) con un &ngulo de 77/4, como en el modo
4 (figura 15), tenemos:

1 ol =11 w2

Operacion equivalente a aplicar una compuerta X-gate invirtiendo las amplitudes
de las componentes de polarizacién.

Otro caso especial de la ecuacién A14 son las placas de cuarto de onda (QWP), que
a diferencia de la placa de media onda, estas inducen un cambio de fase de (,b =
1 /2 y se determina mateméticamente como:

1+icos(28) isen(20)

Ugwr(0) = [ isen(20) 1—icos(20)/ (A24)

para 6 igual a cero una QWP agrega una fase de (—i) a la componente vertical,

pero cuando 8 = 1 /2, el cambio de fase es igual a (+1). Una placa de cuarto de
onda QWP crea luz con polarizacién circular a partir de poalrizacién lineal.
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