V... BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS FISICO MATEMATICAS

POSTGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

TRANSFORMACIONES DE MOBIUS Y SU RELACION
CON LA DINAMICA COMPLEJA

TESTIS

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

MAESTRO EN CIENCIAS MATEMATICAS

PRESENTA:

GUSTAVO PEDRO MEZA PEREZ
DIRECTOR DE TESIS:

DRA. PATRICIA DOMINGUEZ SOTO

PUEBLA, PUE. DICIEMBRE DE 2014




Indice general

1. Introduccién 1

2. Preliminares 4

2.1. Variable Compleja . . . . . .. .. ..o 4

2.1.1. Moédulo y forma polar de los nimeros complejos . . . . 6

2.1.2. Férmulas de De Moivre y Euler . . . . . . .. ... .. 8

2.1.3. Proyeccion Estereografica . . . . . ... ... ... .. 11

2.1.4. Conjuntos de Puntos . . . . . ... ... ... .. ... 14

2.2. Funciones, Limite y Continuidad . . . . . . . . ... ... .. 16

2.3. Funciones Analiticas de Variable Compleja y Series de Potencias 19

2.4. Funciones Holomorfas de Variable Compleja . . . . . . . . .. 20

2.5. Funciones Conformes y Conjugacién . . . . . . . . . ... ... 23

2.5.1. Funciones Conformes . . . . . . . ... ... ...... 23

2.5.2. Conjugacién Conforme . . . . . . ... ... ... ... 26

2.6. Férmula Integral de Cauchy . . . . . ... .. ... ... ... 28

2.7. Singularidades de una Funcién . . . . . . . ... ... ... 29

3. El Grupo de las Transformaciones de Mobius 33

3.1, Grupos . . . ..o 33

3.2, Grupo Ciclico . . . . . . . ... 35

3.3. Grupo Abeliano . . . . . . ... ... 36

3.4. Clases Laterales, Grupo Normal y Grupo Cociente . . . . . . . 36

3.5. Homomorfismos e Isomorfismos entre Grupos . . . . . . . . .. 37

3.6. Transformaciones Elementales . . . . . . . .. ... ... ... 38
3.7. El Grupo de las Transformaciones de

Mobius . . . . ... 39

11



. Algunos Resultados de las Transformaciones de Mobius 47

4.1. Propiedad Homociclica . . . . . . .. ... ... .. ... ... 47
4.2. Las Transformaciones de Mdbius son Conformes . . . . . . . . 51
4.3. La Razon Cruzada . . . . . .. ... .. ... ... ...... 52
4.4. Puntos Fijos de las Transformaciones de Mébius . . . . . . . . 52
. Grupos SL(2,C), PSL (2,C) y de Klein 58
5.1. Los Grupos My PSL(2,C) . . . ... .. ... ... ..... 58
5.2. Los Subgrupos de SL(2C) y PSL(2,C) . . . . . .. ... ... 61
53. Gruposde Klein. . . . . . .. ... ... L 62
5.3.1. Los Conjuntos Ordinario y Limite de un Grupo de Klein 62
. Dinamica de Funciones Racionales 65
6.1. Familias Normales . . . . . . .. ... .. ... ... ..... 65
6.2. Puntos Fijos y su Clasificacion . . . . . . . .. ... ... ... 69
6.3. Funciones Racionales e Iteradas . . . . . . ... .. ... ... 70
6.4. Los Conjuntos de Fatou y Julia de Funciones Racionales . . . 71
. Diccionario de Sullivan 74
7.1. Cuatro Analogias entre la Iteracién de Funciones Racionales
y los Gruposde Klein . . . . . .. ... ... .. ... ..... 74
7.2. Conclusiones . . . . . . . . . ... 76
7.3. Aportaciones . . . . ... 76
Bibliografia 77

111



Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis estudiamos las transformaciones de Mobius que llevan ese
nombre en honor a August Ferdinand M&bius (1790-1868), matematico aleméan,
famoso por descubrir la banda que lleva su nombre.

Las transformaciones de Mobius de una variable compleja estan definidas
por el cociente de dos polinomios lineales, esto es:

az+0b

cz+d

donde a, b, ¢,d son nimeros complejos que cumplen ad — bc # 0. El con-
junto de transformaciones de Md&bius es un grupo que, con cierta condicién
sobre ad — bc, permite definir los grupos de Klein. En 1985, D. Sullivan
mencioné [Sullivan, 1985] algunas analogias entre los grupos de Klein y la
iteracion de funciones racionales; ésta fue la primera version de lo que hoy
conocemos como el diccionario de Sullivan. En el libro Holomorphic Dy-
namics [Morosawa et al., 2000] se presenta una versién muy completa del
diccionario de Sullivan. Para establecer analogias entre los grupos de Klein
y la dindmica de funciones racionales se tiene que estudiar la iteracion de
funciones racionales, el conjunto de Fatou, que se denota por F'(f), y el con-
junto de Julia, denotado por J(f), para funciones racionales. Estos conjuntos
llevan estos nombres por los matematicos franceses Pierre Fatou (1878-1929)
y Gaston Julia (1893-1978), que investigaron, entre los anos 1918 a 1920, la
iteracion de funciones racionales. También se tienen que estudiar los conjun-
tos ordinario y limite de un grupo de Klein; su nombre se debe al matemético
alemédn Félix Klein (1849-1925), fundador en 1895, de la Gran Enciclopedia
de las Matemdaticas. También, lleva su nombre la célebre botella de Klein.

T(2) =




Los objetivos de este trabajo son los siguientes:

(a) Estudiar las transformaciones de Mébius y algunas de sus propiedades,
asi como demostrar que forman un grupo bajo la composicién de fun-
ciones.

(b) Definir el grupo de Klein e investigar algunas de sus propiedades.

(c¢) Estudiar la dindmica de funciones racionales, definir los conjuntos de

Fatou y Julia de funciones racionales e investigar algunas de sus propiedades.

(d) Enunciar y demostrar algunas analogias entre los grupos de Klein y la
dindmica compleja de funciones racionales del diccionario de Sullivan,
véase [Morosawa et al., 2000].

Esta tesis estd organizada de la siguiente forma:

En el segundo capitulo se presentan los preliminares, es decir, la herra-
mienta matematica que se va a requerir para llevar a cabo nuestro estudio,
algunos ejemplos son: conceptos de variable compleja, la proyeccion estereo-
grafica, funciones de variable compleja, limite y continuidad de una funcién de
variable compleja, funciéon conforme y conjugacién, asi como singularidades
de una funcién y ejemplos.

En el tercer capitulo definimos lo que es un grupo y proporcionamos al-
gunos ejemplos de grupos. Definimos las transformaciones fundamentales:
reflexiones, rotaciones, homotecias e inversiones. Estudiamos las transfor-
maciones de Md&bius y enunciamos algunos ejemplos de dichas transforma-
ciones; demostramos que las transformaciones de Mobius son composiciones
de transformaciones fundamentales y que el conjunto de las transformaciones
de Mobius, al que denotamos por M, es un grupo bajo la composicién de
funciones.

En el capitulo cuatro estudiamos algunas propiedades de las transforma-
ciones de Mobius, como son: la propiedad homociclica y la razén cruzada.
También demostramos que las transformaciones de Mobius son funciones con-
formes. Estudiamos los puntos fijos y la clasificacién de las transformaciones
de Mobius.

En el capitulo cinco se definen los grupos SL(2,C) y PSL(2,C). Rela-
cionamos a M con el grupo de matrices 2 x 2 con coeficientes complejos,
PSL(2,C), mediante un isomorfismo de grupos. Definimos los subgrupos




discretos de SL(2,C) y PSL(2,C), los grupos de Klein y se enuncian al-
gunos ejemplos. También, definimos los conjuntos ordinario y limite de un
grupo de Klein y estudiamos algunas de sus propiedades.

En el capitulo seis se define familia normal, funcion racional, iteracién de
funciones racionales, puntos fijos de funciones racionales y clasificaciéon de
puntos fijos. También, definimos los conjuntos de Fatou y Julia de funciones
racionales, estudiamos algunas de sus propiedades y proporcionamos algunos
ejemplos.

Finalmente, en el capitulo siete incluimos cuatro analogias entre la ite-
racion de funciones racionales y los grupos de Klein que estén en el diccionario
de Sullivan, véase [Morosawa et al., 2000]. Para concluir el trabajo de tesis
escribimos las conclusiones, la aportacion y las referencias citadas en este
trabajo.




Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo enunciamos algunos conceptos basicos de variable com-
pleja. Estos conceptos se pueden consultar en [Alfhors, 1979], [Churchill y
Brown, 1987], [Conway, 1978], [Dettman, 1986] y [Palka, 1991].

2.1. Variable Compleja

Un ntimero complejo z es un par ordenado (a,b) donde a, b son nimeros
reales, es decir, z = (a,b). Denotamos al sistema de los ntimeros complejos
por C. Las operaciones de suma y producto se definen de la siguiente manera.

(i) Sean (z1,y1) y (72,y2) dos nimeros complejos, la suma se define por
(x1,91) + (22, 92) = (21 + 22, Y1 + ¥2).

(ii) El producto se define como (z1,y1)- (22, y2) = (T122—y1y2, T1Y2+T2Y1).
Algunas propiedades de los nimeros complejos son.

(1) Sib =0, entonces z = (a,0), que se puede ver como si fuese un nimero
real, esto significa que el conjunto de los niimeros reales puede verse
como un subconjunto de los niimeros complejos.

(2) El nimero ¢ = (0,1) es la unidad imaginaria que tiene la propiedad
ii=i2=—1.

(3) Sia =0, entonces, z = (0, b). Los nimeros de esta forma son llamados
imaginarios puros.
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Con la unidad imaginaria podemos escribir al par ordenado (a,b) como
a + 1b. Asi, definimos el conjunto de los niimeros complejos como sigue:

C={a+ib:ayb €R},
para z € C, la parte real de z es a, que se denota por Re z = a, y la parte
imaginaria de z es b, que se denota por Im z = b.
Si zy=x1+iy1 ¥ 22 =22+ 1ys € C, donde x1,y1, 22,72 € R, se definen
las siguientes operaciones de suma y producto en C como sigue:

(a) La suma de z; y 2 es:

21+ 20 = (21 +iyr) + (w2 + 1y2) = (x1 + 22) + i(y1 + ¥2)-
(b) El producto de z; y 2z es:

21 - 29 = (2122 — Y1Y2) + 1(@1Y2 + T211).

El cociente de dos ntimeros complejos z; y 25 # 0 es:

AL W%t YiYe Lol — Ty
2 134y 3+ y3

Con la suma y producto definidas en (a) y (b) se puede demostrar que
(C,+, ) es un campo.

El conjugado de un nimero complejo z = x + iy se define por zZ = x — 1y.
Asi, geométricamente podemos interpretar la suma, producto y conjugado
como en la Figura 2.1.

Algunas propiedades del conjugado de un niimero complejo son las
siguientes:

(1) Si 21, 23 € C, entonces z1 + 25 = Z1 + Za;

. o Z Z1
(2) Si z1, 22 € C, entonces zZ1z5 = Z122 y (—1) = :1, para z # 0;
22 22

z2+Z z—7Z

(3) Si z € C, entonces Re z = yIm z=

1




2.1 Variable Compleja 6

z3 " 24
z1 + 29

21
Z3
Z4

22

a+ =7y

Figura 2.1: Geométricamente z1 + 29, Z1 Y 23 - 24

2.1.1. Modbdulo y forma polar de los niimeros complejos

En esta subseccion estudiamos el médulo, el argumento y la forma polar
de un nimero complejo. El primero es la distancia euclidiana del origen (0, 0)
al punto z; el segundo es el angulo que se forma respecto al eje positivo x y
el vector z, se mide en sentido contrario al de las manecillas del reloj; y el
tercero es la representacion de un nimero complejo respecto a su médulo y
argumento principal, estas definiciones se pueden encontrar en [Cohen, 2007]
y [Silverman, 1974].

Definicién 2.1 El mddulo |z| de un nimero complejo z = x + iy se define

como: |z| = /2% + y>.

El médulo de |z —w| con z y w € C es la distancia entre los puntos en el
plano complejo que corresponden a 2z y w.

El médulo de un nimero complejo tiene las siguientes propiedades:

(1) El médulo de z € C es un nimero mayor o igual que cero, esto es,
2] > 0.

(2) La propiedad simétrica, |z — w| = |w — z|, para todo z,w € C.
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(3) La desigualdad triangular, |z + w| < |z| + |w|, para todo z,w € C.

(4) Consecuencia de la desigualdad del triangulo, ||z| — |w|| < |z —w|, para
todo z,w € C.

(5) Propiedad del producto, |z - w| = |z||w|, para todo z,w € C.

z z
—‘:u,parazeCyw#O.
w| |wl

Si z # 0, entonces z queda univocamente determinado por su distancia
al origen, r = |z| y un dngulo 6 que forma el eje real con el vector z, véase la
Figura 2.2.

(6) Propiedad del cociente,

Definicién 2.2 El dngulo 0 es el argumento de z y se denota por 0 = arg(z).

Los nimeros r y 6 se llaman coordenadas polares del complejo z. Un argu-
mento # no estd determinado de manera tnica, porque el complejo z tiene
infinitos argumentos si uno de ellos es 6, los otros estan dados por la forma:

0+2%r  k—=..—1,012, .. (2.1)
2 =x 4+
|
|

N |
2> :
< |
Ly
|
|
:
|
\Hzarg(z) !
x

Figura 2.2: Argumento de un ntimero complejo z € C.

Entre estos infinitos argumentos, se llama argumento principal al que
cumple la condicién: —m < 0 < 7 y se denota por Arg(z).
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Definicién 2.3 Podemos expresar al nimero complejo z € C en términos
de su modulo y su argumento, se define de la siguiente forma:

Re z=ux=|z|cos Oy Im z=y = |z|sen 0, (2.2)

utilizando que z = x + iy, podemos reescribir a z como:

z = |z|(cos 0+ isen 0), (2.3)

con —m <0 <.

La Ecuacién (2.3) se la conoce como la forma polar del nimero complejo
z y se puede escribir como z = r(cos 6 + isen ), donde r = |z|.

2.1.2. Férmulas de De Moivre y Euler

En este apartado se estudian las formulas de De Moivre y de Euler, el
primero es famoso, ademas de su aportacion a la matematica, por predecir el
dia de su muerte y el segundo por introducir la notaciéon para definir la base
de los logaritmos naturales.

Sean z; = ri(cos 6 +isen 61) y zo = ro(cos Oy +isen 6y) dos niimeros
complejos escritos en su forma polar.

Tomando z; 2z = ri7r9(cos O1+isen 6;)(cos Oa+isen 6y), por las propiedades
de la suma de angulos para el seno y el coseno, tenemos lo siguiente:

2129 = ri1r9(cos (01 + 63) + isen (01 + 6,)).

De esto observamos que arg(zi1z2) = arg z; + arg zs.

Si utilizamos induccién matemadtica, tenemos que z = 74 (cos Ox+isen 60y )
con 0 < k < n, por lo tanto, z125...2, = 11...7,(cos(01 + ... + 6,,) + isen(6; +
et 6,)).

En particular cuando hacemos 2" =g-z-z-...- z, tenemos:
——
n veces
2" =r"(cos (nf) + i(sen (nd))), (2.4)

para todo entero n > 0.

Por otra parte, si z = r(cos 6+ i(sen 6)) # 0, se tiene z[r~'(cos (—0) +
isen (—0))] = 1; de modo que la Ecuacién (2.4) se cumple para todo n € Z,
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siempre y cuando z # 0. Un caso especial de la Ecuacién (2.4) es la Formula
de De Moiuvre,

(cos 0 +isen 0)" = cos nb + isen nf. (2.5)

Para obtener las raices n-ésimas de z, utilizamos la siguiente formula que
es una consecuencia de la formula de De Moivre, esto es:

1
n

S|=

z

+isen———| ,k=0,1,2,...,n — 1. (2.6)

O+2kr 0+ 2km
= |z|n |cos ———
n n

Ejemplo 2.1

Calcular las raices cuartas de z = 1 — 1.

. . _ 3
Solucién: Primero escribimos a z en forma polar, esto es, z = v/2 (cos 53 +

3
isen g) Después aplicamos la Ecuacién (2.6), de lo cual resulta:

37r+2k7r+ . 31 + 2km

Wz = \8/§<cos 1 isen 1 ) donde k € {0, 1,2, 3}.
Sustituyendo los valores de k£ podemos encontrar las raices cuartas de
1—1.
La férmula o relacién de Euler, atribuida a Leonhard Euler, establece que
para todo z € C, e* A0y

€Z — e:c—i—zy

= e"eY = €*(cos y + isen y). (2.7)

Geométricamente la féormula de Euler puede interpretarse con la ayuda
de una circunferencia de radio uno en el plano complejo, graficada por la
funcién e al variar 6 sobre los ntimeros reales, (véase la Figura 2.3). Asf,
0 es el angulo de una recta que conecta el origen del plano y un punto
sobre la circunferencia unitaria con el eje positivo real que se mide en sentido
contrario al de las manecillas del reloj y en radianes. La férmula sélo es valida
si también el seno y el coseno tienen sus argumentos en radianes.
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Im

e = cos 6 + isen 0

0
Re
0 cos 6 1
Figura 2.3: Formula de Euler.
Ejemplo 2.2
Siz; =0, 20 =miy z3 =1, entonces e’ =1, e2 = —1ye® =cos 1+
15€en 1.

En general, desarrollar la potencia de un ntimero complejo requiere de
muchos céalculos. Usando la forma exponencial, algunas propiedades del ar-
gumento y de la parte real e imaginaria, se puede hacer de una forma més
sencilla. Si revisamos la Ecuacién (2.7), entonces z € C puede expresarse en
la forma exponencial

10

2 =|z]e"? = re?, r=|z|,
entonces
2" = |z\"ei”9 =rtem? p = 2], (2.8)
y se tiene:
T ie’(_g) =0 r =z
|z|

Asi, la Ecuacién (2.8) es vélida para todo n € Z y ademés (e¥)" = e™?.
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2.1.3. Proyeccion Estereografica

La proyeccién estereografica es la correspondencia entre el plano complejo
y la esfera de radio 1, centrada en (0, 0,0). La proyeccién es muy importante
porque podemos identificar cualquier punto del plano con un punto de la
esfera. El plano extendido se denota por C = CU {o0}, donde oo es llamado
el punto al infinito.

Demostraremos que todos los puntos del plano tienen una representacion
en la esfera unitaria, S% = {(z1, 72, 73) € R®: 23 + 22 + 22 = 1}. Asociamos
el punto (0, 0) del plano complejo al punto S = (0,0, —1) de la esfera unitaria.

Sean N = (0,0, 1) el polo norte de S?, P = (x1, x5, x3) un punto diferente
de N en la esfera. Vamos a mostrar que el punto P puede identificarse con
un punto ) del plano complejo, con el fin de escribir las coordenadas de P,
en términos de las coordenadas del punto (); para esto, tracemos una recta
que pase por N y P e interseque al plano complejo en un punto @ = (z,y,0)
(véase la Figura 2.4).

Figura 2.4: Proyeccién Estereografica.
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Como

P—N:(l’th,Z’g—l)yQ—N:(SL’,y,—1>, (29)
y N, Py @ estan en la misma recta, entonces existe un escalar A, tal que
(Il,l’g,l’g— 1) :)\(I,y,—l) (21())
De la Ecuacién (2.10) obtenemos las siguientes igualdades:
T1= AT, o=y, v3=1—\ (2.11)
Por ser (x1, x9,z3) un punto en la esfera, cumple:
i+ a5+ s =1. (2.12)
Sustituyendo los valores en las Ecuaciones (2.11) en (2.12), se obtiene:
Na? 4 N2+ (1 - N\ = 1. (2.13)
Haciendo operaciones en la Ecuacién (2.13) obtenemos lo siguiente:

M2 +yP+1)—21=0. (2.14)

Factorizando a A en la Ecuacién (2.14), queda un producto igual a 0, esto
es:

MA@ +y*+1) —2) = 0.

Si A es igual a cero, tenemos que P = N, pero esto es una contradiccion,
porque P # N.

Si A(2? +y? + 1) — 2 = 0, entonces

_ 2 (2.15)
- 2 + y2 +1 ’ ’
Utilizando la Ecuacion (2.11) en la Ecuacién (2.15), se obtiene:
2 2 2 21
T v ___ Y o rry — 2 (2.16)

B I L I 2 +y?+ 1
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Hacemos @ = z, sabemos que |z|*> = 2%+ 42, también por propiedades del
conjugado, 2Re z =2x = 2+ 2z, 2Im z =2y = (—i)(z — Z). Sustituyendo
estos valores en la Ecuacién (2.16), llegamos al punto en el plano complejo
que le corresponde a P = (x1, x5, x3), punto de la esfera unitaria..

P:(f+z eo@—aﬁﬁ—1) 217

2241 |22+1 7|z]2+1

Si (w1, 9, 13) € S2\{N} el punto que le corresponde en el plano complejo
estd representado en la Ecuacién (2.17). Ademas,

€ Hp;
Yy

A=1- = = :
T3, 1—1’3’ 1—!13'3

Por lo tanto,
T T2

= +
: 1—33'3

{ .
1—1’3

La proyeccién estereografica determina una correspondencia uno a uno
entre la esfera unitaria en R menos el punto (0,0,1) y el plano complejo
como sigue.

Para todo T = (z1, 72, r3) € S*\{N}, la proyeccién desde N esta definida
por:

X1 . T2

(@) == g i

para todo z =x 41y € C

( 2x
= —F—75—
a2+ 1

2y

—1 —

Ty (2) = (21,22, 23) = $2_$2+y2+1’
2+t —1
T3 = ——"5—".
(7 a2l

La correspondencia puede ser completada si al punto a infinito le aso-
ciamos el punto N = (0,0, 1), el cual es llamado el polo norte de S%. Asi, la
esfera S? es una representacién del plano complejo extendido.
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Esto nos permite definir una métrica en C, definida a continuacién.

d(z ) = 2|z — 2|
VL R+ )
2
d(Z, OO) = '
1+ |z|2

2.1.4. Conjuntos de Puntos

Cualquier coleccion de puntos en C se llama conjunto de puntos y cada
uno es llamado miembro o elemento del conjunto. A continuacién enunciamos
las siguientes definiciones, que se pueden consultar en [Spiegel et al., 2009].

(1)

Vecindad. Una ¢-vecindad de un punto zy, € C es el conjunto de
puntos z € C tal que |z — 2| < d, denotada por Vs(zp). Una vecindad
“agujereada” de un punto zy es el conjunto de puntos z € C tal que
0 < |z — 2| < 0y se denota por Vs(zp) \ {20}

Punto Limite. Un punto zy € C es llamado punto limite o punto de
acumulacién de un conjunto de puntos S C C si toda Vs(zo) \ {20}
contiene puntos de S.

Conjunto Cerrado. Un conjunto S C C es cerrado si S contiene a
todos sus puntos limite.

Conjunto Acotado. Un conjunto S C C es acotado si podemos en-
contrar un numero M > 0 tal que para todo z € S se tiene |z| < M.

Conjunto Compacto. Un conjunto que es cerrado y acotado es com-
pacto.

Clausura de un conjunto Si al conjunto S C C se le agregan todos
sus puntos limite, entonces el nuevo conjunto es llamado la clausura de
S el cual es un conjunto cerrado y se denota por ¢/ S o S.

Puntos Interior, Exterior y Frontera. Un punto z; es llamado pun-
to interior de S C C si existe Vs(zg) tal que todo z € Vi(zy) estd con-
tenido en S, se denota por zy € int(S). Si zp € C\ S, entonces zy es
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un punto exterior de S, se denota por z, € ext(S). Si toda Vs(zy) es
tal que Vi(z0) NS # 0y Vs(z0) NC\ S # (), entonces z, es un punto
frontera de S y se denota por zy € 9S.

(8) Conjunto Abierto. Un conjunto abierto S C C contiene tinicamente
a sus puntos interiores.

(9) Conjuntos Disconexo y Conexo. Un conjunto abierto S C C es
disconexo si existen U y V abiertos no vacios, tal que S = U UV y
UNV =0.Si S c C no es disconexo, entonces S es conexo.

(10) Regién o Dominio. Un conjunto S C C, abierto y conexo se llama
regiéon o dominio.

(11) Cubierta Abierta. Una coleccién de subconjuntos {A4;} de un con-
junto S C C es un recubrimiento o cubierta de S si la unién de los
elementos de la coleccién {A;} es igual a S. La cubierta {4;} es llama-
da recubrimiento abierto de S si cada elemento de {A;} es un conjunto
abierto de C.

(12) Subcubierta Finita. Si la coleccién {A;} es un conjunto finito, deci-
mos que {A;} es una subcubierta finita de S si S C {A;}.

Teorema 2.1 [Noguchi, 1993] Las siguientes proposiciones son equivalentes
para A C C.

(i) A es compacto;
(ii) A es cerrado y acotado;
(7ii) Si A C |JUqer, donde U, es una cubierta abierta de A, entonces existe

una subcubierta finita Uy, , Uyy,..., U, de Uyer tal que A C | U,,.
i=1

Demostracién: La demostracion (i) si, y sélo si (ii) se sigue del Teorema
2.2 (Toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente). Demostremos
ahora que (ii) implica (iii). Si S = {Re z/z € A}, entonces S es un conjunto
cerrado y acotado de R, por lo tanto existe ¢ = min S. Definimos Alo, 7| =
{z€ A:0 < Re z <7} parat > 0. Porlo tanto Afo,0] = {z € A :
Re z = o} es una subcubierta finita de U,, que es una cubierta de A, donde
1<j<k
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k
Alo, o] € | U, (2.18)
j=1
k
Por lo anterior se deduce que existe 71 > o, tal que Afo, 4] C | Uy, -
j=1

Sea Ty el supremo de los 7 tal que Afo, 7| es una cubierta finita de U,.
Supongamos que 79 < maz S, por (2.18), Alry, 7o) es una cubierta finita de
U, entonces también lo es A[ry — J, 70 + d] para alguna 0.

Si Alo, 7o — 6] es una cubierta finita de U,, entonces Alo, 7o + 6] también
es una cubierta finita de U,, pero esto contradice la elecciéon de 7, por lo
tanto 79 = mdx S; por la misma razén A = Ao, mdx S] es una cubierta
finita de U,.

Por ultimo demostramos que (iii) implica (ii). Consideremos la cubierta
abierta {d(a,1) : a € A} de A. Supongamos que existen ay, as, ..., a, € A, tal
que A C §(as,1)U...Ud(ay,, 1), luego A es un conjunto acotado.

Veamos que A es un conjunto cerrado. Sea a un punto de acumulacién de

1
A tal que a ¢ A. Definamos Uy = {ze@:\z—a\ < 5},}7

1 1
Un:{ZE(C:—<|z—a| <—},donden:1,2,....
n+ 2

Se sigue que A C C\{a} = U Un v {U,}22, es una cubierta abierta de A.

Como a es un punto de acumulacmn de A, entonces A no tiene una cubierta
finita de U,,, pero esto es una contradiccién. Por lo tanto A es cerrado. W

2.2. Funciones, Limite y Continuidad

En esta seccion estudiamos las funciones de variable compleja y las fun-
ciones analiticas, asi como sus propiedades, utilizando las propiedades de los
numeros complejos descritas en secciones anteriores.

Definicién 2.4 Sea S C C. Una funcion f: S — C es una regla que asigna
a cada elemento z € S un numero complejo w. El nimero w es llamado el
valor de f en z y se denota por w = f(z). El conjunto S es el dominio de
definicion de f. La funcion f(z) se puede escribir como f(z) = u(x,y) +
w(x,y), donde u(z,y) es la parte real y v(z,y) es la parte imaginaria de

f(2).
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Los conceptos de limite y continuidad en funciones de variable compleja
son muy parecidos a los de funciones de variable real, pero su interpretacion
topoldgica es diferente.

Definicién 2.5 Sea f : S — C una funcion. Decimos que f(z) tiene limite
wo cuando z tiende a zy st, y solo si para cualquier numero positivo € > 0
existe 0 > 0 tal que si0 < |z— 2| < & se cumple |f(z) —wy| < €. Escribimos:

Zlirglo f(z) =wo, o f = w cuando z — z.
Geométricamente la Definicién 2.5 dice que para cualquier e-vecindad de
wp existe una vecindad “agujereada” Vs(zo) \ {20} de zo, tal que para todo
punto z que tiene de imagen a algin w que se encuentre en V.. Aunque todos
los puntos de la vecindad agujereada sean considerados, sus imagenes no
necesariamente estan en la e-vecindad. A continuacién tenemos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.3

2 +5iz—6
Si f(z) = %, demostrar que 1;3 f(z) = 4i.

Dado e > 0, existe § > 0 tal que si |z — | < J, demostraremos que
|f(z) —4i| <e.
22+ 5iz —6

Tomemos |f(z) — 4i| = ‘T —4@" =
z+2i

(z 4+ 2i)(z + 3i)

— 4] =
z+ 21 !

|z +3i — 4i| = |z — 1] <.
Tomando d = € se tiene lo requerido.

Observacién. Si f(z) = wp es una funcién constante, la imagen de z es
siempre el centro de la e-vecindad. Una vez hallado el valor de § puede reem-

. )
plazarse POor un numero pOSlthO mas pequeno como por ejemplo 5

Definicién 2.6 Sea f una funcion definida en S C C. Decimos que f es
continua en un punto zg € S si para todo € > 0 existe 6 > 0, tal que si
|z — 20| < 0, entonces |f(z) — f(z0)| < €. Escribimos:

lim f(z) = f(z).

Z—20
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Ejemplo 2.4

Si f(z) = 22, demostraremos que es continua en zy € C. Supongamos que
|z — 20| < 1, utilizando las propiedades del médulo obtenemos lo siguiente:

|2l = |20l < |2 = 20| < 1,

de modo que

|z| <1+ |20,

Yy en consecuencia

|z 4+ 20| < |2| + |20] < 2]20| + 1.

€
Al tomar 0 = ming 1, 7}, tenemos que si |z — 2| < d, se cumple

que |f(z) — f(z0)] <e. Asi, f(2) es continua en z.
El siguiente ejemplo muestra una funciéon que no es continua,
Ejemplo 2.5

Definamos la funcién f : C — C como.

1 2
i Z, si z # 1,
fley=q 7
43 sl z = 1.
Calculando el limite, tenemos:
lim f(z) = limw =lim(z + 1) = 24,
Z—1 z— zZ—1 Z=

pero f(i) = 44, por lo tanto f no es continua en z = 1.

Definicién 2.7 Una funcion f definida en S C C, donde S es abierto, es
continua en S si lo es en todo punto de S.
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2.3. Funciones Analiticas de Variable Com-
pleja y Series de Potencias

Una sucesion de ntiimeros complejos se escribe como: {2, 21, ...} = {2, }5%,.

Definicién 2.8 Una sucesion {z,}52, converge a un punto a € C si para
todo € > 0 existe N € N, tal que |z, — a|] < € para todo n > N, se denota por

lim z, =a, 0 z, > a, n — (2.19)
n—oo
Como méax{|Re z|, |[Im z|} < |z| < |Re z| + |Im z| para todo z € C, la
Ecuacién (2.19) es equivalente a

lim z, = a, lim y,, = 3, (2.20)

donde z, = z, + 1, y a = «a + if.Una sucesién convergente {z,}>, es
siempre acotada, es decir, que existe M > 0, tal que |z,| < M para todo n.

Teorema 2.2 [Noguchi, 1993] Toda sucesion acotada tiene una subsucesion
convergente.

Definicién 2.9 Una sucesion {z,};>, es una sucesion de Cauchy si para
todo € > 0 existe N € N, tal que |z, — 2| < € para todo n,m > N.

En este caso {Re 2,}22 v {Im 2,}5°, son sucesiones de Cauchy por la
Ecuacién (2.20).

Sea {f,},—, una sucesién infinita de funciones definidas en A C C. La
suma Y f, es llamada serie de funciones. Para un nimero N = 0,1, .. la

n=0
N

suma Y f, es llamada la N-ésima suma parcial o suma parcial. La sucesiéon
n=0
queda determinada por una funcién S, que tiene como dominio los naturales

y contradominio el espacio de las funciones complejas. El N-ésimo término de
la sucesion lo escribimos como Sy y denotamos a la sucesiéon como {Sy 5.
N=0

Definicién 2.10 Sea {f,}>2, una sucesion infinita de funciones definidas

en A C C. Si {Sn}¥_, converge en un punto z € A, la serie Y fu(z) se

n=0
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dice que converge a z y se denota como A}im Sn(z) = >0 ful2). Si {SN}T-
—00 n=0

o0
converge para todos los puntos de A, entonces decimos que Y f, converge

n=0
en A.

Para determinar la convergencia de una serie existen varios criterios, por
ejemplo, de comparacion, del cociente, de la raiz, de la integral, de Weiers-
trass, etc, que se pueden consultar en cualquier libro de variable compleja.

Definicién 2.11 Sea {z,}22, una sucesion y zy € C. La serie de funciones
(o @]

> an(z — 2z0)" es llamada serie de potencias.
n=0

El siguiente teorema da condiciones para que una serie de potencias sea
convergente.

o0

Teorema 2.3 Sea Y a,(z — z0)" una serie de potencias. Existe un unico
n=0
numero R > 0, posiblemente +o0o, llamado radio de convergencia, tal que si

|z — 20| < R, entonces la serie converge y si |z — 29| > R, entonces la serie
diverge. Ademds, la convergencia es uniforme y absoluta sobre cada disco
cerrado en G = {z € C: |z — z| < R}.

Definicién 2.12 Sea A C C un conjunto abierto. La funcion f : A — C se
dice que es analitica si para cualquier zg € A existe r > 0 con B(zp,7) C A

[ee]
y una serie de potencias (centrada en zy) > a,(z — 20)™ que converge en

n=0
B(zp,7) C A, tal que f(2) = > an(z — 20)" para todo z € B(zy,r).
n=0

Ejemplo 2.6

Tomando zy = 0 se puede verificar que las funciones e* y sen z son
analiticas para todo z € C.
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2.4. Funciones Holomorfas de Variable Com-
pleja

En este apartado presentamos un concepto muy importante de la variable
compleja, el de funcién holomorfa; en la mayoria de los libros este concepto se
relaciona con el de funcién analitica. A pesar de que se usan como sinénimos,
se debe tener cuidado en el contexto en el que se esté trabajando.

Definicién 2.13 Sea S C C abierto y f : S C C — C una funcién definida
en S. La funcion f es diferenciable en un punto zg € S st la fraccion:

f(zo+h) = f(h)
h

converge a un limite, cuando h — 0. Si el limite existe, se denota por f'(z)
y se llama la derivada de f en zy, es decir,

f/(ZO) _ l/mf(ZO + h) — f<h>

—0 h

, donde he CCh#0y zo+h €S,

Definicién 2.14 Una funcion f : S C C — es diferenciable en S C C
abierto si es diferenciable en todo punto zy de S.

Definicién 2.15 Una funcion f : S C C — C es holomorfa en S si f es
diferenciable para todo z € S.

Algunos ejemplos de funciones holomorfas son los siguientes.
Ejemplo 2.7
(1) Las funciones constantes son holomorfas.
(2) La funcién f(z) = z es holomorfa.
(3) La funcién f(z) = 2" es holomorfa para todo z € C donde n € N.

Teorema 2.4 [Stein y Shakarchi, 2003]. Sea S C C un dominio; una condi-
cion necesaria para que la funcion f(z) = u(z,y) + w(x,y) sea holomorfa
en S es que u y v satisfagan las siguientes ecuaciones, llamadas de Cauchy-

Riemann (2.21).
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ou Ov Ju ov

— =—y —=——en tod t ,y) €S, 2.21

e 8yy8y 5% " odo punto (x,y) (2.21)
Es decir, que u y v tengan derivadas parciales de primer orden en todos los
puntos de S y se satisfagan (2.21) en cada uno de dichos puntos.

Si las derivadas parciales en (2.21) son continuas en S, entonces las Ecua-
ciones de Cauchy-Riemann son una condicién suficiente para que f(z) sea

ou

holomorfa en Sy la derivada de f(z) es f'(z) = 2 1327 Las ecuaciones reci-

bieron ese nombre en honor al matematico francés A. L. Cauchy (1789-1857),
quien realiz6é importantes aportaciones en diversas areas de las matematicas,
y también en honor al matemético alemén G. F. B. Riemann (1826-1866),
quien realizo estudios sobre la teoria de funciones de una variable compleja.

Teorema 2.5 Una funcion f es holomorfa si, y solo si f es analitica.
Un ejemplo de una funcién que no es holomorfa es la siguiente.
Ejemplo 2.8

Si f(z) = z, (la funcién conjugada), la funcién no es holomorfa, porque
no satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

En efecto, tenemos que f(z) = Z, entonces u(z,y) = = y v(z,y) = —v,
pero

0 0
8_u =1#-1= a—v-, esto contradice el Teorema 2.21, por lo tanto f(z)
x

no es holomorfa lo que implica que f(z) no es analitica en z.

De ahora en adelante utilizaremos la palabra analitica y holomorfa indistinta-
mente. El siguiente Teorema esta relacionado con la composicion de funciones
analiticas.

Teorema 2.6 Sean A, B,C regiones de C, si f : A— Byg: B — C son
funciones analiticas, entonces (g o f) es analitica.
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Demostracién: Sea f(z) = w una funcién que esta definida para todo z
en una d-vecindad del punto zy, y sea g(w) = y una funcién tal que f(Vs) C B.
La composicion W = [g(f(z))] estd definida para todo z en la vecindad
|z — 20| < 0. Supongamos que f(z) es analitica en zy y g(w) es analitica en
el punto f(zp), para todo € > 0 existe v > 0 tal que |g(f(2)) — g(f(20))| < €
cuando |f(z) — f(20)| < 7, como f(z) es analitica en zp, se asegura que la
vecindad |z — 29| < 0 puede hacerse lo suficientemente pequena para que
la segunda desigualdad se cumpla. Por lo tanto la composicién g[f(z)] es
analitica. |

Observacién. Si f : S € C — C es diferenciable en un punto a € S,
entonces f es continua en a. En efecto, tenemos el siguiente limite:

/() — @) = [t LE LN e o) < @100

2.5. Funciones Conformes y Conjugacion

Las aplicaciones complejas que tienen la propiedad de preservar angulos
se llaman transformaciones conformes; en este apartado enunciamos algu-
nas definiciones y resultados relacionados con esta propiedad, véase [Zill y
Shanahan, 2003].

2.5.1. Funciones Conformes

Una curva es una linea continua de una dimensién que varia paulatina-
mente. De manera intuitiva una curva suave es aquella que no tiene puntos
“angulosos” o “picos”; ejemplos de curvas suaves son el circulo, la elipse y la
parabola.

Definicién 2.16 Formalmente una curva C € R2?, se representa por la
ecuacion parameétrica

z = f(t)

g(t) t€la,b],

Y=
donde z(t) = f(t) +1ig(t), f y g son continuas, los puntos inicial y final de
C son A= (f(a),g(a)) y B=(f(b),g(b)) y estan definidas en un intervalo
cerrado I = [a,b].
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(i) La curva C es suave si f' y g’ son continuas en el intervalo cerrado I
y no son simultaneamente nulas en el intervalo abierto (a,b).

(i1) La curva C es suave a trozos si esta formada por un nimero finito de
curvas suaves Cy,Cs, ..., C,, unidas en cada uno de sus puntos finales,
es decir, el punto final de la curva Cy coincide con el punto inicial de
la siguiente curva Cyyq, k € N.

(#i) La curva C' es simple si no se cruza consigo misma, excepto quizas en
t=ayt=0.

(iv) La curva C es cerrada si los puntos inicial y final son el mismo, es
decir, A = B.

(v) La curva C es simple y cerrada si no se cruza consigo misma y A = B.

Sean C y C5 dos curvas suaves en el plano complejo que se intersecan
en 2g, el dngulo que se forma entre C; y Cs cuyo centro es zy se denota por
ZC, Oy, se mide en sentido contrario al de las manecillas del reloj de la recta
tangente a C'| que pasa por zg a la recta tangente a Cy que pasa también por
20-

Definicién 2.17 Sea f(z) una funcion de variable compleja, definida en una
vecindad de zy. La funcion f(z) es conforme en zq si f(z) “preserva dngulos”,
es decir, para cada par de curvas suaves Cy y Cy que se intersequen en zg,
el LCy, Cy = £ Ty, Ty, donde T'y = f(Cy) y Ty = f(Cs) (véase la Figura
2.5).

Ejemplo 2.9

La funcién f(z) = 22 no es conforme en el punto z = 0, porque el eje real
bajo la funcién f(z) resulta ser el eje real positivo y el eje imaginario bajo
f(z) tiene como imagen al eje real negativo. En los demés puntos del plano
complejo f(z) es conforme.

Teorema 2.7 [Bak y Newman, 2010]. Sean Q@ C C un dominio y f(z) :
Q — C una funcidn, se dice que f(z) es conforme en un punto a € € si es
analitica en a y f'(a) # 0. La funcion f(z) se dice conforme en Q si f(z) es
conforme en todo punto a € ().
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<0 f(z0

e O, / T,

Figura 2.5: Funciéon Conforme

Demostracién: Sea C : z(t) = x(t) + iy(t) una curva suave con z(ty) =
2p. La recta tangente a C' en el punto z tiene la direccién de z(tg) = z/(to) +
y'(tp) de modo que su angulo de inclinacién con respecto al eje positivo de
las equis es Arg z(tg). Si el conjunto I' = f(C'), entonces I estd definida por
w(t) = f(2(t)) y el dngulo de inclinacién de esta recta tangente en f(z) es
igual a:

Arg w(to) = Arg[f'(20)z(to)] = Arg f'(20) + Arg 2(to),

por lo tanto, la funcién f(z) transforma todas las curvas de zy de tal manera
que los angulos de inclinacién se incrementan por la constante Arg f(z).
Asi, si Cp y (5 se intersecan en 2y y I'y, I'y son sus respectivas imdgenes bajo
f(2), se sigue que £I'y, T'y = LCy, Cy |

Proposicién 2.1 [Jones y Singerman, 2002]. La proyeccion estereogrdfica
es una funcion conforme.

Demostracién: Definamos a la proyeccion estereografica por la funcién
7! C — S?2\{N}. Sea P € C, Iy y ly dos rectas en C que forman un
angulo ¢ en P, véase la figura 2.6. Si II; es el plano que pasa a través de
N y l; (para j = 1,2), entonces S N1II; es un circulo C; en S?. Para todo
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Figura 2.6: La proyeccion estereografica es una funcién conforme.

R en [;, la recta NR interseca a S?, entonces 7 *(R) € S? N1l de aqui se
sigue que C; es la proyeccion 7 1(l;) = C; \ {N} del circulo [; U {oo} en
Y (la esfera de Riemann). En particular C; y Cy se intersecan en N y en
Q, donde Q = 7~ !(P). El plano tangente 7" a S? en N es paralelo al plano
ecuatorial C de tal forma que las rectas m; = T"NII; que se intersecan en
N, son paralelas a [; = CN1lI;, por lo que se forma un dngulo 6 en N. Los
circulos C; se intersecan con el mismo angulo en sus puntos de intersecciéon
N y ). Como C7 y Cs son transformadas en ellas mismas por la reflexion
en el plano y biseca perpendicularmente al segmento ()N, entonces m; es
tangente a C; en N, este dngulo es 6, entonces 7 1(l;) y 7 *(I2) se intersecan
con un angulo § en Q = 7~ 1(P). |

2.5.2. Conjugacion Conforme

Definiciéon 2.18 Sean U y V' conjuntos abiertos en X. Decimos que f :
U — U es conjugado de forma conforme a g :V — V si exviste ¢ : U — V
aplicacion conforme, tal que,
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pof=gog. (2.22)

La Ecuacién (2.22) es llamada la ecuacion de Schroder (véase la Figura
2.7).

f(z)
U U
¢(2) ¢(2)
@ 9(2) @

Figura 2.7: Si ¢ es conforme, entonces f y ¢g son conformemente conjugadas.
Un ejemplo de funciones conformemente conjugadas es el siguiente:
Ejemplo 2.10

Afirmamos que el polinomio p(z) = ag + a1z + a2z? es conformemente
conjugado a g(z) = 2% +c.

- B
En efecto, si ¢(2) = Az + B es conforme, la funcién inversa ¢—'(z) = z B
Ahora tomemos la siguiente composicion:
B z— B\’ 2—B
(pocbl)(Z):az( y ) +a1< y )+a0. (2.23)
Aplicamos ¢ por la izquierda a la Ecuacién (2.23) y tenemos:
(ngOpong )(z):A az| — + aq i +ag| + B. (2.24)
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Por la Ecuacién (2.24), la funcién g(z) es de la siguiente forma:

2B B?
g(z) = %22 — Aa2z + Aa2 + a1z — Bay + Aag + B.

Se sigue

2B B?
22—1—02[%]22—#2[@1— aﬂ—l—[B—i— a2—Ba1+Aa0}

A A A
Asi,
%:1, asi a; = A.
Ademas,
. . aq aq
a1 — 2B = 0 implica B = 5 P(2) = az + (5)7
y
B2
B+ Aa2 — Bay + Aag = c.

Por lo tanto p y g son conformemente conjugadas.

2.6. Formula Integral de Cauchy

En esté seccién enunciamos los teoremas de Cauchy-Goursat y la Férmula

Integral de Cauchy. Su demostracién se puede encontrar en [Zill y Shanahan,
2003].

Teorema 2.8 (Cauchy-Goursat) Supongamos que C, Cy, Cy, ..., C, son
curvas cerradas simples con orientacion positiva tales que Cy, Cs, ..., C,
estan en el interior de C' pero el interior de cada Cy, con k = 1,2,...,n no
tienen puntos en comun. Si f es una funcion analitica en cada contorno y
en cada punto interior de C pero es anaitica en el exterior de cada Cl, con
k=1,2,....,n, entonces

75 f2)dz =" ) f(2)dz. (2.25)
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Como consecuencia del Teorema 2.8 tenemos los siguientes resultados.

Corolario 2.1 FEl valor de una funcion analitica f en un punto zy en un
dominio simplemente conexo puede representarse por medio de una integral
de linea.

Corolario 2.2 Si la funcion f es analitica en todos los puntos de una curva
cerrada simple C, entonces §,, f(z)dz = 0.

Ejemplo 2.11

Sea f(z) = ﬁ definida en la curva cerrada simple C, definida por el

circulo unitario |z| = 1. La funcién f es analitica en todo C, el tnico punto

donde f no es analitica es z = _7, pero z ¢ C', luego por el Corolario 2.2,
$o f(2)dz = 0.

Si f es una funcién analitica en un dominio simplemente conexo D y 2
f(z)

Z— 20

no esta definido en zy, por lo que no es

f(z)
Z— 20
una curva cerrada simple C' que contiene a zy es cero por el Teorema 2.8. En

f(2) alrededor de C

Z— 20

es un punto de D, el cociente

analitica en D y no podemos concluir que la integral de alrededor de

su lugar, como veremos a continuacion, la integral de

toma el valor de 27if(zp).
Ahora enunciamos la Formula Integral de Cauchy.

Teorema 2.9 (Férmula Integral de Cauchy) Si f es una funcion analitica
en un dominio simplemente conexo D y C es una curva cerrada simple con-
tenida en D, entonces para cualquier punto zy € C

1 f()

2m Jo 2 — 2

f(20) dz. (2.26)

Ejemplo 2.12

24244
Evaluemos j{ %dz, donde la curva cerrada simple C' es el circulo
C z (3
|z| = 2.
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Solucién: Primero identifiquemos a f(z) = 22 — 4z +4 = (z — 2)? y
2o = —i tal que zy € int(C). Luego, podemos observar que f es analitica
en todos los puntos de C, excepto en la frontera. Por la Férmula Integral de
Cauchy obtenemos

_ 1 f(z)
J(z0) = o2 oz — 2z
Asi,
b Ezio = 27if(20)-

Sustituyendo en la segunda parte de la igualdad resulta 2mwi(—i — 2)%.
Haciendo operaciones tenemos

2mi(—1+4i +4) = 2mi(3 + 4i) = 67mi — 87 = 27(—4 + 3i).

2 _
Por lo tanto j{ ﬂ =

_ 2m(—4 + 3i).
c Z+1

2.7. Singularidades de una Funcién

En esta secciéon se estudian las funciones de variable compleja en los pun-
tos de su dominio donde la funcién no es analitica; estos puntos se llaman
singularidades y de manera particular aparecen cuando una funcion racional
f(z)
9(2)
da la funcién g(z) seran las singularidades de esta funcién racional).

tiene ceros en el denominador (es decir, los puntos donde no esté defini-

Definiciéon 2.19 Sea f : C — C una funcion de variable compleja, zy € C
tal que f no es analitica en zg. Decimos que el punto zg es un punto singular
o una singularidad de f.

Los puntos singulares se pueden clasificar en aislados y no aislados.
Definicién 2.20 Una funcion f de variable compleja tiene una singulari-

dad aislada en zg € C si f no es analitica en zy y existe 6 > 0 tal que f
estd definida y es analitica en Vs(zo) \ {20}
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Si 2o es una singularidad aislada de f, entonces z se clasifica de la siguiente
forma:

(i) Singularidad removible. Una singularidad aislada zy de f(z) es una

singularidad removible si lim f(z) existe y pertence a C.
Z—r20

(ii) Polo. Una singularidad aislada zy de f(2) es un polo si

lim [f(z)] = 0.

Z—r20

(iii) Singularidad esencial. Es una singularidad aislada que no es remo-
vible ni polo.

Definicién 2.21 La funcion f tiene un polo de orden n, con n > 0 en el
punto zy si existe n € N tal que lim f(z) - (z — 29)" ewiste y es diferente de
n—o0

cero. Tenemos que:

e FEl punto zy es un polo de orden n.
e Sin =1, el punto zy es un polo simple.

e Si el punto zy es un polo de g(z) = z, entonces zy es un polo de

) =3

A continuacién se presentan algunos ejemplos de singularidades aisladas.

Ejemplo 2.13

Determinar las singularidades de las funciones: f(z) = sen — y g(z) =
4z
2+1
La funcién f(z) tiene una singularidad aislada en cero, porque para
cualquier vecindad de cero, no existe otra singularidad de f(z). La funcién

g(z) tiene un par de singularidades aisladas en i y en —i. Si tomamos § = o

entonces |z —i| < 0 y |z 4+ i| < 6 no contienen ningun otro punto singular
distinto a ¢ y —1.
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Ejemplo 2.14

Determinar las singularidades de la siguiente funcion:

1
F() = —.
sen —
z
La funcién anterior tiene singularidades aisladas en k7, donde k € Z.
También, el origen es una singularidad de esta funcién, que es aislada.




Capitulo 3

El Grupo de las
Transformaciones de Mobius

En este capitulo enunciamos las definiciones de grupo, transformaciones
elementales y transformaciéon de Mobius. Demostramos que el conjunto de

las transformaciones de Mobius es un grupo. Estos temas se pueden consultar
en [Fraleigh, 2003], [Herstein, 1996],[Lang, 2002] y [Rotman, 1995].

3.1. Grupos

Definicién 3.1 Una operacion binaria x definida en un conjunto S es una
funcion que va de S x S a S, tal que para todo (a,b) € S x S, el elemento
*((a,b)) = axb pertenece a S y es unico.

Ejemplo 3.1

La suma usual (+) es una operacién binaria en R. La multiplicacién usual
(X) es una operacién binaria en R.

Definicién 3.2 Una estructura algebraica es el par (X,x*), donde X es un
conjunto y x es una operacion binaria.

Definicién 3.3 Un grupo (G,*) es una estructura algebraica, donde la
operacion binaria cumple con las siguientes propiedades:

(1) (Propiedad Asociativa). Para todo x,y,z € G tenemos que
(x*xy)xz=xx*(y*2z).

33
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(2) (Ezistencia de elemento neutro). Eziste un elemento e € G tal que para
todox € G,exx=xxe=u .

(8) (Elemento inverso). Para todo x € G existe z' tal que x -2’ =2’ -z = e.
A continuacién se presentan ejemplos de grupos.
Ejemplo 3.2

(1) El conjunto de los ntiimeros complejos C con el producto usual es un
grupo.

(2) Sea Z4 = {0,1,2,3} un conjunto con 4 elementos. El par (Z4, +) es un
grupo, donde la operacién binaria + estd definida como se muestra en

la Tabla 3.1:
+10(1|2]3
010|1]21]3
111]2]13]0
21213011
313|012

Tabla 3.1: Grupo Z-4

Definicién 3.4 Sea (G,x) un grupo y H C G. El subconjunto H es un
subgrupo de (G, *) si cumple con las siguientes condiciones:

(a) H es diferente del vacio.

(b) H preserva la operacion binaria de G, es decir, a x b € H para todo
a,be H.

(c) x=* € H para todo x € H.

Definicién 3.5 El producto a™ se define como: a™ = g x a * a... * a,.
N—_— —
n veces
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Ejemplo 3.3

Las n-raices de la unidad denotadas por U,, forman un subgrupo del grupo
de los numeros complejos diferentes de cero C \ {0} bajo la multiplicacién
usual en C.

Ejemplo 3.4

El conjunto de matrices complejas de 2 x 2 con determinante igual a 1
con operacién el producto de matrices es un grupo.

Teorema 3.1 [Fraleigh, 2003]. Si G es un grupo y a € G, entonces H =
{a™ : n € Z} es un subgrupo de G, y H es el subgrupo mds pequeno que
contiene al elemento a.

3.2. Grupo Ciclico

Definicién 3.6 Si G es un grupo y a € G, entonces el subgrupo {a™ : n € Z}
de G es llamado el subgrupo ciclico de G generado por a, y se denota por
<a>.

Definicién 3.7 5i G es un grupo y a € G, entonces a es un generador de G
st < a>=G. Un grupo G es ciclico si existe a € G generador de G.

Ejemplo 3.5

Sea Z4 = {0,1,2,3} un grupo. La tabla de Z, es la siguiente:

+1011123
0]0(1]2|3
1117213]0
2121301
313|012

Tabla 3.2: Grupo Z,

Tenemos que 1 y 3 son generadores, es decir, < 1 >=< 3 >= Z, Por lo
tanto, Z, es un grupo ciclico.
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Ejemplo 3.6

Sea Uy = {1,—1,i,—i} el grupo formado por las raices cuartas de la
unidad en C con operacién binaria y la multiplicacién usual en C. El grupo
U4 es un grupo ciclico porque ¢ es un generador de G, esto es:

ici=14%i=—1-1=—i,

ici=it = —1i=—i-i=—i=—(=1) =1,

ici=iti=—1l-i=—i-i=—i=—(=1)=1-i=1.

Por lo tanto <7 >= G.

3.3. Grupo Abeliano

Definicién 3.8 Sea (G, x) un grupo. Decimos que G es un grupo abeliano si
para todo a,b € G axb="bxa.

A continuacién tenemos algunos ejemplos de grupos abelianos.
Ejemplo 3.7

El par (Z,+) es un grupo abeliano.
Ejemplo 3.8

El grupo de matrices n X n con coeficientes reales o complejos y con
operacion binaria la suma de matrices es un grupo abeliano.

3.4. Clases Laterales, Grupo Normal y Grupo
Cociente

Definicién 3.9 Para un subgrupo H de un grupo G, definimos como clase
lateral derecha de H en G el conjunto de todos los elementos de la forma ha,
con h € H ya e G. De manera andloga se define la clase lateral izquierda
como el conjunto de todos los elementos de la forma ah, con h € H ya € G.
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Ejemplo 3.9

Sea G = Ss3, el grupo de todas las aplicaciones biyectivas del conjunto
{1, 9,3} sobre si mismo. El grupo G es de orden 6, sea H el subgrupo
{e, ¢}. Existen tres clases laterales derechas de H en Gy tres clases laterales
izquierdas de H en G.

Derechas [zquierdas

H ={e ¢} H = {e, ¢}.

Hip = {¢, oy} YH = {1, ¢ = p1°}
Hy? = {¢?, ¢*} | W*H = {¢? 4*¢ = ¢y}

Tabla 3.3: Clases laterales de H

Definicién 3.10 Un subgrupo N de G se dice que es un subgrupo normal de
G si para toda g € G y todan € N, gng~' € G.

Lema 3.1 Un subgrupo N de G es un subgrupo normal de G si y solo si el
producto de dos clases laterales derechas de N en G es de nuevo una clase

lateral derecha de N en G.

Definicion 3.11 La coleccion de clases laterales derechas de N en G es el

grupo cociente o grupo factor de G por N y se denota por N

Teorema 3.2 Si G es un grupo y N es un subgrupo normal de G, entonces

G L,
— es también un grupo.

N
3.5. Homomorfismos e Isomorfismos entre Gru-
pos

Definicién 3.12 Una funcion ¢ : G — G’ definida de un grupo G a otro
grupo G' es un homomorfismo si cumple con la siquiente propiedad

¢(ab) = ¢(a)¢(b), (3.1)

para todo a,b € G.
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Ejemplo 3.10

Sea (& el grupo de los enteros con operacion binaria la suma usual, tomem-
os G = G'. Para todo entero x € G, definimos ¢ por ¢(x) = 2z. Definido de
esta manera, ¢ es un homomorfismo, porque:

d(r+y) =2(x +y) =22+ 2y = d(x) + d(y).

Definicién 3.13 Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo de grupos. El subgrupo
o7 {e'} ={x € G: ¢(x) =€} es el niicleo de ¢.

Definicién 3.14 Sean G y G’ grupos. Un homomorfismo ¢ : G — G’ es un
isomorfismo si ¢ es uno a uno.

Definicién 3.15 Dos grupos G y G’ son isomorfos si existe un isomorfismo
¢ de G sobre G', es decir, que la funcion ¢, ademds de ser uno a uno, debe
ser sobreyectiva. Y lo denotamos por G ~ G'.

Ejemplo 3.11

Los grupos (R, +) y (R, -) son isomorfos bajo la funcién ¢(z¢t) = ¢(x*)d(?).

3.6. Transformaciones Elementales

En este apartado definimos las transformaciones elementales, que son:
la traslacién, la rotacién, la homotecia(contraccién y expansiéin), la inver-
sion compleja y la reflexién. A partir de las transformaciones elementales,
definiremos en la Seccion 3.7 a las transformaciones de Mobius.

(1) La traslacién: T'(z) = z + b, con b # 0.

(2) La rotacién: es una transformacion que fija un punto en el plano com-
plejo y a partir de ahi se gira todo el plano un cierto angulo 6. Se define
por:

R(x + iy) = x(cos 0, sen 0) + iy(—sen 0, cos 0),

que es igual a:

R(z +iy) = x cos 0 —y sen 0 +i(x sen 0 +y cos 0).
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(5)

3.7.

Otra forma de escribir una rotacién es R(z) = az, con |a] = 1. Como
al multiplicar dos ntimeros complejos, se suman los argumentos y se
multiplican las normas, en este caso las normas no cambian, pues |a| =
1 y esta funcién es una rotaciéon por un angulo igual al argumento de
a € C. Utilizando la forma polar de un niimero complejo, una rotacion
se puede describir como: z — €z.

La homotecia: H(z) =azcona € R, a>0,b=c=0y d= 1. Como
a es real, al multiplicar por z el argumento no cambia y la norma
de z se multiplica por a. La funcion H es una expansion uniforme
del plano si @ > 1 6 es una contraccion si 0 < a < 1. En general, la
multiplicacién por un nimero complejo a # 0, z — az es una homotecia
y una rotacion.

. . L 1 -
La inversién compleja: inv(z) = — es aquella donde el circulo unitario
2

es llevado fuera bajo la funcién inv y el exterior del circulo es llevado al

interior del circulo precisamente. La funcién f : C — C definida como

1 . . N
f(z) = — es una inversién respecto al circulo unitario con centro en el
z

origen S*.

SizeCy |21| < 1, es decir, si z; es punto interior de S*, entonces
f(21) = w; es un punto exterior de S!, si 2, € Cy |zo| > 1, entonces
f(z2) = wo es un punto interior de S, ademds f(0) = co y f(oo) = 0.

La reflexion bajo el eje X no es més que la funcién conjugado, para
z2€C.Re:C— C, Re(z) ==

El Grupo de las Transformaciones de
Mobius

En este apartado estudiamos lo que es una transformacion de Mobius, de-
mostraremos que bajo la composicién de funciones, el conjunto de las trans-
formaciones de Mobius es un grupo. También, presentamos algunos ejemplos
que se pueden encontrar en [Seade, 2006] y [Zill y Shanahan, 2003].

Definicién 3.16 Si a,b,c,d,z € C y ad — bc # 0, entonces la funcion de
variable compleja definida por:
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T(z) = 20 (3.2)

cz+d’
es una transformacion de Mobius.

El conjunto de las transformaciones de Mdébius lo denotamos por M y lo
definimos de la siguiente forma:

M:{z—>az+b:a,b,c,deC, ad—bc%O}.
cz+d

Algunos ejemplos de transformaciones de Mébius son los siguientes:

Ejemplo 3.12

(1) Sea T(z) = Z;Zl tenemos que 1(—1) — (—i)(i) = —1 — (=i%) = —2 #
12 —
0,donde a =1,b=—i,c=1yd=—1€ C, por lo tanto T € M.

(2) Sea T(2) =52+8,b=8. Enestecasoa=5,¢c=0yd=1¢€ C, por
lo tanto 7 € M.

(3) Sea T(z) = az, |a|] = 1. Como al multiplicar dos ntimeros complejos se
suman los argumentos y se multiplican las normas, estas no cambian,
pues |a| = 1; en este caso b=c=0y d =1 € C, por lo tanto T € M.

Ejemplo 3.13

Encuentra las imagenes de los puntos 0, 1414, 7 e oo bajo la transformacion

2
de Mébius T(2) = ———.
V4

—1

2(0)+1 1
Solucién: Para z = 0y 2z = 1+ ¢ se tiene: T(0) = ((O)L =— =1y
— 1 —i
~ 2(14+49)+1 342 ,
1 = = =3+ 2.
T ) =T =7 = e
20)+1 2941
Para z =i se tiene: T (i) = (Z)_l_ _ 2t .
(1) —i 0
2 1
Paraz:oosetiene:T(z):i,elvalordeazlb:1,0:1yd:—i,
z—1i

2
definimos T (c0) = %, entonces, T (00) = 1= 2.
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Teorema 3.3 Toda transformacion de Mobius es una composicion de las
transformaciones elementales.

. . az+b ., s
Demostracién: Si 7(z) = g & una transformacién de Mobius,
cz

entonces 7T (z) se puede expresar como la siguiente composicion de funciones.

SiTi(z) =2+ CEZ, R(z) = 2z, inv(z) = %, H(z) = (bc — ad)(z), Ta(z) =

a .
— + z son transformaciones elementales, entonces
c

(TyoHoinwoRoT,)(z) = ThoHoinwoR(Ty(z)) = Tgo’Hoinu(R <Z+CEZ>> =
d
c

T bc — ad —E—I- bc—ad \ az+b
Nelez+d)) — ¢ clcz+d))  cz+d

Proposicién 3.1 La transformacion de Mobius T (z) es una funcion biyec-
tiva.

TyoH o inv| 3| 2+

1
) :TQOHOiTLU(sz—I-dC) :TQOH(m) =

Demostracion: Sean a,b,c,d € C, tal que ad — bc # 0. Primero de-
mostraremos que 7 (z) es inyectiva y después que T (z) es sobreyectiva.

(1) Supongamos que 7T (z1) = T (z2), por demostrar que z; = z5. Tomemos

az1+b  azm+b
co+d ezt d

aplicando los productos cruzados obtenemos:
(az1 +b)(cze + d) = (aza + b)(cz1 + d),

acz1zy + adzy + bezy + bd = acziz9 + adzg + bezy + bd.

Cancelando los términos semejantes e igualando a cero, obtenemos lo
siguiente:
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ad(z; — z3) — be(z1 — z9) = 0.

Factorizando el término (z; — z2), obtenemos:

(21 — z9)(ad — be) =0,

pero sabemos que ad — bc # 0, asi

21—2’2:0,

entonces

21 — 9.
Por lo tanto, 7 (z) es inyectiva.

(2) Para demostrar que 7 (z) es sobreyectiva, tomemos w € C, debemos
mostrar que existe z € C tal que T (z) = w.

Si

az+b
=w
cz+d

T(z) =

entonces

az +b=czw + dw.

Igualando a cero y factorizando a z, obtenemos:

z(a — cw) + b —dw = 0.

Despejando a z, observamos que es de la forma:

—b+d
z:ﬂ € C con ad—bec # 0.
a — cw
Por lo tanto, 7 (z) es sobreyectiva.
Como T (z) es inyectiva y sobreyectiva, se tiene que 7T (z) es biyectiva.
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. . az+b - o
Proposicién 3.2 Si T(z) = b g © une transformacion de Mébius, en-
2z

b+ dw

tonces T 1 (w)
a— cw

es la funcion inversa de T (2).

Demostracién: Por (2) en la demostracién de la Proposicion 3.1, la
funcién inversa de T (z) es:

_ —b+dw
 a—cw

T H(w) = z. (3.3)

Proposicién 3.3 La composicion de dos transformaciones de Mobius es una
transformacion de Mobius.

a1z + b To(z) = asz + by

Clz+d1 y 2 022+d2
ciones de Mobius, entonces: a;d; — bycy # 0y asds — bacoy # 0.

Demostracién: Si 7;(z) = son transforma-

Tomemos la composiciéon de T; con Ta:

CLQZ"—bQ
b
CLQZ"—bg) _a1(022+d2)+ !

(TioTole) = TalTa(e) = 71 (22

Haciendo calculos obtenemos:

(a1a22 + a1b2) + b1€22 + bldg . (a1a2 + blcg)Z + (ale + bldg)
2z + d2 N (01&2 + dlcg)z + (Clbg + dldg).
cia2z + Clbz + dlcgz + dldg
CoZ + dg

(TioT2)(2) =

Asociamos términos y, tomando a = (ajas + bicz), b = (a1by + bids),
¢ = (crag + dicz) y d = (¢1by + dyds), demostraremos que ad — be # 0. Si
(a1a2+b102)(01b2+d1d2) —(albz+bld2)(cla2+d162) = (alagclbg—l—alagdldg)—l-
(blcgclbg + blcgdldg) — (albgclag + &1bgd102) + (b1d201a2 + bldgdlcg).
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Eliminamos los términos alagclbg — &16201&2 y blcgdldg - bldgdlcg y
obtenemos:

a1a2d1d2 + b10201b2 — (a1b2d102 —+ bldgclag),

asociando se obtiene:

aldl(azd2 - b2C2) - 5101(a2d2 - 5202) = (aldl - 5101)(02612 - 5202) 7é 0,
porque CL1d1 - b101 §£ 0 y a2d2 - b202 §£ 0.

Asi, (71 0 73)(z) es una transformacion de Mobius.
|
Se ha demostrado que la composicién de transformaciones de Mobius es
una transformacion de Mobius. A continuacién demostraremos que el con-
junto de las transformaciones de Mobius M es un grupo bajo la composicién
de funciones.

Proposicién 3.4 El par (M, o) es un grupo.

Demostracién: Por la Proposicién 3.3, el conjunto (M, o) es cerrado
bajo la composicién de funciones.
(1) (Propiedad Asociativa) Sean T1(z), T2(2), T5(z) transformaciones de Mébius.
Tomemos la composicién [7; o T3] o Ts.

Desarrollando la parte entre corchetes:

N a22+b2
Ti o Ta(2) —ﬂ<m)a

aplicando 77 a lo que esta dentro del parentésis,

CLQZ‘l‘bQ
_ b
al(CQZ‘l'dQ) + !

a2z+b2 ’
R d
Cl(CQZ"—dg) + !

realizando operaciones en el numerador y en el denominador de la
fraccién anterior, y asociando términos semejantes obtenemos:
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(a1a2 + blcg)Z + (CleQ + bldg)

TioTs = :
Lol (clal + dlcg)Z + (Cle + dldg)

La composicién anterior de 77 y 7Tz, es una transformacién de Mobius
por la Proposicién 3.3, ahora falta hacer la composicién con ;.

asz + bs
c3z + ds
azz + b3
c3z + ds

(alag + b102)< ) + (&152 + ble)

[TioTaloTs =

)

(clal + d102)< ) + (Clb2 + d1d2>

desarrollamos la fraccién anterior y, asociando términos, obtenemos la
siguiente transformaciéon de Mobius:

(a1a2a3 + blc2a3 + a1b203 + b1d203)2 + (a1a2bg + blcgbg + a1b2d3 + bldgdg)
(01a2a3 + d1€2a3 + Clb203 + d1d203)2 + (Clagbg + dlc2a3 + Clbgdg + d1d2d3)7
(3.4)

la Ecuacién (3.4) es la composicién [T o Ts] o T3. Ahora debemos de-
mostrar que es igual a: 77 o [Tz o T3).

Primero hagamos la composicion de 7T; o Ts:

ToTi- (2E12)

Cc3z + d3

Evaluando lo que esta dentro del paréntesis bajo T3, obtenemos:

CL32+b3
_ b
a2<032+d3> + 2

agz—l—bg )
— d
C2<ng+d3) T2

(3.5)

Desarrollamos la Ecuacién (3.5), asociamos términos para obtener la
siguiente transformaciéon de Mobius:

(CLgag + bQCg)Z + (CLgbg + bgdg)
(CQCLQ + dgCg)Z —+ (Cgbg + dgdg) '

(3.6)
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Ahora, aplicando 77 a la Ecuacién (3.6), obtenemos:

o (aza3 + bacs)z + (azbs + bads) h

T[T T = (coag + dac3)z + (c2bs + dads) ‘
! 2 3 (agag + b263)Z + (Clgbg + bgdg) i d
@ (02a3 + dgCg)Z + (Cgbg + dgdg) !

Realizando los productos y asociando términos en z, se obtiene:

(alagag + a1b2b3 + blcgag + bldQCg)Z + (alagbg + a1b2d3 + blcgbg + bldgdg)

(01a2a3 + 616203 + d102a3 + d1d203)2’ + (Clagbg + Clb2d3 + d162b3 + dldgdg).
(3.7)

La Ecuacién (3.7) es igual a la Ecuacién (3.4), por lo tanto (M, o) es

asociativa.

(2) (Existencia de la identidad) La funcién id(z) = z es una transformacién
de Mobius, basta tomara =1, b=0, c=0y d = 1, id(2) es la funcién
az+b
identidad =
identidad, ya que para T (2) P

idoT =Toid="T.

es una transformacién de Mobius,

(3) (Inverso) La existencia del inverso viene precedida por la Proposicién

b
3.2.81T(2) = azi  esuna transformacion de Mobius, entonces existe
cz
—b+d
T w) = | que ToT =T 1oT =id.
a—cw
De (1), (2) y (3) se concluye que (M,o0) es un grupo. |

A partir de ahora al par (M, o) lo denotaremos solamente como M y se
entendera que es un grupo bajo la composicién de funciones.




Capitulo 4

Algunos Resultados de las
Transformaciones de Mobius

En este capitulo estudiamos algunas propiedades de las transformaciones
de Mébius, entre ellas (i) la propiedad homociclica, es decir, bajo transfor-
maciones de Mobius, rectas van a rectas o a circunferencias, y circunferencias
van a rectas o a circunferencias y (ii) la conformidad. También, se estudian
algunas conjugaciones, se define la razén cruzada y los puntos fijos de una
transformacién de Mobius. Los temas en este capitulo se pueden encontrar
en [Zill y Shanahan, 2003], [Needham, 2000] y [Anderson, 1999].

4.1. Propiedad Homociclica

Definicién 4.1 Una funcion f(z) definida del plano extendido al plano ex-
tendido f(z) : C — C, que lleve circulos a circulos (o rectas consideradas
como circulos) se denomina una transformacion circular u homociclica.

Teorema 4.1 La transformacion de Mobius T € M tiene la propiedad
homociclica (o circular).

Demostracién:
La ecuacién general de una circunferencia en R? estd dada por la ecuacién

A(z® +y*) + 2Bz + 2Cy + d = 0. (4.1)
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(1)

Si A =0, By C no son simultdneamente cero, entonces la Ecuacién
(4.1) queda de la siguiente forma:

2Bz +2Cy + D = 0. (4.2)
La Ecuacién (4.2) representa a una recta.

Si A # 0, la Ecuacién (4.1) queda de la siguiente forma:

(Az® + 2Bx) + (Ay* + Cy) + D = 0,

asociando z? y 2, completando cuadrados y agregando los elementos
extra del otro lado de la igualdad, obtenemos:

B 2+ . C * B*4+(C?-AD (43
T A Yy A = 12 . .

Haciendo un cambio de variable en la Ecuacién (4.3) y tomando
z = x + 1y, queda:

Z=2"+yh 2+zZ=20y —i(z—3%)=2.

Sustituyendo en la Ecuacién (4.1), obtenemos lo siguiente:

A(zZ)+ B(z+2z)+C(—i(»—2))+ D =0. (4.4)

Por la Ecuacién (4.4) se tiene E = B +iC, E = B — iC tal que

A2z +2E+zZE+ D = 0. (4.5)
SiA=0y E #0, la Ecuacién (4.5) representa una recta.

Si A#0y E # 0, entonces la Ecuacién (4.5) es una circunferencia.

1
Definamos la funcién inversién inv: C/{0} — C como: inv(z) = — = w.
z

Obtengamos la imagen de una recta bajo inv, para tal fin, sustituyamos

z por — en la Ecuacién (4.5), asi:
w
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1— 1
A +—FEF+—=—FE+D=0.
w w

1 1
w o w
Donde

Duww + Ew+ EFw+ A = 0. (4.6)
Las Ecuaciones (4.5) y (4.6) tienen la misma forma.

(5) Si D =0, la Ecuacién (4.6) representa una recta

(6) Si D # 0, entonces la Ecuacién(4.6) es una circunferencia.

Lo anterior nos dice que la imagen de una recta o de una circunferencia

1
bajo la inversion — = w es una recta o una circunferencia.
z
az+b -
Tomemos 7 € M, tal que T(z) = pl Hagamos la siguiente trans-
cz

formacion:

_az+b  claz+b) a  bc—ad

T(Z)_cz+d_c(cz+d) _E+c(cz+d)’

Esta transformacion se puede ver como composicion de tres transforma-
ciones, las cuales son:

O A R O =y}

c

luego

cz+d c c

T(z):7507507E(z):7507§(cz+d):7§( 1 ):a bc—ad‘

La imagen de una recta o una circunferencia bajo las transformaciones
T1, T2 y T3 es una recta o una circunferencia, la composicién TzoT307T(z) =T
también cumple esta propiedad. Con esto la propiedad homociclica queda
demostrada. [

El siguiente es un ejemplo de la propiedad homociclica.
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Ejemplo 4.1

Encuentre la imagen del circulo unitario |z| = 1, bajo la transformacién

2
de Mobius T (z) = it T . Cudl es la imagen del interior de |z| < 1 de este
Z J—

circulo?

Solucién: El polo de T(z) es z = 1, que estd en el circulo unitario |z| = 1.
Por el Teorema 4.1, su imagen es una recta, la cual puede ser determinada
por dos de sus puntos, ya que: T(—1) = —% y T@) = —% — %z’, Vemos en
la Figura 4.2 que la imagen es la recta u = —%. Para responder la segunda
pregunta, notemos que la transformacién 7 es una funcién racional, por lo
tanto es continua en su dominio de definicién, como consecuencia, la imagen
del interior de |z| < 1 el circulo unitario es el semiplano u < —1 o el semiplano
u > —%; utilizando z = 0 como punto de prueba, vemos que 7 = —2 que
esta a la izquierda de la recta u = —1 y su imagen es el semiplano v < —%; la
Figura 4.2 muestra esta transformacién. El circulo |z| = 1 estd en la Figura

4.1 y su imagen u = —% se muestra en la Figura 4.2.
Y

Figura 4.1: El circulo unitario |z| = 1 y el interior |z| < 1
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N\

z4+2
2 —1

N =

Figura 4.2: La transformacién lineal T (z) =

4.2. Las Transformaciones de Mobius son Con-
formes

. az+b
SlT(z):CZ+d

0 asegura que 7 no es igual a una constante y esta bien definida.

es una transformacién de Mébius, la condicion ad —be #

Proposicién 4.1 Las transformaciones de Mébius son aplicaciones conformes.

b
Demostracién: Si 7(z) = azi 7 €S una transformacién de Mobius,
cz
d
entonces T'(z) = (afd) # 0, porque ad — bc # 0y T(z) es analitica

por ser una composiciéon de funciones analiticas, (véase el Teorema 2.6 y el
Teorema 3.3). |
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4.3. La Razon Cruzada

Las transformaciones de Mobius son aplicaciones conformes que podemos
definir en un dominio D que esté acotado por circulos sobre un dominio D’
que esté acotado por rectas. Sin embargo, con el fin de utilizarlas, debemos
determinar de manera general un método para construir transformaciones de
Mébius T (z) = w, para ello tomamos tres puntos distintos, 21, 22 y 23 € 9D,
los cuales, bajo 7(z) tienen como imagen a tres puntos diferentes wq, wq y
ws € OD'. Esto se logra usando la razén cruzada que se define como sigue.

Definicién 4.2 Los puntos que satisfacen T(z) = z con z € C y T(2) una
transformacion de Mébius son puntos fijos de T (2).

Definiciéon 4.3 La razon cruzada de los niumeros complejos z, z1, za Y 23
es el niumero complejo:

Z— 21 R — X3

(4.7)

Z— 23 R — X1
Cuando calculamos la razén cruzada, el orden de los niimeros complejos en
cuestion es muy importante, por lo que debemos tener cuidado. Por ejemplo,

3 1
la razén cruzada de 0, 1, 7 y 2 se calcula como 1 + Zi, pero la razén cruzada

1
de0,7,1y2es i Zz’, aqui radica la importancia del orden con que se toman

los niimeros complejos, pues a pesar de utilizar los mismos, se obtienen dos
razones cruzadas diferentes.

Podemos extender el concepto de razon cruzada para puntos que estén
en el plano complejo extendido C usando la férmula:

Z—00 z—0 z

1
lim f(z) =L si, y sélo si limf(—) = L.

. ‘ , £ — 21 k2 — X3
Por ejemplo, la razén cruzada de oo, 21, 25 v 23 es lim . :
290 \Z— 23 R — X1

4.4. Puntos Fijos de las Transformaciones de
Mobius
az+0b

cz+d
Si T(£) = &, entonces la ecuacién que debemos resolver para hallar los puntos

Tomemos una transformacién de Mébius 7 € M, donde T (z) =
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fijos de T(z) es la siguiente:

al+b
cE+d

§. (4.8)

Resolviendo la Ecuacién (4.8), tenemos que:

af + b = c€? + d¢,

igualando a cero

c®+(d—a)—-b=0

y utilizando la férmula general para ecuaciones de segundo grado, obtenemos:

—(d—a)+ V(d—a)’ —4()(=b)

§r = 5

Observemos que en general una transformacion de Mobius tiene a lo més
dos puntos fijos. Analicemos los diferentes caso que se pueden presentar.

(1)

(i)
(i)

Si (d — a) = 42iv/be, entonces los dos puntos fijos &4 forman un solo
punto fijo £ = (a — d)/2c. En este caso la transformacion de Mébius es
llamada parabdlica. Mas adelante la analizaremos con mayor detalle.

Si ¢ # 0, entonces ambos puntos fijos estan en el plano complejo C.

Si ¢ = 0, entonces uno de los puntos fijos es el infinito y la transforma-
cién de Mdobius toma la forma: 7(z) = Az + B.

Si escribimos

A = pe'™, (4.9)

entonces podemos ver la transformaciéon como la composicion de una
rotaciéon centrada en el origen de «, una expansion centrada en el origen
por p y una traslacién de B. Ahora veamos cada una de las cuatro
transformaciones en la esfera de Riemann, que denotamos por .

De acuerdo a sus puntos fijos, toda transformacién de Mobius, excepto la
identidad, conjuga en M a:
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(D

(I11)

Transformacién parabdlica.

Cuando ¢ = 0 la Figura 4.3 muestra una traslacion. Como las cur-
vas invariantes en C son la familia de rectas paralelas en direccion de
la traslacion, las curvas invariantes sobre ¥ son la familia de circun-
ferencias cuya tangente comun es el co. Un ejemplo de traslacién es
T(z)=z+1lcona=1,b=1,¢=0,d =1, su tnico punto fijo es
z = oo € C. Esta transformacién es llamada parabdlica.

Figura 4.3: Transformacion Parabdlica

Transformacién eliptica.
Sic# 0y T(z) = Az, entonces A € C, \)\|:1,g:)\7£1,b:0,
c
d = 0 y los puntos fijos son: & = g y & = 0.
c

Sic=0ya>0enlaEcuacién 4.9, entonces la rotacién z — ez € C
induce a una rotacion igual de ¥ alrededor del eje vertical alrededor de
su centro. Los circulos horizontales sobre Y giran sobre si mismos. La
Figura 4.4 muestra que los puntos fijos de esta rotaciéon son el 0 y el
00. A dicha transformacion se le llama eliptica.

Transformacién hiperbdlica

Sie#0y T(2) =Xz, A € Ry A > 1, entonces la transformacion es

o . a
una expansion, tiene dos puntos fijos & = - = Ay & = 0.
c
Sic=0y p>0en laEcuacién (4.9), entonces la transformacién sobre
Y} corresponde a una expansion con centro en el origen de C, z — pz
(vedse la Figura 4.5). Si p < 1, entonces la transformacion serfa una
contraccion y los puntos irian de norte a sur. Los puntos fijos son el
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Figura 4.4: Transformacion Eliptica

0 y el oo, pero los papeles de las dos familias de curvas de la Figura
4.4 se invierten: las curvas invariantes son los circulos mas grandes que
pasan a través de los puntos fijos, que resultan ser los polos. Los circulos
horizontales ortogonales permutan entre ellos. Esta transformacion es
llamada hiperbolica.

Figura 4.5: Transformacion Hiperbdlica

Transformacion loxodrémica.

El caso loxodréomico es similar al eliptico.

Si ¢ # 0, entonces T (z) = Az, tiene dos puntos fijos, s6lo que A €
C,%z/\y|)\|>1.

Cuando ¢ = 0 la Figura 4.6 muestra la combinacién de los efectos
de la rotacién y expansion de las Figuras 4.4 y 4.5. Aqui las curvas

invariantes son “espirales”; sin embargo las dos familias de circulos en
las Figuras 4.4 (6 4.5) son invariantes como un todo, en el sentido
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que los miembros de cada familia permutan entre ellas. Esta rotacion
y expansion es una transformacion lozodromica. Las transformaciones
eliptica e hiperbdlica son casos particulares.

Figura 4.6: Transformacion Loxodrémica

Una transformacién parabdlica sélo tiene un punto fijo en C, una trans-
formacion eliptica, hiperbdlica y loxodrémica tienen dos puntos fijos.

En general una transformacion de Mobius tiene como punto fijo al oo si,
y s6lo si, es de la forma 7T (z) = az + b. Ademés, el oo es el unico punto fijo
si, y sélo si, T es una traslacién T (z) = z + b.
Las Figuras 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7 se tomaron del libro [Needham, 2000].
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Lexodromica Parabdlica d}

Figura 4.7: Clasificacién de puntos fijos de una transformaciéon de Mobius




Capitulo 5

Grupos SL(2,C), PSL (2,C) y
de Klein

Una parte importante en este trabajo son los grupos de Klein, que reci-
bieron ese nombre por Henry Poincaré a finales del siglo XIX en honor a Félix
Klein, que habia hecho grandes contribuciones a la geometria hiperbdlica.
Los temas expuestos en este capitulo se pueden consultar en [Hidalgo, 2006],
[Beardon, 1983], [Zill y Shanahan, 2003], [Maskit, 1988|, [Morosawa et al.,
2000], [Cruz, 2005] y [Sanchez, 1999].

Tomemos el grupo de matrices complejas 2 x 2 con determinante igual a
1 y operacién el producto de matrices; denotemos este grupo como SL(2,C).
SL(2,C
Definimos el grupo PSL(2, C) como el grupo cociente PSL(2,C) = %,
donde K es el nicleo de SL(2,C).

5.1. Los Grupos M y PSL(2,C)

Para toda A = <Z Z) € SL(2,C), definimos g4 € M como ga(z) =
az+b
cz+d

Asociaremos el grupo de las transformaciones de Mobius M con el grupo
SL(2,C) por medio de un isomorfismo ¢ : SL(2,C) — M con regla de
correspondencia:
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a b az+b
<C d) — e (5.1)

Dado que gap = ¥ (AB) = ¥(A) o ¥(B) = gagp, tenemos un homo-
morfismo de grupos. Dicho homomorfismo es suprayectivo y el nicleo de 1,

. . 10
que lo denotaremos por K’, consiste en las matrices =+ <O 1). Entonces

PSL(2,C) = % ~ M.

Observemos que cualquier matriz en K’ conmuta con toda A € SL(2,C),

. b .
por lo tanto K’ C K. Por otra parte, si (CCL ) € K, la matriz debe con-

d

. 11 .
mutar, en particular con (O 1), es decir,

)G o= m)=Cu)=096 )

lo que implica que ¢ = 0y a = d. Ahora, también debe conmutar con (1) 1 ,
1 0\ (fa b\ (a b \ (a+b b\ [(a b\ (1 O
1 1/\0 a/ \a a+b) \ a a) \0 a)\1 1

por tanto, b = 0. Como el det (8 b = a®> = 1, a = +1, concluimos

que K’ = K, por lo tanto, PSL(2,C) ~ M. Debido a este isomorfismo, se
suele identificar al grupo de transformaciones de Mobius M con el grupo
PSL(2,C).

Las transformaciones de Mobius pueden verse como matrices, lo que hace
méas facil su uso. La asignacién de la matriz en la Ecuacién (5.1) no es

lnica porque para e nimero complejo diferente de cero, la transformacion de

b b
Mébius T (2) = azid también esta dada por T (z) = %, sin embargo
cz ecz + e

si e # 1, entonces las dos matrices

(02
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ea eb
B = 2
<ec ed) (5-2)
son diferentes y representan la misma transformacién de Mobius, por lo tanto,
si a = ad — be, podemos dividir los coeficientes entre v/, y obtener

(a/V/a)z +b/va _dz+V
(c/Va)z+d/a dz+d

con a'd — b = 1. Asi siempre podemos suponer que ad — bc = 1.

9(2) =

Anteriormente demostramos que la composicién de dos transformaciones

de Mobius es una transformacién de Mobius. La representacion matricial
. .y . 1. a1z + bl

de la composicién de dos transformaciones de Mébius, 71(z) = ——— vy
c1z + dl

To(e) = BEE5

202) = ———

CoZ + d2

ay bl a9 bg . alCLQ—l-bng albz+b1d2
C1 d1 Co dg o cla2+d102 Clb2+d1d2 '

En la Ecuacién (3.3) se muestra la inversa de una transformacién de

Mobius, de igual forma encontramos la representaciéon matricial para la in-

b
versa de T (z) = :Zi_d
2

Ecuacién (5.1)
PR d —b
c d) ad—bc\—c a)

se representa como el producto de las matrices:

, para ello tomemos la inversa de la matriz A en la

Tomando e = T e la Ecuacién (5.2), tenemos que la inversa de la
ad — be
., az+b .
transformacion 7T (z) = es la matriz:
cz+d

(%)




5.2 Los Subgrupos de SL(2C) y PSL(2,C) 61

5.2. Los Subgrupos de SL(2C) y PSL(2,C)

Definicién 5.1 Un subgrupo G de SL(2,C) es discreto si, y sdlo si, para
cualquier sucesion de matrices {A,} C G tal que lim A, = A existe ng > 0
n—oo

tal que A,, = A para todo n > ny.
Los siguientes son ejemplos de subgrupos discretos.
Ejemplo 5.1

(i) Todo grupo finito de M es un grupo discreto.

(ii) Todo grupo ciclico generado por una transformacién parabdlica o
loxodromica es discreto.

(iii) Todo grupo ciclico generado por una rotacién es discreto si, y sélo si es
de orden finito.

Proposicién 5.1 Un subgrupo G de SL(2,C) es discreto si y sélo si para
toda k > 0, el conjunto A = {e€ G : ||A|| < k} es finito.

La demostracion se puede consultar en [Beardon, 1983]. Como consecuen-
cia se tienen los siguientes corolarios.

Corolario 5.1 SiG < SL(2,C) es discreto, entonces G es a lo mds numera-
ble.

Corolario 5.2 Si G < SL(2,C) es discreto y no es finito, entonces para
cualquier sucesion de matrices distintas {A,} C G, lim ||A|| = oc.
n—o0

En el caso de PSL(2,C) tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 5.2 Un grupo G < PSL(2,C) es discreto si y solo si
v~ HG) < SL(2,C) es discreto.

Corolario 5.3 Un grupo G < PSL(2,C) es discreto si y sélo si para toda
k>0, el conjunto B={g € G :||g||* < k} es finito.
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5.3. Grupos de Klein

Diremos que un subgrupo I' de las transformaciones de Mébius M es un
grupo de Klein si es un subgrupo discreto del grupo PSL(2,C).

Ejemplo 5.2 El grupo I' formado por todas las transformaciones v de la
forma:
()= Z0 G be=1, a, b, ¢, deZ+i2)
z) = ad—bc=1, a c i
f}/ cz _"_ d Y Y ) Y
es un grupo de Klein.

5.3.1. Los Conjuntos Ordinario y Limite de un Grupo
de Klein

De la definicién de un grupo de Klein I' es un conjunto numerable, es
decir, sus elementos pueden ponerse en correspondencia uno a uno con el
conjunto de los nimeros naturales o un subconjunto finito del mismo, y no
contiene ningiin elemento eliptico con orden infinito.

Definicién 5.3 Para un grupo de Klein I', decimos que z es un punto or-
dinario de T' si I es una familia normal (véase Definicion 6.4) en alguna
vecindad de z. El conjunto de puntos ordinarios se llama conjunto ordinario
de I' y se denota por Q(T).

Definicién 5.4 Un punto z es un punto limite de I' si z no es un punto
ordinario. El conjunto de los puntos limite se llama el conjunto limite de I’
y se denota por A(T).

Teorema 5.1 [Maskit, 1988] Si x € A(T'), entonces existe y € A(I") y una
sucesion {gm} de elementos distintos de I' tal que g,n(2) — x uniformemente
sobre subconjuntos compactos de C\ {y}.

Demostracién: Tomemos x € A(I), existe zy € Q(I') y una sucesién
{gm} de elementos distintos de I" tal que g,, — x. Normalicemos I' de tal
manera que z, = oo. Ahora elijamos una subsucesién a,, = g~'(co0) — ¥; por
lo anterior y € A(T"). Escribimos a g,, como 7o go p, donde p es una reflexién
en el circulo isométrico de g,,, ¢ y r son transformaciones fundamentales. El
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centro del circulo isométrico de g, tiende a y; g,, actiia como una inversion
y lleva el exterior del circulo isométrico al interior del circulo isométrico y
viceversa; el radio comun entre g,, y ¢! tiende a 0; el centro del circulo
isométrico de ¢! tiende a z. |

Teorema 5.2 [Maskit, 1988] Si{gm} es una sucesion de elementos distintos
de un grupo de Klein I', entonces existe una subsucesion {gm, } y existen x,
y puntos limite, tal que g, — x converge uniformemente sobre conjuntos
compactos de C\ {y}.

Demostracién: Normalicemos [ para que co esté en el interior de I,
tomemos una subsucesién {g,} tal que g,(co) converge a algin punto,
llamémoslo x, de tal forma que g.!(c0) converge a y y aplicamos el Teorema
5.1. [

Teorema 5.3 [Maskit, 1988] Los conjuntos Q(I") y A(T') son complementa-
ri0s, es decir que son ajenos y su union es todo C:

Q(r) = C\ A(D).

Demostracién: Si z es un punto limite, entonces cualquier vecindad U
de z contiene infinitas traslaciones de algtin punto, es decir, existen infinitos
elementos distintos g € T tal que g(U)NU # 0. Por lo tanto Q(I')NA(T) = 0.
Ahora supongamos que x ¢ Q(I"). Entonces, para toda vecindad V' de x
existen infinitas traslaciones de V que se intersecan con V. Por lo tanto
podemos encontrar una sucesién de elementos distintos {g,,} de I' y una
sucesién de puntos {z,} tal que z,, = =y gm(zn) — z. Por el Teorema
5.2 existe una subsucesién g,,(z) — w que converge uniformemente sobre
subconjuntos compactos del complemento de y, donde w y y € A(T"). Si
x =y, entonces x € A(I'). Si = # y, entonces los puntos {z,,} no son puntos
de acumulacién de y, luego g,,(2,) — w; es decir, z = w € A(T). [ |

Los siguientes dos corolarios son consecuencia del Teorema 5.3

Corolario 5.4 Sea I un grupo de Klein. El conjunto ordinario (') es un
abierto T'-invariante, es decir, v(QUT")) = QI") para todo v € T'. Por lo que
A(T') es un conjunto cerrado I'-invariante.

Corolario 5.5 Sea T’ un grupo de Klein. El conjunto T = ATy~ para todo

v € M. Entonces Q(I') = v(QI")) y A(I') = v(A(T)).
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Teorema 5.4 Si I' es un grupo de Klein no elemental, z € A(I') y w € C,
entonces eziste una sucesion {v,} de I tal que v,(w) — z cuando n — oo

Proposicién 5.2 [Morosawa et al., 2000] Para un grupo de Klein " no ele-
mental, su conjunto limite A(T') es el conjunto cerrado I' — no invariante,
distinto del vacio mds pequeno de I'.

Demostracion: Solo mostraremos que para un grupo de Klein I', el
conjunto A(I") es el méds pequeno con las caracteristicas antes enunciadas.
Sea A # (), un subconjunto de I, cerrado, y T-invariante, tomemos z € A(T),
para w € A, sea {7,} una sucesién de I' tal que ~,(w) — z por el Teorema
5.4. Como A es cerrado, I'-invariante, entonces z € A. [ |




Capitulo 6

Dinamica de Funciones
Racionales

En este capitulo definimos los conceptos de familia normal, puntos fi-
jos, clasificacién de puntos fijos, los conjuntos de Fatou y Julia de funciones
racionales y algunas propiedades de estos conjuntos También se presentan
ejemplos de familias normales y estudiamos algunas relaciones que se encuen-
tran en el diccionario de Sullivan. Los conceptos utilizados en este capitulo
pueden consultarse en [Morosawa et al., 2000], [Devaney, 1988], [Noguchi,
1993] y [Bergweiler, 1995].

6.1. Familias Normales

Paul Montel (1876-1975) estudié las familias normales entre los anos de
1911 a 1916. Fatou y Julia, alrededor de 1920, usaron la teoria de familias
normales de Montel en su estudio de la iteracion de funciones racionales. En
esta seccion se enuncian definiciones y teoremas relacionados con esta teoria.

Tomemos { f,}22,, una sucesién de funciones complejas definidas en un
conjunto A C C.
Recordemos que una sucesién de funciones { f,,}22, converge a un punto
z € Asi la sucesion {f,,}22, es convergente. Si la sucesién { f,}>°, converge
para todo z € A, entonces {f,}>2, es convergente sobre A y denotamos el
limite como f = lim f, con z € A, es decir, f = lim f,.
n—o0 n—oo

Decimos que {f,}5°, converge uniformemente a f si para todo ¢ > 0
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existe N € N tal que si n > N se cumple z € A |f,(2) — f(2)| < €, donde
z €A

Teorema 6.1 [Noguchi, 1993] Una sucesion { f,}°°, de funciones complejas
definidas sobre A C C converge uniformemente si, y solo si, para todo € existe
N € N tal que para todo m,n < N y z € A, |fn(2) — fu(2)| < €. ademds
nh_)rrolo fn = f es una funcion continua.

Definicién 6.1 Una sucesion de funciones {f,} definida en C es uniforme-
mente acotada si existe N € N tal que |f,(2)| < N para todo z € C y todo
n € N. Se dice que la sucesion {f,} es uniformemente acotada en G C C si
existe N € N, tal que |f.(2)] < N para todo z € G y todo n € N.

Observacién. Sea G C C un conjunto abierto y (€2, d) un espacio métrico
completo, denotamos por C(G, ) al conjunto de todas las funciones con-
tinuas de G en ).

Definicién 6.2 Una familia F C C(G,Q) es equicontinua en un punto zy €
G si para todo € > 0 existe & > 0, tal que si |z — zo| < & implica que
d(f(z), f(z0)) < € para toda f € F.

Definicién 6.3 Una familia F C C(G,€) es equicontinua en un conjunto
E C G si para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo z1,zo € E con
|21 — 29| < & implica que d(f(z1), f(22)) < € para toda f € F.

Proposicién 6.1 [Conway, 1978] Si F C (G,) es equicontinua en cada
punto de G, entonces F es equicontinua en cada subconjunto compacto de G.

Definicién 6.4 Sea F una famila de funciones holomorfas definidas en un
dominio D C C. La familia F es una familia normal si toda sucesion { f,} C
F contiene una subsucesion {f,, }2, que converge uniformemente a f en
cualquier conjunto compacto D' C D con la métrica esférica d,z2, donde d,2
esta definida como:

9 2
_ 2
dy2 = <1+ |Z|2> |dz|*.

El teorema de Arzela-Ascoli relaciona los conceptos de equicontinuidad y
familias normales:
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Teorema 6.2 (Arzeld-Ascoli) Si A C C es compacto, f, : A — C es una
sucesion de funciones uniformemente acotada y equicontinua en A, entonces
existe { fn, }o2 una subsucesion de {f,}22, que converge uniformemente en

A.

Demostracién: Si A es un conjunto finito, el teorema se cumple.
Supongamos que A es un conjunto infinito. Tomemos E = {z, : v = 1,2, ..}
contenido en A tal que £ = A. Por el Teorema 2.1, el conjunto A es acotado,
entonces existe M > 0 tal que |Re z| < M, |Im z| < M para todo z € A.

Definamos al siguiente conjunto F; = {z € C| |Re z| < M, |Im z| < M}.
Dividimos cada lado de la clausura cuadrada de Fj en dos partes iguales,
obtenemos cuatro cuadrados cerrados Fh, ..., 5 4. Repetimos este proceso

n veces para obtener 4"! cuadrados F,;conl <j < gty AC F =
47L71

'U1 F, ;.
]:

Tomemos z,; € ANF,; # 0 tal que el conjunto E, = {z,,} es finito,
entonces E = |J E,. Asi E = A.

n=1

Para z; € E, lasucesion { f,,(z1)}52, es acotada y por el Teorema 2.2, tiene
una subsucesién convergente {gu(l)}fzo. Repitiendo lo anterior, obtenemos
una subsucesion {g,w) }azo de {fn(2)}n2, convergente a 21, 2, ...2;, para k =
1,2, .... Asi obtenemos una subsucesién {gu}jf’:o que converge sobre E; luego
dado € > 0 existe 6 > 0 tal que la sucesién es equicontinua. Por el Teorema
2.1 el conjunto A tiene una cubierta finita A(a;,d), cona; € Ay 1<j <Ll
Como F = A, existe z,j) € A(a;,d) N E para todo j. Existe o tal que para
todo p, 1" > po

|90 (2005)) — 9w (20p)| <€ 1 <5 <L (6.1)

Si a € A, entonces a € A(a;,0) para algin j por la Definicién 6.3 y la

Ecuacion (6.1), p, " > po, se sigue |gu(a) — g, (a)] < |gu(a) — gu(zui))| +
19:(20()) = 9. (20))] + 19, (Z0s)) = gpu(a)] < 3e.

Por el Teorema 6.1 se tiene que {g,};72, converge uniformemente sobre
A. [

Teorema 6.3 (Montel: 1927) Una famila de funciones holomorfas F so-
bre un abierto G de C es normal si, y solo si, F estd uniformemente acotada
en cada conjunto compacto de G.
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Demostracién: Sea K C G un compacto arbitrario, la familia {U(f, K, 1) :
f € F} es un recubrimiento por abiertos del conjunto compacto F, asi que se

puede extraer una subcubierta finita, es decir, existen fi, fa, f3, ..., fo € F
tal que F C Ur_, U(fr, K, 1).

Por la continuidad de los elementos de F, para todo j € {1,...,n} ex-
iste M; > 0 tal que |f;(z)| < M; para todo z € K. Tomemos M = 1+
max{ M, ..., M,}. Para f € Fy z € K se tiene que existe j € {1,...,n} tal
que f e U(f;; K1) y [f(2)] < [f(2) = fi(2) + [fi(2)] <14+ M; < M, de
aqui que es uniformemente acotada en K.

Sea K C G un conjunto compacto, la hipdtesis nos dice que existe M, > 0
tal que |f(z)| < M) para todo z € K y toda f € F. En particular, F
estd puntualmente acotada en G. Sean a € G y ¢ > 0, por hipétesis de
uniformemente acotado sobre compactos, existen B(a,r) C Gy M > 0 tal
que |f(w)| < M para todo w € C(a,r) y para toda f € F.

R
Por la férmula de Cauchy para derivadas, si z € B (a, 5) se tiene:

|1 f(w) 1 f(w)
)f(Z) - f(a)‘ ~|2mi /C(a,R) W= Zdw - 2mi C(a,R) W — adw‘
1 fw)(z—a) ‘ 27RM |z —a| _ 2M|z — qf
om /C’(a,R) (w—2)(w - a)dw : orplt R
2

|
A continuacién se presentan un par de ejemplos de familias normales que
se pueden encontrar en [Devaney, 1988].
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Ejemplo 6.1

Sea f(z) = az con |a] < 1y fu(2) = f°"(2) la n-ésima iterada de f.
Entonces {f,} forma una familia normal de funciones en cualquier dominio
de C, pues f, converge uniformemente a la funcion constante 0 para todo
conjunto compacto.

Ejemplo 6.2

Si f(z) = az con |a|] > 1, entonces la familia f,(z) = f°"(z) para cualquier
dominio que no contenga al cero es normal, porque la normalidad falla para
dominios que contengan al cero. En efecto, para cualquier vecindad del cero,
digamos Uy, existe zg para la que |f°"(zy)| es arbitra-riamente grande para
alguna n, esto es, |f°"(zy)| > M para M € N.

Definicién 6.5 La familia {F,} no es normal en zy si la familia {F,} no
es normal en toda vecindad de z.

Observemos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 6.3

Sea f(z) = az donde z = |z|e? y |a| = 1, la familia {F} de ite-radas de f
no es normal porque para toda vecindad de z, toda sucesién {f,} de F no es
una familia normal, ya que no tiene subsucesiones convergentes f,, tal que
z = |z]e? converge a f.

6.2. Puntos Fijos y su Clasificacion

Los puntos fijos juegan un papel muy importante en sistemas dindmicos.
En particular en la dindmica holomorfa.

Definicion 6.6 Decimos que zg es un punto periodico de periodo n de la
funcion analitica f(z) sin es el menor numero natural que cumple: f*(zg) =
20. Cuando n =1, zy es llamado punto fijo de la funcion f(z).

Definicién 6.7 Sea f(z) una funcion analitica, zo un punto periddico de
periodo n. Se define el multiplicador de la siguiente forma:

A= (f"")(20),
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Observacién. Sea f(z) una funcién analitica y zg = co. Se define el multi-
plicador de la siguiente forma:

_
fon (l)
<0

De acuerdo al multiplicador, los puntos fijos se pueden clasificar de la
siguiente forma. Sea zy € C es un punto fijo de f(z) € C.

=

1. Si|A\| < 1, entonces zp es un punto atractor.
2. Si |\ =060 < |\ <1, entonces zy es un punto superatractor.
3. Si|A| > 1, entonces zy es un punto repulsor.

4. Si |A| =1, entonces 2 es un punto indiferente.

6.3. Funciones Racionales e Iteradas
En esta seccién definimos las funciones racionales y la iteracién de ellas.

Definicién 6.8 Una funcion racional R : C—Cesdela siguiente forma.

P(z)
Q(z)’
donde P(z) y Q(z) son polinomios no ambos cero. Si P(z) es igual a cero,
entonces R(z) es la funcion constante cero. St Q(z) es cero, entonces R(z) es
la funcion constante oo, ademas deg(R) = max{deg(P), deg(Q)}, que es el

mdzimo de los grados usuales para los polinomios P(z) y Q(z). Al conjunto
de funciones racionales lo denotaremos por R.

R(z) =

A continuacién damos algunos ejemplos de funciones racionales.

(1) Las transformaciones de Mobius son funciones racionales.

342 1
(2) La funcién f(z) = % es una funcién racional.
Z —_—
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Definicién 6.9 Si f € R. Definimos la n-ésima iterada de f(z) como la
composicion de la funcion n-veces, esto es;

f"(z)=fofo..of.
—

n veces

Teorema 6.4 [Beardon, 2000] La transformacion deg : R — {0,1,...} es
continua. En particular, si la funcion racional R, converge uniformemente
en la esfera compleja a la funcion R, entonces R es racional y para una n
suficientemente grande, deg(R,,) = deg(R).

6.4. Los Conjuntos de Fatou y Julia de Fun-
ciones Racionales

En este apartado se definen los principales conjuntos en la dinamica de
funciones racionales. Estos conjuntos dividen a la esfera en dos conjuntos
llamados estable e inestable.

Definicién 6.10 Tomemos D = C y f € R, el conjunto de Fatou de la
funcion f esta definido por:

F(f)={z€ D | {f"}:2, es normal en alguna vecindad de z}.

El complemento del conjunto de Fatou F(f) de la funcidn f(z) en D es
el conjunto de Julia y lo denotamos por J(f).

Observacién. El conjunto de Fatou es un conjunto abierto y como conse-
cuencia el conjunto de Julia es cerrado.

Un ejemplo de los conjuntos de Fatou y Julia es el siguiente.
Ejemplo 6.4

Sea f. : C — C, definida por: fo(2) = 2% + ¢, la familia cuadratica. Si
c =0, entonces fy(z) = 2%, que es el caso “més simple” de esta familia.

(1) Si|z| <1, entonces f°"(z) — 0.

(2) Si|z| > 1, entonces f°"(z) — oo.
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En este caso, los puntos 0, co son superatractores (véase la Figura 6.1).
Los puntos donde |z| = 1 son los que estdn en S' y bajo iteracién de fy(z)
se quedan en el circulo unitario. Para la funcién fy(z) = 2%, el conjunto de
Julia es S y el conjunto de Fatou es C\ S™.

\22 S zl/
N .
T

/ 23 24\

Figura 6.1: Los conjuntos de Fatou y Julia de la funcién fy(z) = 2?

Los siguientes dos teoremas se pueden consultar en [Morosawa et al.,
2000].

Teorema 6.5 Sea R una funcion racional. El conjunto de Julia J(R) no es
vacio.

Demostracién: Si J(R) es vacio, entonces la familia {R"} es normal
en toda la esfera compleja y, por el Teorema 6.4, existe una subsucesion de
R"™ en la que cada aplicacion tiene el mismo grado. Sin embargo deg(R") =
[deg(R)]™, lo cual implica que R tiene grado uno, contradiciendo nuestra
suposicion. ]
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Teorema 6.6 Si f(z) es una funcion racional, entonces los conjuntos de
Fatou y Julia son completamente invariantes. Es decir,

U =Ty F(E(f) = F(f).

Demostracién: Si zy € F(f), entonces {f"} es equicontinua en una
vecindad U de zp, por la continuidad de f, la familia {f"} estd cerca de
todo punto de f~1(zg). Ahora supongamos que 2o € F(f), entonces {f"} es
equicontinua en una vecindad V' de zy, asi también lo es en alguna vecindad
V' de f(z) por ser f una funcién abierta. Por lo tanto f(z) € F(f). |

La siguiente proposicién se encuentra en [Devaney, 1988].

Proposicién 6.2 Sea f una funcion analitica definida en un dominio D del
plano complejo y supongamos que zy es un punto periodico repulsor para f.
Entonces la familia de iteradas de f no es normal en z.

Demostracién: Como f"(zy) - oo, existe {f™} subsucesién de {f"}
que converge uniformemente a una funcién G en D. Por lo tanto |(f™(20))'| —
|G'(20)|, pero |(f™(z0))| — oo por ser punto repulsor, asi tenemos una con-
tradiccién. Por lo tanto la familia {f™} no es normal. [

Corolario 6.1 Sea f una funcion analitica. La familia de iteradas {f™} no
es normal en ningun punto del conjunto de Julia J(f).




Capitulo 7

Diccionario de Sullivan

En las matematicas del siglo XIX los grupos discretos tuvieron mucha
atencién en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias y en la teoria de
funciones modulares. Al final del siglo XIX Klein creé una teoria general de
grupos discretos de transformaciones de Mdbius y obtuvo algunos resultados
fundamentales. Recordemos que un grupo de Klein es un grupo discreto de
transformaciones de Mobius del plano complejo.

Fatou y Julia que estudiaban la dinamica de funciones racionales no ob-
servaron ninguna relacién con la teoria de los grupos de Klein.

El matematico D. Sullivan en los 80 se encontraba estudiando el teore-
ma de finitud de Ahlfors, que es un teorema en la teoria de los grupos de
Klein, observo que existen analogias entre la teoria de iteracion de funciones
racionales y los grupos de Klein; asi surgio la primera versién del diccionario
de Sullivan.

En este capitulo vamos a enumerar algunas propiedades analogas entre
la iteracion de funciones racionales y los grupos de Klein (véase [Sullivan,
1985]), los conceptos pueden consultarse en [Morosawa et al., 2000].

7.1. Cuatro Analogias entre la Iteracion de

Funciones Racionales y los Grupos de
Klein

En esta seccion se muestran cuatro analogias del diccionario de Sullivan
entre la iteracion de funciones racionales y la acciéon de los grupos de Klein.
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En la Tabla 7.1 se encuentran las siguiente analogias.

(1) El conjunto de Julia J(f) de una funcién racional f(z) es analogo al
conjunto limite A(I") de un grupo de Klein I" por las Definiciones 5.4 y
6.10

(2) El conjunto de Fatou F'(f) de una funcién racional f(z) es andlogo al
conjunto ordinario £2(I') de un grupo de Klein I' por las Definiciones
5.3 y 6.10.

(3) La propiedad J(R) # 0 es andloga a que A(T") # () por la Proposicién
5.2 y el Teorema 6.5.

(4) Los conjuntos F'(f)y J(f) son completamente invariantes y son analo-
gos a los conjuntos Q(I") y A(I') también completamente invariantes
por el Teorema 5.3 y el Teorema 6.6.

Teoria de la Dinamica de Teoria de Grupos
Funcién Racionales f(z) de Klein I" no

(grado > 2) elemental

(1) El conjunto de Julia J(f) El conjunto limite A(T)
(2) El conjunto de Fatou F(f) El conjunto ordinario Q(I")
3) J(f) #0 AT) #0

(4) F(f) y J(f) completamente Q) y AT)
invariantes completamente invariantes

Tabla 7.1: Diccionario de Sullivan
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7.2. Conclusiones

1. Se estudiaron las transformaciones de Mobius M que satisfacen las
siguientes propiedades: son homociclicas, son funciones conformes y
forman un grupo bajo la composicion de funciones.

2. Se estudiaron los grupos de Klein, esto es, grupos discretos de aplica-

ciones de C en C de la forma T (z) = :Z i b, donde a,b,c,d,z € Cy
2

+d
ad — be # 0.

3. Se estudiaron los grupos de Klein, sus conjuntos ordinario y limite y
dos propiedades, que son los Teoremas 5.3 y 5.4.

4. En esta tesis se estudiaron funciones racionales de la forma R(z) =

P . .
QEZ; : C — C, donde P(z), Q(z) son polinomios de grado > 2.
z
5. Se estudié la iteraciéon de funciones racionales en R(z), sus conjuntos

de Fatou y Julia y dos de sus propiedades, que son los Teoremas 6.5 y
6.6.

6. Se establecieron cuatro analogias, véase Tabla 7.1, entre las propiedades
de los conjuntos de Fatou y Julia de una funcién racional y los conjuntos
ordinario y limite de un grupo de Klein.

7.3. Aportaciones

Se obtuvo un documento tipo introductorio para los alumnos que realizan
estudios de dinamica holomorfa y su relacién con los grupos de Klein, de la
licenciatura en la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla.
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