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Introduccion

Esta tesis esta fundamentada en los tres hechos siguientes:

I) La definicién y estudio de las propiedades de funciones
de Lipschitz, Holder, Besov, etc., en espacios pesados definidos
sobre dominios no acotados.

Como es conocido, existe una diferencia notable entre la
continuidad de una funcién y su derivabilidad. Para compen-
sar este salto se pueden introducir los espacios de funciones
de Lipschitz y ain mas general, los espacios de Holder. Es-
tos espacios y sus propiedades también se definen y estudian
sustituyendo la norma uniforme por la de los espacios LP, con
1 < p < co. Atin mas general, por el empleo de métricas mix-
tas, es decir, como es el caso de los espacios de Besov.

La evolucion de estas ideas pasa por muchos puntos criticos
a lo largo de su desarrollo, en particular los problemas aso-
ciados al operador de traslacion que constituyen la esencia de
esta tesis, como veremos después.

El lector interesado en la evolucion histoérica de estos con-
ceptos, puede consultar de manera general los libros [12, Trie-
bel H., 1978],[13, Triebel H., 1983],[14, Triebel H., 1992] y
para el caso de la teorfa de la aproximacién el survey [1,
Bustamante-Jiménez, 2001].



Un resumen amplio de las contribuciones de estos autores
al estudio de la aproximacién polinomial en espacios de Holder
puede consultarse en [2, Bustamante-Jiménez, 2013].

IT) Problemas de Bernstein.

Los problemas de Bernstein son derivados del conocido
teorema de Weierstrass, relativos a aproximar uniformemente
por polinomios toda funcién continua, en este caso definida
sobre R o intervalos no acotados, por ejemplo, la semirecta
real positiva R*. Para lograr este objetivo se considera una
funcién denominada peso de Bernstein; la cual posee cuali-
dades especiales. Aqui es usual utilizar pesos exponenciales,
como se usa en [6, Herndndez C. A., 2013].

III) Aproximacién en espacios de Holder de funciones in-
tegrables con peso.

Aqui el trabajo principal al que haremos referencia es la
tesis doctoral de José Margarito Hernédndez [7, Herndndez M.,
J. M., 2012].

Cuando se consideran las funciones integrables sobre un
intervalo acotado con un peso w, las situaciones de mayor in-
terés se presentan cuando w se anula en uno o mas puntos,
porque esto amplia la clase de funciones integrables. Pero al
trasladar una funcién integrable segin el peso w con una sin-
gularidad en un punto donde w se anula, ocurre que ahora
la funcién trasladada no es integrable. Para compensar esta
situacién, Hernandez traslada simultaneamente la funcién y
el peso.

Nosotros estamos interesados en la continuaciéon del pro-
blema estudiado por Hernandez en espacios de funciones p-
integrables con 1 < p < oo, pero definidas sobre intervalos
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no acotados. Uno de los objetivos proyectados a futuro es el
estudio de la aproximacion polinomial en estos espacios, este
estudio se conecta con el problema de Bernstein. En tal caso el
peso debera ser de tipo exponencial. Para un peso exponencial
del tipo e”, el estudio de la traslacién es relativamente sencillo
porque para cualquier parametro real ¢, la funcién exponencial
cumple la sencilla relacién

"t = e’

Continuando con estas ideas, como la funcién exponencial
e~" no tiene ceros excepto en el infinito, cuando consideramos
al conjunto de los niimeros reales ampliado R*, resulta que no
es necesario trasladar la funcién junto con el peso.

Se tiene la intencién de estudiar la aproximacion polinomi-
al en espacios de funciones de Holder. Por lo que para sentar
las bases de este estudio, en esta tesis consideraremos inter-
valos reales no acotados con pesos que tienden a cero en el
infinito, pero que no tienen otros ceros en su interior.

Resumiendo y simplificando estas ideas, deseamos estudiar
los espacios de Holder en el espacio de funciones integrables
L'(w), donde w es una funcién peso continua definida en el
grupo aditivo de los nimeros reales R. Sea 0 < A < 0o, una
funcién f € L'(w) satisface una condicién de Holder de orden
a, 0 <a<,si

sup
A>|t|>0

w(zr)dr < oo.

/If(x+t)—f(x)!

£

Para ello es necesario, obviamente, que

/\f(a; +1t) — f(x)|w(x)de — 0,

cuando t — 0.
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Verificar la continuidad del operador de traslaciéon en un es-
pacio dado, se conoce como Problema de Plessner. Vea [4,
Dunford, 1935],[5, Gaiter D., 1992],[10, Plessner A., 1929].

Esto significa, que como nuestro interés se concentra en el
estudio de los espacios de Holder de L' (w), debemos comenzar
por verificar si tenemos una respuesta positiva al problema de
Plessner resultante en L'(w). Este estudio constituye el con-
tenido fundamental de esta tesis de maestria, su aportacion,
hasta donde sabemos es novedosa.

Para el objetivo buscado podemos restringirnos a fun-
ciones definidas sobre [1,00) e incrementos positivos de la
funcion. Como deseamos aproximar polinomialmente en es-
tos nuevos espacios de Holder, nos interesaremos con énfasis
en pesos de Bernstein, los cuales son funciones continuas po-
sitivas y decrecientes exponencialmente que satisfacen deter-
minadas propiedades, a lo que regresaremos oportunamente.

En esta tesis también incluimos el estudio del problema
de Plessner para pesos no exponenciales, con la idea de re-
alizar un estudio mas completo del problema de Plessner en
R. Esta ampliacién en cuanto a pesos no exponenciales, se
justifica al presentar una escala de los valores p € R, para
los cuales los pesos w(z) = 2P y w(x) = exp{—2P}, dan una
respuesta positiva al problema en consideracion. Asi pues, el
objetivo general de este trabajo es resolver el problema de
Plessner resultante en L'(w), para w(z) = 2 con p € Ry
w(z) = exp{—aP}, con p >0, x > 1 e incrementos positivos.

En el Capitulo I damos respuesta de manera general al
problema, utilizando herramientas de andlisis matematico. Ex-
tenderemos aqui los resultados para los grupos clésicos R*, T*,
o RT, y u la medida de Haar correspondiente.
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En el Capitulo II es donde nos restringimos a trabajar
sobre los espacios de Banach L'(w), construidos a base de
funciones peso del tipo algebraico (polinomial y racional) y
del tipo exponencial, ademas verificamos en base a la teoria
general que el problema de Plessner tiene respuesta positiva
en algunos casos y en otros no, como lo muestra el Cuadro 2.1.

Finalmente, en el Capitulo III, definimos los espacios de
Holder en el contexto de L!'(w). Por supuesto, tal definicién
puede darse en cualquier espacio normado F y para aquellos
elementos f de E, para los que se tenga definida una traslacién
fi. Pero los resultados previamente obtenidos aqui para L (w),
sobre el problema de Plessner, nos sitian en posicién venta-
josa para concretar el estudio de tales espacios y, para los
pesos de rapido decrecimiento, el problema correspondiente
a la aproximacién polinomial. Segin nuestro proyecto, esto
ultimo sera parte de una futura tesis doctoral.

Ademas, para el lector no familiarizado con el tema, hemos
incluido un apéndice destinado a recordar algunos resultados
fuertes utilizados en esta tesis.
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Capitulo 1

Condiciones Generales para la
Continuidad del Operador de
Traslacién en L'(w)

Los resultados siguientes pueden extenderse a grupos topo-
16gicos mas generales. Sea (G, o) uno de los grupos clésicos R¥,
T*, o R*, y 1 la medida de Haar correspondiente. Para cada
t € G fijoy f € LY(G), se define el operador de traslacién

Ay LNG) — LYG), (1.1)
mediante A;f = f;, donde
fi(w) = flz o) (1.2

Como se conoce del andlisis armonico, A; es una isometria
lineal. Mas aun, la funcién

G — LYG)
t o~ fi (1.3)

es continua para cada f € L'(G).
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La continuidad en (1.3) es una condicién necesaria para
introducir diferentes conceptos sobre regularidad, tales como
las funciones de Holder. Este resultado sobre continuidad es
una consecuencia de las buenas propiedades topoldgicas de G
y la propiedad de la invarianza de la traslacion de p. La nueva
pregunta consiste en saber si se tienen de alguna forma resul-
tados similares para L'(w), donde w es una funcién peso con
valores reales positivos definida sobre GG. Como la pregunta
involucra propiedades de continuidad, es razonable suponer
de manera temprana que w es una funcién continua.

Recordemos que L'(w) es el espacio de Banach de fun-
ciones p—medibles f de valores complejos definidas sobre G,
tales que fw € L'(G), con la norma

HNwZXJﬂ@W@MM@- (1.4)

Siguiendo la teoria de la integracion nosotros considera-
remos que dos funciones f,g € L'(w) son iguales (i. e. que
pertenecen a la misma clase de equivalencia) si y sélo si

pulfw # gw] = 0. (1.5)

Pueden existir funciones pu—medibles f,g : G — C que
satisfacen (1.5), mientras que u[f # g] > 0. Por otro lado,
si w(zg) = 0 en algin zy € G, no es muy dificil construir
[ € LY (w), tal que f; ¢ L'(w) para algin t € G.

Observe que estos detalles y otros mas desaparecen tan
pronto como asumimos por hipétesis que w(z) > 0 para cada
xr € G. Por supuesto, puede ocurrir que w(z) — 0 cuando
r — oo, cuando G = R¥ o G = RT, pero esto sélo es un
problema de notacién porque oo ¢ G.

Organizando nuestras ideas, nos restringiremos a analizar
el llamado problema de Plessner en los grupos particulares
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R, T* y R*, y funciones peso continuas estrictamente positi-
vas. En esta situacién L'(w) es exactamente L'(wdu), donde
p es la medida de Lebesgue dx = d(xy,z3,...,x;) cuando
G =RF do/(2m)F = d(xy, 22, ..., 71) /(27)* cuando G = T*, o
dx/z cuando G es el grupo multiplicativo R*.

En todos los casos, la medida considerada wdu es regu-
lar, entonces por el teorema de Luzin, el espacio de funciones
continuas de valores complejos definidas sobre GG con soporte
compacto Cg(G), es un subespacio denso de L!(w).

Lema 1.1. Sea u € Ck(G), entonces

G = (Ck(G) [ ll)
t o~ Uy (1.6)

es un mapeo bien definido y continuo.

Demostracion. Cada funcién continua de soporte compacto
es uniformemente continua. ]

Lema 1.2. Sea u € Ck(G), entonces

G = (L w) ] )
t o~ Uy (1.7)

es un mapeo bien definido y continuo.

Demostracion. Sea to € G y V una vecindad abierta de t,
cuya clausura V' es compacta.
Sea K el soporte de u € Ck(G), y

K ={zot:zc K,tcV}.
Como K’ es compacto, la cota

M = sup w(y),
yEK'
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es finita. Sea € > 0 dado. Usando el Lema 1.1 obtenemos una
vecindad abierta W de t, cuya clausura W es compacta, y tal
que

sup ||ue — gy || co < €.

tew

Entonces para cada t € VW,

/ |y — gy |wdp < Mp(Ke.
a

]

Teorema 1.1. Supongamos, para cada t € G, que los ope-
radores lineales

Ay LMw) — L'(w)
f o~ fi (1.8)

estdn bien definidos y son continuos. Supongamos también
que para cada f € L'(w);

sup [[A¢flw < oo,
tev

donde V' es una vecindad acotada del elemento neutro e € G.
Entonces para cada f € L'(w), el mapeo

G — L'Y(w)
t o~ fi (1.9)

es continuo.

Demostracién. Como L'(w) es un espacio de Banach, apli-
cando el teorema de “acotacién uniforme”, existe un nimero
M > 0 tal que

sup [[A]| < M.

teV

Sea f € L'(w) dada y € > 0. Elegimos u € Ck(G) tal que

1 = ullw <€
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Sea ty € G dado. Usando el Lema 1.2 obtenemos una vecindad
V de tg, tal que para todo t € V,

llur — ||l < €.
Entonces, para todo t € V,

1fe = frollw < 1fe = wellw + [Jue = ueg [l + [tz = frollw
< 2M|f = ullw + llue — vl
< (2M + 1)e.



Capitulo 2

Analisis de la Continuidad del
Operador de Traslacién para Pesos
Especificos

2.1. Planteamiento del Problema

Nos concentraremos ahora en el caso del grupo aditivo
G = R. Aqui, los pesos usuales son del tipo

con p > 0, y p € R respectivamente. El estudio del problema
de Plessner con estos pesos se puede realizar sobre R*, sin
embargo, nosotros para simplificar técnicamente tomaremos
valores estrictamente positivos para x y para el incremento
t. Ademas, para simplificar atin més los calculos y sin perder
generalidad, en lo sucesivo trabajaremos con funciones reales
Lebesgue medibles definidas sobre [1,00) C RT. Asi podemos
sustituir, por ejemplo, el peso

1 1
1+|z|P por 7.

12
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En efecto, si bien en algunos problemas, el semiespacio R
debe ser incluido, por ejemplo, en el peso exponencial, no
obstante los resultados que siguen tienen igual validez, con la
correspondiente adaptacion al definir los pesos.

Sea w € CJ[1, 00) estrictamente positiva. Definamos
LY(w) ={f:[1,00) = R: f—medibley / |f(2)|w(z)dz < oo},
1

con las operaciones usuales e identificando funciones iguales
Lebesgue casi dondequiera:

1. L'(w) es un espacio lineal.

2. Para cada f € LY (w), ||f]lo = /1OO |f(z)|w(z)d.

3. La funcién || - ||, es una norma.
4. (LY(w), || f]lw) es un espacio de Banach.

Si felYw)y0<t<1,definamos fi(x) = f(x +1t).

Los resultados del Capitulo 1 son facilmente adaptados a
este contexto. Para analizar el problema de Plessner en L!(w),
necesitamos primeramente verificar que si f € L'(w), también
fi € L'(w). Observamos que asi planteado el problema se
muestra demasiado general. Existen funciones para las cuales
lo anterior es cierto y funciones para las que su traslaciéon no
estd en L'(w), esto es consecuencia de w.

Para las aplicaciones, como ya fue senalado, los pesos de
mas interés en espacios de funciones sobre subconjuntos no
acotados de R, son las funciones exponenciales, polinomiales
y racionales de tipo algebraico. En lo sucesivo consideraremos
s6lo tales pesos. Teniendo presente que L!(w) es un espacio de
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Banach, recordemos que el problema de Plessner es la deter-
minacién de funciones f € L'(w), para las cuales la traslacién
t € (0,1] ~ f; € L*(w) es continua.

Por otra parte, si 1 < b < oo, f € L'(w) y 0 < t, resulta
claro de la positividad estricta y la continuidad de w, que

/1 |fi(z)|w(z)dr < oo. (2.1)

Luego, para verificar que f; € L'(w), sélo bastard con
probar que:

/00 | fe(x)|w(z)dr < co. (2.2)

b
Miés tarde utilizaremos esta observacion.

Proposicion 2.1. Sea la funcién peso w(zx) = zP,p € R. Si
f e LY (w)yt>0,entonces f; € L'(w).

Demostracion. Como p € Ry w(z) = P, utilizaremos la ley
de tricotomia de los reales.

= Caso . p=0.
Si p = 0, entonces w(z) = 1 y nos encontramos en el
caso bien conocido L'(w) = L*(u), donde p es la medida
de Lebesgue sobre R restringida a [1, 00). Asi

Il = [ 1@ o(eyde = [ 1f+ 0lds
— [ ifldu < [ Ifldu < .

+t 1

Por tanto, f; € L'(w).
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» Caso II: p > 0.
Si p > 0, entonces w(x) es creciente en x € [1,00). Asi

£ = [ " @) o) = / i@+ t)arda
- / ) — P < / ) [P du

+t 14+t

< /10O | f(u)|uPdu < oo.

Por tanto, f; € L'(w).

= Caso III: p < 0.
Tomemos —p = s > 0, 1 < x < 00, entonces 1 = 1° <
r® < oo. Hagamos u = x +t con 0 < t, x = u — t,
1° < (u—1t)° <oo,asi 1/(u—1t)° <1. Como 1 =u’/u,
si tomamos M € N de tal manera que M > u®, M
suficientemente grande, tenemos 1/(u — ¢)* < M/u’.
Entonces,

HftHw:/1 ‘ft($)|w(1’)dﬂc=/l |f(z +t)|2Pdx
o . B 00 1
:/1 |f(x+t)|z da:—/l |f(a:—|—t)|;dx

- [t [ 1@l

1+ (u—1t)s +t

i
= M/ |f(u)|u™*du = M | f(u)|uPdu
1+t

1+t

< M/OO | f(u)|uPdu < oco.
1

Por tanto, f; € L'(w).

Los tres casos anteriores prueban que para cada f € L'(w)
y t > 0, se tiene que f; € LY(w). O
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Nota 1. El caso de pesos crecientes que ocurre cuando p > 0,
se ha incluido para completar el estudio de todos los casos;
pero es de un interés menor en Teoria de la Aproximacion.
Observe que la misma demostracion seria valida para otros
pesos crecientes, como w(x) = €*; con igual comentario sobre
su utilidad practica.

Continuando en esta linea, si w(z) = agz?+a12? ' +---+a,
es un polinomio estrictamente positivo definido sobre [1, 00),
con apg # 0 y p un exponente natural; tenemos que w(zx) =~
xP asintoticamente. En particular, existe b > 1 tal que para
todo * > b, w(zr) < 2a9x?, mientras que, aplicando (2.1)
tendremos:

[e'e) b
[|mmwmmaﬁmmmmM+/|mnm>x
gcte—l—/b | fe(z)|w(x)d.

Se deduce que cuando w es un polinomio positivo, f; €
L'(w) si y sélo sf para algtin b > 1, se cumple que:

/boo |fi(x)|2Pdr < oo. (2.3)

Andlogamente, si w(x) es una fraccién racional algebraica
estrictamente positiva definida sobre [1, 00), de la forma:

w(w) = (boa?+biw? ™+ +by) [ (apzP +ay2P 4+ +ap), (2.4)

con ag # 0, bg # 0, vy p < g, el andlisis de la integrabilidad de
la funcién f; con f € L'(w) y t > 0, se reduce a la condicién
(2.2).

Proposicion 2.2. Sean p € Ry w(x) = aP. Para cada f €
LY (w)y 1>1t>0,se cumple que:

lim|f, — ]l = 0.

Demostracion. Basta verificar las hipdtesis del Teorema 1.1
en este espacio, con el peso xP. ]
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2.2. Caso Exponencial

Sea 1 < x < oo, definamos w : [1,00) — R mediante
w(z) = e~*. Con este peso L'(w) es el espacio de Banach:

LYw) ={f:[1,00) = R: f—medibley /OO |f(z)|le”*dx < oo},
1

con las operaciones usuales e identificando funciones iguales
Lebesgue casi dondequiera, y con la norma

Hﬂmzﬁ‘m@mzm_

Proposicion 2.3. Sea w(z) = ¢ *. Si f € LY(w) y t > 0,
entonces f; € L'(w).

Demostracion.

Il = [ 1@ (eide = [ 1f+ e ds
= [ il = [ e tau

+t 1+t

< et/ |f(u)|e"du < oo.
1

Por tanto, f; € L'(w). O

Proposicion 2.4. Sea w(z) = e ®. Para cada f € L' (w) y
1 >t >0, se cumple que:

lim|1f, ~ £l = 0.

Demostracion. Es una aplicacién particular del Teorema 1.1.
Sin embargo, de manera directa, si u = x + t.

> —zd — t > —ud > —ud
[Iﬂwﬂk v e/|ﬂw6 w%[lﬂwk ,

1+t
cuando t — 0. O]
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Consideremos ahora un caso particular de la exponencial
con 0 <p <1 Seal <z < oo, definamos w : [1,00) — R
mediante w(x) = e®". Con este peso definimos el espacio de
Banach:

LY'w) ={f:[1,00) = R: f—medibley / |f(x)e™™" dx < o0},
1

y con norma:

11l = / @) da.

Proposicién 2.5. Sea la funcién peso w(z) = e, 0 < p <
1.Si f € L'(w) y t > 0, entonces f;, € L*(w).

Demostracion. Por hipotesis,
| @l = [ @) i < o
1 1

Sea t > 0 arbitrario,

[eS) o ) dr
[ @i [Cifer . @9
1 1
Sea g(x) de tal manera que e - g(z) = €®, entonces

g(l’) = 6_ =e’- 67(xp) = eximp = ex'(lfxp_l),

Como 0 < p < 1, entonces g(z) es creciente, positiva y
g(x) # 0 para todo x € [1,00). Asi, la integral de la derecha
en (2.5) sera:

[ e = [Cirerop o)
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Por tanto, f-g € L*(e™®). Por la Proposicién 2.3, para t > 0,
se tiene que (f - g); € L'(e™®), donde:

(f - 9h(x) = fix) - gulw) = f(w +1) - g(x + 1),

Por ser g creciente y positiva tenemos:

[f(z+t)g(z+1)| =
g(x) (2.7)
)

Utilizando (2.6) y (2.7) tenemos:
[ ol < [T+ 0ot + 0
[ @l <o, 28)
pues en L'(e™®) la traslacién estd bien definida. Luego f; €

L' (w). O

Proposicién 2.6. Sea w(x) = e con 0 < p < 1. Para cada

fe LY (w)y1>t>0,secumple que:
i 1, — 1l = 0.

Demostracion. Bastara verificar las hipotesis del Teorema 1.1
teniendo presente que la acotacién uniforme de ||Af|w, 0 <
t <1, se obtiene de la propiedad monétona de g. [

Analicemos finalmente lo que ocurre con el peso exponen-
P

cial, sip > 1. Paraxz > 1y p > 1, definamos w(z) = e y
f(x) = e /z*. Obviamente, f € L'(w), pues

o} oo xP . ood
/1 ]f(a:)|w($)da::/1 Z—Qe_x olric’:/1 x—12:<oo.

Sin embargo, para cualquier ¢ > 0 que fijemos, aseguramos

que f; ¢ LY(w).
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Para demostrar esta aseveracién, desarrollamos la serie de
Taylor de la funcién auxiliar g(u) = u?, v > 1, p > 0, con
resto de Lagrange. Se tiene:

g'(u) = pu?™!

g"(u) = p(p — D>,

Sean ug =x > 1y u=mwuy+t, cont >0 fijo. Entonces

~1
(x4 t)P = 2P + pta” " + %5?2#, (2.9)

donde ¢ € (z,x +t). Siendo el dltimo término de (2.9) estric-
tamente positivo, se obtiene que:

(z + )P > af + ptaP™!,
aplicando ahora que la funcién exponencial es estrictamente
creciente

P P p—1
e(x+t) > e . epta

Regresando a nuestra aseveracién de que f; ¢ L'(w) te-
nemos que:

o] z+t
/1 |fe() /1 x—i—t ef"’p

o0 eptr? ™ gy
> 2.10
- / (x + t = ( )

00 pt:cp 1
= Q.
/ (x + t
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2.3. Resumen sobre el Problema de
Plessner en L'(w)

Presentamos una tabla que resume los casos tratados en
este Capitulo. Asi, se tiene, en funciéon de p € R, pesos w
definidos en [1, 00) y ¢ > 0, la tabla siguiente sobre el problema
de Plessner:

Continuidad de
Peso Exponente | f € LY(w) = f; € L'(w) | la traslacién
w(x) =P peR Si Si
wlx)=e [ 0<p<1 Si Si
w(z) = e @) p>1 No | —————

Cuadro 2.1. Resumen del analisis.



Capitulo 3

Espacios de Holder en L!(w)

Como fue mencionado en la Introduccién, en este capitulo
definiremos los espacios de Holder sobre R, a partir del es-
pacio de Banach L!(w), donde w es un peso de Bernstein.
Comenzamos por mencionar algunas definiciones y resultados
basicos de los espacios clasicos de Holder.

3.1. Definicion General de Funciones
de Holder

Definicion 3.1. Sean (X,d) y (Y,p) espacios métricos no
triviales. Una funcién f : (X, d) — (Y, p) se llama de Lipschitz
si existe una constante 0 < M < oo tal que

p(f(p), f(q)) < Md(p,q),

para todos los p, ¢ € X . El infimo de todos estos M, es llamado
el nimero de Lipschitz de f y aqui lo denotamos por 6(f).
Ademads, si f es invertible y ambas f v f~! son de Lipschitz,
entonces decimos que f es bi-Lipschitz o una casi-isometria.

22
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Alternativamente, 6( f) puede ser definido por

0(f) = Sup{—p(ffl’(’,),jg)(q” :pq€X,p# q}.

O de forma equivalente

o(f) = sup{@(f,é) 10 < 5},
donde

0(f,9) = sup{% :pog € X,0 < d(p,q) < 5}.

De acuerdo con lo anterior, f es de Lipschitz si §(f) < +oo,
de otra forma (si O(f) = oo) se dice que f no es de Lipschitz.
Como se puede ver, la condiciéon de Lipschitz simplemente
establece que estas funciones expanden distancias por no mas
de un factor universal.

Proposicion 3.1. Sea (X,d) un espacio métrico y sea 0 <
a < 1, entonces d*(x,y) = (d(z,y))* es también una métrica.

Obviamente d' = d si incluimos a = 1 [7, Hernédndez M.,
J. M., 2012].

Definicion 3.2. Sea (X, d) un espacio métrico y sea 0 < a <
1. Si f:(X,d¥) = (Y,p) es de Lipschitz, se dice que f es de
Holder de orden «.

Como en definitiva ser de Holder significa de Lipschtz con
una nueva métrica, con el tiempo se han utilizado como sinéni-
mos, indistintamente las denominaciones de funciéon de Lips-
chitz o de Holder.

Sean d y p las métricas de X e Y respectivamente. Por
0(f) denotamos la constante de Lipschitz de orden 0 < o <
1, (8(f)) = (6*(f)) y por Lip®(X,Y) al conjunto de todas
las funciones que sean de Lipschitz. Si Y = R, simplemente
escribiremos Lip®(X).
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Existe abundante teoria sobre los espacios de Lipschitz.
Por ejemplo, puede consultar [1, Bustamante-Jiménez, 2001],
[3, DeVore-Lorentz, 1993],[8, Lorentz, 1996],[15, Weaver, 1999].

Observacion 3.1. También se pueden considerar espacios de
Holder (o de Lipschitz) de orden superior Lip®(B) contenidos
en un espacio de Banach B, del tipo C'(A) o L,(A), siendo
A =[a,b], R", Ro T = %, con Z el grupo de nimeros
enteros. Estos espacios estan formados por aquellas funciones
f para las cuales 0*(f) < 400, donde 6*(-) es el supremo de
la familia de seminormas
0%(-,0)p = sup{% 0 < Jt] < 5}; con > 0,

donde r es un numero natural y A} una diferencia de orden
superior que precisaremos enseguida, B cualquiera de los es-
pacios ya mencionados y || - || la norma en este espacio [3,
DeVore-Lorentz, 1993].

Sea f; : A — R la funcién trasladada, o sea fi(z) = f(z +
t). El incremento A7 f se define por A} f(z) = A, f(z) = (f; —
f)(x), y los incrementos de orden superior AT f = A, (A7~1f)
por induccién. Para la definicién de 6% se toma r = [o] + 1;
donde [-] representa la funcién parte entera.

Si A no es un grupo, como por ejemplo, A = [a, b]; el incre-
mento r + ¢ no pertenece a A necesariamente. En estos casos
se toman definiciones alternativas.

Teorema 3.1. Sea 0 < o < 1, a € Ry f,g € Lip*(A);
entonces

L 0%(af) = |al0*(f).
2. 0°(f +g) <0°(f) +0(g).

Lip*(B) es un subespacio lineal del espacio normado B,
que se norma mediante
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[ fllzipe = Ifllz +0°(f).

Si B es de Banach, entonces

(2811 I

es un espacio de Banach.

En el caso de funciones continuas, se tendria

[ llzipe = [[flloc +6%(f)-

Como se ha mencionado, la constante de Lipschitz 0%(f)
con 0 < a < 1, es caracterizada de la manera siguiente:

0“(f) = sup{ﬁo‘(f, §):0 > 0},
donde:
0(7.0) = sup{ LI g € 4,0 < () < 6.

d(p,q)™

De importancia significativa en la teoria de espacios de
Holder son los llamados espacios Lipschitz pequenos, que in-
troducimos a continuacién con la ayuda de 6%(f,0).

Definicion 3.3. Sea B = C(A) o LP(A), con A = [0,1] o
A=T,0<a <1y fe€ Lip*(B). Entonces f es una funcién
Lipschitz pequena si para todo € > 0, existe un o > 0 tal que

(o <t < 5):» (Hf(p) @)l < e\tra).
Esto es equivalente a
0“(f,0) = 0 cuando 0 — 0. (3.1)

El espacio Lipschitz pequeno lip®(B) es el formado por
cada una de las funciones en Lip®(B), que satisfacen (3.1).
Su importancia queda de manifiesto en cuanto sabemos que
en los casos clasicos, Lip®(B) no es separable, en tanto que el
espacio lip*(B) si lo es. Por tanto, la aproximacién polinomial
de f € Lip®(B), B=C(T) o L*(T), 1 < p < 00, por ejemplo,
sélo es posible si f € lip*(B).
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3.2. Funciones de Holder en L'(w)

Estamos en condiciones de definir los espacios de Holder
en B = L'(w), de manera tal que sepamos cuando la defini-
cion es satisfactoria. Esto pone de manifiesto la relevancia de
los resultados de esta tesis.

Sean 0 < a < 1,0<t <1y L' (w) el espacio de Banach
construido en el capitulo anterior en dependencia de un pe-
so w. Basandonos en la teoria cldsica de espacios de Holder
definiremos estos subespacios de L' (w) de la manera siguiente:

Lip*(w) = Lip®(L(w)) = {f € L'(w) : 0°(f)w < oo},

donde
O%(f)w = sup{0“(f,9)w : 0 < &},

0“(f,0)w = sup{“ft o Ul 0<t< 5}.

Lo anterior, siempre y cuando w sea uno de los pesos donde f;
esté bien definida. Como demuestra el cuadro 2.1, esto ocurre
para w(x) = 2P, p € R o w(x) = exp{—aP}, para 0 < p < 1.
Para el estudio de la aproximacion polinomial en estos espa-
cios, si nos restringimos a que w sea un peso de Bernstein, este
debe ser de la forma w(z) = exp{—x°} con s > 1. Se puede
consultar [9, Lubinsky, 2007] para ver los casos de la aproxi-
macién uniforme como para los espacios LP, con 1 < p < oc.
Esto nos deja sélo el caso w(x) = e .

El funcional 6%(f), es una seminorma. Por otro lado, de
los resultados clasicos tenemos que

Lip®(w)

es un espacio normado, con norma
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[l zipe ) = Ll g 0wy = Il + 0% ()

Definimos los espacios de Holder pequenos como:
lip®(w) = {f € Lip®(w) : 0*(f,d)w — 0 cuando § — 0}.

El estudio de estos espacios en el contexto de la Teoria
de la Aproximacion, sera un estudio que pretendemos llevar a
cabo en mis estudios de doctorado.



Conclusiones

Esta tesis consiste en el estudio del problema de Plessner
para dominios no acotados de R, en el espacio de Banach
L'(w), donde w es una funcién peso.

En el primer Capitulo, analizamos y damos respuesta afir-
mativa a este problema de manera general para funciones so-
bre ciertos grupos clasicos.

En el Capitulo 2, hemos resuelto favorablemente el proble-
ma de Plessner para pesos polinomiales y funciones racionales
del tipo algebraico. Para pesos exponenciales sobre el dominio
R, de la forma w(z) = e~ larespuesta al problema de Pless-
ner es afirmativa sélo si 0 < p < 1.

En el tercer y ultimo Capitulo hemos empleado los resul-
tados previos, para definir los espacios de Holder de interés
practico para la aproximacién de funciones, en el espacio de
Banach L'(w).
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Apéndice: Teoremas de Impacto
Utilizados

Teorema: [Luzin/. Supongamos que f es una funcién medi-
ble con valores complejos definida sobre X, A un conjunto
medible tal que u(A) < oo, f(r) = 0sixz ¢ A,y e > 0.
Entonces existe g € Cx(X) tal que p({z: f(x) # g(z)}) < e.
Ademas, puede definirse g de manera que:

sup |g(a)| < sup |f(x)].
rzeX zeX

Vea ([11]).

Teorema: [Banach-Steinhaus]. Supongamos que X es un es-
pacio de Banach, Y es un espacio normado y {A,} es una
coleccion de operadores lineales acotados de X en Y, donde «
toma valores sobre un conjunto no vacio de indices A. Si

sup ||[Ayz|| < oo
a€cA

para todo x € X; entonces existe M < oo tal que

sup [|[A]| < M.

a€A
Teorema: [Representacion de Riesz/. Sea X un espacio de
Hausdorff localmente compacto, y sea A un funcional lineal

positivo definido sobre Cx(X). Entonces existe una o—alge-
bra ¥ en X que contiene todos los conjuntos de Borel en X,

29
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y una medida positiva p definida sobre ¥ que representa a A
en el sentido que:

Af = /de,u, para cada f € Cg(X).

Ademas, hay una unica medida representativa de A tal que:

1. pu(K) < oo para cada conjunto K C X compacto.

2. Para cada E € X, se cumple:
wE) =mf{u(V): ECV, V abierto}.

3. La relacién
u(E) =sup{u(K): K C E, K compacto}

es valida para cada conjunto abierto E y para cada F €
Y. que sea g—compacto.

4. SiEeX, ACE, y u(E) =0, entonces A € ¥.

Una medida p definida sobre la o—algebra de todos los

conjuntos de Borel de un espacio localmente compacto de
Hausdorftf X, es llamada medida de Borel sobre X.

Una medida p es llamada regular si satisface las propiedades
2 y 3 del teorema de Representacion de Riesz.

Una medida de Haar sobre un grupo abeliano localmente
compacto G es una medida regular positiva de Borel u que es
finita sobre compactos e invariante bajo traslaciones de G, es
decir,

» u(E) < oo, si £ es compacto.

» u(E + x) = pu(F) para todo conjunto medible £ C Gy
para todo x € G.

La medida de Haar siempre existe y es tnica salvo multi-
plicacién por una constante positiva.
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Simbologia

Simbolos Definicién
LP,0<p<oo  Bspacios Lebesgue integrables, con 0 < p < o0.

R El conjunto de los niimeros reales.

Rt El conjunto de los niimeros reales positivos.

1, 00) Subconjunto de los nimeros reales.

R* El conjunto de los niimeros reales extendido.

L' (w) Espacio Integrable en dependencia del peso w.
LY(G) Espacio Integrable asociado al grupo G.

1 Medida de Haar.

Il Norma asociada al espacio L (w).

E Espacio Normado.

G Grupo.

fi Traslacion aditiva de la funciéon f.

(G, o) Grupo asociado con operacién binaria o.
L'(e™®) Espacio Integrable en dependencia del peso e™*.
Ay Operadores de Traslacién.

T El conjunto de los niimeros complejos modulo 1.
Ry, El producto cartesiano de £ copias de R.

T} El producto cartesiano de k copias de T.

Ck(G) El espacio de funciones continuas con soporte

— compacto definidas sobre un grupo G.
C([1,00)) El espacio de funciones continuas

- definidas sobre el intervalo [1, c0).
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