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Introduccion

Un operador T' € B(X), X un espacio de Banach, se dice que satisface
el teorema de Weyl si el complemento del espectro de Weyl en el espectro
del operador es el conjunto de todos los puntos aislados del espectro que
son valores propios de multiplicidad geométrica finita. Para operadores
k-paranormales en los espacios de Hilbert, Yuan y Gao en [25] probaron
una parte de la igualdad o(T")\o (T) = moo(T), y que el teorema de Weyl
es cierto para f(7T') cuando f es analitica en un subconjunto abierto de
C que contiene el espectro de T, para k = 1. El objetivo principal de este
trabajo es demostrar que el teorema de Weyl es cierto para f(T') para
todo k € N, y si T es k-paranormal y A es un punto aislado no cero del
espectro de T, entonces la proyeccién espectral P de T' con respecto a
A satisface que R(P) = N(AM[ —T) = N(AI —T*) y P es auto-adjunta.
Ademis, probaremos que el teorema de la aplicacién espectral para el es-
pectro esencial, el espectro de Browder y el espectro de Weyl son ciertos
para T, y que T es polaroide.

El estudio de los operadores que satisfacen el teorema de Weyl lo ini-
ci6 el mateméatico Hermann Weyl en 1909, y probé que para un operador
auto-adjunto T' definido en un espacio de Hilbert satisface que A € o, (T),
precisamente cuando A no es un punto aislado de multiplicidad finita en
o(T) (vedse [24]). Posteriormente, en 1966, el matemético L. A. Coburn
(v. [6]) llamé esta propiedad el teorema de Weyl en honor a Hermann
Weyl, y extendid el teorema de Weyl para operadores hiponormales. En
anos mas recientes muchos matematicos se han interesado en esta pro-
piedad, entre los que destacan B.P. Duggal, S. V. Djordjevic, P. Aiena,
entre otros, y han obtenido una gran cantidad de resultados sobre esta
propiedad (v. [9], [7], 8], [2] ¥ [4]). Cabe senalar que los resultados que
actualmente conocemos del teorema de Weyl se deben principalmente a
la teoria espectral local, particularmente, con el estudio de la propiedad
de extensién univaluada (SVEP).
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En este trabajo inicialmente probamos resultados més generales pa-
ra operadores en los espacios de Banach y, con base en ellos, obtuvimos
resultados para clases de operadores especiales en los espacios de Hil-
bert. Especificamente, probamos resultados para la proyeccién espectral,
el teorema de la aplicacion espectral de los espectros que se derivan de
la Teoria de Operadores de Fredholm, caracterizaciones del teorema de
Weyl y el teorema de Weyl para operadores polaroides, respectivamente.
Usando estos resultados, demostramos que los operadores k-paranormales
satisfacen las propiedades mencionadas al principio de esta parte del tra-
bajo.

Organizamos la exposicion en tres capitulos. En el primero empezamos
presentando propiedades basicas de operadores en los espacios de Banach
y, en especial, en los espacios de Hilbert. En seguida incluimos una propie-
dad de suma importancia para operadores en los espacios de Banach, la
SVEP. Relacionamos dicha propiedad con la parte casi-nilpotente, el as-
censo y descenso de un operador, respectivamente. También, presentamos
resultados para puntos aislados del espectro de un operador y relaciona-
mos estos puntos con la SVEP. Para finalizar este capitulo, introducimos
los operadores semi-Fredholm, Fredholm, Weyl y Browder, con sus res-
pectivos espectros. El material de este primer capitulo se incluye para
facilitar la lectura del resto del trabajo.

El segundo capitulo lo dedicamos al estudio de las propiedades es-
pectrales de las clases especiales de operadores en los espacios de Hil-
bert. Empezamos introduciendo los operadores normales e hiponormales,
con sus respectivas propiedades; vemos que los operadores normales son
subclases de los operadores hiponormales; la restriccién de un operador
hiponormal a un subespacio invariante es hiponormal, mientras que los
operadores normales no satisfacen esta propiedad, y caracterizamos es-
tos operadores mediante el espectro. Luego, introducimos los operadores
p-hiponormales, clase A, paranormales y k-paranormales y probamos que
las siguientes contenciones son propias en el sentido de conjuntos:

normal hiponormal C p — hiponormal C clase A

NN

paranormal C k — paranormal.

Mostramos también que los operadores k-paranormales son isoloides.
Terminamos el capitulo dos introduciendo a los operadores *-clase A,
s-paranormal y k-s-paranormal y probamos que las siguientes contencio-



nes también son ciertas en el sentido de conjuntos:

hiponormal C x — clase A

c
C  x — paranormal C k — % — paranormal.

Por otra parte, probamos que los operadores *-paranormales son inde-
pendientes de los operadores paranormales. Ademds, probamos que los
operadores k-x-paranormales son isoloides.

Finalmente, en el tercer capitulo estudiamos las proyecciones espec-
trales de las clases especiales de operadores en los espacios de Hilbert
introducidas en el capitulo dos. A continuacién presentamos el teorema
de la aplicacion espectral para ciertos espectros generados por los opera-
dores semi-Fredholm. Por otra parte, introducimos el teorema de Weyl,
damos algunas caracterizaciones del mismo y demostramos que existe una
gran cantidad de operadores que lo satisfacen. Principalmente, probamos
que los operadores polaroides que tienen la SVEP satisfacen el teore-
ma de Weyl. Como resultados particulares, obtuvimos que los operado-
res k-paranormales y k-#-paranormales satisfacen el teorema de Weyl; el
teorema de la aplicacién espectral es cierto para los espectros superior-
mente semi-Weyl, inferiormente semi-Weyl y de Weyl para estas clases
de operadores, respectivamente. Ademds, probamos que son polaroides.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo damos los conceptos y resultados bésicos que nos
permitan desarrollar los capitulos posteriores del presente trabajo. Las
pruebas de los resultados aqui expuestos no se incluirdn para no extender-
nos mucho en nuestra exposiciéon. Por ello, solo ilustraremos con algunos
ejemplos con detalles de estos resultados que creamos convenientes, con
el fin de lograr una mejor comprensién. Mas detalle de tales resultados
se pueden encontrar en [17] y [15] para las primeras tres secciones; para
las secciones restantes, en [1] y [3].

1.1. Operadores acotados en los espacios de
Banach

En esta seccién se estudian ciertas propiedades de operadores acota-
dos en los espacios de Banach; de paso asociaremos con cada operador
lineal acotado su adjunto, y veremos cémo ciertas propiedades de dicho
operador se reflejan en el comportamiento de su adjunto. También se in-
troduce el espectro de un operador lineal acotado que es clave para el
estudio de la teoria de operadores en los espacios de Banach, ya que de-
fine el comportamiento de un operador en general. De manera natural se
estudian ciertos subconjuntos del espectro de un operador que seran fun-
damentales en las clases de operadores que se estudiardn en este trabajo.

Comencemos nuestra exposicién con algo de notaciones. Los simbolos
N, Zy, Z, R y C denotan los conjuntos de los niimeros naturales, niime-
ros naturales con el cero, nimeros enteros, nimeros reales y nimeros



complejos, respectivamente. Los simbolos [A| y A denotan el médulo y
el conjugado del nimero complejo A, respectivamente. La frontera y la

clausura de un subconjunto A de C, se denotan por A y A, respectiva-
mente. Por otra parte, si A y B son subconjuntos de cualquier espacio de
Banach X, A\B denota el complemento de B en A; y si z € X, d(z, A)
denota la distancia del punto x al conjunto A.

Definicién 1. Un espacio vectorial sobre C es un conjunto no vacio X
provisto de dos operaciones llamadas suma y multiplicacién por escalares,
respectivamente. Tales operaciones se interpretan como aplicaciones + :
X x X — X tal que +(z,y) = z +y para cada par de elementos x,y € X
y #: Cx X — X tal que *(,x) = ax para cadaz € X y a € C, y que
satisfacen las siguientes propiedades:

LLx+ty=y+uz;
2.2+ (y+z) =(x+y)+ 2z
3. existe 0 € X talesque x +0=04x = x;
4. existe —z € X tales que z + (—z) = (—z) + 2 = 0;
5. lx = x;
6. a(Bz) = (af)z;
7. a(z+y) = ax + ay;
8. (a+ f)x = ax + Pu;
para cualesquiera x,y,z € X y «, 8 € C.

Definicién 2. Sea X un espacio vectorial sobre C. Una funcién || - || :
X — R es una norma en X si satisface las siguientes propiedades:

Lzl = 0;

2. ||z|]| =0 siy solo si z = 0;

w

ezl = laf|lz();

W

Myl < =l + llyll;

para cualesquiera x,y € X y a € C.



Un espacio normado es un par ordenado (X, || - ), donde X es un
espacio vectorial y || - || es una norma en X. Por comodidad, nos referire-
mos a menudo a un espacio normado (X, || - ||) diciendo simplemente que
X es un espacio normado, sin mencionar explicitamente la norma || - ||
que equipa el espacio vectorial X. Todo espacio normado X induce una
métrica d : X x X — R, dada por:

d(z,y) = ||z —yl

para cada z,y € X. Por lo tanto, tiene sentido hablar de la completitud
de tales espacios. Formalizando la idea, tenemos:

Definicién 3. Un espacio de Banach es un espacio normado completo.
Es decir, un espacio de Banach es un espacio normado que es completo
como un espacio métrico con respecto a la métrica definida anteriormente.

Definicién 4. Sea X un espacio vectorial sobre C. Un subconjunto M
no vacio de X es un subespacio vectorial de X, si es un espacio vectorial
con respecto a las operaciones de suma y multiplicacion por escalares de
X restringido a sus elementos. Equivalentemente, M es un subespacio
vectorial de X si:

lL.z+yeMy
2. ax e M
para cualesquiera z,y € M y a € C.

Sea M un subconjunto de un espacio normado X. Diremos que M es
un subespacio si es un subespacio vectorial cerrado en X.

Sean M y N subespacios vectoriales de un espacio vectorial X. La
suma de M y N se define por M+ N ={z+y:2 € M,y € N}, y es
un subespacio vectorial de X. Diremos que X es una suma directa de M
yNsiX=M+NyMnN = {0}. Equivalentemente, si para cada
x € X existen u € M y v € N tnicos tales que * = u + v. Escribire-
mos a X como X = M@ N si X es la suma directa de M y N. A veces
también diremos que M y N es una descomposicién de X si X = M @ N.

Continuemos nuestra exposicién con la nocién de operadores acotados.

Sean X e Y espacios vectoriales. Una funcién 7' : X — Y es una
transformacion lineal si para todo z,y € X y a € C,

Tx+y)=T(x)+T(y) v T(az) = aT(x).
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Sean X e Y espacios normados. Recordemos que una transformacion
lineal T : X — Y es acotada si existe a > 0 tal que

1Tz|| < ]|

para cada x € X. Equivalentemente, si T" mapea subconjuntos acotados
de X en subconjuntos acotados de Y. Ademaés, no es complicado pro-
bar que la acotacién de una transformacion lineal es equivalente a su
continuidad. Denotaremos por B(X,Y) al conjunto de todas las trans-
formaciones lineales y acotadas 7" : X — Y. Si X = Y, usaremos la
notacién B(X) para B(X, X) y a los elementos de B(X) les llamaremos
operadores. También, recordemos que si T' € B(X,Y), la norma de T se

define por:
Tx
171 = swp L2 = sup iy,
ozzex |zl 2=

Por lo tanto, si T € B(X,Y), tenemos que ||[Tz| < ||T||||=| para todo
x € X. Se conoce que B(X,Y) es un espacio normado con respecto a
la norma definida arriba. Mas ain, es un espacio de Banach, si Y es un
espacio de Banach. El operador identidad sobre X serd denotado por I.
Dada una transformacién lineal T € B(X,Y’), definimos el nicleo de T
como el conjunto

NT)={ze X :Tz=0}
y el rango de T se denota por R(T) y se define por
T(X)={Tz:z € X}.

Facilmente se demuestra que el niicleo y el rango de T' € B(X,Y) son
subespacios vectoriales de X e Y, respectivamente. Ademads, es obvio que
N(T) es cerrado por la continuidad de T'.

Definicién 5. Sea X un espacio vectorial, y sea T : X — X una trans-
formacion lineal. Si M es un subespacio vectorial de X, se dice que M es
T-invariante si T (M) C M.

Sea T una transformacion lineal en X. El nicleo y el rango de T,
ambos, son T-invariantes.

A partir de este momento, y hasta el final de este trabajo, X e Y seran
espacios de Banach de dimension infinita sobre el campo de los nimeros
complejos, a menos que digamos lo contrario.



Uno de los teoremas mas importantes en la teoria de los espacios de
Banach es el teorema de la aplicacién abierta, que asegura la continui-
dad de la inversa de una transformacién lineal acotada entre espacios de
Banach.

Teorema 1. (Teorema de la aplicacién abierta). Si T € B(X,Y) es
biyectiva, entonces T~ € B(Y, X).

El espacio dual de X es X* = B(X,C). Ahora vamos a asociar con
cada T € B(X,Y) su adjunto, un operador T* € B(Y*, X*), y veremos
como ciertas propiedades de T se reflejan en el comportamiento de T*.

Teorema 2. Sean X eY espacios normados. Si T € B(X,Y), entonces
existe un dnico T* € B(Y™*, X*) tal que

T (y* )z =y" (Tx)
para todo y* € Y* y todo x € X. Ademds, T* satisface que |T|| = ||T*].

El pardmetro que a continuacién describiremos permite, entre otras
cosas, caracterizar cuando el rango de un operador es cerrado, condicién
que se le exigird a muchas clases importantes de operadores con las que
trataremos.

Definicién 6. El médulo minimal reducido de T' € B(X,Y), denotado

por ¥(T'), viene dado por la expresién:

. | T
T = mf —_—
1T) 2¢N(T) d(x, N(T))

si T no es cero; si T = O, entonces tomaremos v(7T) = co.

En el siguiente teorema, veremos la relacion existente entre el médulo
minimal y el rango de un operador.

Teorema 3. Sea T € B(X) un operador no nulo. Entonces, R(T) es
cerrado si y solo si y(T) > 0.

Dado un operador T en X, se puede demostrar que v(T') = ~v(T™).
Segun esto, y por el teorema 3,

R(T) es cerrado < R(T™) es cerrado.

Sea M cualquier subconjunto de X. El anulador de M es un subconjunto
de X™* que se define como:

M°® ={z" € X*:2"(x) = Oparacadax € M}.



Mientras que el preanulador de un subconjunto N de X* se define como:
°N ={z € X :2%(x) = 0paracadaz® € N}.

El anulador de M C X es un subespacio de X* y el preanulador de
N C X* es un subespacio de X.

Observacién 1. Las siguientes relaciones entre los nicleos y los ran-
gos asociados de una transformacién T € B(X,Y) y su adjunto T* €
B(Y™*, X*) se conocen bien

1) Si M es un subespacio de X, entonces °(M°) = M.

2) Si M y N son subespacios de X, entonces (M + N)° = M° N N°.

4

(1)

(2)

(3) N(T) =° R(T*) y N(T") = R(T)°.

(4) St R(T) es cerrado, entonces R(T) =° N(T*) y R(T*) = N(T)°.
(5)

5) Si M y N son subespacios de X tales que X = M € N, entonces
X*=M"@ N°.

En lo que resta de esta seccién introduciremos el espectro o(T) de
un operador T' € B(X) y también describiremos ciertas partes de dicho
conjunto.

Definicién 7. SeaT € B(X). El espectro de T se define como el conjunto
o(T) = {\ € C: AI — T'noesbiyectivo}.

El complemento de o(T") se llama conjunto resolvente de T y lo de-
notaremos por p(T). Si T € B(X), definimos el radio espectral de T
por:

r(T) =sup{|A|: A € o(T)}.

Se conoce bien que r(T') < ||T||. El resultado que sigue demuestra que
r(T) estd bien definido.

Teorema 4. Para cada T € B(X) se tiene que o(T) es un subconjunto
no vacio y compacto de C y, ademds, r(T) = im0 || T %

Por definicién, el espectro de un operador acotado T' € B(X) puede
ser dividido en subconjuntos disjuntos, lo cual motiva la siguiente defini-
cién.

Definicién 8. Sea T' € B(X).



(a) El espectro puntual de T', denotado por o, (1), se define como todos
los A € C para los cuales AI — T no es inyectivo.

(b) El espectro sobreyectivo de T se define como:
0s(T) = {\ € C: A\I — T noessobreyectivo}.
Notese que el espectro puntual de un operador acotado T en X es el
conjunto de todos sus valores propios.
Definicién 9. Sea T' € B(X).

(a) Se dice que T es acotado por debajo si existe o > 0 tal que af|z|| <
|ITz||, para cada = € X.

(b) Se define el espectro puntual aproximado de T' como:
0ap(T) = {X € C: A\I — T'noesacotado por debajo}.
Es obvio que si T € B(X) es acotado por debajo, entonces T es
inyectivo. De esto se obtiene que o,(T) C 0qp(T).

Teorema 5. Sea T € B(X), las siguientes proposiciones son equivalen-
tes:

(a) T es acotado por debajo.
(b) N(T')= {0} y R(T) es cerrado.
En el siguiente teorema se dan algunas relaciones de interés entre las
nociones de operadores acotado por debajo y sobreyectivo.
Teorema 6. Sea T € B(X). Entonces

(a) T es sobreyectivo si y solo si T* es acotado por debajo.

(b) T es acotado por debajo si y solo si T* es sobreyectivo.

(¢) T es acotado por debajo si y solo si A\I — T es acotado por debajo
para todo |\ < v(T).

(d) T es sobreyectivo si y solo si \I =T es sobreyectivo para todo || <
T).

Nétese que o(T) = 04p(T) U 04(T) y, por el Teorema anterior, se
obtiene que 04(T") = 0ap(T™) y ap(T) = 05(T*). Ademsds, o(T) = (1),
ya que

0(T) =04p(T)U0s(T) = 05(T") Uoep(T*) = o(T").
Teorema 7. Si T € B(X), entonces o.,(T) y 0s(T) son subconjuntos
no vacios y compactos de C. Ademds, 0o (T) C 04,(T) y 00(T) C 04(T).



1.2. Operadores acotados en los espacios de
Hilbert

En esta seccién estudiamos las propiedades basicas de operadores en
los espacios de Hilbert. En especial, estudiamos las propiedades de los
operadores auto-adjuntos, positivos, proyecciones ortogonales y unita-
rios. Dichos operadores serdn pieza clave para introducir ciertas clases de
operadores que se tratardn en este trabajo.

En este trabajo H y K seran espacios de Hilbert de dimension infinita
sobre C, con el producto interno (.,.).

Definicién 10. Sea X un espacio vectorial sobre C. Una funcién (, ) :
X x X — C es un producto interior o un producto interno (o producto
escalar) sobre X si satisface las siguientes propiedades:

1. {x+y,2) = (x,2) + (y, 2);

2. {az,y) = afz,y);

3. (z,y) = (y,z), donde la barra denota el conjugado de (y, z);
4. (x,z) > 0;

5. (x,z) = 0 siy solo si z = 0;

para cualesquiera z,y,z € X y a € C.

Un espacio con producto interno es un par ordenado (X, (.,.)), donde
X es un espacio vectorial y (.,.) es un producto interno en X. Un espacio
con producto interno (X, (.,.)) a menudo serd denotado simplemente por
X, sin mencionar explicitamente el producto interno definido en X.

. . . 1
Sea X un espacio con producto interno. Si ||z|| = (z,x)2, entonces
las siguientes propiedades son ciertas:

(i) Desigualdad de Schwarz: Para todo x,y € X,
[z )| < ll=([llyll-
(ii) Desigualdad triangular: Para todo z,y € X,

2+ yll < Izl + [lyll-



Por (ii), todo espacio con producto interno induce una norma en X,

. 1 . .
definida por ||z|| = (z,z)2. Por lo tanto, todo espacio con producto in-
terno es un espacio normado y por lo tanto un espacio métrico, con la

métrica dada por:
1

d(z,y) = (z —y,v —y)?,

para cada par de elementos z,y € X. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 11. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno
completo. En otras palabras, un espacio de Hilbert es un espacio con
producto interno que es completo como un espacio métrico con respecto
a la métrica definida en la observacién anterior.

Sea X un espacio con producto interno. Sean A y B subconjuntos
de X y consideremos z,y € X. Diremos que x y y son ortogonales si
(x,y) = 0; = es ortogonal a A si (z,y) = 0 para cada y € A. También
diremos que A y B son ortogonales si (x,y) = 0 para cada x € A y para
cada y € B. Finalmente, diremos que A es un conjunto ortogonal si z y
y son ortogonales para cualesquiera x,y € A distintos.

Sean A y B subconjuntos de un espacio con producto interno X. Si
Ay B son ortogonales, escribiremos A | B.

Teorema 8. Sea H un espacio de Hilbert. Si M y N son subespacios de
H tales que M 1. N, entonces M + N es un subespacio de H.

Si M y N son subespacios de H, por el teorema anterior, M + N es
un espacio de Hilbert.

Sea X un espacio con producto interno. Sea A un subconjunto de X,
se define el complemento ortogonal de A como:

At ={z e X: (x,y) = Oparacaday € A}.

El complemento ortogonal de A es un subespacio vectorial de X cerrado
por la continiudad del producto escalar. Sean M y N subespacios vec-
toriales de X. Las siguientes proposiciones son consecuencias inmediatas
de la definicién del complemento ortogonal de un subconjunto arbitrario
de X.

(i) M L M+y MnMt=/{0}.
(ii) Si M L N, entonces M N N = {0}.
(iii) M L Nsiysélosi N L M.



(iv) M L N siysélosi M C N*.
(v) Si M C N, entonces N* C M*. Ademas, M++ = M.
(vi) M+ = {0} siysolosi M = H.

Sea X un espacio con producto interno. Diremos que X es una suma
directa ortogonal de My N, si M L Ny X = M + N, y serd deno-
tado por X = M @, N, para distinguirlo de la suma directa ordinaria
X = M & N introducida en la seccién 1.1.

El resultado que presentamos a continuacién se conoce como el teore-
ma de la proyeccién ortogonal, que es el teorema central de la geometria
de cualquier espacio de Hilbert y que justifica la palabra complemento.

Teorema 9. Si M es un subespacio de H, entonces H= M@ | M*.

Teorema 10. (El teorema de representacion de Riesz). Si f : X — C es
una funcional lineal acotada, entonces existe un unico y € H tal que

f(@) = (z,y)
para todo x € H. Ademds, || f]| = |lyl|-

Sea T' € B(H,K). Para cada y € K fijo, la funcional f, : X — C
definida por f,(z) = (T'z,y) para todo z € H es claramente lineal y
acotada. Luego, por el teorema de representaciéon de Riesz, existe un
tnico z, € H tal que (T'z,y) = fy(x) = (z,zy) para todo x € H. Este
define una funcién 7% : K — H tal que T*(y) = 2, para caday € K, y
por lo tanto para todo z € H y todo y € K,

(Tx,y) = (x, T"y). (1.1)

Se conoce bien que T* € B(K,H) y es la unica transformacién lineal
acotada que satisface la ecuacién (1.1). La transformacién lineal acotada
T* se llama el adjunto de T

Entre otras propiedades bésicas del adjunto de una transformacién
lineal acotada, tenemos, para cualesquiera S,T € B(H,K) y a € C,

1 (S+T) =8+ T
2. (aT)* =aT*.

3. (ST)* = T*S*.
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4. T** =T.

5. TN =T*l y 1711 = |77~

Ademss, si H = K, tenemos:
6. 0" =0y I* =1
7. T* = (T*)" = (T™)* = T™ para algin n € C.
8. Si T es invertible, entonces (T*)~1 = (T—1)*.

Las partes (1) y (2) muestran que la aplicaciéon T — T™* es lineal conju-
gada. Mientras que si T* es como en el teorema 2, la aplicacion T — T
es lineal.

Nota: No confundir el operador T™ definido arriba con el operador
del teorema 2. En el contexto nos daremos cuenta de qué tipo de adjunto
hablamos. En su debido momemto veremos que el operador adjunto de
esta seccion y del adjunto del teorema 2 tienen propiedades similares. Por
el momento, tenemos que las partes (a) y (b) del teorema 6 son ciertas si
T* es como en esta seccién.

Para comprender mejor de lo expuesto hasta ahora, veamos un ejem-
plo de un operador particular con su respectivo espectro.

En el siguiente ejemplo y como en el resto de este trabajo, D(\, €)
denotaréd el disco abierto en C con centro en \ y radio €. Ademas, recor-
demos que lo = {{z,} : ¥, € C para cada n € N, > > |z,]? < oo}
Se conoce bien que I3 es un espacio de Hilbert con el el producto interno
dado por:

<w,y> = Z TnYn

n=1
para cada = {2, },y = {yn} € l2.

Ejemplo 1. Consideremos el espacio de Hilbert I3 y definamos a R :
ly = Il por R(z) = (0,21,x2,---) para cada © = {z,} € l3. Es obvio
que R € B(ly) y el adjunto de R viene dado por L(z) = (x2,z3, ")
para cada x = {x,}. Al operador R se le conoce como el operador de
desplazamiento a la derecha, mientras que L se llama el operador de des-
plazamiento a la izquierda.
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Es claro que AI — R es inyectivo para todo A € C, de lo cual se sigue
que 0,(R) = 0. Por otro lado, Lz = Az si y solo si z,41 = Az, para
cada n € N, donde z = {z,}. Pongamos x; = 1, entonces 2,11 = A"
para cada n € N, asi que # = (1,\,\%,---). Ahora, z € Iy si y solo si
|A] < 1. Por lo tanto, cualquier A € C tal que |[A| < 1 es un valor propio
de L, asi D(0,1) C o,(L). Por otra parte, si |A\| = 1, entonces A no es
un valor propio de L, puesto que = (1, \,\2,---) €Iy si [\ > 1, y por
lo tanto o,(L) = I(0,1). Ahora, calculemos o(L); puesto que o(L) es
cerrado, se tiene que D(0,1) C o(L). También, notemos que ||Rz| = ||=||
para cada x € ly, por induccién se tiene que |R™z| = |z| para cada
n € N, de aqui se obtiene que ||[R"|| = 1 para cada n € N, asi que
r(R) = lim, o |R"||* = 1. Luego, (L) = r(R) = 1, y por lo tanto
o(L) € D(0,1). En consecuencia, o(L) = D(0,1). De paso también se
obtiene que o(R) = D(0, 1).

Finalmente, calculemos 04,(R) y 05(L). Como N(R) = {0} y ||Rz| =
lz||, entonces para 0 # x € ls se tiene que d(x,{0}) = ||z|| = |Rx||, ¥
por lo tanto,

. || R
’yR):lnf{:x;éO =1
( 2. {0)
Luego, por el teorema 6, 04, (R) C 0D(1,0). Por otra parte, como dD(0, 1
00(R) C 04p(R), entonces oqp(R) = 9D(0,1). Por lo tanto, o4(L) =
oap(R) = 0D(0,1).

El siguiente resultado relaciona los ntcleos y los rangos de un operador
con su adjunto. En particular, demuestra que N(T*)* y R(T*)+ también
son T-invariantes.

Proposicion 1. Si T es un operador en H, entonces
(a) N(T) = R(T*)* = N(T*T).

(b) R(T) = N(T*)* = R(IT").

Entre las clases de operadores mas conocidas en los espacios de Hilbert
vy que seran fundamentales para introducir ciertas clases de operadores
que trataremos en este trabajo, se hallan las que se presentan a continua-
cién:

Definicién 12. Sea T' € B(H) un operador acotado. Entonces,
(a) T es auto-adjunto si T' = T™*.
(b) T es no negativo si T es auto-adjunto y (T'z,z) > 0 para cada

re H.
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(c) T es positivo si T es auto-adjunto y existe a > 0 tal que afjz||? <
Tz, x) para cada x € H.
p

Una buena caracterizacién de los operadores auto-adjuntos que sera de
mucha utilidad es la que se presenta a continuacién:

Teorema 11. Un operador T € B(H) es auto-adjunto si y sdlo si
(Tz,z) € R para todo x € H.

En esta parte y como en el resto de este trabajo el simbolo ¢ denota
el nimero complejo (0, 1).

Teorema 12. Sio(T) CR y [(M - T)71|| < ﬁ para cada A = ia con
a € R, entonces T es auto-adjunto.

Sea Q € B(H), usaremos la notacién @ > O si @ es no negativo y
con @ > O si Q es positivo. Sean @, R € B(H). Si Q — R es auto-adjunto
y O < @ — R, entonces lo escribiremos como R < ). De aqui que R < O
si O < —R. También escribiremos R < @, si @ — R es auto-adjunto y
O0<Q@—-R.

Entre las propiedades mas importantes de los operadores no negativos
y positivos se encuentran:

Teorema 13. Sean Q,R,T € B(H) y a > 0.
(a) Si Q > R, entonces a@ > aR.
(b) Si Q> R, entonces T*QT > T*RT.

(c) SiQ >0yR>0(Q >0 yR > 0), entonces @+ R > O
Q@+ R>0).

(d) SiQ >R (Q>R), entonces @Q+T >R+T (Q+T>R+T).

(e) SiQ >0 (Q > 0O), entonces Q™ > O (Q™ > O) para cada entero
n > 0.

Teorema 14. Sean Q, R € B(H). Las siguientes afirmaciones son cier-
tas:

(a) Si Q > O es invertible, entonces @ > O.
(b) Si Q> O, entonces Q es invertible.
(c) Si Q> O, entonces Q=1 > O.
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(d) Si O < Q< R, entonces O < R~ < Q7.

Para un operador T' € B(H), si existe un operador S € B(H) tal que
S? =T, entonces diremos que S es una raiz cuadrada de 7.

Teorema 15. Todo operador no negativo Q@ € B(H) tiene una tnica
raiz cuadrada no negativa Q% . Ademds, si R € B(H) tal que QR = RQ),
entonces Q%R = RQ%.

Si T € B(H), entonces (TT*)* = (T*)*T* = TT* y (IT*z,z) =
(T*z,T*x) = |T*z||> > 0 para cada z € H. Por lo tanto, TT* es un
operador no negativo. Analogamente, se obtiene que T*T también es un
operador no negativo. Entonces tiene sentido definir |T| = (T*T)2, que

se conoce como el valor absoluto de T'. Por el teorema 15, |T| € B(H) y
|T|? =T*T.

Para las raices cuadradas de un operador no negativo, tenemos:
Teorema 16. Sean QQ,R € B(H).
(a) Si Q> O, entonces Q2 > O.
(b) SiQ>R>0 yQ> 0, entonces ||[R2Qz|| < 1.
Teorema 17. (Desigualdad de Furuta). Si Q@ > R > O, entonces para

cada r > 0, (RngRg)% > (RngRg)% es cierto parap >0y q>1 con
(I+r)g=>p+r.

Pasemos ahora definir las proyecciones ortogonales:

Definiciéon 13. Sea X un espacio con producto interno. Un operador
P € B(X) es una proyeccién ortogonal si P = P? y R(P) L N(P).
Luego, si P es una proyeccién ortogonal, es facil demostrar que I — P

también lo es. El rango de una proyeccion es el conjunto de todos sus
puntos fijos, esto es,

R(P)={z € X : Pz =x}.

Ademés, R(P) = N(I — P) y N(P) = R(I — P), y por lo tanto R(P)
es cerrado. La interpretacion geométrica de las proyecciones ortogonales
permite demostrar que si M = R(P) y N = N(P), entonces M+ = N
y por lo tanto H = M &, N; este hecho las hace tan importantes y
simples de usarlas.

Una proyeccién es una transformacién lineal P : X — X tal que
P = P2. Se sabe bien que P € B(X).
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Teorema 18. Sea P € B(H) una proyeccion diferente del nula. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) P es una proyeccidn ortogonal.
(b) P es auto-adjunto.

(c) P es no negativo.

(d) Pl =1.

Otra manera de enunciar el Teorema de la proyeccién, ahora en su
forma analitica es como sigue:

Teorema 19. Para cada subespacio M de H eziste una inica proyeccion
ortogonal P € B(H) tal que R(P) = M.

Sea M un subespacio de H. Entonces la tinica proyeccién ortogonal
P € B(H) parala cual R(P) = M se llama proyeccién ortogonal sobre M.

Sean M y N subespacios de X. El producto cartesiano M x N =
{(z,y): z€ M,y € N} de M y N es un espacio vectorial con las opera-
ciones de la suma de vectores y la multiplicacién por escalares definidas
como sigue:

r+y=(r1+22,y1 +y2) y axr = (axy,ay)

para cada © = (z1,¥1), ¥y = (22,y2) € M x N y para cada A\ € C. Se
conoce que M x N es un espacio de Banach con la norma definido por
lzll2 = v/llz1||? + ||x2||? para cada & = (x1,22) € M x N. Més atn, si
X es un espacio de Hilbert, entonces M x N es un espacio de Hilbert
con el producto interno definido por (z,y) = (x1,z2) + (y1,y2) para cada
x=(z1,11),y = (T2,y2) € M X N y que este induce la norma ||.||2.

Sean X e Y espacios normados. Una isometria es una funciéon 7' :
X — Y tal que |[Tz — Ty|| = ||« — y|| para todo z,y € X. Es obvio que
toda isometria lineal es acotada e inyectiva. Si X e Y son espacios con
productos internos, diremos que T : X — Y es una transformacién unita-
ria si es una isometria lineal y sobreyectiva. Si X =Y, diremos que T es
un operador unitario. También diremos que X e Y son equivalentemente
unitarios si existe una transformacién unitaria entre ellos.

Lema 1. Sean M y N son subespacios de X .
(a) Si X = M@ N, entonces existe un isomorfismo topoldgico (ho-

meomorfismo lineal) entre M x N y X.
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(b) Si X es un espacio de Hilbert y X = M | N, entonces existe una
transformacion unitaria entre M X N y X.

Cuando escribimos a X como X = M @PN o X =M@ | N (si X es
un espacio de Hilbert) podemos pensar a X como M X N.

Lema 2. Sean M y N subespacios de X y consideremos Z = M X N.

(a) Si T € B(M), T € B(N,M), Ty € B(M,N) y Thy € B(N),
entonces la aplicacion T : Z — Z definida por:

T(x1,22) = (T1121 + Ti2w2, Tor 21 + Taoxa) (1.2)
para cada (x1,T2) € Z es un elemento de B(Z).

(b) Reciprocamente, supongamos que T € B(Z). Para cada x1 € M,
T(x1,0) = (Thiz1,Te121) € Z, donde T11 es una aplicacion de M
en M y Ts es una aplicacion de M en N. Similarmente, para
cada xo € N, T(0,z9) = (Ti2x2,Tooxe) € Z, donde Ti2 es una
aplicacion de N en M y Ths es una aplicacion de N en N. Entonces
Ty € B(M), T, € B(N,M), T € B(M,N) y Thy € B(N)

Por el Lema 2, existe una correspondencia uno a uno (biyeccién) entre
cada T € B(Z) y cada matriz de 2 x 2 de transformaciones lineales
acotadas [T};], que es representado por el mismo simbolo T, es escrito
por T = { T Tho } y que estd definida como en (1.2). Ademds, si X

T T
T T

es un espacio de Hilbert, entonces T = [ . " ] y T* € B(Z).
7, Ty

Proposicién 2. Sean M y N subespacios de H tales que H = M @ N
y sea T € B(H). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) M es T-invariante.

mr=[g ]

Sea T € B(H), si M y su complemento ortogonal M=+ son ambos
T-invariantes, entonces diremos que M reduce a T'.

Teorema 20. Sea M un subespacio de H. Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(a) M reduce aT.
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Tly O

(b)T:T|M®T|ML:|:O T e

] en BM @, M*).

(¢) PT = TP, donde P es la proyeccidn ortogonal sobre M.
(d) M es T-invariante y T*-invariante. En este caso (T|ap)* = T*|m-

Este teorema sugiere que si M reduce a T, la investigacién de T se
reduce a la investigacién de operadores mds pequenos, T|ps v Thre, lo
cual justifica la terminologia “subespacio reductor”.

Sea M un subespacio de H. Si M es T-invariante, con T € B(H),
entonces T(M) C M, y por lo tanto T|y € B(M), pero T*(M) no
necesariamente es subconjunto de M. Para ver esto, basta con tomar a
M distinto de cualquier subespacio que reduce a T'. Entonces, si queremos

devolver a M en s{ mismo mediante T*, debemos proyectar T*(M) en
M.

Teorema 21. Sea M un subespacio de H y tomemos T € B(H). Si M
es T-invariante, entonces (T|a)* = PT*|np en B(M), donde P € B(H)
es la proyeccion ortogonal sobre M.

Continuemos ahora con el estudio de los operadores unitarios. En
primer lugar caracterizaremos a las isometrias lineales en términos de sus
adjuntos.

Proposicién 3. Un operador V. € B(H) es una isometria si y solo si
VvV =1

A continuacién enlistamos las propiedades mdas importantes de las
transformaciones unitarias, las cuales seran de mucha utilidad en el resto
de este trabajo.

Teorema 22. Sea U € B(H). Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(a) U es unitario.
(b) UU =UU* =1 (U~' =U*).
(c) |U*z| = |[Uz|| = ||z| para cada x € H.

Definicién 14. Una isometria parcial es un operador que actia isométri-
camente en el complemento ortogonal de su ntcleo. Esto es, U € B(H)
es una isometria parcial si U : N(U)t — H es una isometrfa.

17



Usando la notacién de la definicién anterior, N(U)* y R(U) se llaman
espacio inicial y final de la isometria parcial U, respectivamente.

Teorema 23. (Descomposicion polar). Si T € B(H), existe una iso-
metria parcial U € B(H) con espacio inicial N(T)* y espacio final R(T)
tal que T = U|T| y N(U) = N(|T|). Mds ain, si T = ZQ, donde Q es
un operador no negativo y Z es una isometria parcial con N(Z) = N(Q),
entonces Q =|T| y Z="U.

Teorema 24. Sea T = U|T| la descomposicion polar de T. Entonces
T* = U*|T*| es la descomposicion polar de T™.

Teorema 25. Sean Q > O y T = U|T| la descomposicién polar de T.
Entonces, para cada o > 0 y > 0, las siguientes igualdades son ciertas:

(a) |T]* = U*|T*]°U.

(b) (UT*°QIT*|PU)* = U*(IT*°QIT*|")U.

1.3. La propiedad de extensiéon univaluada

En esta seccion introducimos una propiedad muy importante para
operadores acotados en los espacios de Banach, llamada la propiedad de
extension univaluada, abreviada SVEP, la cual tiene su origen en la teoria
espectral local. Esta propiedad aparecié por primera vez en los trabajos
de Dunford ([11] y [12]) en los afos 1952 y 1954. En estos dltimos anos
muchos matematicos se han interesado en dicha propiedad debido a la
utilidad que tiene en la teoria espectral local y que satisface una gran va-
riedad de operadores acotados, entre estos matematicos destacan Laursen
y Newmann, entre otros.

Sea T un operador acotado en X. La funcién resolvente de T es la
funcién R(-,T) : p(T') — B(X) definida por

R\T)= (W -T)""
Se conoce bien que esta funcién es analitica en p(T").

Dado un operador T' € B(X) y un elemento x € X, estamos intere-
sados en hallar una solucién analitica f : U — X de la ecuacion

(M —T)f(\) =z (1.3)
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sobre un subconjunto adecuado U de C. Sobre el conjunto resolvente p(T")
del operador T, la solucién se obtiene facilmente, aplicando (Al — T')~!
en ambos lados de la ecuacién (1.3) y nos conduce a la tnica solucién:

fA) =R\ T)x

la cual es vélida para cada A € p(T'). Sin embargo, para un cierto z € X,
también es posible encontrar una solucién analitica de la ecuacién (1.3),
sobre conjuntos abiertos que contienen puntos del espectro de T. Por
ejemplo, sea T € B(X) tal que el espectro o(T') tiene un subconjunto
espectral no vacio A # o(T). Sea P = P(A,T) la proyeccién espectral
de T asociado con A (A y P seran definidos en la seccién 1.5), y sea
M el rango de P. Entonces o(T|p) = A (vedse el Teorema 41). Asi, la
restriccion (A —T')|ps es invertible para todo A & A. Sea x € M. Entonces
la ecuacién (1.3) tiene la solucién analitica:

g(\) = (M = T|p) 'z para todo A € C\A.
Esta propiedad motiva los siguientes conceptos:

Definicién 15. Sean T € B(X) y « € X. Una extensién analitica de
R(-,T)x es una funcién analitica f : U — X en un conjunto abierto U
que contiene p(T) y satisface la ecuacién (1.3) para todo A € U.

Las soluciones analiticas de la ecuacién (1.3) no necesariamente son
Unicas y por lo tanto también las extensiones de R(\,T)z, tal como de-
muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Sea H = Iy y sea L como en el ejemplo 1. Si f : D(0,1) — H
se define por f(A) = (1,\,A\%,---), entonces f es analitica. Ademds, por
un calculo simple se obtiene que (AI — L) f(\) = 0 para todo A € D(0, 1).
Por otra parte, la funciéon g = % f es analitica y también satisface la
ecuacion (A — L)g(A) = 0 para todo A € D(0, 1).

Para garantizar la unicidad de las soluciones analiticas de la ecuacién
(1.3) es necesario definir una propiedad adicional, que no satisface el
operador L del ejemplo 2.

Definicién 16. Un operador T' € B(X) tiene la SVEP si para cada
abierto U C C, la tnica funcién analitica f : U — X que satisface la
ecuacion

(AL =T)f(\) =0

para todo A € U es la funcién f = 0.
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Aunque en gran parte de nuestra exposiciéon usaremos la propiedad
de extensién univaluada de una version local, formulada por J. Kenneth
Finch [14] en el ano 1975. Esta defnicién local de la SVEP juega un papel
importante en la teoria espectral local y ha sido estudiada en articulos
recientes, por ejemplo [2], [4] y [5].

Definicién 17. Sea T' € B(X). Diremos que T tiene la SVEP en ), si
para cada vecindad abierta U de Ay, la tnica funcién analitica f : U — X
que satisface la ecuacién

AM-T)f(\) =0 (1.4)
para todo A € U es la funcién f = 0.

Noétese que T € B(X) tiene la SVEP, si T tiene la SVEP en todo
punto Ay de C. Obviamente, si A\g € p(T), entonces T tiene la SVEP en
Ao-

Teorema 26. Las extensiones de R(-,T)x son unicas para todo v € X

si y solo si T wverifica la SVEP.

Sea A C C. En lo que sigue, is0A y accA denotaran los puntos aislados
y los puntos de acumulacién del conjunto A, respectivamente. Propieda-
des bésicas de la SVEP se recopilan en el siguiente teorema.
Teorema 27. Sea T € B(X).

(a) Si Ao € p(T), entonces T tiene la SVEP en \g.

(b) Si Ao € 00(T), entonces T tiene la SVEP en Ao, ya que 0o (T') C
p(T).

(c) Si Ao & accop(T), entonces T tiene la SVEP en X.
(d) Si Ao € isoo(T), entonces T y T* ambos tienen la SVEP en Xg.

(e) Si int(o,(T)) = 0, entonces T tiene la SVEP. En particular, si
o(T) C R, entonces T tiene la SVEP.

El siguiente resultado demuestra que si T' es sobreyectivo y tiene la
SVEP en 0, entonces 0 estd en el resolvente p(T).

Teorema 28. Sean T' € B(X) y Ao € C.
(a) Si Mol —T es inyectivo, entonces T tiene la SVEP en Xg.
(b) Si Mol — T es sobreyectivo. Entonces T tiene la SVEP en Ay st y

solo si AgI — T es inyectivo.
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Presentamos un ejemplo de un operador que tiene la SVEP.

Ejemplo 3. Sean H, R y L como en el ejemplo 1. Como Aol — R es
inyectivo para cada \g € C, entonces R tiene la SVEP. Del ejemplo 2, L
no tiene la SVEP. Especificamente, L no tiene la SVEP en 0, en efecto,
sabemos que L es sobreyectivo pero no inyectivo, y por lo tanto L no
tiene la SVEP en 0, por el teorema 28.

El ejemplo 2 muestra que T no tiene SVEP en cada A € D(0,1),
donde =Ry T* = L.

Dos subespacios lineales muy importantes en la teoria espectral local
y que también estdn relacionados con la SVEP son el ntcleo analitico
y la parte casi nilpotente de un operador T' € B(X), respectivamente.
El nicleo analitico K(T') es el conjunto de todos los z € X tales que
existe una sucesién {z,} en X y una constante ¢ > 0 tal que zy = z,
Txpy1 = Tp ¥y |lzn| < ¢"|lz|| para todo n € Z. Mientras que la parte
casi-nilpotente de T estd definida por:

Ho(T) ={z € X : lim ||T"z||" =0}.
n—0o0
Claramente, Ho(T') es un subespacio lineal de X. En el siguiente resultado
se exponen algunas de las propiedades basicas del nicleo analitico.
Teorema 29. Sea T € B(X). Entonces

(a) K(T) es un subespacio lineal de X y K(T) C R(T™) para todo
n € N.

(b) T(K(T)) = K(T).

(c) Si M es un subespacio de X tal que T(M) = M, entonces M C
K(T).

Por (c) del teorema anterior, tenemos que si T' € B(X) es sobreyecti-
vo, entonces K(T') = X. Recordemos que T' € B(X) es casi-nilpotente si
r(T) = 0. En este caso, o(T) = {0}, y por lo tanto T tiene la SVEP, por
el teorema 27.

Teorema 30. Sea T € B(X). Entonces
(a) N(T™) C Ho(T') para todo n € N.

(b) T es casi-nilpotente si y solo si Hy(T) = X.
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Teorema 31. Sea T € B(X). Si Hy(AoI — T) es cerrado, entonces T
tiene la SVEP en \g.

Dado T € B(X), denotemos por H(c(T)) a la coleccién de las fun-
ciones f a valores en C que son analiticas sobre algiin conjunto abierto
U CCtalque o(T) CU.Si f:U — C es analitica sobre un conjunto
abierto U C C tal que o(T') C U, la compacidad del espectro o(T") garan-
tiza que o(T) C Ui, Qi y o(T) NQ; # 0 para cada i = 1,--- ,n, donde
€); son componentes conexas del abierto U. Asi, existen un nimero finito
de curvas cerradas y rectificables I'; contenidas en U\c(T'), de modo que
el contorno o ciclo I' = {T';,T'y, -+ ,T',} encierra al espectro o(T), es
decir, esta contenido en el interior de I', I' C U\o(T) y C\U esté en el
exterior de I'.

Definicién 18. Sea T' € B(X) y sea f € H(o(T)) con dominio U tal
que o(T) C U. Se define el operador f(T') por:

(1) = / FO)O - 7)1,

donde T = {T'y, Ty, - , T} es un contorno o ciclo, como en la observacién
anterior, positivamente orientado.

La integral en la definicién anterior es una integral de contorno a lo
largo de I' a valores en B(X). Como la funcién resolvente del operador
T es analitica, la definicién de f(7") no depende del contorno o ciclo I' =
{T'1,Tq, -+ ,T',} elegido, por el teorema integral de Cauchy (v. apéndice).

Teorema 32. La aplicacion H(o(T)) — B(X), dada por f — f(T)
satisface las siguientes propiedades:

(a) f(T)" = f(T7);

(0) (uwf)(T) = pf(T) y (f +9)(T) = f(T) +9(T);

(¢c) (fo)(T) = f(T)g(T);

(d) Si f(\) =\ yg(\) =1, entonces f(T) =T y g(T) = 1.

(e) f(A) # 0 para todo A € o(T) si y solo si f(T) es invertible en
B(X);

(f) o(f(T)) = f(o(T));
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para todo p € C y todo f,g € H(o(T)). La parte (f) se llama el
teorema de la aplicacion espectral.

Para cada operador arbitrario T' € B(X), sea
E(T)={Xe€C:T no tiene la SVEP en A}

Teorema 33. Sean T' € B(X) y f € H(o(T')) una funcion analitica en
un subconjunto abierto U tal que o(T) C U.

(a) Si T tiene la SVEP, entonces f(T') tiene la SVEP.

(b) Si f no es constante sobre cada componente conexa de U, enton-
ces T tiene la SVEP si y solo si f(T) tiene la SVEP. Ademds,

JE)) =E(f(T)).
El siguiente resultado establece que el teorema de la aplicacién espec-

tral también es cierto para el espectro puntual aproximado y el espectro
sobreyectivo.

Teorema 34. Sea T € B(X) y sea f € H(o(T)). Entonces
os(f(T)) = f(os(T)) y 0ap(f(T)) = f(0ap(T))

1.4. El ascenso y descenso de un operador

En el capitulo 3 veremos que la propiedad de extensién univaluada
jugarad un papel muy importante. Por esta razén es 1til encontrar las con-
diciones para que un operador satisfaga dicha propiedad. En esta parte,
veremos que estas condiciones se relacionan con la finitud de algunas
cantidades clasicas asociadas con un operador. Estas cantidades son el
ascenso y descenso de un operador y seran los ladrillos basicos para la
construccién de nuestra teoria.

Definiciéon 19. Sea T un operador acotado en X.

(a) Diremos que T tiene ascenso finito si existe un entero no negativo n
tal que N(T™) = N(T™*1). El minimo entero no negativo p = p(T)
que satisface la condicién antes mencionada se llama el ascenso de
T. Si tal entero no existe, definimos p(T") = co.

(b) Anélogamente, diremos que T tiene descenso finito si existe un en-
tero no negativo m tal que R(T™) = R(T™*1). El minimo entero
no negativo ¢ = ¢(T") que satisface la condicién antes mencionada
se denomina el descenso de T. Si tal entero no existe, definimos
q(T) = oo.
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Nétese que T es inyectivo si y solo si p(T') = 0, y T sobreyectivo si y
solo si ¢(T) = 0. Ademas, si p(T') = n < oo, entonces N(T™) = N(T™)
para todo m > n, y si ¢(T) = n < oo, entonces R(T™) = R(T™) para
todo m > n.

Teorema 35. Si p(T) < oo y q(T) < oo, entonces p(T) = q(T).

El siguiente ejemplo muestra que existen operadores con ascenso finito
y descenso infinito.

Ejemplo 4. Sean H, R y L como en el ejemplo 3. Puesto que R es
inyectivo, entonces p(R) = 0. Ademds, g(R) = oo; en efecto, si ¢(R) < oo,
entonces g(R) = 0, por el teorema 35, luego R es sobreyectivo, lo cual es
una contradiccién. Por otra parte, L es sobreyectivo, asi que ¢(L) = 0.
Nuevamente, por el teorema 35, tenemos p(L) = co.

La finitud del ascenso y descenso de un operador lineal T estd rela-
cionada con una cierta descomposicion de X.

Teorema 36. Sea T € B(X). Sip=p(T) =q(T) < o0, entonces
(a) X = R(T?) @ N(T7).
(b) 0 es un punto aislado de o(T).

Reciprocamente, si X = R(T™)@ N(T™) para algin n € N, entonces
p(T) = q(T) < n. En este caso, T|g(r») es biyectivo.

Como ya hemos mencionado anteriormente, la funcién resolvente
R(N,T) del operador T € B(X) es analitica en p(T'). Sea Ay € isoo(T)
y consideremos la serie de Laurent de R(A,T) en una vecindad de Ao,
digamos D(Ag,r). Considerando el teorema de la expansién en serie de
Laurent (v. apéndice), la expresién de Laurent de R(X,T) tiene la forma:

R(\,T) = Z:l (_Pi’;o)n + Z:OQn(A — Ao)"

con P,,Q, € B(X), para todo 0 < |\ — Ag| < 7, los coeficientes se
calculan de acuerdo a las férmulas

1 R(A\,T)

AT = X)) HdA n=— [ —27 74X\
/FR( b )( 0) y Q 27'” r ()\_)\O)n+1

1

P,=—
21

y I es la frontera de un disco, suficientemente pequeno, orientado posi-
tivamente alrededor del punto Ag. Se conoce bien que si A\g es un punto
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aislado del espectro o(T"), entonces Ag o es un polo de R(A,T') o es una
singularidad esencial de R(A, T).

Ahora, veamos que el ascenso y descenso de A\I —T estan intimamente
relacionados con los polos de la funcién resolvente de T.

Teorema 37. Sea T € B(X). Entonces \g € isoo(T) es un polo de
R(\T) siy solo si 0 < p(Aol —T) = q(Aol —T) < co. Mds ain, si
p=pAol —T)=q(NI—T), entonces p es el orden del polo.

Si el ascenso de T es finito, entonces T tiene la SVEP en 0. Algo similar
pasa con el descenso de T', el cual se resume en el siguiente teorema.

Teorema 38. Sea T € B(X) y Ao € C.
(a) Sip(Aol —T) < o0, entonces T tiene la SVEP en X.
(b) Siq(Mol —T) < 00, entonces T* tiene la SVEP en X.

Veamos que la reciproca de la parte (a) del teorema anterior, general-
mente, no se cumple.

En el siguiente ejemplo y como en el resto de este trabajo, para cada
n € N, e,, denotard al elemento de Il cuya n-ésima coordenadas es 1 y 0
en las otras coordenadas.

Ejemplo 5. Sea H =1y y seaT : H — H definido por:

Lo T3z T4

Tx=(77§,z“')7 para cada x = {z,} € H.

Sea ¢ = {x,} € H de norma uno. Por un cdlculo sencillo, se tiene que:

B Tkt Th+2 Lk+3 ..
TH(z) = ((k_|_1)!’(3)(4)...([€_|_2)’(4)(5)~-~(/<1—&—3)7 )

para cada k € N. Entonces,

2 9 %
Tk - xk+1 xk+2 PR
1 1
< m(\mk+1l2+|xk+g|2+|zk+3\2+...)2
el =
S G T Gy
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Asi, || T*|| < L. Por otro lado, es claro que T*(egy1) = (m, 0,---)

R+
para cada k € N. De esta manera, m < ||T¥]|, por lo cual ||T*|| =
ﬁ para cada k € N. De lo cual se sigue que r(T') = 0, es decir,
T es casi-nilpotente. Por lo tanto, T tiene la SVEP, en particular, T
tiene la SVEP en 0. Sin embargo, p(T) = oo. En efecto, ndtese que
N(T*) = {(z1, 22, ,2%,0,0,---) : 2; € C, i = 1,2,--- ,k}. De esta
manera, exq € N(TFH1), mientras que exy1 & N(T*) para cada k € N;
asi, p(T) = oo.

1.5. Puntos aislados del espectrode T € B(X)

En esta parte estudiamos los puntos aislados del espectro de un ope-
rador T' € B(X). Para estudiar estos puntos definimos lo que llamamos
proyeccion espectral de T' asociada a uno de estos puntos, digamos \g.
Vimos que el rango y el nicleo de esta proyecciéon descompone en su-
ma directa al espacio X y son subespacios T invariantes de X. Ahora,
presentamos un resultado que asegura que el rango y el nucleo de esta
proyeccion espectral es la parte casi-nilpotente y el nucleo analitico del
operador Aol — T, respectivamente.

Teorema 39. Sea T € B(X). Si M y N son subespacios T -invariantes
de X tales que X = M @ N, entonces o(T) = o(T|ym) Uo(T|n)-

Si M, N y T son como en el Teorema 39, en general, o(T|p) y o(T|n)
pueden no ser ajenos, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6. Sean M y N subespacios de H tales que X = M@ N. Si
T : X — X estd definido por:

A O
T_[O u]’

entonces M y N son T-invariantes. Ademads, el espectro de T'|js es ajeno
al de T'|n siy solo si A # p.

Nuestro objetivo ahora es encontrar M y N subespacios de X con
X = M@ N y tales que las restricciones T|pr y T|ny tengan espectro
ajeno. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 20. Sea T € B(X). Un subconjunto A de o(T') tal que A y
o(T)\A son cerrados en C se llama un conjunto espectral de T
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Puesto que o(T) es un conjunto cerrado en C, entonces un subcon-
junto A del espectro o(T') es un conjunto espectral de T si y solo si es
abierto y cerrado en o(7"). Ahora, pasemos a definir lo que llamaremos
un dominio de Cauchy.

Un dominio elemental de Cauchy es un subconjunto abierto acotado
y conexo de C cuya frontera es la unién de un nimero finito de curvas de
Jordan que no se intersecan. Una unién finita de dominios elementales
de Cauchy con clausuras ajenos se llama un dominio de Cauchy.

Sea D un dominio de Cauchy. Si cada curva de Jordan involucrada en
la frontera de D estd orientada de tal manera que los puntos de D estan
a la izquierda de la curva segun se traza, entonces la frontera orientada
de D se denomina un contorno de Cauchy. Sea C' un contorno de Cauchy;
se definen el interior y el exterior de C' como los conjuntos intt(C) = D
y ext(C) = C\(D U C), respectivamente. Sean E,F C C tales que E C
intt(C) y F C ext(C'), entonces diremos que C separa E de F.

Lema 3. Sea E un subconjunto compacto de C y sea F un subconjunto
cerrado de C. Si ENF = 0, entonces existe un contorno de Cauchy C
que separa E de F. Ademds, existe un contorno de Cauchy que separa
EUC de F, y existe un contorno de Cauchy que separa E de F U C.

Por el lema 3, para cada conjunto espectral A de T, existe un contorno
de Cauchy C que separa A de o(T)\A. Si A es un conjunto espectral de T,
el conjunto de todos los contornos de Cauchy que separan A de o(T)\A
serd denotado por C(T, A).

Sea A un conjunto espectral de T € B(X) y C € C(T,A), definamos

1

que es la integral de contorno a lo largo de C de la funcién R(A\,T) a
valores en B(X) de la variable compleja A. El operador P(T, A) estd bien
definido y por el teorema integral de Cauchy (v. apéndice), no depende
de la eleccién particular de C' € C(T, A).

Teorema 40. Sean A un conjunto espectral de Ty P = P(T,A). Enton-
ces P € B(X) es una proyeccion y conmuta conT'. Ademds, si QQ € B(X)
es cualquier proyeccion que conmuta con T y R(Q) = R(P), entonces

Q=P.
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Sea A un conjunto espectral de T' € B(X). La proyeccién P(T, A) se
conoce como la proyeccion espectral de 1" asociada con A. Notese que si
A € o(T) es un punto aislado, entonces es claro que {A} es un conjunto
espectral de T. En este caso, P(T, \) denotard la proyeccién espectral de
T asociada con {\}.

Teorema 41. Sea A un conjunto espectral de T € B(X). Si P = P(T,A)
es la proyeccion espectral de T asociada con A, entonces:

(a) X = R(P)@ N(P);
(b) R(P) y N(P) son subespacios de X, T-invariantes y f(T)-invariantes
para cada f € H(o(T));

(¢) o(T|rp)) = A y o(T|nepy) = o(T)\A.
Corolario 1. Sean T € B(X), A un conjunto espectral de T y P =
P(T,A) la proyeccidn espectral de T asociada con A. Entonces,

(a) P =0 siysolosi A=0.

(b) P=1 siysolosi\=oc(T).

Sea A un punto aislado de o(T') y sea P = P(T,\). El siguiente
resultado establece que si 0 < p = p(A\ —T) = g(A\ — T) < oo, entonces
R(P) puede ser escrito como el niicleo de (A — T')?, mientras que N (P)
es el rango de (A — T)P.

Teorema 42. Sean T € B(X) y Ao un punto aislado de o(T). Si P es
la proyeccion espectral de T asociada con {M\o}, entonces,

(a) R(P) = Ho(Aol —T)) y N(P) = K(XI = T).

(b) En particular, si Ao es un polo del resolvente de T de orden p,
entonces

(i) R(P) = Hyo(AoI —T) = N(AoI —T)?,
(i) N(P) = K(AI —T)) = R(\ — T)P.

1.6. Operadores de Fredholm

Comencemos esta seccién con algo de notaciones. Sea M un subes-
pacio de X, X/M denota el espacio cociente de X médulo M. Sea T
un operador acotado en X. La demensién de N(T) y la dimensién de
X/R(T), se denotan por a(T) y S(T), respectivamente. Note que si la
dimensién de N(T') (X/R(T)) es mayor o igual al cardinal Xy entonces
a(T) = 400 (B(T) = +00).
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Definicién 21. Sea T € B(X) tales que «(T) o S(T) es finito. Se define
el indice de T por

(i) ind(T) = a(T) — B(T) si a(T) y B(T) son finitos;
(if) ind(T) = 400 si a(T) = +o0;
(iii) ind(T) = —oo si B(T) = +o0.

Proposicién 4. Sea T' € B(X). Si R(T) es cerrado, entonces a(T') =
B(T*) y B(T) = a(T7).

El siguiente resultado se conoce como el teorema de indices.

Teorema 43. Si T,S € B(X) son tales que o(T), B(T), a(S) y B(S)
son finitos, entonces ind(ST) = ind(T) + ind(S).

El teorema que sigue establece las relaciones bésicas entre las canti-
dades o(T), B(T), p(T) y q(T).

Teorema 44. Sea T € B(X). Las siguientes propiedades son ciertas:
(a) Sip(T) < oo, entonces a(T) < B(T).
(b) Siq(T) < o0, entonces B(T) < a(T).

(c) Sip(T) = q(T) < oo, entonces a(T) = B(T) (posiblemente infini-
tos).

(d) Si a(T) = B(T) < oo y se cumple que p(T) < o0 o0 ¢(T) < oo,
entonces p(T) = ¢(T)

Se sabe que la condicién S(T) < oo implica que R(T) es cerrado.
Pasemos ahora a definir las siguientes clases de operadores.

Definicién 22. Un operador T' € B(X) es:

(a) superiormente semi-Fredholm si

Ted (X)={Te€B(X):R(T) es cerrado y a(T) < c0};

(b) inferiormente semi-Fredholm si

Ted (X)={T e B(X):B(T) < oo}

(¢) semi-Fredholm si T € &4 (X) = &4 (X)UD_(X);
(d) Fredholm si T € ¢(X) = o, (X)NP_(X).
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Definicién 23. Sea A un algebra de Banach. Un subconjunto J de A es
un ideal si satisface (i) y (ii):

(i) J es un subespacio (subespacio lineal y cerrado) de A.
(ii) siz € Ay y,z € J, entonces zy € J y za € J.

Por las observaciones hechas en la seccién 1.1, B(X) es un dlgebra
de Banach. Un operador acotado T' € B(X) es compacto si para cada
subconjunto acotado A de X se tiene que T'(A4) es compacto en X. Deno-
temos por K (X) el conjunto de todos los operadores compactos de B(X).
Se conoce bien que K (X) es un ideal de B(X).

Teorema 45. T € ®(X) si y solo si T es invertible en B(X) mddulo
K(X).

Los operadores superiormente semi-Fredholm e inferiormente semi-
Fredholm son mutuamente duales, en el sentido siguiente:

(i) T € 4 (X)siysélosi T* € d_(X*).

(i) T € d_(X) siy solo si T* € &, (X*).
Teorema 46. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(a) Si S, T € ®_(X), entonces ST € ®_(X).

(b) Si S, T € &, (X), entonces ST € (X).

(c) Si S, T € ®(X), entonces ST € &(X).

(d) Si S, T € B(X) yST € ®4(X), entonces T € D(X).

(e) SiS,T € B(X) yST € &_(X), entonces S € ¢_(X).

(f) SiT € @4(X), entonces p(T) = q(T*) y ¢(T) = p(T™).
Teorema 47. &, (X), ®_(X) y D(X) son semi-grupos abiertos de B(X).
Teorema 48. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(a) SiTed (X)ySeK(X), entoncesT+ K € &, (X).

(b) SiTe® (X)ySeK(X), entoncesT+ K € d_(X).

(c) SiTe®(X)ySeK(X), entonces ind(T + K) = ind(T).
Definicién 24. Sea T € B(X).
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(a) El espectro esencial o espectro de Fredholm de T se define por:

0.(T)={A€C: X[ —T no es Fredholm}.

(b) El espectro superiormente semi-Fredholm de T es:

Gup(T) = {A€C A\~ T & &, (X)}.

(¢) El espectro inferiormente semi-Fredholm de T es:

O'lf(T) = {/\ ceC: AN -T¢ @_(X)}.

(d) El espectro semi-Fredholm de T esté definido por:

osf(T)={A€C: X[ =T no es semi-Fredholm}.

Observacién 2. Sea T € B(X). Por definicién de los espectros defi-
nidos arriba y las propiedades duales de los operadores semi-Fredholm,
tenemos:

(i) osp(T) = ous(T) Moy (T).
(i) 0e(T) = our(T)U o (T).
(iil) ouf(T) = 01 (T*) y 01 (T) = ous(T7).

Se conoce bien que o.(T) y os7(T) son subconjuntos no vacios de
C. Més aun, o.(T) es compacto. En particular, por la parte (i) de la
observacién 2, tenemos que o, ¢(T") y o7¢(T) también son subconjuntos
no vacios de C.

Definicién 25. Sea T' € B(X). Diremos que T es:

(a) superiormente semi-Weyl si

T e W, (X)={T € ®,(X):ind(T) < 0}.

(b) inferiormente semi-Weyl si

TeW_(X)={T € d_(X) : ind(T) > 0}.

(¢) un operador de Weyl si

T eW(X)=W(X)NW_(X)={T € ®(X) : ind(T) = 0}
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La clase de operadores de la definicién anterior generan los siguientes
espectros:

(i) el espectro superiormente semi-Weyl, definido por:
Ouw(T)={AeC: AN -T ¢ W, (X)}
(ii) el espectro inferiormente semi-Weyl del operador T, definido por:
ow(T)={AeC: N[ -T¢gW_(X)}
(iii) el espectro de Weyl, definido por:
ow(T) ={AeC: X[ -T gW(X)}.

Noétese que 044, (T) C 04(T) v 01(T) C 05(T). En la literatura, los
espectros superiormente semi-Weyl e inferiormente semi-Weyl del opera-
dor T € B(X) también se conocen como espectro aproximado puntual
de Weyl y espectro sobreyectivo de Weyl, respectivamente.

Observacion 3. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
(i) ow(T) = ouw(T) U oww(T).
(i) ouww(T) = 010(T*) ¥ 010(T) = o (T).
(ii}) our(T) € ouw(T) y 01(T) € 010 (T).
(iv) 0e(T) C ow(T).
(T

Se sabe que 0y, (T) y 01 (T) son subconjuntos compactos de C. Por
lo tanto, la parte (iii) de la observacién 3 concluimos que oy (T') ¥ 07w (T')
son compactos no vacios de C. De (iv) de la misma observacién, también
se obtiene que 0,,(T") es no vacio, ya que o.(T) es no vacio.

Otra clase de operadores muy conocidos por muchos autores son las
que se definen a continuacion:

La clase de los operadores superiormente semi-Browder, definida por:
B4 (X) ={T € ®(X) : p(T") < o0}
y la clase de los operadores inferiormente semi-Browder, definida por:
B_(X)={T€d_(X):q(T) < o0}
La clase de operadores de Browder, definida por:

B(X) = B4 (X) NB_(X) = {T € ®(X) : p(T),¢(T) < oo}
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Observacion 4. Las siguientes contenciones son ciertas:
(i) B (X) C W (X) y B_(X) C W_(X);
(i) B(X) € W(X)

Los operadores superiormente semi-Browder e inferiormente semi-
Browder son mutuamente duales:

TeB (X)) T €B_(X*) y TEB_(X) & T* € By(XY)

Sea T € B(X). Los conjuntos o,,(T) ={A € C: N[ - T ¢B(X)}y
ow(T) ={A € C: A\I-T ¢ B_(X)} son los espectros superiormente semi-
Browder e inferiormente semi-Browder de T, respectivamente. Mientras
que el espectro de Browder de T es definido por

oo(T) = {\ € C: A\T — T ¢ B(X)}.
Observacién 5. Sea T € B(X).
(i) ou(T) = ow(T) Uow(T);
(i) 0w (T) € ou(T);
(il)) ou(T) = oup(T)UE(T) y ou(T) = o1p(T) UE(T)

Como 0,,(T") es no vacio, por la parte (ii) de la observacién anterior
tenemos que op(7T") es un subconjunto no vacio de C.

Proposicion 5. Sean M y N subespacios T-invariantes de X. Si X =
M & N, entonces:

(a) TEB, (X)) Ty €B(M) yT|n €BL(N), y por lo tanto,
oup(T) = oup(T|ar) U oup(T|n)-
(b)) TeB_(X) e Ty eB_(M) yT|ny €B_(N), y por lo tanto,
ow(T) = ow(T|a) Uow(T|N)-
(c) TeB(X) < T\ eB(M)yT|ny €B(N), ypor lo tanto,
ou(T) = op(T|pr) Uop(T|N).-

Teorema 49. Si A\ —T € &, (T), entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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(a) T tiene la SVEP en X;

(b) Ho(Al —T) es cerrado;

(c) p(M [ =T) < o0;

(d) Ho(A —T) es de dimensidn finita.

Recordemos que si M y N son subespacios lineales de X tales que
X = M & N, entonces diremos que N es un complemento algebraico de
M. La codimensién de M es la dimensién del complemento algebraico NV
de M, o equivalentemente la dimensién del espacio cociente X/M.

Teorema 50. Si A\ — T € ®_(T), entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) T* tiene la SVEP en X;
(b) g\ —T) < oo;
(¢) K(\ —T) es de codimension finita.
Teorema 51. Sea T € B(X). Las siguientes afirmaciones son ciertas:
(a) 0uw(T) € oun(T) y o1 (T) S ou(T);
(b) oo(T) = 0u(T*), ow(T) = ow(T™) y ow(T) = ous(T™);
(¢) ouw(T) = 0yw(T) Uaccoe,(T);
(d) o(T) = 01 (T) U accos(T);
(e) oo(T) = 04(T) Uacco(T).

También se puede demostrar que o,,(T") y 01(T) son subconjuntos
compactos de C y, por el inciso (a) del teorema 51, no son vacios.

Observacion 6. En resumen, tenemos que las siguientes contenciones
son ciertas:

(i) 0e(T) C 0w (T) C o3(T);
(ii) 057(T) C 0us(T) € ouw(T) € 0w (T) € 03(T);
(iii) o5¢(T) € 014(T) € 010 (T) € ous(T') < 0w(T).

Teorema 52. Sea T € B(X).
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(a) Si T tiene la SVEP, entonces
051 (T) = ouf(T) = ow(T) y ow(T) = ou(T) = ouw(T).
(b) Si T* tiene la SVEP, entonces
057 (T) = 01y (T) = ow(T) y ouwp(T) = 0v(T) = ow(T).
Teorema 53. Sea T € B(X). Si T o T* tiene la SVEP, entonces

Juw(T) = Uub(T) Yy Ulw(T) = Ulb(T).
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Capitulo 2

Clases especiales de
operadores en los
espacios de Hilbert

En este capitulo presentamos algunas propiedades de los operadores k-
paranormales, en especial sus propiedades espectrales. Empezamos anali-
zando las propiedades bésicas de los operadores normales e hiponormales.
Luego, introducimos los operadores k-paranormales con sus respectivas
subclases. Damos las relaciones exactas que hay entre estas subclases de
operadores. Por otra parte, probamos que los operadores k-paranormales
son isoloides. Terminamos este capitulo estudiando las propiedades espec-
trales de los operadores k-*-paranormales. Probamos que los operadores
k-x-paranormales son independientes de los operadores k-paranormales y
que también son isoloides.

2.1. Operadores normales e hiponormales

En esta seccion solo damos una breve introduccién de los operadores
hiponormales, debido a que en las siguientes secciones vamos a obtener
mas propiedades de estos operadores como casos particulares de los resul-
tados obtenidos para los operadores k-paranormales y k-*-paranormales.

Definicién 26. Sea T € B(H). Diremos que

(a) T es un operador normal si TT* = T*T.
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¢) T es un operador casi-normal si = :
T d i lsi T*TT =TT*T
(b) T es un operador hiponormal si TT* < T*T.

Es claro que todo operador auto-adjunto es un operador normal y que
todo operador normal es un operador casi-normal. Ahora, probemos que
los operadores hiponormales contienen a los operadores casi-normales.

Teorema 54. Si T € B(H) es casi-normal, entonces T es hiponormal.

Demostracion. Por el teorema 9, H = N(T*) €@, N(T*)*. De la proposi-
cién 1, tenemos que R(T) = N(T*)*. Asi, H = N(T*) @, R(T). Ahora,
tomemos z € H tal que x = x1 + @2 con x; € N(T*) y zo € R(T).
Entonces existe una sucesion {z,} € R(T) tal que lim,, o 2, = Z2. Sea
D =T*T — TT*. Puesto que 1 € N(T*), resulta que:

(Dzx1,21) = ((T°T —TT")x1,21) = (T Tx1,21) — (TT 21, 21)
(T*Txy,21) = (Txy, Txy) = | T || (2.1)

Como T es casi-normal, entonces DT = O. Dado que cada z, € R(T),
tenemos que Dz, = 0, entonces (x1, Dz,) = 0 para cada n € N. Asi,
(Dx1,x0) = (Dxq, iMoo 2n) = limy 00 (D21, 25) = Hmy, o0 (1, Dzy)
= 0. De manera similar se demuestra que (Dxg,2z1) =0y (Dza,x2) = 0.
Por lo tanto, de estas igualdades y de la ecuacién (2.1), resulta que:

(Dz,z) = (Dz,z1)+ (Dx,x2) = (Dx1,21) + (Dxo,x1) + (D21, x2)
+ (Dza,x2) = (Dx1,21) = ||Tac1||2 > 0.

En consecuencia D > O, es decir, T*T > TT*. Por lo tanto, T es hipo-
normal. |

En seguida, pasemos a caracterizar tanto los operadores normales co-
mo los hiponormales.

Teorema 55. Sea T' € B(H). Entonces,
(a) T es normal si y solo si |T*z|| = || Tx| para cada x € H.
(b) T es hiponormal si y solo si | T*z|| < ||Tz| para cada x € H.
Demostracion. (a) Si T es normal, entonces para cada x € H,
|Tx||? = (T*Tx,z) = (TT*z,z) = ||T*z||*.

Ahora, probemos la implicacién reciproca. Para probar esta implicacién,
primero demostremos la siguiente afirmacion:
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Afirmacién: Si (Tz,z) = 0 para cada x € H, entonces T = O.

Sean z,y € H. Puesto que (T'(z + y),x + y) = 0, vemos que
(Tx,y) + (Ty,x) = 0. (2.2)
Si y es remplazado por iy en la ecuacion (2.2), el resultado es
—i(Tz,y) +i(Ty,z) = 0. (2.3)
Multiplicando la ecuacién (2.3) por 7, resulta que
(Tz,y) = (Ty,x). (2.4)

De las ecuaciones (2.2) y (2.4), tenemos que (T'z,y) = 0. En particular,
siy =Tz nos da ||Tz|* = 0. Por lo tanto, Tz = 0 para todo x € H. Asf,
T = O. Esto prueba la Afirmacién.

Ahora, si ||T*z|| = | Tz| para cadax € H, entonces (TT*—T*T)x,x) =
0. Por lo tanto, TT* = T*T, por la Afirmacién.

(b) T es hiponormal si y solo si 0 < ((T*T —TT*)x,z) = || Tz||*> — || T*z|)?
para todo x € H. Esto completa la prueba. |

A continuacién usaremos el resultado previo para probar que los ope-
radores del siguiente ejemplo son normal, casi-normal o bien hiponormal.

Ejemplo 7. En este ejemplo H serd ls y R : H — H denotara el operador
de desplazamiento a la derecha. Recordemos que R estd definido por
R(x) = (0,1, 2, -+ ) para cada = (z1,22, -+ ) € H.

1. Sea T': H — H definido por:
T(]}) = ((1 + 3i)$1, (1 - i)l‘g, T3,T4, " )

para cada © = {x,,} en H. Es claro que T € B(H) y el adjunto de
T viene dado por:

T*(z) = (1 = 38)x1, (1 + i)z, X3, g, - ).
Entonces, para cada x = {z,} € H,
TT*(x) = (1021, 229,23, - -+ ) =TT (z).

Por lo tanto, T' es un operador normal.
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2. Veamos que R* es casi-normal. Del ejemplo 1, R* es el operador de
desplazamiento a la izquierda. Entonces, para cada z = {z,} € H,
RR*R(x) = RR*(0, 21,22, -+ ) = R(x1,22, ) = (0, 21,22, ) ¥
R*RR(QJ) = R*R(Oa T1,T2, " ) = R*(Ov Oaxlv e ) = (Oaxlvx% o )

Por lo tanto, RR*R = R*RR. Asi, R* es casi-normal.

3. Sea T = R* 4+ 2R. Entonces, para cada © = {x,,} € H,
T(x) = (9, 23 + 221, 4 + 222, x5 + 223, - - ).

Ahora calculemos el adjunto de T. Como T* = (R* + 2R)* = R +
2R* entonces

T*(x) = (222, x1 + 223, T2 + 224, T3 + 225, ).

para cada x = {x,,} € H. Por otro lado, notemos que

o oo
Qr = |:1:2|2 + Z |Tpt1 + 2xn_1|2 - 4|x2|2 - Z |€p—1 + 2xn+1|2

n=2 n=2

oo
— —3|£L’2|2 + Z (|£L’n+1 + 21’n,1|2 — |£L’n,1 =+ 2(En+1‘2)

n=2

= 3laa + ) (Bl F + 3z l?)

n=2
= —3|zo)® + 3|z1]? + 3|zo|?
= 3|(E1‘2 Z Oa

donde Qz = ||Tz||?> — || T*x||>. Por lo tanto, ||Tz|?> > || T*z|?, es
decir, T es hiponormal (vedse el Teorema 55).

Sabemos que todo operador normal es casi-normal. Sin embargo, el
siguiente ejemplo muestra que existen operadores casi-normales que no
son normales.

Ejemplo 8. 1. Un ejemplo de un operador casi-normal que no es nor-
mal.
Sea S el operador de desplazamiento a la derecha. Sabemos que S*
es casi-normal (vedse el Ejemplo 7). Nétese que S(e1) = (0,1,0,---),
en consecuencia ||S(e1)|| = 1. Por otra parte, S*(e;) = (0,0,---),
esto implica que [|S*(e1)|| = 0. Asi, 1 = || S(e1)]| # ||S*(e1)]] = 0.
Por lo tanto, T' no es normal, por el Teorema 55.
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2. Un ejemplo de un operador hiponormal que no es casi-normal.

Sea T como en la parte 3 del Ejemplo 7. Entonces T' es hiponormal.
Ademsds, para cada z = {z,,} € H,

TT*T(x) = (2x4 + 522, 2x5 + 923 + 1021, 226 + 924 + 1229, -+ ) y
T*TT(x) = (2x3 + 421, 2x5 + 923 + 1021, 226 + 94 + 1229, - - ).

Noétese que (0,10,0,---) =TT*T(e1) # T*TT(e1) = (4,10,0,--).

Por lo tanto, T' no es casi-normal.

En lo que sigue, probaremos las propiedades principales de los opera-
dores normales e hiponormales.

Teorema 56. Sea M un subespacio de H y T-invariante.
(a) Si T es hiponormal, entonces T|p es hiponormal.
(b) SiT es hiponormal y T'|pr es normal, entonces M reduce a T'.
(c) Si T es normal, entonces T|y; es normal si y sélo si M reduce a T.

Demostracion. (a) Como M es T-invariante, entonces T'|ps € B(M). Sea
P la proyeccién ortogonal sobre M, entonces (T'|p)* = PT*|y en B(H),
por el Teorema 21. Por lo tanto, para cada x € M se tiene que

I(Tla) ]l = [[PT|ar]
< NPT [are]l
= T[]
< | T]arzl],

donde la ultima desigualdad es por la hiponormalidad de 7. Luego, por
el Teorema 55, T'|ps es hiponormal.

o S
} en M@, M*+. Sea N = Ty,

(b) Como M es T-invariante, por la Proposicién 2, T = {

(T|a)* O
R* S*

puesto que N es normal, entonces

Tl R}en

M@, M*. Asi, T* = {

T T {NN N*R }_[NN + RR RS]

R*N R*R+S5*S SR* S8
—RR* N*R — RS*
R*N - SR* R*R+S*S - RS*
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Sean u € M, z = (u,0) € M@, M+ y D =T*T — TT*. Entonces
o ~RR* N*R — RS u
v R*N —SR* R*R+S*S—RS* 0
= (—RR*u,(R*N — SR")u)

en M@, M L. Puesto que T es hiponormal, resulta que

0 < (Dz,z) = ((—RR'u,(R*N — SR")u),(u,0))
= —(RR'u,u)+ ((R*N — SR")u,0)
= —(RR*u,u) = —(R*u, R*u)
—[IR"u]* <0,

de donde se obtiene que R* = O, y en consecuencia R = O. Por lo tanto,

T 0
O|M S } en M @, M~*. Luego,

por el Teorema 20, M es un subespacio que reduce a 7T

la representacién matricial de T es [

(¢) Es consecuencia inmediata del inciso (b). |

Ahora que sabemos que la restriccion de un operador hiponormal a
cualquier subespacio invariante sigue siendo hiponormal, vale la pena
preguntarse que si la restriccién de un operador normal a un subespacio
invariante sigue siendo normal. La respuesta a esta pregunta es negativa,
tal como demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9. Sean M un espacio de Hilbert y M,, = M para cada n € Z.
El siguiente conjunto definido por:

P M, = {{zntnez : 20 € Mn, Y [aal® < o0}
nez n=-—oo

es un espacio lineal con las operaciones de la suma de vectores y la mul-
tiplicacién por escalares definidas por:

1. {xn}nEZ + {yn}nEZ = {xn + yn}nEZ y
2. a{xn}nEZ = {O‘xn}nEZ

para cada {Tn }nez, {Yntnez € P,z Mn y a € C. Més atin, P,,., M,
es un espacio de Hilbert con el producto interno

<$,y> = Z<xn7yn>a

nEZ
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para todo © = {Zn}nez, ¥ = {Untnez € @D, cy, Mn- En esta definicion Z
puede ser remplazado por N o por Z, = N U {0}.

Sea H = @, , M,,, donde M,, = M para cada n € Z. Consideremos
el operador T': H — H, dado por:

T(Z'O,-Tl,mQ,' ) = (0,.’170,1‘175(52," ')a

para cada (2o, 1, 22, --) € H. También, definamos U en K = @,, ., My,
donde M,, = M para cada n € Z, dado como:
U(-,z9, 1, [330]733173327 )=y, [$—1]7$0,$1,1‘2, ),

donde [ ] es usado para localizar la posicién de la coordenada cero. Que
T y U sean acotados es sencillo de probar. Por otro lado, el adjunto de
U es U*( v, X—2,T—1, [550]7%,3”2, o ) = ( v, X—2,T—1,%0, [xl}a1'27 e )
Por lo tanto,

U*U( 737727‘@717[370]7%173727'”) = U*( ,1’72,[!@71]7.’170,‘7}1,"')

(' vy L2,T 1, [xOLZL'l; T )

Mientras que

UU(- w—g, -1, [wo], 1, 22,-+) = U(+,2-2,2-1,20,[71],-+)

= ( 71;_271»_1’[1;0]"@17...)_

Por lo tanto, UU* = U*U = 1, es decir, U es unitario. En consecuencia
U es normal. Ahora, si H es identificado con el subespacio - - - {0} @ H
de K, entonces H es un subespacio de K. Ademas, H es U-invariante y
T = U|g. Sin embargo,

T*T(xf))ml; o ) = (0,151,1‘2, o ) y TT*(J)(Lxla o ) = (xo,.%'l,l'g, T )a
de donde se obtiene que T no es normal.

Continuemos con el estudio de las propiedades de los operadores hi-
ponormales, probando el siguiente resultado.

Teorema 57. SiT € B(H) es hiponormal e invertible, entonces T~1 es
hiponormal.

Demostracion. Si T es invertible, entonces T* es invertible y (T%)71 =
(T~1)*. Esto implica que TT* € B(H) es invertible, y como TT* > O,
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resulta que TT* > O. Si T es hiponormal, entonces O < TT* < T*T,
por el Teorema 14, se obtiene que (T*7)~! < (TT*)~!. Por lo tanto,
Tfl(Tfl)* — Tfl(T*)fl
= (I"T)"' < (TT*)!
(T*)—IT—I _ (T_1>*T_1.
En consecuencia, T~HT~1)* < (T~1)*T~1, es decir, T~ es hiponormal.

Teorema 58. SiT € B(H) es hiponormal, entonces A\ —T es hiponor-
mal para cada A € C.

Demostracion. Si T es hiponormal, entonces
M-T)M-T)—M-T)M-T)*

= =T =T)— (M —T)X —T%)

= |N2L = ANT = \T* +T*T — |A\*T + XT* + \T — TT*

=T*T —TT* > O. Por lo tanto, AI — T es hiponormal. |

El siguiente Teorema caracteriza a las clases de operadores hiponor-
males introducidas en esta seccion en términos del espectro.

Teorema 59. Sea I' la frontera del disco unitario. Si T € B(H) es un
operador hiponormal, entonces

(a) T es auto-adjunto si y sélo si o(T) C R.

(b) T es unitario si y sdlo si o(T) CT.

(c) T es no negativo si y sdlo si o(T) C [0,00).

(d) T es positivo si y sélo si o(T) C [, 00), para algin « > 0.

(e) T es una proyeccion ortogonal no trivial si y sélo si o(T) = {0,1}.

Demostracion. Primero probemos la siguiente afirmacién.
Afirmacién. Si T es normal, entonces o(T') = 04, (T).

Usando los cédlculos del Teorema 58, tenemos que AI — T' es normal
para cada A € C, y por el Teorema 55, N(A\[ —T) = N(A —T*). Ahora,
supongamos que A & 0,4, (T). Luego, por el Teorema 5, A\I — T es inyec-
tivo y tiene rango cerrado. En consecuencia, R(Al —T) = R(AI - T) =
N(X —T*)* = {0}+ = H, por la Proposicién 1. Por lo tanto, A\I — T es
invertible. Asi, A & o(T). Esto prueba que o(T") C 04,(T). Por lo tanto,
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0ap(T) = 0(T), ya que la contencién contraria siempre es cierta.

(a) Supongamos que T es auto-adjunto y que A € o(T). Sean A = a+if
y S = Al —T. Por un simple célculo tenemos que ||Sz||? = ||ax — Sz||* +
B2||z||?, asf que ||Sx|| > |8|||z]|- Si 8 # 0, se sigue que S es invertible, por
la Afirmacién. Asi, A € o(T'). Esto prueba que o(T) C R. Probemos la
implicacién reciproca. Sea A = «i para algin a € R. Si o(T") C R, enton-
ces A € o(T), de lo cual se sigue que \I — T es invertible. Por el Teorema
57, (A\I — T)~! es hiponormal, y por lo tanto (AI —T)~! es normaloide
(vedse el Teorema 60). De esta manera, ||[(A — T)7 Y| = sup{|p| : u €
a((M —T)~1)}. Por otro lado, por el Teorema de la aplicacién espectral,
tenemos que o((Al —T)™Y) = {(A— )~ : p € o(T)}. En consecuencia,
N =T)7Y =sup{|A —p|t:pea(l)} < |—}\‘7 porque o(T") C R. Por
lo tanto, T' es auto-adjunto (vedse el Teorema 12).

(b) Supongamos que T es unitario. Por el Teorema de la aplicacién espec-
tral, para cada A € o(T') tenemos que A= € (T~ 1). Por otro lado, por el
Teorema 22, |[T]| = |T*| = 1 (T* = T-Y), y como r(T*) = r(T) < T,
tenemos que para cada A € o(T') implica que |A| <1y [A7!] < 1. Por lo
tanto, |A\| = 1. Reciprocamente, supongamos que o(T) C T'. Como T es
hiponormal, entonces T' es normaloide (vedse Teorema 60), de lo cual se
sigue que ||T'|| = 1. Por otra parte, por hipétesis, 0 ¢ o(T'), en consecuen-
cia T es invertible. Por el Teorema 58, T~! es hiponormal, asi que 7!
es normaloide. Ahora, como o(T~1) = {A7! : XA € o(T)} C T, tenemos

que |[T~Y| = 1. En consecuencia, |Tz| < ||z|| y |T~tz| < |z| para
cada x € H. De esta manera, |Tx| = ||z| = ||T~ z||. Por lo tanto, T es
unitario.

(c) Supongamos que T es no negativo. Entonces (T'z,z) > 0 para ca-
da z € H, y o(T) C R. Por otra parte, notemos que ||[(A\ — T)z|]* =
IA2||z||? — 2A\(Tz,x) + ||Tx||?. De esta manera, si A < 0, tenemos que
(M — T)z||* > |M?||z||?> para cada z € H, de lo cual se sigue que
A —T es invertible (por la Afirmacién). Asi, A € o(T). En consecuencia,
o(T) C [0,00). Reciprocamente, si o(T) C [0,00), entonces T es auto-
adjunto, por (a). Por el Teorema 12.23 de W. Rudin [22] y el Teorema
6.47 de C. Kubrusly [17], resulta que existe una tnica medida espectral
P en los subconjuntos borelianos de o(T) tal que

(T3,2) = / APV,
o(T)
Es bien conocido que para cada x € H, P, definido por P,(A) = (P(A)z, x)
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es una medida positiva, para cada conjunto boreliano A C o(T'). De esta
manera, si o(T) C [0,00), resulta que (T'z,x) > 0 para cada x € H. Por
lo tanto, T' es no negativo.

(d) Supongamos que T es positivo. Por (c), o(T) C [0,00), y por el
Teorema 14, 0 ¢ o(T'). Por lo tanto, o(T) C [o, 00) para algin a > 0.
Reciprocamente, supongamos que o(T") C [a, 00) para algun a > 0. Por
(¢c), T es no negativo. Por otra parte, como 0 ¢ o(T'), tenemos que T es
invertible. Luego, por el Teorema 14, T" es positivo.

(e) Supongamos que T es una proyecciéon. Entonces I — T es una pro-
yeccién, R(I —T) = N(T) y R(T) = NI —-T). Si 0 & 0,(T), entonces
R(I —T) = N(T) = {0}, asi que T' = I. Similarmente, si 1 ¢ 0,(T),
entonces R(T) = N(I —T) = {0}, asi que T = O. Por lo tanto, si T
es una proyeccién tal que O # P # I, entonces 0,1 € 0,(T"). Ademds,
si A € C tal que 0 # X # 1, entonces (A — T) (51 + ﬁT) =] =
(%I + ﬁT)()\I —T), lo cual implica que AI — T es invertible, y
asi A € p(T). Reciprocamente, supongamos que o(T") = {0,1}. Por (a),
T es auto-adjunto. Por otro lado, T2 = Loy MNP\ = Joiry AP(N) =T
Luego, por el Teorema 18, T es una proyeccién ortogonal. |

Cabe senalar que este Teorema, en particular, también es cierto si H
es de dimensién finita.

2.2. Operadores k-paranormales

En esta seccion introducimos ciertas clases de operadores que generali-
zan a los operadores hiponormales y por lo tanto de los operadores norma-
les. Esta clase de operadores la constituyen los operadores p-hiponormal
para algin 0 < p < 1, clase A, paranormal, clase A(k) y k-paranormal pa-
ra algin k£ € N. Estudiamos las relaciones que existen entre estas clases
de operadores y especialmente estudiamos sus propiedades espectrales.
Ademaés, damos varios ejemplos de estas clases de operadores.

Cabe senalar que los resultados aqui expuestos son resultados origi-
nales de S. Panayappan, N. Jayanthi y D. Sumathi en el articulo titulado
”"Weyl and Weyl Type Theorems for k-Paranormal and Algebraically k-
Paranormal Operators”, que fue publicado en el ano 2012 en la revista
Int. Journal of Math. Analysis (vease [20]). Para més referencias de estas
clases de operadores, vedse los articulos [25], [16] y [21].
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2.2.1. Las relaciones de inclusion y ejemplos

Comencemos nuestra exposicién definiendo las clases de operadores
que generalizan a los operadores normales.

Definicién 27. Sea T € B(H). Diremos que

1. T es p-hiponormal si (TT*)P < (T*T)P para algin 0 < p < 1. Cuan-
do p =1, T pertenece a la clase de los operadores hiponormales.

2. T es de clase A si |T)? < |T?.
3. T es paranormal si ||Tx||? < ||T?z]|||z| para todo = € H.

4. T es k-paranormal si ||Tz|*+! < ||T*+z||||z|* para todo x € H y
para algin k£ € N. Notese que si k£ = 1, entonces 1" es paranormal.

5. T es de clase A(k) si |T]? < |T’“+1|ﬁ para algin k € N. Si k =1,
entonces la clase A(k) coincide con la clase de los operadores de
clase A.

6. T es normaloide si r(T) = ||T|.

En seguida vamos a probar las relaciones que existen entre las cla-
ses de operadores definidos arriba, pero antes enunciemos los siguientes
dos resultados auxiliares, muy conocidos en la teoria de operadores. Las
pruebas de estos resultados se pueden ver en [15].

Lema 4. (Desigualdad de Lowner-Heinz). Si @Q, R € B(H) son operado-
res no negativos tales que QQ > R, entonces Q* > R* para 0 < a < 1.

Lema 5. (Desigualdad de Hélder-McCarthy). Sea Q € B(H) tal que
Q > O. Entonces las siguientes desigualdades son ciertas:

(a) (Qmz,z) > (Qz,z)"||z||** =) para todo r > 1 y todo = € H.
(b) (Q z,z) < (Qz,z)"|z||>)=") para todo 0 < r <1 y todo x € H.
Teorema 60. Las siguientes implicaciones son ciertas:

hiponormal = p — hiponormal = clase A = paranormal

=k — paranormal = normaloide.

Demostracion. Probemos que hiponormal implica p-hiponormal. Si T €
B(H) es hiponormal, entonces TT* < T*T. Por el Lema 4, (TT*)? <
(T*T)? para 0 < p < 1. Por lo tanto, T' es p-hiponormal.
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Veamos que p-hiponormal implica clase A. Sea T = U|T| la des-
composicion polar de T. Por el Teorema 24, la descomposicién polar
de T* es T* = U*|T*|. Asi, T = |T*|U. Como T es p-hiponormal, en-
tonces |T|?P > |T*|?". Aplicando el Teorema 17 a |T|?? y |T*|?" para
(1+ %)ﬁ > % + %, y teniendo en cuenta también el Teorema 25,

TP = (TX(T*T)T)' 5" = (U*|T*|T*T|T*|U) %
= U((|IT*)%) % (|T?P)» (|T* )% ) = U
14+p

)27 (

> US((ITPP)s (TP s (1T ) =) U
— U*(|T*|2p)1TpU _ U*|T*|2(1+p)U _ |T|2(1+p).

Ast, |T?|"P > |T]204P) Luego, por el Lema 4, resulta que |T?| > |T|?.

Por lo tanto, T es clase A.

Demostremos que clase A implica paranormal. Tomemos z en H de
norma uno. Si 7" es de clase A, entonces (|T?|x,z) > (|T|*z,z). Usando
la desigualdad de Hélder-McCarthy, resulta que:

IT22|* = (T"°T%w,z) = (|T*z,z)

> (|T%w,2)* > (T2, 2)* = | Tx|*.
Por lo tanto, ||T%x|| > ||Tz||? para cada x € H de norma uno. Esto prue-
ba que T es paranormal.

Probemos que paranormal implica k-paranormal. Sea z € H tal que
|z|| = 1. Si T € B(H) es paranormal, entonces ||T2%z|| > ||Tz|?. Ahora,
supongamos que || T"z|| > ||Tz||™ para algin n € N. As{ que:

Tx Tx
1T = T T (=)l > 1T 1T (=) "
[T [T
= |\ Tzl|' ™| T?|™ > ||T=||* " || Tx|*"
[T+

Por lo tanto, por induccién se tiene que ||[T"z|| > ||Tz||™ para todo n € N.
En particular, sin = k+1, entonces | T**1z|| > ||Tz|/**! para todo x € H
de norma uno. En consecuencia, T es k-paranormal.

Finalmente, veamos que k-paranormal implica normaloide. Sea O #

T k-paranormal para algin & € N. Entonces ||Tx||**! < || T 1z|||z|*
para todo x € H. Tomemos cualquier entero ¢ > 1. Si remplazamos =

48



por T 1z, se obtiene que || T%z||**+! < || T*+iz|||| T z||* para todo z €
H. De manera que ||T7||*+! < ||T%+||||T°~!||¥. Ahora, supongamos que
|T?|| = ||T|| para algtin i > 1. Por la desigualdad anterior, ||T||(**1? =
(T = 77|+ < TR Tt < 757 D%, y por lo
tanto ||T||k*+¢ < ||T%+!||. Ademés, como ||T'||¥*+¢ > ||T*+!||, entonces

I = T

Luego, por induccién, resulta que ||T||"**! = || 7%+ para i > 1. Esto
nos da una subsucesién {77} de {T™}, digamos T™ = T *1 tal que
IT||™ = ||T™||, en consecuencia,

1

1 , 11
o= m (([|T]=) " = ||T.
71— 00

lim |||
71— 00

Puesto que {||[77|# } es una sucesién convergente que converge a r(T), y
como tiene una subsucesién que converge a ||T'||, se sigue que 7(T") = |||,
lo cual nos dice que T es normaloide.

Probemos las relaciones que hay entre las clases de operadores que
pertenecen en la clase A(k) y k-paranormales para algin k € N.
Teorema 61. SiT € B(H) es de clase A(k) para algin k € N, entonces
T es k-paranormal.

Demostracion. SiT es de clase A(k), entonces |T|? < |Tk+1|ki+1. Usando
la desigualdad de Holder-McCarthy, resulta que:

ITo|2FHD = (T, Ta) = (TP, 2)* < (T 77, )+
(T ) e, 2) = (T P, 2)
<T*k+1Tk+1SC,(£> _ ||Tk+1x||2

IN

para todo z € H de norma uno. De lo cual se sigue que ||Tz|**! <
| T*+1z|| para todo x € H de norma uno. Por lo tanto, T es k-paranormal.
|

Continuemos con nuestra exposicion caracterizando a los operadores
k-paranormales para algin k € N. Usaremos esta caracterizacién para
probar algunas propiedades de las clases de operadores de la definicién
27. En particular, para hallar ejemplos de dichos operadores.

Lema 6. (Desigualdad generalizada de la media aritmética-geométrica,).
Sean a y b nimeros reales positivos. Entonces ab* < Aa+ ub para A > 0
y >0 tales que A+ p = 1.
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Teorema 62. Para cada entero positivo k, T es k-paranormal si y solo
si TRHITRHL (b + D) pFT*T + kpF+ > O para todo > 0.

Demostracion. Por definicién, || TF+! 2| #1 Hx||’%rl > || Tz|| para cada x €
H siy sélo si T' es k-paranormal. Por el Lema 6, se obtiene que:

(T*Tx,z) < (Tl 1) T (x,z) T
k

= (pRTHRLTR L VT (g, 2)
1

k
] z,x) + ——(uz, ),

<
- k+1

< 7kT*k‘+1Tk+1

para cada x € H. Asi, (T** 1T+ — (K + D)pfT*T + kprt)z, ) > 0.
Por lo tanto, T**H1Tk+1 — (b + 1) T*T + kbt > O.

Reciprocamente, si x € H con (T*FT1T*+1z ) = 0, entonces

0

IN

(T — (k+ DpTT + k™), @)

Asi, (k + V)p*(T*Tx,z) < kpk+1{x, 2). Multiplicando esta desigualdad
por u~F resulta que (k+1)(T*Tx,z) < ku{z, x), entonces (k+1)(T*Tx, x)
< 0sipu — 0, en consecuencia (T*Tz,z) = 0, y por lo tanto ||Tz|**! <
|T**+1z||||z||* para cada z € H. Ahora, supongamos que z € H con

(T TR+ ) -

(z, )

k+1
(T*RHITh+1g 2) > 0, y sea pn = < > . Entonces

0 < <(T*k+lT/c+1 _ (k + 1)MkT*T-|— k,ukﬂ)mw) — <|Tk+1|2x,x>

112 ay k12
A N
(z, ) (z,z)

= (k+ DT 2z, 2) — (k+ 1)(

—(k+ 1)( (2, )

k
k+1|2 k+1

<|T< |;c,x>) (T*Ta.2).
xT,T

(T P, @)

(z,7)
lo cual se sigue que (T*Tz,z) < (\T}““Pm,x)#l(xw)k%l para cada

x € H. De esta manera, ||Tz| ! < ||T**'z|||x||* para cada x € H. Por
lo tanto, T es k-paranormal. |

k
FHT
En consecuencia, ( ) (T*Tz,z) < (|T*2,2), de
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Proposicién 6. Sea K = @7 H,, donde H,, = H para cadan € 7.

n=—oo

Para operadores no negativos A y B en H, definamos el operador T4 p
en K como sigue:

B 0 0 0 0
0 B 0] 0 0 0
Tap = 00 B 0O 0 0 , (2.5)
00 0 A 0 0
00 0 0 A 0

donde [ | muestra el lugar (0,0) de la matriz. Entonces

(i) Ta g es hiponormal si y sélo si A > B2,

(ii) T, es p-hiponormal si y sélo si AP > B* para 0 < p < 1.
(111) Ta,p es de clase A siy sdlo si (BA2B)z > B2

(vi) Ta g es paranormal si y sélo si BA?B — 2uB? + p? > O para todo
©>0.

Demostracion. (i) Sea x = (--+ ,x_1, [xo], 21,22, -+ ) € K. Notemos que
Ty pr=(---,Bx_g,[Bx_1], Bxg, Azx1, Axa,---)
y el adjunto de T4, viene dado por:
Th pr = (-, Br_y, Bxo, [Br1], Avg, Axz,---).
En consecuencia, tenemos que:
TaBTh pr = (- ,B%x_4, [Bon], B%rq, A%y, A%xg,- - )y (2.6)
|Ta p|*r = Th gTapr=(--- ,B%x_q,[B%xo], A%xq, A%29,---)  (2.7)
Por lo tanto, T3 zTa,p > Ta,gT) p siy solo si A% > B2
(ii) Por las ecuaciones (2.6) y (2.7), resulta que:
(Ta,Th p)Px = (-, B®x_y,[B?xg], BPuy, A xy, A3, ) y

(TZ,BTA,B)I)-T = ( . ,szl‘,g, B2p$,1, [B2p$0], Azp.’I}l,AQP.’I}Q, e )
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Por lo tanto, (T pTa.B)" > (TaTh )P siy solo si A?P > B?p,
(iii) Por un simple cdlculo tenemos que:
TZ?BTELBZ' =(--- ,Biz_5, B*z_, [(BA2B):£0], Az, Ay, - - ). (2.8)
De lo cual se sigue que:
T3 gl = (-, B2 _o, B2x_y, [(BA?B) o), A%y, A%2s, ).

Por lo tanto, de este tltimo y de la ecuacién (2.7), obtenemos que |T3LB| >
|Ta p|* siy sélo si (BAQB)% > B2, es decir, Ty p es de clase A siy sélo
si (BA2B)z > B2,

(vi) Para cada p > 0, sea X(u) = T3’3T3 p — 2uT5 pT + pi°. Por las
ecuaciones (2.8) y (2.7), se obtiene que:

Xz = (-, (B"=2uB® + p*)x 1, [(BA’B — 2uB? + 1i* o),
(A* = 20 A% 4 )z, (AY = 20uA% 4 )2y, - ).

Por lo tanto, X(u) > O si y sélo si BA2B — 2uB? + u? > O. Por el
Teorema 62, T4, p es paranormal si y sélo si BA’B—-2uB*+u>>0. 1

Lema 7. Si A y B son operadores invertibles, entonces
(BAA*B*)* = BA(A*B*BA)) 1 A*B*
para cada \ € R.

Por el Teorema 60, tenemos que las siguientes contenciones son ciertas:

hiponormal C p — hiponormal C clase A C paranormal

C k — paranormal C normaloide.

Usaremos la Proposicién 6 para dar varios ejemplos que demuestren que
estas contenciones son propias en el sentido de conjuntos.

Ejemplo 10. Sea K = @, ___ H,, donde H,, = R?. Para matrices no

negativas A, B en R?, definamos el operador T4 g en K como (2.5) en la
Proposicién 6. Tenemos los siguientes ejemplos.

Recordemos que la traza de una matriz X se denota por trX, mien-
tras que el determinante de una matriz X se denota por detX.
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1. Un ejemplo de un operador %—hiponormal que no es hiponormal.

3 1 20
SeanA—[l 2} yB—{O 1}.

Claramente, A y B son auto-adjuntos. Los valores propios de A son %

y —5*2\/3. Por el Teorema 59, se obtiene que A > O. Los valores propios
de B son 1y 2, entonces B > O. Por un célculo simple tenemos que:

1 1
e[ 1].

Observemos que A — B es auto-adjunto y sus respectivos valores propios
son 2 y 0. De esta manera, A > B (vedse el Teorema 59). Luego, de la
Proposicién 6, T4, g es %—hiponormal.

Por otro lado, tenemos que:
2 p2_ |65
A —B° = [ RE

_BZ son 10+2\/1O4 y 1072\/104 1072\/104 es

Los valores propios de A? . Como
negativo, entonces A? ? B2. Por lo tanto, T4, no es hiponormal (vedse
la Proposicién 6).

2. Un ejemplo de un operador de clase A que no es %—hiponormal.

2 2
17 7 338 154 10 10
Sea“"“[? 5]_[154 74}YB_{0 4}_{0 16]

Es claro que A y B son auto-adjuntos. Los valores propios de A son
408,8299--- y 3,17 - -. Por el Teorema 59, tenemos que A > O. Ademss,
los valores propios de B son 1y 16, entonces B > 0. Por un célculo simple
tenemos que:
4 o . | 1,774592876 x 100 9282772268
AT ABA = [ 9282772268 4876395996

Es obvio que A* — AB?A es auto-adjunto, y como los valores propios
de A* — AB?A son 5,117695776 x 10%° y 5,117695775 x 102°, entonces
A*— AB2A > O. Luego, por el Lema 4, resulta que A2 > (AB2A)2. Asi,
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(AB2A)~2 > A=2. Como A y B son positivos, entonces

(BA?2B): = BA(AB?A)"2AB
> BAA%AB = B?,

(vedse el Lema 7). Por lo tanto, T4, es de clase A, por (iii) de la Pro-
posicién 6.

16

7

propios son 18,75--- y —1,7591 .-, entonces Az * Bz. Por lo tanto,
Ta,p 1o es i—hiponormal, por (ii) de la Proposicién 6.

Por otro lado, Az — B? = [ I ] es auto-adjunto y sus valores

3. Un ejemplo de un operador paranormal que no es de clase A.

Consideremos las siguientes matrices en R2,

2 0 3 -2
A_{o 2\/23}YB_[—2 3}
Es claro que A y B son positivos, ya que los valores propios de A son

70,979 --- vy 63,387--- y los valores propios de B son 5 y 1, que son
positivos. Para p > 0, definamos X (p) como sigue:

_ 2 _
X(,u)—BA2B—2uB2+u2—[4O4 261+ 11 576 4 244 }

—576 +24p 844 — 26y + 2
Sea p(u) =trX(u) y q(p) = detX (p), entonces

p(p) = 2u* —52u + 1248
= 2(n—13)24910>0 y

(404 — 2641 + p1?) (844 — 261 + p?) — (=576 + 24p)?
pt = 52p% + 13482 — 4800p + 9200.

q(p)

Luego, la derivada de g(p) es:

4p3 — 15642 + 26964 — 4800
4(p — 2)(u? — 37 + 600)

- (- 5) 1),
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Asi, ¢'(n) = 0 siy s6lo si p = 2. Ademds, como ¢”(2) = 2120 > 0,
entonces q(u) > ¢(2) = 4592 > 0 para todo p > 0. Esto implica que
trX(u) =p(p) >0y detX(n) = g(p) > 0 para todo p > 0. De lo cual se
sigue que X (p) > O para todo p > 0. Por lo tanto, T4, p es paranormal,
por (iv) de la Proposicién 6.

ol 13,1747 - - - —15,1798 - - -
Por otro lado, como (BA*B)z = [ 151747 - 24,77 5
entonces
oot pa [ 0,17472... —31798...
(BA®B)? —B* = [ ~31798--- 11,770 -

Los valores propios de (BA2B)% — B? son 12,585--- y —0,64001---.
Entonces (BA2B)2 # B2. Por lo tanto, T4 g no es de clase A, por (iii)
de la Proposicién 6.

Ejemplo 11. 1. Un ejemplo de un operador 3-paranormal pero que no
es un operador paranormal.

Sea T : Iy — l5 definido por:

1 1
T(J}) = (07 §x17 11‘27 T3, T4, " )
para cada x = {x,} € lo. Entonces, T' € B(l3) y el adjunto de T" estd dado

por:

" 1 1
T (x) = (§I27 1963,964@57'“)

para cada * = {z,} € lp. Para p > 0, definamos X(u) = T*T* —
4p2T*T + 3p*. Entonces

1 11
X(p)(z) = ((@—u3+3u4)x1, (E—1u3+3u4)x2, (1—4p®+3p")zs, ).

para cada x = {z,}. Luego, X (u) > O si y sélo si

1 11
(51~ 1+ 3pt) | [* + (6~ 747+ 3o

+ (=4 4 3|l + (1= 4p® 4+ 3p") e + -
>

(X (p)(2),z)

0.

= &t 3 20

Esto equivale a que f(u) = g5 —p®+3u* > 0, g(n)
(0,00). Como f'(3) =0

y h(p) = 1 —4p® 4+ 3u* > 0 no sean negativos en
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y f”(%) = % 0, ntonces el minimo de f alcanza en p = 4, y por lo
tanto f(p) > f(%) = 2:?6 > 0 para cada p > 0. También, notemos que
J(5%) =0y g"(55) = & > 0, esto implica que g(u) > g(16) = 95 >0

para todo p > 0. De manera similar se demuestra que h(y) > 0. Por lo
tanto, T*4T* — 4u*T*T + 3u* > O para cada p > 0. Por el Teorema 63,
T es 3-paranormal.

Por otro lado, Te; = (0, 3.0,---) y T?e1 = (0,0,%,0,---). Asi,
= |Ter* £ ||T2€1H = 1. Por lo tanto, 7' no es paranormal.

2. Ejemplo de un operador normaloide que no es un operador 3-
paranormal.

Sea T : Iy — l5 definido por:

1
T(J’.) = (07331) L2, X3,T4, " )

2
para cada & = {x,}. Por induccidn, se tiene que:
. 11
Ty = (0707 705 71’177:1;2)3337"')
—_——— 2 2

n—ceros

para cada x = {z,,} y cada n € N. Para = {x,,} de norma uno,

1 1 1 1
HTn$H2 = <(05 a07 71;1771‘2’1:3’"')’(0)"' aoa 7'%1771;25113’"'»
—_—— 2 2 —_—— 2 2
n—ceros n—ceros
1
= gl el + sl + fwal® +
<o P w4 Jasf? [z + - = 2] = 1,

para cada n € N. En consecuencia, ||T"|| < 1 para cada n € N. Por otra
parte, T™(e3) = ent2, esto implica que 1 = ||T™(e3)|| < ||T"]], y por lo
tanto ||T7|| = 1 para cada n € N. Asf, r(T) = lim,_,o |77 =1 = ||T].
Por lo tanto T' es normaloide.

Sin embargo, T no es 3-paranormal. En efecto, T'(e;) = (0,1,0,---) y
T*(e1) = (0,0,0,0,1,0,---). En consecuencia, 1 = ||T(e1)||* £ [|T*(e1)|| =

59
%. Por lo tanto, T' no es 3-paranormal.

2.2.2. Representacion matricial

En esta parte estudiamos la representaciéon matricial de un operador
k-paranormal T con respecto a la suma directa ortogonal de N(T'—\I) y
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su complemento ortogonal, donde A es un valor propio no cero de T'. Dicha
representacién se usara para demostrar que los valores propios aislados
no ceros de T son normales. También estudiaremos la representacién ma-
tricial de ese mismo operador, pero ahora con respecto a la suma directa
ortogonal de R(T) y su complemento ortogonal. Usamos esta tltima re-
presentacién para probar que la restriccién de un operador k-paranormal
a un subespacio invariante también es un operador k-paranormal.

Lema 8. Sean M y N subespacios de H tales que H = M@ | N. Sea

T — [g* g] en H. Entonces, T > O si y sélo si R,S > O y Q =

RzWS2 para alguna contraccion W.

Teorema 63. Si T es un operador k-paranormal para algin k € N,

0#£X€o,(T)yT = { >O\ ? } en N(T—X) @, N(T—X)*, entonces
3

T. 73\ > 5\ "
1. T2<;’+(;> ++</\‘°’> ):kTQ,

2. \|T3{€+1x\|’%ﬂ||3L‘H‘»2TI:1 > || Taz||? + || T32||? para cada z € N(T — X))+,
3. Tz es k-paranormal en N(T — \I)*.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A = 1. Si T’
es k-paranormal, entonces

THHTRY (b + D) T*T + k" > O para todo p>0. (2.9)

Por un céalculo sencillo, tenemos que

k
po_ |1 7(37)

0 Tgf-i-l
Por lo tanto,
k
1 T, <Z T§>
sk+1mk+1 _ i=0
TreFIpRtL — . . . . i
(ZT§> T (ZT§> TS, <ZT§> + Ty
=0 1=0 1=0



Sea =1 en (2.9). Entonces,

0 < TP (k4 DT*T + kp
k
0 Ty (Z Ty — k>
i=1
k * )
(ZTg - k:) Ty Y
i=1

k * k
donde Y = (ZT§> TS T, (Z T§> + TR (k4 1)(T3 Ty +
=0 1=0
k

T;T3) + k. Luego, por el Lema 8, resulta que (Z Ti — k) = 0. Esto
i=0

prueba la parte 1 del Teorema.

Ahora, probemos la parte 2 del Teorema. Si T3 = O, entonces Ty = O,
por la parte 1. Si T3 # O, entonces

e _ [ 1 (k+ 1T
B O ’

nuevamente, por la parte 1 del Teorema. Entonces

o) < T*kJrlTkJrl o (k + 1)/LkT*T + k'uk:+1
{ 1— (k+D)pk 4 kgt (K +1)(1 - p®)Ty ]
(k+1)(1 - pk)T3 Y (1)

)

donde Y (1) = (k+1)2Ty To+ Ty F A Tyt — (k4-1) b (Ty To+ T Ts) e p
Por el Lema 8, para cada pu # 1 existe una contraccién D(u) tal que
(k4+1)(1—pF)Ty = (1— (k4+1)p* + kb 1) 2 D(1)Y () 2. Esto implica que
Y ()2 D(u)* D()Y (1)> = X (1)~ (k+1)2(1 = p*)2T5 T, donde X () =
1— (k4 D)p* + kpk*1. Ahora, como D(u) es una contraccién, tenemos:

(D()Y (n)2z, D(n)Y (p)%z)
=HDMmeW

Y ()2 2| = (Y (), z).

(Y (1) 2 D(u)* D(W)Y (n) 2z, )

1
2
1
2

IN

Asf, Y() > Y ()2 D(n)* D(n)Y ()2 = X ()" (k + 1)?(1 — pk)* T3 T



Por lo tanto,

TR (k4 ) (TS Ty + Ty Ts) + kbt (2.10)
Y(u) — (k+ 1)°T5 Ty
X(u) e+ 121 -t T — (k4 1)%T3 T
(1—p*)? — X () 2

= k+ 1)T5Ts.

X(,LL) ( + ) 242
Sea f(u) = (1 — p*)?2 — X (1) en (0,00). Si k = 1, entonces f(u) =
0. Si k > 2, entonces f(1) =0, f'(1) =0y f’"(1) = k(k—1) > 0.
Luego, 0 es el minimo de f, asi que f(u) > 0 en (0,00), y por lo tanto
k

%ﬁx(“)(l@ +1)2T3 Ty > O. En consecuencia, de esta desigualdad y
por (2.10) resulta que

Vv

TR — (k4 Db (T3 Ty + T3 T3) + ke > 0, (211)

para u # 1. Si g — 1 en (2.11), entonces T3 T8 — (b + 1)(Ty Ty +
T3T5) + k > O. Por lo tanto, (2.11) es cierto para todo p > 0. Esto
prueba la parte 2 del Teorema. La parte 3 es consecuencia inmediata de
la parte 2. |

Teorema 64. SiT es un operador k-paranormal para un entero positivo

k,A€op(T)yT = g ? } en N(T —X) @, N(T — )+, entonces
3

N(T3 — \I) ={0}.

Demostracion. Notemos que si T es k-paranormal, N(T) = N(T**1).
Sea x € N(T3 — AI). Si A = 0, entonces

T 0 - 0 T2 0 - TQZL’ - TQZL’
z) |0 T3 x) \Tyz) \ 0 )
Esto implica que Tz = Tox € N(T). Asi, z € N(T?) = N(T). En conse-

cuencia, z € N(T) N N(T)* = {0}, y por lo tanto N(T3) = {0}.

Si A # 0, entonces Toxr = 0 (vedse la parte 2 del Teorema 63). Por
otro lado, como (T — \)a = Thx, tenemos que ||[(T' — A)z|| = ||Tzz|| = 0.
Esto implica que z € N(T — XI) N N(T — M)+ = {0}. Por lo tanto,
N(T5 — \I) = {0}. |

Lema 9. Sean M y N subespacios de H tales que H = M@ | N. Sea

T = [ 7(;1 ;2 } en H= M@, N. Entonces o(T1)Uo(T3) = o(T)UA,
3
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donde A es la unidn de los agujeros de o(T) que son subconjuntos de
O'(Tl) N O'(Tg).

De la Proposicién 1, R(T) = N(T*)*. Asf, H = R(T) @, N(T*),
por el Teorema 9.

Teorema 65. Si T es un operador k-paranormal para algin k, T no
tiene rango denso y T tiene la siguiente representacion:

[n n
T‘[o Tg}

en H=R(T)@, N(T*), entonces Ty es k-paranormal en R(T) y T3 =
0. Ademds, o(T) = o(T1) U {0}.

Demostracion. Por un célculo sencillo, tenemos que:

e _ [T A, T
0 T?ZCJrl :

Por lo tanto,

k
Tyk+iph+l Tyk+1 (Z TliTzTéci>

T*k+1T]€+1 — N i=0

k )

(Z T;’TQT;H'> Tk A
i=0
k ok
donde A = (Z TfT2T§_1> (Z TfTQT:f_Z> + TR Como T es
i=0 i=0

k-paranormal, entonces
0 < T*k+1Tk+1 o (/C + ].)/LkT*T-i- kuk+l
Tkt (k*+ WpFTyTy + kst B

k
(ZT{TQTé"_i> TH — (k+ V)T C |7
=0

k
donde B = TyH+1 (Z TfT2T§i> —(k+ Dp*TyT y C = A— (k+
i=0
V(T3 Ty + TETs) + kp*t'. Luego, por el Lema 8, TFF 7M1 — (k4
DpFTETy + kpk*tt > O, esto es, T} es k-paranormal.
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Sea P la proyeccién ortogonal sobre R(T'). Para cada, z = (x,y) €
H=R(T)@, N(T),

(Tsy,y) = (T3(I = P)z,(I = P)z) = (T(I = P)z,(I = P)z)
(I —P)z,T*(I - P)z) =0.

Por lo tanto, T35 = O. Finalmente, probaremos que o(T) = o(T7) U {0}.
Por el Lema 9, o(Th)Uo(T3) = o(T) U A, donde A es la unién de ciertos
de los agujeros en o(T') que resultan ser subconjuntos de o(T1) N o (Ts).
Como T no tiene rango denso, entonces 0 € o(T), esto es, 0 no es un
agujero de ¢(T). Ahora, como o(T3) = {0}, se tiene que A = (). Por lo
tanto, o(T) = o(T1) U {0}. [ |

Corolario 2. Si T € B(H) es un operador k-paranormal para algin
k € N, M es un subespacio de H y T-invariante, entonces la restriccion
T|nr es k-paranormal.

. . . T T
Demostracion. Como M es T-invariante, entonces T = [ 122 1 en

0 1Tj

M@, M+ y Ty =T)|y (vedse la Proposicién 2). Por los célculos hechos
en el Teorema 65, tenemos Tf‘k'HTk‘H — (k+ V)prTyTy + kpktt > 0.
Por lo tanto, T} es k-paranormal. |

2.2.3. Propiedades espectrales

En esta parte mostramos que los valores propios no ceros de un ope-
rador que pertenece en la clase A(k) son normales y damos un ejemplo
de un operador de clase A que tiene a 0 como un valor propio no normal.
Ademis, demostramos que los operadores k-paranormales son isoloides y
que sus valores propios aislados no ceros son normales.

Diremos que un nimero complejo A es un valor propio normal de
T € B(H) si NOAXI —T) € N(M — T*). Observemos que si A es un
valor propio normal de T, entonces N(AI — T') reduce a T. En efecto,
si A es un valor propio normal de T y Tz = Az, entonces T*z = \z.
Ast, \T*z = Max = Mz = Mz = Thx = TT*z, en consecuencia
T*xz € N(AI —T). De esta manera N(A —T') es T*-invariante y como es
claro que N (A —T) también es T-invariante, concluimos que N (Al —T')
reduce a T (vedse el Teorema 20).

Probaremos que los valores propios no ceros de un operador que per-
tenece a la clase A(k) son normales.
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Teorema 66. Sea T' € B(H) un operador de clase A(k) para algin
keN. SiTx=MXx para A# 0 yx € H, entonces T*x = A\x.

Demostracion. Supongamos que T es clase A(k). Usando las desigualda-
des de Holder-McCarthy y de Schwarz, tenemos que:

ARlall? = | Te|? = (1" Tz, )
< <|Tk+1|ki+1x,x>
< (T @) F o)
< T ] ]

(APEHD|z]|2) 7 ||| 5

AP,

Por lo tanto, |A?(x,z) = (T*Tx,2) = <|Tk+1|ki+lx,z). Ahora, como
|Tk+1|ﬁw y « son linealmente dependientes, entonces |Tk+1|%+1z =
|A|l2z. Por otro lado, puesto que ||(|TF+! |71 —T*T) 3|2 = ((|Tr+! |71 —
T*T)x,xz) = 0, resulta que T*Tz = |Tk+1|ki+1:c = |A2z. Por lo tanto,
AT*x = Az, es decir, T*x = Az. |

A continuacién probaremos que los valores espectrales aislados de un
operador k-paranormal son valores propios. De paso también demostra-
remos que el Teorema previo no es cierto si A = 0, es decir, si T' de clase
A(k) y Tz = 0 no implica que T*z = 0.

Lema 10. Supongamos que T € B(X) es invertible y que sup,,cz |77 <
0o. Entonces o(T) = {1} si y sdlo si T = I es el operador identidad.

Teorema 67. Si T € B(H) es un operador k-paranormal para algin
keNyo(T)={\} para A € C, entonces T = \I

Demostracion. Si A = 0, entonces T' = O, ya que T es normaloide. Su-
pongamos que A # 0 y que S = %T. Por el Teorema de la aplicacién
espectral, resulta que o(S) = {1}, y por lo tanto T es invertible. Ahora,
como T es normaloide, entonces S es un operador normaloide (los ope-
radores normaloides son cerrados bajo multiplicacién por escalares no
ceros) y o(S71) = {1}. Luego, ||S|| = 7(S) =1 =r(S71) = ||S7!, esto
implica que sup,,¢z [|S™|| < 1. Aplicando el Lema 10, se sigue que S = I.
En consecuencia, T = AI. |
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Teorema 68. Si T € B(H) es un operador k-paranormal para algin
k€ Ny € isoo(T), entonces R(P) = N(T — M), donde P es la
proyeccion espectral de T asociada con A.

Demostracion. Es suficiente probar que R(P) C N(T — M), puesto que
la contencién contraria es cierta para cualquier operador, por el Teorema
42. Como R(P) es un subespacio de X y T-invariante, entonces T'| s es k-
paranormal, por el Corolario 2. Ahora, como o(T'|gpy) = {)}, entonces
T'|r(py = M, por el Teorema 67. Por lo tanto, R(P) C N(T'—XI). H

Un operador T' € B(X) es isoloide si todos los puntos aislados de
o(T') son valores propios de T

Corolario 3. Si T € B(H) es k-paranormal para algin k € N, entonces
T es isoloide.

Demostracion. Sean A € isoo(T') y P la proyeccién espectral de T asocia-
da con A. Por el Teorema 68, R(P) = N(A —T). Luego, por el Corolario
1, tenemos que N(AI — T') # {0}. Por lo tanto, A es un valor propio de
T. Asi, T es isoloide. |

El siguiente ejemplo muestra que existen operadores T' € B(H) que
pertenecen a la clase A tales que si 0 es valor propio de T'y si Tz = 0
no implica que T*x = 0, es decir, N(T) € N(T*). En consecuencia,
los valores propios ceros de un operador que pertenece a la clase A no
necesariamente son normales.

Ejemplo 12. Sean U el operador de desplzamiento a derecha en I3,
A=24+UyS=(A"A— AA*)2. Si

T = { NN ] (2.12)

en H =l lo, entonces T es de clase Ay R(P) = N(T) € N(T%),
donde P es la proyeccién espectral de T asociada con 0. Por supuesto,
con abuso de notacidén, estamos suponiendo que I3 es lo x {0} en el lado
izquierdo y {0} x I3 en el lado derecho en la representacién de H como
una suma directa ortogonal, respectivamente.

Puesto que U es una isometria, entonces A*A— AA* =1-UU* > O.
Asi, S estd bien definido. Veamos que T pertenece a la clase A. Sea

R =T*2T? — (T*T)?2. Por un calculo simple tenemos:
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P [ AAT - (ATA) - A'S2A A'2AS - ATAATS - A°SP
T | SATAZ-SAATA-SPA SA*AS — SAA*S —

[ A*(A*A — AA")A — A*S2A A2 (A*A — AA*)S — A*S3

| S(A*A— AAT)A-S3A S(A*A— AA*)S — §4

[ A*S2A - A*S?A A*S2S — A*S3

| 9524 -5%A 5528 — §4

[o o
0 o]

En consecuencia, |[T?| — |T|? = O, es decir, T es de clase A. Finalmente,
veamos que N(T) € N(T*). Los nticleos de T y T* son:

v = {(TEEDT) Gy en) v v - 01 @

respectivamente. Ademds, R(T) = N(T*)* = I, @{0}, que no es denso
en H. Por otra parte, sabemos que o(U) = (0, 1) es el disco cerrado con
centro en el origen y de radio 1 (vedse el Ejemplo 1). Si p(A) =2+ X es
un polinomio, entonces A = p(U) y 0(A) = p(a(U)) = D((2,0),1) es el
disco cerrado con centro en (2,0) y de radio 1. Luego, por el Teorema 65,
resulta que o(T) = o(A) U {0} = D((2,0),1) U {0}. Asi, 0 es un punto
aislado de o(T'). La proyeccién espectral de T' asociada con 0 es:

p-]9 %],

O 1

donde X (z1,z9,23--+) = (—321,(—3)%z1,(—3)321,--+). Por lo tanto,

R(P)=N(T) Z N(T*) (vedse el Teorema 68) y P no es auto-adjunto.

Finalizamos esta seccién probando que los valores propios aislados no
ceros de un operador k-paranormal son normales.

Teorema 69. Sea T € B(H) un operador k-paranormal para algin k EN
y sea A # 0 un punto aislado de o(T). Si Tx = \x, entonces T*x = Az,
mds ain, N(T — M) = N(T* = \I).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A = 1. Sea

T= [ (1) ?2 } en N(T—X )@, N(T—XI)*. Por el Teorema 63, resulta
3

que To(T3 + T2 + --- +TF — kI) = O y T3 es k-paranormal. Como
1 € isoo(T), entonces 1 € isoo(T5) o 1 & o(T3). Si 1 € isoo(T3), entonces
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1 € 0,(T3), ya que T3 es isoloide, que contradice que N (15 — AI) = {0}
(vedse el Teorema 64). Por lo tanto, 1 ¢ o(T3). Asi, p(1) & o(p(T3)),
donde p(t) = t + 12 + --- + t* es un polinomio. En consecuencia, T3 +
T2 ...+ Tk —KI es invertible, y como Ty (T3 + T2 +-- -+ Tk —kI) = O,
resulta que To = O. Por lo tanto, T — I =0 (T3 — I) en H. Puesto que
T3 — I es invertible, entonces N(T — I) = N(T* — I). |

Un operador 7' es totalmente paranormal si AI — T es paranormal
para cada A € C. Es claro que los operadores totalmente paranormales
son paranormales, y por el Teorema 58, todo operador hiponormal es
totalmente paranormal.

2.3. Operadores k-x-paranormales

En esta parte probamos que si T' es k-x-paranormal, sus valores pro-
pios son normales, tiene la SVEP y es isoloide. Cabe senalar que los
resultados aqui expuestos son resultados originales de [20] y de [13].

Definicién 28. Sea T € B(H). Diremos que:
(a) T es x-clase A si |[T*]? < |T?|.

(b) T es *-clase A(k) si |T*|? < |T++! 77T para algin k € N. Sik = 1,
entonces #*-clase A(k) coincide con *-clase A.

(c) T es *-paranormal si | T*z| < ||T%z||||z| para cada x € H.

(d) T es k-+-paranormal si | T*z||**! < || T*+1z||||z||* para cada z € H
y para algin k € N. Nétese que si k = 1, entonces T es *-paranormal.

Las siguientes implicaciones son ciertas:

hiponormal = % — clase A = % — paranormal = k — * — paranormal

= normaloide, y

* — clase A(k) = k — * — paranormal

Omitiremos las pruebas de estas implicaciones, ya que son similares a las
pruebas de los Teoremas 60 y 61.

Por el Teorema 62, T es paranormal si y s6lo si T*2T? — 2uTT* +
p? > O para todo p > 0. Andlogamente, T’ es *-paranormal si y sélo si
T*2T? — 2uT*T + p? > O para todo p > 0. El siguiente ejemplo muestra
que existen operadores *-paranormales que no son paranormales.
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Ejemplo 13. Sea T en [y definido por T'(z) = (0, v2x1, z2, 223, 224, - - -)
para cada x = {x,} € l5. Entonces, para cada = = {z,} € I,

T?*T%(x) = (221, 49, 1623, 1624, - - ), TT*(z) = (0,219, 23, 424, 425, - - -)

y T*T(x) = (271, 72,423,474, ). Sea X (u) = T**T? — 2uTT* + p? y
Y (u) = T*?T? — 2uT*T + p? para p > 0. De esta manera, tenemos que:

X(p)(x) = ((2+p®)xr, (4 = 4p+ p?)zo, (16 — 2 + p?)z3,
16 — 8 + p*)2a, (16 — 8 + p*) s, - - )
(2+ )1‘1, (1 — 2)21‘2, [(n— 1)2 + 15]x3,

o= ) g, (0= 4)%ws,-),

(
(
(
(

para todo p > 0. De lo cual se sigue que X (i) > 0 para todo p > 0. Por
lo tanto, T" es *-paranormal. Sin embargo, como

Y(p)(x) = ((2—4p+p?)ar, (4 =20+ p?)ag, (16 — 8+ p?)as,
(16 — 81+ p?)a4, (16 — 8 + )5, - - -)

([(r = 2)* = 21, [( = 1)* + 3]z, (1 — 4) a3,

(

=42z, (0 —4)%5,- ),
entonces Y (u) # O para p = 2. En consecuencia, T’ no es paranormal.

Teorema 70. Sea T' € B(H) k-x-paranormal. Si Tx = Az, entonces
T*x = Ax para cada A € C.

Demostracion. Como T es k-+-paranormal, entonces ||T]“'*‘1nc||k%r1 > || T*z||
para cada vector unitario x € H.Si Tz = Az, entonces |\|? = ||Tk+15(}||%+1
> ||T*z||%. Por lo tanto, (T — \)*z, (T — \)*z) = || T*z|| — (z, \Tz) —
(AT, x)+|\? < |/\|2—|)\|2 |/\\2+|)\|2 = 0. De esta manera, ||T*z—\z|| =
0, y por lo tanto T*z = Ax. |

El Teorema 70, en particular, muestra que el operador del Ejemplo
12 no es #-paranormal. Por lo tanto, de esta observacion y del Ejemplo
13, tenemos que los operadores k-s-paranormales y k-paranormales son
independientes.

Teorema 71. Si T es k-x-paranormal para algin k € N, entonces T
tiene la SVEP.

Demostracion. Por el Teorema 70, tenemos que N(A —T) C N(A —T*)
para cada A € C. Demostremos por induccién que N(AI —T) = N((A] —
T)™) para cada n € N. Supongamos que N(A —T) = N((AI = T)™)
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para algin n € N. Sea z € N((AI —T)""1). Entonces (A\I —T)" 1z =0,
y en consecuencia (Al —T)x € N((AI —T)"). Luego, por hipotésis de
induccién, resulta que (A — T)z € N(AI — T). De esta manera, (Al —
TY*(M —T)x = 0. Asi, |(M — T)z|*> = (M — T)*(M — T)x,z) = 0.
En consecuencia, (Al —T)z = 0. Esto demuestra que N((\ —T)"+!) C
N(M —T), y por lo tanto, N(AI —T) = N((A — T)"*!), ya que la
contencién contraria siempre es cierta. Por lo tanto, p(AI —T') < co para
cada A € C. Luego, por el Teorema 38, T tiene la SVEP. |

Teorema 72. Si T es k-x-paranormal para algin n € N y o(T) = {\},
entonces T = M.

Demostracion. SiT es k-x-paranormal, entonces T' es normaloide. Ahora,
siguiendo la prueba del Teorema 67, se obtiene que T = \I. |

Al igual que los operadores k-paranormales, también tenemos que la
restriccién de un operador k-x-paranormal a un subespacio invariante
también es k-x-paranormal y su prueba es similar a la prueba del Coro-
lario 2.

Teorema 73. Si T € B(H) es un operador k-x-paranormal para algin
k€ Ny € isoo(T), entonces R(P) = N(T — AI), donde P es la
proyeccion espectral de T asociada con A.

Demostracion. Es suficiente probar que R(P) C N(T —\I), por el Teore-
ma 42. Como R(P) es un subespacio de H y T-invariante, entonces T'|ps
es k-+-paranormal. Ahora, como o(T'|r(p)) = {A}, entonces T'|g(py = A\l
(vedse el Teorema 72). Por lo tanto, R(P) C N(T — AI).

Corolario 4. Si T es k-+-paranormal, entonces T es isoloide.

Demostracion. Supongamos que T’ es k-x-paranormal para algin k € N.
Sean A € isoo(T) y P la proyeccion espectral de T' asociada con A. Por
el Teorema 73, R(P) = N(A — T). Luego, por el Corolario 1, tenemos
que N(M —T) # {0}. Por lo tanto, A es un valor propio de 7. |

Un operador T es totalmente x-paranormal si A\l — T es *-paranormal
para cada A € C. Es claro que los operadores totalmente x-paranormales
son x-paranormales, y por el Teorema 58, todo operador hiponormal es
totalmente x-paranormal.
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Figura 2.1: El siguiente diagrama muestra las relaciones existentes entre
las clases de operadores introducidas en este capitulo.

» Isoloide =

- Normaloide =

— k —x — paranormal <— x — Clase A(k) Clase A(k) —» k — paranormal —
A

* — paranormal <—— * — Clase A Clase A — Paranormal
A

p — hiponormal

Totalmente —+ —paranormal <«—— Hiponormal — Totalmente — paranormal

Casi — normal = Normal

. |

Proyeccién ortogonal —»  Operador no negativo ———» Auto — adjunto




Capitulo 3

Proyeccién espectral,
teorema de la aplicacion

espectral y el teorema de
Weyl

En este capitulo estudiamos las proyecciones espectrales de operadores
k-paranormales y k-x-paranormales. Este problema de determinar puntos
aislados A de o(T') tal que la proyeccién espectral P sea auto-adjunta ha
sido considerado por un ntimero de autores, vedse por ejemplo [20], [19],
[8], [9] ¥ [23]. También estudiamos el Teorema de la aplicacién espectral
para los espectros introducidos en la seccion 1.6 y el Teorema de Weyl pa-
ra clases de operadores en los espacios de Hilbert. Esta 1iltima propiedad
es el objetivo principal del presente trabajo.

3.1. Proyeccion espectral para clases de ope-
radores en los espacios de Hilbert

En esta seccion, probamos un resultado que da condiciones bajo las
cuales la proyeccion espectral de un operador arbitrario T' asociada a un
valor espectral aislado A es auto-adjunta y tal que R(P) = N(AI - T) =
N(X —T*). Como aplicacién de éste, probamos que si T es k-paranormal
y 0 # X € isoo(T), entonces la proyeccién espectral de T asociada
con A es auto-adjunta. También probamos que si T es k-*-paranormal
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y A € isoo(T), entonces la proyeccién espectral de T' asociada con \ es
auto-adjunta.

Recordemos que un valor propio A € isoo(T') es un polo simple del
resolvente de T si p(Al —T') = ¢(AM —T) = 1. Né6tese que por el Teorema
36, tenemos que A es un polo simple del resolvente de T si y sélo si
X=NMN-T)YRWAN -T).

Teorema 74. Sean T € B(H) y A € isoo(T). Si X es un polo simple
del resolvente de T' y normal, entonces la proyeccion espectral P de T
asociada con X es auto-adjunta y R(P) = N(T — A\I) = N(T* — \I).

Demostracion. Sean A € isoo(T) un polo simple del resolvente R(A,T)
y P la proyeccién espectral de T asociada con A. Por el Teorema 42
y Teorema 41, tenemos que R(P) = N(T — XI), N(P) = R(T — \I),
o(T|rpy) ={A} y o(T|n(p)) = o(T)\{A}. En particular,

H=N(T = \)EPR(T — \I)

y T|npy — M| n(p) es invertible. Como N (T — AI) es un subespacio de H
y T-invariante, por la Proposicién 2, T tiene la siguiente representacién:

_| Tlrepy S _ _ _
T = 0" Tiwr en H =N(T - X))@ R(T - \I).

Notemos que x = (1, 72) € N(T—AI) siysdlosi (T'|npy—M|n(p))T2
=0, (T|R(p)f)\I|R(p))CE1+S£L'2 =0siysélosiz; € N(T|R(p)f)\I|R(p))
y 3 = 0, ya que T'|y(py — Al |ny(p) es invertible. Usemos esta observacién
para probar que S = O. Sea x1 € N(T'|gpy — M|p(p)), entonces = =
(x1,0) € N(T — M), por hipétesis, * € N(T* — X) (X es un valor
propio normal del operador T'). En consecuencia, S*z; = 0 para todo
r1 € N(T|gpy — M|r(p)), de lo cual S* = O y por lo tanto S = O.

También observemos que para cada © € N(T — AI), Tx = Az. Asi,
T|r(py = M|n(p)- Por lo tanto, T'y T* tienen la siguiente representacion:

A O By o)
T = T* =
[ O Tlnp) ] Y [ O (Tln))” }

en H = N(T — )@ R(T — Al).

Veamos que N(T* —AI) C N(T — ). Sea x = (z1,72) € H tal que
(T* — X)xz = 0. Entonces 0 = (T* — M)z = (0, (T|n(p) — M|n(p)) z2).
Astque (T|n(py—M|n(p))*x2 = 0,y como T'|y(py—Al|n(p) es invertible,
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resulta que xo = 0. Por lo tanto, = (x1,0) y (T'— AI)x = 0. Esto prueba
que N(T* — NI) C N(T — \). Por lo tanto, N(T — X\I) = N(T* — \I).

Finalmente, probemos que P es auto-adjunta. De la Proposicién 1,
tenemos que R(T — AI) = N(T* — M)+, y puesto que N(T* — M) =
N(T — M), resulta que R(T — M) = N(T — M)*+. En consecuencia,
N(P) = R(T — M) = N(T — XI)* = R(P)*. Asf, R(P) L N(P). En
consecuencia, P es una proyeccién ortogonal. Por lo tanto, P es auto-
adjunta. |

Un operador T' € B(X) se dice que es polaroide si isoo(T) es vacio o
todo punto aislado de o(T") es un polo del resolvente de T'.

Teorema 75. Un operador T € B(X) es polaroide si y sdlo si existe
p=p(A) tal que Hy(A —T) = N((AI — T)?) para todo X € isoo(T).

Demostracion. Supongamos que T es polaroide y A es un punto aislado
de o(T). Por definicién de un operador polaroide, A es un polo del resol-
vente de Ty si p es su orden, entonces Hyo(AI —T) = N((AI —T)P), por
el Teorema 42.

Reciprocamente, supongamos que existe p = p(\) (p € N) tal que
Ho(M —T) = N((M — T)P) para todo A € isoo(T). Puesto que X €
isoo(T') (vedse el Teorema 42), resulta que:

X =HyM-T)@H KN -T)=N(A -T)") P K\ -T).
Ahora, aplicando el Teorema 29, se obtiene que:

(AL —T)?(X) = O — TP (KM —T)) = K\~ T).

Por lo tanto,

X = N((AI=T)") P - T)P(X).

Luego, por el Teorema 36, p(AI—T) = ¢(AI—T) < p. Ademds, puesto que
X € o(T), tenemos que p(AI —T) > 0. En caso contrario, p(Al —T) =
qg(AI — T) = 0, esto implica que AI — T es invertible, lo cual es una
contradiccién. En consecuencia, 0 < p(A —T) = g(Al —T) < oo. Por lo
tanto, por el Teorema 37, A es un polo del resolvente de T', es decir, T es
polaroide. |

A continuacién aplicaremos el Teorema 74 para clases de operadores
en los espacios de Hilbert.

Teorema 76. Si T € B(H) es k-paranormal para algin k € N, entonces
T es polaroide. Ademds, si A € isoo(T), entonces A es un polo simple del
resolvente de T.
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Demostracion. Sean A € isoo(T) y P la proyeccién espectral de T aso-
ciada con A. Por el Teorema 42, R(P) = Ho(AM —T), y por el Teorema
68, R(P) = N(AI —T). Por lo tanto, Hy(A —T) = N(AI — T'). Ahora,
aplicando el Teorema 75, obtenemos que T' es polaroide. Por otro lado,
como Ho(A —T) = N(M — T), siguiendo la prueba del Teorema 75, se
tiene que p(AI —T') = g¢(AI —T) = 1, esto implica que X es un polo simple
del resolvente de T'. |

Sabemos que existen operadores T' que pertenece a la clase A tales
que su proyeccion espectral P asociada a un valor propio aislado A = 0
no es auto-adjunta y que R(P) = N(T') € N(T*) (vedse el Ejemplo 12).
Vamos a probar que para los valores espectrales no ceros se cumple que
P es auto-adjunta y, ademds, se da la igualdad N(A\[ —T) = N(A —T*).

Corolario 5. Sean T € B(H) y 0 # X € isoo(T). Si T es k-parnormal
para algin k € N y P es la proyeccion espectral de T asociada con A,
entonces P es auto-adjunta y R(P) = N(AI —T) = N(A\I — T*).

Demostracion. Si T es k-paranormal y 0 # A € isoo(T), entonces A
es un polo simple del resolvente de T' (vedse el Teorema 76). Ademds,
por el Teorema 69, resulta que A es un valor propio normal de 7. Por
lo tanto, aplicando el Teorema 74, concluimos que P es auto-adjunta y
R(P) =N —T) =N\ —T%). |

Teorema 77. SiT € B(H) es k-x-paranormal para algin k € N, enton-
ces T es polaroide. Ademds, si A € isoo(T'), entonces A es un polo simple
del resolvente de T'.

Demostracion. Sean X € isoo(T) y P la proyeccién espectral de T aso-
ciada con A. Por el Teorema 42, R(P) = Hy(Al — T), y por el Teore-
ma 73, R(P) = N(M — T). Por lo tanto, Hy(A —T) = N(A\ —T),
y por el Teorema 75 se sigue que T es polaroide. Por otro lado, como
Ho(M —T) = N(M —T), siguiendo la prueba del Teorema 75, se tiene
que p(AM —T) = g(AI —T) =1, esto implica que X es un polo simple del
resolvente de T [ ]

Corolario 6. Sean T € B(H) y A € isoo(T). Si T es k-x-parnormal
para algin k € N y P es la proyeccion espectral de T asociada con A,

entonces P es auto-adjunta y R(P) = N(A\ —T) = N(\I - T*).
Demostracion. Si T es k-x-paranormal y A € isoo(T), entonces \ es

un polo simple del resolvente de T, por el Teorema 77. Ademds, por el
Teorema 70, A es un valor propio normal de T'. Por lo tanto, aplicando el
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Teorema 74, concluimos que P es auto-adjunta y R(P) = N(A —T) =
N —=T%). |

3.2. Teoremas de la aplicacién espectral

En esta parte mostramos que el Teorema de la aplicaciéon espectral
es cierto para muchos de los espectros introducidos en la seccién 1.6.
Empezamos con un resultado preliminar, probando que el Teorema de la
aplicacién espectral es cierto para el espectro generado por ®-semigrupos
en algebras de Banach abstracto. Este resultado proporciona una herra-
mienta unificadora con el fin de establecer el Teorema de la aplicacion
espectral para algunos de los espectros introducidos en la seccién antes
mencionada.

Sea A un dlgebra de Banach complejo con identidad e y J un ideal
(Vezise la definicién 23 ) en A. Sea ¢ el homomorfismo canénico de A so-
bre A = A/J. Ademés, denotemos por G el grupo de todos los elementos
invertibles de A.

Para cada a € A, el espectro de a es definido por o(a) = {\ € C :
Xe —a no es invertible en A}, y es un subconjunto compacto de C. Si
f : U — C es analitica sobre un subconjunto abierto de C tal que o(a) C
U. Entonces, se define el operador f(a) = 5= [ f(A)(Ae —a)~'dA, donde
I' es como en la definicién 18. Si o(T ) B(X)y f(T ) son remplazados por
o(a), Ay f(a) en el Teorema 32, respectivamente, entonces los incisos
(a)-(f) de tal Teorema siguen siendo vélidos.

Definicién 29. Un semigrupo abierto S de un dlgebra de Banach A es
un P-semigrupo si satisface las siguientes propiedades:

(i) Sia,be Ayab=ba € S, entoncesa € Sy b € S;

(ii) Existe un ideal J y un semigrupo abierto Ren A= A/J tales que
G C R, R\G es abiertoy S = ¢~ 1(R).

Observemos que un ®-semigrupo S contiene todos los elementos inver-
tiblesde Ay S+J C S. Un indice en un ®-semigrupo S es definido como
un homomorfismo de semigrupos localmente constante de J en Z. Asi,
sii: S — Z es un indice, entonces i(a+b) = i(a) paratodoa € Sy b e J.

Para cada T € B(X), B(T,¢) denota la bola en B(X) con centro en
el punto T y de radio e.
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Ejemplo 14. &(X), ¢, (X) y ®_(X) son P-semigrupos de B(X).

Por el Teorema 47, tenemos que ®(X), & (X) y ®_(X) son se-
migrupos abiertos en B(X). Ahora, tomemos S,T € B(X) tales que
ST =TS € &(X), entonces ST =TS € &, (X)y ST =TS € &_(X).
Asi, por las partes (d) y (e) del Teorema 46, se tiene que S,T € & (X)
y S, T € &_(X), esto implica que S,T € ®(X) = @, (X)NP_(X). Por
lo tanto, ®(X) satisface la condicién (i) de la definicién 29. De manera
similar se obtiene que @ (X) y ®_(X) también satisface la condicién (i).

Recordemos que K(X) es un ideal de B(X). Sea A = B(X)/K(X 9)
y denotemos por G el conjunto de todos los elementos invertibles de A.
Sabemos que G es un semigrupo abierto en A. Ademis, por el Teorema
45, ®(X) = ¢~ 1(G). Asf, ®(X) también satisface la condicién (ii). Por lo
tanto, ®(X) es un P-semigrupo de B(X).

Ahora, veamos que ®(X) también satisface la condicién (ii). Sea
R = ¢(P4(X)). Claramente, R es semigrupo, y como ¢ es una aplica-
cién abierta, tenemos que R es abierto en A. En consecuencia, R es un
semigrupo abierto de A.

Afirmamos que R\G = ¢(®, (X)\®(X)). Sea T € ¢(P,(X)\®(X)),
entonces T = ¢(T) para algtin T' € ¢, (X) tal que T' ¢ ®(X). Asi, por
el Teorema 45, T = ¢( ) para algin T € @, (X) tal que T ¢ G, esto
implica que T € R\G. Esto prueba que ¢(®4(X)\®(X)) C R\G. Por lo
tanto,

R\G = (24 (X)\ (X)), (3.1)
yva que la contencién contraria siempre es cierta. Observemos que
DL (XNOG(X)={T €D, (X):ind(T) = -0}

es abierto. En caso contrario, para cada € > 0 existe T' € &, (X)\®(X)
tal que B(T,e) € @, (X)\P(X). Entonces existe S € B(T,¢) tal que
S & & (X)\®(X). En consecuencia, S € &(X) o S ¢ ®(X). Si § €
®(X), entonces S € &, (X) lo cual es imposible. Si S & ®(X), entonces
IS =T < e. Como € > 0 es arbitrario, tenemos que S = T lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, &4 (X)\®(X) es abierto. De la igualdad (3.1)
y_teniendo en cuenta que ¢ es un homomorfismo abierto, tenemos que
R\G es abierto. Finalmente, notemos que ®4(X) = ¢~1(R). En efecto,
por el Teorema 48, se sigue que ¢4 (X) C gb*l(fi) =0, (X)+K(X)C
O, (X). Asi, &, (X) satisface la condicién (ii) de la definicién 29. Por lo
tanto, @4 (X) es un ®-semigrupo de B(X). Usando argumentos similares
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dados anteriormente, se obtiene que ®_(X) también es un P-semigrupo
de B(X).

Para cada a € A y un ®-semigrupo S de A, sea:
os(a) ={AeC:re—a¢S}.

Teorema 78. Sea A un dlgebra de Banach con identidad e y S cualquier
O-semigrupo. Supongamos que i : S — Z es un indice tal que i(b) = 0
para todos los elementos invertibles b € A. Si f es una funcidn analitica
en un conjunto abierto U que contiene o(a), o(a) el espectro de a con
respecto de A, entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

(a) f(a) €S siy sdlo si f(X)#0 para todo X € og(a);
(b) 05(f(a)) = flos(a)).

Demostracion. (a) Supongamos que f(a) € Sy f(Ao) = 0. Entonces
existe una funcién ¢ analitica en U tales que f(A) = (A — Xo)"g(N\) ¥
g(Xo) # 0, donde m es la multiplicidad de Ag. Asi, (a — Age)™g(a) =
gla)(a — Xoe)™ = f(a) € S. De la propiedad (i) de la definicién 29
tenemos que (a — Age)™ € S. Nétese que (a — Age)(a — Xoe)™ ™1 =
(a — Xoe)™ Ha — Aoe) = (a — Age)™ € S, aplicando nuevamente la pro-
piedad (i) de la definicién 29, tenemos que a — Age € S, y por lo tanto
)\0 g 0'5( )

Reciprocamente, supongamos que f(A) # 0 para todo A € og(a).
Consideremos primero el caso de que f no se anula idénticamente en
cualquier componente de U. Entonces f solamente tiene un ntmero fi-
nito de ceros en o(a). Sean Ar, Ag, -+, A, los ceros con multiplicidades
mi,Mma,- -+ , My, respectivamente. Entonces existe una funcién analitica
g en U tales que:

n

FO) =TT =2)™g()

=1

<

>

(a) € S. Ademads, como f(\;) = 0 para i = 1,2,~-- ,n, obtenemos que

§Z os(a), es decir, a — \;je € S para ¢ = 1,2+, n, esto implica que
n

g(\) # 0 para todo A € o(a). Asi, g(a) es invertible en A, y por lo tanto
i (

:1

a—Ae)™ € S , ya que S es semigrupo. Usando nuevamente que S
es semlgrupo, tenemos que



Ahora, supongamos que f se anula idénticamente en al menos una
componente 2 de U. Sea 0 = o(a) N{Y, puesto que U es abierto, entonces
o es un conjunto espectral de a. Sea p la proyeccién espectral de a con

respecto a o:
1

— [ (de—a)"tdA
27('7, F( € a) ’

p:

donde T es una curva de Jordan en Q\o.

Afirmamos que p € J, donde J es el ideal dado por (ii) de la definicién
29. De la condicién (ii) de la definicién 29, tenemos S = ¢1(R). Asi,
o(S) = R porque ¢ es sobreyectivo. Por otra parte, como f se anula
idénticamente en ), entonces A & og(a), esto es, Ae — a € S para todo
A€ Q, asf que {de —a: A€ Q} CS. Esto implica que el conjunto:

B ={A\g(e) — ¢(a) : A € Q} C §(S) =R,

Puesto que 2 es un conexo abierto y ¢ es continua, entonces B es co-
nexo. Ademas, para Ao € Q\o, tenemos que A\ge — a es inverible en A ¥
Xog(e) — ¢(a) € B, esto implica que Ao (e) — ¢(a) € BNG. Asi, B C G.
En efecto, si B ¢ G, entonces por la propiedad (ii) de la definicién 29,
tenemos que B = (BNG)U[(R\G)N B] es una unién disjunta de abiertos,
lo cual es una contradiccion, ya que B es conexo.

Finalmente, consideremos la funcién A — (A¢(e) — ¢(a))~!. Esta fun-
cién esta bien definida (porque BC G) es analitica en  y

1

¢p) = 5

[0t~y ir =0 e a/a

esto implica que p € N(p), es decir, p € J.

Para concluir la prueba, sea

f(A) en las componentes de U donde [ #0,
g(A) =

1 en las componentes de U donde f =0,

y sea h(\) = g(A\) — f()). La compacidad de o(a) garantiza que existe un
nimero finito de componentes conexas €2; de U tales que o(a) C [J_, €
y o(a)NQ; # 0. Asi, los conjuntos espectrales o; = o(a) N ); donde f se
anula idénticamente en §2; es finito. En particular, f se anula en o; para
cada 1 < i < n. Entonces, h(a) es la suma finita de proyecciones corres-
pondientes a los conjuntos espectrales donde f se anula idénticamente,
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esto implica que h(a) € J. Ademds, por definicién, g no se anula idénti-
camente en cualquier componente de U, asi g(a) € S. De esto concluimos
que:

fla)=g(a) —h(a) €S+ JC S,

lo cual completa la prueba de la equivalencia (a).

(b) Claramente, u ¢ f(os(a)) si y sblo si p — f(A) # 0 para todo
A € os(a). De la parte (i) esto es cierto si y sélo si pe — f(a) € S, o
equivalentemente, pu & og(f(a)). |

Corolario 7. Sea T € B(X). Si f € H(o(T)), entonces las siguientes
igualdades son ciertas:

(a) f(ae (T)) = Oe (f(T)>7
() flouf(T)) = oup(f(1));
(¢) flo(T)) = o1 (f(T)).

Demostracion. Sabemos que B(X) es un dlgebra de Banach con iden-
tidad I. Claramente, los elementos invertibles de B(X) tienen indice
cero. Por el Ejemplo 14, tenemos que ®(X), &4 (X) y ®_(X) son P-
semigrupos. Ademads,

oax)(T) = 0e(T), 0o, (x)(T)=0u(T) vy oa_x)(T) = 015(T).

por definicién. Ahora, si f € H(o(T)), entonces

f(oe(T)) = 0e(f(T)), flous(T)) = ous(f(T)) vy floi(T)) = o1z (f(T)),

por el Teorema 78. Por lo tanto, los incisos (a), (b) y (¢) del Corolario
son ciertos. [}

Sea a € Ay S un ®-semigrupo de A con indice i. Para cada n € Z,
definamos:
on ={X €0(a) :i(he —a) =n}.

Lema 11. Sean a € A, S un ®-semigrupo y f : U — C una funcion
analitica en un subconjunto abierto U de C que contiene o(a). Suponga-
mos que f(a) € S y sea o, el nimero de ceros de f en o,, contando de
acuerdo a sus multiplicidades, ignorando componentes de o, donde f es
idénticamente cero. Entonces,

ind(f(a)) = Z Ny, .
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Demostracion. Si f(a) € S, entonces f no se anula en og(a) (vedse el
Teorema 78). Primero supongamos que f tiene un nimero finito de ceros
en o(a). Para cada n € Z, sea \;, i = 1,- -+ , ky, los ceros de la funcién
f en o, con multiplicidades «a,,;. Entonces existe una funcién analitica ¢
en U tal que:

FO =IO = i) a(N)

n,t

v q¢(A) # 0 para todo A € o(a). Entonces ¢(a) es invertible en A, y por lo
tanto i(¢g(a)) = 0. De esto obtenemos:

i(f(a)) = i([J(a—Aue)™q(a)) = i([[(a = Auie)*™) +i(a(a)

n,t n,i
kn
= Znam = Znan, donde «, = Z Qi
n,i n i=1

Ahora, supongamos que f tiene un ndmero infinito de ceros en o(a).
Definamos f y g como en la prueba del Teorema 78. Entonces f(\) =
g(A\) — h(}), donde g tiene un niimero finito de ceros en o(a) y h(a) € J.
Asi,

i(f(a)) = i(g(a) — h(a)) = i(g(a))
y por lo tanto i(f(a)) =), na, por el primer caso. |

Teorema 79. Sea T € B(X). Si f € H(o(T)), entonces las siguientes
inclusiones son ciertas:

(a) f(gsf(T)) c Usf(f(T));
(b) ow(f(T)) € flow(T)).

Demostracion. (a) Del Corolario 7, tenemos que:

osf(F(T)) = oup(f(T) Moy (f(T)) = fous(T)) O flou5(T))
2 flous(T)) N (T)) = floss(T)).

(b) Para cada n € Z, sean ®,(X) = {T € ®(X) : ind(T) = n} y
Q,={r€o(T): \X =T € ¢,(X)}. Obviamente, por definicién,

ow(T) = 0o(T) U (| Q). (3.2)

n#0
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Sipé f(ow(T)), entonces u— f(A) # 0 para todo A € 0, (T), esto es,
w— f(A) no tiene ceros en o, (T), y en particular no tiene ceros en o (7).
Aplicando la parte (a) del Teorema 78 al ®-semigrupo ®(X), concluimos
que pul — f(T) € ®(X). Por el Lema 11,

nd(pl — f(T)) = Znam
n#0

donde «, es el numero de ceros aislados de u — f(A) en €, contando de
acuerdo a sus multiplicidades. Como g — f(A) no tiene ceros en o,,(T'), de
la igualdad (3.2), en particular no tiene ceros en 2, para cada n # 0. Asf,
tenemos que «,, = 0 para cada n # 0. Por lo tanto, ind(ul — f(T)) = 0.
En consecuencia u & o, (f(T)). |

El siguiente Ejemplo demuestra que en general las inclusiones (a) y
(b) del Teorema 79 son propias.

Ejemplo 15. Consideremos un operador T' € B(X), para el cual R(I+T')
es cerrado y tal que:

all+T)<oo, BU4+T)=00, a(I-T)=00y fI-T) < 0.

Claramente, [ +T € &, (X) y I — T € ®_(X), asi {1, -1} € os¢(T).
Definamos f(A) = (1 + A)(1 — A) en C. Es claro que f es analitica
en C y que tiene raices unicas 1 y —1. También, nétese que f(T) =
(I+T)YI-T), NI-T) C N(f(T)) y R(f(T)) € RI+T). Enton-
ces a(f(T)) = B(f(T)) = oo, yaque a(I = T) = B(I +T) = oo. Asi,
0 € os7(f(T)). Por otro lado, es claro que 0 ¢ f(osr(T)), ya que las
raices de f no pertenecen a o57(T). Esto demuestra que la contencién (a)
del Teorema 79 no da la igualdad.

Para demostrar que la inclusién (b) del Teorema 79 generalmente es
propia, consideremos un operador T' € ®(X) tal que ind(A\I+T) = -1y
ind(A —T) = 1. Entonces,

ind(f(T)) = ind[(\ + T)(\ — T)] = ind(A + T) + ind(\ — T) = 0,

asi que f(T) € W(X), es decir, 0 € o, (f(T)), donde, como antes, f(\) =
(1 + A)(1 = A). Por otro lado, como {1,—1} C 0,(T), entonces 0 €
f(ow(T)).

Teorema 80. Sean T € B(X) y f € H(o(T)). Entonces,
O'uw(f(T)) - f(O'uw(T)) Y O'lw(f(T)) - f(oluz(T))-
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Demostracion. Veamos que 04, (f(T)) C f(ouww(T)). Para cada n € Z,
sea

O ={\ea(T): X[~ T € d,(X), ind\ —T) =n}.

Claramente, por definicién del espectro superiormente semi-Weyl,

Tuw(T) = our (T) U ([ Q). (3.3)

n>1

Sip e flouww(T)), entonces p — f(A) # 0 para todo A € g, (T), es
decir, u — f(A) no tiene ceros en o, (T), en particular no tiene ceros en
our(T). Asi, por la parte (a) del Teorema 78, tenemos que pl — f(T) €
®, (X). Luego, aplicando el Lema 11 al ®-semigrupo ®(X), resulta que:

ind(pl — f(T)) = Znan,

donde, como en el Lema 11, v, es el ndmero de ceros aislados de p— f(\)
en 2, contando de acuerdo a sus multiplicidades. Puesto que p — f(X)
no tiene ceros en ., (T), entonces de la igualdad (3.3), en particular no
tiene ceros en (2, para cada n > 1. Asi, a,, = 0 para cada n > 1, y por
lo tanto ind(ul — f(T)) < 0. Esto implica que p & oy (f(T)).

Probemos que 014, (f(T)) C f(01(T)). Como f(T)* = f(T*) y 01 (T)
= 0yuw(T™), entonces, por la primera parte de la demostracion,

ow(f(T)) = ouwu(f(T)") = ouw(f(T7))
C f(o'uw(T*)) = f(alw(T))'

Mediante un ejemplo probaremos que en general las inclusiones del
Teorema 80 son propias.

Ejemplo 16. Sea f(A) = (1 + X)(1 — A) y consideremos T' € ®(X) tal
que ind(AI +T) =1y ind(AI — T) = —1. Entonces,

ind(f(T)) = ind(\I + T) + ind(\I — T) = 0,

asi f(T) € W(X). Esto implica que 0 & 0uw(f(T)) y 0 & 01, (f(T)).
Por otro lado, como A\ +T ¢ W, (X) y Ml — T ¢ W_(X), entonces
{1,-1} C 0uw(T) v {1,-1} C 03,(T). Por lo tanto, 0 € f(ouw(T))
vy 0 € f(01(T)). Esto completa la prueba de que las contenciones del
Teorema 80 son propias.
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Lema 12. Sea T € B(X) y supongamos que f € H(o(T)) es constante
en cada componente conexa de un conjunto abierto U que contiene o(T).
Entonces

flew(T)) = [flow(T)) = f(on(T)) = f(o(T))
= ow(f(T) = ouw(f(T)) = on(f(T)) = o(f(T)).

Demostracion. Primero probemos la igualdad 0., (f(T)) = f(ow(T)).

Como o(T) es compacto, existen Qy, - - - , €, componentes conexas de
U tales que o(T) C [J;~, ;. Podemos suponer que o; = Q; No(T) # 0
para cadai=1,--- ,m. Puesto que U es abierto, entonces €2; es abierto y
cerrado en U. M4s aun, §2; es abierto en C. Asi, o; y o(T)\o; son cerrados
en U, esto es, 0; es un conjunto espectral de T para cadai=1,2,--- ,m.
Sea f(\) = ¢; para cada A € §; y denotemos por y; la funcién carac-
teristica de ;. Es bien conocido que P; = x;(T) es la proyeccién espectral
de T asociada con o; y que la descomposiciéon X = My @P Mo P --- My,
es cierta, donde M; = R(P;). Los subespacios M; son T-invariantes y
f(T)-invariantes. Ademds, notemos que:

FO)=>x() vy A(T) =) aP,
i=1 i=1
asi que f(T)|n; = ¢il;, donde I; es la identidad en M;. Obviamente,

ou(f(T)|as;) = o(f(T)|ar) = {ei}-

Luego, de la Proposicién 5, resulta que:

o(f(T)) = ou(f(T)) = {1, em}-

Por otro lado, la contencién o,,(T") C o(T) implica que:

flow(T)) € f(o(T)) = {c1,- - em}- (34)

La inclusién reciproca de (3.4) también es cierto, pues cada €); contiene
algin punto A de ou,(T|as,), ya que este ultimo conjunto es no vacio, y
por lo tanto,

ci = f(A) € flow(T|m,)) C flow(T)) para todo i=1,---,m.

(
Por lo tanto, f(ou(T)) = ouw(f(T)) = f(o(T)) = o(f(T)).
Veamos que o,(f(T)) = f(ow(T)) = o(f(T)). Puesto que o;,(T) =
ouw(T*) y f(T)* = f(T*), entonces

ow(f(T)) = ouw(f(T)") = ow(f(T7)) = flow(T™)) = flow(T)).

—~
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Por otro lado,

ow(f(T)) = ou(f(T7)) = 0w (f(T)") = o(f(T)") = o (f(T)).

Esto completa la prueba de las igualdades deseadas. De manera similar
se prueba que las igualdades oy, (f(T)) = f(ow(T)) = o(f(T)) son ciertas.
|

Teorema 81. Sean T € B(X) y f € H(o(T)). Entonces,
oup(f(T)) = flow(T)) y ow(f(T)) = flow(T)).

Demostracién. Probemos la inclusion f(ous(T)) C oup(f(T)).

Primero supongamos que f no es constante en cada componente co-
nexa de U, donde U es el dominio de f, es abierto y o(7") C U. Entonces,
por la Observacién 5, Corolario 7 y Teorema 33, resulta que:

flow(T)) = flous(T)UE(T)) € flous(T)) U f(E(T))
= ou(f(T) VEf(T)) = ous(f(T)).

Queda por demostrar la inclusién opuesta oy, (f(T')) € f(ows(T)). Supon-
gamos que A € g, (f(T)). Por el Teorema 51, se tiene que o (f(T)) =
ouw(f(T)) Uacc oap(f(T)), ast que A € 0y (f(T)) 0 A € acc oy, (f(T)).

Supongamos que A € gy, (f(T)). En este caso, A € f(0uw(T)), por
el Teorema 80, y de la inclusién 0,,(T) C ou,(T) se sigue que A €
flow(T)).

Supongamos que A € acc oqp(f(T')). Existe una sucesién A,, de pun-
tos de oqp(f(T)) tal que lim,, oo A = A. De la igualdad oq,(f(T)) =
f(oap(T)) (vedse Teorema 34), se sigue que existe una sucesién {u,} C
oap(T) tal que f(u,) = . Como 04,(T') es compacto, la sucesién fiy,
es acotada, por lo tanto tiene una subsucesion convergente y podemos
suponer que lim,_,o ftn, = p € 04p(T). Entonces, A = limy, o0 Ay =
limy, oo flpn) = f(1), asi que A € f(accoap(T)), y por el Teorema
51, resulta que A € f(oyp(T)). Esto completa la prueba de la igualdad
floww(T)) = ouw(f(T)) en el caso de que f no es constante en cada
componente conexa de U.

Ahora, consideremos la otra posibilidad, es decir, f es constante en

).
(

alguna componente de U. Como o(T) es compacto, existen 1, ,Qy,
componentes conexas de U tales que o(T) C -, Qi y Qi No(T) # 0.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que los primeros €2y, -- - , 2, con

n < m son las componentes conexas de U, donde f es constante, digamos
f(A) = ¢; para A € Q;. Definamos:

Q:LnJQi y 0:0@, donde o; = o(T) N ;.

=1 i=1

82



Noétese que cada o; es un conjunto espectral de T', asi que ¢ también lo es.
También, observe que §2; es abierto y cerrado en U, ya que U es abierto.
Asi, Q es abierto y cerrado en U, esto implica que U\ es abierto en U.
Si P es la proyeccién espectral de T asociada con o, se sigue del Teorema
41 que X = M @@ N y los subespacios M y N son T-invariantes y f(T)-
invariantes, donde M = R(P) y N = N(P). Ademss, o(T|py) =0 CQy
o(T|n) =o(T)\o C U\Q.

Sea g la restriccién de f en Q y h la restriccién de f en U\Q. Las fun-
ciones g y h son analiticas en un conjunto abierto que contiene o(T|as) y
o(T|n), respectivamente. Por definicién, g es constante en cada compo-
nente conexa de (2, es decir, en cada §2; para i = 1,--- ,n, mientras que
h no es constante en cada componente conexa de U\2. De las igualdades
9(TIa) = f(D)|ar y h(T|n) = f(T)|n, y tomando en cuenta el Lema 12,
la Proposicién 5 y la primera parte de la prueba, tenemos:

Uub(f(T)) = Uub(f(T)|M) U Oub(f(T>|N) = Uub(g(T|M)) U Uub(h(T|N))
= g(ow(T|n)) Uh(ouw(T|ar)) = f(ow(T|ar)) U f(ouw(T|ar))
= flow(T|m) Youw(T|m)) = flow(T)),

en la quinta igualdad se debe a que oup(T|ar) v oun(T|n) son disjuntos.
Esta iltima igualdad completa la prueba de la primera igualdad del Teo-
rema.

Ahora, probemos la segunda igualdad del Teorema. Como o,(T) =
ouwn(T*), f(T)* = f(T™*) y teniendo en cuenta lo probado anteriormente,
tenemos:

ow(f(T)) = ouw(f(T)) = oup(f(T7)) = flow(T")) = flow(T)).

Teorema 82. Sean T € B(X) y f € H(c(T)). Entonces
oo(f(T)) = f(ow(T)).
Demostracion. Del Teorema 81, resulta que:

flop(T) = flow(T)Uon(T)) € flow(T)) U flow(T))
= ow(f(T)) Uow(f(T)) = ouo(f(T)).

Reciprocamente, supongamos que A € op(f(7T)). Por el Teorema 51,
ob(f(T)) = ow(f(T))Uacco(f(T)), asi A € o, (f(T)) 0 X € acc o (f(T)).
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Si A € 0y, (f(T)), entonces A € f(0,(T)) (vedse la parte (b) del Teo-
rema 79), esto implica que X € f(op(T)), ya que 0, (T") C op(T). Consi-
deremos la otra posibilidad, esto es, A € acco(f(T)). En este caso, existe
una sucesion {A,} de elementos de o(f(T)) tal que lim, o0 A, = A. De
la igualdad o(f(T)) = f(o(T)) se sigue que existe una sucesién {u,} C
o(T) tal que f(un) = M. Como o(T) es compacto, la sucesién {u,} es
acotada, existe una subsucesién que converge a un cierto p € (7). Po-
demos asumir que lim,, o0 b, = p, asi A = lim, 00 f(n) = f(1), esto
es, A = f(u) € f(acco(T)). De la parte (e) del Teorema 51 concluimos
que A € f(op(T)). [ |

Teorema 83. Sea T € B(X). SiT o T* tiene la SVEP, entonces,

osf(f(T)) = f(oss(T)).

Demostracion. Primero supongamos que T tiene la SVEP. Entonces f(T')
tiene la SVEP (vedse el Teorema 33). Asi, por Teorema 52 y Corolario 7,
resulta que:

osf(f(T)) = ous (f(T)) = flous(T)) = flos(T)).

Si T* tiene la SVEP, entonces f(T™*) tiene la SVEP. Como o4f(T) =
os¢(T*) y tomando en cuenta la primera parte de la prueba, tenemos
que:

osf(f(T)) = o5 (f(T7)) = floss(T7)) = flos(T)).

Teorema 84. Sea T' € B(X). SiT o T* tiene la SVEP, entonces

ouw(f(T)) = ouw(f(T)), o1(f(T)) = ow(f(T)) y
ow(f(T)) = o (f(T)).

Demostracion. Primero supongamos que T tiene la SVEP. Entonces f(T)
tiene la SVEP, por el Teorema 33. Del Teorema 53 se sigue que oy, (f(T))

= Uub(f(T))a y Ulw(f(T)) = Ulb(f(T))'

Ahora, supongamos que T* tiene la SVEP. Entonces f(T)* = f(T*)
tiene la SVEP. Asi, por el Teorema 81 y teniendo en cuenta la primera
parte de la prueba, se obtiene que:

ouww(f(T)) = ow(f(T)") = ow(f(T7)) = ow(f(T"))
= [flow(T")) = flow(T)) = ou(f(T)).
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La prueba de la igualdad o1, (f(T)) = oi(f(T)) es andloga. Finalmente,

ow(f(T) = ouww(f(T)) Vo (f(T))
= ow(f(T)) U f(onw(T)) = on(f(T)).

Corolario 8. Si T o T* tiene la SVEP y f € H(o(H)), entonces

ow(f(T)) = [(ow(T)); ouw(f(T)) = f(0uu(T))
v ow(f(T)) = f(ow(T)).

Ademds, las siguientes igualdades también son vdlidas:

ow(f(T)) = ou(f(T)) = flow(T)) = f(on(T)).

Demostracion. Por el Teorema 84, el Teorema 82 y el Teorema 52, tene-
mos:

ow(f(T)) = ou(f(T)) = f(on(T)) = fow(T)).

Por otro lado, por el Teorema 84, el Teorema 81 y el Teorema 53 tenemos:
ouw(f(T)) = ow(f(T)) = flow(T)) = flouwu(T)) ¥
o1 (f(T)) = ow(f(T)) = flow(T)) = f(o1(T)).
|

3.2.1. Teoremas de la aplicacién espectral para clases
de operadores en los espacios de Hilbert

En esta parte aplicaremos los resultados ya obtenidos en esta seccién
para probar algunos Teoremas de la aplicacion espectral para clases de
operadores en los espacios de Hilbert. Especificamente, probaremos que si
T € B(X) es k-paranormal o k-+-paranormal, entonces el Teorema de la
aplicacién espectral es cierto para o, ¢(T), 0yuw(T), 01w (T') vy para o, (T),
respectivamente.

Comencemos nuestra exposiciéon probando los siguientes dos resulta-
dos preliminares.

Teorema 85. Si T € B(H) es k-paranormal para algin k € N, entonces
p(AM—-T) <1.
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Demostracion. Si A & o,(T), entonces AI —T es inyectivo, y por lo tanto
p(AM — T) = 0. Ahora, supongamos que A € o,(T). Probaremos que
N(M —T) = N(M — T)2. Es suficiente demostrar que N(\ — T)? C
N(A —T), ya que la contencién contraria es clara. Supongamos que A =
0. Seax € N(T?). Entonces T?x = 0, y como T es k-paranormal, entonces
| Tzl < |[T**iz|||z||* = ||T*=*(T22)||||z||* = 0. En consecuencia,
Tz = 0, es decir, z € N(T). Esto prueba que N(T?) C N(T). Finalmente,
supongamos que A # 0. Sean . = 11 ® a9 € NN - T)% y

AT
T‘[o Tg}

en N(T — X))@, N(T — X)*. Entonces
o) = 1ot 1o i ()
- [0 0 ()= (65500) = 6)

De esta igualdad se obtiene que (A — T3)?z9 = 0. Por el Teorema 64,
se tiene que N (Al — T5) = {0}, entonces (A — T3)xz = 0. Asi, x2 = 0.

Entonces
(AL —T) (Z) = [ 0 )\TQT::, } <3i)1> - (g)

asi que z € N(M —T). En consecuencia, N(A —T)?> C N(A —T). Por
lo tanto, p(AI —T) < 1. |

Corolario 9. Si T € B(H) es k-paranormal para algin k € N, entonces
T tiene la SVEP.

Demostracion. Si T es k-paranormal, entonces p(AI — T') < oo (vedse el
Teorema 85). Luego, por el Teorema 38, resulta que T tiene la SVEP. MW

A continuacién probaremos algunos Teoremas de la aplicacién espec-
tral para clases de operadores en los espacios de Hlbert.

Teorema 86. SiT € B(H) es k-paranormal o k-x-paranormal, entonces

05y (f(T)) = f(os4(T)).

Demostracion. Si T es k-paranormal, entonces T tiene la SVEP, por el
Corolario 9. Por el Teorema 83, o57(f(T)) = f(osf(T)). Ahora, si T
es k-x-paranormal, entonces T tiene la SVEP (vedse el Teorema T71).
Nuevamente, por el Teorema 83, o5¢(f(T)) = f(os¢(T)). |
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Teorema 87. SiT € B(H) es k-paranormal y f € H(o(T)), entonces

ow(f(T)) = [flow(T)), ouwu(f(T)) = f(ouww(T))
Y Olw(f(T)) = f(alw(T))'

Demostracion. Si T es k-paranormal, entonces T tiene la SVEP, por el
Corolario 9. Por lo tanto, del Corolario 8, se sigue que el Teorema de la
aplicacion espectral es cierto para o, (1), ouw(T) y para o, (T). |

Para finalizar esta seccién probaremos el siguiente:
Teorema 88. Si T € B(H) es k-x-paranormal y f € H(c(T)), entonces

Uw(f(T)) = f(O'w(T»v Uuw(f(T)) = f(O'uw(T))
Y Olw(f(T)) = f(alw(T))'

Demostracion. SiT es k-+-paranormal, entonces T tiene la SVEP (vedse
el Teorema 71). Por lo tanto, del Corolario 8 se sigue que el Teorema de
la aplicacién espectral es cierto para 0.,(T"), 0uw(T) v para oy, (7). W

3.3. Teorema de Weyl

3.3.1. Caracterizaciones del teorema de Weyl

En esta seccion caracterizamos el Teorema de Weyl. Principalmen-
te relacionamos el Teorema de Weyl con la SVEP y con la parte casi-
nilpotente del operador \I — T para A € C.

Comencemos nuestra exposicion con algunas definiciones y observacio-
nes, y probando algunas propiedades bésicas relacionados con el Teorema
de Weyl.

Definicién 30. Para cada T' € B(X), definamos los siguientes conjuntos:
(a) poo(T) = a(T)\oo(T) = {A € o(T) : Al = T € B(X)}.
(b) moo(T) ={A €isoo(T):0< a(A-T) < o0}

Para un valor propio aislado A\ de T', diremos que tiene multiplicidad
geométrica finita si la dimensién de N (A —T)) es finita. De esta manera,
el conjunto mo(7") estd constituido por los puntos aislados del espectro
de T, que son valores propios de multiplicidad geométrica finita.
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Observemos que si A € o(T)\ow(T), entonces \I — T € W(X), y
como A € o(T), se sigue que (Al —T) = B(A] —T) > 0, asi que:

o(TN\ow(T)={A€C: A -T eW(X),0<a(M -T)}.
Esta observacién la usaremos en lo que resta de este capitulo.
Proposicién 7. Si T € B(X), entonces:
(a) poo(T") = poo(T™).
(b) poo(T) € moo(T).
(¢) poo(T) € o(T)\ow(T).

Demostracion. (a) Basta con observar que o(T') = o(T*) y A\I-T € B(X)
siy sélo si AI* — T € B(X™).

(b) Sea A € poo(T). Entonces A € o(T) y AI =T € B(X). Por lo tanto,
pAM —=T)=q(A\[-T) <oy a(A] —T) < co. Como X € ¢(T), entonces
0 < p(AI—T). En caso contrario, p(Al —T) = g(Al —T') = 0, esto implica
que M\ — T es invertible, es decir, A € p(T'), lo cual es una contradiccién.
En consecuencia, 0 < p(A —T) = qg(AI —T) < oo. Asi, A es un valor
propio de T, es decir, 0 < a(AI — T), y por el Teorema 36, A € isoo(T).
Por lo tanto, A € mpo(T). Esto prueba que poo(T") C moo(T).

(¢) Si A € poo(T), entonces 0 < p(AI —T) = g\ —T) < oo. Como
M —T € B(X), entonces A\I =T € W(X). Ademas, 0 < a(AI—T), ya que
en caso contrario, por el Teorema 44, tendriamos que a(A —T') = S(A] —
T) = 0, en consecuencia, A € o(T), lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, de la Observacién anterior tenemos que A € o(T)\o, (T). [ |

De la prueba de la Proposicién previa tenemos que A € poo(T) si y
sélosi A € mpo(T), \[-T € ®(X)y 0 < p(AI=T) =q(A\I-T) < 0. De
esta equivalencia, y por el Teorema 42 y también el Teorema 49, tenemos
que si A € poo(T'), entonces A es un valor propio aislado de T' de multipli-
cidad algebraica finita, es decir, la dimensién del rango de la proyeccién
espectral de T asociada con \ es finita.

Ahora probaremos que, en general, los conjuntos (1) \o., (T) y 7o (T')
son distintos.

Ejemplo 17. Sea T : Iy — la, definido por T'(z1, 29, ) = (%, %, ).
El adjunto de T" es T* (w1, 22,--+) = (0, %, %, - ). En el Ejemplo 5, de-
mostramos que T es casi-nilpotente, y por lo tanto o(T') = {0}. Claramen-
te, 0 es el tinico punto aislado de o(T). Ademds, N(T') = {(},0,0,---) :
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A € C}, esto implica que a(T) = 1, entonces moo(T) = {0}. Por otra
parte, es obvio que T* es inyectivo, asi que N(T*) = {0}, esto implica
que a(T*) = 0. De la igualdad «(T*) = B(T) se sigue que 3(T) = 0.
En consecuencia, a(T) # B(T), luego T ¢ W (X), es decir, 0 € o,,(T).
Ahora, como 0,,(T) C o(T), tenemos que o, (T) = {0}. Por lo tanto,
o(T)\0w(T) = 0 # 70o(T).

Introducimos una propiedad que ha sido estudiada por muchos au-
tores, llamada el Teorema de Weyl. Esta propiedad asegura la igualdad
de los conjuntos o(T)\ow(T) y moo(T"). Siguiendo la notacién de Coburn
(vedse [6]), tenemos la siguiente definicién.

Definicién 31. Diremos que T' € B(X) satisface el Teorema de Weyl si
o (T)\ow(T) = moo(T).

Si T es como en el Ejemplo 17, entonces T no satisface el Teorema
de Weyl. Ademds, como «(T*) = 0, tenemos que mo(T*) = @) y como
poo(T™*) C moo(T™), se sigue que poo(T*) = @, esto implica que poo(T) = 0.
Por lo tanto, poo(T") # moo(T). Esto prueba que la contencién de la par-
te (b) de la Proposicién 7 generalmente es propia. En particular, hemos
probado que la condicién poo(T) = o(T)\ow(T') no implica el Teorema
de Weyl. Es decir, la condicién o,,(T") = 0,(T") no implica el Teorema de
Weyl.

Ahora probaremos que si T satisface el Teorema de Weyl, entonces
los respectivos conjuntos poo(T") v moo(T") coinciden.

Teorema 89. Sea T € B(X). Si T satisface el Teorema de Weyl, enton-
ces pOO(T) = 700 (T)

Demostracion. Por la Proposicién 7, es suficiente probar que moo(7") C
poo(T). Sea X € mo(T'). Entonces A € isoo(T), esto implica que T tiene
la SVEP en A. Dado que T satisface el Teorema de Weyl tenemos que
m00(T) = o(T)\ow(T), asi que A\ =T € W(X) y 0 < oMl —-T) =
BAI —T). Entonces A\ —T € &(X)y 0 < a(AM -T) =N\ -T) < 0.
Luego, por el Teorema 49, p(AI — T) < oo. Aplicando el Teorema 44,
tenemos que p(AM —T') = q(A\I — T) < o0. Asi, A € poo(T'). Esto prueba
que moo(1") € poo(T'). [ |

La condicién pgo(T) = meo(T) no implica el Teorema de Weyl, tal
como lo demuestra el siguiente Ejemplo.

Ejemplo 18. Denotemos por R y L el operador de desplazamiento a la
derecha y el operador de desplazamiento a la izquierda, respectivamente.
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Recordemos que o(R) = o(L) = D(0,1). Ademas, R y L son definidos
por:

R(z) = (0,z1,22,--+) v L(z) = (x9,23, )

para todo z = {z,} € ls.
Consideremos el operador T'= L& R € B(H) definido por:

T($,y) = (anRy) con r,y € 127

donde H = I3 | I>. Claramente, el adjunto de T es T*(z, y) = (Rx, Ly).

Sean M = I, {0} y N = {0} @ lo. Entonces M y N, ambos, son T-
invariantes. Ademds, T'|ps = Ry T|n = L, respectivamente. Del Teorema
39, se sigue que o(T) = D(0,1).

Noétese que isoo(T) = ), y por lo tanto poo(T) = moo(T) = @. Ahora,
veamos que 0 & o, (T). Observemos que N(T) = {(2,0) : 2, =0 si n >
2, donde z = {x,}} = {A(e1,0) : A € C} y N(T*) = {(0,y) : yn =
0 si n>2,donde y = {yn}} ={A0,e1): A € C}. Por lo tanto, a(T) =
a(T*) = 1. Ahora, de la igualdad «(T*) = S(T) se obtiene que 8(T") = 1.
Por lo tanto, T' es un operador de Fredholm de indice cero, es decir, T es
un operador de Weyl. Asi, 0 & o,,(T). Por lo tanto, o(T)\ow(T) # 0, y
puesto que mo(T) = 0, tenemos que T no satisface el Teorema de Weyl.

En seguida pasemos a caracterizar la condicién poo(7T') = moo(T).

Teorema 90. Sea T € B(X). Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) poo(T) = moo(T);

(b) 0u(T) N 7oo(T) = 0;

(c) osp(T) Nmoo(T) = 0;

(d) RO\ —T) es cerrado para todo \ € moo(T);

(e) Hy(M —T) es de dimension finita para todo X € moo(T);
(f) KM —T) es de codimension finita para todo X € moo(T);
(9) B —T) < 0o para todo A € moo(T);

(h) g(AI —T) < 0o para todo \ € moo(T).
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Demostracion. (a) = (b) Como poo(T) = o(T)\ow(T), entonces poo(T) N
op(T) = (. Ahora, puesto que o, (T) C o,(T'), tenemos que poo(T) N
ow(T) = 0.

(b) = (c¢) Como o5(T) C 0u,(T), entonces os¢(T) Nmeo(T) C 04(T) N
moo(T") = 0. Por lo tanto, os¢(T") N meo(T) = 0.

(¢) = (d) Si XA € mpo(T), por hipétesis A & os¢(T'), es decir, A\I — T es
semi-Fredholm, y por lo tanto R(A — T) es cerrado.

(d) = (e) Sea A € mpo(T). Entonces (Al — T) < oo, y por hipdte-
sis R(AI — T) es cerrado. En consecuencia, A\ — T € &, (X). Como
A € mo(T) Cisoo(T), se sigue que T tiene la SVEP en A. Luego, por el
Teorema 49, Ho(A — T') es de dimensién finita.

(e) = (f) Sea A € mpo(T'). Como A € isoo(T) es un punto aislado,
entonces X = Hy(AI —T)@P K(M — T) (vedse el Teorema 42). En con-
secuencia, si Hy(A — T') es de dimensién finita, se sigue que K (A — T')
es de codimensién finita.

(f) = (9) Como K(A[ —T) C R(A[ —T), entonces (A - T) < 0.

(f) = (a) Bastard probar que moo(T") C poo(T). Sea A € moo(T"). Entonces
a(M—T) < oo, y por hipétesis (AN —T') < oo, asi, A\[ =T € ®(X). Pues-
to que A € isoo(T), se sigue que T y T* tienen la SVEP en . Luego, por
el Teorema 49 y el Teorema 50, tenemos que p(A\[ —T) = g(A[—T) < oc.
Por lo tanto, A € pgo(T"). Esto prueba que moo(T") C poo(T).

(a) = (h) Si A € meo(T) = poo(T), entonces A\I — T € B(X). Entonces,
en particular, g(Al —T') < oo.

(h) = (g) Sea A € mpo(T). Entonces a(Al — T) < o0, y por hipétesis
q(AI —T) < 00. Del Teorema 44 se sigue que S(A] —T) < a(AM[ —T) <
00. ]

A continuacién, vamos a caracterizar el Teorema de Weyl usando los
resultados ya obtenidos anteriormente. En especial, vamos a destacar el
papel de la parte casi-nilpotente del operador \I — T para A € C.

Teorema 91. Sea T € B(X). Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) T satisface el Teorema de Weyl;
(b) ow(T) = o(T)\moo(T);
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(c) ouw(T) = op(T) y poo(T) = moo(T);

(d) Ho(A —T) es de dimension finita para todo A € moo(T) U A(T),
donde A(T) = o(T)\ow(T);

(e) K(AI —T) es de codimension finita para todo A € moo(T) U A(T).

Demostracion. (a) = (b) Como T satisface el Teorema de Weyl, entonces
700(T) = o(T)\ow(T). Por lo tanto,

o(T\moo(T) = o(T)\(o(T)\ow(T)) = o(T) N (C\o(T) Uow(T))
= o(T)Now(T) =0,(T), porque o,(T) C o(T).

(b) = (a) Supongamos que o, (T) = o(T)\moo(T). Entonces

o(T)\ow(T) = o(T)\(e(T)\m00(T)) = o(T) N (C\o(T') U moo(T))
= U(T) N Woo(T) = 7T00(T), porque Woo(T) - J(T)

De esta igualdad se sigue que T satisface el Teorema de Weyl.

(a) = (c¢) Si T satisface el Teorema de Weyl, entonces poo(T") = moo(T)
(vedse el Teorema 89). Ahora veamos que 04(T) = 0, (T). Si A & 04,(T),
entonces A € o(T) o A € o(T), ya que 0,(T) C o(T). Si A € o(T), enton-
ces A € p(T), asi, A & ou(T). Si A € o(T), entonces A € o(T)\ow(T) =
w00(T) = poo(T) = o(T)\ow(T), esto implica que A € o,(T'). Esto prueba
que 04(T") C 0, (T). Por lo tanto, o,(T) = 0.,(T), ya que la contencién
contraria siempre es cierta.

(¢c) = (a) Si (c) es cierto, entonces moo(T) = poo(T) = o(T)\op(T) =
a(T)\o(T). Por lo tanto, T satisface el Teorema de Weyl.

(
(a) = (d) Si T satisface el Teorema de Weyl, entonces moo(T') = poo(T') =
o(T)\ow(T) = A(T), y por lo tanto moo(T) UA(T) = A(T) = moo(T). Se
sigue del Teorema 90, que Ho(A — T) es de dimensién finita para todo
AE 7T00(T) U A(T)

(d) = (¢) Como Ho(Al — T) es de dimensién finita para todo A €
moo(T) U A(T), en particular, Hy(AI — T) es de dimensién finita pa-
ra todo A € mgo(T). Por el Teorema 90, moo(T) = poo(T). Por otro
lado, si A € 0,(T), se tiene que A € o(T) o A € o(T). Claramen-
te, si A ¢ o(T), entonces A & op(T). Ahora, si A € o(T), entonces
A€ a(T)\ow(T) = A(T) C moo(T)UA(T), lo cual implica que Hy(A—T)
es de dimensién finita. Como A € A(T), se tiene que A\ — T € ®(X) y
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a(M-T) = (AM[-T) < oo. Por Teorema 49, tenemos que p(A—T') < oco.
Aplicando el Teorema 44, resulta que p(Al —T') = ¢(A —T) < co. Por
lo tanto, A & o(T), asi, 0(T) C 0, (T). Como o, (T) C op(T) siempre
es cierta para cualquier operador, tenemos que op,(T) = 74,(T).

(d) = (e). Sea A € moo(T)UA(T). Como Hy(A —T) es de dimensién fini-
ta, entonces Ho(AI —T') es cerrado, lo cual implica que T tiene la SVEP
en \. Dado que A € mpo(T) U A(T), entonces A € mpo(T) o A € A(T).
Claramente, si A € mo(T), entonces A € isoo(T'). Ahora, si A € A(T),
tenemos que Al —T € ®(X) y 0 < a(A] —=T) = (M —T) < oo. Por
Teorema 49, tenemos que 0 < p(Al — T) < oo. Aplicando el Teorema
44, resulta que 0 < p(AI —T) = ¢(A\] — T) < oo. Luego, por Teorema
35, A € isoo(T). Esto demuestra que si A € mpo(T) U A(T), entonces
A € isoo(T). Por el Teorema 42, X = Ho(AMl — T)P KM —T). En
consecuencia, como Hy(Al — T') es de dimensién finita, concluimos que
K (M —T) es de codimensién finita.

(e) = (d) Si A € mo(T) U A(T), entonces A € mpo(T) o A € A(T).
Si A € mo(T), entonces A\ € isoo(T). Ahora, si A € A(T), enton-
ces M =T € & X)y 0 < a(M —T) = (A —T) < oo. Puesto
que K(A — T) es de codimensién finita y A\ — T € ®(X), se sigue
del Teorema 50, que ¢(AI — T) < oco. Por el Teorema 44, tenemos que
0<pA\—T)=¢q(M\ —T) < 0, lo cual implica que A € isoo(T). Esto
demuestra que si A € moo(T) U A(T), entonces A € isoo(T'). Entonces
X =Ho(M —T)@P KM —T) (vedse el Teorema 42). Como K (A —T')
es de codimensién finita por hipdtesis, se tiene que Ho(Al — T') es de
dimension finita. |

A continuacién probaremos que si T tiene la SVEP, entonces la con-
dicién poo(T) = moo(T) y el Teorema de Weyl son equivalentes.

Teorema 92. Supongamos que T € B(X) o T* tiene la SVEP. Enton-
ces T satisface el Teorema de Weyl si y solo si una de las condiciones
equivalentes (a)-(h) del Teorema 90 es cierta.

Demostracion. Por el Teorema 52, si T o T* tiene la SVEP, entonces
ow(T) = 0p(T). Si T satisface el Teorema de Weyl, entonces

m00(T) = o (T)\ow(T) = o(T)\ow(T) = poo(T),

asi, la condicién (i) del Teorema 90 se satisface. Reciprocamente, supon-
gamos que moo(T") = poo(T). Entonces

m00(T) = poo(T) = o(T)\op(T) = o(T)\ow(T).
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Probaremos el siguiente resultado, que también relaciona el Teorema
de Weyl con la SVEP.

Teorema 93. Sea T € B(X). Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) T satisface el Teorema de Weyl;
(b) T tiene la SVEP en todo X\ & ou(T) y poo(T) = moo(T).

Demostracion. =] Supongamos que T satisface el Teorema de Weyl, es
decir, o(T)\ow(T) = moo(T). Si A & 0, (T), entonces A\ &€ o(T) o A €
o(T). Si A € o(T), entonces T tiene la SVEP en A. Mientras que si A €
o(T), entonces A € o(T)\ow(T) = moo(T") C isoo(T'), en consecuencia, T’
tiene la SVEP en A. Por otro lado, se sigue del Teorema 89 que pgo(7T') =
FOQ(T).

<] Veamos que moo(T) = o(T)\ow(T). Sea A € o(T)\ow(T). Entonces
X & 0, (T), luego por hipétesis, T tiene la SVEP en A y ademés, A\ —T €
W(X). Asi, por el Teorema 49, p(AI—T') < oo. Dado que A\I-T € W(X),
entonces ind(A —T) = 0, esto es, (AN —T) = B(AM — T) < oo. Por el
Teorema 44, p(AI —=T) = g(AI —T) < co. Asi, A € o(T)\ow(T) = poo(T),
y puesto que moo(T") = poo(T'), tenemos que A € mgo(T). Reciprocamente,
si A€ mo(T) = poo(T) = o(T)\op(T), entonces A € op(T), lo cual
implica que A & 0, (T). Por lo tanto, A € o(T)\o.,(T). Esto completa la
prueba. |

Del Teorema 93 se sigue que T satisface el Teorema de Weyl si y sélo
si T tiene la SVEP en todo punto A & o,,(T) y satisface una de las con-
diciones equivalentes del Teorema 90.

Finalizamos esta seccién probando que la SVEP no implica el Teorema,
de Weyl y que si T satisface el Teorema de Weyl no implica que T
satisface dicha propiedad.

Ejemplo 19. La SVEP no implica el Teorema de Weyl.

Sea T : Iy — la, definido por T'(21,2,---) = (%, %, --). Recorde-
mos que T es casi-nilpotente y por lo tanto T tiene la SVEP. Sin embargo,

por el Ejemplo 17, T no satisface el Teorema de Weyl.

Ejemplo 20. Si un operador satisface el Teorema de Weyl, entonces no
implica que su adjunto satisface la misma propiedad.
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Consideremos el adjunto del Ejemplo anterior. Como r(T*) = r(T) =
0, tenemos que 1™ también es casi-nilpotente. Por lo tanto T tiene la
SVEP. Sabemos que poo(T*) = moo(T*) = 0. Por lo tanto, por el Teorema
93, T* satisface el Teorema de Weyl, mientras que T** = T no satisface
el Teorema de Weyl.

3.3.2. Operadores que satisfacen el teorema de Weyl

En esta parte probamos que si T es k-paranormal o k-x-paranormal
y f € H(a(T)), entonces el Teorema de Weyl es cierto para f(T) y para
f(T*). En particular, Ty T* satisfacen el Teorema de Weyl. Cabe senalar
que estos resultados los obtuvimos a partir de los resultados obtenidos
del Teorema de Weyl para operadores polaroides.

Denotemos por Py(X) el conjunto de todos los T € B(X) que satis-
facen que para cada A € mpo(T) existe p = p(A) € N tal que:

Ho(M —T) = N((\ - T)?).

Teorema 94. T € Py(X) si y solo si moo(T) = poo(T). En particular, si
T tiene la SVEP, entonces T satisface el Teorema de Weyl si y sélo si
T € Py(X).

Demostracion. =] Sea T € Py(X). Para cada A € mo(T) existe p =
p(A) € N tal que Ho(A —T) = N((AM — T)P). Veamos que moo(T) =
poo(T). Si A € mo(T), entonces A € isoo(T) y 0 < a(AM] —T) < oo.
Puesto que A € isoo(T'), entonces X = Ho(Al —T) @ K(A —T) (vedse
el Teorema 42). Asi, X = N((AM —T)?) @ K(A — T'). En consecuencia,

(M =T)"(X) = O\ - T)P(K(\ - T)) = K(\I - T).

Por lo tanto, X = N((AI —T)?) (A — T)?(X). Luego, por el Teorema
36, p(AI = T) = q(AM — T) < p. Ahora, como «(A] —T') < oo, entonces
a(M —T) = B(MN —T) < 0o (vedse el Teorema 44). Por lo tanto, A\l —
T € B(X), es decir, A & ou(T). Esto implica que A € o(T)\op(T) =
poo(T). Esto prueba que moo(T) C poo(T). Luego, por la Proposicién 7,
concluimos que moo(T') = poo(T).

<] Supongamos que oo (1) = poo(T) y A € moo(T"). Entonces 0 < p(Al —
T) = g(AM = T) < oo. Luego, por el Teorema 42, tenemos que Hy(A —
T) = N((M — T)P). Por lo tanto, T' € Py(X).

La segunda afirmacion es clara. En efecto, si T satisface el Teorema
de Weyl, se sigue del Teorema 89, que poo(T) = moo(T), asi, T € Py(X).
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Reciprocamente, si T € Py(X) y tiene la SVEP, entonces T satisface el
Teorema de Weyl, por el Teorema 93. |

Corolario 10. SiT € B(X) es polaroide, entonces T € Py(X).

Demostracion. Nétese que moo(T) C isoo(T). Si T es polaroide y A €
moo(T), entonces existe p = p(A) € C tal que Hy(AM —T) = N((A[-T)P),
por el Teorema 75. Por lo tanto, T' € Py(X). |

La implicacion reciproca del Corolario previo no necesariamente es
cierta.

Ejemplo 21. Un ejemplo de un operador que pertenece a la clase Py(X)
que no es polaroide.

Supongamos que T™* es como en el Ejemplo 20. Entonces T* € Py(X)
y p(T*) = 0, ya que T* es inyectivo. Sin embargo, ¢q(T*) = oo, pues en
caso contrario (vedse el Teorema 35), q(T*) = 0, esto implica que T* es
sobreyectivo, lo cual es imposible, ya que o(T*) = {0}. Por lo tanto, T*
no es polaroide.

Notemos que existen operadores polaroides que no satisfacen el Teo-
rema de Weyl. En efecto, consideremos 7' del Ejemplo 18, entonces T
no satisface el Teorema de Weyl. Sin embargo, T es polaroide, ya que
isoo(T) = 0. De aqui también se obtiene que si T" € Py(X), no implica
que T satisface el Teorema de Weyl.

Continuemos con nuestra exposiciéon probando algunos resultados del
Teorema de Weyl para operadores polaroides.

Lema 13. SiT € B(X) es polaroide, entonces T* € B(X*) es polaroide.

Demostracion. Sea X\ € isoo(T*). Puesto que T es polaroide e isoo(T) =
isoo(T*), entonces A\ es un polo del resolvente de T. Asi, 0 < p =
p(AMl —T) = q(A — T) < c0. Del Teorema 42 se sigue que R(A —T) es
cerrado y X = N((A —T)?) @ R((AMI — T)P). Luego, de la Observacién
1, obtenemos:

X*

N((AI=T)")° @ R(AI - T)P)°
= R(AI" =T*)")EPN(AI* = T7)P).

Por el Teorema 36, 0 < p(AI* —T%) = ¢(AI* —T*) < p. Por lo tanto, A
es un polo del resolvente de T*, es decir, T es polaroide. |
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Aplicaremos el Lema anterior para probar el siguiente teorema.

Teorema 95. SiT € B(X) es polaroide y satisface el Teorema de Weyl,
entonces T* satisface el Teorema de Weyl.

Demostracion. SiT es polaroide, entonces T* es polaroide (vedse el Lema
13). Por el Corolario 10 se sigue que T € Py(X) y T* € Py(X*), y
por lo tanto poo(T) = meo(T) v poo(T*) = meo(T™*), por el Teorema 94.
Aplicando la Proposicién 7, tenemos que mo(T) = poo(T) = poo(T*) =
moo(T™). Como T satisface el Teorema de Weyl, o(T) = o(T*) y 0,(T) =
0w (T™), entonces:

o(T*)N\ow(T") = o(T)\ow(T) = moo(T) = moo(T™).
Por lo tanto, T satisface el Teorema el Weyl. |

Corolario 11. Sea T € B(X). Si T es polaroide y T o bien T™ tiene la
SVEP, entonces T y T* satisfacen el Teorema de Weyl.

Demostracion. Supongamos que T tiene la SVEP. Como T es polaroide,
entonces T' € Py(X), esto implica que T satisface el Teorema de Weyl, por
el Teorema 94. Ahora, del Teorema 95, se sigue que T* también satisface
el Teorema de Weyl.

Ahora supongamos que T* tiene la SVEP. Claramente, T* satisface
el Teorema de Weyl, ya que T* es polaroide. Finalmente, veamos que T’
satisface el Teorema de Weyl. Puesto que T'y T*, ambos, son polaroides,
tenemos que (1) = meo(T™), como en la prueba del Teorema 95. Luego,
como T satisface el Teorema de Weyl, tenemos:

o(T)\ow(T) = o(T")\ow(T™) = moo(T™) = oo ().
De aqui se obtiene que T también satisface el Teorema de Weyl. |

Recordemos que T' € B(X) es isoloide si todo punto aislado de o(T')
es un valor propio de T'. Es claro que todo operador polaroide es isoloide.
En efecto, si T' es polaroide, entonces todo punto aislado A de o(T") es un
polo del resolvente de T'. Asi, 0 < p(A] —T) = q¢(AI —T) < o0, de lo cual
A es un valor propio de T, es decir, T es isoloide. Sin embargo, existen
operadores isoloides que no son polaroides.

Ejemplo 22. Un ejemplo de un operador isoloide que no es polaroide.
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Sea T como en el Ejemplo 17. Entonces a(T) = 1, esto implica que
0 es un valor propio de T, y por lo tanto T es isoloide. Por otro lado,
por el Ejemplo 21, ¢(T*) = oo. De la igualdad p(T) = q(T*) se sigue
que p(T) = oo. Por lo tanto, T' no es polaroide. En particular, también
obtenemos que existen operadores isoloides que no satisfacen el Teorema
de Weyl, ya que T no satisface dicha propiedad.

En general, entre los operadores de clase Py(X) y los operadores iso-
loides no hay una buena relaciéon. En efecto, si T es como en el Ejemplo
anterior, entonces T es isoloide. Pero T no es de clase Py(X), ya que
0 = poo(T) # moo(T) = {0}. Por otro lado, T* € Py(X), mientras que T*
no es isoloide.

Observacién 7. Si T es isoloide y f € H(o(T)), entonces

o (f(T)\moo(f(T)) = f(o(T)\moo(T))-

La prueba de esta Observacion se puede encontrar en el Lema 3.89 de
Aiena [3]. Usaremos esta Observacién para probar el siguiente teorema.

Teorema 96. Supongamos que T es polaroide y f € H(o(T)). SiT o T*
tiene la SVEP, entonces f(T) y f(T*) satisfacen el Teorema de Weyl.

Demostracion. Supongamos que T es polaroide. Entonces T* es polaroide
y por lo tanto 1"y T*, ambos, son isoloides. De la Observacién 7, tene-
mos que o (f(T))\moo(f(T)) = f(o(T)\moo(T)) y o (f (T"))\moo(f(T™)) =
flo(T*)\moo(T™)). SiT o T* tiene la SVEP, entonces o, (f(T)) = f(ow(T))
vy ow(f(T*) = f(ow(T*)) (vedse el Corolario 8). Usando nuevamen-
te la condicién de que T o T tiene la SVEP, y teniendo en cuenta el
Corolario 11, tenemos que 1"y T™* satisfacen el Teorema de Weyl. Asi,
a(T)\70(T) = 0 (T) y o(T*)\moo(T*) = 04, (T*). Por lo tanto,

o(f(T)\moo (f(T)) = f(o(T)\70o(T)) = flow(T)) = ow(f(T)), ¥

a(f(T O\ (F(T7)) = f(a(T")\7moo(T™)) = f(ow(T7)) = 0w (f(T7)).
En consecuencia, f(T) y f(T™*) satisfacen el Teorema de Weyl. |

Los siguientes Teoremas son consecuencias inmediatas de los resulta-
dos obtenidos para operadores polaroides.

Teorema 97. Si T es k-paranormal para algin k € N, entonces f(T) y
f(T*) satisfacen el Teorema de Weyl. En particular, T y T* satisfacen
el Teorema de Weyl.
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Demostracion. Supongamos que 1" es k-paranormal. Por el Teorema 76,
T es polaroide, y por el Corolario 9, T tiene la SVEP. Luego, por el
Teorema 96, f(T) y f(T*) satisfacen el Teorema de Weyl. |

También probaremos que los operadores k-*-paranormales satisfacen
el Teorema de Weyl.

Teorema 98. Si T es k-x-paranormal para algin k € N, entonces f(T)
y f(T*) satisfacen el Teorema de Weyl. En particular, T y T* satisfacen
el Teorema de Weyl.

Demostracion. Supongamos que T' es k-x-paranormal. Por el Teorema
71, T tiene la SVEP, y por el Teorema 77, T' es polaroide. Luego, por el
Teorema 96, f(T) y f(T*) satisfacen el Teorema de Weyl. |
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Figura 3.1: Para finalizar, presentamos un resumen mediante un diagra-
ma que muestra las relaciones que existen entre las clases de operadores
introducidas en este trabajo. En particular, muestra las clases de opera-
dores que satisfacen el Teorema de Weyl segtin los resultados obtenidos
en esta seccion.

Teorema de Weyl « Py(H) + SVEP Py(H)

Polaroide + SVEP ——» Polaroide

l

Isoloide
k —+ — paranormal <— x — Clase A(k) Clase A(k) > k — pat“anormal
* —paranormal <*«—— * — Clase A Clase A — Paranormal

A

p — hiponormal

Totalmente —* —paranormal <—— Hiponormal — Totalmente — paranormal

100 I

Casi — normal = Normal

|

Proyeccién ortogonal — Operadores no negativos ——— Auto — adjunto




Conclusiones

En el presente trabajo inicialmente analizamos las relaciones existen-
tes entre las clases de operadores especiales en los espacios de Hilbert
tales, como operadores normales, hiponormales, clase A y paranormales,
entre otros. Principalmente, estudiamos sus propiedades espectrales y la
proyeccion espectral para estas clases de operadores.

Por otra parte, hemos considerado el Teorema de la aplicacién espec-
tral para los espectros generados a las clases de operadores en los espacios
de Banach de tipo Fredholm, Browder y Weyl, entre otros.

También, caracterizamos el Teorema de Weyl, relacionamos esta pro-
piedad con la SVEP, dimos resultados principales de esta misma propie-
dad para operadores polaroides en los espacios de Banach y clasificamos
clases de operadores que lo satisfacen.

Ademas, mostramos ejemplos para justificar las relaciones que no son
verdaderas. Cabe senalar que en varios de estos ejemplos no aparece su de-
mostracién en las fuentes originales. Al final de cada seccién del capitulo
tres fuimos aplicando los resultados obtenidos en el caso general de ope-
radores actuando en los espacios de Banach para clases especiales de ope-
radores en los espacios de Hilbert. Especificamente, que dados T' € B(H)
y f € H(o(T)), probamos:

(a) Si T es k-paranormal y 0 # A € isoo(T), entonces P es auto-
adjunta, donde P es la proyeccién espectral de T asociada con .

(b) SiT es k-*-paranormal y A € isoo(T), entonces P es auto-adjunta,
donde P es la proyeccion espectral de T asociada con .

(c) SiT es k-paranormal o k-x-paranormal, entonces:

1. T y T* son polaroides y por lo tanto isoloides.
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2. 0o(f(T)) = floe(T)), ou(f(T)) = f(ou(T)) y ou(f(T)) =

3. f(T) y f(T*) satisfacen el Teorema de Weyl.
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Apéndice: Funciones
analiticas

En este apéndice damos los resultados méas importantes sobre las fun-
ciones analiticas F' : U — X, donde U es un subconjunto abierto del plano
complejo y X es un espacio de Banach. Los detalles de lo aqui expuesto
pueden verse en [1].

Definicién 32. Sea U un subconjunto abierto de C. Diremos que F :
U — X es analitica en U si para todo Ag € U, existe el limite

/ R Y2 F()‘) 7F(>\0)
Fo) = lim ———

En tal caso, la funcién F’ es llamada la derivada de F. Si 2*F : U — C
es analitica, para cada z* € X*, entonces F': U — X se dice débilmente
analitica en U.

Las derivadas de orden superior F(")()g) de la funcién F en el pun-
to Ag son definidas de forma recursiva. También es bien conocido que
F:U — X es analitica en U siy solo si F' es débilmente analitica en U.

Una curva en C es definida como una funcién continua I' : [a,b] — C,
donde [a, b] es un intervalo en R . Se dice que es cerrado si I'(a) = IT'(b).
Una curva cerrada I se llama una curva simple si para todo t1,t2 € [a, b],
t1 < ta y T'(t1) = T'(t2) implica que t; = a y ta = b. En este caso
identificamos T" con su imagen I'([a, b]). Una curva I' es rectificable si el
supremo del conjunto

n

D It —T(tin)| ra=ty <ty <+ <t, =b}

i=1
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es finito. Una curva de Jordan es una curva simple, cerrada y rectificable.

El Teorema de la curva de Jordan establece que si I' es una curva
simple cerrada, entonces C\I'([a, b]) tiene dos componentes conexas, una
acotada y otra no acotada. El interior de una curva de Jordan I' es la
componente acotada de C\I'([a,b]) y se denota por int(I'). El exterior
de una curva de Jordan I' es la componente no acotada de C\I'([a, b]) y
se denota por ext(T"). Una curva de Jordan T se dice que estd orientada
positivamente si int(T") se encuentra a la izquierda segin se traza la curva.

Un dominio en C es un subconjunto abierto y conexo de C. Un domi-
nio 2 es simplemente conexo si el complemento de 2 en C U {co} es un
conjunto conexo.

Como en el andlisis cldsico complejo, otra nocién relacionada con las
funciones andliticas a valores en un espacio de Banach X es la integral
de una funcién a valores en X.

Definicién 33. Sea I : [a,b] — C una curva rectificable en C. Si F :
I'([a,b]) — X es continua, entonces definimos su integral de contorno
como el limite de sumas de Riemann-Stieltjes:

n

b
[ FOax= [TPE@ne = tim S PG - Do)

lA[—=0 =
=1

donde A = {a =ty < t1 < --- < t, = b} es una particién de [a,b],
S; € [ti—17ti] y ||AH = méx{ti - ti—l 1= 1, s ,’/L}.

Sea I' una curva rectificable en C. Para funciones continuas F,G :
I'([a,b]) = X tenemos:

(
(a) JpuF(N)dX = p [ F(A)dA;
(1) [o(F(\) + GO))AA = [, FONA + [ G(A)dA;

ON fr N)dA| < (méxyer(jap)) [|[F (M) Lr, donde Ly es la longitud
de T

2 ([.F(\)dN) = [ a* F(\)d\;
(€) T([n F(N)d\) = [ TF(N)dX;

para cualesquiera p € C, 2* € X* y T € B(X).
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Sea U un dominio en Cy sean I'1, '3 : [a, b] — C dos curvas contenidas
en U con los mismos extremos, esto es, I'1 (a) = T'z(a) y T'1(b) = 'y (b),
o bien dos curvas cerradas contenidas en U. Diremos que I'y y Iz son
homotopicas en U si I'y se puede deformar continuamente hasta trans-
formarse en I'y sin salirse de U.

A continuacién presentamos algunos resultados fundamentales para
funciones analiticas F' : U — X, donde U es un subconjunto abierto de
C, similares a los ya conocidos en el andlisis complejo clasico.

Teorema 99. (integral de Cauchy) Sea U un dominio en C. Si F es
analitica en U y 'y, T'y son curvas rectificables y homotopicas en U,
entonces
F(N)dA = F(N)dA.
Fl F2
En particular, si U es simplemente conexo, entonces fr F(A\)d\ =0 para
cada curva de Jordan en U.

Teorema 100. (formula integral de Cauchy) Sea U un dominio en C.
Si U es simplemente conexa y F es analitica en U, entonces F tiene
derivadas de cualquier orden en cada Ao € U y éstas vienen dadas por la
formula:

" n! F(x
F()\O): ‘/F(>\_>(\O;n+ld>\ para 77/20,1,"',

donde T es cualquier curva de Jordan positivamente orientado en U y
Ao € Z’I’Lt(F)

Teorema 101. (de Taylor) Sean U un dominio en C y F : U — X
una funcién analitica. Sean Ao € Q y r > 0 tal que D(N\g,r) C U. Si
X € D(\g, ), entonces

F(\) = i an(X — o)™,
n=0

donde

_ F"(X)

Qg ]
n:

€ X para n=0,1,---

Teorema 102. (expansion en serie de Laurent) Sea F : D(Xg,7)\{ o} —
X wuna funcién analitica en el anillo o disco agujerado D(Ag,m)\{ o} =
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{AeC:0<|A=Xo| <r}. Entonces, F admite un desarrollo en serie de
Laurent

n=0

sobre dicho anillo, donde los coeficientes estan dados por:

1 F(\) 1 / .
n==— | —————d\ y by == [ F(A) (A= X)" "d),
“ 2mi /F (A=)t 4 27t Jp (A 0)

dondeT' ={A € C:|A—=X| =6}, con0<d<r.
Suponiendo el teorema anterior, se tienen las siguientes expresiones:
(i) Ao es una singularidad de F si b, = 0 para cada n € N.
(if) Ao es un polo de orden p de F' si b, # 0 y b, = 0 para todo n > p.
(iii) Ao es una singularidad esencial de F, si b,, # 0 para infinitos n.
Finalmente, presentamos el Teorema de Liouville:

Teorema 103. (de Liouwville) Si F : C — X es acotada y analitica
entonces F es una funcion constante.

Los resultados dados aqui se pueden demostrar exactamente de la
misma manera que se hacen las demostraciones de los resultados corres-
pondientes a las funciones complejas de una variable compleja.
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