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Introducción

Un operador T ∈ B(X), X un espacio de Banach, se dice que satisface
el teorema de Weyl si el complemento del espectro de Weyl en el espectro
del operador es el conjunto de todos los puntos aislados del espectro que
son valores propios de multiplicidad geométrica finita. Para operadores
k-paranormales en los espacios de Hilbert, Yuan y Gao en [25] probaron
una parte de la igualdad σ(T )\σw(T ) = π00(T ), y que el teorema de Weyl
es cierto para f(T ) cuando f es anaĺıtica en un subconjunto abierto de
C que contiene el espectro de T , para k = 1. El objetivo principal de este
trabajo es demostrar que el teorema de Weyl es cierto para f(T ) para
todo k ∈ N, y si T es k-paranormal y λ es un punto aislado no cero del
espectro de T , entonces la proyección espectral P de T con respecto a
λ satisface que R(P ) = N(λI − T ) = N(λI − T ∗) y P es auto-adjunta.
Además, probaremos que el teorema de la aplicación espectral para el es-
pectro esencial, el espectro de Browder y el espectro de Weyl son ciertos
para T , y que T es polaroide.

El estudio de los operadores que satisfacen el teorema de Weyl lo ini-
ció el matemático Hermann Weyl en 1909, y probó que para un operador
auto-adjunto T definido en un espacio de Hilbert satisface que λ ∈ σw(T ),
precisamente cuando λ no es un punto aislado de multiplicidad finita en
σ(T ) (veáse [24]). Posteriormente, en 1966, el matemático L. A. Coburn
(v. [6]) llamó esta propiedad el teorema de Weyl en honor a Hermann
Weyl, y extendió el teorema de Weyl para operadores hiponormales. En
años más recientes muchos matemáticos se han interesado en esta pro-
piedad, entre los que destacan B.P. Duggal, S. V. Djordjevic, P. Aiena,
entre otros, y han obtenido una gran cantidad de resultados sobre esta
propiedad (v. [9], [7], [8], [2] y [4]). Cabe señalar que los resultados que
actualmente conocemos del teorema de Weyl se deben principalmente a
la teoŕıa espectral local, particularmente, con el estudio de la propiedad
de extensión univaluada (SVEP).
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En este trabajo inicialmente probamos resultados más generales pa-
ra operadores en los espacios de Banach y, con base en ellos, obtuvimos
resultados para clases de operadores especiales en los espacios de Hil-
bert. Espećıficamente, probamos resultados para la proyección espectral,
el teorema de la aplicación espectral de los espectros que se derivan de
la Teoŕıa de Operadores de Fredholm, caracterizaciones del teorema de
Weyl y el teorema de Weyl para operadores polaroides, respectivamente.
Usando estos resultados, demostramos que los operadores k-paranormales
satisfacen las propiedades mencionadas al principio de esta parte del tra-
bajo.

Organizamos la exposición en tres caṕıtulos. En el primero empezamos
presentando propiedades básicas de operadores en los espacios de Banach
y, en especial, en los espacios de Hilbert. En seguida incluimos una propie-
dad de suma importancia para operadores en los espacios de Banach, la
SVEP. Relacionamos dicha propiedad con la parte casi-nilpotente, el as-
censo y descenso de un operador, respectivamente. También, presentamos
resultados para puntos aislados del espectro de un operador y relaciona-
mos estos puntos con la SVEP. Para finalizar este caṕıtulo, introducimos
los operadores semi-Fredholm, Fredholm, Weyl y Browder, con sus res-
pectivos espectros. El material de este primer caṕıtulo se incluye para
facilitar la lectura del resto del trabajo.

El segundo caṕıtulo lo dedicamos al estudio de las propiedades es-
pectrales de las clases especiales de operadores en los espacios de Hil-
bert. Empezamos introduciendo los operadores normales e hiponormales,
con sus respectivas propiedades; vemos que los operadores normales son
subclases de los operadores hiponormales; la restricción de un operador
hiponormal a un subespacio invariante es hiponormal, mientras que los
operadores normales no satisfacen esta propiedad, y caracterizamos es-
tos operadores mediante el espectro. Luego, introducimos los operadores
p-hiponormales, clase A, paranormales y k-paranormales y probamos que
las siguientes contenciones son propias en el sentido de conjuntos:

normal ⊆ hiponormal ⊆ p− hiponormal ⊆ clase A

⊆ paranormal ⊆ k − paranormal.

Mostramos también que los operadores k-paranormales son isoloides.
Terminamos el caṕıtulo dos introduciendo a los operadores ∗-clase A,
∗-paranormal y k-∗-paranormal y probamos que las siguientes contencio-



nes también son ciertas en el sentido de conjuntos:

normal ⊆ hiponormal ⊆ ∗ − clase A

⊆ ∗ − paranormal ⊆ k − ∗ − paranormal.

Por otra parte, probamos que los operadores ∗-paranormales son inde-
pendientes de los operadores paranormales. Además, probamos que los
operadores k-∗-paranormales son isoloides.

Finalmente, en el tercer caṕıtulo estudiamos las proyecciones espec-
trales de las clases especiales de operadores en los espacios de Hilbert
introducidas en el caṕıtulo dos. A continuación presentamos el teorema
de la aplicación espectral para ciertos espectros generados por los opera-
dores semi-Fredholm. Por otra parte, introducimos el teorema de Weyl,
damos algunas caracterizaciones del mismo y demostramos que existe una
gran cantidad de operadores que lo satisfacen. Principalmente, probamos
que los operadores polaroides que tienen la SVEP satisfacen el teore-
ma de Weyl. Como resultados particulares, obtuvimos que los operado-
res k-paranormales y k-∗-paranormales satisfacen el teorema de Weyl; el
teorema de la aplicación espectral es cierto para los espectros superior-
mente semi-Weyl, inferiormente semi-Weyl y de Weyl para estas clases
de operadores, respectivamente. Además, probamos que son polaroides.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo damos los conceptos y resultados básicos que nos
permitan desarrollar los caṕıtulos posteriores del presente trabajo. Las
pruebas de los resultados aqúı expuestos no se incluirán para no extender-
nos mucho en nuestra exposición. Por ello, solo ilustraremos con algunos
ejemplos con detalles de estos resultados que creamos convenientes, con
el fin de lograr una mejor comprensión. Más detalle de tales resultados
se pueden encontrar en [17] y [15] para las primeras tres secciones; para
las secciones restantes, en [1] y [3].

1.1. Operadores acotados en los espacios de
Banach

En esta sección se estudian ciertas propiedades de operadores acota-
dos en los espacios de Banach; de paso asociaremos con cada operador
lineal acotado su adjunto, y veremos cómo ciertas propiedades de dicho
operador se reflejan en el comportamiento de su adjunto. También se in-
troduce el espectro de un operador lineal acotado que es clave para el
estudio de la teoŕıa de operadores en los espacios de Banach, ya que de-
fine el comportamiento de un operador en general. De manera natural se
estudian ciertos subconjuntos del espectro de un operador que serán fun-
damentales en las clases de operadores que se estudiarán en este trabajo.

Comencemos nuestra exposición con algo de notaciones. Los śımbolos
N, Z+, Z, R y C denotan los conjuntos de los números naturales, núme-
ros naturales con el cero, números enteros, números reales y números
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complejos, respectivamente. Los śımbolos |λ| y λ denotan el módulo y
el conjugado del número complejo λ, respectivamente. La frontera y la
clausura de un subconjunto A de C, se denotan por ∂A y A, respectiva-
mente. Por otra parte, si A y B son subconjuntos de cualquier espacio de
Banach X, A\B denota el complemento de B en A; y si x ∈ X, d(x,A)
denota la distancia del punto x al conjunto A.

Definición 1. Un espacio vectorial sobre C es un conjunto no vaćıo X
provisto de dos operaciones llamadas suma y multiplicación por escalares,
respectivamente. Tales operaciones se interpretan como aplicaciones + :
X×X → X tal que +(x, y) = x+y para cada par de elementos x, y ∈ X
y ∗ : C×X → X tal que ∗(α, x) = αx para cada x ∈ X y α ∈ C, y que
satisfacen las siguientes propiedades:

1. x+ y = y + x;

2. x+ (y + z) = (x+ y) + z;

3. existe 0 ∈ X tales que x+ 0 = 0 + x = x;

4. existe −x ∈ X tales que x+ (−x) = (−x) + x = 0;

5. 1x = x;

6. α(βx) = (αβ)x;

7. α(x+ y) = αx+ αy;

8. (α+ β)x = αx+ βx;

para cualesquiera x, y, z ∈ X y α, β ∈ C.

Definición 2. Sea X un espacio vectorial sobre C. Una función ‖ · ‖ :
X → R es una norma en X si satisface las siguientes propiedades:

1. ‖x‖ ≥ 0;

2. ‖x‖ = 0 si y solo si x = 0;

3. ‖αx‖ = |α|‖x‖;

4. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖;

para cualesquiera x, y ∈ X y α ∈ C.
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Un espacio normado es un par ordenado (X, ‖ · ‖), donde X es un
espacio vectorial y ‖ · ‖ es una norma en X. Por comodidad, nos referire-
mos a menudo a un espacio normado (X, ‖ · ‖) diciendo simplemente que
X es un espacio normado, sin mencionar expĺıcitamente la norma ‖ · ‖
que equipa el espacio vectorial X. Todo espacio normado X induce una
métrica d : X ×X → R, dada por:

d(x, y) = ‖x− y‖

para cada x, y ∈ X. Por lo tanto, tiene sentido hablar de la completitud
de tales espacios. Formalizando la idea, tenemos:

Definición 3. Un espacio de Banach es un espacio normado completo.
Es decir, un espacio de Banach es un espacio normado que es completo
como un espacio métrico con respecto a la métrica definida anteriormente.

Definición 4. Sea X un espacio vectorial sobre C. Un subconjunto M
no vaćıo de X es un subespacio vectorial de X, si es un espacio vectorial
con respecto a las operaciones de suma y multiplicación por escalares de
X restringido a sus elementos. Equivalentemente, M es un subespacio
vectorial de X si:

1. x+ y ∈M y

2. αx ∈M

para cualesquiera x, y ∈M y α ∈ C.

Sea M un subconjunto de un espacio normado X. Diremos que M es
un subespacio si es un subespacio vectorial cerrado en X.

Sean M y N subespacios vectoriales de un espacio vectorial X. La
suma de M y N se define por M + N = {x + y : x ∈ M,y ∈ N}, y es
un subespacio vectorial de X. Diremos que X es una suma directa de M
y N si X = M + N y M ∩ N = {0}. Equivalentemente, si para cada
x ∈ X existen u ∈ M y v ∈ N únicos tales que x = u + v. Escribire-
mos a X como X = M

⊕
N si X es la suma directa de M y N . A veces

también diremos que M y N es una descomposición de X si X = M
⊕
N .

Continuemos nuestra exposición con la noción de operadores acotados.

Sean X e Y espacios vectoriales. Una función T : X → Y es una
transformación lineal si para todo x, y ∈ X y α ∈ C,

T (x+ y) = T (x) + T (y) y T (αx) = αT (x).
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Sean X e Y espacios normados. Recordemos que una transformación
lineal T : X → Y es acotada si existe α > 0 tal que

‖Tx‖ ≤ α‖x‖

para cada x ∈ X. Equivalentemente, si T mapea subconjuntos acotados
de X en subconjuntos acotados de Y . Además, no es complicado pro-
bar que la acotación de una transformación lineal es equivalente a su
continuidad. Denotaremos por B(X,Y ) al conjunto de todas las trans-
formaciones lineales y acotadas T : X → Y . Si X = Y , usaremos la
notación B(X) para B(X,X) y a los elementos de B(X) les llamaremos
operadores. También, recordemos que si T ∈ B(X,Y ), la norma de T se
define por:

‖T‖ = sup
0 6=x∈X

‖Tx‖
‖x‖

= sup
‖x‖=1

‖Tx‖.

Por lo tanto, si T ∈ B(X,Y ), tenemos que ‖Tx‖ ≤ ‖T‖‖x‖ para todo
x ∈ X. Se conoce que B(X,Y ) es un espacio normado con respecto a
la norma definida arriba. Más aún, es un espacio de Banach, si Y es un
espacio de Banach. El operador identidad sobre X será denotado por I.
Dada una transformación lineal T ∈ B(X,Y ), definimos el núcleo de T
como el conjunto

N(T ) = {x ∈ X : Tx = 0}

y el rango de T se denota por R(T ) y se define por

T (X) = {Tx : x ∈ X}.

Fácilmente se demuestra que el núcleo y el rango de T ∈ B(X,Y ) son
subespacios vectoriales de X e Y , respectivamente. Además, es obvio que
N(T ) es cerrado por la continuidad de T .

Definición 5. Sea X un espacio vectorial, y sea T : X → X una trans-
formación lineal. Si M es un subespacio vectorial de X, se dice que M es
T -invariante si T (M) ⊆M .

Sea T una transformación lineal en X. El núcleo y el rango de T ,
ambos, son T -invariantes.

A partir de este momento, y hasta el final de este trabajo, X e Y serán
espacios de Banach de dimensión infinita sobre el campo de los números
complejos, a menos que digamos lo contrario.
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Uno de los teoremas más importantes en la teoŕıa de los espacios de
Banach es el teorema de la aplicación abierta, que asegura la continui-
dad de la inversa de una transformación lineal acotada entre espacios de
Banach.

Teorema 1. (Teorema de la aplicación abierta). Si T ∈ B(X,Y ) es
biyectiva, entonces T−1 ∈ B(Y,X).

El espacio dual de X es X∗ = B(X,C). Ahora vamos a asociar con
cada T ∈ B(X,Y ) su adjunto, un operador T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗), y veremos
cómo ciertas propiedades de T se reflejan en el comportamiento de T ∗.

Teorema 2. Sean X e Y espacios normados. Si T ∈ B(X,Y ), entonces
existe un único T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) tal que

T ∗(y∗)x = y∗(Tx)

para todo y∗ ∈ Y ∗ y todo x ∈ X. Además, T ∗ satisface que ‖T‖ = ‖T ∗‖.

El parámetro que a continuación describiremos permite, entre otras
cosas, caracterizar cuando el rango de un operador es cerrado, condición
que se le exigirá a muchas clases importantes de operadores con las que
trataremos.

Definición 6. El módulo minimal reducido de T ∈ B(X,Y ), denotado
por γ(T ), viene dado por la expresión:

γ(T ) = ı́nf
x 6∈N(T )

‖Tx‖
d(x,N(T ))

si T no es cero; si T = O, entonces tomaremos γ(T ) =∞.

En el siguiente teorema, veremos la relación existente entre el módulo
minimal y el rango de un operador.

Teorema 3. Sea T ∈ B(X) un operador no nulo. Entonces, R(T ) es
cerrado si y solo si γ(T ) > 0.

Dado un operador T en X, se puede demostrar que γ(T ) = γ(T ∗).
Según esto, y por el teorema 3,

R(T ) es cerrado⇔ R(T ∗) es cerrado.

Sea M cualquier subconjunto de X. El anulador de M es un subconjunto
de X∗ que se define como:

M◦ = {x∗ ∈ X∗ : x∗(x) = 0 para cadax ∈M}.
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Mientras que el preanulador de un subconjunto N de X∗ se define como:

◦N = {x ∈ X : x∗(x) = 0 para cadax∗ ∈ N}.

El anulador de M ⊆ X es un subespacio de X∗ y el preanulador de
N ⊆ X∗ es un subespacio de X.

Observación 1. Las siguientes relaciones entre los núcleos y los ran-
gos asociados de una transformación T ∈ B(X,Y ) y su adjunto T ∗ ∈
B(Y ∗, X∗) se conocen bien

(1) Si M es un subespacio de X, entonces ◦(M◦) = M .

(2) Si M y N son subespacios de X, entonces (M +N)◦ = M◦ ∩N◦.

(3) N(T ) =◦ R(T ∗) y N(T ∗) = R(T )◦.

(4) Si R(T ) es cerrado, entonces R(T ) =◦ N(T ∗) y R(T ∗) = N(T )◦.

(5) Si M y N son subespacios de X tales que X = M
⊕
N , entonces

X∗ = M0
⊕
N0.

En lo que resta de esta sección introduciremos el espectro σ(T ) de
un operador T ∈ B(X) y también describiremos ciertas partes de dicho
conjunto.

Definición 7. Sea T ∈ B(X). El espectro de T se define como el conjunto

σ(T ) = {λ ∈ C : λI − T no es biyectivo}.

El complemento de σ(T ) se llama conjunto resolvente de T y lo de-
notaremos por ρ(T ). Si T ∈ B(X), definimos el radio espectral de T
por:

r(T ) = sup{|λ| : λ ∈ σ(T )}.

Se conoce bien que r(T ) ≤ ‖T‖. El resultado que sigue demuestra que
r(T ) está bien definido.

Teorema 4. Para cada T ∈ B(X) se tiene que σ(T ) es un subconjunto

no vaćıo y compacto de C y, además, r(T ) = ĺımn→∞ ‖Tn‖
1
n

Por definición, el espectro de un operador acotado T ∈ B(X) puede
ser dividido en subconjuntos disjuntos, lo cual motiva la siguiente defini-
ción.

Definición 8. Sea T ∈ B(X).
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(a) El espectro puntual de T , denotado por σp(T ), se define como todos
los λ ∈ C para los cuales λI − T no es inyectivo.

(b) El espectro sobreyectivo de T se define como:

σs(T ) = {λ ∈ C : λI − T no es sobreyectivo}.

Nótese que el espectro puntual de un operador acotado T en X es el
conjunto de todos sus valores propios.

Definición 9. Sea T ∈ B(X).

(a) Se dice que T es acotado por debajo si existe α > 0 tal que α‖x‖ ≤
‖Tx‖, para cada x ∈ X.

(b) Se define el espectro puntual aproximado de T como:

σap(T ) = {λ ∈ C : λI − T no es acotado por debajo}.

Es obvio que si T ∈ B(X) es acotado por debajo, entonces T es
inyectivo. De esto se obtiene que σp(T ) ⊆ σap(T ).

Teorema 5. Sea T ∈ B(X), las siguientes proposiciones son equivalen-
tes:

(a) T es acotado por debajo.

(b) N(T ) = {0} y R(T ) es cerrado.

En el siguiente teorema se dan algunas relaciones de interés entre las
nociones de operadores acotado por debajo y sobreyectivo.

Teorema 6. Sea T ∈ B(X). Entonces

(a) T es sobreyectivo si y solo si T ∗ es acotado por debajo.

(b) T es acotado por debajo si y solo si T ∗ es sobreyectivo.

(c) T es acotado por debajo si y solo si λI − T es acotado por debajo
para todo |λ| < γ(T ).

(d) T es sobreyectivo si y solo si λI−T es sobreyectivo para todo |λ| <
γ(T ).

Nótese que σ(T ) = σap(T ) ∪ σs(T ) y, por el Teorema anterior, se
obtiene que σs(T ) = σap(T

∗) y σap(T ) = σs(T
∗). Además, σ(T ) = σ(T ∗),

ya que

σ(T ) = σap(T ) ∪ σs(T ) = σs(T
∗) ∪ σap(T ∗) = σ(T ∗).

Teorema 7. Si T ∈ B(X), entonces σap(T ) y σs(T ) son subconjuntos
no vaćıos y compactos de C. Además, ∂σ(T ) ⊆ σap(T ) y ∂σ(T ) ⊆ σs(T ).
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1.2. Operadores acotados en los espacios de
Hilbert

En esta sección estudiamos las propiedades básicas de operadores en
los espacios de Hilbert. En especial, estudiamos las propiedades de los
operadores auto-adjuntos, positivos, proyecciones ortogonales y unita-
rios. Dichos operadores serán pieza clave para introducir ciertas clases de
operadores que se tratarán en este trabajo.

En este trabajo H y K serán espacios de Hilbert de dimensión infinita
sobre C, con el producto interno 〈., .〉.

Definición 10. Sea X un espacio vectorial sobre C. Una función 〈 , 〉 :
X ×X → C es un producto interior o un producto interno (o producto
escalar) sobre X si satisface las siguientes propiedades:

1. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;

2. 〈αx, y〉 = α〈x, y〉;

3. 〈x, y〉 = 〈y, x〉, donde la barra denota el conjugado de 〈y, x〉;

4. 〈x, x〉 ≥ 0;

5. 〈x, x〉 = 0 si y solo si x = 0;

para cualesquiera x, y, z ∈ X y α ∈ C.

Un espacio con producto interno es un par ordenado (X, 〈., .〉), donde
X es un espacio vectorial y 〈., .〉 es un producto interno en X. Un espacio
con producto interno (X, 〈., .〉) a menudo será denotado simplemente por
X, sin mencionar expĺıcitamente el producto interno definido en X.

Sea X un espacio con producto interno. Si ‖x‖ = 〈x, x〉 12 , entonces
las siguientes propiedades son ciertas:

(i) Desigualdad de Schwarz: Para todo x, y ∈ X,

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

(ii) Desigualdad triangular: Para todo x, y ∈ X,

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
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Por (ii), todo espacio con producto interno induce una norma en X,

definida por ‖x‖ = 〈x, x〉 12 . Por lo tanto, todo espacio con producto in-
terno es un espacio normado y por lo tanto un espacio métrico, con la
métrica dada por:

d(x, y) = 〈x− y, x− y〉 12 ,

para cada par de elementos x, y ∈ X. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 11. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno
completo. En otras palabras, un espacio de Hilbert es un espacio con
producto interno que es completo como un espacio métrico con respecto
a la métrica definida en la observación anterior.

Sea X un espacio con producto interno. Sean A y B subconjuntos
de X y consideremos x, y ∈ X. Diremos que x y y son ortogonales si
〈x, y〉 = 0; x es ortogonal a A si 〈x, y〉 = 0 para cada y ∈ A. También
diremos que A y B son ortogonales si 〈x, y〉 = 0 para cada x ∈ A y para
cada y ∈ B. Finalmente, diremos que A es un conjunto ortogonal si x y
y son ortogonales para cualesquiera x, y ∈ A distintos.

Sean A y B subconjuntos de un espacio con producto interno X. Si
A y B son ortogonales, escribiremos A ⊥ B.

Teorema 8. Sea H un espacio de Hilbert. Si M y N son subespacios de
H tales que M ⊥ N , entonces M +N es un subespacio de H.

Si M y N son subespacios de H, por el teorema anterior, M + N es
un espacio de Hilbert.

Sea X un espacio con producto interno. Sea A un subconjunto de X,
se define el complemento ortogonal de A como:

A⊥ = {x ∈ X : 〈x, y〉 = 0 para cada y ∈ A}.

El complemento ortogonal de A es un subespacio vectorial de X cerrado
por la continiudad del producto escalar. Sean M y N subespacios vec-
toriales de X. Las siguientes proposiciones son consecuencias inmediatas
de la definición del complemento ortogonal de un subconjunto arbitrario
de X.

(i) M ⊥M⊥ y M ∩M⊥ = {0}.

(ii) Si M ⊥ N , entonces M ∩N = {0}.

(iii) M ⊥ N si y sólo si N ⊥M .
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(iv) M ⊥ N si y sólo si M ⊆ N⊥.

(v) Si M ⊆ N , entonces N⊥ ⊆M⊥. Además, M⊥⊥ = M .

(vi) M⊥ = {0} si y solo si M = H.

Sea X un espacio con producto interno. Diremos que X es una suma
directa ortogonal de M y N , si M ⊥ N y X = M + N , y será deno-
tado por X = M

⊕
⊥N , para distinguirlo de la suma directa ordinaria

X = M
⊕
N introducida en la sección 1.1.

El resultado que presentamos a continuación se conoce como el teore-
ma de la proyección ortogonal, que es el teorema central de la geometŕıa
de cualquier espacio de Hilbert y que justifica la palabra complemento.

Teorema 9. Si M es un subespacio de H, entonces H = M
⊕
⊥M

⊥.

Teorema 10. (El teorema de representación de Riesz). Si f : X → C es
una funcional lineal acotada, entonces existe un único y ∈ H tal que

f(x) = 〈x, y〉

para todo x ∈ H. Además, ‖f‖ = ‖y‖.

Sea T ∈ B(H,K). Para cada y ∈ K fijo, la funcional fy : X → C
definida por fy(x) = 〈Tx, y〉 para todo x ∈ H es claramente lineal y
acotada. Luego, por el teorema de representación de Riesz, existe un
único zy ∈ H tal que 〈Tx, y〉 = fy(x) = 〈x, zy〉 para todo x ∈ H. Este
define una función T ∗ : K → H tal que T ∗(y) = zy para cada y ∈ K, y
por lo tanto para todo x ∈ H y todo y ∈ K,

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉. (1.1)

Se conoce bien que T ∗ ∈ B(K,H) y es la única transformación lineal
acotada que satisface la ecuación (1.1). La transformación lineal acotada
T ∗ se llama el adjunto de T .

Entre otras propiedades básicas del adjunto de una transformación
lineal acotada, tenemos, para cualesquiera S, T ∈ B(H,K) y α ∈ C,

1. (S + T )∗ = S∗ + T ∗.

2. (αT )∗ = αT ∗.

3. (ST )∗ = T ∗S∗.
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4. T ∗∗ = T .

5. ‖T‖ = ‖T ∗‖ y ‖T‖2 = ‖TT ∗‖

Además, si H = K, tenemos:

6. O∗ = O y I∗ = I.

7. T ∗n := (T ∗)n = (Tn)∗ = Tn∗ para algún n ∈ C.

8. Si T es invertible, entonces (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Las partes (1) y (2) muestran que la aplicación T 7→ T ∗ es lineal conju-
gada. Mientras que si T ∗ es como en el teorema 2, la aplicacion T → T ∗

es lineal.

Nota: No confundir el operador T ∗ definido arriba con el operador
del teorema 2. En el contexto nos daremos cuenta de qué tipo de adjunto
hablamos. En su debido momemto veremos que el operador adjunto de
esta sección y del adjunto del teorema 2 tienen propiedades similares. Por
el momento, tenemos que las partes (a) y (b) del teorema 6 son ciertas si
T ∗ es como en esta sección.

Para comprender mejor de lo expuesto hasta ahora, veamos un ejem-
plo de un operador particular con su respectivo espectro.

En el siguiente ejemplo y como en el resto de este trabajo, D(λ, ε)
denotará el disco abierto en C con centro en λ y radio ε. Además, recor-
demos que l2 = {{xn} : xn ∈ C para cada n ∈ N,

∑∞
n=1 |xn|2 < ∞}.

Se conoce bien que l2 es un espacio de Hilbert con el el producto interno
dado por:

〈x, y〉 =

∞∑
n=1

xnyn

para cada x = {xn}, y = {yn} ∈ l2.

Ejemplo 1. Consideremos el espacio de Hilbert l2 y definamos a R :
l2 → l2 por R(x) = (0, x1, x2, · · · ) para cada x = {xn} ∈ l2. Es obvio
que R ∈ B(l2) y el adjunto de R viene dado por L(x) = (x2, x3, · · · )
para cada x = {xn}. Al operador R se le conoce como el operador de
desplazamiento a la derecha, mientras que L se llama el operador de des-
plazamiento a la izquierda.
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Es claro que λI −R es inyectivo para todo λ ∈ C, de lo cual se sigue
que σp(R) = ∅. Por otro lado, Lx = λx si y solo si xn+1 = λxn para
cada n ∈ N, donde x = {xn}. Pongamos x1 = 1, entonces xn+1 = λn

para cada n ∈ N, aśı que x = (1, λ, λ2, · · · ). Ahora, x ∈ l2 si y solo si
|λ| < 1. Por lo tanto, cualquier λ ∈ C tal que |λ| < 1 es un valor propio
de L, aśı D(0, 1) ⊆ σp(L). Por otra parte, si |λ| = 1, entonces λ no es
un valor propio de L, puesto que x = (1, λ, λ2, · · · ) 6∈ l2 si |λ| ≥ 1, y por
lo tanto σp(L) = D(0, 1). Ahora, calculemos σ(L); puesto que σ(L) es

cerrado, se tiene que D(0, 1) ⊆ σ(L). También, notemos que ‖Rx‖ = ‖x‖
para cada x ∈ l2, por inducción se tiene que ‖Rnx‖ = ‖x‖ para cada
n ∈ N, de aqúı se obtiene que ‖Rn‖ = 1 para cada n ∈ N, aśı que

r(R) = ĺımn→∞ ‖Rn‖
1
n = 1. Luego, r(L) = r(R) = 1, y por lo tanto

σ(L) ⊆ D(0, 1). En consecuencia, σ(L) = D(0, 1). De paso también se
obtiene que σ(R) = D(0, 1).

Finalmente, calculemos σap(R) y σs(L). Como N(R) = {0} y ‖Rx‖ =
‖x‖, entonces para 0 6= x ∈ l2 se tiene que d(x, {0}) = ‖x‖ = ‖Rx‖, y
por lo tanto,

γ(R) = ı́nf

{
‖Rx‖

d(x, {0})
: x 6= 0

}
= 1.

Luego, por el teorema 6, σap(R) ⊆ ∂D(1, 0). Por otra parte, como ∂D(0, 1) =
∂σ(R) ⊆ σap(R), entonces σap(R) = ∂D(0, 1). Por lo tanto, σs(L) =
σap(R) = ∂D(0, 1).

El siguiente resultado relaciona los núcleos y los rangos de un operador
con su adjunto. En particular, demuestra que N(T ∗)⊥ y R(T ∗)⊥ también
son T -invariantes.

Proposición 1. Si T es un operador en H, entonces

(a) N(T ) = R(T ∗)⊥ = N(T ∗T ).

(b) R(T ) = N(T ∗)⊥ = R(TT ∗).

Entre las clases de operadores más conocidas en los espacios de Hilbert
y que serán fundamentales para introducir ciertas clases de operadores
que trataremos en este trabajo, se hallan las que se presentan a continua-
ción:

Definición 12. Sea T ∈ B(H) un operador acotado. Entonces,

(a) T es auto-adjunto si T = T ∗.

(b) T es no negativo si T es auto-adjunto y 〈Tx, x〉 ≥ 0 para cada
x ∈ H.
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(c) T es positivo si T es auto-adjunto y existe α > 0 tal que α‖x‖2 ≤
〈Tx, x〉 para cada x ∈ H.

Una buena caracterización de los operadores auto-adjuntos que será de
mucha utilidad es la que se presenta a continuación:

Teorema 11. Un operador T ∈ B(H) es auto-adjunto si y sólo si
〈Tx, x〉 ∈ R para todo x ∈ H.

En esta parte y como en el resto de este trabajo el śımbolo i denota
el número complejo (0, 1).

Teorema 12. Si σ(T ) ⊆ R y ‖(λI − T )−1‖ ≤ 1
|λ| para cada λ = iα con

α ∈ R, entonces T es auto-adjunto.

Sea Q ∈ B(H), usaremos la notación Q ≥ O si Q es no negativo y
con Q > O si Q es positivo. Sean Q,R ∈ B(H). Si Q−R es auto-adjunto
y O ≤ Q−R, entonces lo escribiremos como R ≤ Q. De aqúı que R ≤ O
si O ≤ −R. También escribiremos R < Q, si Q − R es auto-adjunto y
O < Q−R.

Entre las propiedades más importantes de los operadores no negativos
y positivos se encuentran:

Teorema 13. Sean Q,R, T ∈ B(H) y α ≥ 0.

(a) Si Q ≥ R, entonces αQ ≥ αR.

(b) Si Q ≥ R, entonces T ∗QT ≥ T ∗RT .

(c) Si Q ≥ O y R ≥ O (Q ≥ O y R > O), entonces Q + R ≥ O
(Q+R > O).

(d) Si Q ≥ R (Q > R), entonces Q+ T ≥ R+ T (Q+ T > R+ T ).

(e) Si Q ≥ O (Q > O), entonces Qn ≥ O (Qn > O) para cada entero
n ≥ 0.

Teorema 14. Sean Q,R ∈ B(H). Las siguientes afirmaciones son cier-
tas:

(a) Si Q ≥ O es invertible, entonces Q > O.

(b) Si Q > O, entonces Q es invertible.

(c) Si Q > O, entonces Q−1 > O.
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(d) Si O < Q ≤ R, entonces O < R−1 ≤ Q−1.

Para un operador T ∈ B(H), si existe un operador S ∈ B(H) tal que
S2 = T , entonces diremos que S es una ráız cuadrada de T .

Teorema 15. Todo operador no negativo Q ∈ B(H) tiene una única

ráız cuadrada no negativa Q
1
2 . Además, si R ∈ B(H) tal que QR = RQ,

entonces Q
1
2R = RQ

1
2 .

Si T ∈ B(H), entonces (TT ∗)∗ = (T ∗)∗T ∗ = TT ∗ y 〈TT ∗x, x〉 =
〈T ∗x, T ∗x〉 = ‖T ∗x‖2 ≥ 0 para cada x ∈ H. Por lo tanto, TT ∗ es un
operador no negativo. Análogamente, se obtiene que T ∗T también es un
operador no negativo. Entonces tiene sentido definir |T | = (T ∗T )

1
2 , que

se conoce como el valor absoluto de T . Por el teorema 15, |T | ∈ B(H) y
|T |2 = T ∗T .

Para las ráıces cuadradas de un operador no negativo, tenemos:

Teorema 16. Sean Q,R ∈ B(H).

(a) Si Q > O, entonces Q
1
2 > O.

(b) Si Q ≥ R ≥ O y Q > O, entonces ‖R 1
2Q−

1
2 ‖ ≤ 1.

Teorema 17. (Desigualdad de Furuta). Si Q ≥ R ≥ O, entonces para

cada r ≥ 0, (R
r
2QpR

r
2 )

1
q ≥ (R

r
2RpR

r
2 )

1
q es cierto para p ≥ 0 y q ≥ 1 con

(1 + r)q ≥ p+ r.

Pasemos ahora definir las proyecciones ortogonales:

Definición 13. Sea X un espacio con producto interno. Un operador
P ∈ B(X) es una proyección ortogonal si P = P 2 y R(P ) ⊥ N(P ).

Luego, si P es una proyección ortogonal, es fácil demostrar que I −P
también lo es. El rango de una proyección es el conjunto de todos sus
puntos fijos, esto es,

R(P ) = {x ∈ X : Px = x}.

Además, R(P ) = N(I − P ) y N(P ) = R(I − P ), y por lo tanto R(P )
es cerrado. La interpretación geométrica de las proyecciones ortogonales
permite demostrar que si M = R(P ) y N = N(P ), entonces M⊥ = N
y por lo tanto H = M

⊕
⊥N ; este hecho las hace tan importantes y

simples de usarlas.

Una proyección es una transformación lineal P : X → X tal que
P = P 2. Se sabe bien que P ∈ B(X).
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Teorema 18. Sea P ∈ B(H) una proyección diferente del nula. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) P es una proyección ortogonal.

(b) P es auto-adjunto.

(c) P es no negativo.

(d) ‖P‖ = 1.

Otra manera de enunciar el Teorema de la proyección, ahora en su
forma anaĺıtica es como sigue:

Teorema 19. Para cada subespacio M de H existe una única proyección
ortogonal P ∈ B(H) tal que R(P ) = M .

Sea M un subespacio de H. Entonces la única proyección ortogonal
P ∈ B(H) para la cualR(P ) = M se llama proyección ortogonal sobreM .

Sean M y N subespacios de X. El producto cartesiano M × N =
{(x, y) : x ∈M, y ∈ N} de M y N es un espacio vectorial con las opera-
ciones de la suma de vectores y la multiplicación por escalares definidas
como sigue:

x+ y = (x1 + x2, y1 + y2) y αx = (αx1, αy1)

para cada x = (x1, y1), y = (x2, y2) ∈ M × N y para cada λ ∈ C. Se
conoce que M × N es un espacio de Banach con la norma definido por
‖x‖2 =

√
‖x1‖2 + ‖x2‖2 para cada x = (x1, x2) ∈ M × N . Más aún, si

X es un espacio de Hilbert, entonces M × N es un espacio de Hilbert
con el producto interno definido por 〈x, y〉 = 〈x1, x2〉+ 〈y1, y2〉 para cada
x = (x1, y1), y = (x2, y2) ∈M ×N y que este induce la norma ‖.‖2.

Sean X e Y espacios normados. Una isometŕıa es una función T :
X → Y tal que ‖Tx − Ty‖ = ‖x − y‖ para todo x, y ∈ X. Es obvio que
toda isometŕıa lineal es acotada e inyectiva. Si X e Y son espacios con
productos internos, diremos que T : X → Y es una transformación unita-
ria si es una isometŕıa lineal y sobreyectiva. Si X = Y , diremos que T es
un operador unitario. También diremos que X e Y son equivalentemente
unitarios si existe una transformación unitaria entre ellos.

Lema 1. Sean M y N son subespacios de X.

(a) Si X = M
⊕
N , entonces existe un isomorfismo topológico (ho-

meomorfismo lineal) entre M ×N y X.
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(b) Si X es un espacio de Hilbert y X = M
⊕
⊥N , entonces existe una

transformación unitaria entre M ×N y X.

Cuando escribimos a X como X = M
⊕
N o X = M

⊕
⊥N (si X es

un espacio de Hilbert) podemos pensar a X como M ×N .

Lema 2. Sean M y N subespacios de X y consideremos Z = M ×N .

(a) Si T11 ∈ B(M), T12 ∈ B(N,M), T21 ∈ B(M,N) y T22 ∈ B(N),
entonces la aplicación T : Z → Z definida por:

T (x1, x2) = (T11x1 + T12x2, T21x1 + T22x2) (1.2)

para cada (x1, x2) ∈ Z es un elemento de B(Z).

(b) Rećıprocamente, supongamos que T ∈ B(Z). Para cada x1 ∈ M ,
T (x1, 0) = (T11x1, T21x1) ∈ Z, donde T11 es una aplicación de M
en M y T21 es una aplicación de M en N . Similarmente, para
cada x2 ∈ N , T (0, x2) = (T12x2, T22x2) ∈ Z, donde T12 es una
aplicación de N en M y T22 es una aplicación de N en N . Entonces
T11 ∈ B(M), T12 ∈ B(N,M), T21 ∈ B(M,N) y T22 ∈ B(N).

Por el Lema 2, existe una correspondencia uno a uno (biyección) entre
cada T ∈ B(Z) y cada matriz de 2 × 2 de transformaciones lineales
acotadas [Tij ], que es representado por el mismo śımbolo T , es escrito

por T =

[
T11 T12

T21 T22

]
y que está definida como en (1.2). Además, si X

es un espacio de Hilbert, entonces T ∗ =

[
T ∗11 T ∗21

T ∗12 T ∗22

]
y T ∗ ∈ B(Z).

Proposición 2. Sean M y N subespacios de H tales que H = M
⊕
N

y sea T ∈ B(H). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) M es T -invariante.

(b) T =

[
T |M T12

O T22

]
.

Sea T ∈ B(H), si M y su complemento ortogonal M⊥ son ambos
T -invariantes, entonces diremos que M reduce a T .

Teorema 20. Sea M un subespacio de H. Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(a) M reduce a T .
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(b) T = T |M ⊕T |M⊥=

[
T |M O
O T |M⊥

]
en B(M

⊕
⊥M

⊥).

(c) PT = TP , donde P es la proyección ortogonal sobre M .

(d) M es T -invariante y T ∗-invariante. En este caso (T |M )∗ = T ∗|M .

Este teorema sugiere que si M reduce a T , la investigación de T se
reduce a la investigación de operadores más pequeños, T |M y TM⊥ , lo
cual justifica la terminoloǵıa “subespacio reductor”.

Sea M un subespacio de H. Si M es T -invariante, con T ∈ B(H),
entonces T (M) ⊆ M , y por lo tanto T |M ∈ B(M), pero T ∗(M) no
necesariamente es subconjunto de M . Para ver esto, basta con tomar a
M distinto de cualquier subespacio que reduce a T . Entonces, si queremos
devolver a M en śı mismo mediante T ∗, debemos proyectar T ∗(M) en
M .

Teorema 21. Sea M un subespacio de H y tomemos T ∈ B(H). Si M
es T -invariante, entonces (T |M )∗ = PT ∗|M en B(M), donde P ∈ B(H)
es la proyección ortogonal sobre M .

Continuemos ahora con el estudio de los operadores unitarios. En
primer lugar caracterizaremos a las isometŕıas lineales en términos de sus
adjuntos.

Proposición 3. Un operador V ∈ B(H) es una isometŕıa si y solo si
V ∗V = I.

A continuación enlistamos las propiedades más importantes de las
transformaciones unitarias, las cuales serán de mucha utilidad en el resto
de este trabajo.

Teorema 22. Sea U ∈ B(H). Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(a) U es unitario.

(b) U∗U = UU∗ = I (U−1 = U∗).

(c) ‖U∗x‖ = ‖Ux‖ = ‖x‖ para cada x ∈ H.

Definición 14. Una isometŕıa parcial es un operador que actúa isométri-
camente en el complemento ortogonal de su núcleo. Esto es, U ∈ B(H)
es una isometŕıa parcial si U : N(U)⊥ → H es una isometŕıa.
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Usando la notación de la definición anterior, N(U)⊥ y R(U) se llaman
espacio inicial y final de la isometŕıa parcial U , respectivamente.

Teorema 23. (Descomposición polar). Si T ∈ B(H), existe una iso-
metŕıa parcial U ∈ B(H) con espacio inicial N(T )⊥ y espacio final R(T )
tal que T = U |T | y N(U) = N(|T |). Más aún, si T = ZQ, donde Q es
un operador no negativo y Z es una isometŕıa parcial con N(Z) = N(Q),
entonces Q = |T | y Z = U .

Teorema 24. Sea T = U |T | la descomposición polar de T . Entonces
T ∗ = U∗|T ∗| es la descomposición polar de T ∗.

Teorema 25. Sean Q ≥ O y T = U |T | la descomposición polar de T .
Entonces, para cada α > 0 y β > 0, las siguientes igualdades son ciertas:

(a) |T |α = U∗|T ∗|αU .

(b) (U∗|T ∗|βQ|T ∗|βU)α = U∗(|T ∗|βQ|T ∗|β)U .

1.3. La propiedad de extensión univaluada

En esta sección introducimos una propiedad muy importante para
operadores acotados en los espacios de Banach, llamada la propiedad de
extensión univaluada, abreviada SVEP, la cual tiene su origen en la teoŕıa
espectral local. Esta propiedad apareció por primera vez en los trabajos
de Dunford ([11] y [12]) en los años 1952 y 1954. En estos últimos años
muchos matemáticos se han interesado en dicha propiedad debido a la
utilidad que tiene en la teoŕıa espectral local y que satisface una gran va-
riedad de operadores acotados, entre estos matemáticos destacan Laursen
y Newmann, entre otros.

Sea T un operador acotado en X. La función resolvente de T es la
función R(·, T ) : ρ(T )→ B(X) definida por

R(λ, T ) = (λI − T )−1.

Se conoce bien que esta función es anaĺıtica en ρ(T ).

Dado un operador T ∈ B(X) y un elemento x ∈ X, estamos intere-
sados en hallar una solución anaĺıtica f : U → X de la ecuación

(λI − T )f(λ) = x (1.3)
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sobre un subconjunto adecuado U de C. Sobre el conjunto resolvente ρ(T )
del operador T , la solución se obtiene fácilmente, aplicando (λI − T )−1

en ambos lados de la ecuación (1.3) y nos conduce a la única solución:

f(λ) = R(λ, T )x

la cual es válida para cada λ ∈ ρ(T ). Sin embargo, para un cierto x ∈ X,
también es posible encontrar una solución anaĺıtica de la ecuación (1.3),
sobre conjuntos abiertos que contienen puntos del espectro de T . Por
ejemplo, sea T ∈ B(X) tal que el espectro σ(T ) tiene un subconjunto
espectral no vaćıo Λ 6= σ(T ). Sea P = P (Λ, T ) la proyección espectral
de T asociado con Λ (Λ y P serán definidos en la sección 1.5), y sea
M el rango de P . Entonces σ(T |M ) = Λ (veáse el Teorema 41). Aśı, la
restricción (λI−T )|M es invertible para todo λ 6∈ Λ. Sea x ∈M . Entonces
la ecuación (1.3) tiene la solución anaĺıtica:

g(λ) = (λI − T |M )−1x para todo λ ∈ C\Λ.

Esta propiedad motiva los siguientes conceptos:

Definición 15. Sean T ∈ B(X) y x ∈ X. Una extensión anaĺıtica de
R(·, T )x es una función anaĺıtica f : U → X en un conjunto abierto U
que contiene ρ(T ) y satisface la ecuación (1.3) para todo λ ∈ U .

Las soluciones anaĺıticas de la ecuación (1.3) no necesariamente son
únicas y por lo tanto también las extensiones de R(λ, T )x, tal como de-
muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Sea H = l2 y sea L como en el ejemplo 1. Si f : D(0, 1)→ H
se define por f(λ) = (1, λ, λ2, · · · ), entonces f es anaĺıtica. Además, por
un cálculo simple se obtiene que (λI −L)f(λ) = 0 para todo λ ∈ D(0, 1).
Por otra parte, la función g = 1

2f es anaĺıtica y también satisface la
ecuación (λI − L)g(λ) = 0 para todo λ ∈ D(0, 1).

Para garantizar la unicidad de las soluciones anaĺıticas de la ecuación
(1.3) es necesario definir una propiedad adicional, que no satisface el
operador L del ejemplo 2.

Definición 16. Un operador T ∈ B(X) tiene la SVEP si para cada
abierto U ⊆ C, la única función anaĺıtica f : U → X que satisface la
ecuación

(λI − T )f(λ) = 0

para todo λ ∈ U es la función f = 0.
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Aunque en gran parte de nuestra exposición usaremos la propiedad
de extensión univaluada de una versión local, formulada por J. Kenneth
Finch [14] en el año 1975. Esta defnición local de la SVEP juega un papel
importante en la teoŕıa espectral local y ha sido estudiada en art́ıculos
recientes, por ejemplo [2], [4] y [5].

Definición 17. Sea T ∈ B(X). Diremos que T tiene la SVEP en λ0, si
para cada vecindad abierta U de λ0, la única función anaĺıtica f : U → X
que satisface la ecuación

(λI − T )f(λ) = 0 (1.4)

para todo λ ∈ U es la función f = 0.

Nótese que T ∈ B(X) tiene la SVEP, si T tiene la SVEP en todo
punto λ0 de C. Obviamente, si λ0 ∈ ρ(T ), entonces T tiene la SVEP en
λ0.

Teorema 26. Las extensiones de R(·, T )x son únicas para todo x ∈ X
si y solo si T verifica la SVEP.

Sea A ⊆ C. En lo que sigue, isoA y accA denotarán los puntos aislados
y los puntos de acumulación del conjunto A, respectivamente. Propieda-
des básicas de la SVEP se recopilan en el siguiente teorema.

Teorema 27. Sea T ∈ B(X).

(a) Si λ0 ∈ ρ(T ), entonces T tiene la SVEP en λ0.

(b) Si λ0 ∈ ∂σ(T ), entonces T tiene la SVEP en λ0, ya que ∂σ(T ) ⊆
ρ(T ).

(c) Si λ0 6∈ accσp(T ), entonces T tiene la SVEP en λ0.

(d) Si λ0 ∈ isoσ(T ), entonces T y T ∗ ambos tienen la SVEP en λ0.

(e) Si int(σp(T )) = ∅, entonces T tiene la SVEP. En particular, si
σ(T ) ⊆ R, entonces T tiene la SVEP.

El siguiente resultado demuestra que si T es sobreyectivo y tiene la
SVEP en 0, entonces 0 está en el resolvente ρ(T ).

Teorema 28. Sean T ∈ B(X) y λ0 ∈ C.

(a) Si λ0I − T es inyectivo, entonces T tiene la SVEP en λ0.

(b) Si λ0I − T es sobreyectivo. Entonces T tiene la SVEP en λ0 si y
sólo si λ0I − T es inyectivo.
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Presentamos un ejemplo de un operador que tiene la SVEP.

Ejemplo 3. Sean H, R y L como en el ejemplo 1. Como λ0I − R es
inyectivo para cada λ0 ∈ C, entonces R tiene la SVEP. Del ejemplo 2, L
no tiene la SVEP. Especificamente, L no tiene la SVEP en 0, en efecto,
sabemos que L es sobreyectivo pero no inyectivo, y por lo tanto L no
tiene la SVEP en 0, por el teorema 28.

El ejemplo 2 muestra que T ∗ no tiene SVEP en cada λ ∈ D(0, 1),
donde T = R y T ∗ = L.

Dos subespacios lineales muy importantes en la teoŕıa espectral local
y que también están relacionados con la SVEP son el núcleo anaĺıtico
y la parte casi nilpotente de un operador T ∈ B(X), respectivamente.
El núcleo anaĺıtico K(T ) es el conjunto de todos los x ∈ X tales que
existe una sucesión {xn} en X y una constante c > 0 tal que x0 = x,
Txn+1 = xn y ‖xn‖ ≤ cn‖x‖ para todo n ∈ Z+. Mientras que la parte
casi-nilpotente de T está definida por:

H0(T ) = {x ∈ X : ĺım
n→∞

‖Tnx‖ 1
n = 0}.

Claramente, H0(T ) es un subespacio lineal de X. En el siguiente resultado
se exponen algunas de las propiedades básicas del núcleo anaĺıtico.

Teorema 29. Sea T ∈ B(X). Entonces

(a) K(T ) es un subespacio lineal de X y K(T ) ⊆ R(Tn) para todo
n ∈ N.

(b) T (K(T )) = K(T ).

(c) Si M es un subespacio de X tal que T (M) = M , entonces M ⊆
K(T ).

Por (c) del teorema anterior, tenemos que si T ∈ B(X) es sobreyecti-
vo, entonces K(T ) = X. Recordemos que T ∈ B(X) es casi-nilpotente si
r(T ) = 0. En este caso, σ(T ) = {0}, y por lo tanto T tiene la SVEP, por
el teorema 27.

Teorema 30. Sea T ∈ B(X). Entonces

(a) N(Tn) ⊆ H0(T ) para todo n ∈ N.

(b) T es casi-nilpotente si y solo si H0(T ) = X.
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Teorema 31. Sea T ∈ B(X). Si H0(λ0I − T ) es cerrado, entonces T
tiene la SVEP en λ0.

Dado T ∈ B(X), denotemos por H(σ(T )) a la colección de las fun-
ciones f a valores en C que son anaĺıticas sobre algún conjunto abierto
U ⊆ C tal que σ(T ) ⊆ U . Si f : U → C es anaĺıtica sobre un conjunto
abierto U ⊆ C tal que σ(T ) ⊆ U , la compacidad del espectro σ(T ) garan-
tiza que σ(T ) ⊆

⋃n
i=1 Ωi y σ(T ) ∩ Ωi 6= ∅ para cada i = 1, · · · , n, donde

Ωi son componentes conexas del abierto U . Aśı, existen un número finito
de curvas cerradas y rectificables Γi contenidas en U\σ(T ), de modo que
el contorno o ciclo Γ = {Γ1,Γ2, · · · ,Γn} encierra al espectro σ(T ), es
decir, está contenido en el interior de Γ, Γ ⊆ U\σ(T ) y C\U está en el
exterior de Γ.

Definición 18. Sea T ∈ B(X) y sea f ∈ H(σ(T )) con dominio U tal
que σ(T ) ⊆ U . Se define el operador f(T ) por:

f(T ) =

∫
Γ

f(λ)(λI − T )−1dλ,

donde Γ = {Γ1,Γ2, · · · ,Γn} es un contorno o ciclo, como en la observación
anterior, positivamente orientado.

La integral en la definición anterior es una integral de contorno a lo
largo de Γ a valores en B(X). Como la función resolvente del operador
T es anaĺıtica, la definición de f(T ) no depende del contorno o ciclo Γ =
{Γ1,Γ2, · · · ,Γn} elegido, por el teorema integral de Cauchy (v. apéndice).

Teorema 32. La aplicación H(σ(T )) 7→ B(X), dada por f → f(T )
satisface las siguientes propiedades:

(a) f(T )∗ = f(T ∗);

(b) (µf)(T ) = µf(T ) y (f + g)(T ) = f(T ) + g(T );

(c) (fg)(T ) = f(T )g(T );

(d) Si f(λ) = λ y g(λ) = 1, entonces f(T ) = T y g(T ) = I.

(e) f(λ) 6= 0 para todo λ ∈ σ(T ) si y solo si f(T ) es invertible en
B(X);

(f) σ(f(T )) = f(σ(T ));
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para todo µ ∈ C y todo f, g ∈ H(σ(T )). La parte (f) se llama el
teorema de la aplicación espectral.

Para cada operador arbitrario T ∈ B(X), sea

Ξ(T ) = {λ ∈ C : T no tiene la SVEP en λ}.

Teorema 33. Sean T ∈ B(X) y f ∈ H(σ(T )) una función anaĺıtica en
un subconjunto abierto U tal que σ(T ) ⊆ U .

(a) Si T tiene la SVEP, entonces f(T ) tiene la SVEP.

(b) Si f no es constante sobre cada componente conexa de U , enton-
ces T tiene la SVEP si y solo si f(T ) tiene la SVEP. Además,
f(Ξ(T )) = Ξ(f(T )).

El siguiente resultado establece que el teorema de la aplicación espec-
tral también es cierto para el espectro puntual aproximado y el espectro
sobreyectivo.

Teorema 34. Sea T ∈ B(X) y sea f ∈ H(σ(T )). Entonces

σs(f(T )) = f(σs(T )) y σap(f(T )) = f(σap(T ))

1.4. El ascenso y descenso de un operador

En el caṕıtulo 3 veremos que la propiedad de extensión univaluada
jugará un papel muy importante. Por esta razón es útil encontrar las con-
diciones para que un operador satisfaga dicha propiedad. En esta parte,
veremos que estas condiciones se relacionan con la finitud de algunas
cantidades clásicas asociadas con un operador. Estas cantidades son el
ascenso y descenso de un operador y serán los ladrillos básicos para la
construcción de nuestra teoŕıa.

Definición 19. Sea T un operador acotado en X.

(a) Diremos que T tiene ascenso finito si existe un entero no negativo n
tal que N(Tn) = N(Tn+1). El mı́nimo entero no negativo p = p(T )
que satisface la condición antes mencionada se llama el ascenso de
T . Si tal entero no existe, definimos p(T ) =∞.

(b) Análogamente, diremos que T tiene descenso finito si existe un en-
tero no negativo m tal que R(Tm) = R(Tm+1). El mı́nimo entero
no negativo q = q(T ) que satisface la condición antes mencionada
se denomina el descenso de T . Si tal entero no existe, definimos
q(T ) =∞.
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Nótese que T es inyectivo si y solo si p(T ) = 0, y T sobreyectivo si y
solo si q(T ) = 0. Además, si p(T ) = n < ∞, entonces N(Tm) = N(Tn)
para todo m ≥ n, y si q(T ) = n < ∞, entonces R(Tm) = R(Tn) para
todo m ≥ n.

Teorema 35. Si p(T ) <∞ y q(T ) <∞, entonces p(T ) = q(T ).

El siguiente ejemplo muestra que existen operadores con ascenso finito
y descenso infinito.

Ejemplo 4. Sean H, R y L como en el ejemplo 3. Puesto que R es
inyectivo, entonces p(R) = 0. Además, q(R) =∞; en efecto, si q(R) <∞,
entonces q(R) = 0, por el teorema 35, luego R es sobreyectivo, lo cual es
una contradicción. Por otra parte, L es sobreyectivo, aśı que q(L) = 0.
Nuevamente, por el teorema 35, tenemos p(L) =∞.

La finitud del ascenso y descenso de un operador lineal T está rela-
cionada con una cierta descomposición de X.

Teorema 36. Sea T ∈ B(X). Si p = p(T ) = q(T ) <∞, entonces

(a) X = R(T p)
⊕
N(T p).

(b) 0 es un punto aislado de σ(T ).

Rećıprocamente, si X = R(Tn)
⊕
N(Tn) para algún n ∈ N, entonces

p(T ) = q(T ) ≤ n. En este caso, T |R(Tp) es biyectivo.

Como ya hemos mencionado anteriormente, la función resolvente
R(λ, T ) del operador T ∈ B(X) es anaĺıtica en ρ(T ). Sea λ0 ∈ isoσ(T )
y consideremos la serie de Laurent de R(λ, T ) en una vecindad de λ0,
digamos D(λ0, r). Considerando el teorema de la expansión en serie de
Laurent (v. apéndice), la expresión de Laurent de R(λ, T ) tiene la forma:

R(λ, T ) =

∞∑
n=1

Pn
(λ− λ0)n

+

∞∑
n=0

Qn(λ− λ0)n

con Pn, Qn ∈ B(X), para todo 0 < |λ − λ0| < r, los coeficientes se
calculan de acuerdo a las fórmulas

Pn =
1

2πi

∫
Γ

R(λ, T )(λ− λ0)n−1dλ y Qn =
1

2πi

∫
Γ

R(λ, T )

(λ− λ0)n+1
dλ

y Γ es la frontera de un disco, suficientemente pequeño, orientado posi-
tivamente alrededor del punto λ0. Se conoce bien que si λ0 es un punto
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aislado del espectro σ(T ), entonces λ0 o es un polo de R(λ, T ) o es una
singularidad esencial de R(λ, T ).

Ahora, veamos que el ascenso y descenso de λI−T están ı́ntimamente
relacionados con los polos de la función resolvente de T .

Teorema 37. Sea T ∈ B(X). Entonces λ0 ∈ isoσ(T ) es un polo de
R(λ, T ) si y solo si 0 < p(λ0I − T ) = q(λ0I − T ) < ∞. Más aún, si
p = p(λ0I − T ) = q(λ0I − T ), entonces p es el orden del polo.

Si el ascenso de T es finito, entonces T tiene la SVEP en 0. Algo similar
pasa con el descenso de T , el cual se resume en el siguiente teorema.

Teorema 38. Sea T ∈ B(X) y λ0 ∈ C.

(a) Si p(λ0I − T ) <∞, entonces T tiene la SVEP en λ0.

(b) Si q(λ0I − T ) <∞, entonces T ∗ tiene la SVEP en λ0.

Veamos que la rećıproca de la parte (a) del teorema anterior, general-
mente, no se cumple.

En el siguiente ejemplo y como en el resto de este trabajo, para cada
n ∈ N, en denotará al elemento de l2 cuya n-ésima coordenadas es 1 y 0
en las otras coordenadas.

Ejemplo 5. Sea H = l2 y sea T : H → H definido por:

Tx = (
x2

2
,
x3

3
,
x4

4
· · · ), para cada x = {xn} ∈ H.

Sea x = {xn} ∈ H de norma uno. Por un cálculo sencillo, se tiene que:

T k(x) = (
xk+1

(k + 1)!
,

xk+2

(3)(4) · · · (k + 2)
,

xk+3

(4)(5) · · · (k + 3)
, · · · ).

para cada k ∈ N. Entonces,

‖T kx‖ =

(∣∣∣∣ xk+1

(k + 1)!

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ xk+2

(3)(4) · · · (k + 1)(k + 2)

∣∣∣∣2 + · · ·

) 1
2

≤ 1

(k + 1)!
(|xk+1|2 + |xk+2|2 + |xk+3|2 + · · · ) 1

2

≤ 1

(k + 1)!
‖x‖ =

1

(k + 1)!
.
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Aśı, ‖T k‖ ≤ 1
(k+1)! . Por otro lado, es claro que T k(ek+1) = ( 1

(k+1)! , 0, · · · )
para cada k ∈ N. De esta manera, 1

(k+1)! ≤ ‖T
k‖, por lo cual ‖T k‖ =

1
(k+1)! para cada k ∈ N. De lo cual se sigue que r(T ) = 0, es decir,

T es casi-nilpotente. Por lo tanto, T tiene la SVEP, en particular, T
tiene la SVEP en 0. Sin embargo, p(T ) = ∞. En efecto, nótese que
N(T k) = {(x1, x2, · · · , xk, 0, 0, · · · ) : xi ∈ C, i = 1, 2, · · · , k}. De esta
manera, ek+1 ∈ N(T k+1), mientras que ek+1 6∈ N(T k) para cada k ∈ N;
aśı, p(T ) =∞.

1.5. Puntos aislados del espectro de T ∈ B(X)

En esta parte estudiamos los puntos aislados del espectro de un ope-
rador T ∈ B(X). Para estudiar estos puntos definimos lo que llamamos
proyección espectral de T asociada a uno de estos puntos, digamos λ0.
Vimos que el rango y el núcleo de esta proyección descompone en su-
ma directa al espacio X y son subespacios T invariantes de X. Ahora,
presentamos un resultado que asegura que el rango y el núcleo de esta
proyección espectral es la parte casi-nilpotente y el núcleo anaĺıtico del
operador λ0I − T , respectivamente.

Teorema 39. Sea T ∈ B(X). Si M y N son subespacios T -invariantes
de X tales que X = M

⊕
N , entonces σ(T ) = σ(T |M ) ∪ σ(T |N ).

Si M , N y T son como en el Teorema 39, en general, σ(T |M ) y σ(T |N )
pueden no ser ajenos, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6. Sean M y N subespacios de H tales que X = M
⊕
N . Si

T : X → X está definido por:

T =

[
λ O
O µ

]
,

entonces M y N son T -invariantes. Además, el espectro de T |M es ajeno
al de T |N si y solo si λ 6= µ.

Nuestro objetivo ahora es encontrar M y N subespacios de X con
X = M

⊕
N y tales que las restricciones T |M y T |N tengan espectro

ajeno. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 20. Sea T ∈ B(X). Un subconjunto Λ de σ(T ) tal que Λ y
σ(T )\Λ son cerrados en C se llama un conjunto espectral de T .
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Puesto que σ(T ) es un conjunto cerrado en C, entonces un subcon-
junto Λ del espectro σ(T ) es un conjunto espectral de T si y solo si es
abierto y cerrado en σ(T ). Ahora, pasemos a definir lo que llamaremos
un dominio de Cauchy.

Un dominio elemental de Cauchy es un subconjunto abierto acotado
y conexo de C cuya frontera es la unión de un número finito de curvas de
Jordan que no se intersecan. Una unión finita de dominios elementales
de Cauchy con clausuras ajenos se llama un dominio de Cauchy.

Sea D un dominio de Cauchy. Si cada curva de Jordan involucrada en
la frontera de D está orientada de tal manera que los puntos de D están
a la izquierda de la curva según se traza, entonces la frontera orientada
de D se denomina un contorno de Cauchy. Sea C un contorno de Cauchy;
se definen el interior y el exterior de C como los conjuntos intt(C) = D
y ext(C) = C\(D ∪ C), respectivamente. Sean E,F ⊆ C tales que E ⊆
intt(C) y F ⊆ ext(C), entonces diremos que C separa E de F .

Lema 3. Sea E un subconjunto compacto de C y sea F un subconjunto
cerrado de C. Si E ∩ F = ∅, entonces existe un contorno de Cauchy C
que separa E de F . Además, existe un contorno de Cauchy que separa
E ∪ C de F , y existe un contorno de Cauchy que separa E de F ∪ C.

Por el lema 3, para cada conjunto espectral Λ de T , existe un contorno
de Cauchy C que separa Λ de σ(T )\Λ. Si Λ es un conjunto espectral de T ,
el conjunto de todos los contornos de Cauchy que separan Λ de σ(T )\Λ
será denotado por C(T,Λ).

Sea Λ un conjunto espectral de T ∈ B(X) y C ∈ C(T,Λ), definamos

P (T,Λ) =
1

2πi

∫
C

R(λ, T )dλ,

que es la integral de contorno a lo largo de C de la función R(λ, T ) a
valores en B(X) de la variable compleja λ. El operador P (T,Λ) está bien
definido y por el teorema integral de Cauchy (v. apéndice), no depende
de la elección particular de C ∈ C(T,Λ).

Teorema 40. Sean Λ un conjunto espectral de T y P = P (T,Λ). Enton-
ces P ∈ B(X) es una proyección y conmuta con T . Además, si Q ∈ B(X)
es cualquier proyección que conmuta con T y R(Q) = R(P ), entonces
Q = P .
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Sea Λ un conjunto espectral de T ∈ B(X). La proyección P (T,Λ) se
conoce como la proyección espectral de T asociada con Λ. Nótese que si
λ ∈ σ(T ) es un punto aislado, entonces es claro que {λ} es un conjunto
espectral de T . En este caso, P (T, λ) denotará la proyección espectral de
T asociada con {λ}.

Teorema 41. Sea Λ un conjunto espectral de T ∈ B(X). Si P = P (T,Λ)
es la proyección espectral de T asociada con Λ, entonces:

(a) X = R(P )
⊕
N(P );

(b) R(P ) y N(P ) son subespacios de X, T -invariantes y f(T )-invariantes
para cada f ∈ H(σ(T ));

(c) σ(T |R(P )) = Λ y σ(T |N(P )) = σ(T )\Λ.

Corolario 1. Sean T ∈ B(X), Λ un conjunto espectral de T y P =
P (T,Λ) la proyección espectral de T asociada con Λ. Entonces,

(a) P = O si y solo si Λ = ∅.

(b) P = I si y solo si Λ = σ(T ).

Sea λ un punto aislado de σ(T ) y sea P = P (T, λ). El siguiente
resultado establece que si 0 < p = p(λI − T ) = q(λI − T ) <∞, entonces
R(P ) puede ser escrito como el núcleo de (λI − T )p, mientras que N(P )
es el rango de (λI − T )p.

Teorema 42. Sean T ∈ B(X) y λ0 un punto aislado de σ(T ). Si P es
la proyección espectral de T asociada con {λ0}, entonces,

(a) R(P ) = H0(λ0I − T )) y N(P ) = K(λ0I − T ).

(b) En particular, si λ0 es un polo del resolvente de T de orden p,
entonces

(i) R(P ) = H0(λ0I − T ) = N(λ0I − T )p,

(ii) N(P ) = K(λ0I − T )) = R(λI − T )p.

1.6. Operadores de Fredholm

Comencemos esta sección con algo de notaciones. Sea M un subes-
pacio de X, X/M denota el espacio cociente de X módulo M . Sea T
un operador acotado en X. La demensión de N(T ) y la dimensión de
X/R(T ), se denotan por α(T ) y β(T ), respectivamente. Note que si la
dimensión de N(T ) (X/R(T )) es mayor o igual al cardinal ℵ0 entonces
α(T ) = +∞ (β(T ) = +∞).
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Definición 21. Sea T ∈ B(X) tales que α(T ) o β(T ) es finito. Se define
el ı́ndice de T por

(i) ind(T ) = α(T )− β(T ) si α(T ) y β(T ) son finitos;

(ii) ind(T ) = +∞ si α(T ) = +∞;

(iii) ind(T ) = −∞ si β(T ) = +∞.

Proposición 4. Sea T ∈ B(X). Si R(T ) es cerrado, entonces α(T ) =
β(T ∗) y β(T ) = α(T ∗).

El siguiente resultado se conoce como el teorema de ı́ndices.

Teorema 43. Si T, S ∈ B(X) son tales que α(T ), β(T ), α(S) y β(S)
son finitos, entonces ind(ST ) = ind(T ) + ind(S).

El teorema que sigue establece las relaciones básicas entre las canti-
dades α(T ), β(T ), p(T ) y q(T ).

Teorema 44. Sea T ∈ B(X). Las siguientes propiedades son ciertas:

(a) Si p(T ) <∞, entonces α(T ) ≤ β(T ).

(b) Si q(T ) <∞, entonces β(T ) ≤ α(T ).

(c) Si p(T ) = q(T ) < ∞, entonces α(T ) = β(T ) (posiblemente infini-
tos).

(d) Si α(T ) = β(T ) < ∞ y se cumple que p(T ) < ∞ o q(T ) < ∞,
entonces p(T ) = q(T )

Se sabe que la condición β(T ) < ∞ implica que R(T ) es cerrado.
Pasemos ahora a definir las siguientes clases de operadores.

Definición 22. Un operador T ∈ B(X) es:

(a) superiormente semi-Fredholm si

T ∈ Φ+(X) = {T ∈ B(X) : R(T ) es cerrado y α(T ) <∞};

(b) inferiormente semi-Fredholm si

T ∈ Φ−(X) = {T ∈ B(X) : β(T ) <∞};

(c) semi-Fredholm si T ∈ Φ±(X) = Φ+(X) ∪ Φ−(X);

(d) Fredholm si T ∈ Φ(X) = Φ+(X) ∩ Φ−(X).
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Definición 23. Sea A un álgebra de Banach. Un subconjunto J de A es
un ideal si satisface (i) y (ii):

(i) J es un subespacio (subespacio lineal y cerrado) de A.

(ii) si x ∈ A y y, z ∈ J , entonces xy ∈ J y zx ∈ J .

Por las observaciones hechas en la sección 1.1, B(X) es un álgebra
de Banach. Un operador acotado T ∈ B(X) es compacto si para cada
subconjunto acotado A de X se tiene que T (A) es compacto en X. Deno-
temos por K(X) el conjunto de todos los operadores compactos de B(X).
Se conoce bien que K(X) es un ideal de B(X).

Teorema 45. T ∈ Φ(X) si y solo si T es invertible en B(X) módulo
K(X).

Los operadores superiormente semi-Fredholm e inferiormente semi-
Fredholm son mutuamente duales, en el sentido siguiente:

(i) T ∈ Φ+(X) si y sólo si T ∗ ∈ Φ−(X∗).

(ii) T ∈ Φ−(X) si y sólo si T ∗ ∈ Φ+(X∗).

Teorema 46. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(a) Si S, T ∈ Φ−(X), entonces ST ∈ Φ−(X).

(b) Si S, T ∈ Φ+(X), entonces ST ∈ Φ+(X).

(c) Si S, T ∈ Φ(X), entonces ST ∈ Φ(X).

(d) Si S, T ∈ B(X) y ST ∈ Φ+(X), entonces T ∈ Φ+(X).

(e) Si S, T ∈ B(X) y ST ∈ Φ−(X), entonces S ∈ Φ−(X).

(f) Si T ∈ Φ±(X), entonces p(T ) = q(T ∗) y q(T ) = p(T ∗).

Teorema 47. Φ+(X), Φ−(X) y Φ(X) son semi-grupos abiertos de B(X).

Teorema 48. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(a) Si T ∈ Φ+(X) y S ∈ K(X), entonces T +K ∈ Φ+(X).

(b) Si T ∈ Φ−(X) y S ∈ K(X), entonces T +K ∈ Φ−(X).

(c) Si T ∈ Φ±(X) y S ∈ K(X), entonces ind(T +K) = ind(T ).

Definición 24. Sea T ∈ B(X).
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(a) El espectro esencial o espectro de Fredholm de T se define por:

σe(T ) = {λ ∈ C : λI − T no es Fredholm}.

(b) El espectro superiormente semi-Fredholm de T es:

σuf (T ) = {λ ∈ C : λI − T 6∈ Φ+(X)}.

(c) El espectro inferiormente semi-Fredholm de T es:

σlf (T ) = {λ ∈ C : λI − T 6∈ Φ−(X)}.

(d) El espectro semi-Fredholm de T está definido por:

σsf (T ) = {λ ∈ C : λI − T no es semi-Fredholm}.

Observación 2. Sea T ∈ B(X). Por definición de los espectros defi-
nidos arriba y las propiedades duales de los operadores semi-Fredholm,
tenemos:

(i) σsf (T ) = σuf (T ) ∩ σlf (T ).

(ii) σe(T ) = σuf (T ) ∪ σlf (T ).

(iii) σuf (T ) = σlf (T ∗) y σlf (T ) = σuf (T ∗).

Se conoce bien que σe(T ) y σsf (T ) son subconjuntos no vaćıos de
C. Más aún, σe(T ) es compacto. En particular, por la parte (i) de la
observación 2, tenemos que σuf (T ) y σlf (T ) también son subconjuntos
no vaćıos de C.

Definición 25. Sea T ∈ B(X). Diremos que T es:

(a) superiormente semi-Weyl si

T ∈W+(X) = {T ∈ Φ+(X) : ind(T ) ≤ 0}.

(b) inferiormente semi-Weyl si

T ∈W−(X) = {T ∈ Φ−(X) : ind(T ) ≥ 0}.

(c) un operador de Weyl si

T ∈W (X) = W+(X) ∩W−(X) = {T ∈ Φ(X) : ind(T ) = 0}.
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La clase de operadores de la definición anterior generan los siguientes
espectros:

(i) el espectro superiormente semi-Weyl, definido por:

σuw(T ) = {λ ∈ C : λI − T 6∈W+(X)}

(ii) el espectro inferiormente semi-Weyl del operador T , definido por:

σlw(T ) = {λ ∈ C : λI − T 6∈W−(X)}

(iii) el espectro de Weyl, definido por:

σw(T ) = {λ ∈ C : λI − T 6∈W (X)}.

Nótese que σuw(T ) ⊆ σa(T ) y σlw(T ) ⊆ σs(T ). En la literatura, los
espectros superiormente semi-Weyl e inferiormente semi-Weyl del opera-
dor T ∈ B(X) también se conocen como espectro aproximado puntual
de Weyl y espectro sobreyectivo de Weyl, respectivamente.

Observación 3. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(i) σw(T ) = σuw(T ) ∪ σlw(T ).

(ii) σuw(T ) = σlw(T ∗) y σlw(T ) = σuw(T ∗).

(iii) σuf (T ) ⊆ σuw(T ) y σlf (T ) ⊆ σlw(T ).

(iv) σe(T ) ⊆ σw(T ).

Se sabe que σuw(T ) y σlw(T ) son subconjuntos compactos de C. Por
lo tanto, la parte (iii) de la observación 3 concluimos que σuw(T ) y σlw(T )
son compactos no vaćıos de C. De (iv) de la misma observación, también
se obtiene que σw(T ) es no vaćıo, ya que σe(T ) es no vaćıo.

Otra clase de operadores muy conocidos por muchos autores son las
que se definen a continuación:

La clase de los operadores superiormente semi-Browder, definida por:

B+(X) = {T ∈ Φ+(X) : p(T ) <∞}

y la clase de los operadores inferiormente semi-Browder, definida por:

B−(X) = {T ∈ Φ−(X) : q(T ) <∞}.

La clase de operadores de Browder, definida por:

B(X) = B+(X) ∩ B−(X) = {T ∈ Φ(X) : p(T ), q(T ) <∞}.
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Observación 4. Las siguientes contenciones son ciertas:

(i) B+(X) ⊆W+(X) y B−(X) ⊆W−(X);

(ii) B(X) ⊆W (X)

Los operadores superiormente semi-Browder e inferiormente semi-
Browder son mutuamente duales:

T ∈ B+(X)⇔ T ∗ ∈ B−(X∗) y T ∈ B−(X)⇔ T ∗ ∈ B+(X∗)

Sea T ∈ B(X). Los conjuntos σub(T ) = {λ ∈ C : λI − T 6∈ B+(X)} y
σlb(T ) = {λ ∈ C : λI−T 6∈ B−(X)} son los espectros superiormente semi-
Browder e inferiormente semi-Browder de T , respectivamente. Mientras
que el espectro de Browder de T es definido por

σb(T ) = {λ ∈ C : λI − T 6∈ B(X)}.

Observación 5. Sea T ∈ B(X).

(i) σb(T ) = σub(T ) ∪ σlb(T );

(ii) σw(T ) ⊆ σb(T );

(iii) σub(T ) = σuf (T ) ∪ Ξ(T ) y σlb(T ) = σlf (T ) ∪ Ξ(T )

Como σw(T ) es no vaćıo, por la parte (ii) de la observación anterior
tenemos que σb(T ) es un subconjunto no vaćıo de C.

Proposición 5. Sean M y N subespacios T -invariantes de X. Si X =
M
⊕
N , entonces:

(a) T ∈ B+(X) ⇔ T |M ∈ B+(M) y T |N ∈ B+(N), y por lo tanto,

σub(T ) = σub(T |M ) ∪ σub(T |N ).

(b) T ∈ B−(X) ⇔ T |M ∈ B−(M) y T |N ∈ B−(N), y por lo tanto,

σlb(T ) = σlb(T |M ) ∪ σlb(T |N ).

(c) T ∈ B(X) ⇔ T |M ∈ B(M) y T |N ∈ B(N), y por lo tanto,

σb(T ) = σb(T |M ) ∪ σb(T |N ).

Teorema 49. Si λI − T ∈ Φ±(T ), entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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(a) T tiene la SVEP en λ;

(b) H0(λI − T ) es cerrado;

(c) p(λI − T ) <∞;

(d) H0(λI − T ) es de dimensión finita.

Recordemos que si M y N son subespacios lineales de X tales que
X = M

⊕
N , entonces diremos que N es un complemento algebraico de

M . La codimensión de M es la dimensión del complemento algebraico N
de M , o equivalentemente la dimensión del espacio cociente X/M .

Teorema 50. Si λI − T ∈ Φ±(T ), entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) T ∗ tiene la SVEP en λ;

(b) q(λI − T ) <∞;

(c) K(λI − T ) es de codimensión finita.

Teorema 51. Sea T ∈ B(X). Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(a) σuw(T ) ⊆ σub(T ) y σlw(T ) ⊆ σlb(T );

(b) σb(T ) = σb(T
∗), σub(T ) = σlb(T

∗) y σlb(T ) = σub(T
∗);

(c) σub(T ) = σuw(T ) ∪ accσap(T );

(d) σlb(T ) = σlw(T ) ∪ accσs(T );

(e) σb(T ) = σw(T ) ∪ accσ(T ).

También se puede demostrar que σub(T ) y σlb(T ) son subconjuntos
compactos de C y, por el inciso (a) del teorema 51, no son vaćıos.

Observación 6. En resumen, tenemos que las siguientes contenciones
son ciertas:

(i) σe(T ) ⊆ σw(T ) ⊆ σb(T );

(ii) σsf (T ) ⊆ σuf (T ) ⊆ σuw(T ) ⊆ σub(T ) ⊆ σb(T );

(iii) σsf (T ) ⊆ σlf (T ) ⊆ σlw(T ) ⊆ σlb(T ) ⊆ σb(T ).

Teorema 52. Sea T ∈ B(X).
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(a) Si T tiene la SVEP, entonces

σsf (T ) = σuf (T ) = σub(T ) y σlb(T ) = σb(T ) = σw(T ).

(b) Si T ∗ tiene la SVEP, entonces

σsf (T ) = σlf (T ) = σlb(T ) y σub(T ) = σb(T ) = σw(T ).

Teorema 53. Sea T ∈ B(X). Si T o T ∗ tiene la SVEP, entonces

σuw(T ) = σub(T ) y σlw(T ) = σlb(T ).
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Caṕıtulo 2

Clases especiales de
operadores en los
espacios de Hilbert

En este caṕıtulo presentamos algunas propiedades de los operadores k-
paranormales, en especial sus propiedades espectrales. Empezamos anali-
zando las propiedades básicas de los operadores normales e hiponormales.
Luego, introducimos los operadores k-paranormales con sus respectivas
subclases. Damos las relaciones exactas que hay entre estas subclases de
operadores. Por otra parte, probamos que los operadores k-paranormales
son isoloides. Terminamos este caṕıtulo estudiando las propiedades espec-
trales de los operadores k-∗-paranormales. Probamos que los operadores
k-∗-paranormales son independientes de los operadores k-paranormales y
que también son isoloides.

2.1. Operadores normales e hiponormales

En esta sección solo damos una breve introducción de los operadores
hiponormales, debido a que en las siguientes secciones vamos a obtener
más propiedades de estos operadores como casos particulares de los resul-
tados obtenidos para los operadores k-paranormales y k-∗-paranormales.

Definición 26. Sea T ∈ B(H). Diremos que

(a) T es un operador normal si TT ∗ = T ∗T .
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(c) T es un operador casi-normal si T ∗TT = TT ∗T .

(b) T es un operador hiponormal si TT ∗ ≤ T ∗T .

Es claro que todo operador auto-adjunto es un operador normal y que
todo operador normal es un operador casi-normal. Ahora, probemos que
los operadores hiponormales contienen a los operadores casi-normales.

Teorema 54. Si T ∈ B(H) es casi-normal, entonces T es hiponormal.

Demostración. Por el teorema 9, H = N(T ∗)
⊕
⊥N(T ∗)⊥. De la proposi-

ción 1, tenemos que R(T ) = N(T ∗)⊥. Aśı, H = N(T ∗)
⊕
⊥R(T ). Ahora,

tomemos x ∈ H tal que x = x1 + x2 con x1 ∈ N(T ∗) y x2 ∈ R(T ).
Entonces existe una sucesión {zn} ∈ R(T ) tal que ĺımn→∞ zn = x2. Sea
D = T ∗T − TT ∗. Puesto que x1 ∈ N(T ∗), resulta que:

〈Dx1, x1〉 = 〈(T ∗T − TT ∗)x1, x1〉 = 〈T ∗Tx1, x1〉 − 〈TT ∗x1, x1〉
= 〈T ∗Tx1, x1〉 = 〈Tx1, Tx1〉 = ‖Tx1‖2. (2.1)

Como T es casi-normal, entonces DT = O. Dado que cada zn ∈ R(T ),
tenemos que Dzn = 0, entonces 〈x1, Dzn〉 = 0 para cada n ∈ N. Aśı,
〈Dx1, x2〉 = 〈Dx1, ĺımn→∞ zn〉 = ĺımn→∞〈Dx1, zn〉 = ĺımn→∞〈x1, Dzn〉
= 0. De manera similar se demuestra que 〈Dx2, x1〉 = 0 y 〈Dx2, x2〉 = 0.
Por lo tanto, de estas igualdades y de la ecuación (2.1), resulta que:

〈Dx, x〉 = 〈Dx, x1〉+ 〈Dx, x2〉 = 〈Dx1, x1〉+ 〈Dx2, x1〉+ 〈Dx1, x2〉
+ 〈Dx2, x2〉 = 〈Dx1, x1〉 = ‖Tx1‖2 ≥ 0.

En consecuencia D ≥ O, es decir, T ∗T ≥ TT ∗. Por lo tanto, T es hipo-
normal. �

En seguida, pasemos a caracterizar tanto los operadores normales co-
mo los hiponormales.

Teorema 55. Sea T ∈ B(H). Entonces,

(a) T es normal si y solo si ‖T ∗x‖ = ‖Tx‖ para cada x ∈ H.

(b) T es hiponormal si y solo si ‖T ∗x‖ ≤ ‖Tx‖ para cada x ∈ H.

Demostración. (a) Si T es normal, entonces para cada x ∈ H,

‖Tx‖2 = 〈T ∗Tx, x〉 = 〈TT ∗x, x〉 = ‖T ∗x‖2.

Ahora, probemos la implicación rećıproca. Para probar esta implicación,
primero demostremos la siguiente afirmación:
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Afirmación: Si 〈Tx, x〉 = 0 para cada x ∈ H, entonces T = O.

Sean x, y ∈ H. Puesto que 〈T (x+ y), x+ y〉 = 0, vemos que

〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉 = 0. (2.2)

Si y es remplazado por iy en la ecuación (2.2), el resultado es

−i〈Tx, y〉+ i〈Ty, x〉 = 0. (2.3)

Multiplicando la ecuación (2.3) por i, resulta que

〈Tx, y〉 = 〈Ty, x〉. (2.4)

De las ecuaciones (2.2) y (2.4), tenemos que 〈Tx, y〉 = 0. En particular,
si y = Tx nos da ‖Tx‖2 = 0. Por lo tanto, Tx = 0 para todo x ∈ H. Aśı,
T = O. Esto prueba la Afirmación.

Ahora, si ‖T ∗x‖ = ‖Tx‖ para cada x ∈ H, entonces 〈(TT ∗−T ∗T )x, x〉 =
0. Por lo tanto, TT ∗ = T ∗T , por la Afirmación.

(b) T es hiponormal si y solo si 0 ≤ 〈(T ∗T −TT ∗)x, x〉 = ‖Tx‖2−‖T ∗x‖2
para todo x ∈ H. Esto completa la prueba. �

A continuación usaremos el resultado previo para probar que los ope-
radores del siguiente ejemplo son normal, casi-normal o bien hiponormal.

Ejemplo 7. En este ejemploH será l2 y R : H → H denotará el operador
de desplazamiento a la derecha. Recordemos que R está definido por
R(x) = (0, x1, x2, · · · ) para cada x = (x1, x2, · · · ) ∈ H.

1. Sea T : H → H definido por:

T (x) = ((1 + 3i)x1, (1− i)x2, x3, x4, · · · )

para cada x = {xn} en H. Es claro que T ∈ B(H) y el adjunto de
T viene dado por:

T ∗(x) = ((1− 3i)x1, (1 + i)x2, x3, x4, · · · ).

Entonces, para cada x = {xn} ∈ H,

TT ∗(x) = (10x1, 2x2, x3, · · · ) = T ∗T (x).

Por lo tanto, T es un operador normal.
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2. Veamos que R∗ es casi-normal. Del ejemplo 1, R∗ es el operador de
desplazamiento a la izquierda. Entonces, para cada x = {xn} ∈ H,

RR∗R(x) = RR∗(0, x1, x2, · · · ) = R(x1, x2, · · · ) = (0, x1, x2, · · · ) y

R∗RR(x) = R∗R(0, x1, x2, · · · ) = R∗(0, 0, x1, · · · ) = (0, x1, x2, · · · ).

Por lo tanto, RR∗R = R∗RR. Aśı, R∗ es casi-normal.

3. Sea T = R∗ + 2R. Entonces, para cada x = {xn} ∈ H,

T (x) = (x2, x3 + 2x1, x4 + 2x2, x5 + 2x3, · · · ).

Ahora calculemos el adjunto de T . Como T ∗ = (R∗ + 2R)∗ = R +
2R∗ entonces

T ∗(x) = (2x2, x1 + 2x3, x2 + 2x4, x3 + 2x5, · · · ).

para cada x = {xn} ∈ H. Por otro lado, notemos que

Qx = |x2|2 +

∞∑
n=2

|xn+1 + 2xn−1|2 − 4|x2|2 −
∞∑
n=2

|xn−1 + 2xn+1|2

= −3|x2|2 +

∞∑
n=2

(
|xn+1 + 2xn−1|2 − |xn−1 + 2xn+1|2

)
= −3|x2|2 +

∞∑
n=2

(−3|xn+1|2 + 3|xn−1|2)

= −3|x2|2 + 3|x1|2 + 3|x2|2

= 3|x1|2 ≥ 0,

donde Qx = ‖Tx‖2 − ‖T ∗x‖2. Por lo tanto, ‖Tx‖2 ≥ ‖T ∗x‖2, es
decir, T es hiponormal (veáse el Teorema 55).

Sabemos que todo operador normal es casi-normal. Sin embargo, el
siguiente ejemplo muestra que existen operadores casi-normales que no
son normales.

Ejemplo 8. 1. Un ejemplo de un operador casi-normal que no es nor-
mal.

Sea S el operador de desplazamiento a la derecha. Sabemos que S∗

es casi-normal (veáse el Ejemplo 7). Nótese que S(e1) = (0, 1, 0, · · · ),
en consecuencia ‖S(e1)‖ = 1. Por otra parte, S∗(e1) = (0, 0, · · · ),
esto implica que ‖S∗(e1)‖ = 0. Aśı, 1 = ‖S(e1)‖ 6= ‖S∗(e1)‖ = 0.
Por lo tanto, T no es normal, por el Teorema 55.
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2. Un ejemplo de un operador hiponormal que no es casi-normal.

Sea T como en la parte 3 del Ejemplo 7. Entonces T es hiponormal.
Además, para cada x = {xn} ∈ H,

TT ∗T (x) = (2x4 + 5x2, 2x5 + 9x3 + 10x1, 2x6 + 9x4 + 12x2, · · · ) y

T ∗TT (x) = (2x3 + 4x1, 2x5 + 9x3 + 10x1, 2x6 + 9x4 + 12x2, · · · ).

Nótese que (0, 10, 0, · · · ) = TT ∗T (e1) 6= T ∗TT (e1) = (4, 10, 0, · · · ).
Por lo tanto, T no es casi-normal.

En lo que sigue, probaremos las propiedades principales de los opera-
dores normales e hiponormales.

Teorema 56. Sea M un subespacio de H y T -invariante.

(a) Si T es hiponormal, entonces T |M es hiponormal.

(b) Si T es hiponormal y T |M es normal, entonces M reduce a T .

(c) Si T es normal, entonces T |M es normal si y sólo si M reduce a T .

Demostración. (a) Como M es T -invariante, entonces T |M ∈ B(M). Sea
P la proyección ortogonal sobre M , entonces (T |M )∗ = PT ∗|M en B(H),
por el Teorema 21. Por lo tanto, para cada x ∈M se tiene que

‖(T |M )∗x‖ = ‖PT ∗|Mx‖
≤ ‖P‖‖T ∗|Mx‖
= ‖T ∗|Mx‖
≤ ‖T |Mx‖,

donde la última desigualdad es por la hiponormalidad de T . Luego, por
el Teorema 55, T |M es hiponormal.

(b) Como M es T -invariante, por la Proposición 2, T =

[
T |M R
O S

]
en

M
⊕
⊥M

⊥. Aśı, T ∗ =

[
(T |M )∗ O
R∗ S∗

]
en M

⊕
⊥M

⊥. Sea N = T |M ,

puesto que N es normal, entonces

T ∗T − TT ∗ =

[
N∗N N∗R
R∗N R∗R+ S∗S

]
−
[
NN∗ +RR∗ RS∗

SR∗ SS∗

]
=

[
−RR∗ N∗R−RS∗

R∗N − SR∗ R∗R+ S∗S −RS∗
]
.
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Sean u ∈M , x = (u, 0) ∈M
⊕
⊥M

⊥ y D = T ∗T − TT ∗. Entonces

Dx =

[
−RR∗ N∗R−RS∗

R∗N − SR∗ R∗R+ S∗S −RS∗
](

u

0

)
= (−RR∗u, (R∗N − SR∗)u)

en M
⊕
⊥M

⊥. Puesto que T es hiponormal, resulta que

0 ≤ 〈Dx, x〉 = 〈(−RR∗u, (R∗N − SR∗)u), (u, 0)〉
= −〈RR∗u, u〉+ 〈(R∗N − SR∗)u, 0〉
= −〈RR∗u, u〉 = −〈R∗u,R∗u〉
= −‖R∗u‖2 ≤ 0,

de donde se obtiene que R∗ = O, y en consecuencia R = O. Por lo tanto,

la representación matricial de T es

[
T |M O
O S

]
en M

⊕
⊥M

⊥. Luego,

por el Teorema 20, M es un subespacio que reduce a T .

(c) Es consecuencia inmediata del inciso (b). �

Ahora que sabemos que la restricción de un operador hiponormal a
cualquier subespacio invariante sigue siendo hiponormal, vale la pena
preguntarse que si la restricción de un operador normal a un subespacio
invariante sigue siendo normal. La respuesta a esta pregunta es negativa,
tal como demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9. Sean M un espacio de Hilbert y Mn = M para cada n ∈ Z.
El siguiente conjunto definido por:

⊕
n∈Z

Mn = {{xn}n∈Z : xn ∈Mn,

∞∑
n=−∞

‖xn‖2 <∞}

es un espacio lineal con las operaciones de la suma de vectores y la mul-
tiplicación por escalares definidas por:

1. {xn}n∈Z + {yn}n∈Z = {xn + yn}n∈Z y

2. α{xn}n∈Z = {αxn}n∈Z

para cada {xn}n∈Z, {yn}n∈Z ∈
⊕

n∈ZMn y α ∈ C. Más aún,
⊕

n∈ZMn

es un espacio de Hilbert con el producto interno

〈x, y〉 =
∑
n∈Z
〈xn, yn〉,
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para todo x = {xn}n∈Z, y = {yn}n∈Z ∈
⊕

n∈ZMn. En esta definición Z
puede ser remplazado por N o por Z+ = N ∪ {0}.

Sea H =
⊕∞

n=0Mn, donde Mn = M para cada n ∈ Z+. Consideremos
el operador T : H → H, dado por:

T (x0, x1, x2, · · · ) = (0, x0, x1, x2, · · · ),

para cada (x0, x1, x2, · · · ) ∈ H. También, definamos U en K =
⊕

n∈ZMn,
donde Mn = M para cada n ∈ Z, dado como:

U(· · · , x−2, x−1, [x0], x1, x2, · · · ) = (· · · , x−2, [x−1], x0, x1, x2, · · · ),

donde [ ] es usado para localizar la posición de la coordenada cero. Que
T y U sean acotados es sencillo de probar. Por otro lado, el adjunto de
U es U∗(· · · , x−2, x−1, [x0], x1, x2, · · · ) = (· · · , x−2, x−1, x0, [x1], x2, · · · ).
Por lo tanto,

U∗U(· · · , x−2, x−1, [x0], x1, x2, · · · ) = U∗(· · · , x−2, [x−1], x0, x1, · · · )
= (· · · , x−2, x−1, [x0], x1, · · · ).

Mientras que

UU∗(· · · , x−2, x−1, [x0], x1, x2, · · · ) = U(· · · , x−2, x−1, x0, [x1], · · · )
= (· · · , x−2, x−1, [x0], x1, · · · ).

Por lo tanto, UU∗ = U∗U = I, es decir, U es unitario. En consecuencia
U es normal. Ahora, si H es identificado con el subespacio · · ·

⊕
{0}

⊕
H

de K, entonces H es un subespacio de K. Además, H es U -invariante y
T = U |H . Sin embargo,

T ∗T (x0, x1, · · · ) = (0, x1, x2, · · · ) y TT ∗(x0, x1, · · · ) = (x0, x1, x2, · · · ),

de donde se obtiene que T no es normal.

Continuemos con el estudio de las propiedades de los operadores hi-
ponormales, probando el siguiente resultado.

Teorema 57. Si T ∈ B(H) es hiponormal e invertible, entonces T−1 es
hiponormal.

Demostración. Si T es invertible, entonces T ∗ es invertible y (T ∗)−1 =
(T−1)∗. Esto implica que TT ∗ ∈ B(H) es invertible, y como TT ∗ ≥ O,
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resulta que TT ∗ > O. Si T es hiponormal, entonces O < TT ∗ ≤ T ∗T ,
por el Teorema 14, se obtiene que (T ∗T )−1 ≤ (TT ∗)−1. Por lo tanto,

T−1(T−1)∗ = T−1(T ∗)−1

= (T ∗T )−1 ≤ (TT ∗)−1

= (T ∗)−1T−1 = (T−1)∗T−1.

En consecuencia, T−1(T−1)∗ ≤ (T−1)∗T−1, es decir, T−1 es hiponormal.
�

Teorema 58. Si T ∈ B(H) es hiponormal, entonces λI − T es hiponor-
mal para cada λ ∈ C.

Demostración. Si T es hiponormal, entonces
(λI − T )∗(λI − T )− (λI − T )(λI − T )∗

= (λI − T ∗)(λI − T )− (λI − T )(λI − T ∗)
= |λ|2I − λT − λT ∗ + T ∗T − |λ|2I + λT ∗ + λT − TT ∗
= T ∗T − TT ∗ ≥ O. Por lo tanto, λI − T es hiponormal. �

El siguiente Teorema caracteriza a las clases de operadores hiponor-
males introducidas en esta sección en términos del espectro.

Teorema 59. Sea Γ la frontera del disco unitario. Si T ∈ B(H) es un
operador hiponormal, entonces

(a) T es auto-adjunto si y sólo si σ(T ) ⊆ R.

(b) T es unitario si y sólo si σ(T ) ⊆ Γ.

(c) T es no negativo si y sólo si σ(T ) ⊆ [0,∞).

(d) T es positivo si y sólo si σ(T ) ⊆ [α,∞), para algún α > 0.

(e) T es una proyección ortogonal no trivial si y sólo si σ(T ) = {0, 1}.

Demostración. Primero probemos la siguiente afirmación.

Afirmación. Si T es normal, entonces σ(T ) = σap(T ).

Usando los cálculos del Teorema 58, tenemos que λI − T es normal
para cada λ ∈ C, y por el Teorema 55, N(λI −T ) = N(λI −T ∗). Ahora,
supongamos que λ 6∈ σap(T ). Luego, por el Teorema 5, λI − T es inyec-

tivo y tiene rango cerrado. En consecuencia, R(λI − T ) = R(λI − T ) =
N(λI − T ∗)⊥ = {0}⊥ = H, por la Proposición 1. Por lo tanto, λI − T es
invertible. Aśı, λ 6∈ σ(T ). Esto prueba que σ(T ) ⊆ σap(T ). Por lo tanto,
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σap(T ) = σ(T ), ya que la contención contraria siempre es cierta.

(a) Supongamos que T es auto-adjunto y que λ ∈ σ(T ). Sean λ = α+ iβ
y S = λI−T . Por un simple cálculo tenemos que ‖Sx‖2 = ‖αx−Sx‖2 +
β2‖x‖2, aśı que ‖Sx‖ ≥ |β|‖x‖. Si β 6= 0, se sigue que S es invertible, por
la Afirmación. Aśı, λ 6∈ σ(T ). Esto prueba que σ(T ) ⊆ R. Probemos la
implicación rećıproca. Sea λ = αi para algún α ∈ R. Si σ(T ) ⊆ R, enton-
ces λ 6∈ σ(T ), de lo cual se sigue que λI−T es invertible. Por el Teorema
57, (λI − T )−1 es hiponormal, y por lo tanto (λI − T )−1 es normaloide
(veáse el Teorema 60). De esta manera, ‖(λI − T )−1‖ = sup{|µ| : µ ∈
σ((λI −T )−1)}. Por otro lado, por el Teorema de la aplicación espectral,
tenemos que σ((λI − T )−1) = {(λ− µ)−1 : µ ∈ σ(T )}. En consecuencia,
‖(λI − T )−1‖ = sup{|λ− µ|−1 : µ ∈ σ(T )} ≤ 1

|λ| , porque σ(T ) ⊆ R. Por

lo tanto, T es auto-adjunto (veáse el Teorema 12).

(b) Supongamos que T es unitario. Por el Teorema de la aplicación espec-
tral, para cada λ ∈ σ(T ) tenemos que λ−1 ∈ σ(T−1). Por otro lado, por el
Teorema 22, ‖T‖ = ‖T ∗‖ = 1 (T ∗ = T−1), y como r(T ∗) = r(T ) ≤ ‖T‖,
tenemos que para cada λ ∈ σ(T ) implica que |λ| ≤ 1 y |λ−1| ≤ 1. Por lo
tanto, |λ| = 1. Rećıprocamente, supongamos que σ(T ) ⊆ Γ. Como T es
hiponormal, entonces T es normaloide (veáse Teorema 60), de lo cual se
sigue que ‖T‖ = 1. Por otra parte, por hipótesis, 0 6∈ σ(T ), en consecuen-
cia T es invertible. Por el Teorema 58, T−1 es hiponormal, aśı que T−1

es normaloide. Ahora, como σ(T−1) = {λ−1 : λ ∈ σ(T )} ⊆ Γ, tenemos
que ‖T−1‖ = 1. En consecuencia, ‖Tx‖ ≤ ‖x‖ y ‖T−1x‖ ≤ ‖x‖ para
cada x ∈ H. De esta manera, ‖Tx‖ = ‖x‖ = ‖T−1x‖. Por lo tanto, T es
unitario.

(c) Supongamos que T es no negativo. Entonces 〈Tx, x〉 ≥ 0 para ca-
da x ∈ H, y σ(T ) ⊆ R. Por otra parte, notemos que ‖(λI − T )x‖2 =
|λ|2‖x‖2 − 2λ〈Tx, x〉 + ‖Tx‖2. De esta manera, si λ < 0, tenemos que
‖(λI − T )x‖2 ≥ |λ|2‖x‖2 para cada x ∈ H, de lo cual se sigue que
λI−T es invertible (por la Afirmación). Aśı, λ 6∈ σ(T ). En consecuencia,
σ(T ) ⊆ [0,∞). Rećıprocamente, si σ(T ) ⊆ [0,∞), entonces T es auto-
adjunto, por (a). Por el Teorema 12.23 de W. Rudin [22] y el Teorema
6.47 de C. Kubrusly [17], resulta que existe una única medida espectral
P en los subconjuntos borelianos de σ(T ) tal que

〈Tx, x〉 =

∫
σ(T )

λdP (λ).

Es bien conocido que para cada x ∈ H, Px definido por Px(∆) = 〈P (∆)x, x〉
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es una medida positiva, para cada conjunto boreliano ∆ ⊆ σ(T ). De esta
manera, si σ(T ) ⊆ [0,∞), resulta que 〈Tx, x〉 ≥ 0 para cada x ∈ H. Por
lo tanto, T es no negativo.

(d) Supongamos que T es positivo. Por (c), σ(T ) ⊆ [0,∞), y por el
Teorema 14, 0 6∈ σ(T ). Por lo tanto, σ(T ) ⊆ [α,∞) para algún α > 0.
Rećıprocamente, supongamos que σ(T ) ⊆ [α,∞) para algún α > 0. Por
(c), T es no negativo. Por otra parte, como 0 6∈ σ(T ), tenemos que T es
invertible. Luego, por el Teorema 14, T es positivo.

(e) Supongamos que T es una proyección. Entonces I − T es una pro-
yección, R(I − T ) = N(T ) y R(T ) = N(I − T ). Si 0 6∈ σp(T ), entonces
R(I − T ) = N(T ) = {0}, aśı que T = I. Similarmente, si 1 6∈ σp(T ),
entonces R(T ) = N(I − T ) = {0}, aśı que T = O. Por lo tanto, si T
es una proyección tal que O 6= P 6= I, entonces 0, 1 ∈ σp(T ). Además,
si λ ∈ C tal que 0 6= λ 6= 1, entonces (λI − T )( 1

λI + 1
λ(λ−1)T ) = I =

( 1
λI + 1

λ(λ−1)T )(λI − T ), lo cual implica que λI − T es invertible, y

aśı λ ∈ ρ(T ). Rećıprocamente, supongamos que σ(T ) = {0, 1}. Por (a),
T es auto-adjunto. Por otro lado, T 2 =

∫
σ(T )

λ2P (λ) =
∫
σ(T )

λP (λ) = T .

Luego, por el Teorema 18, T es una proyección ortogonal. �

Cabe señalar que este Teorema, en particular, también es cierto si H
es de dimensión finita.

2.2. Operadores k-paranormales

En esta sección introducimos ciertas clases de operadores que generali-
zan a los operadores hiponormales y por lo tanto de los operadores norma-
les. Esta clase de operadores la constituyen los operadores p-hiponormal
para algún 0 < p ≤ 1, clase A, paranormal, clase A(k) y k-paranormal pa-
ra algún k ∈ N. Estudiamos las relaciones que existen entre estas clases
de operadores y especialmente estudiamos sus propiedades espectrales.
Además, damos varios ejemplos de estas clases de operadores.

Cabe señalar que los resultados aqúı expuestos son resultados origi-
nales de S. Panayappan, N. Jayanthi y D. Sumathi en el art́ıculo titulado
”Weyl and Weyl Type Theorems for k-Paranormal and Algebraically k-
Paranormal Operators”, que fue publicado en el año 2012 en la revista
Int. Journal of Math. Analysis (veáse [20]). Para más referencias de estas
clases de operadores, veáse los art́ıculos [25], [16] y [21].
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2.2.1. Las relaciones de inclusión y ejemplos

Comencemos nuestra exposición definiendo las clases de operadores
que generalizan a los operadores normales.

Definición 27. Sea T ∈ B(H). Diremos que

1. T es p-hiponormal si (TT ∗)p ≤ (T ∗T )p para algún 0 < p ≤ 1. Cuan-
do p = 1, T pertenece a la clase de los operadores hiponormales.

2. T es de clase A si |T |2 ≤ |T 2|.

3. T es paranormal si ‖Tx‖2 ≤ ‖T 2x‖‖x‖ para todo x ∈ H.

4. T es k-paranormal si ‖Tx‖k+1 ≤ ‖T k+1x‖‖x‖k para todo x ∈ H y
para algún k ∈ N. Nótese que si k = 1, entonces T es paranormal.

5. T es de clase A(k) si |T |2 ≤ |T k+1|
2

k+1 para algún k ∈ N. Si k = 1,
entonces la clase A(k) coincide con la clase de los operadores de
clase A.

6. T es normaloide si r(T ) = ‖T‖.

En seguida vamos a probar las relaciones que existen entre las cla-
ses de operadores definidos arriba, pero antes enunciemos los siguientes
dos resultados auxiliares, muy conocidos en la teoŕıa de operadores. Las
pruebas de estos resultados se pueden ver en [15].

Lema 4. (Desigualdad de Löwner-Heinz). Si Q,R ∈ B(H) son operado-
res no negativos tales que Q ≥ R, entonces Qα ≥ Rα para 0 ≤ α ≤ 1.

Lema 5. (Desigualdad de Hölder-McCarthy). Sea Q ∈ B(H) tal que
Q ≥ O. Entonces las siguientes desigualdades son ciertas:

(a) 〈Qrx, x〉 ≥ 〈Qx, x〉r‖x‖2(1−r) para todo r > 1 y todo x ∈ H.

(b) 〈Qrx, x〉 ≤ 〈Qx, x〉r‖x‖2(1−r) para todo 0 ≤ r ≤ 1 y todo x ∈ H.

Teorema 60. Las siguientes implicaciones son ciertas:

hiponormal ⇒ p− hiponormal⇒ clase A⇒ paranormal

⇒ k − paranormal⇒ normaloide.

Demostración. Probemos que hiponormal implica p-hiponormal. Si T ∈
B(H) es hiponormal, entonces TT ∗ ≤ T ∗T . Por el Lema 4, (TT ∗)p ≤
(T ∗T )p para 0 < p ≤ 1. Por lo tanto, T es p-hiponormal.
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Veamos que p-hiponormal implica clase A. Sea T = U |T | la des-
composición polar de T . Por el Teorema 24, la descomposición polar
de T ∗ es T ∗ = U∗|T ∗|. Aśı, T = |T ∗|U . Como T es p-hiponormal, en-
tonces |T |2p ≥ |T ∗|2p. Aplicando el Teorema 17 a |T |2p y |T ∗|2p para
(1 + 1

p ) 2
1+p ≥

1
p + 1

p , y teniendo en cuenta también el Teorema 25,

|T 2|1+p = (T ∗(T ∗T )T )
1+p
2 = (U∗|T ∗|T ∗T |T ∗|U)

1+p
2

= U∗((|T ∗|2p)
1
2p (|T |2p)

1
p (|T ∗|2p)

1
2p )

1+p
2 U

≥ U∗((|T ∗|2p)
1
2p (|T ∗|2p)

1
p (|T ∗|2p)

1
2p )

1+p
2 U

= U∗(|T ∗|2p)
1+p
p U = U∗|T ∗|2(1+p)U = |T |2(1+p).

Aśı, |T 2|1+p ≥ |T |2(1+p). Luego, por el Lema 4, resulta que |T 2| ≥ |T |2.
Por lo tanto, T es clase A.

Demostremos que clase A implica paranormal. Tomemos x en H de
norma uno. Si T es de clase A, entonces 〈|T 2|x, x〉 ≥ 〈|T |2x, x〉. Usando
la desigualdad de Hölder-McCarthy, resulta que:

‖T 2x‖2 = 〈T ∗2T 2x, x〉 = 〈|T 2|2x, x〉
≥ 〈|T 2|x, x〉2 ≥ 〈|T |2x, x〉2 = ‖Tx‖4.

Por lo tanto, ‖T 2x‖ ≥ ‖Tx‖2 para cada x ∈ H de norma uno. Esto prue-
ba que T es paranormal.

Probemos que paranormal implica k-paranormal. Sea x ∈ H tal que
‖x‖ = 1. Si T ∈ B(H) es paranormal, entonces ‖T 2x‖ ≥ ‖Tx‖2. Ahora,
supongamos que ‖Tnx‖ ≥ ‖Tx‖n para algún n ∈ N. Aśı que:

‖Tn+1x‖ = ‖Tx‖‖Tn(
Tx

‖Tx‖
)‖ ≥ ‖Tx‖‖T (

Tx

‖Tx‖
)‖n

= ‖Tx‖1−n‖T 2x‖n ≥ ‖Tx‖1−n‖Tx‖2n

= ‖Tx‖n+1.

Por lo tanto, por inducción se tiene que ‖Tnx‖ ≥ ‖Tx‖n para todo n ∈ N.
En particular, si n = k+1, entonces ‖T k+1x‖ ≥ ‖Tx‖k+1 para todo x ∈ H
de norma uno. En consecuencia, T es k-paranormal.

Finalmente, veamos que k-paranormal implica normaloide. Sea O 6=
T k-paranormal para algún k ∈ N. Entonces ‖Tx‖k+1 ≤ ‖T k+1x‖‖x‖k
para todo x ∈ H. Tomemos cualquier entero i ≥ 1. Si remplazamos x
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por T i−1x, se obtiene que ‖T ix‖k+1 ≤ ‖T k+ix‖‖T i−1x‖k para todo x ∈
H. De manera que ‖T i‖k+1 ≤ ‖T k+i‖‖T i−1‖k. Ahora, supongamos que
‖T i‖ = ‖T‖i para algún i ≥ 1. Por la desigualdad anterior, ‖T‖(k+1)i =
(‖T‖i)k+1 = ‖T i‖k+1 ≤ ‖T k+i‖‖T i−1‖k ≤ ‖T k+i‖‖T‖(i−1)k, y por lo
tanto ‖T‖k+i ≤ ‖T k+i‖. Además, como ‖T‖k+i ≥ ‖T k+i‖, entonces

‖T‖k+i = ‖T k+i‖.

Luego, por inducción, resulta que ‖T‖ik+1 = ‖T ik+1‖ para i ≥ 1. Esto
nos da una subsucesión {Tni} de {Tn}, digamos Tni = T ik+1, tal que
‖T‖ni = ‖Tni‖, en consecuencia,

ĺım
i→∞

‖Tni‖
1
ni = ĺım

i→∞
(‖T‖

1
ni )

1
ni = ‖T‖.

Puesto que {‖Tn‖ 1
n } es una sucesión convergente que converge a r(T ), y

como tiene una subsucesión que converge a ‖T‖, se sigue que r(T ) = ‖T‖,
lo cual nos dice que T es normaloide. �

Probemos las relaciones que hay entre las clases de operadores que
pertenecen en la clase A(k) y k-paranormales para algún k ∈ N.

Teorema 61. Si T ∈ B(H) es de clase A(k) para algún k ∈ N, entonces
T es k-paranormal.

Demostración. Si T es de clase A(k), entonces |T |2 ≤ |T k+1|
2

k+1 . Usando
la desigualdad de Hölder-McCarthy, resulta que:

‖Tx‖2(k+1) = 〈Tx, Tx〉k+1 = 〈|T |2x, x〉k+1 ≤ 〈|T k+1|
2

k+1x, x〉k+1

≤ 〈(|T k+1|
2

k+1 )k+1x, x〉 = 〈|T k+1|2x, x〉
= 〈T ∗k+1T k+1x, x〉 = ‖T k+1x‖2

para todo x ∈ H de norma uno. De lo cual se sigue que ‖Tx‖k+1 ≤
‖T k+1x‖ para todo x ∈ H de norma uno. Por lo tanto, T es k-paranormal.

�

Continuemos con nuestra exposición caracterizando a los operadores
k-paranormales para algún k ∈ N. Usaremos esta caracterización para
probar algunas propiedades de las clases de operadores de la definición
27. En particular, para hallar ejemplos de dichos operadores.

Lema 6. (Desigualdad generalizada de la media aritmética-geométrica).
Sean a y b números reales positivos. Entonces aλbµ ≤ λa+µb para λ > 0
y µ > 0 tales que λ+ µ = 1.
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Teorema 62. Para cada entero positivo k, T es k-paranormal si y sólo
si T ∗k+1T k+1 − (k + 1)µkT ∗T + kµk+1 ≥ O para todo µ > 0.

Demostración. Por definición, ‖T k+1x‖
1

k+1 ‖x‖
k

k+1 ≥ ‖Tx‖ para cada x ∈
H si y sólo si T es k-paranormal. Por el Lema 6, se obtiene que:

〈T ∗Tx, x〉 ≤ 〈T ∗k+1T k+1x, x〉
1

k+1 〈x, x〉
k

k+1

= 〈µ−kT ∗k+1T k+1x, x〉
1

k+1 〈µx, x〉
k

k+1

≤ 1

k + 1
〈µ−kT ∗k+1T k+1x, x〉+

k

k + 1
〈µx, x〉,

para cada x ∈ H. Aśı, 〈(T ∗k+1T k+1 − (k + 1)µkT ∗T + kµk+1)x, x〉 ≥ 0.
Por lo tanto, T ∗k+1T k+1 − (k + 1)µkT ∗T + kµk+1 ≥ O.

Rećıprocamente, si x ∈ H con 〈T ∗k+1T k+1x, x〉 = 0, entonces

0 ≤ 〈(T ∗k+1T k+1 − (k + 1)µkT ∗T + kµk+1)x, x〉
= −(k + 1)µk〈T ∗Tx, x〉+ kµk+1〈x, x〉.

Aśı, (k + 1)µk〈T ∗Tx, x〉 ≤ kµk+1〈x, x〉. Multiplicando esta desigualdad
por µ−k, resulta que (k+1)〈T ∗Tx, x〉 ≤ kµ〈x, x〉, entonces (k+1)〈T ∗Tx, x〉
≤ 0 si µ→ 0, en consecuencia 〈T ∗Tx, x〉 = 0, y por lo tanto ‖Tx‖k+1 ≤
‖T k+1x‖‖x‖k para cada x ∈ H. Ahora, supongamos que x ∈ H con

〈T ∗k+1T k+1x, x〉 > 0, y sea µ =

(
〈T ∗k+1T k+1x, x〉

〈x, x〉

) 1
k+1

. Entonces

0 ≤ 〈(T ∗k+1T k+1 − (k + 1)µkT ∗T + kµk+1)x, x〉 = 〈|T k+1|2x, x〉

−(k + 1)

(
〈|T k+1|2x, x〉
〈x, x〉

) k
k+1

〈T ∗Tx, x〉+ k
〈|T k+1|2x, x〉
〈x, x〉

〈x, x〉

= (k + 1)〈|T k+1|2x, x〉 − (k + 1)

(
〈|T k+1|2x, x〉
〈x, x〉

) k
k+1

〈T ∗Tx, x〉.

En consecuencia,

(
〈|T k+1|2x, x〉
〈x, x〉

) k
k+1

〈T ∗Tx, x〉 ≤ 〈|T k+1|2x, x〉, de

lo cual se sigue que 〈T ∗Tx, x〉 ≤ 〈|T k+1|2x, x〉
1

k+1 〈x, x〉
k

k+1 para cada
x ∈ H. De esta manera, ‖Tx‖k+1 ≤ ‖T k+1x‖‖x‖k para cada x ∈ H. Por
lo tanto, T es k-paranormal. �
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Proposición 6. Sea K =
⊕∞

n=−∞Hn, donde Hn = H para cada n ∈ Z.
Para operadores no negativos A y B en H, definamos el operador TA,B
en K como sigue:

TA,B =



. . .
...

...
...

...
...

...
· · · B 0 0 0 0 0 · · ·
· · · 0 B [0] 0 0 0 · · ·
· · · 0 0 B 0 0 0 · · ·
· · · 0 0 0 A 0 0 · · ·
· · · 0 0 0 0 A 0 · · ·

...
...

...
...

...
...

. . .


, (2.5)

donde [ ] muestra el lugar (0, 0) de la matriz. Entonces

(i) TA,B es hiponormal si y sólo si A2 ≥ B2.

(ii) TA,B es p-hiponormal si y sólo si A2p ≥ B2p para 0 < p ≤ 1.

(iii) TA,B es de clase A si y sólo si (BA2B)
1
2 ≥ B2.

(vi) TA,B es paranormal si y sólo si BA2B − 2µB2 + µ2 ≥ O para todo
µ > 0.

Demostración. (i) Sea x = (· · · , x−1, [x0], x1, x2, · · · ) ∈ K. Notemos que

TA,Bx = (· · · , Bx−2, [Bx−1], Bx0, Ax1, Ax2, · · · )

y el adjunto de TA,B viene dado por:

T ∗A,Bx = (· · · , Bx−1, Bx0, [Bx1], Ax2, Ax3, · · · ).

En consecuencia, tenemos que:

TA,BT
∗
A,Bx = (· · · , B2x−1, [B

2x0], B2x1, A
2x2, A

2x3, · · · ) y (2.6)

|TA,B |2x = T ∗A,BTA,Bx = (· · · , B2x−1, [B
2x0], A2x1, A

2x2, · · · ) (2.7)

Por lo tanto, T ∗A,BTA,B ≥ TA,BT ∗A,B si y sólo si A2 ≥ B2.

(ii) Por las ecuaciones (2.6) y (2.7), resulta que:

(TA,BT
∗
A,B)px = (· · · , B2px−1, [B

2px0], B2px1, A
2px2, A

2px3, · · · ) y

(T ∗A,BTA,B)px = (· · · , B2px−2, B
2px−1, [B

2px0], A2px1, A
2px2, · · · ).
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Por lo tanto, (T ∗A,BTA,B)p ≥ (TA,BT
∗
A,B)p si y sólo si A2p ≥ B2p.

(iii) Por un simple cálculo tenemos que:

T ∗2A,BT
2
A,Bx = (· · · , B4x−2, B

4x−1, [(BA
2B)x0], A4x1, A

4x2, · · · ). (2.8)

De lo cual se sigue que:

|T 2
A,B |x = (· · · , B2x−2, B

2x−1, [(BA
2B)

1
2x0], A2x1, A

2x2, · · · ).

Por lo tanto, de este último y de la ecuación (2.7), obtenemos que |T 2
A,B | ≥

|TA,B |2 si y sólo si (BA2B)
1
2 ≥ B2, es decir, TA,B es de clase A si y sólo

si (BA2B)
1
2 ≥ B2.

(vi) Para cada µ > 0, sea X(µ) = T ∗2A,BT
2
A,B − 2µT ∗A,BT + µ2. Por las

ecuaciones (2.8) y (2.7), se obtiene que:

X(µ)x = (· · · , (B4 − 2µB2 + µ2)x−1, [(BA
2B − 2µB2 + µ2)x0],

(A4 − 2µA2 + µ2)x1, (A
4 − 2µA2 + µ2)x2, · · · ).

Por lo tanto, X(µ) ≥ O si y sólo si BA2B − 2µB2 + µ2 ≥ O. Por el
Teorema 62, TA,B es paranormal si y sólo si BA2B−2µB2 +µ2 ≥ O. �

Lema 7. Si A y B son operadores invertibles, entonces

(BAA∗B∗)λ = BA(A∗B∗BA)λ−1A∗B∗

para cada λ ∈ R.

Por el Teorema 60, tenemos que las siguientes contenciones son ciertas:

hiponormal ⊆ p− hiponormal ⊆ clase A ⊆ paranormal

⊆ k − paranormal ⊆ normaloide.

Usaremos la Proposición 6 para dar varios ejemplos que demuestren que
estas contenciones son propias en el sentido de conjuntos.

Ejemplo 10. Sea K =
⊕∞

n=−∞Hn, donde Hn = R2. Para matrices no
negativas A,B en R2, definamos el operador TA,B en K como (2.5) en la
Proposición 6. Tenemos los siguientes ejemplos.

Recordemos que la traza de una matriz X se denota por trX, mien-
tras que el determinante de una matriz X se denota por detX.
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1. Un ejemplo de un operador 1
2 -hiponormal que no es hiponormal.

Sean A =

[
3 1
1 2

]
y B =

[
2 0
0 1

]
.

Claramente, A y B son auto-adjuntos. Los valores propios de A son 5+
√

5
2

y 5−
√

5
2 . Por el Teorema 59, se obtiene que A > O. Los valores propios

de B son 1 y 2, entonces B > O. Por un cálculo simple tenemos que:

A−B =

[
1 1
1 1

]
.

Observemos que A−B es auto-adjunto y sus respectivos valores propios
son 2 y 0. De esta manera, A ≥ B (veáse el Teorema 59). Luego, de la
Proposición 6, TA,B es 1

2 -hiponormal.

Por otro lado, tenemos que:

A2 −B2 =

[
6 5
5 4

]
.

Los valores propios de A2−B2 son 10+
√

104
2 y 10−

√
104

2 . Como 10−
√

104
2 es

negativo, entonces A2 6≥ B2. Por lo tanto, TA,B no es hiponormal (veáse
la Proposición 6).

2. Un ejemplo de un operador de clase A que no es 1
4 -hiponormal.

Sean A =

[
17 7
7 5

]2

=

[
338 154
154 74

]
y B =

[
1 0
0 4

]2

=

[
1 0
0 16

]
.

Es claro que A y B son auto-adjuntos. Los valores propios de A son
408,8299 · · · y 3,17 · · · . Por el Teorema 59, tenemos que A > O. Además,
los valores propios de B son 1 y 16, entonces B > 0. Por un cálculo simple
tenemos que:

A4 −AB2A =

[
1,774592876× 1010 9282772268

9282772268 4876395996

]
Es obvio que A4 − AB2A es auto-adjunto, y como los valores propios
de A4 − AB2A son 5,117695776 × 1020 y 5,117695775 × 1020, entonces
A4−AB2A > O. Luego, por el Lema 4, resulta que A2 > (AB2A)

1
2 . Aśı,
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(AB2A)−
1
2 > A−2. Como A y B son positivos, entonces

(BA2B)
1
2 = BA(AB2A)−

1
2AB

≥ BAA−2AB = B2,

(veáse el Lema 7). Por lo tanto, TA,B es de clase A, por (iii) de la Pro-
posición 6.

Por otro lado, A
1
2 − B 1

2 =

[
16 7
7 1

]
es auto-adjunto y sus valores

propios son 18,75 · · · y −1,7591 · · · , entonces A
1
2 � B

1
2 . Por lo tanto,

TA,B no es 1
4 -hiponormal, por (ii) de la Proposición 6.

3. Un ejemplo de un operador paranormal que no es de clase A.

Consideremos las siguientes matrices en R2,

A =

[
2 0

0 2
√

23

]
y B =

[
3 −2
−2 3

]
Es claro que A y B son positivos, ya que los valores propios de A son
70,979 · · · y 63,387 · · · y los valores propios de B son 5 y 1, que son
positivos. Para µ > 0, definamos X(µ) como sigue:

X(µ) = BA2B − 2µB2 + µ2 =

[
404− 26µ+ µ2 −576 + 24µ
−576 + 24µ 844− 26µ+ µ2

]
.

Sea p(µ) = trX(µ) y q(µ) = detX(µ), entonces

p(µ) = 2µ2 − 52µ+ 1248

= 2(µ− 13)2 + 910 > 0 y

q(µ) = (404− 26µ+ µ2)(844− 26µ+ µ2)− (−576 + 24µ)2

= µ4 − 52µ3 + 1348µ2 − 4800µ+ 9200.

Luego, la derivada de q(µ) es:

q′(µ) = 4µ3 − 156µ2 + 2696µ− 4800

= 4(µ− 2)(µ2 − 37µ+ 600)

= 4(µ− 2)

((
µ− 37

2

)2

+
1031

4

)
.
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Aśı, q′(µ) = 0 si y sólo si µ = 2. Además, como q′′(2) = 2120 > 0,
entonces q(µ) ≥ q(2) = 4592 > 0 para todo µ > 0. Esto implica que
trX(µ) = p(µ) > 0 y detX(µ) = q(µ) > 0 para todo µ > 0. De lo cual se
sigue que X(µ) ≥ O para todo µ > 0. Por lo tanto, TA,B es paranormal,
por (iv) de la Proposición 6.

Por otro lado, como (BA2B)
1
2 =

[
13,1747 · · · −15,1798 · · ·
−15,1747 · · · 24,77 · · ·

]
,

entonces

(BA2B)
1
2 −B2 =

[
0,17472 · · · −3,1798 · · ·
−3,1798 · · · 11,770 · · ·

]
.

Los valores propios de (BA2B)
1
2 − B2 son 12,585 · · · y −0,64001 · · · .

Entonces (BA2B)
1
2 � B2. Por lo tanto, TA,B no es de clase A, por (iii)

de la Proposición 6.

Ejemplo 11. 1. Un ejemplo de un operador 3-paranormal pero que no
es un operador paranormal.

Sea T : l2 → l2 definido por:

T (x) = (0,
1

2
x1,

1

4
x2, x3, x4, · · · )

para cada x = {xn} ∈ l2. Entonces, T ∈ B(l2) y el adjunto de T está dado
por:

T ∗(x) = (
1

2
x2,

1

4
x3, x4, x5, · · · )

para cada x = {xn} ∈ l2. Para µ > 0, definamos X(µ) = T ∗4T 4 −
4µ3T ∗T + 3µ4. Entonces

X(µ)(x) = ((
1

64
−µ3+3µ4)x1, (

1

16
− 1

4
µ3+3µ4)x2, (1−4µ3+3µ4)x3, · · · ).

para cada x = {xn}. Luego, X(µ) ≥ O si y sólo si

〈X(µ)(x), x〉 = (
1

64
− µ3 + 3µ4)|x1|2 + (

1

16
− 1

4
µ3 + 3µ4)|x2|2

+ (1− 4µ3 + 3µ4)|x3|2 + (1− 4µ3 + 3µ4)|x4|2 + · · ·
≥ 0.

Esto equivale a que f(µ) = 1
64 −µ

3 + 3µ4 ≥ 0, g(µ) = 1
16 −

1
4µ

3 + 3µ4 ≥ 0
y h(µ) = 1− 4µ3 + 3µ4 ≥ 0 no sean negativos en (0,∞). Como f ′( 1

4 ) = 0
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y f ′′( 1
4 ) = 3

4 > 0, entonces el mı́nimo de f alcanza en µ = 1
4 , y por lo

tanto f(µ) ≥ f( 1
4 ) = 3

256 > 0 para cada µ > 0. También, notemos que
g′( 1

16 ) = 0 y g′′( 1
16 ) = 3

64 > 0, esto implica que g(µ) ≥ g( 1
16 ) = 4095

65536 > 0
para todo µ > 0. De manera similar se demuestra que h(µ) ≥ 0. Por lo
tanto, T ∗4T 4 − 4µ4T ∗T + 3µ4 ≥ O para cada µ > 0. Por el Teorema 63,
T es 3-paranormal.

Por otro lado, Te1 = (0, 1
2 , 0, · · · ) y T 2e1 = (0, 0, 1

8 , 0, · · · ). Aśı,
1
4 = ‖Te1‖2 6≤ ‖T 2e1‖ = 1

8 . Por lo tanto, T no es paranormal.

2. Ejemplo de un operador normaloide que no es un operador 3-
paranormal.

Sea T : l2 → l2 definido por:

T (x) = (0, x1,
1

2
x2, x3, x4, · · · )

para cada x = {xn}. Por inducción, se tiene que:

Tnx = (0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−ceros

,
1

2
x1,

1

2
x2, x3, · · · )

para cada x = {xn} y cada n ∈ N. Para x = {xn} de norma uno,

‖Tnx‖2 = 〈(0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−ceros

,
1

2
x1,

1

2
x2, x3, · · · ), (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

n−ceros

,
1

2
x1,

1

2
x2, x3, · · · )〉

=
1

4
|x1|2 +

1

4
|x2|2 + |x3|2 + |x4|2 + · · ·

≤ |x1|2 + |x2|2 + |x3|2 + |x4|2 + · · · = ‖x‖ = 1,

para cada n ∈ N. En consecuencia, ‖Tn‖ ≤ 1 para cada n ∈ N. Por otra
parte, Tn(e3) = en+2, esto implica que 1 = ‖Tn(e3)‖ ≤ ‖Tn‖, y por lo

tanto ‖Tn‖ = 1 para cada n ∈ N. Aśı, r(T ) = ĺımn→∞ ‖Tn‖
1
n = 1 = ‖T‖.

Por lo tanto T es normaloide.

Sin embargo, T no es 3-paranormal. En efecto, T (e1) = (0, 1, 0, · · · ) y
T 4(e1) = (0, 0, 0, 0, 1

2 , 0, · · · ). En consecuencia, 1 = ‖T (e1)‖4 6≤ ‖T 4(e1)‖ =
1
2 . Por lo tanto, T no es 3-paranormal.

2.2.2. Representación matricial

En esta parte estudiamos la representación matricial de un operador
k-paranormal T con respecto a la suma directa ortogonal de N(T −λI) y
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su complemento ortogonal, donde λ es un valor propio no cero de T . Dicha
representación se usará para demostrar que los valores propios aislados
no ceros de T son normales. También estudiaremos la representación ma-
tricial de ese mismo operador, pero ahora con respecto a la suma directa
ortogonal de R(T ) y su complemento ortogonal. Usamos esta última re-
presentación para probar que la restricción de un operador k-paranormal
a un subespacio invariante también es un operador k-paranormal.

Lema 8. Sean M y N subespacios de H tales que H = M
⊕
⊥N . Sea

T =

[
R Q
Q∗ S

]
en H. Entonces, T ≥ O si y sólo si R,S ≥ O y Q =

R
1
2WS

1
2 para alguna contracción W.

Teorema 63. Si T es un operador k-paranormal para algún k ∈ N,

0 6= λ ∈ σp(T ) y T =

[
λ T2

O T3

]
en N(T−λI)

⊕
⊥N(T−λI)⊥, entonces

1. T2

(
T3

λ
+

(
T3

λ

)2

+ · · ·+
(
T3

λ

)k)
= kT2,

2. ‖T k+1
3 x‖

2
k+1 ‖x‖

2k
k+1 ≥ ‖T2x‖2 +‖T3x‖2 para cada x ∈ N(T −λI)⊥,

3. T3 es k-paranormal en N(T − λI)⊥.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que λ = 1. Si T
es k-paranormal, entonces

T ∗k+1T k+1 − (k + 1)µkT ∗T + kµk+1 ≥ O para todo µ > 0. (2.9)

Por un cálculo sencillo, tenemos que

T k+1 =

 1 T2

(
k∑
i=0

T i3

)
0 T k+1

3

 .
Por lo tanto,

T ∗k+1T k+1 =


1 T2

(
k∑
i=0

T i3

)
(

k∑
i=0

T i3

)∗
T ∗2

(
k∑
i=0

T i3

)∗
T ∗2 T2

(
k∑
i=0

T i3

)
+ T ∗k+1

3 T k+1
3

 .
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Sea µ = 1 en (2.9). Entonces,

0 ≤ T ∗k+1T k+1 − (k + 1)T ∗T + kµ

=


0 T2

(
k∑
i=1

T i3 − k

)
(

k∑
i=1

T i3 − k

)∗
T ∗2 Y

 ,

donde Y =

(
k∑
i=0

T i3

)∗
T ∗2 T2

(
k∑
i=0

T i3

)
+ T ∗k+1

3 T k+1 − (k + 1)(T ∗2 T2 +

T ∗3 T3) + k. Luego, por el Lema 8, resulta que

(
k∑
i=0

T i3 − k

)
= O. Esto

prueba la parte 1 del Teorema.

Ahora, probemos la parte 2 del Teorema. Si T3 = O, entonces T2 = O,
por la parte 1. Si T3 6= O, entonces

T k+1 =

[
1 (k + 1)T2

0 T k+1
3

]
,

nuevamente, por la parte 1 del Teorema. Entonces

O ≤ T ∗k+1T k+1 − (k + 1)µkT ∗T + kµk+1

=

[
1− (k + 1)µk + kµk+1 (k + 1)(1− µk)T2

(k + 1)(1− µk)T ∗2 Y (µ)

]
,

donde Y (µ) = (k+1)2T ∗2 T2+T ∗k+1
3 T k+1

3 −(k+1)µk(T ∗2 T2+T ∗3 T3)+kµk+1.
Por el Lema 8, para cada µ 6= 1 existe una contracción D(µ) tal que

(k+1)(1−µk)T2 = (1−(k+1)µk+kµk+1)
1
2D(µ)Y (µ)

1
2 . Esto implica que

Y (µ)
1
2D(µ)∗D(µ)Y (µ)

1
2 = X(µ)−1(k+ 1)2(1−µk)2T ∗2 T2, donde X(µ) =

1− (k + 1)µk + kµk+1. Ahora, como D(µ) es una contracción, tenemos:

〈Y (µ)
1
2D(µ)∗D(µ)Y (µ)

1
2x, x〉 = 〈D(µ)Y (µ)

1
2x,D(µ)Y (µ)

1
2x〉

= ‖D(µ)Y (µ)
1
2x‖2

≤ ‖Y (µ)
1
2x‖2 = 〈Y (µ)x, x〉.

Aśı, Y (µ) ≥ Y (µ)
1
2D(µ)∗D(µ)Y (µ)

1
2 = X(µ)−1(k + 1)2(1 − µk)2T ∗2 T2.
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Por lo tanto,

T ∗k+1
3 T k+1

3 − (k + 1)µk(T ∗2 T2 + T ∗3 T3) + kµk+1 (2.10)

= Y (µ)− (k + 1)2T ∗2 T2

≥ X(µ)−1(k + 1)2(1− µk)2T ∗2 T2 − (k + 1)2T ∗2 T2

=
(1− µk)2 −X(µ)

X(µ)
(k + 1)2T ∗2 T2.

Sea f(µ) = (1 − µk)2 − X(µ) en (0,∞). Si k = 1, entonces f(µ) =
0. Si k ≥ 2, entonces f(1) = 0, f ′(1) = 0 y f ′′(1) = k(k − 1) > 0.
Luego, 0 es el mı́nimo de f , asi que f(µ) ≥ 0 en (0,∞), y por lo tanto
(1−µk)2−X(µ)

X(µ) (k + 1)2T ∗2 T2 ≥ O. En consecuencia, de esta desigualdad y

por (2.10) resulta que

T ∗k+1
3 T k+1

3 − (k + 1)µk(T ∗2 T2 + T ∗3 T3) + kµk+1 ≥ O, (2.11)

para µ 6= 1. Si µ → 1 en (2.11), entonces T ∗k+1
3 T k+1

3 − (k + 1)(T ∗2 T2 +
T ∗3 T3) + k ≥ O. Por lo tanto, (2.11) es cierto para todo µ > 0. Esto
prueba la parte 2 del Teorema. La parte 3 es consecuencia inmediata de
la parte 2. �

Teorema 64. Si T es un operador k-paranormal para un entero positivo

k, λ ∈ σp(T ) y T =

[
λ T2

O T3

]
en N(T −λI)

⊕
⊥N(T −λI)⊥, entonces

N(T3 − λI) = {0}.

Demostración. Notemos que si T es k-paranormal, N(T ) = N(T k+1).
Sea x ∈ N(T3 − λI). Si λ = 0, entonces

T

(
0

x

)
=

[
0 T2

0 T3

](
0

x

)
=

(
T2x

T3x

)
=

(
T2x

0

)
.

Esto implica que Tx = T2x ∈ N(T ). Aśı, x ∈ N(T 2) = N(T ). En conse-
cuencia, x ∈ N(T ) ∩N(T )⊥ = {0}, y por lo tanto N(T3) = {0}.

Si λ 6= 0, entonces T2x = 0 (veáse la parte 2 del Teorema 63). Por
otro lado, como (T − λ)x = T2x, tenemos que ‖(T − λ)x‖ = ‖T2x‖ = 0.
Esto implica que x ∈ N(T − λI) ∩ N(T − λI)⊥ = {0}. Por lo tanto,
N(T3 − λI) = {0}. �

Lema 9. Sean M y N subespacios de H tales que H = M
⊕
⊥N . Sea

T =

[
T1 T2

0 T3

]
en H = M

⊕
⊥N . Entonces σ(T1)∪σ(T3) = σ(T )∪4,
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donde 4 es la unión de los agujeros de σ(T ) que son subconjuntos de
σ(T1) ∩ σ(T3).

De la Proposición 1, R(T ) = N(T ∗)⊥. Aśı, H = R(T )
⊕
⊥N(T ∗),

por el Teorema 9.

Teorema 65. Si T es un operador k-paranormal para algún k, T no
tiene rango denso y T tiene la siguiente representación:

T =

[
T1 T2

O T3

]
en H = R(T )

⊕
⊥N(T ∗), entonces T1 es k-paranormal en R(T ) y T3 =

O. Además, σ(T ) = σ(T1) ∪ {0}.

Demostración. Por un cálculo sencillo, tenemos que:

T k+1 =

[
T k+1

1

∑k
i=0 T

i
1T2T

k−i
3

0 T k+1
3

]
.

Por lo tanto,

T ∗k+1T k+1 =


T ∗k+1

1 T k+1
1 T ∗k+1

1

(
k∑
i=0

T i1T2T
k−i
3

)
(

k∑
i=0

T i1T2T
k−i
3

)∗
T k+1

1 A

 ,

donde A =

(
k∑
i=0

T i1T2T
k−i
3

)∗( k∑
i=0

T i1T2T
k−i
3

)
+T ∗k+1

3 T k+1
3 . Como T es

k-paranormal, entonces

O ≤ T ∗k+1T k+1 − (k + 1)µkT ∗T + kµk+1

=

 T ∗k+1
1 T k+1

1 − (k + 1)µkT ∗1 T1 + kµk+1 B(
k∑
i=0

T i1T2T
k−i
3

)∗
T k+1

1 − (k + 1)µkT ∗2 T1 C

 ,

donde B = T ∗k+1
1

(
k∑
i=0

T i1T2T
k−i
3

)
− (k + 1)µkT ∗1 T2 y C = A − (k +

1)µk(T ∗2 T2 + T ∗3 T3) + kµk+1. Luego, por el Lema 8, T ∗k+1
1 T k+1

1 − (k +
1)µkT ∗1 T1 + kµk+1 ≥ O, esto es, T1 es k-paranormal.
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Sea P la proyección ortogonal sobre R(T ). Para cada, z = (x, y) ∈
H = R(T )

⊕
⊥N(T ∗),

〈T3y, y〉 = 〈T3(I − P )z, (I − P )z〉 = 〈T (I − P )z, (I − P )z〉
= 〈(I − P )z, T ∗(I − P )z〉 = 0.

Por lo tanto, T3 = O. Finalmente, probaremos que σ(T ) = σ(T1) ∪ {0}.
Por el Lema 9, σ(T1)∪σ(T3) = σ(T )∪4, donde 4 es la unión de ciertos
de los agujeros en σ(T ) que resultan ser subconjuntos de σ(T1) ∩ σ(T3).
Como T no tiene rango denso, entonces 0 ∈ σ(T ), esto es, 0 no es un
agujero de σ(T ). Ahora, como σ(T3) = {0}, se tiene que 4 = ∅. Por lo
tanto, σ(T ) = σ(T1) ∪ {0}. �

Corolario 2. Si T ∈ B(H) es un operador k-paranormal para algún
k ∈ N, M es un subespacio de H y T -invariante, entonces la restricción
T |M es k-paranormal.

Demostración. Como M es T -invariante, entonces T =

[
T1 T2

0 T3

]
en

M
⊕
⊥M

⊥ y T1 = T |M (veáse la Proposición 2). Por los cálculos hechos

en el Teorema 65, tenemos T ∗k+1
1 T k+1 − (k + 1)µkT ∗1 T1 + kµk+1 ≥ O.

Por lo tanto, T1 es k-paranormal. �

2.2.3. Propiedades espectrales

En esta parte mostramos que los valores propios no ceros de un ope-
rador que pertenece en la clase A(k) son normales y damos un ejemplo
de un operador de clase A que tiene a 0 como un valor propio no normal.
Además, demostramos que los operadores k-paranormales son isoloides y
que sus valores propios aislados no ceros son normales.

Diremos que un número complejo λ es un valor propio normal de
T ∈ B(H) si N(λI − T ) ⊆ N(λI − T ∗). Observemos que si λ es un
valor propio normal de T , entonces N(λI − T ) reduce a T . En efecto,
si λ es un valor propio normal de T y Tx = λx, entonces T ∗x = λx.
Aśı, λT ∗x = λλx = λλx = λTx = Tλx = TT ∗x, en consecuencia
T ∗x ∈ N(λI−T ). De esta manera N(λI−T ) es T ∗-invariante y como es
claro que N(λI −T ) también es T -invariante, concluimos que N(λI −T )
reduce a T (veáse el Teorema 20).

Probaremos que los valores propios no ceros de un operador que per-
tenece a la clase A(k) son normales.
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Teorema 66. Sea T ∈ B(H) un operador de clase A(k) para algún
k ∈ N. Si Tx = λx para λ 6= 0 y x ∈ H, entonces T ∗x = λx.

Demostración. Supongamos que T es clase A(k). Usando las desigualda-
des de Hölder-McCarthy y de Schwarz, tenemos que:

|λ|2‖x‖2 = ‖Tx‖2 = 〈T ∗Tx, x〉
≤ 〈|T k+1|

2
k+1x, x〉

≤ 〈|T k+1|x, x〉
2

k+1 ‖x‖
2(k−1)
k+1

≤ ‖|T k+1|x‖
2

k+1 ‖x‖
2k

k+1

= (|λ|2(k+1)‖x‖2)
1

k+1 ‖x‖
2k

k+1

= |λ|2‖x‖2.

Por lo tanto, |λ|2〈x, x〉 = 〈T ∗Tx, x〉 = 〈|T k+1|
2

k+1x, x〉. Ahora, como

|T k+1|
2

k+1x y x son linealmente dependientes, entonces |T k+1|
2

k+1x =

|λ|2x. Por otro lado, puesto que ‖(|T k+1|
2

k+1−T ∗T )
1
2x‖2 = 〈(|T k+1|

2
k+1−

T ∗T )x, x〉 = 0, resulta que T ∗Tx = |T k+1|
2

k+1x = |λ|2x. Por lo tanto,
λT ∗x = λλx, es decir, T ∗x = λx. �

A continuación probaremos que los valores espectrales aislados de un
operador k-paranormal son valores propios. De paso también demostra-
remos que el Teorema previo no es cierto si λ = 0, es decir, si T de clase
A(k) y Tx = 0 no implica que T ∗x = 0.

Lema 10. Supongamos que T ∈ B(X) es invertible y que supn∈Z ‖Tn‖ <
∞. Entonces σ(T ) = {1} si y sólo si T = I es el operador identidad.

Teorema 67. Si T ∈ B(H) es un operador k-paranormal para algún
k ∈ N y σ(T ) = {λ} para λ ∈ C, entonces T = λI

Demostración. Si λ = 0, entonces T = O, ya que T es normaloide. Su-
pongamos que λ 6= 0 y que S = 1

λT . Por el Teorema de la aplicación
espectral, resulta que σ(S) = {1}, y por lo tanto T es invertible. Ahora,
como T es normaloide, entonces S es un operador normaloide (los ope-
radores normaloides son cerrados bajo multiplicación por escalares no
ceros) y σ(S−1) = {1}. Luego, ‖S‖ = r(S) = 1 = r(S−1) = ‖S−1‖, esto
implica que supn∈Z ‖Sn‖ ≤ 1. Aplicando el Lema 10, se sigue que S = I.
En consecuencia, T = λI. �
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Teorema 68. Si T ∈ B(H) es un operador k-paranormal para algún
k ∈ N y λ ∈ isoσ(T ), entonces R(P ) = N(T − λI), donde P es la
proyección espectral de T asociada con λ.

Demostración. Es suficiente probar que R(P ) ⊆ N(T − λI), puesto que
la contención contraria es cierta para cualquier operador, por el Teorema
42. Como R(P ) es un subespacio de X y T -invariante, entonces T |M es k-
paranormal, por el Corolario 2. Ahora, como σ(T |R(P )) = {λ}, entonces
T |R(P ) = λI, por el Teorema 67. Por lo tanto, R(P ) ⊆ N(T − λI). �

Un operador T ∈ B(X) es isoloide si todos los puntos aislados de
σ(T ) son valores propios de T .

Corolario 3. Si T ∈ B(H) es k-paranormal para algún k ∈ N, entonces
T es isoloide.

Demostración. Sean λ ∈ isoσ(T ) y P la proyección espectral de T asocia-
da con λ. Por el Teorema 68, R(P ) = N(λI−T ). Luego, por el Corolario
1, tenemos que N(λI − T ) 6= {0}. Por lo tanto, λ es un valor propio de
T . Aśı, T es isoloide. �

El siguiente ejemplo muestra que existen operadores T ∈ B(H) que
pertenecen a la clase A tales que si 0 es valor propio de T y si Tx = 0
no implica que T ∗x = 0, es decir, N(T ) 6⊆ N(T ∗). En consecuencia,
los valores propios ceros de un operador que pertenece a la clase A no
necesariamente son normales.

Ejemplo 12. Sean U el operador de desplzamiento a derecha en l2,
A = 2 + U y S = (A∗A−AA∗) 1

2 . Si

T =

[
A S
0 0

]
(2.12)

en H = l2
⊕
⊥ l2, entonces T es de clase A y R(P ) = N(T ) 6⊆ N(T ∗),

donde P es la proyección espectral de T asociada con 0. Por supuesto,
con abuso de notación, estamos suponiendo que l2 es l2 × {0} en el lado
izquierdo y {0} × l2 en el lado derecho en la representación de H como
una suma directa ortogonal, respectivamente.

Puesto que U es una isometŕıa, entonces A∗A−AA∗ = I−UU∗ ≥ O.
Aśı, S está bien definido. Veamos que T pertenece a la clase A. Sea
R = T ∗2T 2 − (T ∗T )2. Por un cálculo simple tenemos:
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R =

[
A∗2A2 − (A∗A)2 −A∗S2A A∗2AS −A∗AA∗S −A∗S3

SA∗A2 − SAA∗A− S3A SA∗AS − SAA∗S − S4

]
=

[
A∗(A∗A−AA∗)A−A∗S2A A∗2(A∗A−AA∗)S −A∗S3

S(A∗A−AA∗)A− S3A S(A∗A−AA∗)S − S4

]
=

[
A∗S2A−A∗S2A A∗S2S −A∗S3

SS2A− S3A SS2S − S4

]
=

[
O O
O O

]
.

En consecuencia, |T 2| − |T |2 = O, es decir, T es de clase A. Finalmente,
veamos que N(T ) 6⊆ N(T ∗). Los núcleos de T y T ∗ son:

N(T ) =

{(
−(2 + U)−1Sy

y

)
: y ∈ l2

}
y N(T ∗) = {0}

⊕
l2,

respectivamente. Además, R(T ) = N(T ∗)⊥ = l2
⊕
{0}, que no es denso

en H. Por otra parte, sabemos que σ(U) = D(0, 1) es el disco cerrado con
centro en el origen y de radio 1 (veáse el Ejemplo 1). Si p(λ) = 2 + λ es
un polinomio, entonces A = p(U) y σ(A) = p(σ(U)) = D((2, 0), 1) es el
disco cerrado con centro en (2, 0) y de radio 1. Luego, por el Teorema 65,
resulta que σ(T ) = σ(A) ∪ {0} = D((2, 0), 1) ∪ {0}. Aśı, 0 es un punto
aislado de σ(T ). La proyección espectral de T asociada con 0 es:

P =

[
O X
O 1

]
,

donde X(x1, x2, x3 · · · ) = (− 1
2x1, (− 1

2 )2x1, (− 1
2 )3x1, · · · ). Por lo tanto,

R(P ) = N(T ) 6⊆ N(T ∗) (veáse el Teorema 68) y P no es auto-adjunto.

Finalizamos esta sección probando que los valores propios aislados no
ceros de un operador k-paranormal son normales.

Teorema 69. Sea T ∈ B(H) un operador k-paranormal para algún k ∈ N
y sea λ 6= 0 un punto aislado de σ(T ). Si Tx = λx, entonces T ∗x = λx,
más aún, N(T − λI) = N(T ∗ − λI).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que λ = 1. Sea

T =

[
1 T2

0 T3

]
en N(T−λI)

⊕
⊥N(T−λI)⊥. Por el Teorema 63, resulta

que T2(T3 + T 2
3 + · · · + T k3 − kI) = O y T3 es k-paranormal. Como

1 ∈ isoσ(T ), entonces 1 ∈ isoσ(T3) o 1 6∈ σ(T3). Si 1 ∈ isoσ(T3), entonces
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1 ∈ σp(T3), ya que T3 es isoloide, que contradice que N(T3 − λI) = {0}
(veáse el Teorema 64). Por lo tanto, 1 6∈ σ(T3). Aśı, p(1) 6∈ σ(p(T3)),
donde p(t) = t + t2 + · · · + tk es un polinomio. En consecuencia, T3 +
T 2

3 + · · ·+T k3 −kI es invertible, y como T2(T3 +T 2
3 + · · ·+T k3 −kI) = O,

resulta que T2 = O. Por lo tanto, T − I = 0⊕ (T3 − I) en H. Puesto que
T3 − I es invertible, entonces N(T − I) = N(T ∗ − I). �

Un operador T es totalmente paranormal si λI − T es paranormal
para cada λ ∈ C. Es claro que los operadores totalmente paranormales
son paranormales, y por el Teorema 58, todo operador hiponormal es
totalmente paranormal.

2.3. Operadores k-∗-paranormales

En esta parte probamos que si T es k-∗-paranormal, sus valores pro-
pios son normales, tiene la SVEP y es isoloide. Cabe señalar que los
resultados aqúı expuestos son resultados originales de [20] y de [13].

Definición 28. Sea T ∈ B(H). Diremos que:

(a) T es ∗-clase A si |T ∗|2 ≤ |T 2|.

(b) T es ∗-clase A(k) si |T ∗|2 ≤ |T k+1|
2

n+1 para algún k ∈ N. Si k = 1,
entonces ∗-clase A(k) coincide con ∗-clase A.

(c) T es ∗-paranormal si ‖T ∗x‖ ≤ ‖T 2x‖‖x‖ para cada x ∈ H.

(d) T es k-∗-paranormal si ‖T ∗x‖k+1 ≤ ‖T k+1x‖‖x‖k para cada x ∈ H
y para algún k ∈ N. Nótese que si k = 1, entonces T es ∗-paranormal.

Las siguientes implicaciones son ciertas:

hiponormal ⇒ ∗− clase A⇒ ∗− paranormal⇒ k − ∗ − paranormal

⇒ normaloide, y

∗ − clase A(k)⇒ k − ∗ − paranormal

Omitiremos las pruebas de estas implicaciones, ya que son similares a las
pruebas de los Teoremas 60 y 61.

Por el Teorema 62, T es paranormal si y sólo si T ∗2T 2 − 2µTT ∗ +
µ2 ≥ O para todo µ > 0. Análogamente, T es ∗-paranormal si y sólo si
T ∗2T 2− 2µT ∗T +µ2 ≥ O para todo µ > 0. El siguiente ejemplo muestra
que existen operadores ∗-paranormales que no son paranormales.
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Ejemplo 13. Sea T en l2 definido por T (x) = (0,
√

2x1, x2, 2x3, 2x4, · · · )
para cada x = {xn} ∈ l2. Entonces, para cada x = {xn} ∈ l2,

T 2∗T 2(x) = (2x1, 4x2, 16x3, 16x4, · · · ), TT ∗(x) = (0, 2x2, x3, 4x4, 4x5, · · · )

y T ∗T (x) = (2x1, x2, 4x3, 4x4, · · · ). Sea X(µ) = T ∗2T 2 − 2µTT ∗ + µ2 y
Y (µ) = T ∗2T 2 − 2µT ∗T + µ2 para µ > 0. De esta manera, tenemos que:

X(µ)(x) = ((2 + µ2)x1, (4− 4µ+ µ2)x2, (16− 2µ+ µ2)x3,

(16− 8µ+ µ2)x4, (16− 8µ+ µ2)x4, · · · )
= ((2 + µ2)x1, (µ− 2)2x2, [(µ− 1)2 + 15]x3,

(µ− 4)2x4, (µ− 4)2x5, · · · ),

para todo µ > 0. De lo cual se sigue que X(µ) > 0 para todo µ > 0. Por
lo tanto, T es ∗-paranormal. Sin embargo, como

Y (µ)(x) = ((2− 4µ+ µ2)x1, (4− 2µ+ µ2)x2, (16− 8µ+ µ2)x3,

(16− 8µ+ µ2)x4, (16− 8µ+ µ2)x5, · · · )
= ([(µ− 2)2 − 2]x1, [(µ− 1)2 + 3]x2, (µ− 4)2x3,

(µ− 4)2x4, (µ− 4)2x5, · · · ),

entonces Y (µ) � O para µ = 2. En consecuencia, T no es paranormal.

Teorema 70. Sea T ∈ B(H) k-∗-paranormal. Si Tx = λx, entonces
T ∗x = λx para cada λ ∈ C.

Demostración. Como T es k-∗-paranormal, entonces ‖T k+1x‖
1

k+1 ≥ ‖T ∗x‖
para cada vector unitario x ∈ H. Si Tx = λx, entonces |λ|2 = ‖T k+1x‖

2
k+1

≥ ‖T ∗x‖2. Por lo tanto, 〈(T − λ)∗x, (T − λ)∗x〉 = ‖T ∗x‖ − 〈x, λTx〉 −
〈λTx, x〉+|λ|2 ≤ |λ|2−|λ|2−|λ|2+|λ|2 = 0. De esta manera, ‖T ∗x−λx‖ =
0, y por lo tanto T ∗x = λx. �

El Teorema 70, en particular, muestra que el operador del Ejemplo
12 no es ∗-paranormal. Por lo tanto, de esta observación y del Ejemplo
13, tenemos que los operadores k-∗-paranormales y k-paranormales son
independientes.

Teorema 71. Si T es k-∗-paranormal para algún k ∈ N, entonces T
tiene la SVEP.

Demostración. Por el Teorema 70, tenemos que N(λI−T ) ⊆ N(λI−T ∗)
para cada λ ∈ C. Demostremos por inducción que N(λI −T ) = N((λI −
T )n) para cada n ∈ N. Supongamos que N(λI − T ) = N((λI − T )n)
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para algún n ∈ N. Sea x ∈ N((λI − T )n+1). Entonces (λI − T )n+1x = 0,
y en consecuencia (λI − T )x ∈ N((λI − T )n). Luego, por hipotésis de
inducción, resulta que (λI − T )x ∈ N(λI − T ). De esta manera, (λI −
T )∗(λI − T )x = 0. Aśı, ‖(λI − T )x‖2 = 〈(λI − T )∗(λI − T )x, x〉 = 0.
En consecuencia, (λI − T )x = 0. Esto demuestra que N((λI − T )n+1) ⊆
N(λI − T ), y por lo tanto, N(λI − T ) = N((λI − T )n+1), ya que la
contención contraria siempre es cierta. Por lo tanto, p(λI −T ) <∞ para
cada λ ∈ C. Luego, por el Teorema 38, T tiene la SVEP. �

Teorema 72. Si T es k-∗-paranormal para algún n ∈ N y σ(T ) = {λ},
entonces T = λI.

Demostración. Si T es k-∗-paranormal, entonces T es normaloide. Ahora,
siguiendo la prueba del Teorema 67, se obtiene que T = λI. �

Al igual que los operadores k-paranormales, también tenemos que la
restricción de un operador k-∗-paranormal a un subespacio invariante
también es k-∗-paranormal y su prueba es similar a la prueba del Coro-
lario 2.

Teorema 73. Si T ∈ B(H) es un operador k-∗-paranormal para algún
k ∈ N y λ ∈ isoσ(T ), entonces R(P ) = N(T − λI), donde P es la
proyección espectral de T asociada con λ.

Demostración. Es suficiente probar que R(P ) ⊆ N(T−λI), por el Teore-
ma 42. Como R(P ) es un subespacio de H y T -invariante, entonces T |M
es k-∗-paranormal. Ahora, como σ(T |R(P )) = {λ}, entonces T |R(P ) = λI
(veáse el Teorema 72). Por lo tanto, R(P ) ⊆ N(T − λI). �

Corolario 4. Si T es k-∗-paranormal, entonces T es isoloide.

Demostración. Supongamos que T es k-∗-paranormal para algún k ∈ N.
Sean λ ∈ isoσ(T ) y P la proyección espectral de T asociada con λ. Por
el Teorema 73, R(P ) = N(λI − T ). Luego, por el Corolario 1, tenemos
que N(λI − T ) 6= {0}. Por lo tanto, λ es un valor propio de T . �

Un operador T es totalmente ∗-paranormal si λI−T es ∗-paranormal
para cada λ ∈ C. Es claro que los operadores totalmente ∗-paranormales
son ∗-paranormales, y por el Teorema 58, todo operador hiponormal es
totalmente ∗-paranormal.
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Figura 2.1: El siguiente diagrama muestra las relaciones existentes entre
las clases de operadores introducidas en este caṕıtulo.

   

                                                     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                            

 

 

𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 −∗ −𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑜𝑖𝑑𝑒 

 

𝐴𝑢𝑡𝑜 − 𝑎𝑑𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜 

 

𝐶𝑙𝑎𝑠𝑒 𝐴(𝑘) 

 

𝐶𝑎𝑠𝑖 − 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

∗ − 𝐶𝑙𝑎𝑠𝑒 𝐴(𝑘) 

 

𝐻𝑖𝑝𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

𝑘 − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 
 

𝐶𝑙𝑎𝑠𝑒 𝐴 
 

∗ − 𝐶𝑙𝑎𝑠𝑒 𝐴 
 

∗ − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

𝑘 −∗ − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

𝑝 − ℎ𝑖𝑝𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

𝑂𝑝𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑛𝑜 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑃𝑟𝑜𝑦𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑜𝑟𝑡𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 

𝐼𝑠𝑜𝑙𝑜𝑖𝑑𝑒 
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Caṕıtulo 3

Proyección espectral,
teorema de la aplicación
espectral y el teorema de
Weyl

En este caṕıtulo estudiamos las proyecciones espectrales de operadores
k-paranormales y k-∗-paranormales. Este problema de determinar puntos
aislados λ de σ(T ) tal que la proyección espectral P sea auto-adjunta ha
sido considerado por un número de autores, veáse por ejemplo [20], [19],
[8], [9] y [23]. También estudiamos el Teorema de la aplicación espectral
para los espectros introducidos en la sección 1.6 y el Teorema de Weyl pa-
ra clases de operadores en los espacios de Hilbert. Esta última propiedad
es el objetivo principal del presente trabajo.

3.1. Proyección espectral para clases de ope-
radores en los espacios de Hilbert

En esta sección, probamos un resultado que da condiciones bajo las
cuales la proyección espectral de un operador arbitrario T asociada a un
valor espectral aislado λ es auto-adjunta y tal que R(P ) = N(λI − T ) =
N(λI−T ∗). Como aplicación de éste, probamos que si T es k-paranormal
y 0 6= λ ∈ isoσ(T ), entonces la proyección espectral de T asociada
con λ es auto-adjunta. También probamos que si T es k-∗-paranormal
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y λ ∈ isoσ(T ), entonces la proyección espectral de T asociada con λ es
auto-adjunta.

Recordemos que un valor propio λ ∈ isoσ(T ) es un polo simple del
resolvente de T si p(λI−T ) = q(λI−T ) = 1. Nótese que por el Teorema
36, tenemos que λ es un polo simple del resolvente de T si y sólo si
X = N(λI − T )

⊕
R(λI − T ).

Teorema 74. Sean T ∈ B(H) y λ ∈ isoσ(T ). Si λ es un polo simple
del resolvente de T y normal, entonces la proyección espectral P de T
asociada con λ es auto-adjunta y R(P ) = N(T − λI) = N(T ∗ − λI).

Demostración. Sean λ ∈ isoσ(T ) un polo simple del resolvente R(λ, T )
y P la proyección espectral de T asociada con λ. Por el Teorema 42
y Teorema 41, tenemos que R(P ) = N(T − λI), N(P ) = R(T − λI),
σ(T |R(P )) = {λ} y σ(T |N(P )) = σ(T )\{λ}. En particular,

H = N(T − λI)
⊕

R(T − λI)

y T |N(P )−λI|N(P ) es invertible. Como N(T −λI) es un subespacio de H
y T -invariante, por la Proposición 2, T tiene la siguiente representación:

T =

[
T |R(P ) S
O T |N(P )

]
en H = N(T − λI)

⊕
R(T − λI).

Notemos que x = (x1, x2) ∈ N(T−λI) si y sólo si (T |N(P )−λI|N(P ))x2

= 0, (T |R(P )−λI|R(P ))x1 +Sx2 = 0 si y sólo si x1 ∈ N(T |R(P )−λI|R(P ))
y x2 = 0, ya que T |N(P )−λI|N(P ) es invertible. Usemos esta observación
para probar que S = O. Sea x1 ∈ N(T |R(P ) − λI|R(P )), entonces x =

(x1, 0) ∈ N(T − λI), por hipótesis, x ∈ N(T ∗ − λI) (λ es un valor
propio normal del operador T ). En consecuencia, S∗x1 = 0 para todo
x1 ∈ N(T |R(P ) − λI|R(P )), de lo cual S∗ = O y por lo tanto S = O.

También observemos que para cada x ∈ N(T − λI), Tx = λx. Aśı,
T |R(P ) = λI|N(P ). Por lo tanto, T y T ∗ tienen la siguiente representación:

T =

[
λ O
O T |N(P )

]
y T ∗ =

[
λ O
O (T |N(P ))

∗

]
en H = N(T − λI)

⊕
R(T − λI).

Veamos que N(T ∗ − λI) ⊆ N(T − λI). Sea x = (x1, x2) ∈ H tal que
(T ∗ − λI)x = 0. Entonces 0 = (T ∗ − λI)x = (0, (T |N(P ) − λI|N(P ))

∗x2).
Aśı que (T |N(P )−λI|N(P ))

∗x2 = 0, y como T |N(P )−λI|N(P ) es invertible,
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resulta que x2 = 0. Por lo tanto, x = (x1, 0) y (T−λI)x = 0. Esto prueba
que N(T ∗ − λI) ⊆ N(T − λI). Por lo tanto, N(T − λI) = N(T ∗ − λI).

Finalmente, probemos que P es auto-adjunta. De la Proposición 1,
tenemos que R(T − λI) = N(T ∗ − λI)⊥, y puesto que N(T ∗ − λI) =
N(T − λI), resulta que R(T − λI) = N(T − λI)⊥. En consecuencia,
N(P ) = R(T − λI) = N(T − λI)⊥ = R(P )⊥. Aśı, R(P ) ⊥ N(P ). En
consecuencia, P es una proyección ortogonal. Por lo tanto, P es auto-
adjunta. �

Un operador T ∈ B(X) se dice que es polaroide si isoσ(T ) es vaćıo o
todo punto aislado de σ(T ) es un polo del resolvente de T .

Teorema 75. Un operador T ∈ B(X) es polaroide si y sólo si existe
p = p(λ) tal que H0(λI − T ) = N((λI − T )p) para todo λ ∈ isoσ(T ).

Demostración. Supongamos que T es polaroide y λ es un punto aislado
de σ(T ). Por definición de un operador polaroide, λ es un polo del resol-
vente de T y si p es su orden, entonces H0(λI − T ) = N((λI − T )p), por
el Teorema 42.

Rećıprocamente, supongamos que existe p = p(λ) (p ∈ N) tal que
H0(λI − T ) = N((λI − T )p) para todo λ ∈ isoσ(T ). Puesto que λ ∈
isoσ(T ) (veáse el Teorema 42), resulta que:

X = H0(λI − T )
⊕

K(λI − T ) = N((λI − T )p)
⊕

K(λI − T ).

Ahora, aplicando el Teorema 29, se obtiene que:

(λI − T )p(X) = O
⊕

(λI − T )p(K(λI − T )) = K(λI − T ).

Por lo tanto,

X = N((λI − T )p)
⊕

(λI − T )p(X).

Luego, por el Teorema 36, p(λI−T ) = q(λI−T ) ≤ p. Además, puesto que
λ ∈ σ(T ), tenemos que p(λI − T ) > 0. En caso contrario, p(λI − T ) =
q(λI − T ) = 0, esto implica que λI − T es invertible, lo cual es una
contradicción. En consecuencia, 0 < p(λI − T ) = q(λI − T ) <∞. Por lo
tanto, por el Teorema 37, λ es un polo del resolvente de T , es decir, T es
polaroide. �

A continuación aplicaremos el Teorema 74 para clases de operadores
en los espacios de Hilbert.

Teorema 76. Si T ∈ B(H) es k-paranormal para algún k ∈ N, entonces
T es polaroide. Además, si λ ∈ isoσ(T ), entonces λ es un polo simple del
resolvente de T .
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Demostración. Sean λ ∈ isoσ(T ) y P la proyección espectral de T aso-
ciada con λ. Por el Teorema 42, R(P ) = H0(λI − T ), y por el Teorema
68, R(P ) = N(λI − T ). Por lo tanto, H0(λI − T ) = N(λI − T ). Ahora,
aplicando el Teorema 75, obtenemos que T es polaroide. Por otro lado,
como H0(λI − T ) = N(λI − T ), siguiendo la prueba del Teorema 75, se
tiene que p(λI−T ) = q(λI−T ) = 1, esto implica que λ es un polo simple
del resolvente de T . �

Sabemos que existen operadores T que pertenece a la clase A tales
que su proyección espectral P asociada a un valor propio aislado λ = 0
no es auto-adjunta y que R(P ) = N(T ) 6⊆ N(T ∗) (veáse el Ejemplo 12).
Vamos a probar que para los valores espectrales no ceros se cumple que
P es auto-adjunta y, además, se da la igualdad N(λI−T ) = N(λI−T ∗).

Corolario 5. Sean T ∈ B(H) y 0 6= λ ∈ isoσ(T ). Si T es k-parnormal
para algún k ∈ N y P es la proyección espectral de T asociada con λ,
entonces P es auto-adjunta y R(P ) = N(λI − T ) = N(λI − T ∗).

Demostración. Si T es k-paranormal y 0 6= λ ∈ isoσ(T ), entonces λ
es un polo simple del resolvente de T (veáse el Teorema 76). Además,
por el Teorema 69, resulta que λ es un valor propio normal de T . Por
lo tanto, aplicando el Teorema 74, concluimos que P es auto-adjunta y
R(P ) = N(λI − T ) = N(λI − T ∗). �

Teorema 77. Si T ∈ B(H) es k-∗-paranormal para algún k ∈ N, enton-
ces T es polaroide. Además, si λ ∈ isoσ(T ), entonces λ es un polo simple
del resolvente de T .

Demostración. Sean λ ∈ isoσ(T ) y P la proyección espectral de T aso-
ciada con λ. Por el Teorema 42, R(P ) = H0(λI − T ), y por el Teore-
ma 73, R(P ) = N(λI − T ). Por lo tanto, H0(λI − T ) = N(λI − T ),
y por el Teorema 75 se sigue que T es polaroide. Por otro lado, como
H0(λI − T ) = N(λI − T ), siguiendo la prueba del Teorema 75, se tiene
que p(λI − T ) = q(λI − T ) = 1, esto implica que λ es un polo simple del
resolvente de T . �

Corolario 6. Sean T ∈ B(H) y λ ∈ isoσ(T ). Si T es k-∗-parnormal
para algún k ∈ N y P es la proyección espectral de T asociada con λ,
entonces P es auto-adjunta y R(P ) = N(λI − T ) = N(λI − T ∗).

Demostración. Si T es k-∗-paranormal y λ ∈ isoσ(T ), entonces λ es
un polo simple del resolvente de T , por el Teorema 77. Además, por el
Teorema 70, λ es un valor propio normal de T . Por lo tanto, aplicando el
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Teorema 74, concluimos que P es auto-adjunta y R(P ) = N(λI − T ) =
N(λI − T ∗). �

3.2. Teoremas de la aplicación espectral

En esta parte mostramos que el Teorema de la aplicación espectral
es cierto para muchos de los espectros introducidos en la sección 1.6.
Empezamos con un resultado preliminar, probando que el Teorema de la
aplicación espectral es cierto para el espectro generado por Φ-semigrupos
en álgebras de Banach abstracto. Este resultado proporciona una herra-
mienta unificadora con el fin de establecer el Teorema de la aplicación
espectral para algunos de los espectros introducidos en la sección antes
mencionada.

Sea A un álgebra de Banach complejo con identidad e y J un ideal
(veáse la definición 23 ) en A. Sea φ el homomorfismo canónico de A so-

bre Â = A/J . Además, denotemos por Ĝ el grupo de todos los elementos

invertibles de Â.

Para cada a ∈ A, el espectro de a es definido por σ(a) = {λ ∈ C :
λe− a no es invertible en A}, y es un subconjunto compacto de C. Si
f : U → C es anaĺıtica sobre un subconjunto abierto de C tal que σ(a) ⊆
U . Entonces, se define el operador f(a) = 1

2πi

∫
Γ
f(λ)(λe−a)−1dλ, donde

Γ es como en la definición 18. Si σ(T ), B(X) y f(T ) son remplazados por
σ(a), A y f(a) en el Teorema 32, respectivamente, entonces los incisos
(a)-(f) de tal Teorema siguen siendo válidos.

Definición 29. Un semigrupo abierto S de un álgebra de Banach A es
un Φ-semigrupo si satisface las siguientes propiedades:

(i) Si a, b ∈ A y ab = ba ∈ S, entonces a ∈ S y b ∈ S;

(ii) Existe un ideal J y un semigrupo abierto R̂ en Â = A/J tales que

Ĝ ⊆ R̂, R̂\Ĝ es abierto y S = φ−1(R̂).

Observemos que un Φ-semigrupo S contiene todos los elementos inver-
tibles de A y S+J ⊆ S. Un ı́ndice en un Φ-semigrupo S es definido como
un homomorfismo de semigrupos localmente constante de J en Z. Aśı,
si i : S → Z es un ı́ndice, entonces i(a+b) = i(a) para todo a ∈ S y b ∈ J .

Para cada T ∈ B(X), B(T, ε) denota la bola en B(X) con centro en
el punto T y de radio ε.
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Ejemplo 14. Φ(X), Φ+(X) y Φ−(X) son Φ-semigrupos de B(X).

Por el Teorema 47, tenemos que Φ(X), Φ+(X) y Φ−(X) son se-
migrupos abiertos en B(X). Ahora, tomemos S, T ∈ B(X) tales que
ST = TS ∈ Φ(X), entonces ST = TS ∈ Φ+(X) y ST = TS ∈ Φ−(X).
Aśı, por las partes (d) y (e) del Teorema 46, se tiene que S, T ∈ Φ+(X)
y S, T ∈ Φ−(X), esto implica que S, T ∈ Φ(X) = Φ+(X) ∩ Φ−(X). Por
lo tanto, Φ(X) satisface la condición (i) de la definición 29. De manera
similar se obtiene que Φ+(X) y Φ−(X) también satisface la condición (i).

Recordemos que K(X) es un ideal de B(X). Sea Â = B(X)/K(X)

y denotemos por Ĝ el conjunto de todos los elementos invertibles de Â.
Sabemos que Ĝ es un semigrupo abierto en Â. Además, por el Teorema
45, Φ(X) = φ−1(Ĝ). Aśı, Φ(X) también satisface la condición (ii). Por lo
tanto, Φ(X) es un Φ-semigrupo de B(X).

Ahora, veamos que Φ+(X) también satisface la condición (ii). Sea

R̂ = φ(Φ+(X)). Claramente, R̂ es semigrupo, y como φ es una aplica-

ción abierta, tenemos que R̂ es abierto en Â. En consecuencia, R̂ es un
semigrupo abierto de Â.

Afirmamos que R̂\Ĝ = φ(Φ+(X)\Φ(X)). Sea T̂ ∈ φ(Φ+(X)\Φ(X)),

entonces T̂ = φ(T ) para algún T ∈ Φ+(X) tal que T 6∈ Φ(X). Aśı, por

el Teorema 45, T̂ = φ(T ) para algún T ∈ Φ+(X) tal que T̂ 6∈ Ĝ, esto

implica que T̂ ∈ R̂\Ĝ. Esto prueba que φ(Φ+(X)\Φ(X)) ⊆ R̂\Ĝ. Por lo
tanto,

R̂\Ĝ = φ(Φ+(X)\Φ(X)), (3.1)

ya que la contención contraria siempre es cierta. Observemos que

Φ+(X)\Φ(X) = {T ∈ Φ+(X) : ind(T ) = −∞}

es abierto. En caso contrario, para cada ε > 0 existe T ∈ Φ+(X)\Φ(X)
tal que B(T, ε) 6⊆ Φ+(X)\Φ(X). Entonces existe S ∈ B(T, ε) tal que
S 6∈ Φ+(X)\Φ(X). En consecuencia, S ∈ Φ(X) o S 6∈ Φ(X). Si S ∈
Φ(X), entonces S ∈ Φ+(X) lo cual es imposible. Si S 6∈ Φ(X), entonces
‖S−T‖ < ε. Como ε > 0 es arbitrario, tenemos que S = T lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, Φ+(X)\Φ(X) es abierto. De la igualdad (3.1)
y teniendo en cuenta que φ es un homomorfismo abierto, tenemos que
R̂\Ĝ es abierto. Finalmente, notemos que Φ+(X) = φ−1(R̂). En efecto,

por el Teorema 48, se sigue que Φ+(X) ⊆ φ−1(R̂) = Φ+(X) + K(X) ⊆
Φ+(X). Aśı, Φ+(X) satisface la condición (ii) de la definición 29. Por lo
tanto, Φ+(X) es un Φ-semigrupo de B(X). Usando argumentos similares
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dados anteriormente, se obtiene que Φ−(X) también es un Φ-semigrupo
de B(X).

Para cada a ∈ A y un Φ-semigrupo S de A, sea:

σS(a) = {λ ∈ C : λe− a 6∈ S}.

Teorema 78. Sea A un álgebra de Banach con identidad e y S cualquier
Φ-semigrupo. Supongamos que i : S → Z es un ı́ndice tal que i(b) = 0
para todos los elementos invertibles b ∈ A. Si f es una función anaĺıtica
en un conjunto abierto U que contiene σ(a), σ(a) el espectro de a con
respecto de A, entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

(a) f(a) ∈ S si y sólo si f(λ) 6= 0 para todo λ ∈ σS(a);

(b) σS(f(a)) = f(σS(a)).

Demostración. (a) Supongamos que f(a) ∈ S y f(λ0) = 0. Entonces
existe una función g anaĺıtica en U tales que f(λ) = (λ − λ0)mg(λ) y
g(λ0) 6= 0, donde m es la multiplicidad de λ0. Aśı, (a − λ0e)

mg(a) =
g(a)(a − λ0e)

m = f(a) ∈ S. De la propiedad (i) de la definición 29
tenemos que (a − λ0e)

m ∈ S. Nótese que (a − λ0e)(a − λ0e)
m−1 =

(a − λ0e)
m−1(a − λ0e) = (a − λ0e)

m ∈ S, aplicando nuevamente la pro-
piedad (i) de la definición 29, tenemos que a − λ0e ∈ S, y por lo tanto
λ0 6∈ σS(a).

Rećıprocamente, supongamos que f(λ) 6= 0 para todo λ ∈ σS(a).
Consideremos primero el caso de que f no se anula idénticamente en
cualquier componente de U . Entonces f solamente tiene un número fi-
nito de ceros en σ(a). Sean λ1, λ2, · · · , λn los ceros con multiplicidades
m1,m2, · · · ,mn, respectivamente. Entonces existe una función anaĺıtica
g en U tales que:

f(λ) =

n∏
i=1

(λ− λi)mig(λ)

y g(λ) 6= 0 para todo λ ∈ σ(a). Aśı, g(a) es invertible en A, y por lo tanto
g(a) ∈ S. Además, como f(λi) = 0 para i = 1, 2, · · · , n, obtenemos que
λi 6∈ σS(a), es decir, a − λie ∈ S para i = 1, 2 · · · , n, esto implica que∏n
i=1(a− λie)mi ∈ S, ya que S es semigrupo. Usando nuevamente que S

es semigrupo, tenemos que

f(a) =

n∏
i=1

(a− λie)mig(a) ∈ S.
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Ahora, supongamos que f se anula idénticamente en al menos una
componente Ω de U . Sea σ = σ(a)∩Ω, puesto que U es abierto, entonces
σ es un conjunto espectral de a. Sea p la proyección espectral de a con
respecto a σ:

p =
1

2πi

∫
Γ

(λe− a)−1dλ,

donde Γ es una curva de Jordan en Ω\σ.

Afirmamos que p ∈ J , donde J es el ideal dado por (ii) de la definición

29. De la condición (ii) de la definición 29, tenemos S = φ−1(R̂). Aśı,

φ(S) = R̂ porque φ es sobreyectivo. Por otra parte, como f se anula
idénticamente en Ω, entonces λ 6∈ σS(a), esto es, λe − a ∈ S para todo
λ ∈ Ω, aśı que {λe− a : λ ∈ Ω} ⊆ S. Esto implica que el conjunto:

B̂ = {λφ(e)− φ(a) : λ ∈ Ω} ⊆ φ(S) = R̂,

Puesto que Ω es un conexo abierto y φ es continua, entonces B̂ es co-
nexo. Además, para λ0 ∈ Ω\σ, tenemos que λ0e − a es inverible en A y

λ0φ(e)− φ(a) ∈ B̂, esto implica que λ0φ(e)− φ(a) ∈ B̂ ∩ Ĝ. Aśı, B̂ ⊆ Ĝ.

En efecto, si B̂ 6⊆ Ĝ, entonces por la propiedad (ii) de la definición 29,

tenemos que B̂ = (B̂∩Ĝ)∪ [(R̂\Ĝ)∩B̂] es una unión disjunta de abiertos,

lo cual es una contradicción, ya que B̂ es conexo.

Finalmente, consideremos la función λ 7→ (λφ(e)−φ(a))−1. Esta fun-

ción está bien definida (porque B̂ ⊆ Ĝ), es anaĺıtica en Ω y

φ(p) =
1

2πi

∫
Γ

(λφ(e)− φ(a))−1dλ = 0 ∈ A/J,

esto implica que p ∈ N(p), es decir, p ∈ J .

Para concluir la prueba, sea

g(λ) =

 f(λ) en las componentes de U donde f 6= 0,

1 en las componentes de U donde f = 0,

y sea h(λ) = g(λ)−f(λ). La compacidad de σ(a) garantiza que existe un
número finito de componentes conexas Ωi de U tales que σ(a) ⊆

⋃n
i=1 Ωi

y σ(a)∩Ωi 6= ∅. Aśı, los conjuntos espectrales σi = σ(a)∩Ωi donde f se
anula idénticamente en Ωi es finito. En particular, f se anula en σi para
cada 1 ≤ i ≤ n. Entonces, h(a) es la suma finita de proyecciones corres-
pondientes a los conjuntos espectrales donde f se anula idénticamente,
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esto implica que h(a) ∈ J . Además, por definición, g no se anula idénti-
camente en cualquier componente de U , aśı g(a) ∈ S. De esto concluimos
que:

f(a) = g(a)− h(a) ∈ S + J ⊆ S,

lo cual completa la prueba de la equivalencia (a).

(b) Claramente, µ 6∈ f(σS(a)) si y sólo si µ − f(λ) 6= 0 para todo
λ ∈ σS(a). De la parte (i) esto es cierto si y sólo si µe − f(a) ∈ S, o
equivalentemente, µ 6∈ σS(f(a)). �

Corolario 7. Sea T ∈ B(X). Si f ∈ H(σ(T )), entonces las siguientes
igualdades son ciertas:

(a) f(σe(T )) = σe(f(T ));

(b) f(σuf (T )) = σuf (f(T ));

(c) f(σlf (T )) = σlf (f(T )).

Demostración. Sabemos que B(X) es un álgebra de Banach con iden-
tidad I. Claramente, los elementos invertibles de B(X) tienen ı́ndice
cero. Por el Ejemplo 14, tenemos que Φ(X), Φ+(X) y Φ−(X) son Φ-
semigrupos. Además,

σΦ(X)(T ) = σe(T ), σΦ+(X)(T ) = σuf (T ) y σΦ−(X)(T ) = σlf (T ).

por definición. Ahora, si f ∈ H(σ(T )), entonces

f(σe(T )) = σe(f(T )), f(σuf (T )) = σuf (f(T )) y f(σlf (T )) = σlf (f(T )),

por el Teorema 78. Por lo tanto, los incisos (a), (b) y (c) del Corolario
son ciertos. �

Sea a ∈ A y S un Φ-semigrupo de A con ı́ndice i. Para cada n ∈ Z,
definamos:

σn = {λ ∈ σ(a) : i(λe− a) = n}.

Lema 11. Sean a ∈ A, S un Φ-semigrupo y f : U → C una función
anaĺıtica en un subconjunto abierto U de C que contiene σ(a). Suponga-
mos que f(a) ∈ S y sea αn el número de ceros de f en σn, contando de
acuerdo a sus multiplicidades, ignorando componentes de σn donde f es
idénticamente cero. Entonces,

ind(f(a)) =
∑
n

nαn.
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Demostración. Si f(a) ∈ S, entonces f no se anula en σS(a) (veáse el
Teorema 78). Primero supongamos que f tiene un número finito de ceros
en σ(a). Para cada n ∈ Z, sea λni, i = 1, · · · , kn, los ceros de la función
f en σn con multiplicidades αni. Entonces existe una función anaĺıtica q
en U tal que:

f(λ) =
∏
n,i

(λ− λni)αniq(λ)

y q(λ) 6= 0 para todo λ ∈ σ(a). Entonces q(a) es invertible en A, y por lo
tanto i(q(a)) = 0. De esto obtenemos:

i(f(a)) = i(
∏
n,i

(a− λnie)αniq(a)) = i(
∏
n,i

(a− λnie)αni) + i(q(a))

=
∑
n,i

nαni =
∑
n

nαn, donde αn =

kn∑
i=1

αn,i.

Ahora, supongamos que f tiene un número infinito de ceros en σ(a).
Definamos f y g como en la prueba del Teorema 78. Entonces f(λ) =
g(λ)− h(λ), donde g tiene un número finito de ceros en σ(a) y h(a) ∈ J .
Aśı,

i(f(a)) = i(g(a)− h(a)) = i(g(a))

y por lo tanto i(f(a)) =
∑
n nαn por el primer caso. �

Teorema 79. Sea T ∈ B(X). Si f ∈ H(σ(T )), entonces las siguientes
inclusiones son ciertas:

(a) f(σsf (T )) ⊆ σsf (f(T ));

(b) σw(f(T )) ⊆ f(σw(T )).

Demostración. (a) Del Corolario 7, tenemos que:

σsf (f(T )) = σuf (f(T )) ∩ σlf (f(T )) = f(σuf (T )) ∩ f(σlf (T ))

⊇ f(σuf (T )) ∩ σlf (T )) = f(σsf (T )).

(b) Para cada n ∈ Z, sean Φn(X) = {T ∈ Φ(X) : ind(T ) = n} y
Ωn = {λ ∈ σ(T ) : λI − T ∈ Φn(X)}. Obviamente, por definición,

σw(T ) = σe(T ) ∪ (
⋃
n 6=0

Ωn). (3.2)
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Si µ 6∈ f(σw(T )), entonces µ−f(λ) 6= 0 para todo λ ∈ σw(T ), esto es,
µ−f(λ) no tiene ceros en σw(T ), y en particular no tiene ceros en σe(T ).
Aplicando la parte (a) del Teorema 78 al Φ-semigrupo Φ(X), concluimos
que µI − f(T ) ∈ Φ(X). Por el Lema 11,

ind(µI − f(T )) =
∑
n 6=0

nαn,

donde αn es el número de ceros aislados de µ− f(λ) en Ωn, contando de
acuerdo a sus multiplicidades. Como µ−f(λ) no tiene ceros en σw(T ), de
la igualdad (3.2), en particular no tiene ceros en Ωn para cada n 6= 0. Aśı,
tenemos que αn = 0 para cada n 6= 0. Por lo tanto, ind(µI − f(T )) = 0.
En consecuencia µ 6∈ σw(f(T )). �

El siguiente Ejemplo demuestra que en general las inclusiones (a) y
(b) del Teorema 79 son propias.

Ejemplo 15. Consideremos un operador T ∈ B(X), para el cualR(I+T )
es cerrado y tal que:

α(I + T ) <∞, β(I + T ) =∞, α(I − T ) =∞ y β(I − T ) <∞.

Claramente, I + T ∈ Φ+(X) y I − T ∈ Φ−(X), aśı {1,−1} 6⊆ σsf (T ).
Definamos f(λ) = (1 + λ)(1 − λ) en C. Es claro que f es anaĺıtica
en C y que tiene ráıces únicas 1 y −1. También, nótese que f(T ) =
(I + T )(I − T ), N(I − T ) ⊆ N(f(T )) y R(f(T )) ⊆ R(I + T ). Enton-
ces α(f(T )) = β(f(T )) = ∞, ya que α(I − T ) = β(I + T ) = ∞. Aśı,
0 ∈ σsf (f(T )). Por otro lado, es claro que 0 6∈ f(σsf (T )), ya que las
ráıces de f no pertenecen a σsf (T ). Esto demuestra que la contención (a)
del Teorema 79 no da la igualdad.

Para demostrar que la inclusión (b) del Teorema 79 generalmente es
propia, consideremos un operador T ∈ Φ(X) tal que ind(λI +T ) = −1 y
ind(λI − T ) = 1. Entonces,

ind(f(T )) = ind[(λI + T )(λI − T )] = ind(λI + T ) + ind(λI − T ) = 0,

aśı que f(T ) ∈W (X), es decir, 0 6∈ σw(f(T )), donde, como antes, f(λ) =
(1 + λ)(1 − λ). Por otro lado, como {1,−1} ⊆ σw(T ), entonces 0 ∈
f(σw(T )).

Teorema 80. Sean T ∈ B(X) y f ∈ H(σ(T )). Entonces,

σuw(f(T )) ⊆ f(σuw(T )) y σlw(f(T )) ⊆ f(σlw(T )).
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Demostración. Veamos que σuw(f(T )) ⊆ f(σuw(T )). Para cada n ∈ Z,
sea

Ωn = {λ ∈ σ(T ) : λI − T ∈ Φ+(X), ind(λI − T ) = n}.

Claramente, por definición del espectro superiormente semi-Weyl,

σuw(T ) = σuf (T ) ∪ (
⋃
n≥1

Ωn). (3.3)

Si µ 6∈ f(σuw(T )), entonces µ − f(λ) 6= 0 para todo λ ∈ σuw(T ), es
decir, µ− f(λ) no tiene ceros en σuw(T ), en particular no tiene ceros en
σuf (T ). Aśı, por la parte (a) del Teorema 78, tenemos que µI − f(T ) ∈
Φ+(X). Luego, aplicando el Lema 11 al Φ-semigrupo Φ+(X), resulta que:

ind(µI − f(T )) =
∑
n

nαn,

donde, como en el Lema 11, αn es el número de ceros aislados de µ−f(λ)
en Ωn, contando de acuerdo a sus multiplicidades. Puesto que µ − f(λ)
no tiene ceros en σuw(T ), entonces de la igualdad (3.3), en particular no
tiene ceros en Ωn para cada n ≥ 1. Aśı, αn = 0 para cada n ≥ 1, y por
lo tanto ind(µI − f(T )) ≤ 0. Esto implica que µ 6∈ σuw(f(T )).

Probemos que σlw(f(T )) ⊆ f(σlw(T )). Como f(T )∗ = f(T ∗) y σlw(T )
= σuw(T ∗), entonces, por la primera parte de la demostración,

σlw(f(T )) = σuw(f(T )∗) = σuw(f(T ∗))

⊆ f(σuw(T ∗)) = f(σlw(T )).

�

Mediante un ejemplo probaremos que en general las inclusiones del
Teorema 80 son propias.

Ejemplo 16. Sea f(λ) = (1 + λ)(1 − λ) y consideremos T ∈ Φ(X) tal
que ind(λI + T ) = 1 y ind(λI − T ) = −1. Entonces,

ind(f(T )) = ind(λI + T ) + ind(λI − T ) = 0,

aśı f(T ) ∈ W (X). Esto implica que 0 6∈ σuw(f(T )) y 0 6∈ σlw(f(T )).
Por otro lado, como λI + T 6∈ W+(X) y λI − T 6∈ W−(X), entonces
{1,−1} ⊆ σuw(T ) y {1,−1} ⊆ σlw(T ). Por lo tanto, 0 ∈ f(σuw(T ))
y 0 ∈ f(σlw(T )). Esto completa la prueba de que las contenciones del
Teorema 80 son propias.
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Lema 12. Sea T ∈ B(X) y supongamos que f ∈ H(σ(T )) es constante
en cada componente conexa de un conjunto abierto U que contiene σ(T ).
Entonces

f(σub(T )) = f(σlb(T )) = f(σb(T )) = f(σ(T ))

= σub(f(T )) = σlb(f(T )) = σb(f(T )) = σ(f(T )).

Demostración. Primero probemos la igualdad σub(f(T )) = f(σub(T )).

Como σ(T ) es compacto, existen Ω1, · · · ,Ωm componentes conexas de
U tales que σ(T ) ⊆

⋃m
i=1 Ωi. Podemos suponer que σi = Ωi ∩ σ(T ) 6= ∅

para cada i = 1, · · · ,m. Puesto que U es abierto, entonces Ωi es abierto y
cerrado en U . Más aún, Ωi es abierto en C. Aśı, σi y σ(T )\σi son cerrados
en U , esto es, σi es un conjunto espectral de T para cada i = 1, 2, · · · ,m.
Sea f(λ) = ci para cada λ ∈ Ωi y denotemos por χi la función carac-
teŕıstica de Ωi. Es bien conocido que Pi = χi(T ) es la proyección espectral
de T asociada con σi y que la descomposición X = M1

⊕
M2

⊕
· · ·Mm

es cierta, donde Mi = R(Pi). Los subespacios Mi son T -invariantes y
f(T )-invariantes. Además, notemos que:

f(λ) =

m∑
i=1

χi(λ) y f(T ) =

m∑
i=1

ciPi,

aśı que f(T )|Mi = ciIi, donde Ii es la identidad en Mi. Obviamente,

σub(f(T )|Mi) = σ(f(T )|Mi) = {ci}.

Luego, de la Proposición 5, resulta que:

σ(f(T )) = σub(f(T )) = {c1, · · · , cm}.

Por otro lado, la contención σub(T ) ⊆ σ(T ) implica que:

f(σub(T )) ⊆ f(σ(T )) = {c1, · · · , cm}. (3.4)

La inclusión rećıproca de (3.4) también es cierto, pues cada Ωi contiene
algún punto λ de σub(T |Mi

), ya que este último conjunto es no vaćıo, y
por lo tanto,

ci = f(λ) ∈ f(σub(T |Mi
)) ⊆ f(σub(T )) para todo i = 1, · · · ,m.

Por lo tanto, f(σub(T )) = σub(f(T )) = f(σ(T )) = σ(f(T )).

Veamos que σlb(f(T )) = f(σlb(T )) = σ(f(T )). Puesto que σlb(T ) =
σub(T

∗) y f(T )∗ = f(T ∗), entonces

σlb(f(T )) = σub(f(T )∗) = σub(f(T ∗)) = f(σub(T
∗)) = f(σlb(T )).
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Por otro lado,

σlb(f(T )) = σub(f(T ∗)) = σub(f(T )∗) = σ(f(T )∗) = σ(f(T )).

Esto completa la prueba de las igualdades deseadas. De manera similar
se prueba que las igualdades σb(f(T )) = f(σb(T )) = σ(f(T )) son ciertas.

�

Teorema 81. Sean T ∈ B(X) y f ∈ H(σ(T )). Entonces,

σub(f(T )) = f(σub(T )) y σlb(f(T )) = f(σlb(T )).

Demostración. Probemos la inclusión f(σub(T )) ⊆ σub(f(T )).

Primero supongamos que f no es constante en cada componente co-
nexa de U , donde U es el dominio de f , es abierto y σ(T ) ⊆ U . Entonces,
por la Observación 5, Corolario 7 y Teorema 33, resulta que:

f(σub(T )) = f(σuf (T ) ∪ Ξ(T )) ⊆ f(σuf (T )) ∪ f(Ξ(T ))

= σuf (f(T )) ∪ Ξ(f(T )) = σub(f(T )).

Queda por demostrar la inclusión opuesta σub(f(T )) ⊆ f(σub(T )). Supon-
gamos que λ ∈ σub(f(T )). Por el Teorema 51, se tiene que σub(f(T )) =
σuw(f(T )) ∪ acc σap(f(T )), aśı que λ ∈ σuw(f(T )) o λ ∈ acc σap(f(T )).

Supongamos que λ ∈ σuw(f(T )). En este caso, λ ∈ f(σuw(T )), por
el Teorema 80, y de la inclusión σuw(T ) ⊆ σub(T ) se sigue que λ ∈
f(σub(T )).

Supongamos que λ ∈ acc σap(f(T )). Existe una sucesión λn de pun-
tos de σap(f(T )) tal que ĺımn→∞ λn = λ. De la igualdad σap(f(T )) =
f(σap(T )) (veáse Teorema 34), se sigue que existe una sucesión {µn} ⊆
σap(T ) tal que f(µn) = λn. Como σap(T ) es compacto, la sucesión µn
es acotada, por lo tanto tiene una subsucesión convergente y podemos
suponer que ĺımn→∞ µn = µ ∈ σap(T ). Entonces, λ = ĺımn→∞ λn =
ĺımn→∞ f(µn) = f(µ), aśı que λ ∈ f(acc σap(T )), y por el Teorema
51, resulta que λ ∈ f(σub(T )). Esto completa la prueba de la igualdad
f(σuw(T )) = σuw(f(T )) en el caso de que f no es constante en cada
componente conexa de U .

Ahora, consideremos la otra posibilidad, es decir, f es constante en
alguna componente de U . Como σ(T ) es compacto, existen Ω1, · · · ,Ωm
componentes conexas de U tales que σ(T ) ⊆

⋃m
i=1 Ωi y Ωi ∩ σ(T ) 6= ∅.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que los primeros Ω1, · · · ,Ωn con
n ≤ m son las componentes conexas de U , donde f es constante, digamos
f(λ) = ci para λ ∈ Ωi. Definamos:

Ω =

n⋃
i=1

Ωi y σ =

n⋃
i=1

σi, donde σi = σ(T ) ∩ Ωi.
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Nótese que cada σi es un conjunto espectral de T , aśı que σ también lo es.
También, observe que Ωi es abierto y cerrado en U , ya que U es abierto.
Aśı, Ω es abierto y cerrado en U , esto implica que U\Ω es abierto en U .
Si P es la proyección espectral de T asociada con σ, se sigue del Teorema
41 que X = M

⊕
N y los subespacios M y N son T -invariantes y f(T )-

invariantes, donde M = R(P ) y N = N(P ). Además, σ(T |M ) = σ ⊆ Ω y
σ(T |N ) = σ(T )\σ ⊆ U\Ω.

Sea g la restricción de f en Ω y h la restricción de f en U\Ω. Las fun-
ciones g y h son anaĺıticas en un conjunto abierto que contiene σ(T |M ) y
σ(T |N ), respectivamente. Por definición, g es constante en cada compo-
nente conexa de Ω, es decir, en cada Ωi para i = 1, · · · , n, mientras que
h no es constante en cada componente conexa de U\Ω. De las igualdades
g(T |M ) = f(T )|M y h(T |N ) = f(T )|N , y tomando en cuenta el Lema 12,
la Proposición 5 y la primera parte de la prueba, tenemos:

σub(f(T )) = σub(f(T )|M ) ∪ σub(f(T )|N ) = σub(g(T |M )) ∪ σub(h(T |N ))

= g(σub(T |M )) ∪ h(σub(T |M )) = f(σub(T |M )) ∪ f(σub(T |M ))

= f(σub(T |M ) ∪ σub(T |M )) = f(σub(T )),

en la quinta igualdad se debe a que σub(T |M ) y σub(T |N ) son disjuntos.
Esta última igualdad completa la prueba de la primera igualdad del Teo-
rema.

Ahora, probemos la segunda igualdad del Teorema. Como σlb(T ) =
σub(T

∗), f(T )∗ = f(T ∗) y teniendo en cuenta lo probado anteriormente,
tenemos:

σlb(f(T )) = σub(f(T )∗) = σub(f(T ∗)) = f(σub(T
∗)) = f(σlb(T )).

�

Teorema 82. Sean T ∈ B(X) y f ∈ H(σ(T )). Entonces

σb(f(T )) = f(σb(T )).

Demostración. Del Teorema 81, resulta que:

f(σb(T )) = f(σub(T ) ∪ σlb(T )) ⊆ f(σub(T )) ∪ f(σlb(T ))

= σub(f(T )) ∪ σlb(f(T )) = σb(f(T )).

Rećıprocamente, supongamos que λ ∈ σb(f(T )). Por el Teorema 51,
σb(f(T )) = σw(f(T ))∪acc σ(f(T )), aśı λ ∈ σw(f(T )) o λ ∈ acc σ(f(T )).
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Si λ ∈ σw(f(T )), entonces λ ∈ f(σw(T )) (veáse la parte (b) del Teo-
rema 79), esto implica que λ ∈ f(σb(T )), ya que σw(T ) ⊆ σb(T ). Consi-
deremos la otra posibilidad, esto es, λ ∈ acc σ(f(T )). En este caso, existe
una sucesión {λn} de elementos de σ(f(T )) tal que ĺımn→∞ λn = λ. De
la igualdad σ(f(T )) = f(σ(T )) se sigue que existe una sucesión {µn} ⊆
σ(T ) tal que f(µn) = λn. Como σ(T ) es compacto, la sucesión {µn} es
acotada, existe una subsucesión que converge a un cierto µ ∈ σ(T ). Po-
demos asumir que ĺımn→∞ µn = µ, aśı λ = ĺımn→∞ f(µn) = f(µ), esto
es, λ = f(µ) ∈ f(acc σ(T )). De la parte (e) del Teorema 51 concluimos
que λ ∈ f(σb(T )). �

Teorema 83. Sea T ∈ B(X). Si T o T ∗ tiene la SVEP, entonces,

σsf (f(T )) = f(σsf (T )).

Demostración. Primero supongamos que T tiene la SVEP. Entonces f(T )
tiene la SVEP (veáse el Teorema 33). Aśı, por Teorema 52 y Corolario 7,
resulta que:

σsf (f(T )) = σuf (f(T )) = f(σuf (T )) = f(σsf (T )).

Si T ∗ tiene la SVEP, entonces f(T ∗) tiene la SVEP. Como σsf (T ) =
σsf (T ∗) y tomando en cuenta la primera parte de la prueba, tenemos
que:

σsf (f(T )) = σsf (f(T ∗)) = f(σsf (T ∗)) = f(σsf (T )).

�

Teorema 84. Sea T ∈ B(X). Si T o T ∗ tiene la SVEP, entonces

σuw(f(T )) = σub(f(T )), σlw(f(T )) = σlb(f(T )) y

σw(f(T )) = σb(f(T )).

Demostración. Primero supongamos que T tiene la SVEP. Entonces f(T )
tiene la SVEP, por el Teorema 33. Del Teorema 53 se sigue que σuw(f(T ))
= σub(f(T )), y σlw(f(T )) = σlb(f(T )).

Ahora, supongamos que T ∗ tiene la SVEP. Entonces f(T )∗ = f(T ∗)
tiene la SVEP. Aśı, por el Teorema 81 y teniendo en cuenta la primera
parte de la prueba, se obtiene que:

σuw(f(T )) = σlw(f(T )∗) = σlw(f(T ∗)) = σlb(f(T ∗))

= f(σlb(T
∗)) = f(σub(T )) = σub(f(T )).
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La prueba de la igualdad σlw(f(T )) = σlb(f(T )) es análoga. Finalmente,

σw(f(T )) = σuw(f(T )) ∪ σlw(f(T ))

= σub(f(T )) ∪ f(σlb(T )) = σb(f(T )).

�

Corolario 8. Si T o T ∗ tiene la SVEP y f ∈ H(σ(H)), entonces

σw(f(T )) = f(σw(T )), σuw(f(T )) = f(σuw(T ))

y σlw(f(T )) = f(σlw(T )).

Además, las siguientes igualdades también son válidas:

σw(f(T )) = σb(f(T )) = f(σw(T )) = f(σb(T )).

Demostración. Por el Teorema 84, el Teorema 82 y el Teorema 52, tene-
mos:

σw(f(T )) = σb(f(T )) = f(σb(T )) = f(σw(T )).

Por otro lado, por el Teorema 84, el Teorema 81 y el Teorema 53 tenemos:

σuw(f(T )) = σub(f(T )) = f(σub(T )) = f(σuw(T )) y

σlw(f(T )) = σlb(f(T )) = f(σlb(T )) = f(σlw(T )).

�

3.2.1. Teoremas de la aplicación espectral para clases
de operadores en los espacios de Hilbert

En esta parte aplicaremos los resultados ya obtenidos en esta sección
para probar algunos Teoremas de la aplicación espectral para clases de
operadores en los espacios de Hilbert. Espećıficamente, probaremos que si
T ∈ B(X) es k-paranormal o k-∗-paranormal, entonces el Teorema de la
aplicación espectral es cierto para σsf (T ), σuw(T ), σlw(T ) y para σw(T ),
respectivamente.

Comencemos nuestra exposición probando los siguientes dos resulta-
dos preliminares.

Teorema 85. Si T ∈ B(H) es k-paranormal para algún k ∈ N, entonces
p(λI − T ) ≤ 1.
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Demostración. Si λ 6∈ σp(T ), entonces λI−T es inyectivo, y por lo tanto
p(λI − T ) = 0. Ahora, supongamos que λ ∈ σp(T ). Probaremos que
N(λI − T ) = N(λI − T )2. Es suficiente demostrar que N(λI − T )2 ⊆
N(λI−T ), ya que la contención contraria es clara. Supongamos que λ =
0. Sea x ∈ N(T 2). Entonces T 2x = 0, y como T es k-paranormal, entonces
‖Tx‖k+1 ≤ ‖T k+1x‖‖x‖k = ‖T k−1(T 2x)‖‖x‖k = 0. En consecuencia,
Tx = 0, es decir, x ∈ N(T ). Esto prueba que N(T 2) ⊆ N(T ). Finalmente,
supongamos que λ 6= 0. Sean x = x1 ⊕ x2 ∈ N(λI − T )2 y

T =

[
λ T2

O T3

]
en N(T − λI)

⊕
⊥N(T − λI)⊥. Entonces

(λI − T )2

(
x1

x2

)
=

[
O T2

O λ− T3

] [
O T2

O λ− T3

](
x1

x2

)
=

[
O T2(λ− T3)
O (λ− T3)2

](
x1

x2

)
=

(
T2(λ− T3)x2

(λ− T3)2x2

)
=

(
0

0

)
.

De esta igualdad se obtiene que (λI − T3)2x2 = 0. Por el Teorema 64,
se tiene que N(λI − T3) = {0}, entonces (λI − T3)x2 = 0. Aśı, x2 = 0.
Entonces

(λI − T )

(
x1

x2

)
=

[
O T2

O λ− T3

](
x1

0

)
=

(
0

0

)
,

aśı que x ∈ N(λI − T ). En consecuencia, N(λI − T )2 ⊆ N(λI − T ). Por
lo tanto, p(λI − T ) ≤ 1. �

Corolario 9. Si T ∈ B(H) es k-paranormal para algún k ∈ N, entonces
T tiene la SVEP.

Demostración. Si T es k-paranormal, entonces p(λI − T ) <∞ (veáse el
Teorema 85). Luego, por el Teorema 38, resulta que T tiene la SVEP. �

A continuación probaremos algunos Teoremas de la aplicación espec-
tral para clases de operadores en los espacios de Hlbert.

Teorema 86. Si T ∈ B(H) es k-paranormal o k-∗-paranormal, entonces
σsf (f(T )) = f(σsf (T )).

Demostración. Si T es k-paranormal, entonces T tiene la SVEP, por el
Corolario 9. Por el Teorema 83, σsf (f(T )) = f(σsf (T )). Ahora, si T
es k-∗-paranormal, entonces T tiene la SVEP (veáse el Teorema 71).
Nuevamente, por el Teorema 83, σsf (f(T )) = f(σsf (T )). �
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Teorema 87. Si T ∈ B(H) es k-paranormal y f ∈ H(σ(T )), entonces

σw(f(T )) = f(σw(T )), σuw(f(T )) = f(σuw(T ))

y σlw(f(T )) = f(σlw(T )).

Demostración. Si T es k-paranormal, entonces T tiene la SVEP, por el
Corolario 9. Por lo tanto, del Corolario 8, se sigue que el Teorema de la
aplicación espectral es cierto para σw(T ), σuw(T ) y para σlw(T ). �

Para finalizar esta sección probaremos el siguiente:

Teorema 88. Si T ∈ B(H) es k-∗-paranormal y f ∈ H(σ(T )), entonces

σw(f(T )) = f(σw(T )), σuw(f(T )) = f(σuw(T ))

y σlw(f(T )) = f(σlw(T )).

Demostración. Si T es k-∗-paranormal, entonces T tiene la SVEP (veáse
el Teorema 71). Por lo tanto, del Corolario 8 se sigue que el Teorema de
la aplicación espectral es cierto para σw(T ), σuw(T ) y para σlw(T ). �

3.3. Teorema de Weyl

3.3.1. Caracterizaciones del teorema de Weyl

En esta sección caracterizamos el Teorema de Weyl. Principalmen-
te relacionamos el Teorema de Weyl con la SVEP y con la parte casi-
nilpotente del operador λI − T para λ ∈ C.

Comencemos nuestra exposición con algunas definiciones y observacio-
nes, y probando algunas propiedades básicas relacionados con el Teorema
de Weyl.

Definición 30. Para cada T ∈ B(X), definamos los siguientes conjuntos:

(a) p00(T ) = σ(T )\σb(T ) = {λ ∈ σ(T ) : λI − T ∈ B(X)}.

(b) π00(T ) = {λ ∈ isoσ(T ) : 0 < α(λI − T ) <∞}

Para un valor propio aislado λ de T , diremos que tiene multiplicidad
geométrica finita si la dimensión de N(λI −T ) es finita. De esta manera,
el conjunto π00(T ) está constituido por los puntos aislados del espectro
de T , que son valores propios de multiplicidad geométrica finita.
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Observemos que si λ ∈ σ(T )\σw(T ), entonces λI − T ∈ W (X), y
como λ ∈ σ(T ), se sigue que α(λI − T ) = β(λI − T ) > 0, aśı que:

σ(T )\σw(T ) = {λ ∈ C : λI − T ∈W (X), 0 < α(λI − T )}.

Esta observación la usaremos en lo que resta de este caṕıtulo.

Proposición 7. Si T ∈ B(X), entonces:

(a) p00(T ) = p00(T ∗).

(b) p00(T ) ⊆ π00(T ).

(c) p00(T ) ⊆ σ(T )\σw(T ).

Demostración. (a) Basta con observar que σ(T ) = σ(T ∗) y λI−T ∈ B(X)
si y sólo si λI∗ − T ∗ ∈ B(X∗).

(b) Sea λ ∈ p00(T ). Entonces λ ∈ σ(T ) y λI − T ∈ B(X). Por lo tanto,
p(λI −T ) = q(λI −T ) <∞ y α(λI −T ) <∞. Como λ ∈ σ(T ), entonces
0 < p(λI−T ). En caso contrario, p(λI−T ) = q(λI−T ) = 0, esto implica
que λI − T es invertible, es decir, λ ∈ ρ(T ), lo cual es una contradicción.
En consecuencia, 0 < p(λI − T ) = q(λI − T ) < ∞. Aśı, λ es un valor
propio de T , es decir, 0 < α(λI − T ), y por el Teorema 36, λ ∈ isoσ(T ).
Por lo tanto, λ ∈ π00(T ). Esto prueba que p00(T ) ⊆ π00(T ).

(c) Si λ ∈ p00(T ), entonces 0 < p(λI − T ) = q(λI − T ) < ∞. Como
λI−T ∈ B(X), entonces λI−T ∈W (X). Además, 0 < α(λI−T ), ya que
en caso contrario, por el Teorema 44, tendŕıamos que α(λI−T ) = β(λI−
T ) = 0, en consecuencia, λ 6∈ σ(T ), lo cual es una contradicción. Por lo
tanto, de la Observación anterior tenemos que λ ∈ σ(T )\σw(T ). �

De la prueba de la Proposición previa tenemos que λ ∈ p00(T ) si y
sólo si λ ∈ π00(T ), λI −T ∈ Φ(X) y 0 < p(λI −T ) = q(λI −T ) <∞. De
esta equivalencia, y por el Teorema 42 y también el Teorema 49, tenemos
que si λ ∈ p00(T ), entonces λ es un valor propio aislado de T de multipli-
cidad algebraica finita, es decir, la dimensión del rango de la proyección
espectral de T asociada con λ es finita.

Ahora probaremos que, en general, los conjuntos σ(T )\σw(T ) y π00(T )
son distintos.

Ejemplo 17. Sea T : l2 → l2, definido por T (x1, x2, · · · ) = (x2

2 ,
x3

3 , · · · ).
El adjunto de T es T ∗(x1, x2, · · · ) = (0, x1

2 ,
x2

3 , · · · ). En el Ejemplo 5, de-
mostramos que T es casi-nilpotente, y por lo tanto σ(T ) = {0}. Claramen-
te, 0 es el único punto aislado de σ(T ). Además, N(T ) = {(λ, 0, 0, · · · ) :
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λ ∈ C}, esto implica que α(T ) = 1, entonces π00(T ) = {0}. Por otra
parte, es obvio que T ∗ es inyectivo, aśı que N(T ∗) = {0}, esto implica
que α(T ∗) = 0. De la igualdad α(T ∗) = β(T ) se sigue que β(T ) = 0.
En consecuencia, α(T ) 6= β(T ), luego T 6∈ W (X), es decir, 0 ∈ σw(T ).
Ahora, como σw(T ) ⊆ σ(T ), tenemos que σw(T ) = {0}. Por lo tanto,
σ(T )\σw(T ) = ∅ 6= π00(T ).

Introducimos una propiedad que ha sido estudiada por muchos au-
tores, llamada el Teorema de Weyl. Esta propiedad asegura la igualdad
de los conjuntos σ(T )\σw(T ) y π00(T ). Siguiendo la notación de Coburn
(veáse [6]), tenemos la siguiente definición.

Definición 31. Diremos que T ∈ B(X) satisface el Teorema de Weyl si
σ(T )\σw(T ) = π00(T ).

Si T es como en el Ejemplo 17, entonces T no satisface el Teorema
de Weyl. Además, como α(T ∗) = 0, tenemos que π00(T ∗) = ∅ y como
p00(T ∗) ⊆ π00(T ∗), se sigue que p00(T ∗) = ∅, esto implica que p00(T ) = ∅.
Por lo tanto, p00(T ) 6= π00(T ). Esto prueba que la contención de la par-
te (b) de la Proposición 7 generalmente es propia. En particular, hemos
probado que la condición p00(T ) = σ(T )\σw(T ) no implica el Teorema
de Weyl. Es decir, la condición σw(T ) = σb(T ) no implica el Teorema de
Weyl.

Ahora probaremos que si T satisface el Teorema de Weyl, entonces
los respectivos conjuntos p00(T ) y π00(T ) coinciden.

Teorema 89. Sea T ∈ B(X). Si T satisface el Teorema de Weyl, enton-
ces p00(T ) = π00(T ).

Demostración. Por la Proposición 7, es suficiente probar que π00(T ) ⊆
p00(T ). Sea λ ∈ π00(T ). Entonces λ ∈ isoσ(T ), esto implica que T tiene
la SVEP en λ. Dado que T satisface el Teorema de Weyl tenemos que
π00(T ) = σ(T )\σw(T ), aśı que λI − T ∈ W (X) y 0 < α(λI − T ) =
β(λI − T ). Entonces λI − T ∈ Φ(X) y 0 < α(λI − T ) = β(λI − T ) <∞.
Luego, por el Teorema 49, p(λI − T ) < ∞. Aplicando el Teorema 44,
tenemos que p(λI − T ) = q(λI − T ) < ∞. Aśı, λ ∈ p00(T ). Esto prueba
que π00(T ) ⊆ p00(T ). �

La condición p00(T ) = π00(T ) no implica el Teorema de Weyl, tal
como lo demuestra el siguiente Ejemplo.

Ejemplo 18. Denotemos por R y L el operador de desplazamiento a la
derecha y el operador de desplazamiento a la izquierda, respectivamente.
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Recordemos que σ(R) = σ(L) = D(0, 1). Además, R y L son definidos
por:

R(x) = (0, x1, x2, · · · ) y L(x) = (x2, x3, · · · )

para todo x = {xn} ∈ l2.

Consideremos el operador T = L
⊕
R ∈ B(H) definido por:

T (x, y) = (Lx,Ry) con x, y ∈ l2,

donde H = l2
⊕
⊥ l2. Claramente, el adjunto de T es T ∗(x, y) = (Rx,Ly).

Sean M = l2
⊕
{0} y N = {0}

⊕
l2. Entonces M y N , ambos, son T -

invariantes. Además, T |M = R y T |N = L, respectivamente. Del Teorema
39, se sigue que σ(T ) = D(0, 1).

Nótese que isoσ(T ) = ∅, y por lo tanto p00(T ) = π00(T ) = ∅. Ahora,
veamos que 0 6∈ σw(T ). Observemos que N(T ) = {(x, 0) : xn = 0 si n ≥
2, donde x = {xn}} = {λ(e1, 0) : λ ∈ C} y N(T ∗) = {(0, y) : yn =
0 si n ≥ 2,donde y = {yn}} = {λ(0, e1) : λ ∈ C}. Por lo tanto, α(T ) =
α(T ∗) = 1. Ahora, de la igualdad α(T ∗) = β(T ) se obtiene que β(T ) = 1.
Por lo tanto, T es un operador de Fredholm de ı́ndice cero, es decir, T es
un operador de Weyl. Aśı, 0 6∈ σw(T ). Por lo tanto, σ(T )\σw(T ) 6= ∅, y
puesto que π00(T ) = ∅, tenemos que T no satisface el Teorema de Weyl.

En seguida pasemos a caracterizar la condición p00(T ) = π00(T ).

Teorema 90. Sea T ∈ B(X). Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) p00(T ) = π00(T );

(b) σw(T ) ∩ π00(T ) = ∅;

(c) σsf (T ) ∩ π00(T ) = ∅;

(d) R(λI − T ) es cerrado para todo λ ∈ π00(T );

(e) H0(λI − T ) es de dimensión finita para todo λ ∈ π00(T );

(f) K(λI − T ) es de codimensión finita para todo λ ∈ π00(T );

(g) β(λI − T ) <∞ para todo λ ∈ π00(T );

(h) q(λI − T ) <∞ para todo λ ∈ π00(T ).
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Demostración. (a)⇒ (b) Como p00(T ) = σ(T )\σb(T ), entonces p00(T )∩
σb(T ) = ∅. Ahora, puesto que σw(T ) ⊆ σb(T ), tenemos que p00(T ) ∩
σw(T ) = ∅.

(b) ⇒ (c) Como σsf (T ) ⊆ σw(T ), entonces σsf (T ) ∩ π00(T ) ⊆ σw(T ) ∩
π00(T ) = ∅. Por lo tanto, σsf (T ) ∩ π00(T ) = ∅.

(c) ⇒ (d) Si λ ∈ π00(T ), por hipótesis λ 6∈ σsf (T ), es decir, λI − T es
semi-Fredholm, y por lo tanto R(λI − T ) es cerrado.

(d) ⇒ (e) Sea λ ∈ π00(T ). Entonces α(λI − T ) < ∞, y por hipóte-
sis R(λI − T ) es cerrado. En consecuencia, λI − T ∈ Φ+(X). Como
λ ∈ π00(T ) ⊆ isoσ(T ), se sigue que T tiene la SVEP en λ. Luego, por el
Teorema 49, H0(λI − T ) es de dimensión finita.

(e) ⇒ (f) Sea λ ∈ π00(T ). Como λ ∈ isoσ(T ) es un punto aislado,
entonces X = H0(λI − T )

⊕
K(λI − T ) (veáse el Teorema 42). En con-

secuencia, si H0(λI − T ) es de dimensión finita, se sigue que K(λI − T )
es de codimensión finita.

(f)⇒ (g) Como K(λI − T ) ⊆ R(λI − T ), entonces β(λI − T ) <∞.

(f)⇒ (a) Bastará probar que π00(T ) ⊆ p00(T ). Sea λ ∈ π00(T ). Entonces
α(λI−T ) <∞, y por hipótesis β(λI−T ) <∞, aśı, λI−T ∈ Φ(X). Pues-
to que λ ∈ isoσ(T ), se sigue que T y T ∗ tienen la SVEP en λ. Luego, por
el Teorema 49 y el Teorema 50, tenemos que p(λI−T ) = q(λI−T ) <∞.
Por lo tanto, λ ∈ p00(T ). Esto prueba que π00(T ) ⊆ p00(T ).

(a) ⇒ (h) Si λ ∈ π00(T ) = p00(T ), entonces λI − T ∈ B(X). Entonces,
en particular, q(λI − T ) <∞.

(h) ⇒ (g) Sea λ ∈ π00(T ). Entonces α(λI − T ) < ∞, y por hipótesis
q(λI − T ) <∞. Del Teorema 44 se sigue que β(λI − T ) ≤ α(λI − T ) <
∞. �

A continuación, vamos a caracterizar el Teorema de Weyl usando los
resultados ya obtenidos anteriormente. En especial, vamos a destacar el
papel de la parte casi-nilpotente del operador λI − T para λ ∈ C.

Teorema 91. Sea T ∈ B(X). Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) T satisface el Teorema de Weyl;

(b) σw(T ) = σ(T )\π00(T );
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(c) σw(T ) = σb(T ) y p00(T ) = π00(T );

(d) H0(λI − T ) es de dimensión finita para todo λ ∈ π00(T ) ∪ ∆(T ),
donde ∆(T ) = σ(T )\σw(T );

(e) K(λI − T ) es de codimensión finita para todo λ ∈ π00(T ) ∪∆(T ).

Demostración. (a)⇒ (b) Como T satisface el Teorema de Weyl, entonces
π00(T ) = σ(T )\σw(T ). Por lo tanto,

σ(T )\π00(T ) = σ(T )\(σ(T )\σw(T )) = σ(T ) ∩ (C\σ(T ) ∪ σw(T ))

= σ(T ) ∩ σw(T ) = σw(T ), porque σw(T ) ⊆ σ(T ).

(b)⇒ (a) Supongamos que σw(T ) = σ(T )\π00(T ). Entonces

σ(T )\σw(T ) = σ(T )\(σ(T )\π00(T )) = σ(T ) ∩ (C\σ(T ) ∪ π00(T ))

= σ(T ) ∩ π00(T ) = π00(T ), porque π00(T ) ⊆ σ(T ).

De esta igualdad se sigue que T satisface el Teorema de Weyl.

(a) ⇒ (c) Si T satisface el Teorema de Weyl, entonces p00(T ) = π00(T )
(veáse el Teorema 89). Ahora veamos que σb(T ) = σw(T ). Si λ 6∈ σw(T ),
entonces λ 6∈ σ(T ) o λ ∈ σ(T ), ya que σw(T ) ⊆ σ(T ). Si λ 6∈ σ(T ), enton-
ces λ ∈ ρ(T ), aśı, λ 6∈ σb(T ). Si λ ∈ σ(T ), entonces λ ∈ σ(T )\σw(T ) =
π00(T ) = p00(T ) = σ(T )\σb(T ), esto implica que λ 6∈ σb(T ). Esto prueba
que σb(T ) ⊆ σw(T ). Por lo tanto, σb(T ) = σw(T ), ya que la contención
contraria siempre es cierta.

(c) ⇒ (a) Si (c) es cierto, entonces π00(T ) = p00(T ) = σ(T )\σb(T ) =
σ(T )\σw(T ). Por lo tanto, T satisface el Teorema de Weyl.

(a)⇒ (d) Si T satisface el Teorema de Weyl, entonces π00(T ) = p00(T ) =
σ(T )\σw(T ) = ∆(T ), y por lo tanto π00(T )∪∆(T ) = ∆(T ) = π00(T ). Se
sigue del Teorema 90, que H0(λI − T ) es de dimensión finita para todo
λ ∈ π00(T ) ∪∆(T ).

(d) ⇒ (c) Como H0(λI − T ) es de dimensión finita para todo λ ∈
π00(T ) ∪ ∆(T ), en particular, H0(λI − T ) es de dimensión finita pa-
ra todo λ ∈ π00(T ). Por el Teorema 90, π00(T ) = p00(T ). Por otro
lado, si λ 6∈ σw(T ), se tiene que λ 6∈ σ(T ) o λ ∈ σ(T ). Claramen-
te, si λ 6∈ σ(T ), entonces λ 6∈ σb(T ). Ahora, si λ ∈ σ(T ), entonces
λ ∈ σ(T )\σw(T ) = ∆(T ) ⊆ π00(T )∪∆(T ), lo cual implica que H0(λI−T )
es de dimensión finita. Como λ ∈ ∆(T ), se tiene que λI − T ∈ Φ(X) y
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α(λI−T ) = β(λI−T ) <∞. Por Teorema 49, tenemos que p(λI−T ) <∞.
Aplicando el Teorema 44, resulta que p(λI − T ) = q(λI − T ) < ∞. Por
lo tanto, λ 6∈ σb(T ), aśı, σb(T ) ⊆ σw(T ). Como σw(T ) ⊆ σb(T ) siempre
es cierta para cualquier operador, tenemos que σb(T ) = σw(T ).

(d)⇒ (e). Sea λ ∈ π00(T )∪∆(T ). Como H0(λI−T ) es de dimensión fini-
ta, entonces H0(λI − T ) es cerrado, lo cual implica que T tiene la SVEP
en λ. Dado que λ ∈ π00(T ) ∪ ∆(T ), entonces λ ∈ π00(T ) o λ ∈ ∆(T ).
Claramente, si λ ∈ π00(T ), entonces λ ∈ isoσ(T ). Ahora, si λ ∈ ∆(T ),
tenemos que λI − T ∈ Φ(X) y 0 < α(λI − T ) = β(λI − T ) < ∞. Por
Teorema 49, tenemos que 0 < p(λI − T ) < ∞. Aplicando el Teorema
44, resulta que 0 < p(λI − T ) = q(λI − T ) < ∞. Luego, por Teorema
35, λ ∈ isoσ(T ). Esto demuestra que si λ ∈ π00(T ) ∪ ∆(T ), entonces
λ ∈ isoσ(T ). Por el Teorema 42, X = H0(λI − T )

⊕
K(λI − T ). En

consecuencia, como H0(λI − T ) es de dimensión finita, concluimos que
K(λI − T ) es de codimensión finita.

(e) ⇒ (d) Si λ ∈ π00(T ) ∪ ∆(T ), entonces λ ∈ π00(T ) o λ ∈ ∆(T ).
Si λ ∈ π00(T ), entonces λ ∈ isoσ(T ). Ahora, si λ ∈ ∆(T ), enton-
ces λI − T ∈ Φ(X) y 0 < α(λI − T ) = β(λI − T ) < ∞. Puesto
que K(λI − T ) es de codimensión finita y λI − T ∈ Φ(X), se sigue
del Teorema 50, que q(λI − T ) < ∞. Por el Teorema 44, tenemos que
0 < p(λI − T ) = q(λI − T ) < ∞, lo cual implica que λ ∈ isoσ(T ). Esto
demuestra que si λ ∈ π00(T ) ∪ ∆(T ), entonces λ ∈ isoσ(T ). Entonces
X = H0(λI − T )

⊕
K(λI − T ) (veáse el Teorema 42). Como K(λI − T )

es de codimensión finita por hipótesis, se tiene que H0(λI − T ) es de
dimensión finita. �

A continuación probaremos que si T tiene la SVEP, entonces la con-
dición p00(T ) = π00(T ) y el Teorema de Weyl son equivalentes.

Teorema 92. Supongamos que T ∈ B(X) o T ∗ tiene la SVEP. Enton-
ces T satisface el Teorema de Weyl si y sólo si una de las condiciones
equivalentes (a)-(h) del Teorema 90 es cierta.

Demostración. Por el Teorema 52, si T o T ∗ tiene la SVEP, entonces
σw(T ) = σb(T ). Si T satisface el Teorema de Weyl, entonces

π00(T ) = σ(T )\σw(T ) = σ(T )\σb(T ) = p00(T ),

aśı, la condición (i) del Teorema 90 se satisface. Rećıprocamente, supon-
gamos que π00(T ) = p00(T ). Entonces

π00(T ) = p00(T ) = σ(T )\σb(T ) = σ(T )\σw(T ).
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Probaremos el siguiente resultado, que también relaciona el Teorema
de Weyl con la SVEP.

Teorema 93. Sea T ∈ B(X). Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) T satisface el Teorema de Weyl;

(b) T tiene la SVEP en todo λ 6∈ σw(T ) y p00(T ) = π00(T ).

Demostración. ⇒] Supongamos que T satisface el Teorema de Weyl, es
decir, σ(T )\σw(T ) = π00(T ). Si λ 6∈ σw(T ), entonces λ 6∈ σ(T ) o λ ∈
σ(T ). Si λ 6∈ σ(T ), entonces T tiene la SVEP en λ. Mientras que si λ ∈
σ(T ), entonces λ ∈ σ(T )\σw(T ) = π00(T ) ⊆ isoσ(T ), en consecuencia, T
tiene la SVEP en λ. Por otro lado, se sigue del Teorema 89 que p00(T ) =
π00(T ).

⇐] Veamos que π00(T ) = σ(T )\σw(T ). Sea λ ∈ σ(T )\σw(T ). Entonces
λ 6∈ σw(T ), luego por hipótesis, T tiene la SVEP en λ y además, λI−T ∈
W (X). Aśı, por el Teorema 49, p(λI−T ) <∞. Dado que λI−T ∈W (X),
entonces ind(λI − T ) = 0, esto es, α(λI − T ) = β(λI − T ) < ∞. Por el
Teorema 44, p(λI−T ) = q(λI−T ) <∞. Aśı, λ ∈ σ(T )\σb(T ) = p00(T ),
y puesto que π00(T ) = p00(T ), tenemos que λ ∈ π00(T ). Rećıprocamente,
si λ ∈ π00(T ) = p00(T ) = σ(T )\σb(T ), entonces λ 6∈ σb(T ), lo cual
implica que λ 6∈ σw(T ). Por lo tanto, λ ∈ σ(T )\σw(T ). Esto completa la
prueba. �

Del Teorema 93 se sigue que T satisface el Teorema de Weyl si y sólo
si T tiene la SVEP en todo punto λ 6∈ σw(T ) y satisface una de las con-
diciones equivalentes del Teorema 90.

Finalizamos esta sección probando que la SVEP no implica el Teorema
de Weyl y que si T satisface el Teorema de Weyl no implica que T ∗

satisface dicha propiedad.

Ejemplo 19. La SVEP no implica el Teorema de Weyl.

Sea T : l2 → l2, definido por T (x1, x2, · · · ) = (x2

2 ,
x3

3 , · · · ). Recorde-
mos que T es casi-nilpotente y por lo tanto T tiene la SVEP. Sin embargo,
por el Ejemplo 17, T no satisface el Teorema de Weyl.

Ejemplo 20. Si un operador satisface el Teorema de Weyl, entonces no
implica que su adjunto satisface la misma propiedad.
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Consideremos el adjunto del Ejemplo anterior. Como r(T ∗) = r(T ) =
0, tenemos que T ∗ también es casi-nilpotente. Por lo tanto T ∗ tiene la
SVEP. Sabemos que p00(T ∗) = π00(T ∗) = ∅. Por lo tanto, por el Teorema
93, T ∗ satisface el Teorema de Weyl, mientras que T ∗∗ = T no satisface
el Teorema de Weyl.

3.3.2. Operadores que satisfacen el teorema de Weyl

En esta parte probamos que si T es k-paranormal o k-∗-paranormal
y f ∈ H(σ(T )), entonces el Teorema de Weyl es cierto para f(T ) y para
f(T ∗). En particular, T y T ∗ satisfacen el Teorema de Weyl. Cabe señalar
que estos resultados los obtuvimos a partir de los resultados obtenidos
del Teorema de Weyl para operadores polaroides.

Denotemos por P0(X) el conjunto de todos los T ∈ B(X) que satis-
facen que para cada λ ∈ π00(T ) existe p = p(λ) ∈ N tal que:

H0(λI − T ) = N((λI − T )p).

Teorema 94. T ∈ P0(X) si y sólo si π00(T ) = p00(T ). En particular, si
T tiene la SVEP, entonces T satisface el Teorema de Weyl si y sólo si
T ∈ P0(X).

Demostración. ⇒] Sea T ∈ P0(X). Para cada λ ∈ π00(T ) existe p =
p(λ) ∈ N tal que H0(λI − T ) = N((λI − T )p). Veamos que π00(T ) =
p00(T ). Si λ ∈ π00(T ), entonces λ ∈ isoσ(T ) y 0 < α(λI − T ) < ∞.
Puesto que λ ∈ isoσ(T ), entonces X = H0(λI − T )

⊕
K(λI − T ) (veáse

el Teorema 42). Aśı, X = N((λI − T )p)
⊕
K(λI − T ). En consecuencia,

(λI − T )p(X) = O
⊕

(λI − T )p(K(λI − T )) = K(λI − T ).

Por lo tanto, X = N((λI − T )p)
⊕

(λI − T )p(X). Luego, por el Teorema
36, p(λI − T ) = q(λI − T ) ≤ p. Ahora, como α(λI − T ) < ∞, entonces
α(λI − T ) = β(λI − T ) < ∞ (veáse el Teorema 44). Por lo tanto, λI −
T ∈ B(X), es decir, λ 6∈ σb(T ). Esto implica que λ ∈ σ(T )\σb(T ) =
p00(T ). Esto prueba que π00(T ) ⊆ p00(T ). Luego, por la Proposición 7,
concluimos que π00(T ) = p00(T ).

⇐] Supongamos que π00(T ) = p00(T ) y λ ∈ π00(T ). Entonces 0 < p(λI−
T ) = q(λI − T ) < ∞. Luego, por el Teorema 42, tenemos que H0(λI −
T ) = N((λI − T )p). Por lo tanto, T ∈ P0(X).

La segunda afirmación es clara. En efecto, si T satisface el Teorema
de Weyl, se sigue del Teorema 89, que p00(T ) = π00(T ), aśı, T ∈ P0(X).
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Rećıprocamente, si T ∈ P0(X) y tiene la SVEP, entonces T satisface el
Teorema de Weyl, por el Teorema 93. �

Corolario 10. Si T ∈ B(X) es polaroide, entonces T ∈ P0(X).

Demostración. Nótese que π00(T ) ⊆ isoσ(T ). Si T es polaroide y λ ∈
π00(T ), entonces existe p = p(λ) ∈ C tal que H0(λI−T ) = N((λI−T )p),
por el Teorema 75. Por lo tanto, T ∈ P0(X). �

La implicación rećıproca del Corolario previo no necesariamente es
cierta.

Ejemplo 21. Un ejemplo de un operador que pertenece a la clase P0(X)
que no es polaroide.

Supongamos que T ∗ es como en el Ejemplo 20. Entonces T ∗ ∈ P0(X)
y p(T ∗) = 0, ya que T ∗ es inyectivo. Sin embargo, q(T ∗) = ∞, pues en
caso contrario (veáse el Teorema 35), q(T ∗) = 0, esto implica que T ∗ es
sobreyectivo, lo cual es imposible, ya que σ(T ∗) = {0}. Por lo tanto, T ∗

no es polaroide.

Notemos que existen operadores polaroides que no satisfacen el Teo-
rema de Weyl. En efecto, consideremos T del Ejemplo 18, entonces T
no satisface el Teorema de Weyl. Sin embargo, T es polaroide, ya que
isoσ(T ) = ∅. De aqúı también se obtiene que si T ∈ P0(X), no implica
que T satisface el Teorema de Weyl.

Continuemos con nuestra exposición probando algunos resultados del
Teorema de Weyl para operadores polaroides.

Lema 13. Si T ∈ B(X) es polaroide, entonces T ∗ ∈ B(X∗) es polaroide.

Demostración. Sea λ ∈ isoσ(T ∗). Puesto que T es polaroide e isoσ(T ) =
isoσ(T ∗), entonces λ es un polo del resolvente de T . Aśı, 0 < p =
p(λI − T ) = q(λI − T ) <∞. Del Teorema 42 se sigue que R(λI − T ) es
cerrado y X = N((λI − T )p)

⊕
R((λI − T )p). Luego, de la Observación

1, obtenemos:

X∗ = N((λI − T )p)o
⊕

R((λI − T )p)o

= R((λI∗ − T ∗)p)
⊕

N((λI∗ − T ∗)p).

Por el Teorema 36, 0 < p(λI∗ − T ∗) = q(λI∗ − T ∗) ≤ p. Por lo tanto, λ
es un polo del resolvente de T ∗, es decir, T ∗ es polaroide. �
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Aplicaremos el Lema anterior para probar el siguiente teorema.

Teorema 95. Si T ∈ B(X) es polaroide y satisface el Teorema de Weyl,
entonces T ∗ satisface el Teorema de Weyl.

Demostración. Si T es polaroide, entonces T ∗ es polaroide (veáse el Lema
13). Por el Corolario 10 se sigue que T ∈ P0(X) y T ∗ ∈ P0(X∗), y
por lo tanto p00(T ) = π00(T ) y p00(T ∗) = π00(T ∗), por el Teorema 94.
Aplicando la Proposición 7, tenemos que π00(T ) = p00(T ) = p00(T ∗) =
π00(T ∗). Como T satisface el Teorema de Weyl, σ(T ) = σ(T ∗) y σw(T ) =
σw(T ∗), entonces:

σ(T ∗)\σw(T ∗) = σ(T )\σw(T ) = π00(T ) = π00(T ∗).

Por lo tanto, T ∗ satisface el Teorema el Weyl. �

Corolario 11. Sea T ∈ B(X). Si T es polaroide y T o bien T ∗ tiene la
SVEP, entonces T y T ∗ satisfacen el Teorema de Weyl.

Demostración. Supongamos que T tiene la SVEP. Como T es polaroide,
entonces T ∈ P0(X), esto implica que T satisface el Teorema de Weyl, por
el Teorema 94. Ahora, del Teorema 95, se sigue que T ∗ también satisface
el Teorema de Weyl.

Ahora supongamos que T ∗ tiene la SVEP. Claramente, T ∗ satisface
el Teorema de Weyl, ya que T ∗ es polaroide. Finalmente, veamos que T
satisface el Teorema de Weyl. Puesto que T y T ∗, ambos, son polaroides,
tenemos que π00(T ) = π00(T ∗), como en la prueba del Teorema 95. Luego,
como T ∗ satisface el Teorema de Weyl, tenemos:

σ(T )\σw(T ) = σ(T ∗)\σw(T ∗) = π00(T ∗) = π00(T ).

De aqúı se obtiene que T también satisface el Teorema de Weyl. �

Recordemos que T ∈ B(X) es isoloide si todo punto aislado de σ(T )
es un valor propio de T . Es claro que todo operador polaroide es isoloide.
En efecto, si T es polaroide, entonces todo punto aislado λ de σ(T ) es un
polo del resolvente de T . Aśı, 0 < p(λI −T ) = q(λI −T ) <∞, de lo cual
λ es un valor propio de T , es decir, T es isoloide. Sin embargo, existen
operadores isoloides que no son polaroides.

Ejemplo 22. Un ejemplo de un operador isoloide que no es polaroide.
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Sea T como en el Ejemplo 17. Entonces α(T ) = 1, esto implica que
0 es un valor propio de T , y por lo tanto T es isoloide. Por otro lado,
por el Ejemplo 21, q(T ∗) = ∞. De la igualdad p(T ) = q(T ∗) se sigue
que p(T ) = ∞. Por lo tanto, T no es polaroide. En particular, también
obtenemos que existen operadores isoloides que no satisfacen el Teorema
de Weyl, ya que T no satisface dicha propiedad.

En general, entre los operadores de clase P0(X) y los operadores iso-
loides no hay una buena relación. En efecto, si T es como en el Ejemplo
anterior, entonces T es isoloide. Pero T no es de clase P0(X), ya que
∅ = p00(T ) 6= π00(T ) = {0}. Por otro lado, T ∗ ∈ P0(X), mientras que T ∗

no es isoloide.

Observación 7. Si T es isoloide y f ∈ H(σ(T )), entonces

σ(f(T ))\π00(f(T )) = f(σ(T )\π00(T )).

La prueba de esta Observación se puede encontrar en el Lema 3.89 de
Aiena [3]. Usaremos esta Observación para probar el siguiente teorema.

Teorema 96. Supongamos que T es polaroide y f ∈ H(σ(T )). Si T o T ∗

tiene la SVEP, entonces f(T ) y f(T ∗) satisfacen el Teorema de Weyl.

Demostración. Supongamos que T es polaroide. Entonces T ∗ es polaroide
y por lo tanto T y T ∗, ambos, son isoloides. De la Observación 7, tene-
mos que σ(f(T ))\π00(f(T )) = f(σ(T )\π00(T )) y σ(f(T ∗))\π00(f(T ∗)) =
f(σ(T ∗)\π00(T ∗)). Si T o T ∗ tiene la SVEP, entonces σw(f(T )) = f(σw(T ))
y σw(f(T ∗)) = f(σw(T ∗)) (veáse el Corolario 8). Usando nuevamen-
te la condición de que T o T ∗ tiene la SVEP, y teniendo en cuenta el
Corolario 11, tenemos que T y T ∗ satisfacen el Teorema de Weyl. Aśı,
σ(T )\π00(T ) = σw(T ) y σ(T ∗)\π00(T ∗) = σw(T ∗). Por lo tanto,

σ(f(T ))\π00(f(T )) = f(σ(T )\π00(T )) = f(σw(T )) = σw(f(T )), y

σ(f(T ∗))\π00(f(T ∗)) = f(σ(T ∗)\π00(T ∗)) = f(σw(T ∗)) = σw(f(T ∗)).

En consecuencia, f(T ) y f(T ∗) satisfacen el Teorema de Weyl. �

Los siguientes Teoremas son consecuencias inmediatas de los resulta-
dos obtenidos para operadores polaroides.

Teorema 97. Si T es k-paranormal para algún k ∈ N, entonces f(T ) y
f(T ∗) satisfacen el Teorema de Weyl. En particular, T y T ∗ satisfacen
el Teorema de Weyl.
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Demostración. Supongamos que T es k-paranormal. Por el Teorema 76,
T es polaroide, y por el Corolario 9, T tiene la SVEP. Luego, por el
Teorema 96, f(T ) y f(T ∗) satisfacen el Teorema de Weyl. �

También probaremos que los operadores k-∗-paranormales satisfacen
el Teorema de Weyl.

Teorema 98. Si T es k-∗-paranormal para algún k ∈ N, entonces f(T )
y f(T ∗) satisfacen el Teorema de Weyl. En particular, T y T ∗ satisfacen
el Teorema de Weyl.

Demostración. Supongamos que T es k-∗-paranormal. Por el Teorema
71, T tiene la SVEP, y por el Teorema 77, T es polaroide. Luego, por el
Teorema 96, f(T ) y f(T ∗) satisfacen el Teorema de Weyl. �
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Figura 3.1: Para finalizar, presentamos un resumen mediante un diagra-
ma que muestra las relaciones que existen entre las clases de operadores
introducidas en este trabajo. En particular, muestra las clases de opera-
dores que satisfacen el Teorema de Weyl según los resultados obtenidos
en esta sección.

   

                                                     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                            

 

𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 −∗ −𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

𝑃𝑜𝑙𝑎𝑟𝑜𝑖𝑑𝑒 + 𝑆𝑉𝐸𝑃 

 

𝐴𝑢𝑡𝑜 − 𝑎𝑑𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜 

 

𝐶𝑙𝑎𝑠𝑒 𝐴(𝑘) 

 

𝐶𝑎𝑠𝑖 − 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

∗ − 𝐶𝑙𝑎𝑠𝑒 𝐴(𝑘) 

 

𝐻𝑖𝑝𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

𝑘 − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 
 

𝐶𝑙𝑎𝑠𝑒 𝐴 
 

∗ − 𝐶𝑙𝑎𝑠𝑒 𝐴 
 

∗ − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

 

𝑘 −∗ − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

𝑃0(𝐻) + 𝑆𝑉𝐸𝑃 𝑇𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑊𝑒𝑦𝑙 

𝑝 − ℎ𝑖𝑝𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

𝑂𝑝𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑛𝑜 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 𝑃𝑟𝑜𝑦𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑜𝑟𝑡𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 

𝑃𝑜𝑙𝑎𝑟𝑜𝑖𝑑𝑒 

𝐼𝑠𝑜𝑙𝑜𝑖𝑑𝑒 

𝑃0(𝐻) 
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Conclusiones

En el presente trabajo inicialmente analizamos las relaciones existen-
tes entre las clases de operadores especiales en los espacios de Hilbert
tales, como operadores normales, hiponormales, clase A y paranormales,
entre otros. Principalmente, estudiamos sus propiedades espectrales y la
proyección espectral para estas clases de operadores.

Por otra parte, hemos considerado el Teorema de la aplicación espec-
tral para los espectros generados a las clases de operadores en los espacios
de Banach de tipo Fredholm, Browder y Weyl, entre otros.

También, caracterizamos el Teorema de Weyl, relacionamos esta pro-
piedad con la SVEP, dimos resultados principales de esta misma propie-
dad para operadores polaroides en los espacios de Banach y clasificamos
clases de operadores que lo satisfacen.

Además, mostramos ejemplos para justificar las relaciones que no son
verdaderas. Cabe señalar que en varios de estos ejemplos no aparece su de-
mostración en las fuentes originales. Al final de cada sección del caṕıtulo
tres fuimos aplicando los resultados obtenidos en el caso general de ope-
radores actuando en los espacios de Banach para clases especiales de ope-
radores en los espacios de Hilbert. Espećıficamente, que dados T ∈ B(H)
y f ∈ H(σ(T )), probamos:

(a) Si T es k-paranormal y 0 6= λ ∈ isoσ(T ), entonces P es auto-
adjunta, donde P es la proyección espectral de T asociada con λ.

(b) Si T es k-∗-paranormal y λ ∈ isoσ(T ), entonces P es auto-adjunta,
donde P es la proyección espectral de T asociada con λ.

(c) Si T es k-paranormal o k-∗-paranormal, entonces:

1. T y T ∗ son polaroides y por lo tanto isoloides.
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2. σe(f(T )) = f(σe(T )), σb(f(T )) = f(σb(T )) y σw(f(T )) =
f(σw(T )).

3. f(T ) y f(T ∗) satisfacen el Teorema de Weyl.
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Apéndice: Funciones
anaĺıticas

En este apéndice damos los resultados más importantes sobre las fun-
ciones anaĺıticas F : U → X, donde U es un subconjunto abierto del plano
complejo y X es un espacio de Banach. Los detalles de lo aqúı expuesto
pueden verse en [1].

Definición 32. Sea U un subconjunto abierto de C. Diremos que F :
U → X es anaĺıtica en U si para todo λ0 ∈ U , existe el ĺımite

F ′(λ0) = ĺım
λ→λ0

F (λ)− F (λ0)

λ− λ0
.

En tal caso, la función F ′ es llamada la derivada de F . Si x∗F : U → C
es anaĺıtica, para cada x∗ ∈ X∗, entonces F : U → X se dice débilmente
anaĺıtica en U .

Las derivadas de orden superior F (n)(λ0) de la función F en el pun-
to λ0 son definidas de forma recursiva. También es bien conocido que
F : U → X es anaĺıtica en U si y sólo si F es débilmente anaĺıtica en U .

Una curva en C es definida como una función continua Γ : [a, b]→ C,
donde [a, b] es un intervalo en R . Se dice que es cerrado si Γ(a) = Γ(b).
Una curva cerrada Γ se llama una curva simple si para todo t1, t2 ∈ [a, b],
t1 < t2 y Γ(t1) = Γ(t2) implica que t1 = a y t2 = b. En este caso
identificamos Γ con su imagen Γ([a, b]). Una curva Γ es rectificable si el
supremo del conjunto

{
n∑
i=1

|Γ(ti)− Γ(ti−1)| : a = t0 < t1 < · · · < tn = b}
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es finito. Una curva de Jordan es una curva simple, cerrada y rectificable.

El Teorema de la curva de Jordan establece que si Γ es una curva
simple cerrada, entonces C\Γ([a, b]) tiene dos componentes conexas, una
acotada y otra no acotada. El interior de una curva de Jordan Γ es la
componente acotada de C\Γ([a, b]) y se denota por int(Γ). El exterior
de una curva de Jordan Γ es la componente no acotada de C\Γ([a, b]) y
se denota por ext(Γ). Una curva de Jordan Γ se dice que está orientada
positivamente si int(Γ) se encuentra a la izquierda según se traza la curva.

Un dominio en C es un subconjunto abierto y conexo de C. Un domi-
nio Ω es simplemente conexo si el complemento de Ω en C ∪ {∞} es un
conjunto conexo.

Como en el análisis clásico complejo, otra noción relacionada con las
funciones análiticas a valores en un espacio de Banach X es la integral
de una función a valores en X.

Definición 33. Sea Γ : [a, b] → C una curva rectificable en C. Si F :
Γ([a, b]) → X es continua, entonces definimos su integral de contorno
como el ĺımite de sumas de Riemann-Stieltjes:∫

Γ

F (λ)dλ =

∫ b

a

F (Γ(t))dΓ(t) = ĺım
‖∆‖→0

n∑
i=1

F (Γ(si))[Γ(ti)− Γ(ti−1)],

donde ∆ = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b} es una partición de [a, b],
si ∈ [ti−1, ti] y ‖∆‖ = máx{ti − ti−1 : i = 1, · · · , n}.

Sea Γ una curva rectificable en C. Para funciones continuas F,G :
Γ([a, b])→ X tenemos:

(a)
∫

Γ
µF (λ)dλ = µ

∫
Γ
F (λ)dλ;

(b)
∫

Γ
(F (λ) +G(λ))dλ =

∫
Γ
F (λ)dλ+

∫
Γ
G(λ)dλ;

(c) ‖
∫

Γ
F (λ)dλ‖ ≤ (máxλ∈Γ([a,b]) ‖F (λ)‖)LΓ, donde LΓ es la longitud

de Γ.

(d) x∗(
∫

Γ
F (λ)dλ) =

∫
Γ
x∗F (λ)dλ;

(e) T (
∫

Γ
F (λ)dλ) =

∫
Γ
TF (λ)dλ;

para cualesquiera µ ∈ C, x∗ ∈ X∗ y T ∈ B(X).
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Sea U un dominio en C y sean Γ1,Γ2 : [a, b]→ C dos curvas contenidas
en U con los mismos extremos, esto es, Γ1(a) = Γ2(a) y Γ1(b) = Γ2(b),
o bien dos curvas cerradas contenidas en U . Diremos que Γ1 y Γ2 son
homotópicas en U si Γ1 se puede deformar continuamente hasta trans-
formarse en Γ2 sin salirse de U .

A continuación presentamos algunos resultados fundamentales para
funciones anaĺıticas F : U → X, donde U es un subconjunto abierto de
C, similares a los ya conocidos en el análisis complejo clásico.

Teorema 99. (integral de Cauchy) Sea U un dominio en C. Si F es
anaĺıtica en U y Γ1, Γ2 son curvas rectificables y homotópicas en U ,
entonces ∫

Γ1

F (λ)dλ =

∫
Γ2

F (λ)dλ.

En particular, si U es simplemente conexo, entonces
∫

Γ
F (λ)dλ = 0 para

cada curva de Jordan en U .

Teorema 100. (fórmula integral de Cauchy) Sea U un dominio en C.
Si U es simplemente conexa y F es anaĺıtica en U , entonces F tiene
derivadas de cualquier orden en cada λ0 ∈ U y éstas vienen dadas por la
fórmula:

Fn(λ0) =
n!

2πi

∫
Γ

F (λ)

(λ− λ0)n+1
dλ para n = 0, 1, · · · ,

donde Γ es cualquier curva de Jordan positivamente orientado en U y
λ0 ∈ int(Γ).

Teorema 101. (de Taylor) Sean U un dominio en C y F : U → X
una función anaĺıtica. Sean λ0 ∈ Ω y r > 0 tal que D(λ0, r) ⊆ U . Si
λ ∈ D(λ0, r), entonces

F (λ) =

∞∑
n=0

an(λ− λ0)n,

donde

an =
Fn(λ0)

n!
∈ X para n = 0, 1, · · ·

Teorema 102. (expansión en serie de Laurent) Sea F : D(λ0, r)\{λ0} →
X una función anaĺıtica en el anillo o disco agujerado D(λ0, r)\{λ0} =
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{λ ∈ C : 0 < |λ−λ0| < r}. Entonces, F admite un desarrollo en serie de
Laurent

F (λ) =

∞∑
n=1

bn
(λ− λ0)n

+

∞∑
n=0

an(λ− λ0)n

sobre dicho anillo, donde los coeficientes están dados por:

an =
1

2πi

∫
Γ

F (λ)

(λ− λ0)n+1
dλ y bn =

1

2πi

∫
Γ

F (λ)(λ− λ0)n−1dλ,

donde Γ = {λ ∈ C : |λ− λ0| = δ}, con 0 < δ < r.

Suponiendo el teorema anterior, se tienen las siguientes expresiones:

(i) λ0 es una singularidad de F si bn = 0 para cada n ∈ N.

(ii) λ0 es un polo de orden p de F si bp 6= 0 y bn = 0 para todo n > p.

(iii) λ0 es una singularidad esencial de F , si bn 6= 0 para infinitos n.

Finalmente, presentamos el Teorema de Liouville:

Teorema 103. (de Liouville) Si F : C → X es acotada y anaĺıtica
entonces F es una función constante.

Los resultados dados aqúı se pueden demostrar exactamente de la
misma manera que se hacen las demostraciones de los resultados corres-
pondientes a las funciones complejas de una variable compleja.
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