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Presentacion

Algunos fenémenos que ocurren en el mundo que nos rodea, se pueden ex-
plicar mediante leyes que rigen su comportamiento. Por ejemplo, la Ley de Fick
de difusion (concentracion quimica), la Ley de Fourier (conduccion de calor),
Ley de Ohm (conduccion eléctrica), etc. Las leyes citadas anteriormente tienen
una representacion en forma algebraica y las ecuaciones diferenciales parciales
(EDP) son parte de los medios para representarlas.

La ecuacién div (eV u) = f es mas general que las ecuaciones de Laplace o
Poisson y se puede deducir de las ecuaciones de Maxwell o de las ecuaciones
de medios continuos. Tipicamente la funcién u puede representar densidad de
una cantidad y el término de segundo orden div (EV u) representa la difusion
de u; el coeficiente € describe alguna caracteristica fisica del medio, por ejemplo
en tomografia eléctrica representa la permitividad o conductividad. Cuando se
conoce €, existen dos problemas clasicos asociados con la ecuaciéon: el problema
de Dirichlet y el problema de Neumman. En la introduccién se amplian detalles
de lo que significa cada uno.

Una suposicién importante que se puede hacer directamente sobre el campo
eV u es que sea irrotacional, por ejemplo en el problema de la Tomografia de
Capacitancia Eléctrica, el campo €V u representa el campo de velocidades del
flujo, el cual no es rotacional en tuberias verticales (no se forman vortices) y la
mezcla sube en forma de filamentos o burbujas.

Este trabajo de investigacién estd enfocado en la determinacion de condi-
ciones que permitan reducir el problema de Dirichlet para la ecuaciéon div (eV u)
= f en una regién acotada del plano, a un problema de Dirichlet para la
ecuacion de Poisson, con la suposicion que rot(eV u) = 0. Ademés de obtener
su solucién en forma explicita o de manera aproximada.



Resultados de la investigacion

Entre los resultados méas importantes podemos destacar los siguientes:

1. Siey f dependen solo de r, ¢ depende de 8 y el campo €V u es irrotacional
se obtuvo una forma explicita para la solucion.

2. Siedependen solo de r, f depende de r y 8 y v depende sélo de 8 se obtuvo
un método numérico para aproximar a la solucién u bajo la suposicion
rot(eV ay) = 0, rot(eV b,) = 0y rot(eV ag) = 0; donde ay, b, y ap son
los coeficientes de Fourier de la solucion w.

3. Bajo la suposicion de irrotacionalidad del campo €V u se da una expre-
sién para la solucion u que puede calcularse de forma explicita cuando €
pertenece al conjunto

{e € C*(Q): e(x,y) > M >0, Ve # 0y existe una funcion F(e)

tal que Ae = |Ve|? F(e)} (1)

y de forma aproximada cuando € se escribe como la suma o producto de
variables separables.

4. Se resuelve el problema inverso de identificacion de € considerando a
rot(eVu) = 0 como informacion apriori, la cual no es clasica. Para la
solucién del problema inverso se reduce el problema de Dirichlet para la
ecuacion div(eV u) = f al problema de Dirichlet para la ecuacion de Poi-
sson A E(u) = f, donde E(u) es la funcion potencial y una primitiva de
la funcion €(z, y).

5. Se plantea una metodologia para resolver el problema de Dirichlet para
la ecuacion div(eV u) = f la cual involucra la transformada de Radon, se
realizan algunos experimentos numéricos que muestran la viabilidad de la
metodologia. Los resultados se comparan con el método de elemento finito
y un resultado parcial de la justificacién tedrica que consiste en obtener
la transformada de Radon del Laplaciano en sentido generalizado.

Estructura de la Tesis
La manera en que se distribuye el trabajo de investigacion es la siguiente:

En Capitulo |1| se buscan soluciones analiticas del problema — @D Se
comienza con el caso mas simple mostrando que si € depende sblo de r, entonces
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u depende de r y solamente se puede suponer la condicién de irrotacionalidad
del flujo €V u, cuando la funcién f depende sblo de r y la funcion ¢ es constante
con respecto a r.

Ademas se muestra que si € depende solo de r y si la funcion f depende de
r y 0, entonces u debe ser una funciéon de r y 6 y no tendria sentido suponer
que se cumple rot(eV u) = 0.

Sin embargo, como u depende de r y 6, entonces se busca en serie de
Fourier, ello conduce a resolver un sistema de problemas de contorno en tér-
minos de los coeficientes de Fourier de u, f y ¢; en la que se puede suponer
que rot(eVa,) = 0, rot(eVb,) = 0y rot(eVay) = 0; paran = 1,2,... y en
los que se encuentra explicitamente los a,, b, v ag. Aportando asi un método
numérico de solucién al problema de contorno —@D.

En el Capitulo [2] se supone que f = 0 y que € depende de r y 6. Bus-
camos las condiciones que debe cumplir € para que la soluciéon u de la ecuacion

div (eV u) = 0 satisfaga rot(e V u) = 0; ademaés se muestra una forma explicita

de la solucién u que bajo ciertas condiciones se halla de forma exacta y bajo
otras condiciones se halla de manera aproximada.

En el Capitulo [3] se resuelve el problema inverso de identificacion de e para
la ecuacion div( eV u ) = f, considerando que rot(e Vu) = 0 es la informacion

apriori.

En el Capitulo [4] se presenta una metodologia para resolver el problema
—@ en la que se usa la transformada de Radon. Se muestran ejemplos sin-
téticos que se comparan con el método de elemento finito. En este sentido
también se expone un anélisis sobre la justificacion tedrica sobre el uso de la
transformada de Radon para la ecuacion de Laplace.
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Introduccion

Debido a que el objetivo de este trabajo de investigaciéon es reducir una
ecuacion eliptica a la ecuacion de Laplace o de Poisson, comenzamos exponiendo
informacién sobre dichas ecuaciones.

Entre las ecuaciones diferenciales més importantes se encuentran induda-
blemente la ecuacién de Laplace

Au=0, z € (2)
y la ecuacién de Poisson
—Au=f el (3)

En ambas y la funcién desconocida es u : 2 — Ry  C R™ es un
conjunto abierto dado. En la funcion f : 2 — R es también dada.

La ecuacion de Laplace surge en un amplia variedad de contextos fisicos. En
una interpretacion tipica u denota la densidad de alguna cantidad en equilibrio
(por ejemplo concentracion quimica).

Asi, si V' es cualquier subregion suave contenida en €2, el flujo neto de
u a traves de 9V es cero; esto es:

F-vds =0, (4)
ov

donde F' denota la densidad de flujo y v el vector unitario normal exterior a
dV. Por el teorema de Gauss se cumple:

/ F-Vds:/dz'dezrzo, (5)
av v

divF =0, en (6)

por lo tanto,
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ya que V fue arbitraria. En muchos casos es fisicamente razonable asumir que
el flujo F es proporcional al gradiente V u pero que apunta en la direccién
opuesta (ya que el flujo va de regiones con més alta concentraciéon a regiones
con més baja concentracion). Esto es:

F = —aV u, donde a > 0; (7)
sustituyendo en (@, obtenemos la ecuacion de Laplace
div(F)=Au=0.

Si w denota la concentracion quimica, la ecuacion @ es la Ley de Fick de
difusion. Si v denota temperatura, la ecuacién es la Ley de Fourier de la
conduccion de calor. Si u denota potencial electrostético, la ecuacion es la
Ley de Ohm de conduccion eléctrica. Puede ver el capitulo 12 de [I2] para una
discusiéon mas extensa de la importancia de la ecuacién de Laplace en la Fisica
Matemética.

Por su parte la ecuaciéon div (GV u) = f es mas general que las ecuaciones
de Laplace y Poisson; y se le puede deducir de las ecuaciones de Maxwell o de
las ecuaciones de medios continuos (|22]).

Tipicamente la funcién u representa densidad de una cantidad, digamos
una concentraciéon quimica en equilibrio dentro de una regién €2. El término de
segundo orden div (EV u) representa la difusion de v dentro de 2, el coeficiente
€ describe alguna caracteristica fisica del medio 2 que generalmente es de natu-
raleza heterogénea y anisotropica ([21]).

En tomografia eléctrica e representa permitividad o conductividad del medio,
u el potencial eléctrico y f = 0 debido a que no hay fuentes ni sumideros de
corriente ([5]).

Cuando se conoce €, existen problemas clasicos relacionados con la ecuaciéon

div (EV u) = f:

a) El problema de Dirichlet para la ecuacion div (eV u) = f, que consiste en
hallar a u en algtin espacio de funciones definidas sobre €2, a partir del
conocimiento de f y u| 80"

b) El problema de Neumann para la ecuacion div (eV u) = f, que consiste en
hallar a u en algin espacio de funciones definidas sobre €2, a partir del
conocimiento de f y g—Z} 59

12



Cuando € es desconocido, se puede plantear el llamado problema inverso de
identificacion de coeficientes en términos de la ecuacion div (EV u) =0y las
condiciones de Dirichlet y Neumann ([21]). Debido a que el problema inverso
es mal planteado, todo método de solucién propuesto se debe validar, y una
forma de validacién consiste en sustituir la solucién obtenida € y corroborar
que satisface las problemas de Dirichlet o0 Neumman de las que partimos. De
ahi que es importante tener una expresiéon para la solucién del problema de
Dirichlet para la ecuacion div(ev u) = f.

Existen varios métodos tedricos y nimericos para resolver problemas de
contorno de la ecuaciéon de Poisson o de Laplace. Entre los métodos teodricos
més importantes se encuentran el método de las funciones de Green, los de
teoria del potencial, separacion de variables; estos métodos generalmente pre-
sentan dificultades, por ejemplo, en cuanto a hallar las funciones de Green
([3],4],]29]). Entre los métodos ntimericos mas importantes se encuentran los
métodos de discretizacién y los métodos basados en Elemento Finito; cuya di-
ficultad radica en resolver sistemas de ecuaciones que requieren mucho tiempo
y memoria de la computadora.

También existen diferentes métodos para resolver el problema directo de
Dirichlet o de Neumann para la ecuacién div (eV u) = f; entre los métodos
analiticos también se encuentran el método de funciones de Green, los de la
teoria del potencial, las transformaciones conformes, el método de las imé-
genes, etc. ([3],[4],[29]). Paquetes tales como EIDORS (Electrical Impedance
an Diffuse Optica Reconstruction Software) que es una libreria para MATLAB
y Octave; se enfocan en la soluciéon numérica de problemas directos e inversos
para un conjunto limitado de problemas en 2 y 3 dimensiones..

Planteamiento del problema

A lo largo de este trabajo, salvo mencién en contra, designamos por  C R?
una regiéon simplemente conexa y con frontera suave, vamos a suponer que
e(x,y) es una funcion de valores reales, de clase C?(Q) y que cumple €(z,y) >
M > 0, para algtn M.

Como se describid anteriormente; cuando el dominio 2 no es una regiéon
simple, no es sencillo encontrar la soluciéon del problema de Neumann o de

Dirichlet de forma explicita. Por lo anterior, resulta interesante analizar la via-
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bilidad de resolver el problema de Neumann o de Dirichlet para la ecuacion
div (eV u) = f, mediante el uso de la transformada de Radon. Sin embargo,
para utilizar la transformada de Radon primero se debe reducir la ecuacién
div(eV u) = f a una ecuaciéon con coeficientes constantes que puede ser la
ecuacion de Laplace o la ecuacion de Poisson. Esto es, cuando €, f y ¢ son
funciones dadas; nos interesa reducir el problema:

div(eVu) = f, en (8)
u = ¢, sobre 0Q; 9)

a un problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson de la forma:

Av = f, en (10)
v = @, sobre 0%, (11)

donde ¢ € C(Q) y v e C*Q)N C(Q). De manera que al resolver el problema

—, mediante algin procedimiento de inversién podamos recuperar la
funcién u del problema —@D.

Es importante mencionar que una suposicién muy importante que se puede
hacer sobre el campo €V u, es que sea irrotacional; ya que tiene sentido fisico
sobre todo en problemas en los que la solucién u represente potencial eléctrico
o potencial de campo de velocidades de un fluido. Por ejemplo, en el problema
de la Tomografia de Capacitancia Eléctrica, el campo €V u representa el campo
de velocidades del flujo, el cual no es rotacional en tuberias verticales ya que no
se forman vortices, sino que la mezcla sube en forma de filamentos o burbujas

(127))-

Pero notemos también que si € esta dado en el problema de Dirichlet —@D,
entonces también esta dado u, porque el problema tiene solucion clasica tnica.
Luego, seria un error suponer a priori que el campo €V u sea conservativo. Para
ello mostramos el siguiente ejemplo

Ejemplo 1: Consideremos el problema de Dirichlet (@-(@, donde Q) es el
circulo unitario, €(x,y) = 2% +y?, f(x,y) = 2z + 222 + 6y>, » = sin? 0 + cosh.
Se puede ver que la solucion u es u(x,y) = = + y2, pero que el campo €V u
no es conservativo ya que el rot(eAwu) = (0,0,4zy — 2y), no es cero para todo

(z,y) € Q.

Asi que, en general no es posible imponer que el campo €V u sea conserva-
tivo. Por ello, el objetivo del trabajo es analizar las condiciones adicionales que

14



deben cumplir los datos €, f y ¢, para que la solucién del problema —@ sea
tal que el campo €V u sea conservativo, y por tanto tenga sentido realizar la
reduccién mencionada.
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Capitulo 1

Soluciéon del problema cuando ¢
depende sbélo de r.

En este capitulo realizamos un estudio del problema —@D; esto es, bus-
camos el tipo de soluciones analiticas que se pueden obtener cuando se imponen
condiciones adicionales sobre el flujo.

Comenzamos con el caso més simple mostrando que si € depende soélo de r,
entonces u depende de r y solamente se puede suponer la condicién de irrota-
cionalidad del flujo €V u, cuando la funcién f depende sélo de r y la funcién ¢
es constante con respecto a 7.

Ademas mostramos que si € depende solo de r y si la funcion f depende de
r y 0, entonces u debe ser una funciéon de r y 6 y no tendria sentido suponer
que se cumple rot(eV u) = 0.

Sin embargo, como u depende de r y 6, entonces la buscamos en serie de
Fourier, ello conduce a resolver un sistema de problemas de contorno en térmi-
nos de los coeficientes de Fourier de u, f vy ¢; en la que se puede suponer que
rot(eV ay) = 0 paran =0,1,2,... y en los que se encuentra explicitamente los
an. Aportando asi un método numérico de solucién al problema de contorno

®-O.

Comenzamos observando que si ¢, f v ¢ se imponen de tal forma que el
campo €V u resulta ser irrotacional entonces se deben satisfacer las siguientes
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tres ecuaciones

div(eVu) = f, en (1.1)
u =, sobre 0€;
de Ou  Oe du

rot(eVu) =0 < 0,, en € (1.3)

dxdy Oydx
donde 2 C R? es una region simplemente conexa y con frontera suave. Ob-
sérvese también que la condicién de irrotacionalidad , para ¢ fija, puede
verse como una ecuacion diferencial parcial de primer orden en u; y para u fija,
como una ecuacién diferencial de primer orden en ¢; en este sentido decimos
que la ecuacion es simétrica con respecto a € y u.

Para € fija, la ecuacion ((1.3)) se puede escribir en la forma

ou ou
A —+ B — =0 1.4
donde A(z,y) = —g—; y B(z,y) = %; y se puede resolver por el método de las

caracteristicas. Para ello, consideramos la curva inicial dada paramétricamente
por

C(r) o =2(r); y = y(7); u = u(r), (1.5)
tal que:
gi 4 dx 0 dy 0
T T Oe Yy Ode
=+ = — 1. 1.
detjy . d76x+d78y7§0w—€ (1.6)

La condicién de transversalidad significa que la curva inicial C' no es
una curva caracteristica, ni es la envolvente de las curvas caracteristicas (no es
tangente a ninguna curva caracteristica).

El sistema caracteristico correspondiente y que tiene solucién tnica es:

o

F=Alry) =By =0

z(0,7) =z(7);  y(0,7) =y(r); w(0,7)=wu(r).

paraT € I C R.
La representacion biparamétrica de la superficie soluciéon en el espacio xyu
que contiene a la curva inicial C(7) y que es una soluciéon particular de la

ecuacion (|1.4)), esta dada por:
r=x(s,7);y =y(s,7); u=u(s,1), (1.7)

18



de tal forma que cuando s = 0 tenemos la curva inicial C'(7). Asi, cada punto de
la superficie solucién, viene dado por las coordenadas 7, que indica en qué curva
caracteristica esta y la s que senala su localizaciéon en la curva caracteristica.

Como (é—’; = 0 entonces u(s, 7) = u(7); luego, u es constante sobre las curvas
caracteristicas.
Por otro lado, de las dos primeras ecuaciones se tiene que
Oe Oe
—dy+ —dz =0, 1.8
TT: (1.8)

lo cual ocurre si y solo si e(z(s,7),y(s,7)) = L, donde L es constante.

Esto tltimo nos dice que las curvas caracteristicas son las curvas de nivel
de € y como u es constante sobre las curvas caracteristicas, entonces u(x,y)
depende soélo de e.

Este analisis es importante ya que indica que si € depende de r y si el campo
eV u es conservativo, entonces u dependera de r, por lo tanto f debe ser una
funcién que dependa de 7.

1.1. Caso en que € depende s6lo de r y f depende s6lo
de r

Vamos a desarrollar el caso en que € es funcion sblo de r, que f depende de
r vy que la condiciéon de contorno ¢ sblo depende de 6 de tal forma que tenga
sentido hacer la suposicion de que el rot(eV u) =0.

Bajo los supuestos ya establecidos y de la condicién de irrotacionalidad es
de esperar que u dependa de r. Escribiendo el problema de contorno ([1.1))-(1.2)

en coordenadas polares se obtiene:

£(6<r>u1<r>)+(€(r)ul(r)> — ) (1.9

u(R) = ¢(0). (1.10)

Bajo el cambio de variable,
e(r)u’(r) = w(r) (1.11)

la ecuacion presente en (|1.9)), se transforma en

dw w(r))
ot ( ) = f(r), (1.12)

r
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que tiene como solucién general

r

w(r) = 1/sf(s)ds+ ; (1.13)
0

Como las funciones u/(r) y €(r) estan acotadas en r = 0, entonces w(0) es
acotada cuando k = 0. Asi,

u(r) :/tel(t)</sf(s)ds>dt+/;: (1.14)
0 0

De la condicién de frontera u(R) = ¢(6), se encuentra el valor de k, y por
lo tanto la soluciéon (|1.14)) resulta

R t
u(r) = ¢(8) — / tett) (/sf(s)d s)dt. (1.15)

r 0

De lo anterior podemos concluir que cuando € y f dependen so6lo de r, y
que la condicién en la frontera es constante, tiene sentido suponer que el campo
€V u es conservativo.

Mas atn, en este caso es posible hallar a la solucion u(x,y) de forma ex-
plicita, sin la necesidad de reducir el problema de contorno de coeficientes
variables a un problema de contorno de coeficientes constantes.

Este caso serd de utilidad para resolver problemas mas complicados en los
que € depende solo de r y f depende de (r,0); como se vera en la siguiente
seccion.

1.2. Caso en que ¢ depende s6lo de r y f depende de
(r,0)

Como ya vimos en la seccién anterior, al suponer que € y f dependen de
r, y que la condicién en la frontera es constante, tiene sentido suponer que el
campo €V u es conservativo.
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En esta seccién, vamos a considerar el problema:

div(e(r)Vu)) = f(r,0), en Q; (1.16)

u = ¢(0), sobre 0 (1.17)

Como € es funcion sélo de r, en este caso no tiene sentido considerar que
rot(e(r)Vu) = 0, pues conduce a que la soluciéon u tendria que ser funcion

s6lo de r y por lo tanto f debe de ser una funcién sblo de r, que seria una
contradicciéon. Por lo anterior, vamos a buscar a la funcién u en serie de Fourier:

u(r,0) =

a02(r) + nz::l (an(r) cos nf + by, (r) sin n@), (1.18)

y vamos a escribir a f y ¢ en sus series de Fourier correspondientes:

f(r,0) = AO;T) + Z (An(r) cos nb + By (r) sin n@), (1.19)
n=1

o(0) = % + Z (an cos nb + By, sin n@), (1.20)
n=1

donde g, au, y Br son los coeficientes de Fourier de la funcion ¢(f) en la fron-
tera, es decir, constantes que no dependen de r ni de 6.

Al considerar V - [ eV u ) en coordenadas polares y sustituir (1.18]) y (1.19
en las ecuaciones (|1.16]) y (1.17)), se obtiene la familia de problemas de contorno:

div(e(r)Vag) = Ao(r); (1.21)
a = % (1.22)
div(e(r)Va,) = Au(r); (1.23)
an = Q. (1.24)
y
div(e(r)Vb,) = Bp(r); (1.25)
bn = PBn, 1.26
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donde A,, B, y Ag dependen sélo de r; por lo tanto tiene sentido suponer la
condicién de irrotacionalidad de los siguientes campos:

e(r)Van(r), e(r)Vbu(r) y e(r)Vao(r),
y poder reducir este problema a la soluciéon del caso trivial.

Por lo visto anteriormente los coeficientes de Fourier se pueden obtener

en términos de la formula ([1.15) (ver pag. :

R t
ap(r) = ao—/ ! ( sAo(s)ds>dt, (1.27)
0

te(t)
R t
ap(r) = an_/t;t) (/sAn(s)ds>dt, (1.28)
r 0
R t
bp(r) = Bn—/t;t) (O/an(s)ds>dt. (1.29)

De lo anterior concluimos que se puede utilizar la condicién de irrotaciona-
lidad sobre los coeficientes de Fourier de u para resolver un problema que no se
puede resolver directamente. Como hemos podido ver, esta condicién de irrota-
cionalidad es util para obtener un método simplificado de solucién en forma
explicita.

Para cerrar este capitulo, decimos que se esté aportando un método numérico
para obtener una expresién aproximada de la solucién u. El método se puede
extender a regiones estrelladas, es decir, a una regién estrellada se le puede fijar
un centro tal que la condicién de contorno en la frontera dependa nada mas del
adngulo 0 y que la funciéon dentro de la regiéon dependa de r y 6.
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Capitulo 2

Soluciéon del problema cuando ¢
depende de r y 6

Enel Capitulose demostré que para que se cumpla la condicion rot(eV u) =
0, las funciones € y f deben depender s6lo de r y la funcién ¢ debe ser constante
con respecto a r. También se demostré que si f depende de r y 6, si € depende
solo de r y si ¢ depende so6lo 6, entonces es posible hallar una expresiéon para
la solucién del problema de contorno —@.

En este Capitulo suponemos que f = 0 y que € depende de r y 6. Bus-
camos las condiciones que debe cumplir € para que la soluciéon u de la ecuacion

div (eV u) = 0 satisfaga rot(e V u) = 0; ademas mostramos una forma explicita

de la solucién u que bajo ciertas condiciones se halla de forma exacta y bajo
otras condiciones se halla de manera aproximada.

Cuando € no depende de r, suponer que se cumple la condicién de irrota-
cionalidad en general no tiene sentido; por que si fijamos €, no tiene sentido que
la funcién u satisfaga esa condicién ya que la u viene dada en funcién de € y
de la condicién de contorno. Pero si suponemos que se cumple la condicién de
irrotacionalidad; es decir, si se forzara que la funciéon u satisfaga la condicion
rot(e Vu) = 0, entonces se debe asumir que la u debe ser funcion de € (esto
es un resultado general que se ha analizado en el Capitulo|l)) y en ese caso, la

ecuacion div <6V u) = 0 se puede transformar como sigue:

S(2) 2(50) - o) - o) e
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al factorizar la expresién obtenemos:
€|Vel? u"(e) + (eAe +|Ve|? )u’(e) = 0.

Asi, si |[Ve| # 0, se tiene una ecuacion diferencial ordinaria de orden dos
que se escribe:

u”(e) + F(e, Ve, Ae)u/(e) = 0, (2.1)
donde A )
€
F(e, Ve, Ae) = + - 2.2
(©Ved) = oG+ 22)

Observemos que si la funcion F' dada en la expresion (2.2) es una funcion
que depende soélo de €, entonces la ecuacion diferencial (2.1]) se puede resolver
de forma explicita y se encuentra que:

u(e) = Cl/ e~ S FOdege 4 ¢y, (2.3)

Sin embargo, cuando F' no es una funcién sélo de €, es complicado obtener
una expresion para la solucion u. En este trabajo exponemos el estudio de dos
casos particulares: cuando e(z,y) = a(x) 5(y), cuando €(x, y) = a(z)+5(y). La
razon por la que analizamos estos dos casos, es porque las dos formas de € tienen
un significado préctico en algunas aplicaciones para la soluciéon de problemas
inversos.

Por ejemplo, en la Tomografia de Capacitancia Eléctrica, € representa la
permitividad del medio (JII]). En particular, en tuberias verticales se obtienen
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imagenes tomograficas en las que se observan manchas, debido a que el flujo
sube en forma de filamentos y no se forman vortices. Estas manchas correspon-

den a la distribucién de la permitividad del flujo y generalmente tienen forma
circular o aproximada a ella.

2.1. Aproximacién de F' cuando € es el producto de
funciones de variables separables

Si postulamos que u satisfaga la condicion adicional que rot(e Vu) = 0, y
suponemos que €(x,y) = xy entonces

Vel =2 + 22y Ae = 0.

Por lo que

F(e) = % (2.4)

Puede comprobarse que para la F'(€) encontrada, la solucion exacta de (2.1)
es

u(e) = Cr11lne+ Cs.

Como el ejemplo anterior, se puede mostrar otras formas de € para las cuales

es posible expresar a F' como funcién sélo de €. El Cuadro muestra algunas
de ellas.

€ F(e)

k+ac", a € R\{0}, n € Z\{0,1}, k € R, z >0, | o1 = 2]

k+by", be R\{0}, n € Z\{0,1}, ke R,y >0 | o1 = D)
ae® +k,a e R\{0}, ke R, 2 >0 L=
be® +k, beR\{0}, keR, y >0 =21

Cuadro 2.1: Algunos casos en los que F' se expresa como funcion solo de e

En general, cuando € es una funciéon de variables separables, si «a(z) €

C?%(la,b)) y B(y) € C?*([c,d]) se definen por:

0@ = { " e v 25)
y .
Bly) = { ﬁ(y()): Zlnyofr([)c’ccgso. (2:6)



Al utilizar (2.5 y (2.6) se obtiene a € en variables separables como el pro-
ducto de funciones:

R S B AL

El dominio de € se muestra en la Figura [2.1]

F'y
0

0 0

d
0 c(x)B(y) 0

C
0 0 0

| >
a x b

Figura 2.1: Esbozo del dominio de €(z,y) = a(x) 5(y) en el plano.

Al suponer que € = a(x) 5(y), de la expresion se obtiene que
a"(2)B(y) + B"(yalz) 1

(@ (2)B(y)* + (B'(y)e(@))?  alx)B(y)

Denotemos por G(a(x), B(y),d (z), 5 (y), " (x), 8" (y)) al cociente
o’ (z)B(y) + " (y)a(z)

(@/(z)B(y))? + (B'(y)e(x))?’

observamos que en general no es posible expresar a G como una funcién
solo de € donde € = a(x) 5(y), entonces se debe encontrar una funciéon G que
dependa solo de € y que aproxime a G(a(z), 5(y), o (x), B'(y), " (x), 8" (y)).

F(e,Ve, Ae) = (2.8)

G(a(z), B(y), o' (z), B'(y), " (z), B"(y)) =

Esta aproximacion se puede realizar utilizando el método de minimos cuadra-
dos y tomando la base {€" }ZL:O de m funciones del espacio Pp,. Se busca la G(¢)
que mejor aproxima a G como una combinacién lineal de la forma:

Gla(@) ) =D N =X + A€+ + My e, (2.9)
j=0
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Para hallar a las constantes A; en (2.9) se resuelve el problema de minimos
cuadrados:

2

> Niel(a(@) - By) - Gla(@) - Bw))|

min

2.10
A0S <An ( )

La(Q)

Nota 2.1.1 Al minimizar deben considerarse los siguientes aspectos:

s La cantidad de \;’s necesarios para aproximar depende del tipo de error
cometido (error absoluto o error relativo) al fijar una tolerancia.

= La norma se toma en x ey y se minimiza en los \;’s.

2.2. Aproximacion de F(¢) cuando ¢ es la suma de
funciones de variables separables

Al utilizar o, 8 descritas en (2.5)) y (2.6]) se obtiene a € en variables separa-

bles como la suma de funciones:

a(z) + B(y), si(x,y) € [a,b] X [c,d],
e(z,y) = alz)+0, siz € [a,b] ANy ¢ [c,d],
’ 0+ B(y), siz € [a,b] Ay € [e,d],

0,

en otro caso.

(2.11)

El dominio de € se muestra en la Figura [2.2
Al suponer que €(z,y) = a(x) + S(y) de la expresion (2.2) se obtiene que

O//(x) +B”(y) N 1
(@(@))*+('(y)*  alz)+Bly)

Denotemos por M (a(x), B(y), d/(x), B (y), " (x), 8”(y)) al cociente:

o’(x) +6"(y)
(o/(2))* + (B (y))*

observemos que general no es posible expresar a M como una funciéon sélo de €
donde € = a(x) + B(y) entonces se debe encontrar una funcion M que dependa

solo de € y que aproxime a M (a(z), B(y), o/ (z), B'(y), " (z), 8" (y)).

F(e,Ve, Ae) = (2.12)

M(a(x), By), o/ (x), B'(y), o (), 8" () =
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£ly) alx)+B(y) Bly)

Figura 2.2: Esbozo del dominio de €(z,y) = a(x) + B(y) en el plano.

Esta aproximacion se puede realizar utilizando el método de minimos cuadra-
m . .
dos y tomando la base {€"} j—o de m funciones del espacio Pp,. Se busca la M (e)
que mejor aproxima a M como una combinacién lineal de la forma:

M(a(a:) + ﬁ(y)) = Z )\j e = Ao e’ + A1 el + A€t (2.13)
=0

Para hallar las constantes A\; en (2.13) se resuelve el problema de minimos
cuadrados:

2
: 2.14
(@) (2.14)

min

i [ ST A ate) + 8(w) - Mla@) + 5(y)
Al minimizar (2.14]) se debe tomar en cuenta la Nota

2.3. Aproximacion a F'(¢) cuando ¢ depende so6lo de z
o s6lo de y.
De los casos mostrados en el Cuadro [2.I] podemos observar que algunos

corresponden a casos particulares en que €(z,y) es una funciéon solo de x 6 es
una funcién sélo de y.

Al suponer que €(z,y) = a(z) de la expresion (2.2)) se obtiene que
o 1
@ 1
(o/(z))?  o(x)
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Si denotamos por H(a(z),d/(x),a”(x)) al cociente

O//(-:U)
(o/(2))*
Ya que en general no es posible que H se exprese como una funcién soélo
de € donde € = a(z) entonces se debe encontrar una funcion H que dependa

solo de € y que aproxime a H(a(x),d/(x),a”(x)) v eso se puede realizar con el
método de minimos cuadrados.

H(a(z),o'(x),0"(x)) =

. s . , m
Dicho problema de minimos cuadrados se resolvera tomando la base {ek } k=0
de m funciones del espacio P,, y se busca la H(e) que mejor aproxima como
una combinacién lineal de la siguiente manera:

H(a(z) =3 A =X +Arel 44 X, e™. (2.16)
j=0

Para hallar las constantes A;’s en ([2.16)) se resuelve el problema de minimos
cuadrados: )
min
A0SAi<An

Z et (a(x)) — H(a(x))’

Y el caso particular, cuando €(z,y) = 5(y) se analiza en forma similar al
anterior.

: 2.17
@) (2.17)

Para concluir el Capitulo definamos la clase .S como sigue:
S = {e € C*(Q) :e(x,y) > M >0, Ve # 0y existe una funcion F(e)
tal que Ae = |Vel? F(e)}. (2.18)

Es claro que la clase S # () ya que basta tomar a € como alguno de los
ejemplos dados en el Cuadro

Notemos también que para caracterizar la clase S se debe encontrar la
clase de funciones F'(¢) para las cuales la ecuacion no lineal Ae = |Ve|* F(e)
tiene solucién. Este es un problema variacional que no se ha resuelto todavia
en la teorfa de las ecuaciones diferenciales elipticas no lineales.

Sin embargo si suponemos ademés que €(x,y) = a(z)B(y) 0 e(x,y) =

a(z) + B(y) entonces no es posible demostrar que en general IV:‘Q se puede

escribir como funcién de €, pero si es posible aproximarlo por una funcién; y
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con esta funcién aproximada se obtiene una solucién aproximada a la solucién.

Por lo anterior, se esta dando un método numeérico para obtener de forma
aproximada a la solucién; que no es un método numérico para resolver ecua-
ciones diferenciales sino un método numérico para resolver un problema de
optimizacion.

Lo anterior se resume en el siguiente resultado:

Teorema 2.3.1 Sie € S yrot(eVu) =0, entonces la solucion de la ecuacion

@ es:

u(e) = Cy / e~ S FOdeqe 4 0y, (2.19)

donde C7, Cy son constantes arbitrarias y S se define como en . Mds atin,

si €(z,y) = a(x)B(y), €(z,y) = a(x) + B(y), e(z,y) = a(x) 7 e(x,y) = B(y);
entonces F(€) se puede obtener de forma aprozimada por lo que u(€) se obtiene
también de forma aprorimada mediante la formula .

Un trabajo futuro consiste en analizar el error de aproximacion a la solucién
de la ecuacion diferencial (2.1)) a partir del error de aproximacion a la funcion
F(e).

Teorema 2.3.2 Conjunto de € que reducen la ecuacion div(eVu) = f
a la ecuacion Av = f.

Sie e S yrot(eVu) = 0, entonces el problema (@—(@ se puede reducir al
problema

Av = 0, en Q;
v =, sobre 082

donde Q2 C R?, es abierto y simplemente conexo y Vv = eV u.
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Capitulo 3

Problema inverso de
1identificacion de e

En los Capitulos [1] y [2] se ha resuelto el problema de hallar a la solucion
u suponiendo conocido €, mientras que en el presente Capitulo se resolvera el
problema de identificacién de e.

3.1. Introduccién

Como se ha mencionado anteriormente, la ecuacion div (eV u) = f aparece
como modelo matematico en areas como la Fisica, Ingenieria, Quimica, etc. El
estudio tedrico de la ecuacién y de los problemas relacionados con ella, han
llamado la atencién de una gran cantidad de investigadores debido a sus apli-
caciones principalmente en areas como la Medicina (monitoreando la funcion
pulmonar, la deteccién de cancer de piel o cdncer de mama, la deteccién de
anomalias en el cerebro, etc.) y en Geofisica (la localizacion de depositos en
el interior de la tierra, deteccién de fugas en los tanques de almacenamiento
subterraneo, determinacion de grietas en materiales, etc.). En el marco de estas
aplicaciones, encontramos dos problemas importantes que se destacan por su
gran utilidad y por su anélisis tedrico que presentan retos a los matemaéticos
puros y aplicados. Estos problemas son la Tomografia de Capacitancia Eléctrica
y la Tomografia de Impedancia Eléctrica.

La Tomografia de Impedancia Eléctrica es una técnica de imagen médica,
en la cual se determina una imagen de la conductividad de una parte del cuerpo
a partir de mediciones eléctricas sobre su superficie. Tipicamente, se colocan
electrodos conductores sobre la piel del sujeto y se aplican pequenas corrientes
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a alguno o todos los electrodos del arreglo. Se miden los potenciales eléctricos
resultantes y se repite el proceso para varias configuraciones.

Utilizando las ecuaciones de Maxwell se deduce el modelo y se obtiene la
ecuacion div(eV u) = 0 en 2, donde € representa la conductividad del cuerpo.

Existen varias posibilidades para modelar la informacién en la frontera de
Q. El modelo méas simple es el modelo en el cual se conoce el potencial u y
también la distribucién de corriente ¥ = eVu - n = eg—:‘l en la frontera de €.
Puede ver las pags. 167 y 168 de 2], para una discusion mas detallada de la

deduccion del modelo de conductividad.

Formalmente se puede plantear el problema directo como sigue:
Sea © C R? un dominio acotado con frontera suave, € : @ = R y ¢ : 9Q — R.
El problema directo consiste en determinar u tal que

div(eVu) = 0, en Q;
du
“on

Se le llama problema directo debido a que se supone que la conductividad
€ es conocida.

Cuando no se conoce a la funciéon € en la ecuaciéon div (EV u) = f, se puede
plantear el llamado problema inverso de identificacion de coeficientes, que con-
siste en hallar a la funcién €(x,y), a partir de conocimiento de informaciéon en
la frontera.

= 1), sobre 0Of).

Por su parte, la Tomografia de Capacitancia Eléctrica es una técnica de
imagen usada en procesos industriales que involucran mezclas de componentes
no conductores de electricidad. Utiliza un sensor formado por electrodos dis-
puestos en un arreglo circular, de forma equidistante en el exterior del tubo ais-
lante por el cual fluye la mezcla y colocado alrededor de la seccién transversal a
examinar. Para evitar interferencia externa, se colocan también dos electrodos
guardias cilindricos conectados a tierra y una pantalla metélica exterior con
conexién a tierra cubriendo todo el sistema. Se aplica un potencial conocido
en el llamado electrodo de referencia y se mide la capacitancia mutua de cada
uno del resto de los electrodos; este proceso se repite cambiando el electrodo
de referencia.

Utilizando las ecuaciones de Maxwell también se puede deducir un modelo
matematico que conduce a la ecuacion div(eVu) =0 en €2, donde € representa
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la permitividad del medio.

También se pueden plantear diferentes formas de modelar la informacién
en la frontera. El problema directo consiste en determinar las capacitancias
mutuas denotadas por C;;, dada una distribucion de permitividad conocida e
dentro de la tuberfa. El problema inverso consiste en hallar una distribucion de
permitividad desconocida € dentro de la tuberia, a partir del conocimiento de
las capacitancias mutuas C; ;. Puede ver [2I] para una discusion mas detallada
de la deduccién de este problema.

Estos dos problemas inversos se pueden plantear en términos del operador
Neumman-Dirichlet y se puede ver que son mal planteados en sentido de Hada-
mard ([21]). Debido a este mal planteamiento es necesario proponer estrategias
de regularizaciéon para resolver el problema, en las que se necesita dar infor-
macién a priori acerca de la solucién. Generalmente esta informacién a priori
consiste en dar la mayor cantidad posible de los llamados pares de Cauchy

ou }
u a .
{ ‘39’ In a0

3.2. Planteamiento del problema inverso

Como se menciond en la introduccion, el problema de identificaciéon del coefi-
ciente €, donde € representa la conductividad (para la Tomografia de Impedancia
Eléctrica) o donde € representa permitividad (para la Tomografia de Capaci-
tancia Eléctrica); es considerado como un problema inverso de identificacion de
coeficientes, a partir del conocimiento de todos los posibles pares de Cauchy

Ul 57

o0’ o

En este sentido, y continuando con el anélisis realizado en los Capitulos
anteriores, podemos plantear el problema inverso de identificacién de € como
sigue:

Consideremos € C R? un conjunto abierto y simplemente conexo, en el que
se cumple el problema

div(eVu) = 0 en Q,
u = ¢ sobre 02,

con la condicién adicional que la solucion u del problema satisface la condicion
rot(eVu) = 0.
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Observemos que en el planteamiento anterior estamos dando una condi-
cién adicional para resolver el problema inverso, que no es clasica, ya que no
estamos dando condiciones adicionales de u sobre la frontera, sino que estamos
dando condiciones sobre el campo que w genera, sobre una propiedad fisica
del campo generado por u. Observemos que el imponer que esa propiedad se
cumpla sobre u que a su vez involucra €, permite buscar €, si suponemos que
€ es suma o producto de variables separables. Esto es lo fundamental de este
trabajo ya que estamos resolviendo el problema de identificacién de €, dando
informacion a priori para resolver el problema inverso que no es clasica, cuando
los problemas inversos de conductividad o de permitividad que se demuestran
para esta ecuacion, todos presuponen conocimiento de los datos de Cauchy.

Como se mencioné anteriormente, la suma y producto tienen significado
practico. Por ejemplo, en los modelos de campo eléctrico, € representa conduc-
tividad, y el producto significa que tenemos una conductividad no homogénea
en algin rectangulo de la regién. El problema de identificar € consiste en el
problema de identificar una inhomogeneidad.

En el Capitulo [1| se demostro que si la solucion u cumple rot(eV u) = 0,
entonces u depende de € y € depende de u. En el Capitulo [2] se mostro que si u
depende de €, entonces la ecuacion div (EV u) = 0 se reduce a

u”(€) + <WA:\2 + 1) u'(e) = 0.

Hasta esta ecuacion, no se sabe si € tiene alguna de las formas propuestas:
e(z,y) = a(z) B(y), e(x,y) = a(x) + S(y) u otra forma, en cualquiera de los

casos el problema inverso consiste en hallar € de forma que WATQ sea una funcién
€

solo de e. Asi que el problema se reduce a encontrar una aproximacion F'(e) tal
que:

F(e) = Ac

S S (3.1)

Ae
[Vel?
Aiwi(e) donde la ¢;(€) son datos conocidos a priori. Luego, hay que determinar
las \;’s que representan los coeficientes de la aproximaciéon. Una forma ade-
cuada de resolver el problema es por medio de minimos cuadrados en la norma
de Ly(9). Esto es, el problema significa minimizar los \;’s que se lo denomina un
problema muy mal planteado, pues es un problema de distancia minima donde
aparecen derivadas (conocido que los problemas de minimizacion y derivacion

Desde luego, la expresiéon se aproxima por medio de las mediciones
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son mal planteados en sentido de Hadamard).

Para el caso en que €(z,y) = a(z) + B(y) el problema inverso significa
aproximar el siguiente funcional:
A " 7 ~

Vel*  (@/(@)B(1))* + (B'(y)a())?

pero ;qué dificultades enfrentamos al aproximar a la funcién €? Primeramente,
que no se conoce a la funcién y segundo que tampoco se sabe si es de las formas
analizadas en el Capitulo

Resulta que esto es un problema de optimizacion, y en tanto se debe obtener
los A;’s y obtener el €; y como tal, el problema se traduce en minimizar en A\; y
€ en una cierta clase el funcional:
2

{ 3.3
win (3:3)

i€

Z )\igoi(e) - F(e)
i=1

Lo (2)

Cuando se habla de € en una cierta clase, significa que hay que tener in-
formacion a priori de la clase a que pertenece el €, es decir, tiene que ser una
funcion suave. Entonces hay que tomar las \;(€), pero a su vez las e deben
proponerse de la siguiente forma:

n
> (ieia)e; (), (3.4)
i,j=1
y éstas también se conocen, consecuentemente representa un problema
de optimizacion doble, pues es suficiente determinar la funcién e y resolver
el problema directo usando la metodologia anterior para encontrar u luego el
problema inverso es muy complicado.

Este problema es interesante porque es una nueva manera de resolver el
problema inverso, con la informacion adicional rot(eV u) = 0.

El problema inverso conduce al planteamiento de un problema de opti-
mizacién, que involucra la minimizacién de X\ y en €. Pero este problema de
optimizaciéon es mal planteado porque el problema de minimizar en € involu-
cra las operaciones: Ae y Ve lo que constituye un problema de inestabilidad
en sentido de Hadamard. La pregunta que sigue es: jcdémo regularizar este fun-
cional para que esto sea un método que permita obtener €? Este es un problema
abierto.
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3.3. Reducciéon de la ecuacioén div (eV u) =f

En la determinacion de e a partir de la condicion rot(eVu) = 0 como
informacion a priori. La restriccién mencionada tiene sentido en la tomografia
de capacitancias bajo ciertos regimenes de extraccién, pues se sabe que esa
condicién se cumple. Es decir, se estd imponiendo una restriccién a € que se
conoce. Pero en general, no se tiene idea alguna de que € se representa como una
suma o producto de funciones en variables separables u otra forma. Por ello, en
el siguiente teorema se da una forma de como obtener € y posteriormente a wu.

Teorema 3.3.1 Sie depende de u y €V u es conservativo entonces el problema:

div(eVu) = f en
u = ¢ sobre 0N.

se puede reducir a:

AE(u) = f en Q,
E(u) = E(p) sobre 09,

donde E(u) = [; é(t)dt y é(u) = e(z,y).

Demostracio nzl
Sea E(z) = [ €(t)dt; observe que

[en]

ademds

luego:

ox Ox

de manera similar se tiene que

o(eawis) o <8E(u)>;

8(52235) _ aay (aE(u))



Por lo que finalmente se cumple:
div(eVu) =AFE(u)=f.
Entonces la ecuacion div <6V u> = f con coeficientes variables € que de-
pende de u se reduce a la ecuacion
AE(u) = f,

donde E(u) = fou édt y con € = €(x,y); bajo la suposicion de que eVu =
V E(u), observe que el valor de E(u) en la frontera (0S2) es:

B, = E(1],) = Bl
Y conjuntamente forman el problema
AE(u)=f, en Q,
E(u) = E(p), sobre 0S.
donde E(u) = [, édt es la funcion potencial.
Dado el problema a resolver

div(eVu) = f, en (3.5)
u = ¢, sobre 9 (3.6)
en el que se desconoce € y u; bajo la condicion que e depende de u y que

rot(eV u) = 0, se puede reducir a resolver el siguiente problema con coeficientes
constantes

AE(u) = f, en (3.7)
E(u) = E(p), sobre 0% (3.8)

donde E(y) se encuentra resolviendo una ecuacion diferencial parcial con coe-
ficientes variables por el método de las caracteristicas.

La solucion del problema (3.7))-(3.8]) nos dara la funcion e(x,y). Con esta
funcion e(z,y) encontrada podemos hallar a la funcién u(z,y). posteriormente
a la solucion w.
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Capitulo 4

Uso de la transformada de
Radon para resolver la ecuacion
de Laplace

En este capitulo presentamos una metodologia para resolver el problema —
@ en la que se usa la transformada de Radon. Presentamos ejemplos sintéticos
en los que el resultado numérico de la metodologia se compara con la solucién
exacta y con el método de elemento finito. En ese sentido, también exponemos
un analisis sobre la justificacion teérica sobre el uso de la transformada de
Radon para la ecuacion de Laplace.

4.1. Transformada de Radon de la derivada de una
funciéon

No hace falta presentar de definiciéon de la transformada de Radon en el
plano y tampoco todas sus propiedades que cumple, pero se pueden consultar
en las siguientes referencias ([1],[18],[8],[25],[28]).

A continuacién se presenta una proposicién que reune las propiedades de la
transformada de Radon sobre una funcién en los siguientes casos: derivada de
la funcién, gradiente de la funcién, derivadas mixtas, etc. En adelante se utiliza
el simbolo R para denotar la transformada de Radon.

Proposicién 4.1.1 Dada f € C§°(R") y los vectores €, a y b en R"; [§| =1,
se cumple:
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(
2 R(Ciaril) —a 228,
(s54) a5

4 R(Si S g ) = (a-€)b- 62428,

Demostracion 2 Sdlo se probard el primer inciso ya que los demds se prueban
de manera similar. Para ello note que

Of _ 1o’ (= e 5’“) R (A1)
oxy, e—0 &

Aplicando la transformada de Radon a y usando la propiedad de

traslacion de la transformada de Radon, con a = ey - & se tiene

&k

[y e 8

af _
R(M) B e 2 S(p—¢&-z)dx
= &l flp+e8) - fp¢
= & lim
e—0 €
_ e
op

Ejemplo 4.1.2 Considere el punto 4 de la Proposicion[f.1.1] pero ahora suponga
que
1, st =k
ajby, = o =
0, si [+#k.

En este caso, la transformada de Radon de dicho argumento se reduce a la
transformada de Radon del Laplaciano (Ag) de la funcion f .
Asi,
28 f(p7£) — a2f(p7€)
op?

R (Azf(2)) = [¢]

para |§] = 1.
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Note que en lo anteriormente descrito, se ha considerado que la funcién
f € C?(R?); sin embargo, en el caso de los problemas de contorno, las fun-
ciones que nos interesan estan definidas en dominios acotados y en los que se
tiene informaciéon de la funcién sobre la frontera de la region.

Por ejemplo, considere f : R> — R dada por

22 +y% si 2?+y? <1
flz,y) =
0, sio 2?4y > 1.

Con base en el Ejemplo [£.1.2] se debe cumplir que

’262.]5(]?76) — anV(pag)
op? op?

R (Azf(x)) = 1€

Por un lado se tiene que:
R{Af(z, )} = R{4} =81 —p*.
Por otra parte, dado que f(p, ¢) = %\/ 1 — p2(1 + 2p?), se sigue que:

0% . ~2—12p? + 8p?
87])2‘]0(1)’ (b) - (1_p2)3/2 )

lo cual muestra que no se satisface la igualdad. Este problema sencillo prueba
que la Proposicién no se cumple en general para dominios acotados.

Lo que se describi6 anteriormente se debe a que la funciéon f no es derivable
en la frontera de la region; por ello, analizamos la posibilidad de utilizar la
transformada de Radon de funciones generalizadas.

4.2. Laplaciano de una funcién en sentido generali-
zado

Por lo que hemos revisado en la seccién anterior, resulta necesario hablar

de la derivada de una funcién en sentido generalizado, ello nos lleva a obtener

su laplaciano en sentido generalizado para que tenga sentido aplicar la trans-
formada de Radon.
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Consideremos a {2 una regién en el plano, acotada por una curva suave

por partes S y sea f € C%(Q1) N C?(Q), donde 3 = R?\ Q.

Como f € C?(2;) N C?(Y), puede ocurrir que f € C?(R?) o que f tenga
un salto finito en S.

En el caso en que f € C?(R?), ocurre que siempre es posible calcular of

By’
9?2 9?2 .
BTJ; y 89615;2; para i =1,2.

Es claro que la funcién f no es derivable en R?, por tal motivo vamos a
considerar la derivada en sentido generalizado.

Sea ¢ € C§°(2), por la formula de Green y la definicion de potencial de
capa simple se tiene:

of ], 0
<83:i’90> - <f7 al‘z>
_ O
= —/f(x)axidx

= [{5L} etwan s [ 1l @) eostnmyptais

_ <{§£}+[f]s($)COS(n$i)5Sa(P>

Asi, la derivada generalizada de f es:

{gi } + [flg (x) cos(nz;)ds (4.2)

donde {%} denota la derivada parcial clasica de f, [f]g (x) cos(nz;)dg denota

el potencial de capa simple sobre S con densidad [f]g (x) cos(nz;).

Al derivar la ecuacion (4.2) con respecto a x; se obtiene:

0% f 0% f 0
al'ial’j

s b+ e s @ eostuaas) + [{ 24] costuaiaspia
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Al tomar ¢ = j se tiene que:

ANf={Af}+ ail( [f]g (z) cos(nx1)ds) + (4.4)

(141 (&) costrna)ds) +

ngflﬂ . cos(nz1)ds + [{8852}] ) cos(nxz)ds

Observamos ademas que:

2 ([flscos(mr)is) + o ([fls cos(nr2)ds), o ) =
oxy S neL)0s 0xo S nr2)05), @ ) =
- (s costuan)ts, 52 ) = (lscostuan)is, 52 ) =
_/g[f]scos(nml)gg;'ids—/g[f]scos(nxg)gzdsz
- L[f]5<$ cos(nx1) + 68;02 COS(nQJg))dS =

dp 0
—/S[f]s 9,08 = <an<[f]s5s)780>

De manera anéloga se obtiene

[ ] oo [ o= [31] o

Por lo anterior se tiene:

Af= (85 + 5] o+ 3 (11s05) (15

Para el caso en que f = 0 para = € 21, obtenemos:
B of . 0
Af={Df} = 505 — 5 (£0s). (4.6)
4.3. Transformada de Radon del laplaciano en sen-
tido generalizado

Ahora consideraremos la transformada de Radon de la relacion (4.6). Como
todas las funciones que intervienen son de soporte compacto, entonces podemos
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calcular su transformada de Radon, asi:

of 0
Af={Af} =505 —5—(fos)
R(Af) :R({Af}> —R(a—f55> —R(i(ﬁs)). (4.7)
on on
El estudio de la ecuacion (4.7) se deja como un trabajo futuro debido al
tiempo que requiere su anélisis, sin embargo, estamos seguros que nos conducira

a la Justificacién tedrica de la metodologia que se propone en este capitulo, para
resolver el problema directo.

4.4. Solucién numérica de algunos problemas de Dirich-
let para la ecuacién de Laplace
A continuacién se presenta una metodologia de solucién al problema de

Dirichlet para la ecuacién —@. En un paso especifico de la metodologia se
utiliza la transformada de Radon.

Consideremos la regién €2 como el disco de radio M > 0 centrado en el
origen y el siguiente problema de Dirichlet:

div e(JJ,y)VU(fUay)} = VU(z,y) en O, } (4.8)

u(z,y) = glx,y) sobre 9,

donde e € C%2(Q) cone>p >0,V e C(Q)yge CON).
La metodologia que se propone para resolver el problema (4.8) consiste
en los siguientes pasos:

Paso 1: Reducir el problema de Dirichlet (4.8) con e variable en un problema
de Dirichlet auxiliar con condicién en la frontera nula, por medio del
cambio de variable ug(z,y) = u(x,y) — g(z,y).

Paso 2: Reducir el problema de Dirichlet auxiliar obtenido en el paso anterior,
a un problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace.

Paso 3: Aplicar la Transformada de Radon para resolver el problema de Dirich-
let para la ecuacion de Laplace, obtenido en el paso anterior ([2]).

Paso 4: Recuperar la solucion u(x,y) del problema (4.8]) en términos del cam-
bio de variable y de la solucién obtenida en los pasos anteriores.
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El paso 2 se puede cumplir bajo la condicién de irrotacionalidad del campo
eV u; el paso 3 no se justifica tedricamente y se deja como trabajo futuro.
Se realizan ejemplos sintéticos que confirman que la metodologia es buena; al
comparar los errores que se cometen entre la aproximacion y la soluciéon exacta
para todos los puntos de la discretizacion.

4.4.1. Resultados numéricos para ilustrar la metodologia

A continuacién se presentan tres problemas sintéticos, en los cuales se re-
fleja la implementacion de la metodologia para obtener un resultado numeérico.
Ademas, el resultado numérico del primer problema se compara con el resultado
obtenido del método de elemento finito (MEF) y la solucion exacta del mismo.

Para el resto de los problemas se hace una modificacién de la metodologia y
consiste en que € es constante a trozos. Y en este caso, el resultado numérico del
segundo y tercer problema de Dirichlet se compara con su respectiva soluciéon
exacta.

Los resultados numéricos se obtuvieron con un equipo de computo portatil
de las siguientes caracteristicas: Intel Core 2 Duo con procesador 1.5 Ghz,
memoria RAM de 4Gb y sistema operativo Windows Vista Ultimate.

Problema sintético para ¢ no constante

Dado el siguiente problema de Dirichlet se resuelve numéricamente, primero
se aplica la metodologia y después el MEF del software MATLAB. Es preciso
aclarar que, apriori la solucion exacta del problema sintético nos facilitara las
cosas, en general es desconocida.

En primer lugar, se hace una comparaciéon de la solucién exacta y la solu-
cién obtenida por la metodologia. En segundo lugar, se hace una comparacion
de la solucién exacta y las soluciones numéricas.

Comenzamos diciendo que la regién €2 igual al circulo unitario, tiene definido
el siguiente problema de Dirichlet

div [€($,y)Vu(:r,y) =0 en , } (4.9)
u(z,y) = g(z,y) sobre 09,

donde £(z,y) = xmryra ¥ 9(2y) = sin(z +y) + 2(z +y).
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Observamos que se cumple que ¢ € C?(Q) y g € C(09); y se puede com-
probar que la solucion exacta del problema de Dirichlet (4.9)) con esos datos, es
u(z,y) = sin(z +y) + 2(z +y).

El primer paso de la metodologia, se hace el cambio de variable uy(z,y) =
u(z,y) — g(x,y), asi el problema (4.9) se reduce al siguiente

div [e(m,y)vuo(ﬂﬁay}} = to(z,y) en Q (4.10)
uo(z,y) =0 sobre 0N

donde 1g(z,y) es de la forma

wO(xay) = —div

eV <r2 <sin(cos 0 + sin @) + 2(cos 6 + sin 9)> )] . (4.11)

El segundo paso de la metodologia consiste en reducir el problema (4.10)
como un problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson:

Av(z,y) = o(x,y), en Q
v(z,y) = 0 sobre 0. } (4.12)

Observe que 9y en (4.11)) corresponde a coordenadas polares y es mejor
cambiar a coordenadas cartesianas para facilitar la implementacion de los pro-
gramas, resultando:

S (e Y= A R =) S

dado que (4.13]) es muy compleja, no implica que la solucién v(z,y) exacta
(explicita) del problema de Dirichlet (4.12)) no exista.

Como alternativa es la soluciéon numérica mediante los programas escritos
en MATLAB; y que sirve para recuperar en forma constructiva la solucién

uo(x,y) del problema de Dirichlet (4.10) con € no constante.

A continuacién se presentan los resultados numéricos de la metodologia

aplicada al problema de Dirichlet (4.9)) en la Figura 4.1y la Figura (4.2
p p g y g
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Figura 4.1: Soluciones v(z,y) y wo(x,y) aproximadas de los problemas de

Dirichlet (4.12)) y (4.10)).

La Figura (a) representa la solucion v(zx,y) aproximada del problema
de Dirichlet (4.12)) y para obtenerla se realizan los siguientes pasos: se aplica
la transformada de Radon, se resuelve numéricamente la familia de EDO y se
aplica el método de retroproyeccion filtrada (transformada inversa de Radon)
en forma numeérica; observe que v satisface la condicién de contorno.

En la Figura (b) se muestra la soluciéon ug aproximada del problema
(4.10) v que satisface las condicién de contorno. En seguida, la solucion wug se
sustituye para obtener la solucion u(z, y) aproximada del problema de Dirichlet

(E9).

Finalmente, se realiza una comparacion de la solucién exacta y de la aproxi-
mada del problema de Dirichlet .

En la Figura4.2[ (a)-(b) se utilizan 1681 nodos en la discretizacion mientras
que en la Figura (c)-(d) se utilizan 6561 nodos.

La Figura[1.2)(a)-(c) representan la solucién exacta del problema ([4.9)) mien-
tras que la Figura[4.2| (b)-(d) representan la solucion aproximada del problema
(4.9) aplicando la metodologia.

Y en cuanto a la eficiencia de la recuperacién a cargo de la metodologia,
se miden los errores que se cometen entre la soluciéon exacta y la aproximada
punto a punto. De este modo, dmdz mide el error méximo y dsr mide el error
promedio en media cuadréatica.

En la Tabla se muestran los valores de los errores cometidos y el tiempo
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Figura 4.2: Comparacion de la soluciones: exacta y aproximada para n? nodos

en la discretizacion.

de procesamiento de la metodologia en la obtencién de la aproximacion.

Nodos | Propuesta | dmazx dsr
41 0.193832 s | 0.3714 | 0.0793
81 0.763417 s | 0.2666 | 0.0523

Cuadro 4.1: Eficiencia de la metodologia al aproximar la solucién del problema

Cuando se analizan los resultados de la Tabla se concluye que con la
metodologia aplicada en la obtenciéon de la solucién del problema es buena,
pues al aumentar el nimero de nodos se disminuye el error maximo y el error

promedio en media cuadrética.
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4.4.2. Comparacion de las soluciones exacta y obtenidas numéri-
camente del problema de Dirichlet

Tomando en consideraciéon que los datos del problema de Dirichlet son:
m y la condicion de contorno g(z,y) = sin(zx + y) + 2(x + y) se
obtienen dos aproximaciones de la soluciéon al problema (4.9).

€ =

La primera corresponde al MEF en el pdetool del sistema MATLAB para
n? nodos en la malla de discretizacion. Y, la segunda aplicando la metodologia
se obtienen las aproximaciones para los mismos valores de n? nodos en la malla.

En cuanto a la eficiencia de la recuperaciéon del MEF y de la metodologia,
se miden los errores que se cometen entre la soluciéon exacta y la aproximada
punto a punto. De este modo, dmdzr mide el error maximo y dsr mide el error
promedio en media cuadréatica.

En la Tabla 4.2] se muestran los valores de los errores cometidos y el tiempo
de procesamiento en la obtencién de las aproximaciones.

Nodos en la malla MEF Metodologia | dmax dsr
196 0.90234 s 0.32455 s | 0.6555 | 0.1713
784 0.869951 s | 0.097181 s | 0.4917 | 0.1076
1764 2.387995 s | 0.204518 s | 0.3985 | 0.0819

Cuadro 4.2: Eficiencia del MEF vs la metodologfa al aproximar la solucién del

problema ({4.9)).

En la Figura se muestran las aproximaciones obtenidas del problema
de Dirichlet (4.9); las columnas nos indican la cantidad n? de nodos en la dis-
cretizacion: izquierda 196, central 784 y derecha 1764.

Y los renglones representan: el superior corresponde a las soluciones exac-
tas, el central corresponde a la aproximaciéon por MEF y el inferior corresponde
a la aproximaciéon de la metodologia.

Al analizar los resultados de la Tabla se concluye que aproximacion
obtenida de la metodologia es buena, pues al aumentar el nimero de nodos se
disminuyen: el error maximo, el error promedio en media cuadratica y el tiempo
de procesamiento.
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Figura 4.3: Soluciéon exacta del problema y sus aproximaciones.
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4.5. Problemas sintéticos para e constante por partes.

A continuacion se presentan los problemas sintéticos del problema de Dirich-
let para e constante a trozos. Las aproximaciones numéricas obtenidas son el
resultado de modificar la metodologia presentada en la pag. [44]

El primer problema sintético se resuelve para un tipo de dominio denomi-
nado inclusién mientras que el segundo problema sintético se resuelve en un
dominio estratificado. En ambos problemas los datos de entrada son: € cons-
tante por partes, condiciones de contorno y condiciones de conjugacion (también
conocidas por condiciones de transmisividad).

Hay que senialar que para los datos especificos de entrada, apriori se conoce
la solucién exacta y se obtiene la aproximacién numérica; entonces se realiza
una comparacion de las superficies y de las curvas de nivel punto a punto. Y
de paso senalar que la aplicaciéon pdetool del software MATLAB no tiene la
capacidad para trabajar con e constante a trozos.

4.5.1. Problema Dirichlet para ¢ por partes en un dominio con
inclusiéon

Considere el problema de Dirichlet

eiAug =1 en Q,
ug(z,y) =0 sobre 9y, (4.14)
donde €; = 1 y la ecuacién
1
fuz = en (4.15)
r

donde €5 = 2 y cumple que €; # €5. Bajo las siguientes condiciones de conju-
gacion:

us = wug en 089, (4.16)
8U3 _ 6’&2
6]_87 == GQW en 892, (417)

Y la regiéon de estudio se forma de dos partes: €29 acotado por la frontera
del circulo de radio R = 1 y el anillo Q1 = {(x,y) € R? : 1 < 22 +4? < 2}
acotado por la frontera del circulo de radio R = 2.
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En primer lugar, se presenta la solucién exacta del problema sintético para
€ constante a trozos

r—3
_l 7 il
us(r) = { r—2 en (. (4.18)

Se comprueba que cada solucion de (4.18]) satisface la ecuacion en su res-
pectiva region y que la solucion u.(r) = r — 2 para r = 2 satisface la cond. de
contorno en 9. Por otro lado, la solucion (4.18) satisface las condiciones de

conjugacion (4.16)-(4.17) en » = 1 como sigue:
us(l) = ug(l) = —1. (4.19)
Luego de realizar las siguientes operaciones:

8U3 o 3UQ .
Ly, = 1y Qg = 1, (4.20)

se obtiene la relaciéon de acoplamiento (4.17]):

Figura 4.4: Solucién exacta y aproximada del problema sintético para e cons-
tante a trozos.

92



8 us 8 u9
— =e— =1 4.21
oy 2 or ( )
Para los siguientes los datos de entrada: R =2,¢=1, ¢, =2, e = 1, cond.
de contorno y conjugacién se modifica la metodologia y se obtiene una aproxi-

maciéon de la soluciéon del problema de Dirichlet para e constante a trozos.

En la Figura[f.4] (a) se muestra la solucién exacta y la Figura[f.4] (c) muestra
la aproximacion de la solucién. Y las curvas de nivel representan, en la Figura

@ T (), S

Figura 4.5: Solucién exacta y aproximada del problema sintético para e cons-
tante a trozos.

(b) la solucion exacta y en la Figura (d) la solucion aproximada; los
resultados corresponden a 900 nodos en la discretizacién. Y cuando se tienen
3600 nodos en la discretizacion, los comentarios de la Figura (a),(b),(c) y
(d) son similares.

Al analizar las superficies y las curvas de nivel, se dice que la aproximaciéon
es buena y se refleja en el comportamiento de las curvas de nivel a medida que

aumenta la cantidad de nodos.
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4.5.2. Problema de Dirichlet para ¢ por partes en un dominio
estratificado

Sean los siguientes problemas de Dirichlet

eAui(z,y) =0 en O,
ui(z,y) =« +y sobre 0, (4.22)
donde ¢ =2y
e2Aug(x,y) =0 en Q,
ug(z,y) = 2(x +y) sobre 0Qq, (4.23)

donde €5 = 1 y se cumple €; # €. Bajo las condiciones de conjugaciéon de la
forma

up = wug en y=—ux, (4.24)
0 3}
ela—ls = ega—qf en y= —ux, (4.25)

que significan la continuidad del potencial y la continuidad de la componente
normal del vector de la induccién eléctrica. Y cuya solucién exacta de los proble-
mas sintéticos para e constante a trozos es

o T+y en le
u(z,y) = { dz+y) en Q. (4.26)

Se comprueba que cada solucion de (4.26]) satisface la ecuacion en su res-
pectiva region; asi mismo la solucion ui(z,y) = x +y en R = 1 satisface la

cond. de contorno en 9 y la solucion us(x,y) = 2(x + y) en R = 1 satisface
la cond. de contorno en 9.

Y se comprueba que la solucion (4.26) satisface las condiciones de con-

jugacion (|4.24])-(4.25) en y = —x como sigue:
Ul(xa y) = UQ(.TJ, y) - Oa (427)

y respecto a la derivada se hacen las operaciones

8u1 _ 8u1 -
6187 = 6167y = 2, (428)
8UQ 8u2
' — 2 =9 4.2
G =P, 2 (4.29)
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que se sustituyen en las relaciones de acoplamiento (4.25)):

o) _ 0

€1 _61;1 = 62—81;2, (4.30)
o) o)

a gy =52, (4.31)

y que representa el acoplamiento de transmisividad de flujo respecto a la nor-

mal:
0 Ul 0 u9g

Von ~ “on

Para los datos de entrada: e; = 2, e = 1, las cond. de contorno y cond.

de conjugacion se modifica la metodologia y se obtiene la aproximacion de la
soluciéon del problema de Dirichlet para e constante a trozos.

(4.32)

La Figura [1.6{a) muestra la solucion exacta y la Figura [£.6(c) muestra
la solucién aproximada; los resultados corresponden a 441 nodos en la dis-
cretizacion.

Figura 4.6: Solucién exacta y aproximada del problema sintético para e cons-
tante a trozos.

Y en tanto las curvas de nivel representan, en la Figura (b) la sol. exacta
y en la Figura (d) la sol. aproximada. Y cuando ocurren, 2601 y 10201 nodos
en la discretizaciéon, no hace falta poner explicar los incisos de la Figura y
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(c) (d)

Figura 4.7: Solucién exacta y aproximada del problema sintético para e cons-
tante a trozos.

Figura [£.8 pues se valen los comentarios de los incisos ya citados. En la Figura
4.8] se hace una rotacion de la superficie de la solucién exacta y la solucién
aproximada.

Y con respecto a la exactitud de la recuperacion al utilizar la metodologia,
se miden los errores que se cometen entre la solucién exacta y la aproximada
punto a punto. De modo que, dmdx mide error maximo y dsr el error promedio
en media cuadratica.

En la Tabla se muestran los valores de los errores cometidos al au-
mentar la cantidad de nodos en la malla de discretizacion.

Nodos en la malla dmazx dsr
441 0.90234 | 0.3492
2601 0.869951 | 0.2351
10201 0.1771 | 0.0352

Cuadro 4.3: Errores cometidos al aproximar la soluciéon para n? nodos en la
malla.
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Figura 4.8: Solucién exacta y aproximada del problema sintético para e cons-
tante a trozos.

En primer lugar, al analizar las superficies y las curvas de nivel, se dice que
la aproximacién es buena y se refleja en el comportamiento de las curvas de
nivel a medida que aumenta la cantidad de nodos.

Y en segundo lugar, al analizar los resultados de la tabla, se concluye que la

aproximacion obtenida por medio de la metodologia es buena, pues al aumentar
la cantidad de nodos se disminuye los errores cometidos.
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Conclusiones

Las conclusiones del trabajo de investigacién, se presentan como sigue:

Dependiendo de las propiedades de la caracteristica fisica representada

por el campo F que depende de e, g—g y g—z puede ser irrotacional o

puede no serlo; esto lleva siempre a un sistema para € y u dado por las

ecuaciones: div (EV u) =0y rot(ﬁ ) = g donde g puede en algunos casos
ser cero.

En la busqueda de soluciones expresadas en forma analitica, se estudio el
planteamiento del problema bajo suposiciones adicionales sobre el campo
y entonces se identificaron dos casos, el primer caso constituye el cimiento
de la formulacién y solucion del segundo caso.

Una primera simplificacién del problema consistio en suponer que €(r),
f(r), p(0) y que €V u sea un campo conservativo entonces se obtiene una
expresion explicita de la soluciéon en la forma:

R ¢
u(r) = p(0) — / tett) </sf(s)d s)dt.

r 0

La segunda simplificacién consistio en representar en serie de Fourier a las
funciones e(r), f(r,0) y ©(0) que al sustituir en el problema se obtiene una
familia de problemas de contorno y en los cuales se cambia ligeramente la
condicion €V u por las siguientes €(r)V a,(r), €(r)V b, (r) v €(r)V ag(r)
donde la solucién de la familia permite expresar la solucién:

u(r,0) =

ao2(7“) 4 ni:; (an(r) cos nb + by (r) sin n@),

Dado que el planteamiento del problema, desde el punto de vista de los
problemas inversos nos enfocamos en la identificaciéon de €; pues no se
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tiene idea alguna de que pueda representarse como suma o producto de
variables separables. Se incluye la siguiente restricciones rot(eVu) =0y
eVu = Vv lo que permite reducir el planteamiento en un problema de
Dirichlet para la ecuacién de Poisson y que se resuelve para e.

= Para el operador de Laplace definido en todo el plano, es conocido que
al aplicar la transformada de Radon se reduce en una familia de EDO
de orden dos. Sin embargo cuando actua el operador de Laplace sobre
una funcién de soporte compacto, no se puede aplicar la transformada
de Radon y en la tesis se muestra con un ejemplo. Esto nos motivo a
estudiar el operador de Laplace en sentido generalizado, primero se debe
pasar por el concepto de derivada en sentido generalizado. Finalmente se
obtuvo que el operador el operador de Laplace en sentido generalizado
para una funcién de soporte compacto se escribe como Af = {Af} —

555 — g (19s)-

= Se presenta una metodologia que permite aproximar la solucién del prob-
lema de Dirichlet -@ y que al reducir en la ecuacién de Poisson se
deberia tratar en sentido generalizado pero abusando del operador le
aplicamos la transformada de Radon y truncamos para quedarnos con
la familia de EDO.

= Los problemas sintéticos permiten comparar las aproximaciones obtenidas
de la metodologia, pues apriori se cuenta con la la solucién exacta y se
establece el comportamiento de los errores que se cometen al aproximar
al aumentar la cantidad de nodos.

Los siguientes puntos se consideran las perpectivas de trabajos futuros.

= Estudiar el problema inverso de identificacion de €, pues hace necesario
investigar todos los métodos de regularizacién conocidos cuando en el
planteamiento las mediciones de u, ¢, f tiene errores y se desconocen la
magnitud de los mismos. Y tambien estudiar el problema de identificaciéon
de u, pues en el planteamiento las mediciones que corresponden a €, f y ¢
datos que contienen errores y se desconoce la magnitud. En ambos casos
la problematica conduce a temas de investigacion.

= Analizar en que se simplifica la transformada de Radon del operador de
Laplace generalizado, pues es claro que la transformada se debe aplicar a
dos términos adicionales y determinar la familia de EDO resultante.
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