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Introduccion

La Transformada de Fourier, desde su aparicion en el siglo XVIII, constituye
un tema clasico de estudio dentro del Analisis Matematico. En especifico,
forma parte de los cimientos y evolucion de lo que actualmente se conoce
como Analisis de Fourier. Esta area de las matematicas tiene importantes
aplicaciones en la propia matematica y en otras ciencias. Es empleada, por
ejemplo, en la solucién de problemas relacionados con la 6ptica, los procesos
de recuperacion de imagenes, el reconocimiento de patrones, la tomografia, la
astronomia, etc. véase [8].

Dada una funcién f: R — R (o C), su Transformada de Fourier definida
ent € R como

For= [ Z () =it du,

cuando f (-) e O es integrable en algiin sentido. Esta transformada ha sido
ampliamente estudiada en L*(R), el espacio de funciones Lebesgue integrables.
En este espacio, la existencia de f(t), para todo t € R, estd garantizada. Sin
embargo, su definiciéon para funciones que pertenecen a otros espacios no se
asegura, por ejemplo, si la funciéon es de variacion acotada sobre R y no es
Lebesgue integrable.

Se sabe que en el proceso de aplicacion de la matematica, en los proble-
mas concernientes a las areas antes mencionadas, en ocasiones se llega a un
punto donde se conoce la Transformada de Fourier y el objetivo es recuperar
la funcién de la que proviene. Esto nos plantea un problema de inversién o
inversién puntual si se desea obtener el valor de la funcion en ciertos puntos.
En la teoria clasica, el teorema de Dirichlet-Jordan es un resultado que re-
suelve el problema de inversién puntual para funciones en BV (R), el espacio
de funciones de variacion acotada sobre R, que al mismo tiempo pertenecen a
L'(R). Este teorema es el siguiente, véase [4].

Teorema A. Si f pertenece a L*(R) N BV (R), entonces, para cada v € R,

lim i(L)/ em"f(w)dw = %{f(x +0)+ f(x—0)}. (1)

M
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La expresion de la izquierda en (1) se conoce como la integral de Fourier.

Se sabe que sobre intervalos acotados, las funciones de variacién acotada
son Lebesgue integrables. En cambio, sobre intervalos no acotados se tiene
una situacion diferente. Hay funciones de variacion acotada que no estan en
LY(R), por ejemplo las funciones constantes distintas de 0. Esto parece ser
una razén por la cual en el Teorema A se condiciona que las funciones también
sean Lebesgue integrables.

Para obtener un resultado similar al teorema de Dirichlet-Jordan que con-
temple funciones en BV (R)\ L' (R), se hace indispensable el uso de métodos de
integracion diferentes a los que existen en la teoria de la integral de Lebesgue.
Esto nos lleva a utilizar la integral de Henstock-Kurzweillo integral HK, ya
que nos permite emplear otros métodos de integracion y ampliar el espacio de
funciones integrables.

Lo anterior nos hace pensar en BVy(R), el espacio de las funciones en
BV(R) cuyos limites al infinito son cero. Yq que, segtin a las siguientes rela-
ciones

e L'(R)N BV(R) C HK(R) N BV(R) C BV,(R)

e HK(R)NBV(R)\ L' (R) # 0,

en BVy(R) hay funciones HK-integrables que no son Lebesgue integrables, ver
[17]. Ademds en este espacio la transformada de HK-Fourier?estd definida
puntualmente para cada s € R\ {0}. De este hecho, esta transformada
también se puede definir en algunos subespacios de los espacios L(R) con
1 < p < 2. Lo anterior es debido a que si consideramos una funcién en
LP(R) N (LY (R) + BV4(R)) entonces la transformada definida sobre LT (R) co-
incide con la transformada de HK-Fourier casi en todas partes. Las respectivas
argumentaciones se encuentran en el Capitulo 1.

Por comentarios hallados en algunas de las referencias consultadas para
la realizacién de esta tesis, se puede afirmar que la primera generalizacién del
teorema de Dirichlet-Jordan para funciones en BVj(R) fue hecha por A. Pring-
sheim en el articulo “Uber neue Giiltigkeitsbedingungen fiir die Fouriersche In-
tegralformel” publicado en dos partes en 1910 y 1912, [22]. Lamentablemente,
de acuerdo a M. Riesz, actualmente no se tiene acceso a dicha prueba. En

Integral definida por Ralph Henstock y Jaroslav Kurzweil en la década de 1950 del siglo
pasado.

2Término que enfatiza el uso de la integral HK que fue usado por primera vez por E.
Talvila en 2002, véase [25].
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1955, M. Riesz y A. E. Livingston hicieron una prueba corta y no lo suficiente-
mente justificada de este teorema, [23]. Por lo que, con la intencién de ofrecer
una demostracién comprensiva y usando la integral HK, en [18] fue probado
el mismo teorema. La version del Teorema de Dirichlet-Jordan para funciones
en BVy(R) es la siguiente.

Teorema B. Si f pertenece a BVy(R), entonces la Transformada de HK-
Fourier estd definida en R\ {0} y, para cada x € R,

-~

lim - (HK) e Tt dt = %{f(x L0 4 f—0)) (2

B—o00,a—0 2 a<|t|<p

Un problema que surge con respecto a las convergencias en (1) y (2) es
saber si son uniformes. F. Moricz en 2004, ver [20], prob6 que la convergencia
en (1) es uniforme en puntos de continuidad, obteniendo el siguiente resultado.

Teorema C. Si f pertenece a BV(R) N L'(R) y z € R es un punto de con-
tinutdad de f, entonces el limite

Jim (D) / e fit)ar = fia), (3)

es uniforme en x. Ademds, si f es continua en [a,b] entonces la convergencia
en (3) es uniforme sobre el intervalo.

La convergencia uniforme en un punto x se refiere a que es uniforme sobre una
vecindad de z.

Tomando en cuenta el Teorema C y que en [23] se menciona que la con-
vergencia en (2) es uniforme en cualquier intervalo de continuidad de f pero
sin hacer la prueba. El propésito de esta tesis es mostrar un resultado similar
para funciones en BVy(R) y que no necesariamente pertenezcan a L'(R). A
continuacion enunciamos este teorema.

Teorema D. Si f pertenece a BVy(R) y es continua por la derecha en R y
x € R es un punto de continuidad de f, entonces el limite

lim - (HK) / » et TVt = f(z). (4)

B—r00,a—0 27T

converge uniformemente en x. Ademds, si f es continua en [a,b] entonces (4)
converge uniformemente sobre el intervalo.

En el Capitulo 2 se muestran algunas propiedades que permiten probar el
Teorema D. Algunos de estas son similares a las empleadas en [20], pero se
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adecuaron para obtener la prueba, ya que en esa referencia se estudia el caso
para funciones Lebesgue integrables y en este trabajo de tesis se consideran
funciones que no necesariamente son integrables con respecto a Lebesgue.

Por lo ya explicado en lineas anteriores, el Teorema D es un resultado origi-
nal. Este teorema y algunos resultados que llevan a su prueba, considerados en
esta tesis, fueron apectados para publicacién en la revista Eurasian Bulletin
of Mathematics. También, como parte previa a la apropiacién de la teoria
sobre la integral de Henstock-Kurzweil y de la utilidad del Teorema de Hake
en esta trabajo, se llegd a publicar el articulo “Sobre el Teorema de Hake para
funciones de varias variables”, véase [27].



Capitulo 1

Prerrequisitos

En este capitulo se establecen los conceptos y propiedades més importantes
de las funciones de variacién acotada, la integral de Henstock-Kurzweil y la
Transformada de HK-Fourier. Omitiendo en la mayoria de los resultados sus
respectivas pruebas pero sin dejar de mencionar donde encontrarlas. El con-
tenido de este capitulo sera la base para desarrollar los resultados de esta tesis.

1.1 Funciones de Variacion Acotada

El siguiente concepto esta relacionado con la oscilacion de las funciones y en
general el comportamiento grafico de estas.

1.1.1 Definiciones

Definicién 1.1. Sea f : [a,b] — R una funcion con [a,b] C R. Se dice que
f es de variacion acotada sobre [a,b], si

V(f,[a,b]) := sup{z f(z) — flei)|txo=a<z1 < ... <mp = b} < 00.

A V(f,[a,b]) se le llama la variacion total de f sobre [a,b].

Definicién 1.2. Sea f : R — R una funcion. Se dice que f es de variacion
acotada sobre R, si

V(f,R) :=sup {Z If(x;) = flris1)| wo <y < oo < Ty Toy ooy Ty € ]R} < 0.
i=1

A V(f,R) se le llama la variacion total de f sobre R.

De forma similar se define una funcién de variacién acotada en los interva-
los [a,00) y (—00, al.
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Sean los conjunto de funciones BV (I) = {f : I — R| f es de variacién
acotada sobre I } con I C Ry BVy(R) = {f € BV(R) : limjy|— f(x) = 0}.

La siguiente observacién relaciona las dos definiciones anteriores.

Observacién 1.1 ([20]). f € BV(R) si y sdlo si f € BV([a,b]) para todo
la,b] CR y A ={V(f, [a,b]) : [a,b] C R} estd acotado. Ademds, V(f R) =
sup A.

1.1.2 Propiedades de las funciones de Variacion Aco-
tada

Se recordaran algunos resultados importantes alrededor de las funciones de
variacién acotada. En alguno de ellos, por considerarlo importante se hara la
demostracion.

Teorema 1.1 ([6], [20]). Si f € BV(R) y V(f,z) := V(f, (=00, z]) para cada

z € R, entonces
1) f es acotada en R.
2) limpy o0 f(2) existe.
3) V(f.),V(f.-) — f € BV(R) son crecientes y acotadas en R.
4) lim, o V(f,2) =0 ylim, o V(f,2) = V(f,R),
5) V(f.R) =V(f,(—o0,a]) + V(. [a,b]) + V(f, [, 00)).

Del teorema anterior es claro que si f € BV(R), entonces f(z) = V(f,z)—
(V(f,z) — f(z)) para cada x € R. Es decir, f se puede descomponer en la
diferencia de dos funciones acotadas y crecientes.

Teorema 1.2. Sean f € BV(R) y x9 € R. Entonces [ es continua en xq si y
solo st V(f,-) es continua en xy.

Demostracion. =] Sea € > 0. Por definicion de V (f,[xg,00)) v V(f,x0),
existen sucesiones finitas estrictamente mondtonas xg = zp < 21 < ... < z, en
[0, 00) Yy o = Yo > Y1 > ... > Ym €n (—00, x¢] tales que

V(£ [r0.00)) < D2 17(z) = J () 4 5

m

V(f,20) < ; |f(yi) = f(yie1)| + g
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Por la continuidad de f en zy, existe § € (0, min{z; — zo, xo — y1}) tal que
siz €Rcon 0 <x—1x9 <4, entonces |f(x) — f(zo)| <5y

0<V(f,x) =V(f,z0) = VI(f,|wo,x])
= V(f [20,00)) = V(f, [7,00))

E:Ua )l +5 = V(£ l2,00))
u<> o)l +1£(21) = f(@)] +
Z|f (2) = Fzia)| + 5 = V(£ [2.00))

IN

IN

s!ﬂ@—(mﬂ+Wﬁmuw+g—Wﬁmmw
< &

Ahora si 2 € R con 0 < 2g — x < §, entonces |f(x) — f(zo)| < 5y

0<V(fia0) = V(f2) £ DU = fwl +5 = V()

1

7@) — Fao)l + ) — F&) +

<

Z |f(yi) = flyim)] + 5 - V(f,2))
< 1f(@) = flao)l + V(£.a)+ 5 - V(f.a)
< €

Esto prueba lim,_,,, V(f,z) = V(f, zo).

<] Sea ¢ > 0. Por la continuidad de V(f, ) en g, existe J tal que si z € R
con |z — x| < d. entonces |V (f,z) — V(f,z0)| < e. Como |f(z)— f(zo)] <
\V(f,x) = V(f,z0)| para cada = € R, se llega a que f es continua en x.

0

1.2 Integral de Henstock-Kurzweil

Un aspecto de la integral de Henstock-Kurzweil radica en lo simple de su
definicién, la cual es parecida a la integral de Riemann, y que generaliza la
integral de Lebesgue y por ende a la de Riemann. Esto nos permite analizar
y plantear resultados validos para las integrales de Lebesgue y Riemann pero
ahora para la de Henstock-Kurzweil.
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1.2.1 Definiciones

Para las siguientes definiciones y resultados consideremos a I C R := [—00, 00|
un intervalo cerrado finito o infinito y a,b € R.

Definicién 1.3. Se dice que los intervalos I y J en R no se sobreponen,
siint(I) Nint(J) = 0.

Definicién 1.4. Una particion de I es una coleccion finita P = {[z;—1, x;]}1-,
de subintervalos cerrados que no se sobreponen tal que I = J;_, [xi—1, 2i].

Definicién 1.5. Sean P = {[zx;_1,x;]}!-, una particion de I y t; € [x;_1, x4,
para cada i € {1,....,n}. Entonces P = {([xi_1, %], t:;)}", es una particién
etiquetada de I y t; se le dice etiqueta de [x;_1,xz;]. A ([x;i_1,2],t;) se le
llama par asoctado.

Definicién 1.6. La funcion 6 : I — R se le llama medidora sobre I, si
0(t) > 0 para todo t € I.

Definicién 1.7. Sean P = {([z;_1, z:],t:) Y7, una particion etiquetada de Ry
8 una medidora sobre R. Se dice que P es 6-fina de R si:

1

1. [xg, x1] C [—00, —ﬁ] con t; = —oo; equivalentemente a v < — 5

2. [wi—1, 2] C [t — 0(ti), ti +0(t;)] parai € {2,....,n —1}.

3. [:En—lawn] g[ 1

M’OO] con t, = 00, equivalentemente a

(5(t ) = <z n—1-

Una particién es d-fina de [a, o], si cumple los incisos 1 y 2. Una particién
es 0-fina de [—o0, b], si satisface los incisos 2 y 3. Para un intervalo [a, b], una
particion es d-fina si cumple el inciso 2 con sus respectivas modificaciones.

Observacion 1.2. Sean 61 y d2 medidoras sobre I, y 6(t) := min{0,(t), d2(t) }
para cada t € 1. Entonces, § es una medidora sobre I. Ademds, toda particion
0-fina es d1-fina y 6o-fina de I. Esto puede ser extendido a un miumero finito
de medidoras sobre I.

Observacion 1.3. La medidora 6 en predetermina etiquetas de los subinter-
valos de la particion 0-fina.

Observacién 1.4. Si P, y Py son particiones d-finas de [—o0,a] vy [a, 0],
respectivamente, entonces Py UP, es una particion o-fina de R.

Sean f : R — R una funcién y P = {([z,_ 1, %], ;) }i; una particién
-fina de R. Es claro que la é-finura de una particién P de R, obliga a que las
etiquetas del primer y ultimo subintervalo sean t; = —oco y t,, = co. El primer
subintervalo de P es [zg, 1] cuya longitud es z; — z9 = 1 — (—00) = 00, esto
causaria problemas al definir la suma de Riemann. Por ello, se establece la



1.2 Integral de Henstock-Kurzweil 9

convencién f(—oo) := 0 y de igual forma se hace para f(co) := 0. Entonces,
ft1)(z1 —x9) =0y f(tn)(xn — xp—1) = 0. La misma consideracién se hace
para funciones sobre [a, o0] o [—o00, b]. Asi que a partir de ahora se consideran
funciones que cumplan lo mencionado en este parrafo.

Definicién 1.8. Sean f : I — R una funcion y P = {([zi_1, ], t;)}; una
particion etiquetada de I, entonces

S(f; P) = Z Ft) (@i — 1),

se llama suma de Riemann de f sobre P.

El siguiente teorema es de gran importancia ya que dado una medidora 9,
esta nos garantiza la existencia de al menos una particion d-fina.

Teorema 1.3 (Teorema de la finura de Cousin [6, Teorema 16.1] ). Si
0 es una medidora sobre I, entonces existe una particion 6-fina de I.

El Teorema anterior da pie a la siguiente definicion.

Definicién 1.9. Sea f : I —> R una funcion. Se dice que f es Henstock-
Kurzweil (HK) integrable, si eziste A € R tal que para todo € > 0, existe
0. una medidora sobre I tal que si P es una particion d.-fina de I, entonces

IS(f; P) — Al <e.
Se definen los conjunto de funciones
HK(I)={f:I — R|f es HK-integrable sobre I} y
HE (D) = {f € HE([a,8)) : [a,8] € T},

Ademéds, si f € HK(I), entonces la integral de f se denota como

A (HK)/If: (HK)/If(a;) dz.

Notar que con las modificaciones adecuadas a las definiciones de esta seccién
que hasta el momento se han presentado, se tiene que H K (R) = HK(R) cuyos
resultados seguiran siendo validos. Esto se utilizara por conveniencia en la

siguiente observacion asi como también en el contenido de las demés secciones.

Observacién 1.5 ([17]). Notar que si 0 < a < <1 < a+ 8 Y X1u) Xow
son las funciones caracteristicas de los intervalos [m'/* 00) y [(/2)"/*, c0),
respectivamente. Entonces las funciones

sen(t®)
7

cos(t%)
8

seng R — R;  seng(t) = x,. (1)

cosg : R = R;  cosj(t) = x,, (1)
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estin en HK(R) N BV (R) ~ L'(R). Como HK(R) N BV(R) C BVy(R),
se puede afirmar que en BVy(R) hay funciones HK-integrables que no son
Lebesgue integrables.

Teorema 1.4 ([3]). Si f : [a,b] — R es Riemann o Lebesque integrable
sobre [a,b], entonces f € HK([a,b]) y los valores de las respectivas integrales
coinciden.

Observacién 1.6 ([6, Ejemplo 2.8]). Si f € HK(I), no necesariamente
|f| € HK(I). Ejemplo: Sea f :[0,1] — R dada por

k

it T € [cg_1,cx) kEN
0 st x=1.

fz) =
donde ¢y =1 — 5= con k € N. Esta funcidn satisface que f € HK([0,1])
pero |f| & HK([0,1]).

Definicién 1.10. Si f,|f| € HK(I), se dice que f es absolutamente inte-
grable sobre I.

Bajo las condiciones de la definicién anterior f € L([).

A continuacion se muestran ejemplos de funciones HK integrables sobre
intervalos infinitos de la forma [a, co].

Ejemplo 1.1 ([6, Ejemplo 16.3]). Sea > /-, a; una serie que converge a
A € R. Definamos h : [0,00] — R por

_Joap si velk—1,k) keN
h(x)—{O st T = 00.

Se puede ver que h € HK ([0, 00]) y su integral es igual a A.

Observacion 1.7. Sea la funcion h como en el Ejemplo 1.1. El valor absoluto
de h estd dada por |h|(z) = |a|, para x € [k — 1,k) con k € N y |h|(c0) = 0.
St la serie Y-, ai, es absolutamente convergente, entonces |h| € HK ([0, 00]).
Ast, |h| es absolutamente integrable y

[e.e]

(HK) / T =S

k=1

1.2.2 Propiedades de la Integral de Henstock-Kurzweil

La integral de Henstock-Kurzweil satisface propiedades similares a la integral
de Riemann, como son la linealidad, monotonia y la aditividad, sélo que en
el caso de la integral HK, puede plantearse sobre intervalos finitos o infinitos.
Con la intencion de profundizar dentro de la teoria desarrollada para la integral
HK, a continuacién se enuncian resultados mas fuertes sélo que se omitiran
sus respectivas pruebas.
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Teorema 1.5 ([6, Teorema 8.3]). Sea (f,)nen una sucesion de funciones
en HK([a,b]) que converge uniformemente a f sobre [a,b]. Entonces, f €

HEK([a,b]) y

n—oo

(HK)/If— lim (HK) fn

Teorema 1.6 (Teorema de la convergencia Dominada [6, Teorema
8.8]). Sea (fn)nen una sucesion de funciones en HK (1) tal que lim,, o fn(z) =
f(z) para cada x € I. Supongamos que existen g,h € HK(I) tal que g(x) <
falz) < h(z) para cada x € I yn € N. Entonces f € HK(I) y

n—oo

(HK)/If— lim (HK) fn

Teorema 1.7 (Teorema de Integracién por Partes [6, Teorema 12.1]).
Sean f,g € HK([a,o0]), F(z) = [" f y G(z) = [ g para cada x > a. En-
tonces

i) Fg+ fG € HK([a,00]) y
(HE) [ (Fy+1G) = lim F®lg(t) - Fla)g(a)
ii) Fg € HK ([a,00]) si y s6lo si fG € HK ([a,00]). Ademds
(HE) [ Fg= Jim FO)90) - Flalg(o) - (1K) [ f6.

Teorema 1.8 (Teorema de Hake para R [6, Teorema 16.7]). Sea h :
R — R wuna funcion. Entonces h € HK(R) con valor de su integral A € R,
siy solo si h € HK([a,b]) para todo [a,b] C R y

b
lim (HK)/ h=A.
b—oo a
a——0o0

El Teorema de Hake es un resultado importante en la teoria de la integral de
Henstock-Kurzweil, ya que muestra la equivalencia de la integral y la integral
impropia de Henstock-Kurzweil. Ademads, desempenia un pilar importante en
la demostracién de otros resultados para intervalos infinitos.

Teorema 1.9 (Criterio de Cauchy [6, Teorema 16.6]). Sea h € HK ([a,b])
para todo [a,b] C R. Entoncesh € HK(R) siy sdlo si¥ e >0, 3 k. > 0 tal que

siay < ag < —ke y k. < by < by, entonces |(HK) faafh| + |[(HK) bb12 h| <e.

Teorema 1.10 (Criterio de Chartier-Dirichlet [6, Teorema 16.10]).
Sean h, g : [a,00) — R funciones. Supogamos que
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i) h € HK([a,b]) para todo b > a y H(x) = (HK) [ h es acotada en
[a,00),
i1) g es mondtona y lim, . g(z) = 0.
Entonces hg € HK ([a, o0]).

El resultado anterior es cierto, con apropiadas variantes, para el intervalo
[—00, al.

Teorema 1.11 (Teorema del Multiplicador [6, Teorema 10.12]). Si
¢ € BV([a,0)), f € HK([a,]) y F(z) = [ f para x > a, entonces fo €
HK([a,00]) y

(HK) / o= lim (HK) / b @dF = lim [F(b)w(b) — (HK) / b Fd@} .

b—o0

Ademds, si G es una primitiva de f entonces fy tiene una primitiva dada por

1L(z) = (HE) | ¢dG = ¢()Gla) - (HE) | G,
para cada x > a y
(HK)/ fo=lim II(z).
a T—r 00
Las integrales a la derecha de los simbolos de igualdad son de Riemann-Stieltjes.

Se tiene el resultado andlogo para el intervalo [—oo,a]. Como consecuen-
cia del Teorema 1.11 se tiene el siguiente resultado solo que planteado para
intervalos compacto.

Teorema 1.12 (Segundo Teorema de Valor Medio [6, Teorema 12.5]).
Si f € HK([a,b]) y g es mondtona sobre [a,b], entonces existe & € [a,b] tal
que

b ¢ b
(HK) / £()g (¢) dt = g (a) (HE) / () dt + g (b) (HE) /5 £(t)dt.

1.3 Transformada de HK-Fourier

Teniendo en cuenta que en la teoria clasica del analisis de Fourier, si una
funcién f pertenece a L'(R), entonces su transformada de Fourier,

Fla) = (1) / f(z)ei*vdr,

estd definida para todo z € R. Se pretende definir la transformada de HK-
Fourier de una funciéon de una manera similar y posteriormente establecer
algunas condiciones necesarias para su existencia. Empleamos este término
debido a que la integral usada sera la de Henstock-Kurzweil.
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Definicién 1.11. Sea f : R — R wuna funcion. La Transformada de
HK-Fourier de f en s € R se define como

Fur(1)(s) = (HE) [ f()eda,
R
donde f(-)e™* es HK integrable sobre R.

~

Observacién 1.8 ([25, Ejemplo 3]). Si f € HK(R) entonces f(s) no existe
en s € R o en un subconjunto fijo de R. Por ejemplo: Sea a € R arbitrario y
sea

1 st x =0,

/(@) :{ S s @O

entonces Fui(f)(s) = iln ’:—Z‘ para s € R\ {—a,a}. Es decir, el conjunto
donde Fui(f)(s) existe depende de a.

Derivado de la observacion anterior, a continuacion se dan algunas condi-
ciones suficientes para la existencia de la Transformada de HK-Fourier en R o
en un subconjunto determinado de R.

Teorema 1.13 ([25, Proposicién 2, b)]). Si f € HK},.(R) y existen o, § €
R tales que o« < B y |f| € HK((—o0,q]) y |f| € HK([,0)), entonces
Fuk(f)(s) existe en cada s € R.

Teorema 1.14 ([25, Proposicién 2, b)]). Si f € HK,.(R) y existen o, § €
R tales que o« < By f € BV ((—o00,a]) N BV([3,00)) con limp;—,o f(x) = 0,
entonces Fur(f)(s) existe en s € R\ {0}.

Demostracion. Como f € BV ([,00)), f = fi — fo con fi, fo crecientes y aco-
tadas en [3,00). Ademads, lim, ., fi(z) = lim,_, fa(x) = co € R. Definase

(z) == fi(z) —co y Yo(x) := fo(x) — ¢o para cada x € [§,00). Entonces
11 y 19 son funciones crecientes y acotadas en [5,00) con f = 1y — by ¥

Ahorap(z) = [5e™™dt = L(e™™" —e™™F) y [Y(a)| < % para cada x € Ry
s # 0. Por Teorema 1.10, ¥ (-)e " by(-)e ™ € HK([3,00)) para s # 0. Asi
f()e™™ =y (-)e™™ —ihy(-)e™™ € HK([B,0)) para s # 0. Analogamente se
demuestra que f(-)e™™ € HK((—o0,a]) para s # 0. Entonces
(HK)/ f(z)e ™dx y (HK)/ f(z)e ™ dx
B —00

existen para s # 0. Por el Teorema del Multiplicador,

B ,
(HK) / f(x)e " dx
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existe para s € R. Por lo tanto Fyx(f)(s) existe cuando s # 0.

Se sigue del teorema anterior cuando o = 3.

Corolario 1.1. Si f € BVy(R), entonces Fu(f)(s) estd definida para todo
s € R\ {0}.

Teorema 1.15 ([25, Proposicién 2, c)]). Sean f € HK(R), Fi(z) =
(HK) [Z f y Fo(z) = (HK) [*_ f para cada © € R. Entonces Fyx(f)(s)

existe en s € R, si y sélo si (HK) [° Fi(z)e™™"dx y (HK) fi]oo Fy(a)e *dx
existen.

1.3.1 Propiedades de la Transformada de HK-Fourier

Teorema 1.16 ([19, Teorema 2.5]). Sea g € HK,.(R) tal que G(z) =
(HK) [ g estd acotado enR. Si f € BVy(R), entonces H(s) :== (HK) [, f(z)g(sz)dx
es continua en R\ {0} y

lim H(s) =0.
|s]—=o0
Demostracion. Para a € R, sea g,(z) := g(ax) para cada x € R. Como

g € HK;,.(R) entonces g,g9, € HK([0,b]), para cualquier b > 0. Por la
primera parte de la demostracién del Teorema 1.14 para [0,00), f = f1 — fo
donde f; y fo son funciones mondtonas y acotadas en [0, 00) tales que
lim fi(z) =0 y lim fo(x)=0.
T—00 T—00
Por el Criterio de Chartier-Dirichlet, Teorema 1.10, g,f € HK([0,00)).
Luego con ayuda del Teorema 1.11 para intervalos compactos y sabiendo que

limy_, o (HK) fooo Jof existe y limy_, o G(L‘;b) f(b) =0 cuando a # 0, tenemos

0 L * G(at)
(HK) /0 gof = —(RS) /0 df (1)
= w9 [N+ ) [T

a a

= —(L) /0 b G(“t)dufl(t)Jr(L) /0 h G(at>dﬂf2(t)

a a

donde fif, ¥ 15, son medidas finitas de Lebesgue-Stieltjes generadas por f1 y fo.

Sean b > 0y M > 0 la cota de G. Para cada a € [b,00) se tiene que

M
< Y
)

a

’ Glax)
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para cada z € [0, 00).

Sea ag € [b,00) ¥ (2n)nen una sucesion en [b, 00) que converge a ay. Para
n € N, se define h,(z) := %:x) para cada x € [0,00). Como G es continua en
[b, 00) obtenemos que

lim hy(z) = Glaor)

M
AGIES

para cada x € [0,00). Por el Teorema de la Convergencia Dominada de
Lebesgue,

tin (1) [ hate)dng ()= ) [ 0= () [T g
y
tin (1) [ ha@dng )= 0) [ H 0 = () [ E D g

Entonces

lim (RS) / T GG by = (RS) / = Glad) gy,

n—00 Zn ao

Asf Hy(a) = (HK) [;° g(at) f(t)dt es continua en [b,00) y con un argumento
similar H es continua en (—oo, —b]. Como b > 0 es arbitrario, H, es continua
en R\ {0}. De la misma manera se prueba que H_(a) = (HK) ff)oo glat)f(t)dt
es continua en R\ {0}. Por lo tanto H es continua en R\ {0}. Para finalizar
notemos que

M M
|H(a)| < mv(fv (_OO’ O]) + mv(fa [07 OO))
cuando a # 0. Entonces
|1‘im H(a) =0.

Como consecuencia del Teorema 1.16 se tiene el siguente resultado.

Proposicién 1.1 (Lema de Riemann-Lebesgue). Si f € BVy(R), entonces
Fur(f) es continua en R\ {0} y

|s| =00
Demostracidn. Sea g(x) = e~ para cada z € R y se aplica el Teorema 1.16 a
la parte real e imaginaria de g para obtener el resultado.

O
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1.3.2 La Transformada de HK-Fourier sobre los espacios
LP(R)a l<p<2

Recordemos que LP(R), con 1 < p < 2, considerado como espacio de Banach,
es un espacio cuyos elementos no son funciones, sino clases de equivalencia de
funciones. Sin embargo, con la intension de simplificar el lenguaje, se acos-
tumbra a seguir hablando de LP(R) como un espacio de funciones. De la
precision anterior, en esta secciéon se pretende mostrar que la transformada
de HK-Fourier se puede definir sobre determinados subespacios de LP(R), con
1 < p <2, relacionados con las funciones de variacién acotada.

A continuacién se enuncia un resultado que sera de ayuda para definir la
transformada de Fourier para funciones en L*(R).

Teorema 1.17 ([24, Teorema 9.13]). Si f € LY(R) N L*(R), entonces
feL*R) y |Ifl3=1lfl3. Ademds, L*(R) N L*(R) es denso en L?*(R).

De este teorema, para f € L*(R), existe una sucesién { f, fneny en L'(R) N
L*(R) tal que lim, o ||fn — f]|3 = 0. Entonces {f,}nen s una sucesién de
Cauchy en L*(R). Luego, f, — fm € L*(R) N L*(R) con n,m € N. El Teorema

117 asegura que [|fo = full} = [1fo = Ful3 = [lfa = fmll3, lo cual implica
que {f, }nen es una sucesiéon de Cauchy en L*(R). Por ende { f, }nen converge
a algiin ¢ € L*(R) con respecto a la norma || - ||o. Ademaés, si {h, }nen €8

otra sucesién en L'(R) N L%(R) que converge a f en L2(R), entonces {/m, bnen
converge a g en L*(R). Esto da pie a que tenga sentido la siguiente definicion.

Definicién 1.12. Sea f € L?(R). Se define la Transformada de Fourier de f
como

n—oo

Fo(f)(z) :== lim (L)/Re_mfn(t)dt,

donde el limite es con respecto a || - ||a y {fn}nen €s una sucesién en L'(R) N
L*(R) que converge a f en el espacio L*(R).

Observacién 1.9. Notar que si f € L*(R) N L2(R), se cumple Fo(f) = f.
Lema 1.1 ([9, Seccién 2.2.4]). Sea 1 < p < 2. Entonces
LP(R) = LY(R) N LP(R) + L*(R) N LP(R).

Demostracion. Solo se probara una contencion pues la otra es trivial. Sea f €
LP(R). Consideremos f; = fxgy fo=f— fidonde E={x e R:|f(z)| > 1}
tiene medida finita. Entonces

() / Aldi < p(B) 3|1 £}, < oo
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( /|f2| du) < (L) |f|2d,u<oo.

Por lo tanto f; € LY(R)NLP(R) y fy € L2(R) N LP(R)

[

Puede suceder que f = fi+ foy f = fi + f4 donde fi, f{ € L*(R) N LP(R),
fo, fo € LA(R)NLP(R )yf € Lp( ) Entonces f1—f1 = f3—fo € L*(R)NLA(R).
I:)\Ol" la Observagion 1.9, f1 f1 f1 fi = Fafo—f2) = Falfa) = Fa(fo). Asi,
fi+Fa(fo) = f1+ Fa(f5). Por lo tanto la siguiente funcién estd bien definida.

Definicién 1.13. Sea f € LP(R) con 1 < p < 2. Se define la Transformada
de Fourier de f como

Folf) = Fi + Falfo),
donde f; € LY(R) N LP(R) y f, € L*(R) N LP(R).

Como existe la transformada de HK-Fourier para funciones en L'(R) o
en BVy(R), cuando  # 0. Entonces es posible aplicar esta transformada a

funciones en L'(R) + BVy(R), es decir, Fux(f)(z) existe para f € LY(R) +
BVo(R) y = # 0.

Teorema 1.18 ([21, Teorema 3.3]). Si f € L*(R) N (L'(R) + BVy(R)),
entonces Fo(f) = Fux(f) c. d.

El resultado que sigue permite caracterizar la Transformada de Fourier
sobre un subespacio de LP(R) por medio de la integral de Henstock-Kurzweil.

Corolario 1.2 ([21, Corolario 1]). Si f € LP(R) N (L'(R) + BVy(R)) con
1 <p <2, entonces

Ffle) = (HE) [ e pioyie c.d
R
Demostracién. Sea f € LP(R) N (L'(R) + BVy(R)). Entonces f = f1 + fo =

fi+ f5, donde fi, fi € L'(R), f € L*(R) y f, € BVy(R). Luego fo =
fi—fi+ fye L*(R)N (LY(R) + BVy(R)). Por el Teorema 1.18, se sigue que

BN = file)+Fh)@)
= (@) + Fux(f2)(z)

= (HK)/Re_m(flJrfg)(t)dt: (HK)/Re_mf(t)dt

c. d. y la integral que interviene es la de Henstock-Kurzweil.



18

Prerrequisitos




Capitulo 2

Inversion de la Transformada de
HK-Fourier

El teorema de Dirichlet-Jordan es un teorema de inversién para funciones en
L'(R) N BV(R). Sabemos que, empleando la integral HK, este teorema se
extiende al espacio de funciones de variaciéon acotada que se desvanecen al
infinito, BV,(R). Recordemos que este espacio contiene propiamente a L'(R)N
BV(R). En este capitulo se prueba que la convergencia en el Teorema de
Dirichlet-Jordan para funciones en BVy(R) (Teorema B), es uniforme en puntos
de continuidad.

Antes de analizar el resultado principal, primero se estudia la convergencia
uniforme hacia la transformada de HK-Fourier sobre intervalos compactos para
funciones que pertenecen a BVy(R). Se haran uso de resultados que se pueden
consultar en los Apéndices A y B.

2.1 Convergencia Uniforme de Funciones In-
tegrales

En esta parte se muestra la relacion entre la convergencia uniforme de funciones
integrales y la transformada de HK-Fourier. Los resultados mostrados seran
de ayuda para demostrar teoremas importantes en la siguiente seccion.

Teorema 2.1 ([16]). Sean I;,I, C R intervalos cerrados de R. Sean f :
RxIi xIp >R yp:R— R funciones tales que, para cada (x,y) € I X I,
fl x,y) € HKjoe(R) y ¢ € BVy(R). Supdngase que existe A > 0 tal que para
toda (x,y) € Iy X Iy y todo intervalo [a,b] C R,

< A.

'(HK) /abf(t,a:,y) dt

Entonces (HK) fj f(t, -, )(t) dt converge uniformemente a (HK) [ f(t,-,-)e(t) dt
sobre Iy X Iy, cuando a — —o0 y b — oo.

19
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Demostracion. Se sabe que ¢ puede ser expresado como ¢ = ¢ — ¢, donde
¢ ¢4 son funciones crecientes y acotadas sobre R. Como ¢ € BVy(R), existen
l1, 15 tales que

Iy = lim ¢} (t)= lim ) (t)
t——o0 t——o0

RT / T /
ly = tliglo o1 (1) = lim 5 (2).

t—o00

Las funciones

(pl(t)_{@;(t)—l% tZO, Z_172a

son crecientes en (—o0, 0] y [0, 00), por separado, y satisfacen que

Y =@ — P2

lim ¢ (t) = lm o (t) =0.

t—=+o0 t—=to0
Por el Teorema 1.10 tenemos que f(-,z,y)p;(-) € HK(R) con i = 1,2, para
cada (z,y) € I} x I,. Por ende f(-,z,y)p(-) € HK(R), para cada (z,y) €
I x I5. Sobre el intervalo [0, 00) se hace el siguiente andlisis. Dado € > 0, existe
N > 0 tal que si t > N, entonces |@1(t)|, |p2(t)| < €/4A. Sean b > a > N.
Para (z,y) € I x I3, el Teorema 1.12 asegura que existe & = &; ((a,b), (z,y)) €
[a,b] con i = 1,2, tal que

b &1 b
(HE) / foae = @@ HE) [ 56 o 6 #E) [ Sy

a

b

&2
_QOQ(G)(HK) f(ax7y)_902<b)<HK) ; f(-,m,y).

Entonces
b
\(HK) / f(t,x,y)w(t)dt‘ < {or (@] + ez (@] A+ {or (5)] + L2 )]} A
< e

para cada (z,y) € I} x Io.
Luego

(HK) / Cf(tay)p(t)dt — (HK) / T ftay)p(t)de] <,

para cada (z,y) € I} X Is.

Asi se da la convergencia uniforme sobre I; x Iy en [0, 00). Obteniendo de
la misma forma la convergencia uniforme en el intervalo (—oo,0] y sumando
ambas convergencias, se obtiene la prueba.

0
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Como consecuencia del Teorema 2.1 y el Teorema 1.8, se obtiene lo sigu-
iente.

Corolario 2.1. Si f € BVy(R) y [a,b] C R\{0}, entonces (HK) [" e™™ f(u)du
converge uniformemente a Fur(f)(-) sobre [a,b], cuando n — cc.

Demostracién. Sea g : R x [a,b] — R dada por g(u,t) = e parau € Ry

t € [a,b]. Luego se aplica el Teorema 2.1 a la parte real e imaginaria de g para

obtener el resultado.
O]

Observacién 2.1. Paran € N, sea f,(z) = (HK) [" e ™ f(u)du con z €
[a,b] C R\ {0} y f € BVy(R). Como f, € HK([a,b]), para cada n € N. Por
el Corolario 2.1 y el Teorema 1.5, Fuyr(f) € HK|[a,b] y lim,_,(HK) fab fn=

12 Faw(f).

Definicién 2.1. Sea la funcion h definida como

| sen(u)/u, u#0
h(u) = { 1, u=0,

que pertenece a HK(R) N C (R). Se define la funcién Seno Integral

Si(z) = 2(HK) /0 " h(u)du,

™
para x > 0.
La funcién St tiene las siguientes propiedades:
L. lim, o Si(x) = 1.
2. Si(xz) < Si(m) para cada z € [0, 00.
3. ||h]l, = wSi(n)/2.

Teorema 2.2. Si f € BVy(R), entonces el limite

Tim HK/f sen(a ngt))dt:o
(7 —

es uniforme sobre R (con respecto a x en R).

Demostracion. Con ayuda de la funcién integral seno, para x € R, a # 0 y
b < c¢ se tiene que

‘(HK) /b sen(a (t — ) dt':‘(HK) /aw) Sez(t) "

< wS%(m).
(t—ZL') a(b—zx) ( )
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Por el Teorema 2.1, la convergencia

nhjgo (HEK) f sen t_tg; :E))dt: (HE) /°° f(t)sengjzﬁt;) x))dt

es uniforme sobre [—1,1] X R (con respecto a (a, z) € [—1,1] x R). Para cada
n € N se cumple que

kHK) " sentali— Dﬁ'<mﬂﬂﬂ

(t — )

para cada (o, z) € [-1,1] x Ry M es la cota de f.

Entonces, para cada n € N, la convergencia

sen t—x))d

t=0
(t—x)

MHHKT/ F(b)

es uniforme sobre R (con respecto a = € R).

Sea € > 0, por ambas convergencias

e Existe N. > 0 tal que si n > N., entonces

‘Gﬂo/if@ﬁﬁggégﬁﬁ—(HKX[Zf@gﬁ@ﬁiﬁﬁﬁ+<E

para cada (o, z) € [—1,1] x R.

e Existe dy. > 0 tal que si 0 < |a| < dy., entonces

MHK);fwgﬁggéﬁﬁﬁw<;

para cada x € R.

Considerando los puntos anteriores, si 0 < |a| < dy. se tiene que

) [ gl =)yl
‘ .Km (t —x)

para cada x € R. Con esto se prueba el resultado.
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2.2 Convergencia Uniforme en el Teorema de
Dirichlet-Jordan sobre BV{(R)

Teniendo en cuenta la importancia en el ambito practico del Teorema de
Dirichlet-Jordan. En esta seccién, se prueba el Teorema D. Antes enuncia-
remos y demostraremos resultados auxiliares.

Teorema 2.3. Sean 0 < a < f < c0. Si f € BVy(R), entonces para cada
r € R,

sen(fSt) — sen(at)
t

(HK)/}"HK(f)(s)e“"”dt = 2(HK)/Rf(x—|—t)

a<|t|<p

B sen (B(x—1)) —sen(a(z —1t))
2(HK) /f =1 d

Demostracion. Se sabe que la Transformada de HK-Fourier de f esta definida
sobre R\ {0}. Por el Corolario 2.1, se cumple la convergencia uniforme de
7 flu)em™ du a Fug(f)(+), cuando n — oo, sobre [a, 8] y [, —a]. Como
|| = 1 para cada t € [o, 8] U [—f, —a]. Entonces [ f(u)e ™ e™ du con-
verge uniformemente a Fgr(f)(-)e™, cuando n — oo, sobre [, 8] y [—f3, —al.
Sabiendo que ffn fuw)e ™ e du es HK integrable sobre [, 8] v [, —q],
para cada n € N. Por el Teorema 1.5, Frr(f)(-)e™ es HK integrable sobre

[aaﬁ] y [_ﬁ7 —Oé], y

(HK) / Fux(f))etdt = (HK) / lim (HK) f e tueite gy dt

n—r00
a<|t|<p a<|t|<p

= lim (HK) / (HK) / Z fu)e e du, dt

n—00
a<\t|<6

= lim (HK) f J(HK) /[eit(x_“) dt] du

nﬁoo
a<|t\<5

= 2lim (HK) f

sen (x —u)) — sen(a(z — u))

it (2.1)

l.

du

vHoo (x — u)

_ 2(HK)/Rf(u)Sen (B(x —u)) — sen(a(x—u))du

(# —u)

para cada x € R.
Haciendo el cambio de variable u — x = ¢, se obtiene la primera igualdad.
m

Y
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Definicién 2.2. Para 0 < v, 0 < a < B, y [ € BV,(R). Se definen los
siguientes operadores

s () = (1) [ i)

Sap(fx) = (HK)/ .FHK(t)eimdt,

as[t|<p

dt vy

para cada x € R.

Observaciéon 2.2. Con las consideraciones de la Definicion 2.2. Por el Teo-
rema 2.3,

Sa:ﬁ<f7 Q?) =2 [Sﬁ(fa 513') - Sa(f7 .Z')] )

para cada v € R. Ademds, de acuerdo al Teorema 2.2, para B fijo y 0 < o < f3,
la convergencia de sq5(f,") a2s5(f,-) cuando o — 0, es uniforme sobre R.

Definicién 2.3. Con las consideraciones de la Definicion 2.2.

o La funcion s,(f,-) converge uniformemente en xy € R a A(-), cuando
v — 00, st dado € > 0 existen v. > 0 y d. > 0, tales que si x € R con
|xg — x| < 6 y v > ., entonces

|87(f, xr)—A(z)| <e.

Notacion:
lim s, (f,x0) = A(zo) es uniforme en x.
Y—00
o La funcion s, p(f,-) converge uniformemente en xy € R a B(-), cuando
B —00ya—0, sidado e >0 existen a. > 0, 5. >0 y 6. > 0, tales
que si x € R con |rg — x| <9, 0 < a < . y B < [, entonces

sas(f,2) — B(2)] < <.
Notacion:

B_}LEH;_)O Sas(f,x0) = B(xg) es uniforme en x.

Antes de presentar el siguiente resultado es importante definir el que una
sucesion {uy}, .y satisfaga la condiciéon de Lacunary, {u,}, .y € (L), para ello
consultar Apéndice A.

Lema 2.1. Si f € BVy(R) es continua por la derecha en R y {u,}, oy € (L),
entonces

max sy, .(f,2)] <2[BA+4]V(f,R), zeR.

pE vt
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Demostracion. Sean j € Ny u; < v < ujpq. Por Teorema 2.3, para cada
x € R se cumple

Suj,v<f7 I) = 2 [811(]07 l‘) - Suj (f7 l’)}
_ 2(HK) /]R fla+t) sen(vt) — sen(u,t)

dt
t

(2

_ 2(HK) / Fe+0) ((HK) / cos(ut)du) dt.

J

El Teorema 2.8 del Apéndice A, asegura que

% [/uj (sen(ut)/u) du] = /uv cos(ut)du

J

y de la respectiva version del Teorema 1.11 sobre los intervalos (—oo, 0] y [0, 00)
se tiene

(HK) /Ooof(x +t) (/uv cos(ut)du) dt = (RS) /000 flx +t)d, (/uv seniut)du> y

J J

(HK) /_(;f(x—i-t) (/ujcos(ut)du> dt = (RS) /_(; flz+t)d, (/uv @du) :

J

para cada x € R.
Luego, se cumple lo siguiente

Suwlfor) = Z(RS)/IRf(x+t)dt (/ &ém)du)

J

- —2s) [ ( I Se”qf“”du) df(o+ 1)

J

para cada x € R. La segunda igualdad se sigue del Teorema 2.13 del Apéndice
B.

Por el inciso #iz) del Teorema 2.12 en el Apéndice B, se obtiene

v t
/ senCid) vl avi (o),

u

50, 0(f, )] < 2(RS) /

R

donde V,(t) :=V(f,x + ).
Para j € N, se define

Mj(f’ ZL’) = max |5uj,v(fax)|7

vE[ug,uj41]
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para cada x € R.
De la continuidad por la derecha de f y Teorema 2.14 del Apéndice B
obtenemos que

o) < 2ms) [ we |2
R vE[u5,u;41] i U
= 2(L) max / Sen(Ut)du depey, (t),
R vEluj w1l | o, u

para cada x € R.
Finalmente, usando el Teorema 2.6 del Apéndice A,

iMj(f,x) < 21 /R (oo - / Senéut)du

iy velusl |

) dypav, () (2.2)

< 2BA+4 V(S R),

para cada x € R.
O

Teorema 2.4. Si f € BVy(R) es continua por la derecha en R y {un}, oy €

(L), entonces la serie
o

max |Sy, ([, x 2.3
> Jsuslfo) 23
converge uniformemente en todo punto de continuidad de f. Ademds, si f €

C(la,b]), entonces (2.3) converge uniformemente sobre [a,b].

Demostracion. Sean xy € R un punto de continuidad de f y € > 0, entonces
Vo () ==V (f, 20 + -) es continua en ¢ = 0, por el Teorema 1.2. Luego, existe
0ewo > 0 tal que si [t| < ¢4y, entonces |V (t) — V4, (0)] < 5. Asi que dado

5 .
do = =3, se tiene

Vio (200) — Viy (—200) < €.
Siy € (xg — do, o + o), entonces
Vy(00) = Vy(=do) = V ([, [y — o,y + o)

< V(f, [xo — 200, xo + 2d0])
Vi (280) — Vi (~200) < .

Sea m € N. Con la misma idea de la desigualdad (2.2) y el Teorema 2.14
del Apéndice B, se sigue que
Y t
/ sen(ut) du
Uj—1 u

S Mia(fy) < 2(L) / ( > max

j=m+1 j=m+1 fuj—1u5]

) dt,uvy (t)
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o9 ) +
<z2wf }(Z wax | Sen(mdu)dtm(t)
[t]<do t1=d0] \ ;S VeIl [ Sy U

= 2[L + 1.

Para I, por el Teorema 2.6 del Apéndice A, se tiene

00 v "
L = (L)/ Z max / 8€n<u>du
[t|<do jem vE[uj_1,u;] w1 u

< BA+4(D) / dypiv, (£) = [BA+ 4] (V, (6) — Vi (o)

[t[<do

< [BA+4e. (2.4)

) dtﬂvy (t>

Para I, por el Teorema 2.7 del Apéndice A, se tiene

9] v "
I, = (L)/ Z max / sen(u )du
11280 \ j g VSl | Sy U
3A+4 / 3A+4
L d t) < V(f,R).
6Oum ( ) 340 tuvy( ) — (Soum (f )

Como {u; }j cp ©s estrictamente creciente, existe mg € N tal que si m > my,
entonces

) dt,UVy (t)

<

[2 < e (25)

La convergencia uniforme de la serie (2.3) en el punto x, se obtiene de las
desigualdades (2.4) y (2.5), ya que sim > mgy y € (zo— do, o + &), entonces

o0

> Mj(fy) <2[BA+4]+1]e. (2.6)

Jj=m+1

Ahora, supongamos que f es continua en cada x € [a,b]. Sean ¢ > 0y
xr1 = a, por lo anterior existe m; € N y un intervalo abierto V; que continene a
x1 tal que si m > my y y € V; se satisface la desigualdad (2.6). Si [a,b] C Vi,
(2.3) converge uniformemente sobre [a,b]. En caso contrario, se toma xy €
[a,b] \ V1 y se obtienen ms y V5 que garantizan (2.6). De esta manera, existen
una sucesion {m;}ien v {Vitien una cubierta abierta de [a,b]. Como [a,b] es
compacto, existe J C N finito tal que [a,b] C U, V;. Sea M = max{j|j € J}.
Por lo tanto, si m > my; vy y € [a, b, entonces se cumple la desigualdad (2.6).
Con esto se llega a que (2.3) converge uniformemente sobre [a, b].
0

A continuacion se probara que la convergencia en el Teorema B es uniforme
en puntos de continuidad de f € BVy(R) anadiendo que sea continua por la
derecha en R.
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Teorema 2.5. Si f € BVy(R) es continua por la derecha en R, entonces
%saﬁ(f,-) converge uniformemente en puntos de continuidad de f, cuando
a— 0y B — oo Ademds, si f es continua en |a,b], entonces la convergencia
es uniforme sobre [a, b].

Demostracion. Sea xy un punto de continuidad de f. Considere una sucesién
{uj};cn € (L). Sean 0 < @ < wy < B. Por la Observacién 2.2, la convergencia
de Sau (f,-) a 2s,,(f,-) cuando a@ — 0, es uniforme sobre R. Esto es, dado
e > 0, existe 6; > 0 tal que si 0 < a < 7, entonces

1

oo (,2) = —su, (£0)] < 5, 2.7

DO ™

para todo z € R.

Por el Teorema 2.4, > 7%, |Su; 541 (f )| converge uniformemente en .
Asi que existen M € Ny d, > 0 tales que sim > M y x € (xg — 02,79 + d2),
entonces

o0

Y suan(f2) <e (2.8)

j=m+1

Por el Lema 2.1, 3772 |Su, 4,41 (f> )| converge puntualmente en todo z € R.
Entonces > 72| sy, 4,,, (f, 2) converge puntualmente en todo z € R. Luego con
ayuda de (2.8), si € (xg — 02, ¢ + 02)

n
Tim D Suapn(fio)

Z SUj,uj+1 <f7 :E)

Jm j—m+1
S nh—>r20 Z |S“37UJ+1 f'r)‘
j=m+1
o
= > lswualfa)]<e
j=m+1

(0.9] . .
Entonces > 2, Sy;u;,,(f; ) converge uniformemente en zo. Es decir, la
convergencia

— _ iy itx
> sug (:2) J;%Zsuj,unfx> i (1) [ e

n—oo
7=1
(2.9)
es uniforme en xy y puntual en cada = € R.

Afirmacion. La siguiente convergencia



2.2 Convergencia Uniforme en el Teorema de Dirichlet-Jordan
sobre BVj(R) 29

hm Suy,p fa Z Sujujp1 f7

es uniforme en xy y puntual en cada = € R.
Veamos la prueba de la afirmacién. Notar que si z € R se tiene que
swalfie) = (HE) [ Joera @) [ foev
ur <[t|<u(B) u(B)<[t|<pB
donde u(f) = max{u; : u; < f con i € N}.

Por (2.9) y el Teorema 2.4, existen N. € Ny 6. > 0 tales que sin > N, y
x € (xg — d:, 0 + J:), entonces

(HE) / Tttt = 50,y (Fr0)| <
ulS'ﬂSun ]:1 2
Y €
max [Sy,.»(f,7)] < =.
VE[Un ,Un+1 2
Si 8> up., entonces u(f8) > uy, y si x € (xg — 0., 0 + 0) se tiene
Suy 5(f, ) Z Sujupn (fr2)] < |(HK) / f(t)e' dt — Z Suj iy (frT)
=1 w1 <[t|<u(B) j=1

+ ‘(HK) / fA(t)emdt‘
(B)<ItI<B

< &

Con esto queda demostrada la afirmacion.

Como L s,,5(f.2) = L [s5(f.2) — 5., (f,)] , entonces

1 1
Bh_{n 5 ~=Su p(f,7) = A(i’«“)—;sul(f’x)

es uniforme en o, donde A (z) = £ limg_,o s5(f, ).

Luego, existen 5y > 0y d4 > 0 tales que si § > Gy y © € (xg — 04, o + I4),

entonces . .
‘%Sulﬂg(f, x) — {A (x) — %sul(f, x)} < g (2.10)
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Ahora, si0 < a < aq, f>Poy x € (g — 04,0 + d4) entonces

1

—Sap(f,x) — A(x)

2 +

< |gsanlfin) =A@ + o0

Saug (f: l‘) - %Sul (f’ ZE)

< E.

Con esto se prueba que %Saﬂ( f,+) converge uniformemente en xg, cuando

a — 0y B — oo. Para ver la convergencia uniforme sobre un intervalo cerrado

[a,b], se emplea la misma idea que en la parte final de la demostracién del
Teorema 2.4.

O

Corolario 2.2. Si f € BVy(R) es continua por la derecha en R y x € R es un
punto de continuidad de f, entonces %Sa,ﬁ(fa -) converge uniformemente en x
a(f(-)+ f(-=0))/2, cuando o — 0 y 8 — oo. Ademds, si [ es continua en

la,b], entonces %Sayg(f, -) converge uniformemente a f sobre [a,b].

Demostracion. Sea A(+) la funcién de la prueba del resultado anterior. Por el
Teorema B, tenemos que

para cada x € R.

Entonces, 5-544(f,+) converge uniformemente en = a (f(-) + f(- — 0))/2,
cuando @« — 0y f — oo. Ahora, supongamos que f es continua en |a, b,
resulta que A(z) = f(z) para cada x € [a,b]. Nuevamente haciendo uso del
resultado anterior, tenemos que %sa,g( f,+) converge uniformemente a f sobre
[a,b], cuando @« = 0y 5 — oo.

O

Recordemos que la transformada de Fourier F, de f en LP(R), 1 <p < 2,
no necesariamente se expresa como sigue

(L) | e f(t)dt. (2.11)

Sin embargo, por el teorema 1.18 y su corolario, para una funcién f en el
subespacio LP(R) N [L'(R) + BVo(R)], 1 < p <2, F,(f) = Fux(f) c d.
Tomando en cuenta esto y el corolario anterior, se obtiene el siguiente resul-
tado cuya prueba es inmediata.
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Corolario 2.3. Si f € LP(R)NBVy(R), 1 < p < 2, es continua por la derecha
y x es un punto de continuidad de f, entonces

1

B
%(HK)/Q e Fo(f)(t)dt (2.12)

converge uniformemente en z a (f(-) + f(- —0))/2, cuando f — co y a — 0.
Ahora, si f es continua en [a,b], entonces (2.12) converge uniformemente a f
sobre |a, b].
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Conclusiones

Las conclusiones de este trabajo de tesis son expresadas en los siguientes pun-
tos.

e Se demostrd la aseveracion hecha por M. Riesz y A. E. Livingston en
[23], en el que afirman que la convergencia (2) del Teorema de Dirichlet-
Jordan para funciones en BVy(R) (Teorema B) es uniforme sobre un
intervalo donde la funcién es continua. Para hacerlo, primero se probd
la convergencia uniforme de (2) en puntos de continuidad de la funcién,
para después probar la convergencia uniforme sobre un intervalo donde
la funcion es continua.

e Ademas de la hipétesis del Teorema B se anadié la continuidad de la
funcion por la derecha en R. Esta hipotesis cumple un papel importante
en los resultados de apoyo asi como en el resultado principal.

33
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Apéndice

2.3 Apéndice A. Sucesiones (L)

Definicion 2.4. Una sucesion creciente {uj}jeN C R* se dice que satisface la
condicién de Lacunary (L), {u;}, .y € (L), si existe r > 1 tal que

Notar que u; — oo cuando j — o0.

Definicién 2.5. Una sucesion {u;},.y C R™ es Lacunary en el sentido de
Hadamard, si existe A > 1 tal que

A< Bt 1903

Uj

A continuacién se muestra un ejemplo de una sucesién que satisface la
condicién (L).

Ejemplo 2.1. Tomemos u; = 27 para cada j € N yr = 2.

Observacion 2.3. Toda sucesion Lacunary en el sentido de Hadamard estd
en (L) haciendo la consideracion de r = A/ (A —1).

Ahora se muestran algunos resultados en los que intervienen las sucesiones
en (L).

Lema 2.2 ([20, Lema 1]). Si0 <a <b< oo yt#0, entonces

/b&(w)du‘ <3

u |t]a

Demostracion. Aplicando integracion por partes y propiedades del valor abso-

luto se obtiene el resultado.
O

35
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Teorema 2.6 ([20, Lema 2]). Si {u;}, € (L), entonces

/ sen(tu) du
Uj—1

oo

max
uj—1<v<u;

<3A44, 40,
u

donde ug := 0 y A proviene de la Definicion 2.4.

Demostracion. Sean t > 0y j € N tales que u;—; < % < u;. Se sabe que
|sin(tu)| < tu para u > 0. Por el Lema 2.2

7j—1
max

— u;—1<v<u;
i=1

<1

v t
/ sen(tu) du‘ 4+ max
Ui—1

Uu uj_1<v<i

/ sen(tu) Ju
w u

j—1

[e.e]

+ max
ui—1<v<u;
i=j+1

max
%Svgu]-

u u

v t
/ sen(tu) du
1

Cuando t < 0, se toma —t > 0 y al sustituirlo en las desigualdades an-
teriores estas se mantienen. Por lo tanto, sumando las dos desigualdades se
termina la prueba.

Teorema 2.7 ([20, Lema 3]). Si {u;},. € (L), entonces

v t
/ sen( u)du <
Uj—1 Uu

o0

E max
uj 1 <v<u;

j=m+1

— |t|um’

Demostracion. Sean m € N y t # 0. Entonces con ayuda del Lema 2.2 se

puede concluir que
v sen(tu
/ (tu) o
Uj—1 U

Teorema 2.8 ([20, Lema 4]). Si 0 < a <b < 0o, entonces

b b b
t d t
lim / sen( u)du =0 y — (/ sen(tu) du) = / cos(tu)du, te€R.
[t|=oo J, U dt a u a

Demostracion. Por Lema 2.2 se cumple el limite. Sea {h;, },eny una sucesién
tal que converge a 0. Se define

[e o]

E max
uj—1<v<u;

j=m+1

o0

3 3A
< g < .

j=m+1

fol) = sen((2+uhn)u) B se;z(iu) _ cos(f]Llnz;) — 1sen(tu) N

sen(h,u)

h,u

cos(tu)
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para cada u € [a,b]. Notar que f, estd acotada por 2 en [a,b] y converge
puntualmente a cos(t-). Entonces por el Teorema 8.2.5 de [5],

lim
h—0 a

” ” = lim [ fu.(u)du

n—o0 a

"[sen((t+h)u)  sen(tu) b
[ } du

= /ab lim f,(u)du

n—o0

b
= / cos(tu)du.
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2.4 Apéndice B. Integral de Riemann-Stieljes

La integral de Riemann-Stieljes se obtiene con una modificacion de la definicién
de la integral de Riemann, en lugar de considerar la longitud x; — z;_; del
subintervalo [z;_1, ;] en la suma de Riemann, se utiliza g(z;) — g(z;,-1) para
alguna funcién g. Esto de alguna manera nos permite generalizar la longitud
de dicho subintervalo.

Definicién 2.6. Sean f,g : [a,b] — R funciones. Si P = {([z;_1, x:], t;) }1-,
es una particion etiquetada de [a, b], entonces la suma de Riemann-Stieljes
(RS) de f con respecto a g de P es

S(f,g.P Zf — g(wi1)).

Se dice que f es Riemann-Stieljes (RS) integrable con respecto a g
sobre |a,b], si existe A € R tal que para € > 0, existe un nimero 6 > 0 y
si P = {([xi—1, 2], t;)}, es una particion etiquetada de |a,b] con ||P|| =
max;{x; — x;_1} < 0, entonces |S(f, g, P) — A| < e.

Al valor de la integral RS de f con respecto a g se le denota como A :=
(RS) fabf(x)dg(:c) = (RS) f; fdg. El siguiente resultado nos habla de la lin-
ealidad de la integral RS.

Teorema 2.9. Sean fi, f2, 91,92 : [a,b] — R funciones y k € R. Si f1, f>
son RS integrables con respecto a gy sobre [a,b], entonces fi + fo y kfi son RS
integrables con respecto a g; sobre |a,b| y

(RS) / (ko (@) folx))dgu () = K(RS) / £1(2)dgy (2) £(RS) / fo()dg ().

Si f1 es RS integrables con respecto a g1 y go sobre |a,b], entonces f; es RS
integrable con respecto a g1 + go y kgy sobre [a,b] y

(RS) / Fu(@)d (kg ()% 92(2)) = K(RS) / f1()dgr (2)£(RS) / fu(@)dg ().

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la Definicién 2.6.
]

Teorema 2.10. Sean f, g : [a,b] — R funciones. Son equivalentes los sigu-
rentes incisos:

1) fes RS integrable con respecto a g sobre [a,b] y su integral es A.

2) Ve >0, 30 > 0, para P y Q particiones etiquetadas de [a,b] tales que
[Pl <0 y ||Q[l <9, entonces |S(f,g,P) = S(f,9.Q)| <e.
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3) Para todo (P,)nen sucesion de particiones etiquetadas de [a,b] tal que
lim,, o || Po|]| = 0, entonces lim,, .o S(f, g, P,) = A.

Demostracion. La prueba se obtiene aplicando la Definicion 2.6.
O

El siguiente teorema da condiciones para la existencia de la integral de RS
sobre intervalos campactos.

Teorema 2.11 ([6, Teorema H.3, H.4]). Si f € Cla,b] y g € BV]a,b],
entonces f son RS integrable con respecto a g sobre [a,b] y

) |  f(a)dg()

< [[f1lV (9, [a, b]).

Ahora se plantea un resultado parecido al anterior pero para funciones
definidas sobre R.

Teorema 2.12 ([20]). Si f € C,(R) y g € BV(R), entonces

i) limpyoe (RS) f; fdg =: (RS) [ fdg existe, donde [, fdg es la integral
a——00
impropia de RS.

i) |(RS) f, £()dg(x)]| < |||V (9. ).
iii) |(RS) J, f(x)dg(x)] < (RS) [y | f(@)]dV (g.).

Demostracion. i] Sean a,b € R tales que a < b. Por el Teorema 2.11, se tiene

b
‘(RS)/ f(@)dg(z)| < |[|flle(V(g,0) = V(g,a)).

Como
]C-Liirl} ||f||oo(v<gvb) - V(g7a)) =0

a——00
b——o0

Lim [ f]lo(V(g,0) = V(g,0)) = 0.

a—»00
b—oo

Dados € > 0y {¢u}nen ¥ {dn}nen sucesiones que convergen a —oo y 00,
respectivamente. Existen My, My > 0 tales que si My < ag < by y a1 < by <
— M, entonces

< <

£
>

DO ™

\<RS> " Fe)dg()

ao

y \(RS) ' f(@)dg(2)

al
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Ademas, existen Ny, N7 € N tales que si n > Ny vy m > Ni, se tiene
d, > My y ¢, < —M;. Considérese N = max{Ny, N1}, tomando a n,m > N
y sin pérdida de generalidad ¢, < ¢, y d,, < d,,, entonces

dn

\(RS) [ g~ s /:m fdg‘ '(RS) [ rag v /i fdg’

dy
<

) [ ra + ) [

dm

fdg'
< E.

Por lo tanto, ((RS) fcd" f(x)dg(x)) , €5 una sucesion de Cauchy en R.
" ne
Asf lim,, oo (RS) fcd" f(z)dg(z) existe, es decir, limpoo (RS) fab fdg existe.
n a——00
i1] Con ayuda de inciso i) y del Teorema 2.11,

i (RS) [ f(e)dg(o)

a——00

= lim ‘(RS) / bf(w)dg(x)

a——0o0

\<RS> [ wste)

< il lim Var(g,[a,8]) = [|/]lcVar(s, R).

a——0o0

i1i] Sean a < by (P,)ner una sucesiéon de particiones sobre [a,b] tal que
lim, o0 || Po|| = 0, tenemos

1S(f, 9, P)l < SUfL Vg, ), Ba)-

Por hipétesis se cumple que |f| € Co(R) y V(g,-) € BV (R), entonces | f]| es
RS integrable con respecto a V' (g, -) sobre [a, b] y limp o0 f; | f1dV (g, ) existe.
a——0o0

Entonces aplicando el limite cuando n — oo se cumple

) [ sas| < (w5) [ 1100000

Por lo tanto, aplicando el limite cuando a — —oco y b — oo se satisface la
siguiente desigualdad

\<RS> / fdg‘ < (#s) [ 1f1av(g.),
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Teorema 2.13 (Teorema de Integracién por Partes). Si f € Cyo(R) y
g € BV(R) entonces (RS) [, fdg y (RS) [, gdf existen. Ademds

(RS) / f(2)dg(x) = —(RS) / o(2)df ().

Demostracion. Sea [a,b] C R un intervalo arbitrario. Por el Teorema H.5 de
[6] y el Teorema 2.11,

(BS) [ f()dg(a) = 1(B)90) - F(a)gte) - (BS) | g(a)df (o)
Por el Teorema 2.12, (RS) [, fdg existe. Como

Jm f0)g0) =0y lm flajg(e) =0

Entonces (RS) [, gdf existe y se tiene la igualdad buscada.
O

Teorema 2.14. Si f € C4(R) y g : R — R wuna funcion creciente, acotada y
continua por la derecha en R, entonces

(8S) [ fw)dgla) = (1) [ fa)y(a

donde 1y es la medida finita de Lebesque-Stieltjes generada por g.

Demostracion. El Teorema 2.12 asegura que fR fdg existe. Como g esta aco-
tada en R, p, es una medida finita. Por ende f es Lebesgue integrable sobre
R con respecto a ;. Ahora con ayuda del Teorema 3.5.5 de [3] y el Teorema
de la Convergencia Dominada de Lebesgue

(RS) / f(x)dg(z) = lim (RS) / F(o)dg(x

n—oo

7 / F (@) (2)

= lim (L)/Rf(x)x[_mn](x)dug(a:)
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