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Introduccion

La Teoria de la Computabilidad se encarga de estudiar la complejidad de los
objetos matematicos numerables con base en la nocién de algoritmo (cf. [Dav58],
[Rog67] y [S0a87]). Dentro de la teorfa existen diferentes formas de medir la
complejidad de un objeto. Una de ellas es la Turing-equivalencia: una relacién de
equivalencia sobre los conjuntos de nimeros naturales que captura la idea de poder
determinar los elementos de un conjunto mediante un algoritmo, utilizando en el
proceso informacion sobre los elementos de otro conjunto. Las clases de equivalencia
resultantes se denominan grados de Turing, y forman un orden parcial con propie-
dades que la hacen una estructura compleja de describir en su totalidad (cf. [Soa87]).

En los grados de Turing, con el uso de la funciéon salto de Turing, podemos
encontrar un conjunto de grados que aparentemente forma un buen orden. En la
literatura a este tipo de grados se les suele denominar grados naturales (cf. [Ste82]
y [Monl9]). Aunque la nocién de ser natural no estd bien definida, es posible
identificar a cada grado con una funciéon Turing-invariante definible en los grados
de Turing. Para recuperar la nocién de buen orden, comparamos dichas funciones
en conjuntos que denominaremos conos de Turing, y al pre-orden resultante lo
llamaremos pre-orden de Martin.

La Conjetura de Martin, también conocida como el 5.° Problema de Victoria
Delfino (cf. [KM78] y [CL20]), es un enunciado propuesto en la decada de los
70, que busca capturar la idea de que los grados naturales estan bien ordenados,
esto es, que las funciones Turing-invariantes definibles forman un pre-buen orden
respecto al pre-orden de Martin (cf. [MSS16] y [Mon19]). La conjetura es enunciada
asumiendo hipotesis sobre cardinales grandes y se compone de dos partes: la
primera afirma que toda funciéon que no es creciente en un cono de Turing, debe
ser constante en un cono; la segunda parte afirma que las funciones crecientes en
un cono de Turing estan pre-bien ordenadas por el pre-orden de Martin. A grandes
rasgos, la conjetura nos dice que toda funcién definible Turing-invariante es o bien
una funcién constante, o bien la funcién identidad, o la funcién salto de Turing, o
alguna funcion de salto transfinito de Turing.

El objetivo de esta tesis es presentar el problema que plantea la Conjetura de
Martin y analizar algunos argumentos y técnicas que se han empleado para llegar a
su solucion. Este analisis abarca el estudio de los puntos principales de la solucion
para la versiéon uniforme del problema, asi como la identificacion de una serie de
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XII Introducciéon

consecuencias de una solucién afirmativa de la versién boreliana en el contexto de
las relaciones de equivalencia borelianas contables.

En el capitulo 1, repasaremos brevemente los conceptos bésicos de la Teoria
de la Computabilidad. Enunciaremos una definicion formal de funcién y conjunto
computable. Daremos ejemplos de conjuntos que no son computables y enun-
ciaremos los teoremas béasicos mas importantes de la teoria: el Teorema 1.1.2
conocido como Teorema de Enumeracion; el Teorema 1.1.4 conocido como Teorema
s-m-n; el Teorema 1.1.5 conocido como el Teorema Relativizado de Recursion
de Kleene. Introduciremos formas de comparar conjuntos de naturales con base
en nociones de computabilidad, las denominaremos reducibilidades, mostraremos
algunas de sus propiedades relevantes y definiremos la estructura de los grados
de Turing. Después, mostraremos una clasificaciéon de conjuntos de naturales
con base en la sintaxis de las féormulas que los definen y en el Teorema 1.3.2 la
vincularemos con la nocién de enumerar conjuntos de forma computable. Luego,
extenderemos la operacién de salto de Turing hacia los ordinales transfinitos y
el Teorema 1.4.1 nos permitira establecer la definicion del salto transfinito de Turing.

En el capitulo 2, presentaremos dos versiones de nuestros resultados: una de
ellas serd asumiendo el Axioma de Determinacién (AD) y el Axioma de Elec-
ciones Dependientes (DC); la otra serd asumiendo el Axioma de Eleccién (AC).
Introduciremos la nocién de cono de Turing y como consecuencia de los Teoremas
2.1.1 y 2.1.2 podremos considerarlos como conjuntos grandes respecto a la medida
de Martin. Después, daremos el enunciado formal de la Conjetura de Martin en
las dos versiones mencionadas. En la seccion 2.2.1, desarrollaremos la solucion
para las dos partes de la conjetura en el caso de las funciones uniformemente
Turing-invariantes. Las soluciones de la primera y segunda parte se exponen en los
Teoremas 2.2.1 y 2.2.4 y estan basadas en las demostraciones dadas en [SS88] y
[Ste82] respectivamente. Parte de la contribucion de este trabajo se encuentra la
presentacion de los detalles de la prueba del Teorema 2.2.1.

En el capitulo 3, introduciremos el concepto de relacién de equivalencia boreliana,
el cual es central en la Teoria de Relaciones de Equivalencia Borelianas (cf. [Kec21]).
Expondremos ejemplos de relaciones de equivalencia borelianas contables y veremos
que la Turing-equivalencia es uno de ellos. En la definiciéon 3.1.2 introduciremos
la nociéon de reduccién boreliana como una forma para establecer comparaciones
entre dichas relaciones. Con base en las reducciones borelianas definiremos diferentes
nociones de complejidad: suavidad, hiperfinitud y universalidad. En la Definicion
3.2.5 debilitaremos la nocién de reduccion y en el Teorema 3.2.4 veremos que la
Turing-equivalencia tiene la propiedad de ser débilmente universal. Para finalizar
este trabajo, en el Teorema 3.3.1 se expone la incompatibilidad de la Conjetura
de Martin con la universalidad de la Turing-equivalencia y en la Proposicién 3.3.3
y Teoremas 3.3.3 v 3.3.4 se exponen las principales consecuencias de una solucién
afirmativa de la Conjetura de Martin en el contexto de las relaciones débilmente
universales.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de la Computabilidad: resultados ba-
sicos

Un algoritmo es un conjunto ordenado y finito de instrucciones que, al ser
ejecutadas en el orden en el que se presentan o que éstas indiquen, nos permiten
resolver un determinado problema. En ocasiones también llamaremos programa a
un algoritmo.

Con el objetivo de formalizar nuestra nociéon de algoritmo, asumiremos que un
algoritmo es una lista de instrucciones de una maquina de Turing. La creencia
de que las maquinas de Turing son suficientes para describir cualquier algoritmo
es conocida como tesis de Church-Turing. En este trabajo, tomamos como cierta
esta afirmacion, con el objetivo de contar con una base formal sélida para nuestros
resultados.

En nuestras pruebas omitiremos el desarrollo explicito de una maquina de
Turing y, en su lugar, nos limitaremos a describir un algoritmo de manera informal,
dejando al lector convencerse que eso es suficiente. A este método de demostracion
se le conoce como prueba por tesis de Church-Turing.

Dentro de los problemas de interés en Teoria de la Computabilidad se encuentran
aquellos que buscan decidir la pertenencia a un conjunto X de ntimeros naturales,
via un programa que tiene acceso a un oraculo A'. En este sentido, un programa
que tiene ordculo ) es equivalente a un programa sin ordculo. Asi que, de ahora en
adelante, para darle generalidad a nuestros resultados, estos seran enunciados para
programas con oraculos.

Comenzamos definiendo predicados que nos seran ttiles para expresar que un
programa se detiene, y funciones que recuperan los valores que devuelven los pro-
gramas que se detienen.

'Un programa tiene acceso a un ordculo A cuando, siempre que sea necesario, puede responder
si un natural es elemento de A.



Preliminares 2

Definicién 1.1.1. Dado un programa P4 con ordculo A C w y un nimero natural
n € w, n > 1, definimos

(i) PA(zy,...,m,) | como el predicado que es verdadero si y sélo si el programa
P4 se detiene en la entrada (z, ..., 7,,).

(i) PA(xy,...,2,) | y como el predicado que es verdadero si y sélo si
PA(xy,...,7,) | y el programa devuelve y.

(iii) P4(z1,...,,) T como el predicado que es verdadero si y sélo si el programa
P4 no se detiene en la entrada (z, ..., 7,,).

: A . . . .
(iv) ®5" : w" » w la funcion parcial n-aria inducida de P#, cuya regla de corres-
pondencia es

i B y si P21,y mn) Ly
Cp (@1 ) = {indeﬁnida en otro caso

Al . 1. . oL
En el caso de ®%", inicamente escribimos ®4. Si A = ) lo omitimos como
superindice.

A una funcién cuyos valores se pueden obtener via un algoritmo, la llama-
remos funcion efectivamente calculable; es decir, funciones para las cuales existe
un algoritmo tal que si es ejecutado en una entrada x, este se detiene y devuelve f(x).

Para las funciones cuyo dominio es un subconjunto de w™ y codominio w, podemos
dar una definiciéon formal de la nocion de ser efectivamente calculable como sigue.

Definicién 1.1.2 (Funcién Parcialmente Computable). Sean A C w un conjunto y
f W™ - w una funcién parcial. Diremos que,

(i) f es parcialmente A-computable si 'y sélo si existe un programa P4 con ordculo
A que toma como input una tupla (zi,...,2,) y, si f estd definida en dicha
tupla, devuelve f(z1,...,x,) y se detiene, en caso de que no, el programa no se
detiene; es decir, si y so6lo si CIDf;’" — f para algin programa P con oraculo A.

(ii) f es A-computable siy solo si es parcialmente A-computable y dom f = w.
(iii) f es computable siy s6lo si es (-computable.

En resumen, una funcion computable no requiere de ningtin oraculo para
recuperar sus valores.

Para demostrar que una funcién f es parcialmente A-computable, es suficiente
dar un algoritmo informal y verificar que, para cada x € dom f, el algoritmo se detie-
ne y devuelve f(z). Dicho esto, es sencillo demostrar que los siguientes son ejemplos
de funciones parcialmente computables, respecto a un oraculo segin corresponda.

Ejemplo 1.1.1. Sean A C w un conjunto y n, k > 1 naturales.



3 1.1 Teoria de la Computabilidad: resultados basicos

(i) Si f:w* > wygl,.., gr:w" - wson funciones parcialmente A-computables
entonces la composicion f(g1(z1, ..., Tn),s -y gr(x1, ..., T,)) es parcialmente A-
computable.

(ii) Si f:w"™ — w es A-computable entonces su minimizacion
gleiur}{f(xla "'7xn7y) = O}

es parcialmente A-computable.

n+2

(iii) Si f:w" = w, g w — w son A-computables entonces la funcién h :

Wt — w tal que

h(x1, .oy, 0) = f(x1, ..., T4)

Ry, ooy @p,m+ 1) = g(x1, ...y Tpym, A(xy, .., Ty m))

es A-computable. La funcién h es la funcién obtenida tras aplicar la operacion
de recursion primitiva a f y g.

(iv) Las funciones = — 0; z — =+ 1; (x,y) — = + y; (z,y) — max{x — y,0};
(x,y) — zy; (z1,...,x,) — z; son computables.

(v) La funcién (z,y) — (x +y)(z +y + 1)/2 + = es biyectiva y computable.

(vi) Existe una biyeccién computable entre w” y w y biyecciones efectivas entre
W< y w; entre w<¥ X wW" y w; entre w<¥ X WY y w; etc.

Del inciso (vi) del ejemplo anterior, a cada tupla finita, o tupla finita de
tuplas finitas, ¢ de nimeros naturales, le podemos asociar un nimero natural
de forma efectiva; a dicha asociacién la denotaremos por "o'. Reciprocamente,
a cada natural =, podemos asociarle una tupla finita, que denotamos como
()1, ..., (z)n), vy en ocasiones sélo "z . Salvo biyecciones efectivamente calculables,
e ="((x)1,..., (x),) " = z. Cada asignacién es tnica salvo biyecciones efectiva-
mente calculables y, para nuestros propésitos, este hecho no afectara en nuestras
pruebas.

Podemos entender a un programa como una tupla finita de instrucciones. A
cada instruccién es posible asociarle un tnico ntimero natural. Por lo tanto, un
programa puede verse como una tupla finita de niimeros naturales. Asi, es posible
asociar de forma biyectiva y efectiva a cada programa un niimero natural. Nueva-
mente, nuestras asignaciones son iguales salvo biyecciones efectivamente calculables.

Notacion. Sean A C w un conjunto y e,n € w tal que n > 1.
(i) Denotamos por P# al é-simo programa con ordculo A.

(ii) Denotamos por ®4" a la funcién n-aria definida por PZ.
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Omitimos a n cuandon =1y a A cuando A = ().

Podemos caracterizar a las funciones parcialmente A-computables de la siguiente
manera.

Proposicién 1.1.1. Una funcién parcial f : w™ - w es parcialmente A-computable
si y sélo si existe e € w tal que f = ®4 o p,, donde ¢, es una biyeccién computable
entre w" y w.

Demostracion. Si f = ®4 o ¢, para algin e € w, entonces f es parcialmente
A-computable por ser la composicién de funciones parcialmente A-computables.

Si f es parcialmente A-computable, definimos P# como el programa que en una
entrada x, posteriormente obtiene ((z)i, ..., (z),), y finalmente ejecuta el programa
que hace a f parcialmente A-computable en dicha tupla. Se satisface que f = ®4 o
On- |

La proposiciéon anterior justifica nuestra restriccion al estudio de funciones par-
cialmente A-computables de una sola variable; aunque en ocasiones hablaremos de
funciones en n variables.

Definicién 1.1.3. Sean A C w un conjunto y e,n € w con n > 1. Definimos

(1) ®4(z) { el predicado que es verdadero si y sélo si P2(z) |. También ®2(x) | y
el predicado que es verdadero si y s6lo si PA(z) | y para algin y € w.

(i) ®“(x) 1 el predicado que es verdadero si y s6lo si P4 (x) 1.

(iii) Para cada s > 1, @és(x) 1 el predicado que es verdadero si y sblo si e,z < s,
P4(z) |, el programa se detuvo en < s pasos y sdlo se utilizaron nimeros
z < s en el computo.

También @7 (z) | y el predicado que es verdadero si y sélo si y < s, D (z) |
y Pl(x) Ly.

(iv) Dados 0 € w=* y s > 1, ®7 (z) | el predicado que es verdadero si y sdlo
si existe A C w tal que 0 C x4, ®(x) | v sélo se utilizan nimeros z <
min{|o|, s} en el cémputo.

Siy € w, ®7 (z) | y el predicado que es verdadero si y sdlo si ®7 (x) | y el
resultado del computo es y.

También, ®¢(x) | como el predicado que es verdadero si y solo si @7, () |-
Dado y € w, ®7(x) | y el predicado que es verdadero si y sélo si <I>g,|a‘(x) ly.

(v) W2 = dom ®Z; si s > 1, definimos W, = {z € w | ®2,(x) |};si 0 € w=

e

definimos WZ, ={r € w | ®7 () [} y W ={r €w | ®I(x) |}.

En cada definicién, omitimos a A cuando A = () y a ¢ cuando o = ().
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Una consecuencia inmediata de la definicién previa, es la siguiente.
Proposicién 1.1.2 (Principio del Uso). Sea A C w.
(i) Si @ (x) |y entonces Is € w:Jo C x4 : I () L y.
(ii) Si @f (x) |y entonces Vt > s: V7 Do : O] () | y.

(iii) Si ®“}(x) | entonces existe m € w tal que para todo B C w,sixa | m = xp | m
entonces ®(r) = &5 (x).

(iv) Si ®7(x) | y entonces Vya 2 o : ®}(x) | y.

De manera similar al caso de funciones, podemos preguntarnos si podemos deci-
dir, de manera efectiva, si un nimero natural x pertenece a un conjunto A.

Definicién 1.1.4 (Conjunto Computable). Sean A, B C w conjuntos. Diremos que,
(i) A es B-computable siy s6lo siy sélo si x4 es B-computable.
(ii) A es computable, también decidible, si'y s6lo si A es (l-computable.

Un conjunto A es B-computable si existe un algoritmo con oraculo B, que en
una entrada x, se detiene y devuelve 1 si x € A y 0 en otro caso; es decir, responde
sixe A

Presentamos a continuacién, algunos ejemplos de conjuntos A-computables.
Ejemplo 1.1.2. Sea A C w un conjunto. Entonces,
(i) A es A-computable.

(i) Una funcién f es A-computable si y s6lo si Gy = {"(z, f(z))" € w | v € w}
es un conjunto A-computable.

Por el inciso (ii), las graficas de las funciones computables presentadas en el
Ejemplo 1.1.1 son conjuntos computables.

Es posible dar una caracterizacién de las funciones parcialmente A-computables,
como sigue.

Teorema 1.1.1 (Forma Normal de Kleene). Para todo conjunto A C w, existen
una NA-férmula acotada® T (e, x,y) y una funcion computable U tal que

7 () = U(min T (e, z,y)).

2Una N 4-férmula acotada es una férmula en el lenguaje N4 que se obtiene de aplicar una can-
tidad finita de veces los cuantificadores Vo < y 6 3z < y a una N4-férmula libre de cuantificadores;
donde N4 = (w;0,1,4, x,<,€4) y €4 (z) es verdadero si y sélo si z € A.
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Demostracion. Sea T4 (e,x,y) el predicado que es verdadero si y sélo si y es el
ntimero del cémputo P2 en la entrada z. Podemos formalizar este predicado en
el lenguaje de N4, mediante AN4-férmulas acotadas que expresen los estados del
computo de un programa. Verificar que T (e, z,y) es verdadero se puede hacer de
forma A-computable.

Por tiltimo, la funcién U(y) devuelve (y),. De la construccién de T4(e, z,y) y U
se verifica que ®(z) = U(minye, T4 (e, z,y)). Una demostracién més detallada, se
puede consultar en la pagina 62 de [Dav58]. |

Como consecuencia, tenemos la existencia de un programa que en una entrada
(e,z), si P4 se detiene, entonces devuelve ®4(x).

Teorema 1.1.2 (Teorema de Enumeracién). Para cada conjunto A C w, la funcion
parcial Vi 1 w X w -+ w tal que

dA(z)  si dA(x) |
A _ e ©
vy(e x) = {mdeﬁm'da en otro caso

es parcialmente A-computable.

Demostracion. La funciéon parcial

Yip(z) = Ulmin T (e, ,y))

Yyew

satisface lo requerido.

Resulta natural preguntarse si existe la posibilidad de mejorar el teorema
anterior, demostrando que la funcién 7} es A-computable. Sin embargo, el hecho
de que existen programas que no se detienen en todas las entradas x € w, hace que
la funcién 97 no sea total.

La aplicaciéon mas importante del Teorema de Enumeracién se encuentra en la
presentacion de ejemplos explicitos que no son computables.

Proposicién 1.1.3. Dado un conjunto A C w, los siguientes conjuntos no son
A-computables:

(i) A'={ecw| /() I}

(i) KA={"(e,z)"€w | ®X(x) |}. A K también lo llamaremos conjunto de la
detencion relativo a A.

Demostracion. (i) Supongamos que A’ es A-computable. Afirmamos que la fun-
cion f4:w — w tal que:

F(z) = {@f(m)—l—l si o (x) |

0 si ocurre otro caso
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es A-computable.

En efecto, dado = € w, preguntamos si x € A’. La respuesta la obtenemos de
manera A-computable. En caso de que no, el programa devuelve una respuesta
negativa y se detiene. En caso afirmativo, calculamos 1} (x, z) + 1, que es lo
mismo que ®7(x) + 1. Entonces, como f# es A-computable, existe e € w tal
que f4 = &4 y dom &/ = w. Por consiguiente ®2(e) |, lo cual implica que
dA(e) +1 = fA(e) = ®A(e), que es una contradiccién. Concluimos entonces
que A’ no es A-computable.

(ii) Si K% es A-computable, entonces preguntando a K si (e, e) € K“, podemos
responder de forma A-computable si e € A’. Por lo tanto, A’ es A-computable,
la cual es una contradiccion.

La operaciéon A — A’ sobre conjuntos de naturales se puede seguir iterando,
con el fin de obtener conjuntos que no son A-computables, A’-computables, y asi
sucesivamente.

Definicién 1.1.5 (Salto de Turing). Dados A C w y n € w, definimos recursi-

vamente su n-ésimo salto de Turing, denotado por A™, como sigue: A® = Ay
Aln+1) — (A(n))f_

Es posible caracterizar a las funciones que son A’-computables como aquellas
funciones que son limite puntual de funciones A-computables.

Teorema 1.1.3 ([Soa87] p. 57, Lema del Limite). Sean A C w wun conjunto y
f :w — w una funcion. Entonces f es A'-computable si y solo si existen una
sucesion de funciones {fs : w — whsew Y una funcion F : w X w — w que es
A-computable, tal que F(z,s) = fs(z) y para todo n € w, f(n) = lim,_ .o fs(n)3.

Enseguida enunciamos un resultado que nos permite calcular valores de progra-
mas en entradas arbitrariamente grandes, utilizando a las primeras de estas entradas
como parametros.

Teorema 1.1.4 (Teorema s-m-n). Para todo m,n > 1, eziste una funcion compu-
table e inyectiva s™ : W™ — w tal que para todo conjunto A C w y cualesquiera
€, L1, ooy Tyny Y1, -y Yn € W S cumple que:

q)fﬁ(e@h,,,,xm) (yla ety yn) = q)é(xlv coy Tmy Y1y -ees yn)

Demostracién. Sea s™ : w™ ! — w la funcién que a cada (e, 1, ..., Z,,) le asocia un
% A _ AT ml /
niimero natural ey tal que ®7 (y1, ..., yn) = V(€. (21, ..., T, Y1, ..., yn) ), donde e

es un numero natural tal que

@ﬁ(’_(xl, s Ty YLy ooy Yn) ) = @f(ml, s Ty YLy ooy Yn)

3f(n) = lims_y00 fs(n) siy sélo si existe k € w tal que para todo s > k, fs(n) = f(n).
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y el cual, se obtiene de forma efectiva del programa e y del programa de una funcion
biyectiva y computable entre w™" y w. La funcién s™ es computable e inyectiva ya
que entradas distintas definen programas distintos. |

El siguiente resultado nos da una forma mas sencilla de obtener conjuntos que
no son A-computables.

Proposicién 1.1.4 (Teorema de Rice). Dados un conjunto A C w y un conjunto
no vacio C' de funciones parcialmente A-computables distinto del conjunto de todas
las funciones parcialmente A-computables, entonces B = {e € w | @4 € C} no es
A-computable.

Demostracion. A fin de llegar a una contradiccién, supongamos que B = {e €
w | ®4 € C} es A-computable. Sea €’ el nimero asociado al programa que no se
tiene en ninguna entrada y supongamos que ®4 ¢ B. Sea ey = min B. Definimos la
funcién parcial f :w x w — w tal que

fay) = { Ph(y) s ()

indefinida en otro caso

Se satisface que f es parcialmente A-computable y, mas atn, f = ®7 para
algin e € w que se puede obtener de forma computable a partir de ey. Por el
teorema s-m-n, existe una funcién s : w X w — w computable e inyectiva tal que
f(z,y) = 0z, y) = 4y (v).

Notemos que x € A’ si y sélo si s(e,z) € B. Por lo tanto, como B es A-
computable, tenemos que A’ es A-computable, la cual es una contradiccién. La
demostracion es analoga si &4 € B.

|

Una de las consecuencias mas importantes del Teorema s-m-n es la siguiente.

Teorema 1.1.5 (Teorema Relativizado de Recursion de Kleene). Para toda funcion

A-computable f : w — w, existe n € w tal que 2 = (ID;‘(n).

Demostracion. A partir del Teorema s-m-n, podemos encontrar una funcién compu-
table e inyectiva d : w — w tal que:

(I)f (y) _ q)éf(a:) <y> si @f(ﬁ(]) \l’
@) indefinida en otro caso

Sea e € w tal que ! = f o d. Afirmamos n = d(e) satisface lo requerido. Como
f es total, @2 lo es. Por consiguiente, ®(e) |. Asf,

A A o A o A o A
Py, = Q) = Poae) = Phage)) = Prny-
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Corolario 1.1.1 (Teorema de Recursién de Kleene). Para toda funciéon computable
fiw— w, existe n € w tal que @, = P(,.

Una aplicacién frecuente del Teorema de la Recursion se encuentra en su uso

para evitar circularidad en la definicién de funciones parcialmente A-computables
d4 que hacen referencia a su propio indice e.

1.2. Reducibilidades

En esta seccién compararemos conjuntos de niimeros naturales mediante distintas
medidas de complejidad que llamaremos reducibilidades.

1.2.1. Reducibilidad m y 1

Definicién 1.2.1. Sean A, B C w conjuntos. Diremos que,
(i) A es m-reducible a B, lo cual denotamos por A <, B, si y sdlo si existe una

funcién computable f : w — w tal que x € A si y sélo si f(x) € B. En este
caso, también diremos que A <, B via f.

Si ademés [ es inyectiva, diremos que A es I-reducibilidad a B, lo cual deno-
tamos por A <; B. En este caso, también diremos que A <; B via f.

(ii) A es m-equivalente a B, lo cual denotamos por A=, B, si y s6losi A<, By
B <, A.

(iii) A es I-equivalente a B, lo cual denotamos por A =1 B, siy s6losi A <; By
B <4 A.

Mostramos a continuacion algunas propiedades.
Ejemplo 1.2.1. Sean A, B C w conjuntos. Entonces,
(i) A <y B implica A <,,, B. En particular, A =; B implica A =, B.

(i) A@B={2n | ne€ A} U{2n+1 | n € B} es la menor cota superior del
conjunto {A, B} respecto de <,,.

(iii) Para cada n € w, A™ <; A+,
(iv) Para cada n € w, | J;cpyq A®D =1 A™.

Demostracion. (i) Se sigue de las definiciones de <; y <,,.
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(ii) Sea f : w — w tal que f(z) = 2x. Tenemos que f es computable y ademés
x € Asiysélosi f(z) € A® B. Luego, A <,, A @ B. Andlogamente,
B<,, A® B.

Sea C tal que A <,,, C via fy B <, C via g. La funciéon h : w — w tal que
h(z) = f(z/2) si x es par y h(z) = g((x — 1)/2) en otro caso, verifica que
x € A® B siysélosi h(x) € C. Por lo tanto, A& B <,,, C.

(iii) Sea s:w — w computable e inyectiva tal que:

A (y) = Y sixe A
s(@) indefinida en otro caso

Entonces,

reAW sVyecw: @f(i:))(y) e CID;L‘((;))(S(x)) 1 s(z) € AT,

(iv) La desigualdad A™ <; |];.,.1 AD es inmediata. Para verificar la otra des-
igualdad, para cada t <n + 1, sea s; : w — w funciéon computable e inyectiva
tal que z € AW si y sélo si s;(x) € A™. Definimos a s : w — w funcién
computable e inyectiva tal que:

A () = y size AD A A (si(2)) |
s(a) indefinida en otro caso

Se sigue que, ¥ € [cps1 AD siy sélo si s(z) € A™.
]

Proposicién 1.2.1. Las relaciones =,, y =; entre subconjuntos de w son relaciones
de equivalencia.

Demostracion. La reflexividad se sigue de que la funcion identidad es computable.
La simetria de las definiciones de =, y =;. La transitividad de que la composicion
de funciones computables es computable. |

El siguiente resultado nos dice que si dos conjuntos son 1-equivalentes, entonces
son iguales salvo por una permutacion computable.

Proposiciéon 1.2.2 ([Soa87] p. 24, Teorema de Isomorfismo de Myhill). Para cua-
lesquiera conjuntos A, B C w, A =; B si y solo si existe una funcién f : w — w
biyectiva y computable tal que f(A) = B.

Un par de conjuntos 1-equivalentes son el salto de Turing de un conjunto A y el
problema de la detencién relativo a A.

Ejemplo 1.2.2. Para todo conjunto A C w,
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(1) A =1 KA.
(i) A< K4yw\ A<, K4 en particular A <; A’y w\ A< A,

Demostracion. (i) La funcién f : w — w tal que f(x) = T(x,z)7, verifica la
desigualdad A’ <; KA.

Sea s : w? — w computable e inyectiva tal que:

{ 1 si @l (x) |

o4 =
S(G’x)(y) indefinida en otro caso

La funcién f : w — w tal que f(z) = s((z)1, (z)a) verifica la desigualdad
KA < A
(ii) Sea e € w tal que

A () xal(x) size A
€T fr—
¢ indefinida en otro caso

Definimos f : w — w tal que f(z) = "(e,x)”. Entonces f es computable,
inyectiva y es tal que z € A siy sélo si "(e,x)7 € K4, Por lo tanto, A <; K4.
De manera similar se demuestra que w \ A <; K A,

1.2.2. Reducibilidad Turing

Presentamos a continuacién un tipo de reducibilidad més débil que las reduci-
bilidades m y 1, pero que utilizaremos con frecuencia para comparar conjuntos de
naturales.

Definicion 1.2.2 (Turing-reducibilidad). Sean A, B C w conjuntos. Diremos que,

(i) A es Turing-reducible a B, lo cual denotamos por A <p B, siy sélo si A es
B-computable. Ademaés, diremos que A <7 B via e si ®5 = y 4.

(ii)) A es Turing-equivalente, a B, lo cual denotamos por A=t B, si y sélo si
A<r By B<r A

De entre todos los conjuntos de naturales, los computables son los conjuntos mas
simples respecto <r.

Ejemplo 1.2.3. Para todo conjunto A C w,

(ii) A es computable si y sélo si A=t ().
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Demostracion. El inciso (i) se sigue de que A es A-computable. El inciso (ii) de que
() es A-computable y de que A es computable si y s6lo si A es (-computable. |

Proposicion 1.2.3. La relaciéon =7 entre subconjuntos de w es una relacion de
equivalencia.

Demostracion. La reflexividad se sigue del ejemplo anterior. La simetria se obtiene
de la definicién de =7. La transitividad se sigue del hecho de que podemos construir
un programa que contenga a otro programa como subrutina.

Definicién 1.2.3 (Grados de Turing). Las clases de equivalencia obtenidas por la
relacion =1 se denominan grados de Turing. Al conjunto de todos los grados de
Turing lo denotamos por Dr.

A continuacién mostramos algunas propiedades relevantes de la Turing-

reducibilidad.
Ejemplo 1.2.4. Sean A, B C w conjuntos.

(i) A<,, Bimplica A <t B, pero el reciproco no se cumple. En particular, A=, B
implica A=t B.

(i) A'=p KA.
(i) A <p A"y es falso que A’ <p A.

(iv) A B={2n | ne AyU{2n+1 | n € B} es la menor cota superior del
conjunto {A, B} respecto de <r.

(v) A<y Bsiysédlosi A <, B'; en particular A <7 B implica A’ <r B'.
(vi) Para todo n € w, A = B implica A™ =, B,

Demostracion. (i) Sea f : w — w funcién computable tal que z € A si y sélo
si f(xr) € B. Definamos el programa PP que en una entrada z, devuelve
xs(f(z)). Se sigue que, ®Z = x 4. Por lo tanto, A es B-computable; i.e. A <p
B.

El reciproco es falso ya que dado A C w, se cumple w \ A’ <; A’ pero, como
veremos mas adelante, no ocurre que w \ A" <, A’

(ii) Se sigue del Ejemplo 1.2.2 y del inciso (i).

(iii) Se sigue del Ejemplo 1.2.2; del inciso (i) y del hecho de que A’ no es A-
computable.
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(iv) Por el Ejemplo 1.2.2 y el inciso (i) sabemos que A & B es cota superior de
{A, B} respecto de <p. Ahora bien, si C' C w es un conjunto tal que A <y C
via eg y B <7 C via e, entonces A ® B <p C via e, donde e € w es tal que:

) sixespar
1

Y (%1)  six es impar

(v) Si A <r B via eg, entonces definimos f : w — w tal que f("(e,x)") =" (e, x)”
donde €’ corresponde al programa que en caso de tener una instrucciéon de
oraculo A, la sustituye por el programa de ntmero ey. Tenemos que f es
computable y cumple que "(e,7)? € K si y sélo si "(¢/,x)7 € KB. Por lo
tanto, K4 <,, KB, ie A' <, B'.

Si A’ <,, B' entonces, por el Ejemplo 1.2.2, A <,, KZ via f yw\ A <,, KB
via g. Definimos el programa que en una entrada x, obtiene el valor de f(x)y
g(x), y ejecuta los programas (f(x)); y (g(x))1, con ordculo B, en las entradas
(f(x))2 v (g(x))2 respectivamente; si (f(z)); se detiene entonces el programa
responde que x € A; si (g(x)); se detiene entonces responde que x ¢ A.
Notemos que, dado que = € A 6 z ¢ A, nuestro programa anterior siempre se

detiene y devuelve la respuesta de x € A. Por lo tanto, A es B-computable,
ie. A ST B.

(vi) Se sigue del inciso anterior.

Si ocurre que A <7 B pero no B <t A entonces diremos que A <p B. Notemos
que esta nueva relacion no es reflexiva ni simétrica sino sélo transitiva.

Corolario 1.2.1. Para todo A C w conjunto, A <p A’.

Denotamos por 0 a su grado de Turing a la clase de equivalencia de (), por 0’ a
la clase de (' y por 0™ a la clase de (™).

Para denotar al grado de Turing de un conjunto A usaremos la letra a, para
denotar el grado del salto de A escribimos a’ y de manera similar para los demas
saltos y demads letras del alfabeto.

Diremos también que un grado de Turing a es un grado de Turing computable
enumerable o recursivo enumerable si y solo si algin representante de a es un
conjunto computable enumerable. Notemos que esta definicion no depende del
representante que se elija.

A partir del orden <7 podemos inducir un orden sobre los grados de Turing
como sigue.

Definicién 1.2.4. Sean a y b grados de Turing. Diremos que,

(i) a < b siy sblo si A <r B para algunos conjuntos A, B en los grados a y b
respectivamente.
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(i) a < b siy sélo si a < b pero no ocurre que b < a.

Notemos que < de la definicién anterior no depende de que conjuntos A y B se
elijan. Una observacion sobre <y < es la siguiente.

Proposicién 1.2.4. (a) Para cualesquiera grados de Turing a, b y ¢ se cumple
lo siguiente.
(i) a < a.
(i) Sia <by b < a entonces a =b.
(iii) Sia < by b < c entonces a < c.

(b) Para cualesquiera grados de Turing a y b se cumple lo siguiente.

(i) Es falso que a < a.
(7i) Si a < b entonces es falso que b < a.
(711) Sia <by b < c entonces a < c.

Demostracion. La demostracion se sigue esencialmente de las propiedades de <r y
de la definicién de <7. [ |

Corolario 1.2.2. (D7, <) es un orden parcial.

1.3. Computabilidad Enumerable y Jerarquia
Aritmética

En esta seccién introduciremos dos conceptos intimamente ligados por el Teore-
ma de Post: computabilidad enumerable y jerarquia aritmética.

1.3.1. Jerarquia Aritmética

La Jerarquia Aritmética es una clasificacion de conjuntos de naturales con base
en la complejidad de las formulas que los definen. Las férmulas mas simples son
aquellas libres de cuantificadores, y la complejidad aumenta conforme la cantidad
de veces que alternamos los cuantificadores V y 3.

Definicién 1.3.1. Sean A C w un conjunto y ¢ una féormula de primer orden finita
en el lenguaje de la aritmética de Peano extendido a A, N4 = (w;0,1,+, x, <, €4).
Diremos que

(i) @ es 28"4 (también Hg’A) si y s6lo si p es logicamente equivalente a una N -
férmula acotada, i.e. a una N4-férmula de primer orden finita que se obtiene
de aplicar una cantidad finita de veces cuantificadores del tipo Vo < y 6 dx < y
a una N4-férmula libre de cuantificadores.
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(ii) ¢ es Z?{fl (respectivamente H?l’fl) si y so6lo si @ es logicamente equivalente a
una N4-férmula de la forma Jx1p (resp. Vary) donde ¢ es 194 (resp. $%4).

Como notacién, en las definiciones anteriores omitimos a A cuando A = 0.
Definicién 1.3.2 (Conjunto Aritmético). Sean X, A C w conjuntos.

(i) Diremos que X es X%4 (respectivamente I1%4) si y sélo si X es definible por
una N4-férmula de primer orden finita que es Y94 (resp. 11%4).

(i) Diremos que X es A% i y sélo si X es 04 y 1194,
(iii) Diremos que X es A-aritmético si y sélo si X es X046 194 para algtin n € w.
Como notacién, en las definiciones anteriores omitimos a A cuando A = 0.

La relacién que existe entre las familias de conjuntos ¥%4 y I1%4 es bajo la
operacion de tomar complementos.

Proposicién 1.3.1. Sean X, A C w conjuntos.
(i) X es 04 siy sélo si w\ X es 1194,
(i) Si X es ¥%4 (respectivamente I1%4) entonces para todo m > n, X es A%A.

Demostracion. (i) Se sigue de que —Vz1) es 1dgicalmente equivalente a 3x—) y de
que —3x2) lo es a Vz—), para toda N4-formula de primer orden finita 1.

(ii) Se sigue de que podemos cuantificar una N4-férmula de primer orden finita
con mas cuantificadores que no afecten la férmula.

Teorema 1.3.1. Sea A C w conjunto.

(i) La familia de conjuntos de w que son Y04 (respectivamente TI%4) es cerrada
bajo uniones e intersecciones finitas.

(i5) A% C 304 C ALA 4 ADA C T104 C A%A parg todo 1 < n < m.
(iii) LA € TI0A 4 104 & 3204,
Demostracion. Sean A, B € ¥4 tales que
A={zew | Cy)(vy) - @@y, yn)}
B={rxecw | (Fz)(Vz2) - :¥(x,21, ..., 2n) }

entonces:
r€ AUB & (Ely1>(vy2) T So(xayla 7yn) \% (Elzl)(VZQ) T 1/’(51572’17 "'7ZTL)

& (Fy)Bz)(Vy2) - (@(m, Y1, Yn) V (T, 21, 0 20))

< (Fuy)(Vug) - o, (ug), oy (un)1) V0 (x, (u1)2, ey (Un)2)
Por lo tanto, AU B € %4, La demostracién para la interseccién es similar. Los

incisos (ii) y (iii) se siguen del Teorema 1.3.3.
|
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O

Figura 1.1: Jerarquia aritmética relativa a A.

Es posible definir una relacién sobre conjuntos de w como sigue.

Definicién 1.3.3 (Equivalencia Aritmética). Dados dos conjuntos X, Y C w, dire-
mos que:

(i) X es aritméticamente reducible a Y, lo cual denotamos por X <, Y, si X es
Y -aritmético.

(ii) X es aritméticamente equivalente a Y, lo cual denotamos por X =4 Y, si X
es Y-aritmético.

En la siguiente seccion, veremos que =4 es una relacién de equivalencia.

1.3.2. Computabilidad Enumerable

Hemos visto que para un conjunto X que no es A-computable, no podemos
decidir la pertenencia a X con un programa con oraculo A. Sin embargo, podemos
debilitar la condiciéon de ser A-computable requiriendo que nuestro programa no
nos dé informacién de w \ X, sino unicamente de X. Es decir, para concluir que
x € X bastard que nuestro programa se detenga en x y, en caso contrario, no es
posible tener mayor informacién. En este sentido, los conjuntos considerados son
casi A-computables.

Definicién 1.3.4 (Conjunto Computable Enumerable). Dados dos conjuntos
X, A C w, diremos que X es A-computable enumerable si y s6lo si X = ) 6 existe
una funcién A-computable f : w — w tal que rango f = X. Si, ademds f = &4,
diremos que X es A-computable enumerable via e.

En ocasiones, solo diremos que X es A-c.e.. También diremos que X es semi
A-decidible 6 semi A-computable. Omitimos a A de la definicién cuando A = 0.

Es posible caracterizar a los conjuntos A-c.e. de la siguiente forma.

Teorema 1.3.2. Dados X, A C w conjuntos, las siquientes son equivalentes:

(i) X es A-computable enumerable.
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(ii) Existe una funcién parcialmente A-computable f : w - w tal que rango f = X.
(iii) X es 294

(iv) X =WA={rew | ®z) |} para algin e € w.

(v) X es el dominio de alguna funcion parcialmente A-computable.

(vi) X <., KA.
(vit) X <,, A"

Demostracion. (i) < (ii). Ver que (i) implica (ii) es inmediato. Demostremos que
(ii) implica (i). Si X =0 6 X = w, el resultado es claro. Supongamos que X # 0,
X # w y rango ®! = X para algiin e € w. Sea ng € X y definamos a f : w — w
como la funcién tal que

®A(n) sine WL, \ W
no otro caso

s -
Tenemos que f es A-computable y es tal que rango f = X.
(41) = (). Si f(z) = U(minge, T*(e, x,y)) para algtin e € w, entonces
X={rcw| ycw: T, z,9)}.
(iii) = (iv). Supongamos que X es definible por una férmula ¢(z) que es X9

Sea, ()
x si o(x
flx) =1 . :
indefinida  en otro caso
La funcién f es parcialmente A-computable; luego f = ®4 para algin e € w.
Ademds z € X siy sélo si ®2(z) |; por lo tanto, X = WA

(iv) = (v). Es inmediato.

(v) = (vi). Supongamos que X = dom &4 para algiin e € w. Sea f : w — w tal
que f(z) = "(e,z)". Tenemos que f es computable y satisface que = € X si y sélo
si f(x) € K4 ie X <,, KA.

(vi) & (vid). Se sigue de A’ =, K*.

(vi) = (ii). Supongamos que X <,, K“ via f. Sea g : w - w la funcién parcial
tal que

T si f(x A
9(96):{ flo) € K

indefinida  en otro caso
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La funcién g es parcialmente A-computable y satisface que rangog = X.

Ejemplo 1.3.1. Sea A C w un conjunto. Entonces,
(i) Los conjuntos K4 y A’ son A-computable enumerables.

(ii) Todo conjunto A-computable es A-computable enumerable, pero el reciproco
no es cierto; de hecho un conjunto X es A-computable si y sélosi X y w\ X
son A-computable enumerables.

Demostracion. (i) Se sigue de (vi) y (vii) del Teorema 1.3.2.

(ii)) Si X <y A entonces X <,,, X' <, A yw\X <, X' <, A, luego por
(vi) del Teorema 1.3.2 tenemos que X y w \ X son A-computable enumera-
bles. Pero, por ejemplo, A’ es A-computable enumerable y no es A-computable.

Supongamos que X y w \ X son A-computable enumerables via ey y e; res-
pectivamente.

Sea P4 el programa que en una entrada x ejecuta ey y e; en cada nimero
natural n, comenzando por 0, y se detiene hasta obtener de alguno de las
dos ejecuciones la entrada x. Si ey devolvid x entonces el programa responde
x € X si fue e; entonces el programa responde x ¢ X y, en cualquier caso, se
detiene. Como x € X 6 € w \ X, nuestro programa siempre se detiene. Por
lo tanto, X es A-computable.

|

Teorema 1.3.3 (Teorema de Post). Para cualesquiera dos conjuntos X, A C w y
cualquier n € w, X es A™-computable enumerable si y solo si X es un conjunto

0,A
DIrie

Demostracion. Demostremos el resultado por induccién sobre n. Comencemos

con la suficiencia. Sabemos que si X es A-computable enumerable entonces X es
. . 0,A @

definible por una férmula X%, Si X es AFD-computable enumerable entonces

X es definible por una férmula i que es E?’A<n+l). Por hipétesis inductiva, como
At es A _c e tenemos que A™HY es definible por una férmula ¢ que es Eg’fl.
Reemplazando las apariciones de los predicados de la forma t; € A™*Y por ¢(t;) en
1 de manera adecuada, obtenemos una férmula que es E?L’fQ.

Demostremos ahora la necesidad. Sabemos que si X es definible por una férmula
que es E?’A, entonces X es A-computable enumerable. Ahora supongamos que X es
definible por una férmula que es 221‘2, digamos de la forma Jz¢p donde ¢ es H%fl.
Sea Y el conjunto definido por —p. Por hipétesis inductiva, Y es A™-c.e., luego
Y = WA™ para algin e € w. Entonces X es A™D_c.e. via el programa que en un
input x, verifica por cada z si (e, z) € A"V; en caso afirmativo tenemos z € Y,

i.e. =p(z), por lo que continuamos dicha verificacién con z + 1; en caso negativo
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tenemos z ¢ Y, i.e. p(z), lo cual implica que Jzp(z,z), es decir z € X, por lo que

el programa se detiene y devuelve x.
|

Enseguida enunciamos algunas consecuencias inmediatas del Teorema de Post.

Corolario 1.3.1. Para cualesquiera X, A Cw y n € w, X es A™-computable si y
s6lo si X es un conjunto A%fl.

Corolario 1.3.2. Sean XY, Z C w conjuntos.

(i) SiY <,, X v X es %4 entonces Y es 204

(ii) Si X es Y-aritmético y Y es Z-aritmético entonces X es Z-aritmético.
Corolario 1.3.3. =4 es una relaciéon de equivalencia en los subconjuntos de w.

Corolario 1.3.4. Para cada XY C w, X <, Y si y sélo si existe n € w tal que
X <p Y™,

A continuaciéon presentamos un par de ejemplos de conjuntos que no son A-
computable enumerables.

Ejemplo 1.3.2. Dado un conjunto A C w, los siguientes conjuntos no son A-
computable enumerables:

(i) w\ A"
(i) TA={ccw | Vr €w: ®X(z) |} = {e €w | D2 es total}.
Demostracion. (i) Se sigue de que A’ no es A-computable pero si es A-c.e.

(i) Supongamos que T sf es A-c.e. Sea f : w — w funcién computable tal que
rango f = T*. Definamos ¢ : w - w tal que g(z) = CDJf‘(x)(x) + 1. Notemos que
g es total. Por lo tanto, existe ny € w tal que g = (P?(no). Luego, @?(no)(no) =

g(ng) = @‘;‘(no) + 1, la cual es una contradicciéon. Por lo tanto, T no es A-c.e.
[

Corolario 1.3.5. (i) La propiedad sobre conjuntos de w de ser A-computable
enumerable sobre los conjuntos de w es invariante bajo m-equivalencia (por lo
tanto bajo l-equivalencia), pero no bajo Turing-equivalencia.

(ii) La propiedad sobre conjuntos de w de ser X% es invariante bajo m-
equivalencia (por lo tanto bajo l-equivalencia), pero no bajo Turing-
equivalencia.

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.3.2 y del Corolario 1.3.2. Ademaés, A" =¢

w\ A, pero w\ A’ no es A-c.e. De manera similar, ocurre para la familia de conjuntos
04, |
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1.4. Salto de Turing Transfinito

Hemos mencionado que la operacién A — A’ puede iterarse una cantidad
finita de veces. No obstante, podemos extender esta nocién realizando su iteracién
una cantidad transfinita de veces. La diferencia es que en esta ocasién debemos
tener precaucién sobre la cantidad de veces que la aplicamos para evitar caer en
ambigiiedades.

Definicién 1.4.1 (Orden Lineal y Buen Orden computable). Sea X C w un con-
juntoy £ = (L, <p) un orden lineal tal que L C w" para alginn € wy <;C L x L.
Diremos que L es X -computable si L y < son conjuntos X-computables. Un buen
orden L es X-computable si es X-computable como orden lineal.

Ejemplo 1.4.1. Para cada n € w, (W", <), donde <., es el orden lexicografico
usual, es un buen orden computable. Notemos que para n = 1, <;., se vuelve el
orden usual < en w.

Demostracion. El conjunto w™ es computable. Ademas, se puede verificar de forma
computable cuando dos elementos T = (x1, ..., Z,,), 5 = (y1, ..., Yn) € W™ son tales que
T <je §. Por lo tanto, <., es computable. [ |

Ejemplo 1.4.2. Para cada X C w, (X', <) donde < es el orden usual en w es un
buen orden que es X’'-computable pero que no es X-computable.

Es posible establecer un isomorfismo de orden entre el conjunto de ntmeros
racionales con un subconjunto de w x w. Abusando de la notacién, también nos
referiremos a este conjunto por Q.

Ejemplo 1.4.3. (Q, <) es un orden lineal computable que no es un buen orden,
donde < es el orden usual en Q.

Ejemplo 1.4.4. (w<¥, <fp) es un orden lineal computable que no es un buen orden,
donde para cada 0,7 € W, 0 <gp T siy sélosi o D716 0(i) > 7(i) donde i es el
menor natural tal que o (i) # 7(i). A <gp lo llamamos orden de Kleene-Brouwer.

De entre los ordinales sobre los que podemos iterar, identificamos a aquellos que
cumplen con una condicién de computabilidad.

Definicién 1.4.2 (Ordinal computable). Sea X C w un conjunto, diremos que un
ordinal « es X-computable si y s6lo si existe un buen orden £ = (L;<y) que es
X-computable y es de tipo de orden «.

Si a es (-computable, inicamente diremos que « es computable.

Proposiciéon 1.4.1. Sea X C w, si a es un ordinal X-computable y § < « entonces
B es X-computable.

Demostracion. Se sigue a partir de que podemos encontrar un buen orden de tipo
de orden (8 contenido en un buen orden de tipo de orden «. |
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Proposiciéon 1.4.2. Sea X C w un conjunto. Si a es un ordinal X-computable,
entonces a + 1 también es X-computable.

Notemos que cada natural n € w es un ordinal computable. Mas ain, como
() <7 X, entonces cada n € w es un ordinal X-computable. Por lo tanto, existe una
infinidad de ordinales X-computables.

Observemos también que: dado que existe una cantidad numerable de programas
con oraculo un conjunto X C w, debe haber una cantidad a lo mas numerable de
ordinales X-computables. Como existe una infinidad de dichos ordinales, tenemos
que existe una cantidad numerable de ordinales X-computables.

De donde, existe un ordinal a que no es X-computable; de hecho existe una
cantidad no numerable de ordinales que no lo son.

Definicién 1.4.3 (Ordinal de Church-Kleene). Sea X C w conjunto. Definimos

w8 (X) = min{a € Ord | « no es X-computable}

Denotamos tnicamente por wS'E a w{K ().

Algunas observaciones inmediatas de la definiciéon son las siguientes.
Proposicién 1.4.3. Sean XY C w conjuntos. Entonces,

(i) w{E(X) es un ordinal numerable y limite.

(i) Si X <7 Y entonces w{*(X) < wfE(Y). Por consiguiente, si X =7 Y enton-
ces WK (X) = wPE(Y).

(iii) Para todo a < w®(X) ordinal, o es X-computable. Si a > w¢® (X)) entonces
a no es X-computable.

(iv) Para todo n € w, w" < W&k,

Es posible obtener explicitamente un buen orden que no sea X-computable y que,
de hecho, tenga tipo de orden w{* (X)), de la siguiente forma: es posible obtener una
enumeracion computable { L, : e € w} de los 6rdenes lineales computables, definimos
el conjunto:

O ={ecw | L. es un buen orden X-computable}.

Proposicion 1.4.4. El buen orden £ = 3 .cox L. es un buen orden que no es
X-computable y que ademas tiene tipo de orden w&(X).

Demostracion. Sea a el tipo de orden de £. Si o < w8 (X) entonces existe e € OX
tal que L, tiene tipo de orden «. Por lo tanto, de la definicién de a tendriamos que
a < a, la cual es una contradiccién. Por lo tanto, a > w{(X). Por otro lado, todo
segmento inicial de £ esta contenido en una suma finita de érdenes L.. Por lo tanto,
dicho segmento X-computable y tiene como tipo de orden un ordinal 8 < W (X).

Como « es el supremo de los tipos de orden de sus segmentos iniciales, tenemos que
a < wfE(X). Por lo tanto, o = w{(X). [
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Retomemos nuestro propoésito inicial y extendamos la operacién de salto de Tu-
ring para ordinales. Comenzamos enunciando la siguiente definicion.

Definicion 1.4.4 (Jerarquia de Salto). Sean A C w un conjunto y £ = (L; <) un
buen orden. Una jerarquia de salto en L relativa a X es un conjunto H C L x w tal
que

Hlocl — x

Ya € L\ {0z} : H = (fl<eely (JS)

donde

HYl={necw | (a,n)c H}

Hi<edd={(Bn)eLxw | B<cay(B,n) € H}.

Proposicién 1.4.5. Para todo conjunto X C w y todo buen orden £ = (L;<,)
existe una unica jerarquia de salto relativa a X en L.

Demostracion. Definimos a las columnas de la jerarquia H por recursion transfinita
segtin la propiedad (JS), y definimos a H = J,c; ({a} x H!®l). Por construccién, H
es una jerarquia de salto en L relativa a X.

Para verificar la unicidad, utilicemos induccién. Supongamos que J es otra je-
rarquia de salto. Entonces, HI%l = X’ = Jl02l. Ademas, si a € L es tal que para
todo 8 < a, H¥) = JIB! entonces

Hlol — (H[<ca})’

= U {8} x H7)

B<a

= J {8} x I

[B<a
— (J[<£a])/
— Jl

Definicién 1.4.5. Sean X C w un conjunto y £ = (L; <) un buen orden.
(i) Denotamos por X £ a la tinica jerarquia de salto en £ relativa a X.

(ii) Si 8 € L, denotamos por X#) a la tinica jerarquia de salto en £ | 3 relativa a
X.
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Observacion. Notemos que en el caso finito, nuestra nocién de salto coincide con la
nocion de salto de Turing. En efecto, dado X C w y £ un buen orden computable y
numerable, entonces

gzl — x7
Hlrcl — (H[<£7LL])’

- (Ut H“‘ﬂb)l

<n

112

(Uttier < xoom))

i<n
= (X
= X+,

La definicion de X(® depende del buen orden £. En lo sucesivo, buscaremos
demostrar que para los ordinales a < w{%(X), X estd bien definido salvo
Turing-equivalencia.

Lema 1.4.1. Sean X C w, «, 8 buenos érdenes isomorfos que son X-computables,
f o — [ un isomorfismo y H, la jerarquia de salto de a relativa a X. Entonces
para todo a € a, f [ acy <r Hl[j] uniformemente en a*.

Demostracion. Construyamos por recursion transfinita efectiva una funcion compu-
table a > e, tal que f | ac, <7 H via e,. Si a = min a entonces f | a, <r 0.
Consideramos a e, como el programa usual que verifica ) < H ([)“]. Supongamos que
dado a € a, tenemos un indice ¢ de una funcién parcialmente computable ¢ — e,
definida en a,, tal que f | ac. <r H! via e,.

Construyamos a e, de forma computable a partir de a e 7. Definimos el programa
que dado a € «, determina utilizando X’ si a es un elemento limite de o; 6 a = b+ 1
y beslimite; 6a=0b+1yb=c+1°.

Como X’ <7 H! en el proceso anterior utilizamos al oraculo H%. Si a es
limite entonces como f [ aeq = Uec o f | <., basta considerar el programa que
recibe como input ¢, después verifica si ¢ <, a; en caso afirmativo obtiene e.,; via
iy calcula f(c) via e.;1; en caso negativo entra en ciclo infinito. Devolvemos a e,
como el indice de este programa.

4Uniformemente en a significa que existe un programa cuyo input es a y devuelve un indice e,
que verifica f [ acqy <7 H([Xa].

5Para cualesquiera a,b € o, a = b+ 1 si y sélo si =3¢ € a : b <, ¢ <o a. Por lo tanto, un
elemento a € « es sucesor si y sélo si 3b € a: b+ 1 = a. Un elemento a € a es limite si y sélo
si -3db € o : b+ 1 = a. Por lo tanto, la proposiciéon que expresa ser sucesor en « es Eg’X y de ser

s . X . .
limite es Hg’ . Por lo tanto, verificar ambos casos es posible con X’.
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Sia =0b+1y beslimite entonces f [ ac, = f [ acp,U{(b, f(b))}. Como b es limite
aplicamos el programa definido en el caso limite anterior para calcular los valores
f(c) para ¢ <, b. Para calcular f(b), notemos que f(b) = min 5\ rango f [ ay, por
lo que calcular dicho valor es suficiente f | o ,°.

Por tltimo si a = b+ 1y b = ¢+ 1 entonces utilizamos H’ para obtener los
valores f(e) para e < b. Por otro lado, como f(b) = f(c) + 1, con X’ obtenemos
dicho valor a partir de f(c). En cualquier caso obtenemos de forma computable el
indice e, que verifica f | o, < H,

[

Teorema 1.4.1. Si«, 3 son buenos ordenes X -computables del mismo tipo de orden,
entonces X(@) =, X8,

Demostracion. Sean H, y Hg las jerarquias de salto de a y 3 relativas a X. Del
lema anterior tenemos una funcién computable a — e, tal que f | ac, <7 H via
.. Construyamos por recursién transfinita efectiva’ una funcién a ~ i, tal que
H g (@) <r H ([f} via i,. Si a = min «, entonces la desigualdad se vuelve X' <p X'
de donde i, es el indice usual que verifica dicha condiciéon. Ahora, dado a € «a,
supongamos que tenemos un indice para la funcién parcial ¢ — . que verifica

Y <7 1Y via i, ie. &7 = gYO)
Busquemos un indice que verifica H /[ff @ <, H [<al ytilizando a H!% como ordcu-
lo. Notemos que

HEO — | {d} x HY = UL} x B = J{f(0)} x &

d<f(a) c<a c<a

Por consiguiente, H }ff @ <, (f T acq) @ HIS9 via el programa que recibe la

entrada (d, k); verifica si d = f(c) para algin ¢ € w con X’ <p HI<9: en caso

[
afirmativo, via 1. verificamos si @g ‘L“C](k) = 1, lo cual en caso afirmativo nos dira
finalmente que (d,k) € H Ef (a)]; en caso negativo en alguna de las verificaciones
obtendremos que (d, k) ¢ H[[;f(a)].

Resta verificar que f | a., <7 H[<9. El indice i, que buscamos definir, identifica
utilizando X’ si a es limite en o 0 bien ¢ = b+ 1 en « para algin elemento b € «. Si
a es limite ya sabemos como calcular f(c) con el ordculo H! via e.; i.e. obtenemos
la reduccién f | ac, <p HISYU. En caso de que a = b+ 1 en «, sabemos que
[l ace=f1aqU{(b f(b)} Porlo que para calcular f(c) para ¢ <, b basta

6En efecto, un elemento d € 3 es tal que d ¢ rango f | ap siy sélosiVe € a:c <, b= f(c) #
d. Y d € § es el minimo tal que d ¢ rango f | <y siy sélo sid ¢ rango f [ acy AVe < adh < e:
f(h) = e. Por lo tanto, para calcular el valor f(b) verificamos propiedades que se pueden calcular
con (f | acp).

"Una definicién del método de construccién por recursién transfinita efectiva puede consultarse
en B.1.2.
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considerar la reduccion, que utiliza e, f [ acp <r H, g’] <r H };al. Por otro lado,
para calcular f(b), lo hacemos utilizando H, gl]. Por lo tanto, en el proceso utilizamos
H!9 para obtener un indice para la reduccién H l[ff @ <. H [<a],

Asi, utilizando H!* podemos obtener un indice para

fla fla a a
1Y = (O <, (il = 1)

Es decir, podemos obtener un indice e, de forma computable para H g (@ <r
H C[f]. De esta forma concluimos nuestra construccién por recursion. Por lo tanto,
X (@ < X®) via la reduccién uniforme en a, H y @I <. Hl? De manera anéloga, se

verifica la desigualdad X®) < X@ Porlo tanto, X@ =, X6,
[ |

El teorema anterior nos dice que la definicién de X(® estd bien definida salvo
CK

Turing-equivalencia, para cualquier ordinal a < wi™ (X).

Definicién 1.4.6 (Salto Transfinito de Turing). Sean X C w un conjunto, o <
w{E(X) un ordinal y £ = (L, <p) un buen orden X-computable de tipo de orden a.
Definimos el a-ésimo salto de Turing de X como la jerarquia de salto en L relativa
a X, la cual es denotada por X (®. También nos referimos a dicho salto como el salto
transfinito de X «-veces.

Observacién. Para todo X C w conjunto y a < w{® (X)) ordinal, el salto transfinito
de X a-veces estd bien definido salvo Turing-equivalencia.

Ademas, el salto transfinito definird una funcién que preserva la Turing-
equivalencia.

Proposicion 1.4.6. Para cualesquiera X,Y C w, si X =1 Y entonces para todo
a < wf(X), se cumple que X (@) =7 Y@,

Demostracion. Sean £ = (L, <) buen orden X-computable de tipo de orden «a y
X V(&) jerarquias de salto en L relativas a X e Y respectivamente. Demostremos
que para cada a € L, (X®©)a =4 (YE)lal Si g = 0, entonces (X ©))0 = X =,
Y' = (YY) Supongamos que para b <, a, se cumple (X =, (V)L
Entonces,

(X ENlal = ((x©)[<zaly
= U({p} x (X))

b<a

=r [J({b} x (V)

b<a
_ (V©)<caly
_ (Y(C))[a]
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Concluimos que para cada a € L, (X))l =, (YO)lal, Por 1o tanto,

X = | ({a} x (X))

a€L

=r J{a} x (Y9

acl

—y®

Por lo tanto, X©) =, Y©) lo cual implica que X =, Y@, ]



Capitulo 2
Conjetura de Martin

La Conjetura de Martin es un enunciado que busca describir completamente a
las funciones Turing-invariantes que son definibles. En este capitulo nos dedicaremos
a dar las definiciones y resultados necesarios para enunciar la conjetura. También,
desarrollaremos la soluciones para el caso uniforme dadas en [SS88], [Ste82] y [Cor21].

2.1. Medida de Martin

De ahora en adelante, identificaremos cada conjunto de naturales A C w con su
funcién caracteristica x4 : w — {0, 1}, tal que para cada n € w:

ue={y 254

También identificaremos a cada funcién =z : w — {0,1} con el conjunto de
naturales A, = {n € w | z(n) = 1}. Omitiremos el subindice x cuando quede
claro en el contexto. De esta manera, dadas x,y € 2, entenderemos que x < y si
A, <r A,. Damos una definicién similar para la reducibilidad <, y equivalencias
=r y =4. Denotaremos por x al grado de Turing de A,, el cual también lo
entenderemos como el grado de Turing de x.

Introduciremos una nocién de conjunto grande en los grados de Turing y en 2“.

Definicion 2.1.1 (Cono de Turing). (i) Dado x € Dy, definimos al cono de gra-
dos de Turing con base x como el conjunto Cono(x) ={y € Dy | y > x}.

(ii) Dado = € 2“, definimos al cono de reales con base x como el conjunto
Cono(z) ={y €2* | y >r z}.

Observacion. Si x,y € Dy son tales que x <y entonces Cono(y) C Cono(x).

También tenemos las siguientes observaciones.
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Observacion. Cada cono de reales esta relacionado con un cono de grados de Turing
de la siguiente forma: dado z € 2¥, y € Cono(x) si y sélo si y € Cono(x) para
todo y € 2¢. Es decir, Cono(z) = 7~ (Cono(x)), donde 7 : 2¢ — Dr es la funcién
cociente tal que 7(x) = x.

Observacion. Para cada x € 2¥, Cono(z) es un conjunto boreliano de 2¢. Por lo
tanto, Cono(x) estd en la o-algebra cociente de Dr.

Demostracion. Notemos que para cada y € 2¢, y € Cono(x) si y sélo si Je € w :
Vn € w: ®¥(n) = z(n). Como Cono(x) = 7~ !(Cono(x)), tenemos que Cono(x) esta
en la o-algebra cociente! de Dr. ]

La motivacion detrds de la definicion de un cono de Turing recae en que
nos proporciona una nocién de limite en los grados de Turing o en 2%, segin
corresponda. Por ejemplo, si tenemos una propiedad P(x) en X = Dy 6 X = 2¢
que se satisface en un cono C, entonces para cada x € X, existe y € C? tal que
para cada z >y (6 bien z >7 y), se cumple P(z). En este sentido, entendemos que
la propiedad P(x) se satisface en el limite.

Asumiendo el Axioma de Determinacion junto con el Axioma de Elecciones
Dependientes® (ZF+AD+DC), introduciremos una medida en los grados de
Turing, conocida como medida de Martin, que considera grandes a los conjuntos
que contienen un cono de Turing. Si asumimos el Axioma de Eleccién (ZFC),
nuestro estudio se limita a considerar conjuntos borelianos. Un resultado importante
debido a D. Martin es el siguiente.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Martin de conos de grados de Turing, ZF+AD+DC).
(i) Para todo A C Dy, eziste v € Dy tal que Cono(x) C A 6 Cono(x) C Dy \ A.

(ii) La familia de conjuntos

U={ACDy | 3x € Dy : Cono(x) C A}
es un ultrafiltro no principal en Dr.

(iii) La funcion i : P(D7) — {0,1} tal que

Mﬁz{l siAel

0 siA¢lU

es una medida en Dp. A i la llamamos medida de Martin en los grados de
Turing.

IPara més detalles de la o-4lgebra cociente, consultar A.3

2Si z es la base del cono, entonces basta definir y = z V x. De manera similar, se define y para
el caso 2¢.

3Para més detalles sobre este axioma, mirar las secciones C.2 y C.3 del Apéndice.
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Demostracion. (i) Definimos A* = {z € 2* | x € A} = 77 !(A). Consideremos el

(iii)

siguiente juego de elementos en w:
I Qo as

1I aq as

En este juego, el jugador I gana si y sélo si a = (a,)nen € A*. Por el Axioma
de Determinacién AD, este juego estd determinado. Por lo tanto, existe una
estrategia ganadora para I o para II. Supongamos que la estrategia ¢ : w<* —
w existe para [. Sea ¢ : w — wW<* una biyeccién efectivamente calculable,
definimos z : w — w tal que z(n) = ¥ (p(n)).

Afirmamos que Cono(x) C A. Sea y € Cono(x), en particular x <r y. La
partida en la que el jugador II juega la sucesion y y el jugador I responde
conforme le dicta la estrategia 1, forma la sucesién a = (a(0),y(0),a(2),...).
Como y(n) = a(2n + 1), tenemos que y <7 a. Por otro lado, como a(2n +
1) =y(n) y a(2n) = P(yo, -, Yon—2) = (¢ (Yo, .-, Y2n—2)) tenemos que a <r
(20, Yo, 1, ...). Ademas como y > x tenemos que xVy = y. Por lo tanto,
y <a<xVy=y,locual implica que y = a. Como I jugd con una estrategia
ganadora, a € A*, de donde a € A, es decir y € A. Por lo tanto, Cono(x) C A.

Si el jugador II tiene una estrategia ganadora, aplicamos un razonamiento
similar. En este caso, tendremos que Cono(x) C Dy \ A.

Es claro que () ¢ U y Dr € U. Si A B € Z;{, entonces existen x;,x, € Dy
tales que Cono(x;) C A y Cono(xz) € B. Entonces, como x; < x3V Xg y

x5 < X1 V Xz tenemos que Cono(xy V x3) € AN B. Por lo tanto, AN B € U.
Es facil ver que U es cerrado bajo superconjuntos. Por lo tanto, U es un
filtro. Por el inciso (i) anterior, tenemos que U es un ultrafiltro. Ahora bien,
como todo cono Cono(x) tiene a al menos a los elementos distintos x y x', el
ultrafiltro U no puede contener un conjunto singular {z} para algtiin z € Dr.

Concluimos que U no es principal.

Como 0 ¢ U, i() = 0. Demostremos que fi es o-aditiva. Sea {A, }ne, una
sucesion disjunta de subconjuntos de D7. Notemos que a lo mas un conjunto
A; puede contener un cono de Turing. En efecto, si A;, A; contienen conos de
Turing e ¢ # j, entonces A;, A; € U, por lo que ) = A; N Aj € U, la cual es
una contradiccion.

Ahora bien, distingamos de dos casos: algiin A; contiene un cono o ninguno
contiene un cono. Si algiin A; contiene un cono, entonces existe x € Dr tal
que Cono(x) C A;. Por la observacién anterior, fi(A,) = 0 si y sélo si n # i.
También, como Cono(x) C A; C U,e, An tenemos que U,e, An € U. Asi,
ﬁ(UnEUJ An) =1= :E“(Az) = ZnEw ﬁ(An)
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Si ningtn A,, contiene un cono entonces fi(A,) = 0 para todo n € w. Por
el inciso (i), Dy \ A, tiene un cono Cono(x,) para todo n € w. Definimos
r:w — w tal que z("(n,m)7) = z,(n). Se cumple que x,, < x para toda
n € w. Por lo tanto, Cono(x) C M,c, (D7 \ 4,). Asi, i(Nyew Dr \ 4,) = 1.
Utilizando el caso anterior, (D7) = fi(Unecw An) + A(Npew D1 \ 4,). Por lo
tanto, A(Unpey An) =0 = Zpey fi(An).

|

Corolario 2.1.1 (ZFC). El Teorema de Martin de conos de grados de Turing es
valido cuando nos restringimos a conjuntos borelianos.

Definicién 2.1.2 (Turing-invariante).

(i) Sea C' C 2¥ un cono de Turing. Una funcién f : C' — 2¢ es Turing-invariante
si y sélo si para todo x,y € C, si x =r y se tiene que f(x) =1 f(y).

(ii) Un conjunto A C 2¥ es Turing-invariante si y solo si para todo x,y € 2, si
r €Ay x =pyentonces y € A.

La importancia de tener una funciéon Turing-invariante radica en lo siguiente:
si f:2¥ — 2 es Turing-invariante, a partir de ella podemos inducir una nueva
funcién f : Dy — Dy tal que f(x) = [f(z)]r. Si x = y entonces x =r y, lo cual
implica f(z) =7 f(y), por lo que f(x) = [f(2)]r = [f(y)]r = £(y). Por lo tanto, f
esta bien definida. En este caso, diremos que f es representable. Asi, toda funciéon
Turing-invariante induce una funcién representable.

Proposicién 2.1.1. Para cada n € w, la funcién f : 2* — 2 tal que f(z) = 2™
es una funciéon boreliana Turing-invariante.

Demostracion. Demostremos el resultado por inducciéon sobre n. Sin = 1, del Lema
del Limite (Teorema 1.1.3), la funcién x +— 2’ en 2¥ puede escribirse como limite
puntual de funciones continuas. Por consiguiente, la funcion es boreliana. Para n+1,
la funcion z +— 2 es la composicién de funciones borelianas y por lo tanto
boreliana. Del Ejemplo 1.2.4 se sigue que f es Turing-invariante. |

Proposicion 2.1.2. Si a es un ordinal y z € 2% es tal que a es un ordinal z-
computable, entonces la funcién f : Cono(z) — 2¢ tal que f(z) = 2(® es boreliana
Turing-invariante.

Demostracion. Verificar que f es Turing-invariante se sigue de la Proposicién 1.4.6.
[

Por otro lado, un conjunto A C 2¥ Turing-invariante nos permite definir un
nuevo conjunto A = {x € Dy | z € A} C Dy. Dicho conjunto esté bien definido,
en el sentido de que la pertenencia de x a A no depende del representante de dicha
clase: puessizx =ryy x € A, entonces y = x € A.
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Proposicién 2.1.3. La familia A de subconjuntos de 2¢ de conjuntos Turing-
invariantes es una o-algebra.

Demostracion. Es claro que §),2% € A. Ahora, si A € A entonces dados z,y € 2¢ tal
quez € 2\ Ay x =r vy, siy € A entonces como A € A tenemos que x € A, la cual
es una contradiccién. Por lo tanto, y € 2\ A, de donde concluimos que 2\ A € A.
Es sencillo ver también que A es cerrada bajo uniones arbitrarias. Por lo tanto, A
es una o-algebra. ]

También podemos construir una medida de Martin para los conjuntos Turing-
invariantes, similar a como la construimos para los conjuntos de grados de Turing.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Martin de conos para reales, ZE4+AD-+DC).

(i) Para todo conjunto Turing-invariante A existe x € 2 tal que Cono(x) C A 6

Cono(z) C 2\ A. N

(ii) La familia de conjuntos

U={Aec A | Tz e2”:Cono(z) C A}
es un ultrafiltro no principal en A.

(iii) La funcion p: A — {0,1} tal que

1 siAel
A:
H(A) {0 siA¢U

es una medida en A. A p la llamamos medida de Martin en los reales.

Demostracion. (i) Dado A € A, definimos A=1{xeDy|ze A =xA).
Como A es Turing-invariante, A estd bien definido. Por el Teorema 2.1.1,
existe x € Dy tal que Cono(x) C A 6 Cono(x) C Dy \ A. Por consiguiente,
Cono(z) € A 6 Cono(x) C 2¥\ A.

La demostracién de los incisos (ii) y (iii) son similares a las demostraciones de

los inciso (ii) y (iii), respectivamente, del Teorema 2.1.1.
|

Corolario 2.1.2 (ZFC). El Teorema de Martin de conos de reales es valido cuando
nos restringimos a conjuntos borelianos.

La medida de Martin en los grados de Turing esta relacionada con la medida
de Martin en los conjuntos Turing-invariantes de la siguiente forma: si A C 2 es
Turing-invariante entonces p(A) = fi(A). En efecto, esto se sigue del hecho de que
dado A € A, existe z € 2 tal que Cono(z) C A si y sélo si existe x € Dy tal que
Cono(x) C A.

Hasta ahora, hemos considerado a los conos como conjuntos grandes en el sentido
de Martin. Dicho esto, seria deseable verificar propiedades en dichos conjuntos.



Conjetura de Martin 32

Definicién 2.1.3 (Propiedades en un cono).

(i) Dada una propiedad P sobre elementos de 2, respectivamente sobre elementos
de Dy, diremos que P se satisface en un cono si y sélo si {x € 2¥ | P(x)},
respectivamente {x € Dr | P(x)}, contiene un cono de Turing de reales,
respectivamente un cono de Turing de grados.

En particular, si C' C 2“ es un cono de Turing y f : C' — 2¥ es una funcién,
diremos que

(ii) f es creciente en un cono siy sélo si existe z € 2 tal que para todo x € C, si
z <p x entonces x <r f(x).

(iii) f es constante en un cono siy sélo si existen z,y € 2¢ tal que para todo z € C,
si z <r x entonces f(x) =r y.

(iv) f es preservadora de orden en un cono siy sélo si existen z € 2* tal que para
todo z,y € C, si z <r x < y entonces f(x) =r f(y).

Dadas f : C C 2¥ — 2% g : D C 2¥ — 2“ funciones definidas en conos,
diremos que

(v) f es menor a g en un cono, lo cual denotamos por f <Y g, si y sélo si existe
z € 2¢ tal que para todo x € C'N D, si z <p x entonces f(z) <r g(z).

(vi) f es igual g en un cono, lo cual denotamos como f =Y. g, si y sélo si existe
z € 2¥ tal que para todo x € C'N D, si z <7 x entonces f(z) =¢ g(z).

Por lo regular, las funciones f,g que consideremos estaran definidas en todo
2¥. sin embargo pueden existir excepciones. Por esta razéon, nos restringiremos a
funciones totales, y cuando sea necesario las consideraremos definidas en conos.

Ejemplo 2.1.1. La funcién identidad en 2* y las funciones que se obtienen de
iteraciones del salto de Turing son funciones crecientes en un cono.

Notemos que dos funciones f, g son iguales en un cono si y solo si f es menor a
g en un cono y viceversa, por lo que nuestra notacion para funciones iguales en un
cono esta justificada.

Nuestra definicién anterior de funciones iguales en un cono esta relacionada con
la medida de Martin en los reales.

Proposicién 2.1.4. Sean f g : 2¥ — 2“ funciones Turing-invariantes. Entonces f
es igual a g en un cono, i.e. f =Y g, si y sélo si f = g salvo un conjunto de medida
cero respecto a la medida de Martin en los conjuntos Turing-invariantes.

En caso de que alguna de las propiedades anteriores ocurra, diremos que f es
tgual a g Martin casi dondequiera, y 1o denotamos también por f = g p c.d.
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Demostracién. En efecto, si f =Y. g entonces existe z € 2¥ tal que Cono(z) C {z €
2| f(z) =r g(x)}. Por lo tanto, 2 \ {x € 2* | f(z) =r g(z)} € 2¥\ Cono(z).
Como 2¢\ Cono(z) ¢ U (de lo contrario ) = Cono(z) N (2¥\ Cono(z)) € U) entonces
f = g salvo un conjunto de medida cero respecto de p.

Reciprocamente, si f = ¢ salvo un conjunto de medida cero respecto de u,
digamos A, entonces 2°\ {z € 2* | f(z) =1 g(z)} C Ay u(A) = 0. Luego, como A
no contiene un cono, existe z € 2 tal que Cono(z) C2*\ A C {z €2¥ | f(x)=r
g(z)}. Por lo tanto, f =Y g. |

Proposicién 2.1.5. La relaciéon =y entre funciones Turing-invariantes es una rela-
cién de equivalencia.

Demostracion. La reflexividad y simetria son consecuencias inmediatas de la de-
finicion. Para verificar la transitividad, sean f,g,h : 2* — 2“ Turing-invariantes
tales que f =y gy g =y h, luego existen A, B C 2¢ Turing-invariantes tales que
22\ {x € 2 | f(z) =r Wa)} € 29\ {z € 29 | f(z) =r g()}) U (2*\ {z €
29 | g(x) =r h(z)}) € AU B. Como u(AU B) =0, tenemos que f = h p c.d., ie.
f =Y h. n

La relacion §¥ induce una relacion < sobre las clases de equivalencia de la
relacién =Y. sobre funciones Turing-invariantes, las cuales denotamos por [ - ]¥, o
en ocasiones cuando sea claro solamente por f, como sigue: dadas f,g : 2¥ — 2%,
diremos que [f]Y. < [g]¥ si s6lo si f <Y g. La relacién < es un orden parcial sobre

las clases de funciones Turing-invariantes.

Dada una funciéon Turing-invariante f : 2“ — 2 podemos definir una nueva
funcion f/: 29 — 2¢ tal que f'(x) = f(z)’, donde f(x) es el salto de Turing de f(z).
Como f es Turing-invariante, la funcién f’ también es Turing-invariante. Es posible
demostrar que si f es boreliana entonces f’ también es una funcién boreliana. Por lo
tanto, si asumimos ZFC, nuestro estudio puede seguirse restringiendo a funciones
y conjuntos borelianos.

2.2. Conjetura de Martin

Enseguida enunciamos la Conjetura de Martin. De manera muy general, la con-
jetura nos dice que las Unicas funciones Turing-invariantes son las constantes, la
identidad o alguna funcién que se obtiene de un iterado del salto de Turing, posible-
mente transfinito. La versiéon general de la conjetura es planteada asumiendo AD
y DC. Dicha version intenta describir a todas las funciones definibles en los grados
Turing.

Conjetura de Martin. ([KM78] p. 281, ZF+AD+DC)

(i) Si f:2¥ — 2¢ es Turing-invariante y no es creciente en un cono, entonces f
es constante en un cono.
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(i) <Y pre-bien ordena a las funciones Turing-invariantes crecientes en un cono.
M4s atin, si f tiene tipo de orden a* entonces f’ tiene tipo de orden a + 1.

La version general de la conjetura puede ser restringida considerando tinicamente
funciones borelianas. Esta version es planteada en ZFC.

Conjetura de Martin restringida a funciones borelianas. (ZFC)

(i) Si f:2¥ — 2% es boreliana, Turing-invariante y no es creciente en un cono,
entonces f es constante en un cono.

(i) <Y pre-bien ordena a las funciones borelianas Turing-invariantes crecientes en
un cono. Méas aun, si f tiene tipo de orden « entonces f’ tiene tipo de orden
a+ 1.

Podemos continuar estableciendo diferentes versiones de la conjetura para dis-
tintas clases de conjuntos. Por ejemplo, es posible establecer la conjetura sélo para
funciones analiticas, funciones proyectivas, entre otras. Sin embargo, en este trabajo
s6lo abordaremos las dos versiones previamente presentadas.

2.2.1. Funciones Uniformemente Turing-Invariantes

En este apartado, desarrollaremos la solucion de la conjetura para el caso de
funciones que satisfacen una condicién de uniformidad. Las soluciones expuestas
aqui no son resultados nuevos y se basan en las pruebas presentadas en los articulos
[SS88] y [Ste82].

La propiedad que estudiaremos sobre funciones Turing-invariantes es una condi-
cién de uniformidad.

Definicién 2.2.1 (Funcién Uniformemente Turing-invariante). Una funcién f :
2¢ — 2% es uniformemente Turing-invariante si y sélo si existe una funcién wu :
w? — w? tal que si x =¢ y via (i, ) entonces f(x) =7 f(y) via u(i, 7).

Los tnicos ejemplos de funciones uniformemente Turing-invariantes conocidos
son las funciones constantes, la funcion identidad, la funcion salto de Turing o alguno
de sus iterados.

Ejemplo 2.2.1. Las siguientes funciones son uniformemente Turing-invariantes:
(i) La funcién identidad en 2*.
(ii) Para cada n € w, la funcién f : 2¥ — 2 tal que f(z) = 2.

(iii) La funcién salto transfinito de Turing, definida en un cono adecuado.

“El tipo de orden de f es el tipo de orden del buen orden inducido por <Y en las funciones
Turing-invariantes, restringido a la <Y.-clase de f, denotada por f.
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Primera Parte de la Conjetura de Martin

El trabajo aqui expuesto se basa en la prueba planteada en [SS88]. Comencemos
desarrollando la prueba para la primera parte de la conjetura. Para ello, introduci-
remos dos conceptos fundamentales en este desarrollo: arbol puntuado y conjunto
cofinal.

Definicién 2.2.2 (Arbol puntuado). Un &rbol T' C 2<“ es puntuado si y solo si T
es perfecto y para todo = € [T, se cumple que T' <7 z. Diremos ademés que [T] es
un conjunto puntuado.

Definicién 2.2.3 (Conjunto cofinal). Diremos que un conjunto A C 2“ es cofinal
si y sélo si para todo z € 2¢ existe y € A tal que y > x.

En el caso ideal, un conjunto cofinal es Turing-invariante y, por tanto, por el
Teorema de Martin de conos para reales (Teorema 2.1.2), el conjunto debe contener
un cono. Asi, el verificar una propiedad en un cono, se reduce a verificar que dicha
propiedad se satisface cofinalmente.

Reciprocamente, un conjunto cofinal no necesariamente es Turing-invariante, sin
embargo cumple con la propiedad de contener un conjunto puntuado.

Proposicién 2.2.1 (Teorema de Martin sobre arboles puntuados, ZF+AD+DC).
Para todo conjunto cofinal A C 2¢| existe un arbol puntuado 7" tal que [T] C A.

Demostracion. Consideremos el siguiente juego con elementos de {0, 1}:

1 Zo T

II Yo Y1

Siz = (Tn)new Y Y = (Yn)new, este juego lo gana el jugador I siy sblo si x >r y
y x € A. Por AD, este juego estd determinado. Supongamos que II tiene una
estrategia ganadora, digamos 7 : 2<¢¥ — {0,1}. Sea ¢ : w — 2<% una biyeccién
computable. Para 7 0 ¢ € 2¥ existe x € A tal que z >7 7 o . Consideremos la
partida en la que el jugador I juega x y II responde y conforme su estrategia 7.
Entonces, y <r 7 <r 17op <rxyx € A, la cual es una contradicciéon. Por lo tanto,
I debe tener una estrategia ganadora, digamos o.

Definimos a X como el conjunto de partidas de I, jugadas conforme la estrategia
o, sobre partidas de II y tales que ¢ <r y. Dado x € X, tenemos que x € Ay
r<ro<ry<rxz,luegor=ro=ryy X CA.

Podemos construir un arbol perfecto 7' que es o-computable y tal que [T] C X.
Dado que z > o si x € [T, entonces T' <r z. Por lo tanto, 7" es un arbol puntuado
tal que [T] C A.

|

Observacion. El Teorema de Martin sobre arboles puntuados es valido en ZFC
cuando nos restringimos a conjuntos cofinales y borelianos.
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Todo elemento en el cono con base en un arbol puntuado, tiene un representante
en las ramas del arbol.

Lema 2.2.1. Sea T un arbol puntuado. Entonces para todo x € 2¥, si x >p T
entonces existe y € [T] tal que x =r y.

Demostracion. Definimos y € 2* de manera recursiva de la siguiente forma. Sea
yo = 0. Supongamos que hemos construido y, € T. Para y,, existe el menor y, C
oceTtalque 070,071 €T.Seay,y1 =0 0six(0) =0y ypr1 =0 1siz(0)=1.
Definimos ¥y = Upew Yn € [T]. Se sigue que x & T >7 y, ya que para conocer un
valor y(n) usamos a T para buscar las menores ramificaciones y a = para saber
cual ramificacion se tomo. Por lo tanto, x =7 x & T > y. También tenemos que
y@® T >7 x por una razén similar; ya que podemos ir verificando dénde se realizaron
ramificaciones segin y. Asi, y =7 y ® T <t x. Por lo tanto, x =7 y.

|

Como consecuencia tenemos que todo conjunto puntuado es cofinal.
Corolario 2.2.1. Si T es un arbol puntuado, entonces [T] es cofinal.

Demostracion. Sea x € 2¥ para t@T > T, existey € [T] tal que & <p 2T =7 y.
Concluimos que [77] es cofinal. |

Si tenemos una funciéon definida en un conjunto cofinal que devuelve valores en
los naturales, entonces podemos encontrar un subconjunto suficientemente grande
en el cual la funcion es constante.

Proposicién 2.2.2 (ZF+AD-+DC). Para todo conjunto cofinal A C 2¢ y toda
funcién f : A — w, existe un arbol puntuado 7T tal que [I] C Ay f | [T] es
constante.

Demostracion. La demostracion es similar a la del Teorema de Martin sobre arboles
puntuados. Consideremos el juego:

I (e )" 1

II Yo n

donde e € w y los z,,y, € {0,1} para todon € w. Si x = (z,) y y = (yn), este
juego lo gana el jugador Isiy sélosiz Lry V (y<raxz ANz €A AN f(x)=¢e). Por
AD, este juego esta determinado. Supongamos que II tiene una estrategia ganadora
7w\ {0} — {0,1}. Sea ¢ : w — w<¥\ {0} una biyeccién computable. Para
Top € 2¥ existe x € A tal que x >7 7 o . Consideremos la partida en la que el
jugador I juega en f(x) y posteriormente z, y el jugador II juega y conforme su
estrategia 7. Entonces y < 7 <p 7 o ¢ <p x. Por lo tanto, el jugador I gana la
partida, la cual es una contradiccion. A partir de esto, concluimos que I debe tener
una estrategia ganadora, digamos o.
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Sea X el conjunto de partidas de I jugadas conforme o, sobre partidas de II y
tales que 0 <7 y. Si z € X, entonces z <7 0 <7 y, luego x =r 0 =7 y. De donde,
debe ocurrir que f(z) = (o(0));. Por lo tanto, f es constante en X.

Podemos construir un arbol perfecto T que es o-computable tal que [T] C X.
Como z > o, si x € [T], entonces T' <p x. Por lo tanto 7" es un arbol puntuado tal
que [T] C A. Ademas, f | [T] es constante.

[

Observacion. La proposicion previa es valida en ZFC cuando nos restringimos a
conjuntos cofinales borelianos y a funciones borelianas.

En ocasiones, sera 1util uniformizar la obtencion de los elementos de un arbol
puntuado a partir de sus ramas.

Corolario 2.2.2 (ZF+AD+DC). Para todo arbol puntuado 7', existe un arbol
uniformemente puntuado 7% C T'. Es decir, existen T™ arbol puntuado y e € w tal
que para todo x € [T*], T* <p x via e.

Demostracion. Sea f : [T] — w tal que f(x) = min{e € w | T" <p z via e}. Por
la proposicién previa, existe un arbol puntuado T tal que [T%*] C [Ty f | [T%] es
constante. De donde, T™ es el arbol requerido. |

Observacion. La proposicién previa también es vilida en ZFC, ya que [T] serfa
compacto en 2* y f una funciéon boreliana.

La Proposicion 2.2.2 también es valida cuando la funcién devuelve tuplas de
naturales.

Corolario 2.2.3 (ZF+AD-+DC). Para todo conjunto cofinal A C 2* y toda fun-
cion f: A — w?, existe un arbol puntuado T tal que [T] C Ay f | [T] es constante.

Demostracién. Sea ¢ : w? — w una biyeccién. Para @ o f, existe un arbol puntuado
T tal que [T] C 2¢ tal que (po f) | [T] es constante. Sea = € [T, luego ¢(f(x)) = k,
para algiin k € w fijo. Asi, f(z) = ¢ '(k), la cual es constante. Por lo tanto, f | [T]
es constante. |

Observacion. En la demostraciéon previa, ¢ es continua considerando a w? y w con
su respectiva topologia discreta. Por lo tanto, el resultado es valido en ZFC, consi-
derando conjuntos y funciones borelianas.

Una de las propiedades interesantes que presenta un conjunto puntuado es el ser
homeomorfo a 2*, mediante un homeomorfismo del que podemos obtener de forma
computable los valores que devuelve en los elementos de dicho conjunto.

Lema 2.2.2. Para todo un arbol puntuado T, existe un homeomorfismo o : 2¢ — [T]
funcién tal que si x >7 T entonces o(x) = z.
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Demostracién. Construyamos a o por recursion. Sea og = (). Supongamos que hemos
construido o,,. Sea 0,41 : 2<“ - T tal que 0,1 extiende a o, en tuplas de longitud
<nysiy €2 es tal que |y| = n+ 1 entonces 0,41(7) es la menor extension de
(v [ n) en T concatenado con 0 6 1 seginseay = (y [n)" 06y = (v [ n)"L
Sea o : 2¢ — [T] tal que o(z) = Upep on(z [ n). Si x € [T], entonces © >7 Ty
o(x) > T. Para obtener que o(z) =r z basta ir obteniendo extensiones de tuplas
finitas en T.

|

El siguiente resultado nos dice que si queremos verificar si una funciéon Turing-
invariante es uniforme, entonces basta verificar dicha condicién en un conjunto pun-
tuado.

Proposiciéon 2.2.3 (ZF+AD+DC). Sea f : 2¥ — 2% una funcién Turing-
invariante. Entonces, existe una funcién g, definida g c.d., uniformemente Turing-
invariante tal que g =,, f si y sélo si existe un arbol puntuado 7' y una funciéon
u: w? — w? tal que para todo z,y € [T], si z =r y via (i,5) entonces f(z) =r f(y)
via u(i, 7).

Demostracion. Demostremos la suficiencia. Sea g : C' — 2% funcién uniformemente
Turing-invariante tal que g =Y. f. Sea Cono(z) cono tal que para todo x € C,
f(xz) =7 g(z). Definimos h : Cono(z) — w? tal que h(z) es el menor (i,5) que
verifica que f(z) =7 g(z) via (i, 7).

Por el Corolario 2.2.3, existe T" arbol puntuado tal que [T] C Cono(z) y h [ [T]
es constante, digamos (a,b). Sea u* : w? — w? funcién que verifica la uniformidad
de g. Sea u : w? — w? tal que u(i, j) es la pareja cuya primera entrada es el indice
que resultan de la concatenacion de los programas con indices a, 1 (u*(4,7)) y b, y la
segunda entrada de a, mo(u*(7,j)) v b, en el orden que se presentan. Asi, para cuales-
quiera z,y € [T, si x =r y via (i, j) entonces, se cumple que f(x) =r f(y) via u(i, j).

Ahora demostremos la necesidad. Sean T arbol puntuado y w como en la
hipdtesis. Entonces existe un arbol puntuado 7* C T y un indice e € w tal que
para todo x € [T™*], se tiene T* <p x via e. Sean C' = {x € 2 | x >¢ T*} cono y
o :2¥ — [T*] la funcién del Lema 2.2.2. Definimos g : C' — 2% tal que g = (foo) [ C.

Afirmamos que g es uniformemente Turing-invariante en C'. Sean z,y € C, tales
que z =7 y via (i, 7). Entonces como x,y € C, tenemos que o(z) =r zy o(y) =r vy
via (ig, jo). Luego, o(x) =r o(y). Como f en particular es uniforme en [T™], tenemos
que f(o(z)) = flo(y)); ie. g(x) =r g(y). Por tltimo demostremos que g =y f.
Basta ver que para todo z € C, g(x) =r f(x). Sea x € C, entonces o(x) =r x. Por
lo tanto, g(z) = f(o(z)) =r f(z).

|

Observacion. La proposicion previa es valida en ZFC cuando f y ¢ son borelianas,
ya que todo cono de reales es un conjunto boreliano y las funciones A y o son
borelianas.
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Si queremos volver constante o inyectiva a una funcién definida en un conjunto
puntuado, es suficiente hacer al arbol mas delgado.

Lema 2.2.3 (Lema de Adelgazamiento de Arboles Puntuados). Para todo &rbol
puntuado 7"y toda funcién f : [T] — 2%, existe un arbol puntuado U C T tal que
f I [U] es constante 6 inyectiva.

Demostracion. Supongamos que para todo o € T, f [ [T,] no es constante.
Construyamos por recursiéon a U. Sea Uy = (). Supongamos que hemos construido
U,. Construyamos U, 1 tal que U, C U,41. Sea 0 € U,, como f no es constante
en [T,], existen v, p € [T,] tales que f(v) # f(p). Como v # p, sean m el menor
natural tal que v(m) # p(m). Agregamos v [ k,p | k € U,41 para todo k < m + 1.
Por tltimo, definimos U = U,,¢,, U

Afirmamos que f es inyectiva en [U]. Sean ~,p € [U] tales que v # p. Sea
m el menor natural tal que y(m) # p(m). Por lo tanto, v | m = p | m € U,
yIm+LpIm+1eUy~y[m+1%#p]| m+ 1. Porlo tanto, por construccion,

f() # fp).
]

Enseguida exhibimos la existencia de una funciéon que nos serda de ayuda mas
adelante.

Lema 2.2.4. Existe una funcién Lipschitz h : 2¢ — 2“ tal que para todo =z € 2%,
h(z) =r xy {h"(z) | n € w} es denso en 2v.

Demostracion. Definimos recursivamente una funcién h* : 2<¢ — 2<% como sigue:

h*(0) =0y

B (1)) = {<h€](lz(>§)\)<ﬁl(l_) i) siy=10 é:;lioilg): v(k) =0

Sea h : 2¥ — 2¥ tal que h(z) = U, h*(x [ n). Como h* preserva longitudes, h
es Lipschitz. Para verificar que h(x) =r = para cada = € 2¢, basta seguir la regla
que indica los cambios en coordenadas. De la propiedad®

Ve e2¥ :Vye2™ :Vmew: (yl=m=3Incw: (h) (x| m)="),
se sigue que para cada x € 2¥; el conjunto {h"(x) | n € w} es denso en 2. |

Continuamos con una definicién previa que utilizaremos més adelante.

5La demostracién de la propiedad es por induccién sobre m. Para m = 0, basta tomar n = 1.
Supongamos que la propiedad se cumple para m. Sean 0™ la sucesién con unicamente m ce-
ros y ni,M2,n3, Ny € w los menores naturales tales que (h*)"(x | m) = 0™, (h*)"2(0™) =~ |
m, (h*)"(0™) = (1)70™~L (h*)™(z [ m) = v | m. Si x(m) # ~v(m), entonces (h*)™T"2(z |
m—+1) =~. Siz(m) = vy(m), distinguimos de dos casos. Si ny < ny, entonces (h*)™(z [ m+1) = ~.
En otro caso, (h*)™tmstHn2 (g 1 4 1) = 4.



Conjetura de Martin 40

Definicién 2.2.4. Sea V C 2<¥ un arbol. Dados u € 2<“ y n € w, diremos que u
se n-separa en V siy sélosiu e V'y

{kedomu | (u[k)"(0)eV A (u] k) (1)eV}
tiene cardinalidad mayor o igual a n.

Ahora daremos una demostracion de la parte (i) de la conjetura para funciones
uniformemente Turing-invariantes.

Teorema 2.2.1 (Slaman y Steel [SS88], ZF4+AD+DC). Sea f uniformemente
Turing-invariante. Si f no es creciente en un cono, entonces f es constante en un
cono.

Demostracion. Por el Teorema de Martin sobre reales, como f no es creciente en
un cono, entonces x ﬁT f(x) en un cono. Por la proposiciéon anterior, existen un
arbol puntuado 7"y una funcién u : w? — w? que son testigos de la uniformidad de f.

Consideremos el siguiente juego:

I "(e,n)” Zg

II Yo n

donde e,n € wy z,,y, € {0,1} para todon € w. Siz = (z,), 7= ("(e,n)") "z
v ¥ = (yn), este juego lo gana el jugador I si y sélo si

(xe[TINy<rzviae) AN=(T <pyA(f(z)(n) =0+ y(y(0)) =0)).

Por el Axioma de Determinaciéon AD, este juego estda determinado. Supongamos
que I tiene una estrategia ganadora o : w<“ — w. y demostremos que f es creciente
en el cono con base T @ 0. Sean z € 2¥ tal que z >r T @ o y (eg,n0) = "o (D).
Para cada m € w, definimos 3, = (m)"z y a,, € 2 tal que ("(eg,n9) ") "y, es la
respuesta de I a 3, siguiendo la estrategia o.

Demostremos que existen indices i, j € w tal que para todo m € w, a,, =7 i1
via (i,7). Comencemos mostrando la existencia del indice i. Dado k£ € w,
am(k) = 0By | k+1). Por otro lado, 5, | k+ 1 = (m,2(0),....,2(k — 1)) y
Bmi1 = (m 4+ 1,2(0),....,2(k — 1)). Asi, para calcular (3, | k + 1, es suficiente
calcular f,,,41 | k+ 1 y restar uno a f,,11(0). Como o es ganadora para el jugador
I, Bis1 <7 Qmy1 via eg. Recordemos que @1 = ("(ep,n0)") " ay,. Por lo tanto,
para obtener (8,11 [ k + 1 es suficiente ejecutar el programa e, con oraculo &, ;1
modificado de tal forma que sus consultas sean hacia el oraculo o, 11 y, que ademas,
guarde en su memoria el valor @,,1(0). Notemos que el procedimiento descrito no
depende de m. Por otro lado, o <7 z =7 Bn11 <1 Q11 via un programa con indice
e1 que no depende de m. Sea i el indice del programa que en una entrada k € w,
obtiene (3, | k + 1 siguiendo el procedimiento descrito anteriormente y, enseguida,
calcula o(f8,, [ k+ 1) = ay,, (k) utilizando e;. De manera similar, es posible definir
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al indice j. Como observacién, de lo anterior, se desprende también que para todo
m € w, O =7 PBm =1 2.

Como para cada m € w, «,, € [T], entonces f(a,,) =r flamer) via u(i,j).
Dado que f es Turing-invariante, tenemos que f(ag) =r f(z), en particular
f(ao) <t f(2) via un programa con indice e. Asi, la funciéon (m,n) — f(ay,)(n) es
f(2)-computable via el programa que en una entrada (m,n), ejecuta mo(u(i, 7)) en
la entrada n y, en caso de que tengamos una consulta a un oraculo, el programa se
vuelve a ejecutar en la consulta; de tal forma que el programa se ejecute un total
de m — 1 veces. Esto con el fin de que dichas consultas sean al ordculo f(ap), las
cuales las traducimos a consultas a f(z) via e.

Ademas, para cadam € w, @, <7 0B L <1 2B L =1 Pm- Como o es ganadora
para el jugador I, debe ocurrir que 3,,(5,,(0)) = 0 siy sdlo si f(au,)(ng) # 0. Como
para cada m > 1, z(m — 1) = B,,(8n(0)), se sigue que z(m — 1) = 0 si y sélo si
f(am)(ng) # 0. Por lo tanto, z es f(z)-computable, es decir z < f(z), la cual es
una contradiccion.

Por lo tanto, el jugador II debe tener una estrategia ganadora, digamos o.
Probemos que f(z) <r z en el cono con base T'® 0. Sea z >r T @& o. Como
z > T, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que z € [T]. Dado
n € w, por el Teorema de Recursion, podemos encontrar de forma computable
un indice ey € w tal que ®7 = 0(z), donde Z = ("(eg,n)")"2. Sea y = 0(2)
y consideremos la partida en la que el jugador I juega Z y el jugador II juega
y, es decir II juega conforme lo dicta su estrategia o. Notemos que z € [T] y
y <r Z via ey. Por lo tanto, como II gana la partida, en particular se cumple que
f(2)(n) = 0 siy sélo si y(y(0)) = 0, lo cual ocurre si y sélo si ®7 (®Z (0)) = 0.
Por dltimo, podemos considerar una modificaciéon del programa con indice ey,
de tal forma que las consultas se realicen a z. Asi, obtenemos un procedimiento
que nos implica que f(z) <7 z, y como no ocurre z <r f(z), tenemos que f(z) <r z.

Sea e € w el indice del algoritmo anterior. Definimos
P.={xze[T] | f(x) <r x via e}.

Afirmamos que P, es cofinal. Sea z € 2“ luego existe z € [T] tal que
z 2r c@®T & o >7p x. Por la definicién de e, se verifica que f(z) <r z via
e. De donde, obtenemos que el conjunto P, es cofinal. Por el Teorema 2.2.1, existe
un arbol puntuado 7" tal que [T'] C P.. Por el Lema 2.2.3, existe un arbol puntuado
U tal que U C T" y tal que f | [U] es constante 6 inyectiva.

Supongamos, con el fin de llegar a una contradiccion, que f | [U] es inyecti-
va. Por el Corolario 2.2.2, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que U es
uniformemente puntuado via i. Sean U* ={s e U | s(0) e U A s(1) e U}y
¢ : U — 2<¥ la funcién de la Proposicién A.6.5 del Apéndice aplicada a f [ [U]. Por
lo tanto,

(i) Vo € [U]: f(z) = Unew (x| n)
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(il) Vs,t € U* 1 s Lt = ¢(s) L (1)
(ili) ¢ <7 U

Definimos V = {v € 2<“ | Ju € U : v C ¢(u)}. Entonces V es un arbol y se
cumple que [V] = rango(f [ [U]). Construyamos una sucesion {u, },e, estrictamente
creciente de elementos de U* como sigue: sea uy = () y u,, 11 el menor elemento de U*,
respecto al orden lexicografico, tal que u, C u,41. Sea o = Upep Un. Tenemos que
xg € [U], luego U <7 xq via i. También 2o <7 U, ya que U es suficiente para verificar
la pertenencia a U*. Identificando bifurcaciones, es posible ver que xo <r V& f(x).
Asi, U <7 V @ f(x). Para finalizar, basta demostrar que V' <r f(x), ya que en
ese caso, tendriamos que xg <p U <r f(z0) y zo € [U], contradiciendo que [U] C P..

Demostremos que V' es f(xg)-computable enumerable. Sea h : 2¢ — 2¢ la funcién
del Lema 2.2.4. Para [U], sea ¢ : 2 — [U] la funcién del Lema 2.2.2. Sea y, € 2* tal
que o(yo) = xo. A partir de las construcciones de h y o, obtenemos (i,5) € w? tal
que para todo y € 2, o(y) =r o(h(y)) via (i,7). De la uniformidad de f, tenemos
que f(o(y)) =r f(o(h(y))) via wu(i,j). Mediante un procedimiento similar al
realizado en pasos anteriores, obtenemos que la funcion (m,n) — f(a(h™(yo)))(n)
es f(o(yo))-computable, es decir, es f(zg)-computable.

Ademds, dado que o es homeomorfismo y f es continua en [U]°®, tenemos que

{f(e(h™(%))) | m € w}

es denso en [V] =rango(f [ [U]). Asi, v € Vsiysélosiam e w:v C f(a(h™(yo))).
Por lo tanto, V' es f(z()-computable enumerable.

Por tltimo, demostremos que 2<“ \ V' es f(xq)-computable. Afirmamos que

v €2\ V & In € wIug, ..., u, € 2%¥[ug = u, AVi < n(u; C fo(h(yo))) A
ANu; Lv A u;se (|domo| + 2)-separa en V).

Siv € 259\ V| es suficiente tomar n suficientemente grande tal que f(o(h™(yo)))
tenga mas elementos que v y, utilizando que U es perfecto, podemos hacer que tenga
suficientes elementos que verifican su (| domv| + 2)-separacién en V. Finalmente,
tomamos ug = U3 = -+ = Uy,

Por otro lado, sean n,ug,...,u, como en la afirmacién. Para cada i < n,
definimos r; = h'(yo) | | domv|. Dado que u;, ¢(o(r;)) C f(o(h'(yo))), tenemos que
u; v ¢(o(r;)) son compatibles. Dado que |o(r;)| = |domwv| y ¢ preserva elementos
incompatibles, entonces ¢(o(r;)) no se |domwv| + 2-separa en V. Por lo tanto,
tenemos que ¢(a(r;)) C ;.

Como ug = u,, de la inyectividad de o y ¢ tenemos rq = r,. Como h es
Lipschitz, tenemos que (h*)*(ro) = (h*)!(ro) si & = | méd n, donde h* es tal

SDado que f(x) <7 z en [U], la funcién f es computable en [U], por lo tanto f es continua en
[U].
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como se defini6 como en el Lema 2.2.4. Asi, dado que para cada 0 < k < n,
(R*)*(ro) = h*(yo) | |domv| = 74, entonces para cada k € w, existe i < n tal que
¢(a(ri)) € flo(h*(yo)))-

Luego, como para cada i <n, u; L v, ¢(a(r;)) Cu; y |dom¢(o(r;))| > | domv|,
se cumple que ¢(o(r;)) L v. Asi, para cada k € w, v € f(a(h*(yo))). Por lo tanto,
v ¢V, con lo cual queda demostrada la afirmacion.

Como V' es f(xzp)-computable enumerable, el conjunto {(u,n) € 2<¥ x
w | uwse n-separa en V'} también es f(zy)-computable enumerable. Asi, de la afir-
macion previa y del hecho de que la funcién (m,n) — f(o(h™)(yo))(n) es f(xo)-
computable, obtenemos que 2<“ \ V' es f(xg)-computable enumerable. Concluimos
que V' es f(xg)-computable, la cual es una contradiccién. Por lo tanto, f es cons-
tante en [U]. Del Lema 2.2.1 y de que f es Turing-invariante, obtenemos que f es
constante en el cono con base U. ]

La prueba anterior es valida en ZFC si pedimos que f sea boreliana.

Teorema 2.2.2 (Slaman y Steel [SS88], ZFC). Sea f : 2% — 2% funcion boreliana
uniformemente Turing-invariante. Si f no es creciente en un cono, entonces f es
constante en un cono.

Segunda Parte de la Conjetura de Martin

Ahora abordaremos la prueba de la segunda parte de la conjetura para funciones
uniformemente Turing-invariantes. El trabajo aqui presentado se basa en el articulo
[Ste82] y en las demostraciones presentadas en [Cor21].

Nuestro primer resultado nos dice que <¥. restringido a las funciones uniforme-
mente Turing-invariantes, es un orden lineal.

Lema 2.2.5 (ZF4+AD+DC). Sean f,¢g funciones uniformemente Turing-
invariantes crecientes en un cono. Entonces, f <Y g 6 g <Y f.

Demostracion. Consideremos el siguiente juego, el cual denotamos por Gy,4, que
compara a la funciéon f con g:

I "(e,n)” g

I "(i,m)" Yo

donde e,n,i,m € wy x,,y, € {0,1} para cadan € w. Si x = (z,,) y ¥y = (Yn),
este juego lo gana el jugador I si y sélo si

y<razviaeA-(x <pyviaiA(f(z)(n) =0+ g(y)(m)=0)).
Por el Axioma de Determinacion AD, este juego estd determinado. Supongamos

que el jugador II tiene una estrategia ganadora, digamos o. Asumamos que u es la
funcién que verifica la uniformidad de la funcién g. Afirmamos que f(z) <7 g(x)
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para todo x en el cono con base o @ u, i.e. x € Cono(c @ u). Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad que en el cono Cono(o @ u) se verifica que f y g son
crecientes. Sea x € Cono(o @ u), luego 0 @ u <y z <r g(x). Tomemos n € wy
describamos un algoritmo que devuelva f(z)(n), utilizando como ordculo a g(x).
Por el Teorema de Recursién, podemos encontrar de forma computable e € w tal
que ¢ = o("(e,n)"x). Sean (i,m) ="o("(e,n) ) 'y y=o0c("(e,n)"x) = DT, es
decir, y es la respuesta a I siguiendo su estrategia 0. Notemos que y < z via e, luego
como o es ganadora para II, debe ocurrir que y < z via i y ademas f(x)(n) = 0 si
y sblo si g(y)(m) = 0.

Entonces x = y via (i, e), por lo cual g(z) =7 ¢(y) via u(i,e). En particular,
9(y) <r g(x) via my(u(i,e)). Utilizando a x como ordculo, y por consiguiente a g(x),
podemos calcular el indice mo(u(i,e)). Asi, el programa que utiliza a g(x) como
oraculo, obtiene el indice mo(u(i,e)) y calcula los valores de g(y) con dicho indice,
para obtener una respuesta sobre los valores de f(x), verifica que f(x) <7 g(z). En
caso de que el jugador I tenga una estrategia ganadora, de manera similar, obtenemos
que g <Y f.

|

Enseguida mostraremos que entre f y f’ no existe ninguna funcion g.

Lema 2.2.6 (ZF+AD+DC). Sean f,g funciones uniformemente Turing-
invariantes crecientes en un cono. Si f <y, g entonces f’ <Y g.

Demostracion. Definimos f/ : 2% — 2% tal que f'(x)(n) = 1 — f'(x)(n). Con fin de
llegar a una contradiccion, supongamos que f' €Y. g. Del juego G, s considerado en
la prueba del Lema 2.2.5, obtenemos una estrategia o ganadora para el jugador II
de dicho juego. Supongamos que u es una funcién que verifica la uniformidad de f’.
Asi, siguiendo la argumentacion de dicha prueba, dado cualquier n € w, podemos
obtener a partir de un elemento x >7 o @u como oraculo, un par de indices k,m € w
tal que g(z)(n) = 0 siy sélo si @il(z) (m) = 0. Por lo tanto, g(x) es f(z)-computable
enumerable. De manera similar, si ahora consideramos el juego G, obtenemos que
1 —g(x) es f(z)-computable enumerable, en un cono. Asi, g(z) <7 f(z) en un cono,
i.e. g <Y f, la cual es una contradiccién. Por lo tanto, f' <¥. g. |

A continuacién enunciamos un resultado que nos serd de ayuda mas adelante.
Omitimos la demostracion, ya que nos desviaria mucho del proposito de este trabajo.

Teorema 2.2.3 (Steel [Ste75]). Sea P C 2¥ x 2% wuna relacion aritmética. Entonces
no existe una sucesion (Tn)new C 2% que satisface las siguientes propiedades:

(i) Yn € w: P(xp, Tni1)-
(i) Yy € 2% 1 R(¥p,y) = Y = Tpt1-

(i) ¥n € w < X
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Lema 2.2.7 (ZF+AD+DC). No existe una sucesion (f,)ne, de funciones uni-
formemente Turing-invariantes crecientes en un cono, tales que para todo n € w,

v
i1 <7 fn-

Demostracion. Con el fin de llegar a una contradiccién, supongamos que existe
tal sucesion (f,)new. Por el Lema 2.2.6, para cada n € w, fi_ 1 <y fn. Sea u, una
funcion que verifica la uniformidad de f,. Sea o, la estrategia del jugador II del
juego Gy, ., 1, de la prueba del Lema 2.2.5.

Similar a la prueba del Lema 2.2.5, tomando x >1 @,,c., 0n ® D,c,, Un COMO
oraculo, podemos obtener un indice k, € w tal que f,41(x) = q)g?ég)ﬁ) Lo cual, nos
define una funcién k tal que n — k(n) y k <r z via e; i.e. k = ®Z.

Definimos la relacion P C 2¢ x 2* como sigue:

Pla® (n)"b,cd(m)"d)siysdlosim=n+1 A b=d A c=Dg,.

La relaciéon P es aritmética. Sea n € w, entonces de la eleccion de x y k tenemos
que P(fn(x) ® (n)"x, frs1 & (n+1)"x).

Ademés, de la definicién de P, se desprende que f,11(x) @ (n+1)"x es el tnico
c® (m)~d € 2¥ tal que P(f,(x) ® (n)"x,c® (m)"d).

También, para cada n € w, como f,1(z) >7r ¢ =r (n + 1)"x, entonces

(forr(z) & (n+ 1)"2) =1 f14(2) © 2 <1 fulz) © 2 =1 fulz) & (n)" 2.

Entonces, Py {f.(x) ® (n)"2}new contradicen el Teorema 2.2.3. Por lo tanto,
no existe la sucesion (f,,)new que establece el enunciado de este lema. [ |

Observacion. Cada uno de los lemas anteriores es valido en ZFC si nos restringimos
a funciones borelianas uniformemente Turing-invariantes.

Teorema 2.2.4 (Steel [Ste82], ZF+AD+DC). La relacion <. pre-bien ordena a
las funciones uniformemente Turing-invariantes crecientes en un cono. Mds aiun, si
f tiene tipo de orden « entonces f' tiene tipo de orden o + 1.

Demostracion. Es consecuencia de la aplicacion de los lemas 2.2.5,2.2.6 y 2.2.7. R
La version para funciones borelianas correspondiente es la siguiente.

Teorema 2.2.5 (Steel [Ste82], ZFC). La relacién <Y. pre-bien ordena a las funcio-
nes borelianas uniformemente Turing-invariantes crecientes en un cono. Mds atin,
si f tiene tipo de orden o entonces f' tiene tipo de orden o + 1.

En este sentido, Steel se planteo el siguiente problema, cuya resolucién de manera
afirmativa estableceria que la Conjetura de Martin es cierta.

Conjetura de Steel. ([Ste82]) Si f : 2¥ — 2 es una funcién Turing-invariante,
entonces existe una funcion uniformemente Turing-invariante g definida en un cono
tal que f =Y. g.
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De estos resultados se desprende lo siguiente.
Teorema 2.2.6. Las siguientes son equivalentes:
(i) Conjetura de Martin restringida a funciones borelianas.

(i) Si f :2¥ — 2¥ es una funcién boreliana Turing-invariante, entonces f es
constante en un cono, ¢ existe a < wy tal que f(x) = ' en un cono.

(iii) Si f : 2% — 2¥ es una funcion boreliana Turing-invariante, entonces existe
una funcion g : 2% — 2% uniformemente Turing-invariante tal que f =Y. g.

Demostracion. Asumiendo (i), el tipo de orden de las funciones constantes es 0 y
del a-ésimo salto de Turing es . Por lo tanto, se sigue que (7) implica (ii). Dado que
las funciones constantes y saltos de Turing son uniformemente Turing-invariantes,
el inciso (i¢) implica (iii). Por el Teorema 2.2.5, el inciso (i77) implica (7). [



Capitulo 3

Relaciones de Equivalencia
Borelianas

La Teoria de Relaciones de Equivalencia Borelianas surge como una aplicacién
de la Teoria Descriptiva de Conjuntos y ha sido ampliamente desarrollada en
[JKLO2] y [Kec21]. Su propoésito es fundamentar una teoria de la complejidad de
los problemas de clasificacion en matematicas, los cuales suelen aparecer como
relaciones de equivalencia borelianas en espacios estandar de Borel. Por lo regular,
sera de nuestro interés asociar invariantes conocidos a las clases de equivalencia
resultantes via una funcién definible e inyectiva (cf. [Hjo99] y [Kan08]).

En este capitulo introduciremos a las relaciones de equivalencia borelianas, da-
remos ejemplos de ellas y las compararemos mediante reducciones borelianas. En
la parte final, obtendremos algunas consecuencias en la teoria, asumiendo que la
Conjetura de Martin es cierta.

3.1. Conceptos Basicos

3.1.1. Relaciones de Equivalencia Borelianas

Definicién 3.1.1 (Relacién de Equivalencia Boreliana). Diremos que E es una
relacion de equivalencia boreliana si existe un espacio estandar de Borel X tal que
E' es una relacién de equivalencia en X y E es un subconjunto boreliano de X x X.

Si ademas, para cada x € X, la clase de equivalencia de x respecto de F, a saber
[z] g, es contable, entonces diremos que E es una relacion de equivalencia boreliana
contable (r.e.b.c.).

Enseguida mostramos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.1.1. Sea X un espacio estdndar de Borel. Entonces Ix = X? y Ay =
{(z,z) | © € X} son relaciones de equivalencia borelianas contables.



Relaciones de Equivalencia Borelianas 48

Ejemplo 3.1.2. Sean E, F relaciones de equivalencia borelianas contables en espa-
cios estandar de Borel X, Y respectivamente. Entonces la relacién E x FF C X?xY?
tal que

(T1, 1) E X F(22,y2) & x1E12 A y1FYo

es una relacion de equivalencia boreliana contable.

Ejemplo 3.1.3. La Turing-equivalencia = es una relacién de equivalencia borelia-
na contable.

Demostracion. Sabemos que para cada x € 2, la clase de equivalencia [x]r es con-
table. Demostremos que =7 es boreliana. Sean z,y € 2¥ v {¢,, }ne., una enumeracién
de las funciones mondtonas computables, entonces

r<py & EInEw( klim lon(y [ k)| =00 A ‘v’kew:gon(yfk)gx>
— 00

& EInEw(yED(gon) A V/{:Ew:gon(y[k:)C:v>

De la Proposicién A.6.1, para cada n € w, el conjunto 2* x D(p,) es G5 en
2¥ x 2¢. Afirmamos que para cada n, k € w, el conjunto

Dyj=A{(z,y) €2 x 2% | ou(y [ k) C a}

es abierto en 2¢ x 2¥. Sean n,k € wy (x,y) € D, , entonces existe m € w tal que
x| m=,(y | k). Demostremos que Ny, X Ny € Dy, i Sea (2, w) € Nypm X Nypg,
luego pn(w [ k) = pu(y [ k) =2 [ m = z [ m C z. Por lo tanto, (z,w) € D, .
Concluimos que D, es abierto en 2% x 2.

De lo anterior, obtenemos que =7 es un conjunto X3(2¥ x 2*). En particular, =7
es boreliano en 2% x 2¢. [ |

Ejemplo 3.1.4. La equivalencia aritmética =4 es una relacién de equivalencia bo-
reliana contable.

Demostracion. Se sigue de la propiedad de que para cada x,y € 2%,

r<ay & EInEw:ngy(”).

Ejemplo 3.1.5. La relacion Ey C 2¥ x 2¥ tal que para cada x,y € 2%,
rEy & dnmew:Vn>m:x, =y,

es una relacion de equivalencia boreliana contable.
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Demostracion. Es sencillo probar que Ej es una relacion de equivalencia. La relacion
Ey es contable ya que dado x € 2¥, para cada m € w el conjunto A, = {y €
29| ¥Yn > m : xz, = y,} es contable. Como [2]g, = Umne, Am, entonces [x]g, es
contable. Afirmamos que Fj es F,, en 2* x 2“, y por lo tanto boreliano. Dado n € w,
el conjunto F,, = {(x,y) € 2¥ | x, = y,} es cerrado en 2¥ x 2¥. Por lo tanto,
Eo = Unmew Nn>m Fr, 1o cual implica que Ey es F,.

|

De manera mas general, podemos producir relaciones de equivalencia contables
borelianas de la siguiente forma.

Ejemplo 3.1.6. Sean G un grupo contable, X un espacio estandar de Borel y
a: Gx X — X una accién boreliana en X. La relacién EX tal que para cada
r,y € X,

rE¥y & JgeG:alg,x)=g-v=1y

es una relacion de equivalencia boreliana contable.

Demostracién. Es sencillo mostrar que Eg es una relacién de equivalencia contable.
Por otro lado, como a es boreliana, la grafica de a, denotada por gra, es boreliana.
La proyeccién mx x : gra — X x X tal que 7x x(g,2,y) = (z,y) es una funcién
boreliana y contable-a-uno’. De la Proposicién A.4.1, mx x[gra] = Eg es boreliano
en X x X. |

Un ejemplo de relaciéon de equivalencia inducida por una acciéon boreliana, es la
siguiente.

Ejemplo 3.1.7 (Accién de Desplazamiento). Sean G un grupo contable y X un
espacio estandar de Borel. Definimos la accidn de desplazamiento de G en X¢ como
la funcién sg x : G x X — X tal que para cada g,h € Gy p € X©,

(g-p)(h) =p(g'h).

La relacion de equivalencia E, denotada por E(G, X), es una relacién de

equivalencia boreliana contable.

G, X))

No todas las relaciones de equivalencia en espacios polacos son borelianas, como
por ejemplo la siguiente.

Ejemplo 3.1.8 ([Kec95] pp. 96 y 213). Sean £ = (R;);e; un lenguaje contable
relacional y para cada ¢ € I, sea n; la aridad de la relacion R;. Definimos el conjunto

Xe=]]2".

il

Identificamos a cada elemento x = (z;);er € X con la estructura A, = (w, RZAI)
donde para cada i € I y cada s € w™, R (s) si y s6lo si ;(s) = 1.

Una funcién f: X — Y es contable-a-uno si para cada y € Y, f~1({y}) es contable.
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Es decir, a X, lo podemos identificar con el espacio de estructuras contables del
lenguaje L.

Si £ # () entonces el espacio X, es homeomorfo a 2, por lo tanto X, es un

espacio estandar de Borel. Definimos en X una relaciéon = tal que para cada z,y €
X,C?
r=y & A, esisomorfa a A,.

La relacion =ZC X, x X, es una relacién de equivalencia contable. Sin embargo,
= no necesariamente es boreliana. Omitimos la demostracion ya que no es propoésito
de este trabajo realizar un desarrollo de la misma.

Es posible caracterizar a las relaciones de equivalencia borelianas contables como
sigue.

Proposicién 3.1.1 (Feldman-Moore [FM77] Teorema 1). Si E es una relacién de
equivalencia boreliana contable en un espacio estandar de Borel X, entonces existe
un grupo contable Gy una accién boreliana a de G en X tal que £ = EJ.

3.1.2. Reducciones

Nos encargaremos de establecer relaciones entre relaciones de equivalencia bo-
relianas contables, mediante funciones entre sus respectivos espacios estandar de
Borel.

Definicién 3.1.2 (Reduccién). Sean X,Y espacios estandar de Borel, f: X — Y
una funcion y F, F relaciones de equivalencia borelianas en X e Y, respectivamente.
Diremos que,

(i) f es un homomorfismo de E a F si para cualesquiera z,y € X,
By = [f(x)Ff(y).
(ii) f es un cohomomorfismo de E a F si para cualesquiera x,y € X,

f(@)Ffly) = zEy.

(iii) f es una reduccion de E a F si f es un homomorfismo de E a I’y cohomo-
morfismo de E a F.

(iv) f es un encaje de E a F si f es una reduccion de E a F, que ademds es
inyectiva.

(v) f es un isomorfismo de E a F si f es un encaje de E a F, que ademds es
sobreyectivo.
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De la definiciéon se desprenden las siguientes implicaciones, considerando todas
las nociones en el sentido de E a F.

isomorfismo = encaje = reduccion = homomorfismo

4

cohomomorfismo

Comencemos exhibiendo un ejemplo de un isomorfismo. De esa forma tendremos
un ejemplo del resto de las nociones.

Ejemplo 3.1.9. Sea X un espacio estandar de Borel, entonces la funcién identidad
en X, denotada por 1x : X — X, es un isomorfismo de Ax a Ax.

No es inmediato distinguir si las nociones recién definidas son distintas entre si.
Por ello, comencemos probando que no necesariamente hay una relaciéon entre las
nociones de homomorfismo y cohomomorfismo, en el mismo sentido de E a F.

Proposicion 3.1.2. Toda funcién Turing-invariante f : 2 — 2 es un homomorfis-
mo de =7 a =¢. Sin embargo, la funcion salto de Turing no es un cohomomorfismo
=7 a =7.

Demostracion. Sabemos del Ejemplo 3.1.3 que =7 es una relacion de equivalencia
boreliana contable. Ademas, de la definicién de funcién Turing-invariante obtenemos
que es un homomorfismo. Para notar que la funcién salto de Turing no es un coho-
momorfismo, recordemos que del Teorema de Friedberg-Muchnik podemos obtener
r,y € 2% talesque x <ryy ' =r v |

Proposicién 3.1.3. La funcién identidad 1ow : 2 — 2% es un cohomomorfismo de
=7 a Ey que no es un homomorfismo de =7 a Ej.

Demostracion. Sabemos del Ejemplo 3.1.5 que Ej es una relaciéon de equivalencia
boreliana contable. Ademas que, si x,y € 2* son tales que xEyy, entonces x =7 y ya
que difieren en una cantidad finita de valores. Por lo tanto, 1. es un cohomomorfismo
de =7 a Ejy. Sin embargo, los elementos x,y € 2“ tales que para cada n € w

1 sinespar

a;(n) ~ 10 en otro caso

y y(n) = 1—x(n), difieren en una infinidad de valores pero son tales que x =7 y.
Por lo tanto, 19w no es un homomorfismo de =¢ a Ej. [ |

En resumen, homomorfismo no implica cohomomorfismo ni viceversa. Ademas,
en las proposiciones anteriores hemos hecho un poco mas. Hemos mostrado ejemplos
explicitos de homomorfismos y cohomomorfismos que no son encajes. Por lo tanto,
la nocién de encaje no necesariamente es equivalente a la nociéon de homomorfismo
ni a la de cohomomorfismo.

Identifiquemos la relacion que existe entre reduccion y encaje.
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Proposicién 3.1.4. Sea E una relacién de equivalencia en un espacio estandar de
Borel X no vacio. Entonces existe una reduccién de E x Is a E que no es un encaje
de £ x I, a E.

Demostracion. Es suficiente considerar la proyecciéon en la primera coordenada como
reduccion de E x I, a E. |

Mas adelante veremos que la relacién F(F., R) tendra la complejidad suficiente
para que toda relacién de equivalencia contable pueda encajarse en ella (Teorema
3.2.2). Por otro lado, la relacién A, no podria ser isomorfa a E(F,,,R) ya que ello
implicaria que R¥>< es contable, lo cual es falso. Por consiguiente tenemos el siguiente
resultado.

Proposicién 3.1.5. Existe un encaje de A, a E(F., R)? que no es un isomorfismo.

De esta manera, hemos mostrado que las implicaciones de nuestro diagrama
previo no necesariamente se vuelven equivalencias.

3.2. Reducciones Borelianas

De entre todas las posibles reducciones que pueden existir entre relaciones de
equivalencia borelianas, s6lo nos interesaran aquellas que cumplan con el requisito
de ser borelianas.

Definicién 3.2.1 (Borel-reducibilidad). Dados dos espacios estandar de Borel X e
Y y relaciones de equivalencia borelianas F'y F en X e Y respectivamente, diremos
que

(i) E es Borel-reducible a F', lo cual denotamos E <p F si existe una reducciéon
boreliana de E a F.

(ii) E es Borel-bireducible a F', lo cual denotamos E ~p F,si E<p F'y FF <p F.

(iii) E es Borel-encajable a F', lo cual denotamos por F Cp F'| si existe un encaje
boreliano de F a F'.

(iv) E es Borel-biencajable a F, lo cual denotamos por £ wp F,si E Cg F'y
FCgp E.

(v) E es Borel-isomorfo a F, lo cual denotamos por F =g F si existe un isomor-
fismo boreliano de F a F'.

Observacion. Sean X e Y dos espacios estandar de Borel y F, F' relaciones de equi-
valencia borelianas en X e Y respectivamente. Entonces toda reduccién boreliana
de E a F, induce un encaje boreliano de X/E a Y/F.

2F, es el grupo libre con una cantidad numerable de generadores.
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Demostracion. Sea f: X — Y reduccién boreliana de E a F'. Definimos f : X/E —
Y/F tal que f([z]g) = [f(2)]r. La funcién f estd bien definida ya que f es un
homomorfismo. La inyectividad de f se verifica a partir de que f es un cohomomor-
fismo. |

De manera intuitiva, £ <g F' se puede interpretar de las siguientes formas:

(i) E tiene un problema de clasificacion mas simple que el de F'; es decir, cuales-
quiera invariantes para F' funcionan también para FE.

(ii) Es posible clasificar E-clases de equivalencia con invariantes que son F-clases
de equivalencia.

(iii) El cociente X/E se encaja en Y/F, de donde X/FE tiene cardinalidad boreliana
menor o igual que Y/F.

A continuacién mostraremos algunos ejemplos de reducibilidades borelianas.
Ejemplo 3.2.1. Sean X, Y espacios estandar de Borel.

(i) Si |X| = n = |Y] para algin n > 1 y X,Y son dotados con la topologia
discreta, entonces Ax ~p Ay. En este caso, inicamente nos referiremos a la
relacion por A,,.

(ii) Si X,Y son numerables y son dotados con la topologia discreta, entonces
Ax ~p Ay. En este caso, inicamente nos referiremos a la relacion por A,,.

(iii) Si X,Y no son numerables, entonces Ax ~p Ay. En ocasiones, s6lo nos
referiremos a esta relacién como Age.

Demostracion. (1) Si X = {x;}~, v Y = {y:}~,, la funcién f: X — Y tal que
f(z;) = y; es una reduccién boreliana de Ax a Ay. Por lo tanto, Ax <p Ay.
De forma similar se comprueba que Ay <p Ax. Por consiguiente, Ax ~g Ay.

(ii) La demostracion es similar a (i).

(iii) Como X, Y no son numerables, existe un isomorfismo boreliano f : X — Y el
cual verifica que para todo z,y € X, x =y < f(z) = f(y). Asi, Ax <p Ay.

La otra desigualdad es similar. Por lo tanto, Ax ~g Ay-.
|

Utilizando la borel-reducibilidad, nos interesard asignar una nociéon de com-
plejidad. Del ejemplo anterior, hemos visto que las relaciones Ax, Ay tienen
la misma complejidad cuando X e Y tienen la misma cardinalidad. Por otro
lado, sabemos que la Turing-equivalencia es una relacion de equivalencia borelia-
na contable, por lo tanto podemos preguntarnos por su complejidad en este contexto.

Ennseguida nos dedicaremos a describir nociones de complejidad y veremos si la
Turing-equivalencia tiene alguna de ellas.
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3.2.1. Suavidad

La primera nociéon se denomina suavidad y es considerada la mas sencilla de
todas: nos permite clasificar objetos mediante elementos de un espacio estandar de
Borel.

Definicién 3.2.2 (Relacién de Equivalencia Boreliana Suave). Una relacién de equi-
valencia boreliana E es relacion suave si existe un espacio estandar de Borel Y tal
que F <p Ay.

Dado que todo espacio contable puede ser inmerso en un espacio estandar de
Borel no numerable, tenemos el siguiente resultado.

Ejemplo 3.2.2. Si E es una relaciéon de equivalencia boreliana suave y X es un
espacio estandar de Borel no numerable entonces F <p Ax.

Un par de equivalencias de suavidad para relaciones contables son las siguientes.

Proposicién 3.2.1. Sea E una relacién de equivalencia boreliana contable en un
espacio estandar de Borel X. Las siguientes son equivalentes:

(i) E es suave.

(ii) Existe un conjunto boreliano T' C X, tal que para todo x € X, |T'N [z]g| = 1.
A T la denominaremos una transversal de Borel para E.

(iii) Existe una funcién boreliana s : X — X tal que s(z)FEz y si z,y € X son
tales que xEy, entonces s(z) = s(y). A s lo llamaremos un selector de Borel
para F.

Demostracion. (i)=-(ii). Supongamos que F es suave. Entonces existe una re-
duccién boreliana f : X — E de E a Ay para algunos espacios estandar de
Borel X, Y. Luego, f es una funcién contable-a-uno. Por la Proposiciéon A.4.1,
la imagen de f, f(X) es boreliano y existe una funcién boreliana g : f(X) — X
tal que para cada y € f(X), f(g9(y)) = y. Por consiguiente, g es inyectiva y
por tanto, T = ¢(f(X)) es un conjunto boreliano. Sean w,v € X tal que
w,v € T N [x]g. Luego, w = g(f(x1)),v = g(f(x2)) para algunos z1,z5 € X.
Como wFEwv, entonces f(w) = f(v), lo que implica f(x1) = f(x2). Por lo tanto,
w = v. Concluimos que |7 N [z]g| = 1.

(ii)=(iii). Sea s : X — X tal que para cada x € X, s(x) es el inico elemento
en T N [z|g. De la definicién de s, es para cada = € X, s(z)Fz. Como grs =
(X x T)N E, grs es boreliano y por tanto s es boreliana. Por tltimo, si zEy
entonces T'N [z]g = T N [y]g, lo cual implica que s(x) = s(y).

(ili)=-(i). La funcion s verifica que E <p Ax.
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Una consecuencia de un resultado debido a Silver (cf. [Sil80] p. 4), nos da una
clasificacion completa de las relaciones suaves como sigue.

Ejemplo 3.2.3 ([Kec95] Corolario 5.2). Si E es una relacién de equivalencia bore-
liana suave entonces una, y sélo una, de las siguientes se cumple:

(i) Existe n > 1, tal que E ~p A,,.
(ii) E ~p A,.
(iii) E ~p Ag.

En resumen, las tnicas relaciones suaves son las igualdades de espacios estandar
de Borel.

Un primer resultado nos dice que la complejidad de Ejy es mayor que la igualdad
en 2.

Ejemplo 3.2.4. Ay <p Ej.

Demostracion. Sea f :2¥ — 2% tal que f(z) = (x [ 1)"(x [ 2)"(x | 3)---. Dado
que f es funcién, tenemos que f es un homomorfismo de Ag a Ey. Por otro lado,
si x # y entonces f(x) difiere en una infinidad de valores con f(y), luego no se
cumple que f(z)Eyf(y). Asi, por contrarreciproca, si f(x)Eyf(y) entonces = y, es
decir f es un cohomomorfismo de As. a Ey. Es sencillo verificar que f es continua,

por lo tanto es borel. Asi, f es una reduccién boreliana de Aqw a Ey. Por lo tanto,
Ao <p Ej. |

En este sentido, podemos preguntarnos si £ es una relacion suave. El siguiente

resultado nos dice que Ej es la menor relaciéon que no es suave en el sentido de la
borel-reducibilidad.

Ejemplo 3.2.5 ([HKL90] Teorema 1.1, Teorema de Dicotomia de Glimm-Effros).
Sea FE una relacion de equivalencia boreliana. Entonces una, y sélo una, de las
siguientes ocurre:

(i) E es suave.
(i) Ey Cp F.

De igual forma, sin recurrir directamente al Teorema de Dicotomia de Glimm-
Effros, es posible distinguir las relaciones Asw v Ejy utilizando métodos que utilizan
al Teorema de Categoria de Baire. También es posible dar otra prueba utilizando
métodos de la Teoria de la Medida.

En resumen, combinando los ejemplos anteriores, tenemos la siguiente clasifica-
cion.
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Proposicién 3.2.2. Las siguientes desigualdades se cumplen:
Al <B AQ <p---<p An <p---<p Aw <B AQw <g Ey.

Ademas, cualquier relacion de equivalencia boreliana E es borel-bireducible con
alguna de las relaciones de la lista, 6 bien Fy <p F.

Observemos que las relaciones suaves forman un segmento inicial dentro de las
relaciones de equivalencia borelianas.

Podemos preguntarnos si la Turing-equivalencia =7 es una relacién suave. Una
observacion inmediata es que no puede ser borel bi-reducible con ninguna igualdad
en un espacio contable. En la siguiente secciéon, veremos si es posible que sea
bi-reducible con la igualdad en un espacio no numerable o con FEj.

3.2.2. Hiperfinitud

En la escala creciente de complejidad de las relaciones de equivalencia borelianas,
la siguiente nocién en aparecer se conoce como hiperfinitud. Esta nociéon hace refe-
rencia a aquellas relaciones de equivalencia borelianas que pueden expresarse como
una unién contable de relaciones de equivalencia borelianas finitas.

Definicién 3.2.3 (Relacién de Equivalencia Boreliana Hiperfinita). Una relacion
de equivalencia boreliana contable es hiperfinita si existe una sucesién (E,),e, de
relaciones de equivalencia borelianas finitas tal que F,, C E,;; paracadan € wy

E=J E.

ncw

Un primer ejemplo de relacién hiperfinita es Ej.
Ejemplo 3.2.6. Ej es hiperfinita.

Demostracion. Sean € w. Definimos la relacion F,, en 2“ tal que para cada x,y € 2“:

zEyzy < Yk >n:x(k) =y(k).

La relacion E,, es finita ya que dado x € 2%, sélo una cantidad finita de z € 2¥
satisfacen que zFE,z. Ademas es boreliana ya que cada FE, es Gs en 2¥ x 2¥. Se
cumple ademas que Ey = U, ¢, En. Por lo tanto, Ej es hiperfinita. ]

Una consecuencia mas que se desprende de este ejemplo es que la propiedad
de ser hiperfinita no implica ser suave, en cuanto a relaciones de equivalencia
borelianas se refiere.

Enseguida, mostraremos mas ejemplos de relaciones hiperfinitas.

Proposicion 3.2.3. Si E, F' son relaciones de equivalencia borelianas contables tal
que FE es hiperfinita y F' C E, entonces F' es hiperfinita.



57 3.2 Reducciones Borelianas

Demostracion. Si E = U,e,, En, entonces F' = U, ¢, £ N F' y cada E, N F es una
relacién de equivalencia boreliana finita. ]

Proposicién 3.2.4 ([JKL02] Proposicién 1.3). Si E es hiperfinita y F' <p E en-
tonces I’ es hiperfinita. Por lo tanto, si ' es una relaciéon suave entonces F' es
hiperfinita.

Podemos preguntarnos si existen mas relaciones hiperfinitas que no son suaves y
que no son borel-bireducibles con Ey. Como veremos a continuacion, la respuesta a
esta pregunta es negativa.

Proposiciéon 3.2.5 ([Kec21] Corolario 7.3). Si E es una relacién de equivalencia
boreliana que no es suave e hiperfinita, entonces £ ~pg Ej.

Retomando la cuestion inicial, nos gustaria saber si =7 es una relacién suave o
una relacion hiperfinita. Slaman y Steel han dado una respuesta a esta pregunta.

Teorema 3.2.1 (Slaman y Steel [SS88] p. 53). =7 no es hiperfinita.

Las propiedades de la Turing-equivalencia sugieren que se trata de una relacién
de equivalencia muy compleja. Asi, una pregunta natural es si, en realidad, se trata
de la relaciéon mas compleja de todas. En la siguiente seccién exploraremos mas esta
cuestion.

3.2.3. Universalidad

La nocion que busca capturar a las relaciones de equivalencia borelianas
contables que son las mas complicadas se conoce como universalidad.

De ahora en adelante, nuestro estudio se limitara a las relaciones de equivalencia
que son contables. Comenzaremos con una serie de resultados que nos permitiran
identificar relaciones explicitas que son complicadas en el sentido previamente des-
crito.

Proposiciéon 3.2.6. Sean GG un grupo contable, X espacio estandar de Borel y a
una accién boreliana de G en X. Entonces Ef <p F(G,2%).

Demostracion. Dado que X es un espacio estandar de Borel, existe una familia de
conjuntos borelianos {U, } e tal que para cada z,y € X, si x # y entonces existen
n,m€wtal que x € U, \U,, vy y € Up \ U,.

Definimos f : X — (2¢)¢ tal que [(f(x))(g9)](n) = 1siy sélosi g7 -2 € U,, es
decir si a(g7t, x) € U,.

Afirmamos que f es un homomorfismo de E¥ a E(G,2¥). Sean z,y € X tales
que zEXy. Luego, existe g € G tal que g - x = y. Afirmamos que g - f(z) = f(y).
Sean h € G y n € w, entonces:
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[(g- f@)(M](n) =1 <« [(f(x))(g~'h)](n) =1
s (¢th)tozeU,
& (hlg) -z € Un
& hli(gea) €

& [(flg-2)B)n >

< [(f))](n) =

Por lo tanto, g - f(z) = f(y). Luego, f(z)E(G,2°)f(y). Concluimos que f es un
homomorfismo de EZ a E(G,2%).

Demostremos ahora que f es un cohomomorfismo de EX a E(G,2%). Sean z,y €
X tales que f(x)E(G,2°)f(y). Entonces existe g € G tal que g - f(z) = f(y). Sea
n € w, entonces:

g-rel, & [(f(2)(gHn) =1
< [(g- f@)(1e)](n) =1
< [(fy)(1e)l(n) =1

& y € U,.

De la propiedad de la familia {U, } ., tenemos que g-x = y. Por lo tanto, zEZ y.
Concluimos que f es un cohomomorfismo de EX a E(G,2%). |

El resultado nos dice que la complejidad de la relacién inducida por la
accion de desplazamiento de un grupo tiene mayor o igual complejidad que la
relaciéon de equivalencia inducida por una accion del mismo grupo. Esto su-
giere que nuestra busqueda de encontrar la relaciéon contable mas compleja de
todas, se reduzca a mirar aquellas que son inducidas por acciones de desplazamiento.

La siguiente proposiciéon nos dice que nuestra intuiciéon previa es correcta.

Proposicién 3.2.7. Para toda relaciéon de equivalencia boreliana contable F, se
tiene que F <p F(F.,2%).

Demostracion. Sean GG un grupo contable y a una accién boreliana de G en un
espacio estdndar de Borel X tal que Ef = E. De la propiedad universal de los
grupos libres, existe un homomorfismo sobreyectivo ¢ : F,, — G. Definimos una
accién boreliana b de Fo, en X tal que b(g, z) = ¢(g) - = = a(¢(g), x). Se verifica que
E = EX. Asi, del ejemplo anterior, tenemos que £ = E5 <p E(F,2%). [ |

Dado que la relacién E(F,2%) es muy dificil de visualizar, trataremos de
identificar una relaciéon méas familiar pero con la misma complejidad.

Mediante una serie de argumentos es posible establecer la siguiente reduccién.
Corolario 3.2.1 ([DJK94] Proposicion 1.8). E(Fw,2¥) <p E(F3,2). Por consi-

guiente, para toda relaciéon de equivalencia boreliana contable E, se tiene £ <p
E(Fy,2).
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La propiedad de las relaciones E(F,,2%) y E(Fq,2), motiva la siguiente defini-
cion.

Definicién 3.2.4 (Universalidad). Diremos que una relacién de equivalencia bore-
liana contable E es universal si para toda relacién de equivalencia boreliana contable
F' se tiene que F' <p FE.

De las observaciones previas, obtenemos que E(F..,2¥) y FE(Fs,2) son universa-
les. Ademas, notemos que existe una unica relacion de equivalencia universal salvo
bi-reducibilidad, la cual de ahora en adelante, denotamos por F...

La borel-reducibilidad puede mejorarse en el caso de relaciones borelianas uni-
versales.

Teorema 3.2.2 ([MSS16] Teorema 3.6). Sean E, F relaciones de equivalencia bo-
reliana contable universal. Si E es universal, entonces F' Cp E.

Otro ejemplo de relacién de equivalencia boreliana contable universal es la equi-
valencia aritmética.

Teorema 3.2.3 ([MSS16] Teorema 2.5). La equivalencia aritmética =4 es una re-
lacion de equivalencia boreliana contable universal.

Hasta ahora nos hemos tratado convencer que la nocién de universalidad es
distinta a la nocién de hiperfinitud. Dicha cuestién quedaria resuelta si E, no fuera
borel-reducible a Ey. El siguiente resultado nos exhibe una relaciéon de equivalencia
boreliana contable estrictamente entre Fy y F.

Proposicién 3.2.8 ([JKLO02] Seccién 3). Existe una relacién de equivalencia bore-
liana contable E tal que Fy <p F <p F.

A partir de este resultado podemos deducir lo siguiente.
Proposicion 3.2.9. Si E es hiperfinita, entonces E no es universal.

Dicho esto, y en base a la evidencia sobre las propiedades de la Turing-
equivalencia, es posible tratar de indagar si la Turing-equivalencia =¢ es universal.

Sin embargo, atin se desconoce la respuesta a esta cuestion.

Pregunta 3.2.1. ([Kec92] Problema 17) ;= es una relacién de equivalencia bore-
liana contable universal?

En la siguiente seccion, continuaremos tratando de asignar una complejidad a
=7, debilitando ahora la nocién de universalidad.
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3.2.4. Reducibilidad Débil

Para debilitar la nocién de universalidad, comenzaremos desde el inicio, debili-
tando la borel-reducibilidad e introduciendo nuevas nociones, de las cuales veremos
que algunas de ellas seran conocidas.

Definicién 3.2.5 (Reducibilidad Débil). Sean E'y F dos relaciones de equivalencia
borelianas contables en espacios estandar X e Y respectivamente. Diremos que,

(i) E es débilmente reducible a F si existe un homomorfismo de E a F' que es
contable-a-uno.

(ii) E es débilmente borel-reducible a F, lo cual denotamos por F <% F si E es
débilmente reducible a F' mediante una funcién boreliana.

Algunas observaciones de la definicién son las siguientes.

Proposicién 3.2.10. Si f es una reduccién boreliana entre dos relaciones de equi-
valencia borelianas contables E'y F', entonces f es una reduccién débil boreliana de
E a F. Por lo tanto, si & <p F entonces £ < F'.

Demostracion. Como E es contable y f es un cohomomorfismo, f debe ser contable-
a-uno. |

Proposicién 3.2.11. La relacion <} es transitiva.

Demostracion. Se sigue de el hecho de que la composicion de homomorfismo es un
homomorfismo y la composicion de funciones contables-a-uno es contable-a-uno. M

La borel-reducibilidad débil se comporta bien respecto a la contenciéon de con-
juntos.

Proposicién 3.2.12. Si E C F son relaciones de equivalencia borelianas contables,
entonces F/ < F.

Demostracion. La funcién identidad es un homomorfismo boreliano de E a F' que
es contable-a-uno. ]

Una caracterizacion de la borel-reducibilidad débil es la siguiente.

Proposicién 3.2.13. Sean E y F relaciones de equivalencia borelianas contables.
Entonces las siguientes son equivalentes:

() E<yF

(ii) Existe una relacion de equivalencia boreliana contable S O F tal que S <p F.



61 3.2 Reducciones Borelianas

Demostracion. Supongamos que E <% F' y sea [ una reducciéon débil boreliana
de E a F. La relacién S tal que xSy si y sélo si f(z)F f(y), es una relacién de
equivalencia boreliana contable tal que S 2 EF'y S <p F.

Por otro lado, si S O E, entonces £ <% Sy S <p F. Por lo tanto, £ <} F.

Con esta nueva nocién de reducibilidad podemos establecer nuevas nociones de
suavidad e hiperfinitud de manera similar a como lo hemos hecho en la seccion
previa. Sin embargo, veremos que en realidad, dichas nociones no son nuevas.

Definicién 3.2.6. Sea E una relacion de equivalencia boreliana contable. Diremos
que:

(i) E es débilmente suave si existe un espacio estandar de Borel tal que £ <%} Ax.

(ii) E es débilmente hiperfinita si existe una relacion de equivalencia boreliana
contable hiperfinita F' tal que £ <} F.

Un par de observaciones que se siguen de la definicion son las siguientes: la
propiedad de ser suave implica ser débilmente suave y la propiedad de ser hiperfinita
implica ser débilmente hiperfinita. Enseguida veremos que sus reciprocos también
son validos.

Proposicién 3.2.14. Sea E una relacion de equivalencia boreliana contable. En-
tonces

(i) E es débilmente suave si y sélo si E es suave.
(ii) E es débilmente hiperfinita si y s6lo si £ es hiperfinita.

Demostracion. (i) Si E es débilmente suave, existen un espacio estandar de Borel
X y una relacién de equivalencia boreliana contable S O F tal que S <p Ay.
Por lo tanto, S es suave. Existe un grupo contable G = {g, : n € w} tal que
S = EZ. Ademas, como S es suave, existe un conjunto boreliano T tal que
para cada = € X, existe t, € X tal que T'N [z]s = {t,}. Definimos la funcién
boreliana s : X — X tal que s(z) = g, - t, donde n es el menor natural tal
que (g, - t;)Ex, el cual existe ya que hay algtin g € G tal que g - t, = z. Por
lo tanto, s es un borel-selector para E. Por consiguiente, E es suave.

(ii) Si E es débilmente hiperfinita, entonces existe una relacién de equivalencia
boreliana contable hiperfinita F' y una relacién de equivalencia boreliana con-
table S O F tal que S <p F'. Por la Proposicion 3.2.4, S es hiperfinita. De la
Proposicién 3.2.3 se sigue que E' es hiperfinita.

|

Por consiguiente, nos restringiremos al estudio de la versiéon débil de la univer-

salidad.
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Definicién 3.2.7 (Universalidad Débil). Una relacién de equivalencia boreliana
contable E es débilmente universal si para toda relaciéon de equivalencia F' se satis-
face que F' <% E.

Una forma de determinar que una relacién es débilmente universal es la siguiente.

Proposicién 3.2.15. Sea E una relacion de equivalencia boreliana contable. Si
existe una relaciéon de equivalencia boreliana contable universal F' tal que F C F,
entonces E es débilmente universal.

Demostracion. Se sigue a partir de que la reducibilidad débil se comporta bien
respecto a la contencién de conjuntos. |

Con esta caracterizaciéon, tenemos el siguiente resultado.
Teorema 3.2.4. =1 es débilmente universal.

Demostracion. Identifiquemos E., con E(F3,2). Una biyeccién efectivamente cal-
culable ¢ : w — Fy tal que ¢(0) = 1p,, induce una funcién @ : 22 — 29 tal que
@(f) = f o p. Es posible demostrar que la funcién @ es una biyecciéon y reduccion
boreliana de E(IFy,2) a F(w,2) donde w es considerado como un grupo con la ope-
racion n-m = o (p(n)p(m)). Por lo tanto, F., puede identificarse con E(w,?2).
Por otro lado, notemos que para cada f,g € 2, si fE(w,2)g, entonces debido a que
¢ es efectivamente calculable, tenemos que f =7 g. Por lo tanto, F(w,2) C=. Lo
cual implica que = es débilmente universal.

[

Podemos obtener mas ejemplos de relaciones débilmente universales de la si-
guiente forma.

Proposicién 3.2.16. Si E es una relaciéon de equivalencia boreliana contable uni-
versal entonces E es débilmente universal.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 3.2.15. ]

Aun se desconoce si el reciproco de la proposicién previa se satisface.

Pregunta 3.2.2. ;Toda relacion de equivalencia boreliana contable débilmente uni-
versal es universal?

Notemos que si la respuesta es afirmativa, entonces la respuesta a la pregunta
3.2.1 también lo es.
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3.3. Consecuencias de la Conjetura de Martin

3.3.1. Universalidad de =7

En esta seccién exploraremos una condicion suficiente para demostrar la falsedad
de la Conjetura de Martin. También, examinaremos las implicaciones que tiene la
Conjetura de Martin en el anélisis de la universalidad débil.

A partir de la Turing-equivalencia podemos definir una nueva relaciéon de equi-
valencia como sigue.

Definicién 3.3.1. Sea n € w, definimos la relacién (=7)" C (2¢)™ x (2¢)" tal que
para cada Xy, ..., Tp, Y1, -eey Yn € 2

(1, ooy Tn) (=) (Y1s ooy Yn) Sl y 8Olo si Xy =70 1 Ay =7 Y2 A+ - ATy =7 Yn-

A partir de su definicion, es sencillo probar que la relacién (=)™ es una relacion
de equivalencia boreliana contable para cada n € w. Por consiguiente, es natural
preguntarse sobre el resultado de la comparacién de estas nuevas relaciones con la
Turing-equivalencia.

Proposicién 3.3.1. Supongamos que la Conjetura de Martin restringida a funcio-
nes borelianas es cierta. Entonces,

=r<pB (ET)z.

Demostracién. La funcién f : 2¢ — (2¥)% tal que f(z) = (x,7) es una reduccién
boreliana de = a (=7)%. Por lo tanto, =r<p (=7)%. Supongamos, a fin de llegar a
una contradiccién, que (=7)? <p=7 via una reduccién f. Sean z € 2* e i € {0,1},
definimos la funcién boreliana f; : 2 — 2 tal que f;(z) = f(x,2®). Dado que
f es una reduccion, cada f; es una funciéon Turing-invariante. Si alguna f; fuera
constante en un cono, entonces para algin x € 2“ tenemos que fo(x) =1 fo(z'),
luego f(z,2) =r f(a',2). En particular, x =¢ 2’ la cual es una contradicciéon. Por
lo tanto, cada f; es creciente en un cono.

Notemos que fo(2¥)N f1(2¥) = 0, ya que de lo contrario existen x,y € 2 tal que
f(z,2) = f(y,7'), y como f es una reduccién, en particular tendriamos que z = 2/,
lo cual es falso. Dado que para cada y € 2¥, y <r fo(vy), fo(2¥) es cofinal. De manera
similar, obtenemos que f;(2) es cofinal. Dado que f es contable-a-uno, cada f; es
contable-a-uno. Por lo tanto, cada f;(2¥) es boreliano. Por el Teorema de Cono de
Martin restringido a conjuntos borelianos (Corolario 2.1.2), cada f;(2*) contiene un
cono, por lo tanto f5(2¥) N f1(2%) # 0, la cual es una contradicciéon. Concluimos que

=r<p (ET>2. u
En particular, de ser cierta la Conjetura de Martin, la relacion =7 no seria
universal, dando una respuesta negativa a la pregunta 3.2.1.

Teorema 3.3.1. Si =7 es universal entonces la Conjetura de Martin es falsa.

De esta manera, podemos concluir que la Conjetura de Martin y la universalidad
de la Turing-equivalencia son incompatibles y se comportan en direcciones opuestas.
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3.3.2. Relaciones Débilmente Universales

Entre otras de las implicaciones de la Conjetura de Martin, se encuentran
aquellas que nos revelan mas informacién de las relaciones débilmente universales.

Enseguida enunciamos un resultado que establece que, bajo la veracidad de la
Conjetura de Martin en su versién boreliana, las funciones crecientes en un cono son
casos particulares de reducciones débiles borelianas.

Proposicién 3.3.2. Supongamos que la Conjetura de Martin restringida a funcio-
nes borelianas es cierta. Si f : 2* — 2“ es una funcién boreliana Turing-invariante,
entonces una y sélo una de las siguientes ocurre:

(i) f es constante en un cono.

(ii) Existe un cono C' C 2 tal que f | C es una reduccién débil boreliana de
=r[ C' a =p. Mas atin, si D C 2“ es un cono, entonces el conjunto [f(D)]z, =
Uaenlf(d)]=, contiene un cono.

Demostracion. Supongamos que f no es constante en un cono. Por lo tanto, es
creciente en un cono C. Entonces para cada y,z € 2 tal que z € C, si f(z) =y,
entonces z <r f(z) = y. Dado que existe una cantidad a lo mds numerable de
elementos <7 que y, tenemos que (f | C)~'({y}) es contable. Por lo tanto, f | C' es
contable-a-uno. Por consiguiente, f [ C' es una reduccién débil boreliana de =[] C' a
=r.

Sea D C 2“ un cono y definamos al conjunto A = C' N D. Dado que f [ C es
contable-a-uno, tenemos que f(A) es boreliano. Por lo tanto, [f(A)]=, es boreliano®
Como [f(A)]=, es cofinal, boreliano y Turing-invariante, por el Teorema de Cono
de Martin restringido a conjuntos borelianos (Corolario 2.1.2), [f(A)]=, contiene un

cono y, por lo tanto, [f(D)]=, contiene un cono.
|

Otra de las implicaciones nos permite identificar las restricciones de la Turing-
equivalencia que nos dan relaciones débilmente universales.

Proposicién 3.3.3. Supongamos que la Conjetura de Martin restringida a fun-

ciones borelianas es cierta. Sea A C 2* un conjunto boreliano Turing-invariante,
entonces las siguientes son equivalentes:

(i) =r| A es débilmente universal.

(ii) A contiene un cono.

3Dado que [f(A)]=, = m(=r Nf(A) x 2¢), donde 75 es la funcién proyeccién en la segunda
coordenada, y 7 restringida a =7 Nf(A)x2% es contable-a-uno, tenemos que [f(A)]=, es boreliano.
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Demostracion. (ii)=(i). Supongamos que A contiene un cono C' con base z €
2¢. La funcién f : 2¥ — 2“ tal que f(z) = =@ z es un homomorfismo de = a
=;| C. Como f es boreliana * y contable-a-uno®, tenemos que =7<% =7| A.
Por lo tanto, =7| A es débilmente universal.

(i)=-(ii). Supongamos que = | A es débilmente universal y sea f : 2* — A una
reduccién débil boreliana de =7 a =¢[ A. Por la Proposicién 3.3.2, tenemos
que [f(2¥)]=, C A contiene un cono.

]

Dentro de las consecuencias més significativas, se encuentra la descripcién de un
comportamiento cadtico en la estructura inducida por la reducibilidad débil.

Teorema 3.3.2 ([Tho09] Teorema 1.2). Supongamos que la Conjetura de Martin
restringida a funciones borelianas es cierta. Entonces, existen una cantidad no nu-
merable de relaciones de equivencia borelianas contables débilmente universales que
son incomparables respecto la reducibilidad débil <%.

Para hablar de una consecuencia mas, debemos introducir la nociéon de ergodi-

cidad.

Definicién 3.3.2 (Ergodicidad). Sean X un espacio estandar de Borel y E relacién
de equivalencia boreliana contable en X. Diremos que =1 es E-m-ergodica si y sélo
si para todo homomorfismo boreliano f : 2 — X de =¢ a E, existen un cono
CC2¥yaxe X tal que f(C) C [7]g.

Por ejemplo, del Teorema de Cono de Martin (Corolario 2.1.2) tenemos el si-
guiente resultado.

Ejemplo 3.3.1. =7 es Asu-m-ergddica.

Demostracion. Sea f : 2* — 2“ homomorfismo boreliano de =7 a Agw. Tomemos
algin z € 2¢, definimos X = f~'({f(x)}). Como X es un conjunto boreliano
Turing-invariante, X contiene un cono C'. Se sigue que f(C) C [f(x)]ay- |

Podriamos preguntarnos si = es ergodica respecto a relaciones hiperfinitas, sin
embargo se desconoce si =7 es Ey-m-ergddica.

La satisfaccion de la Conjetura de Martin nos permite caracterizar las relaciones
débilmente universales como aquellas que no pueden clasificar ningin cono en la
misma clase de equivalencia.

Teorema 3.3.3. Supongamos que la Conjetura de Martin restringida a funciones
borelianas es cierta. Entonces para cada relacion de equivalencia boreliana E, una
y solo una de las siguientes se satisface:

4f es z-computable, por el Teorema A.5.1 se sigue que f es continua, y por tanto boreliana.
5Dado y € 2“, existe una cantidad a lo mas numerable de elementos z € 2% tal que = <7
rDz=y.
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(i) E es débilmente universal
(i) =r es E-m-ergddica.

Demostracion. Si E es débilmente universal, entonces =r<% E, por lo tanto =p
no es F-m-ergddica. Por consiguiente (i) y (ii) no se satisfacen al mismo tiempo.

Supongamos que =7 no es E-m-ergddica y demostremos que F es débilmente
universal. Sea f : 2“ — X una funcién testigo del hecho de que =7 no es
E-m-ergddica. Supongamos que E <%=r via una reducciéon débil ¢° La funcién
h=go f:2“— 2% es un homomorfismo boreliano.

Supongamos que h es constante en un cono C. Luego existe x € 2“ tal
que h(C) C [z]=,. Entonces f(C) C g '(Jz]=,). Como C es no numerable y
g '([z]=,) es contable, existe y € g~ *([z]=,) tal que f~*({y}) es cofinal. Dado que
[/7'({y})]=, es Turing-invariante y boreliano, del Teorema de Martin (Corolario
2.1.2), f~*({y}) contiene un cono D. Luego f(D) C [y]g, lo cual contradice que =
no es F-m-ergddica.

Por lo tanto, de la Proposicion 3.3.2, existe un cono tal que h [ C es contable-a-
uno. Por lo tanto, f | C es contable-a-uno y por consiguiente f | C' es una reduccion
débil de =¢| C a E. Por la Proposicién 3.3.3, =¢| C es débilmente universal, lo
cual implica que E es débilmente universal.

|

Dentro de los métodos que podriamos utilizar para analizar la complejidad de
un relacion débilmente universal, se encuentra el andlisis de las restricciones de la
relacion en conjuntos de diferentes medidas. Enseguida enunciaremos un resultado
debido a S. Thomas que nos permite concluir que dicha complejidad se concentra
en un conjunto de medida cero. Para probar el resultado, primero daremos una
definiciéon previa.

Definicién 3.3.3. Sean f, g : w — w funciones. Diremos que f <* g si f(n) < g(n)
salvo una cantidad finita de naturales n € w.

La siguiente aplicacién del lema de Borel-Cantelli sera esencial en la prueba de
nuestro resultado principal. A fin de no interrumpir el curso de la lectura del texto,
dejamos la demostracion a consulta en el Lema A.2.2.

Lema 3.3.1. Sean X un espacio estandar de Borel, ;1 una medida de probabilidad
en X y6:X — w” una funciéon boreliana. Entonces existe una funcion h : w — w
tal que

p{z € X | 6(x) < h}) =1.

Por 1ltimo, enunciamos el resultado en cuestién y desarrollamos su prueba co-
rrespondiente.

5Dicha reduccién existe ya que =r es débilmente universal.
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Teorema 3.3.4. Supongamos que la Conjetura de Martin restringida a funciones
borelianas es cierta. Si E es una relacion de equivalencia boreliana contable en un
espacio estandar de Borel X y p es una medida boreliana de probabilidad en X,
entonces eziste un conjunto boreliano B C X tal que p(B) = 1 y E | B no es
débilmente universal.

Demostracion. Sea ¢ : 2* — w® la funcién boreliana tal que:

(i) Si A, N 2w es infinito, entonces (1) es la enumeracién estrictamente creciente
de A, N 2w, donde A, = {n cw | r(n) =1}.

(ii) Si A, N 2w no es infinito, entonces ¢(r) es la funcién 0 en w.

Dado que =7 es una relacién de equivalencia boreliana contable, existen un gru-
po contable G = {g, | n € w} y una accién boreliana de G en 2¢ tal que FZ ==r.
Sea 1) : 2¥ — w* la funcién boreliana tal que ¥ (z)(n) = méx{p(gmz)(n) : m < n}.
De la definicién de EZ’, para cada s,r € 2°, si s = r, entonces ¢(s) <* 9(r).

Como =1 es débilmente universal, existe una reduccion débil boreliana
f: X —>2Yde Ea=p. Sea: X — w” tal que 6(z) = ¢(f(z)). Por el Lema A.2.2,
existe una funcién h : w — w tal que el conjunto boreliano B = {z € X | 0(x) <* h}
satisface que pu(B) = 1.

Afirmamos que E | B no es débilmente universal. Sea Z = [f(B)]=,.. Dado que
f es contable-a-uno, Z es boreliano. De una observacion previa, si r € Z, entonces
r =r f(b) para algin b € B. Si s = 7, tenemos que ¢(s) <* (f(b)) = 6(b) <* h.
Sea Sy, ={re2¥ | dse€2¥:s=rrA-(o(s) <* h)}, entonces Z C 2¥\ Sp; es
decir, S, C2¥\ Z.

Afirmamos que S;, contiene un cono. Sea t € w — w una funcién estrictamente
creciente tal que para cadan € w, h(n) < t(n). Afirmamos que el cono Cono(t) C S,.
Sea r € 2¥ tal que e <7 r. Definimos s € 2* como la funciéon caracteristica del
conjunto {2t(n) | n € w}U{2l+1 | r(l) = 1}. Como e < r, tenemos que s = .
De la definicién de ¢, para cada n € w, h(n) < t(n) < 2t(n) = ¢(s)(n); luego
—(p(s) <* h). Asi, Cono(t) C Sp.

Por lo anterior, 2¥ \ Z contiene un cono. Luego, Z no contiene un cono. Por la
Proposicién 3.3.3, =] Z no es débilmente universal. Como la reduccién débil f [ B
verifica que E | B < =r| Z, tenemos que F | B no es débilmente universal.






Conclusiones

En este trabajo hemos introducido la Conjetura de Martin y desarrollado su
demostracion para el caso uniforme de la conjetura en los Teoremas 2.2.1 y 2.2.4,
tomando como referencia las pruebas presentadas en [Ste75], [Ste82] y [Cor21]. De
nuestro analisis de las demostraciones, concluimos que los argumentos que se valen
del Axioma de Determinacién y de métodos de la Teoria de la Computabilidad son
suficientes para un correcto desarrollo de las demostraciones. Adicionalmente, es
posible identificar de manera especifica la aplicaciéon de dicho axioma, lo que nos
permite obtener pruebas para distintas versiones de la conjetura.

En el tercer capitulo, interpretamos a la Turing-equivalencia como un pro-
blema de clasificacion. Del Teorema 3.2.4, identificamos la complejidad de la
Turing-equivalencia en términos de comparaciones entre relaciones de equivalencia
borelianas contables via reducciones borelianas débiles.

Asimismo, al examinar las implicaciones de la Conjetura de Martin en el
contexto de las relaciones de equivalencia borelianas, el Teorema 3.3.1 arrojé una
conclusion significativa: la versién de la conjetura restringida al caso boreliano es
incompatible con la universalidad de la Turing-equivalencia. En otras palabras,
ambas no pueden ocurrir simultaneamente.

Finalmente, indagando sobre las consecuencias de la Conjetura de Martin en
el contexto de las relaciones débilmente universales obtuvimos las siguientes con-
clusiones: la Proposicién 3.3.3 obtiene una caracterizacion de las restricciones de
la Turing-equivalencia que son débilmente universales; el Teorema 3.3.3 identifica
las relaciones débilmente universales como exactamente aquellas que no satisfacen
la condicién de ergodicidad; el Teorema 3.3.4 establece que la complejidad de las
relaciones débilmente universales se concentra en conjuntos de medida cero.
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Apéndice A

Teoria Descriptiva de Conjuntos:
algunos resultados

En este apartado, el lector podra encontrar los resultados en Teoria Descriptiva
de Conjuntos que han sido utilizados en este texto. La exposicién es presentada a
manera de resumen, desarrollando algunas pruebas que se consideran importantes.
Las referencias utilizadas son [Kec95] y [M I18].

A.1. Espacios Polacos

Comenzamos con la definicion de espacio polaco.

Definicién A.1.1 (Espacio polaco). Un espacio topolégico (X, 7) es un espacio
polaco si existe una métrica d en X tal que (X, d) es un espacio separable, completo
y ademas cumple que 7 = 7.

Cuando no sea necesario indicar la topologia de X, inicamente diremos que X
es un espacio polaco.

Uno de los espacios polacos més conocidos es 2¥. Enseguida indicamos como
demostrar este hecho importante.

Definicién A.1.2 (Cono generado). Dado s € 2<¥, definimos el cono generado por

s, como el conjunto
Ny={x €2 | s Cuz}.

Durante esta seccion diremos que una funcion f : 2¥ — 2¥ es continua si es
continua segun la topologia cuyos bésicos son los conos Ng. Una forma sencilla de
verificar si una funcién es continua es la siguiente.

Proposiciéon A.1.1. Una funcién f : 2* — 2¥ es continua en x € 2¥ si y so6lo si
para cada n € w, existe m € w tal que f(Nypm) C Ny

El espacio 2¢ también admite una métrica definida como sigue.
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Proposiciéon A.1.2. La funcién d : 2¥ x 2¥ — [0, 1] tal que:
i s x#y A n=min{mew | x(m)#y(m)}
d(z,y) =

es una métrica en 2¥. Mas atn, la topologia generada por d, 74, coincide con la
topologia 7 de conos en 2¢.

Corolario A.1.1. Si 7 es la topologia de conos en 2, entonces (2, 7) es un espacio
polaco.

Un espacio polaco, o bien es finito, o bien es numerable o bien tiene la cardina-
lidad de los niimeros reales, es decir tiene la cardinalidad del continuo c.

Teorema A.1.1. Si X es un espacio polaco no numerable, entonces X contiene un
subconjunto homeomorfo a 2%.

Dado que el producto numerable de espacios separables y completos es separable
y completo tenemos que:

Teorema A.1.2. El producto contable de espacios polacos es polaco.

También es posible caracterizar a los subespacios polacos de un espacio polaco.
Para ello, antes demos una definicién.

Definicién A.1.3 (Conjunto Gs). Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X.
Diremos que A es Gj si existe {U, }new C 7 tal que A = N,cy, Un.

Dado que todo subespacio de espacio métrico separable es separable, tenemos lo
siguiente.

Teorema A.1.3. Un subespacio Y de un espacio polaco es polaco si y solo si'Y es

Gs.

A.2. Espacios Estandar de Borel

En esta seccion nos encargaremos de mostrar maés resultados basicos de los
espacios estandar de Borel.

Comenzaremos recordando la definicién de la o-algebra de Borel.

Definicién A.2.1 (Espacio Medible). Sea X un conjunto y ¥ C P(X) una o-
algebra de conjuntos de X. A la pareja (X, X) la llamaremos espacio medible.

Definicién A.2.2 (o-dlgebra de Borel). Dado un espacio topologico (X, 7), la o-
dlgebra de Borel de X respecto a T se define como:

B(X,T) = ﬂ{]: C P(X) | Feso-algebray F DO 7}.
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Es decir, B(X,7) es la menor o-dlgebra de X que contiene a 7. Cuando la to-
pologia 7 se encuentre clara dentro del contexto, inicamente diremos o-dlgebra de
Borel para B(X). A los elementos de B(X) los llamaremos conjuntos borelianos.

En particular, denotamos por B(2¥) a la o-dlgebra de Borel obtenida de la
topologia de conos en 2%.

Dicho lo anterior, podemos establecer la definicién de espacio estandar de Borel.

Definicién A.2.3 (Espacio estandar de Borel). Un espacio medible (X, X) es un
espacio estandar de Borel si existe una topologia 7 tal que el espacio (X, 7) es polaco
y X =B(X,7).

Los ejemplos comunes de espacios estandar de Borel son (R, B(R)), donde B(R) es
la o-dlgebra de Borel generada por la topologia usual de R; (2¢, 5(2¢)) donde B(2*)
es la o-algebra de Borel generada por la topologia generada por conos. Para poder
fabricar mas ejemplo de espacios estandar de Borel, tenemos el siguiente resultado,
cuya demostracién dejamos a consulta en [M T18].

Proposicién A.2.1. Si (X, Y) es un espacio estandar de Borel y Y € ¥ es no vacio,
entonces (Y, X [ Y) es un espacio estandar de Borel, donde ¥ [ Y ={BNY | B €
¥}

En este contexto, una funciéon biyectiva f entre dos espacios estandar de Borel
es un isomorfismo boreliano si f y f~! son borelianas. Diremos que dos espacios
estandar de Borel son Borel-isomorfos si existe un isomorfismo boreliano entre ellos.
Un resultado importante y que usaremos con frecuencia es el siguiente. Omitimos la
demostracion ya que no es el proposito de este trabajo, pero se puede consultar en
[M 118].

Teorema A.2.1. Dos espacios estandar de Borel son Borel-isomorfos si y sélo si
tienen la misma cardinalidad.

En caso de que un espacio estandar de Borel sea dotado con una medida de
probabilidad tenemos un resultado conocido que nos indica que la probabilidad de
que un evento suceda una infinidad de veces es 0 bajo ciertas condiciones. Debido a
que es un resultado conocido en la Teoria de la Medida, omitimos su demostracion.

Lema A.2.1 (Borel-Cantelli). Sean X un espacio estandar de Borel, ;1 una medida
de probabilidad en X y {E,}ne, una sucesién de conjuntos borelianos de X. Si
> new W(Er) < 00, entonces

p({z € X | z € E, para una infinidad de n € w}) = 0.
Una consecuencia del lema de Borel-Cantelli es la siguiente.

Lema A.2.2. Sean X un espacio estandar de Borel, ;1 una medida de probabilidad
en X y #: X — w¥ una funciéon boreliana. Entonces existe una funcién h : w — w
tal que

{z € X | 6() < h}) =1.
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Demostracion. Sea n € w, entonces existe h,, € w tal que u({x € X | 0(z)(n) >
h,}) < 1/2"*L Definimos h : w — w tal que h(n) = h,,. Por el lema de Borel-Cantelli
(Lema A.2.1),

u({x € X | 6(z)(n) > h(n) para una infinidad de n}) = 0.

Por lo tanto, pu({x € X | 6(z) <* h}) =1. |

A.3. Funciones Borelianas y Espacio Cociente

Dentro de la clase de funciones entre espacios medibles con o-algebras de Borel,
distinguiremos una subclase particular.

Definicién A.3.1 (Funcién medible). Una funcién f: (X,¥) — (Y, A) entre espa-
cios medibles es una funcién medible si para cada A € A, tenemos que f~1(A) € X.

Cuando las o-algebras son de Borel, damos un nombre especial a este tipo de
funciones.

Definicién A.3.2 (Funcién Boreliana). Una funcion f: (X, B(X)) — (Y, B(Y)) es
boreliana si para cada A € B(Y'), se tiene que f~1(A) € B(X).

Una forma de identificar de forma sencilla a una funcién boreliana es verificando
si la funcién es continua.

Proposiciéon A.3.1. Toda funcién continua f : (X,7) — (Y,n) es boreliana.

A continuacién mostramos una construccién de un espacio cociente a partir de
un espacio medible con una o-algebra de Borel.

Definicién A.3.3. Sea (X, Y) un espacio medible y £ C X x X una relacion de
equivalencia en X. Consideremos 7 : X — X/FE a la funcién tal que w(z) = [z]g.
Definimos el espacio cociente boreliano (X/E,¥/E), donde

YE={ZCX/E | nY(2) e X}
Establecemos algunas observaciones a partir de la definicién previa.
Observacion. (X/E,%¥/E) es un espacio medible.

Demostracion. De las propiedades de la imagen inversa, tenemos que ¥/F es una
o-algebra. |
Observacion. La funcion 7 : X — X/E es medible.

Observacion. Si Z € ¥/E, entonces 7 (Z) es E-invariante. Es decir, para cada
v,y € X,sizByyx €n '(Z), entonces y € 7 1(Z).
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Demostracion. Si zEy, entonces m(x) = [z]g = [yle = 7w(y). Se sigue que, y €
7 (Z). |

Observacion. ¥ /E = {r(B) C X/E | B € ¥y B es E-invariante}.

Demostracién. Para todo Z € X/E, se cumple que Z = w(7~'(Z)). Por otro lado,
siy € 1 (n(B)) para algin B € ¥ que es E-invariante, entonces [y]g = [z]r para
algin x € B. Como B es E-invariante, y € B. Por lo tanto 7—!(m(B)) = B, de
donde 7(B) € X/E. |

Observacion. Sea X es un espacio topologico con o-dlgebra de Borel B(X). Consi-
deremos a X/FE con la topologia cociente y a B(X/FE) la correspondiente o-dlgebra.
Entonces B(X/E) C B(X)/E.

Demostracion. Si Z € B(X/E), entonces como 7 es continua, en particular borelia-
na, tenemos que 7 (Z) € B(X). Por lo tanto, Z € B(X)/E. |

A.4. Teorema de Uniformizacion de Lusin-
Novikov

Un resultado importante dentro de la Teoria Descriptiva de Conjuntos es el Teo-
rema de Uniformizacion de Lusin-Novikov, el cual nos da condiciones para afirmar
que la proyeccién de un conjunto boreliano es boreliano.

Teorema A.4.1 (Lusin-Novikov). Sean X, Y espacios estindar de Borel y P C X X
Y conjunto boreliano. Si para cada x € X, el conjunto P, = {y € Y | (x,y) € P}
es contable, entonces existe un conjunto boreliano P* C P tal que para cada x € X,

JyeY: Px,y) < 3y : P(x,y).

Mds atun, projy(P) = {z € X | 3y € Y : (z,y) € P} es boreliano y P =
Unew Pn para algunos P, que son grificas de funciones borelianas.

La demostracién la dejamos a consulta en [Kec95].

La siguiente proposicion serd usada con frecuencia en nuestro texto, cuando nece-
sitemos afirmar que la imagen de un conjunto boreliano bajo una funciéon boreliana
sigue siendo boreliana.

Proposiciéon A.4.1. Sean X,Y espacios estandar de Borel y f : X — Y funcion
boreliana que es contable-a-uno, es decir tal que para cada y € Y, f~'({y}) es
contable. Entonces f(X) es boreliano y existe una funcién boreliana g : f(X) — X

tal que para cada y € f(X), f(g9(y)) = y.
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A.5. Funciones Computables en 2¢

Podemos extender nuestra nociéon de computabilidad de funciones en w, a fun-
ciones de 2* como sigue.

Definiciéon A.5.1. Sea z € 2“. Diremos que una funcion f : 2* — 2“ es z-
computable, también que f es computable respecto al ordculo z, si y sélo si existe un
programa P, tal que para todo x € 2 y todo n € w, se tiene que ®**(n) = f(x)(n).
Diremos que f es computable si y s6lo si es -computable.

Esta nocién de computabilidad esta intimamente relacionada con la topologia de
conos en 2, mas precisamente con la continuidad de funciones en dicho espacio.

Teorema A.5.1. Una funcion f : 2% — 2% es continua si y solo si existe z € 2“ tal
que [ es z-computable.

Demostracion. Supongamos que f es continua. Definamos X = {(r,0) €
29 x 2<¢ | f(N;) € N,}. Sean =z € 2¥ y y = f(z). Como f es continua en
x, para cada n € w, existe m € w, tal que f(Nym) € Ny, es decir, tal que
(x | m,y [ n) € X. Afirmamos que f es X-computable. Consideremos el programa
P con oraculos X y xz € 2% tal que en una entrada n, busca la primer pareja
(1,0) € X tal que 7 C x y |o| > n. Dicha pareja existe ya que (z | m,y [ n) € X
para n suficientemente grande. Por tltimo, de la propiedad de X, se tiene que
(f(x))(n) = o(n). Luego, pedimos que el programa P se detenga, devolviendo o(n).

Supongamos que f es z-computable para algin z € 2¥ y sea P, el programa
con oraculo z que lo verifica. Tomemos xz € 2¥ y probemos que f es continua
en z. Entonces para cada m € w, P*®*(m) |. Sean y = f(z) y n € w. Por el
Principio del Uso, para cada k < n, existe m; € w tal que para cada w,v € 2¥
si (z®2) | mp = (wdv) | my entonces P*(k) = P¥9(k). Por consiguiente,
y(k) = (f(x))(k) = (f(w))(k). Sea m = max{my, | k < n}. Tomemos w € Nyn.
En particular, (x @ z) | m = (w @ z) | m. Por lo cual, para cada k < n, se tiene
(x®z) [ mp = (wdv) [ mg. Asi, y(k) = (f(w))(k). De donde, y [ n = f(w) [ n.
Luego, f(w) € Nyjp,. Concluimos que f(Nyym) € Ny Por lo tanto, f es continua
en x.

A.6. Arboles

En este apartado repasamos algunos resultados sobre arboles que utilizaremos
en el texto.

Definicién A.6.1 (Arbol). Sea A un conjunto.

i) Un conjunto 7" C es un drbol en A si para cualesquiera t € 5 € ,
i) U junto 1" C A<¥ irbol en A si 1 ierateTy Asv
s C t implica que s € T. Cuando el conjunto A se entiende del contexto,
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Unicamente diremos que 71" es un drbol. También diremos que un elemento
t €T esun nodo de T

(ii) Si T es un arbol y = € A“, diremos que x es una rama infinita de T si para
cada n € w, x [ n € T. Denotamos por [T] al conjunto de ramas infinitas del
arbol T', es decir

T)={z€A” | Vnew:xz|neT}.

Si A es un conjunto, el conjunto A<“ siempre sera un arbol que satisface [A<¥] =
A¥. Si abreviamos 2 = {0, 1}, un ejemplo particular de arbol es 2<“| y es tal que
[2<¥] = 2.

Definicién A.6.2 (Funciéon Monétona). Sean A, B conjuntos, S C A<“ y T C B<¥
arboles.

(i) Diremos que una funcién ¢ : S — T es mondtona si para cada s,t € S, si
s C t entonces ¢(s) C p(t).

(ii) Si ¢ : S — T es una funcién mondtona, definimos

D(p) ={z € [S] | lm [p(z [ n)| = oo}.

n—oo

Ademas, definimos la funcién ¢* : D(¢) — [T] tal que

o (z) = oz [ n).

new

En la definiciéon previa, ¢* esta bien definida ya que ¢ es monétona. Ademas,
©*(x) € [T] ya que = € D(p), luego ¢*(z) € A¥; como T es un arbol y ¢ tiene
codominio T', entonces ¢*(x) | k € T para todo k € w.

Proposicién A.6.1. Sean S,T C 2<% arboles y ¢ : S — T una funcién mondtona,
entonces D(p) es un conjunto G4 en [S].

Demostracion. Sea n € w. Afirmamos que
Uy={z€[S] | Imew:|plx|m)>n}

es abierto en [S]. Sean z € U, y m € w tal que |¢(z [ m)| > n. Tomemos
Yy € Ny N [S], luego |@(y [ m)| = |p(x [ m)| > n. Por lo tanto, y € U,. Asi,
Nzim N [S] C U,. Concluimos que U, es abierto en [S].

De la definicién de D(yp), para todo z € [S],

reDp)eVnew:Imew: ol m)|>neze () U,.

new

Luego, D(¢) = Npew Un, de donde concluimos que D(¢) es G en [S]. [
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Proposicién A.6.2. Sean S, T C 2<% arboles y ¢ : S — T una funcién monotona
tal que para cada s € S, se cumple que |¢(s)| = |s|. Entonces, d(¢*(x), p*(y)) <
d(x,y) para cada =,y € D(p).

Demostracion. Sean x,y € D(p) tales que ¢*(z) # ¢*(y). Sean n,m los menores
naturales tales que (¢*(x))(n) # (¢*(y))(n) y z(m) # y(m), r espectivamente. Sin <
mentonces z [ n+1 =y [ n+1, luego cp( [ n+1) = p(y | n+1). Como ](p( FEk) =1
para cada k < n, de la definicién de ¢*, tenemos que (¢*(x))(n) = (¢(z [ n+1))(n),
y de manera similar para y. Por lo tanto, (¢*(x))(n) = (¢*(y))(n), la cual es una
contradiccion. Por lo tanto, m < n. De lo cual se sigue que d(¢*(x), ¢*(y)) < d(z,y).

Nos interesan en particular los arboles cuyos nodos siempre se pueden extender
a nodos mas grandes.

Definicién A.6.3 (Arbol Bien Podado). Sea A un conjunto. Diremos que un arbol
T sobre A es bien podado si para cada t € T, existe s € T tal que s D t.

Una propiedad de los arboles bien podados es la siguiente.

Proposicién A.6.3. Sea A un conjunto bien ordenado. Si T es un arbol bien podado
en A, entonces [T # (.

Demostracion. Construyamos recursivamente una sucesion de elementos {t, €
A<¥ | n € w} C T como sigue: sea to = () € T; supongamos que hemos defini-
do t, € T, definimos t,,1 como el menor s € T', respecto al orden lexicografico en
A< tal que s 2 t. Sea x = U, Un. Como T es un arbol, z [ n € T para cada
n € w. Por lo tanto, x € [T]. Concluimos que [T] # 0. |

Recordemos que dos elementos s,t € A<“ son compatibles si s Ct 6t C s.

Definicién A.6.4 (Arbol Perfecto). Sea A un conjunto. Un drbol T C A< es
perfecto si para cada t € T', existen u,v € T incompatibles tales que t Cu y t C v.

En particular, un arbol perfecto es bien podado. De donde, obtenemos el siguiente
resultado.

Corolario A.6.1. Sea A un conjunto bien ordenado. Si T es un arbol perfecto en
A, entonces [T] # 0.

Una propiedad que utilizaremos es la siguiente.

Proposiciéon A.6.4. Si T C 2<“ es un arbol perfecto, entonces [T] es compacto, y
por lo tanto cerrado en 2%.

Proposicién A.6.5. Sean A, B conjuntos bien ordenados y S, T arboles perfectos
en Ay B respectivamente. Si f : [S] — [T] es una funcién continua, entonces existe
una funciéon monotona ¢ : S — T' tal que f = ¢*.
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Demostracion. Definamos la funcién ¢ como sigue: sea s € .S, definimos
p(s) =max{u e T | |u| <[s| A f(N;O[S]) € Nu}.

Notemos que ¢(s) estd bien definido ya que, al menos, () satisface la condicién del
conjunto. Como S es perfecto, tenemos también que N,N[S] # 0. Sean s, s’ € S tales
que s C s, entonces |s| < [s'| y Ny C Ni. Asi, [p(s)] < |s'| v f(Ng N[S]) C Nys).-
De la definicién de ¢(s') se tiene que ¢(s) C ¢(s’). Por lo tanto, ¢ es mondtona.
Afirmamos que f = ¢*. Demostremos que los dominios de ambas funciones
coinciden, es decir que [S] = D(p), de donde es suficiente probar que [S] C D(y).
Consideremos z € [S], entonces de la continuidad de f, para cada N € w, existe
m > N tal que f(Ngjm N [S]) € Ny n. Por la definicién de p(x [ m), tenemos que
f(x) I N C (x| m). Como f(x) € [T], de esto ultimo, tenemos que lim,, . |o(x |
n)| = oo, es decir que x € D(p). Ademds, también obtenemos que f(z) = ¢*(z).
Por lo tanto, f = ¢*. |






Apéndice B
Recursion Transfinita

En este apartado expondremos brevemente un par de herramientas que nos fa-
cilitaran la construccion de funciones computables de forma efectiva. Para mayores
detalles de los resultados aqui presentados, consulte [Mon22].

B.1. Recursion Transfinita

Es conocido el método de demostracion por induccién para probar que una pro-
piedad se satisface en los naturales. Enseguida extendemos esta idea a buenos érde-
nes.

Teorema B.1.1 (Principio de Induccién sobre Buenos Ordenes). Sean (o, <,) un
buen orden e I C « con la propiedad de que para todo a € o, st a-, C I implica
a € 1. Entonces I = a.

Demostracion. Supongamos que [ # « y sea a = mina \ I. Entonces para todo
b <, a se cumple que b € I, por lo tanto a, C I, luego a € I, la cual es una
contradiccion. Por lo tanto, I = a. |

El siguiente resultado es una version efectiva del proceso de construccién de
funciones por recursiéon, el cual se utiliza para definir una funcién en un nuevo
valor y permite utilizar valores anteriores en la definicién. Si la forma de obtener
este nuevo valor es computable, podemos asegurar que la funcién que obtendremos
también serd computable.

Teorema B.1.2 (Recursion Transfinita Efectiva). Sea a un buen orden computable.
Sea ¥ : w X w —-» w una funcion parcialmente computable tal que para cualesquiera
a€a,i€w,sidom®P;, =a., entonces (a,i) € dom V. Entonces existe una funcion
parcialmente computable ®. tal que dom P, = v y para todo a € «

O (a) =Y(a,e [a,)
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donde

o, (y) = Pe(y) siyEayy<aa
claca T en otro caso

Demostracion. Por el Teorema de la Recursion, existe e € w tal que para todo a € «,
O (a) = VY(a,e [a.,), v si a ¢ a, entonces O (a) permanece indefinida. Afirmamos
que dom ®, = «a. Supongamos lo contrario y sea b € « el menor elemento tal que
. (b) estd indefinida. Por lo tanto, dom P, _, = a<p. De donde, U(b,e [o,) estd
definida, por lo que ®.(b) también lo estd, lo cual es una contradicciéon. Concluimos
que dom ¢, = «. |



Apéndice C
Axiomas

En este apartado exponemos los axiomas que son utilizados en este trabajo.
También, mostramos algunas equivalencias y consecuencias de dichos enunciados.
En todos los casos omitimos las pruebas de dichos resultados, ya que desarrollarlas

no es el proposito de este trabajo. Para obtener mas detalles, consulte [Jec02] y
[Kec95).

C.1. Axiomas de ZFC

Existencia.

Extensionalidad.

VeVy(Vz(z ex & z €y) = o =y).
Fundacién 6 Regularidad.

Ve(Jy(y € x) = Jy(ly € x) A=Fz(z €z Az € y)).

Esquema de comprension. Para toda férmula bien formada ¢ con variables
libres de entre z, z, ..., wy, ..., w,,

VoVwy, ..., w, YV (x € y & o € 2 A ).
Par

VaVy3z(z € z Ny € 2).

Union

VFIAVYVz(x € Y ANY € F = x € A).
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Esquema de Reemplazo
Para cada férmula bien formada ¢ con variables libres de entre x,y, A, wy, ..., wy,

VAYwy, ..., w,(Vz € Alyp = FYVr € Ay € Y).

Infinitud.
Jz(0 € x AVy € 2(S(y) € x)).
Potencia.
VedyVz(z Cx = z € y).
Eleccién.

Vz(z # 0 = Jy(y es funcién selectora de x))

Denotamos por ZFC a la teoria de primer orden que acepta todos los axiomas
anteriores y ZF la que tiene a todos excepto el axioma de eleccion.

C.2. Axioma de Elecciones Dependientes

Axioma de Elecciones Dependientes. Para todo conjunto X y toda relacion
binaria total R sobre X existe una sucesion (z,)%>, C X tal que x, R x,41 para
todo n € w.

Denotamos por DC al Axioma de Elecciones Dependientes.

Algunas equivalencias de este axioma son las siguientes:

Teorema C.2.1. Las siguientes son equivalentes:

(i) Azioma de Elecciones Dependientes.

(i) Si T es un drbol bien podado y de altura w, entonces T tiene una rama; i.e.

[T] # 0.

(iii) Si (X,d) es un espacio métrico completo y { Dy }new €s una familia de densos

y abiertos de X entonces (| D, es denso.
necw

C.3. Axioma de Determinacién

Comencemos esta seccion definiendo un juego infinito.
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Definicién C.3.1 (Juego Infinito). Sean A un conjunto y X C A“ un conjunto de
sucesiones de elementos de A. Asociamos a los conjuntos A y X el siguiente juego
infinito, denotado por G(A, X):

1 Qg a

1I aq as

Este se interpreta como un juego entre dos jugadores I y II tal que el jugador I
comienza eligiendo (jugando) un elemento ag € A, posteriormente el jugador II eli-
ge (juega) un elemento a; € A, el jugador I continia con ay € A, y asi sucesivamente.

Diremos que el jugador I gana la partida si y sélo si la sucesion (a,)5°, € X, en
otro caso diremos que el jugador II gana la partida. A dicha sucesién la consideramos
como una partida del juego. Cuando el conjunto A sea claro, simplemente denotamos
a este juego por G(X).

Con frecuencia, daremos de manera informal una descripcién de la condicién
para que el jugador I gane. De esta forma estaremos indicando al conjunto X de
manera informal.

Definicién C.3.2 (Estrategia para un jugador). Sean A conjunto y X C A¥. Sea
G(A, X) un juego infinito. Una estrategia es una funcién ¢ : A<N — A,

Diremos que el jugador 1 juega segun la estrategia ¢ si para cualquier sucesion
(Yn)22 € AY, la partida del juego es = x y := (2o, Yo, 1,91, ...) donde z = (x,)>2,
satisface que:

(i) Ty = SO(@)
(i) zit1 = e((Yo, Y1, - i)

La idea de que el jugador I juegue segiin ¢ es que dicha estrategia dicta las
acciones que debe tomar I durante una partida del juego G(A, X).

Similarmente, podemos decir cuando el jugador II juega segun la estrategia .
En particular, nos interesa saber cuando una estrategia puede ayudar a un jugador
a ganar la partida.

Definicién C.3.3 (Estrategia ganadora). Dado un juego infinito G(A, X), una es-
trategia ¢ para I (respectivamente II) es ganadora si y s6lo si siempre que I (II)
juega conforme se lo dicta ¢, I (IT) gana.

De entre todos los juegos posibles, distinguiremos de aquellos en los que o bien
el jugador I o el jugador II tienen alguno una estrategia ganadora.

Definicién C.3.4 (Juego determinado). Un juego infinito G(A, X) es determinado
si y sélo si alguno de los jugadores I 6 II tiene una estrategia ganadora.
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Un resultado conocido es que bajo el Axioma de Eleccion, existe un juego G(X)
no es determinado. Si queremos que todos nuestros juegos sean determinados nece-
sitamos un supuesto adicional.

Teorema C.3.1 (ZFC). Existe un conjunto X C w* tal que G(X) no estd deter-
minado.

Entonces, jqué caracteristicas debe tener X para ser determinado? Martin de-
mostré que los conjuntos borelianos es lo mas a lo que podemos aspirar asumiendo
el Axioma de Eleccion.

Teorema C.3.2 (Martin, ZFC). Para todo conjunto boreliano X C w*, G(X) estd
determinado.

Axioma de Determinacién (AD). Para todo conjunto X C w¥, el juego G(X)
es determinado.

Denotamos por AD al Axioma de Determinacion. Notemos que AD no es
compatible con el Axioma de Eleccion. Por ello, cuando utilicemos a AD, en
realidad usaremos DC como una forma mas débil de eleccién.

A la teoria de primer orden cuyos axiomas son ZF, DC y AD, lo denotamos
por ZF+AD+DC.

El modelo L(R) interno mas pequeno de ZF que contiene a todos los ordinales y
a R. Dicho modelo satisface el axioma DC. Un resultado de Martin, Steel y Woodin,
establece que bajo hipétesis de cardinales grandes, L(R) también satisface AD. Para
conocer mas de este modelo, consultar [Kec85].

Teorema C.3.3 (Martin-Steel-Woodin). Si eziste una infinidad de cardinales de
Woodin y un cardinal medible mayor a todos ellos, entonces el Axioma de Determi-
nacion se satisface en L(R).

Un resultado mas debido a Woodin es el siguiente.
Teorema C.3.4 (Woodin). Las siguientes son equiconsistentes:
(i) ZFC + “existe una infinidad de cardinales de Woodin”.

(ii) ZF+AD.
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