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Resumen
Mediante el empleo de conceptos y técnicas de la teoría de matrices aleatorias y de la teoría
del caos cuántico estudiamos los efectos de los acoplamientos de largo alcance en el modelo
de Anderson unidimensional. Esto es, analizamos cómo se ven afectadas las propiedades
estáticas y dinámicas así como también las escalas temporales conocidas como tiempo
de Thouless y tiempo de relajación. Dicho análisis se realiza en función del rango de los
acoplamientos, el tamaño del sistema y la magnitud del desorden.
Por otro lado, el modelo de Heisenberg unidimensional con desorden es empleado para
analizar la propiedad de autopromedio de ciertas cantidades de interés teórico y experi-
mental. Además, estudiamos la conjetura Aurich-Steiner pretendiendo determinar el com-
portamiento caótico de dicho modelo y para esto el teorema del límite central resulta
ser una piedra angular. Cabe mencionar que el desorden puede ser correlacionado o no
correlacionado y esto da lugar al estudio de los efectos del desorden correlacionado en el
contexto de localización de muchos cuerpos.
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Introducción

Un sistema complejo puede definirse como aquel cuyo comportamiento no se puede in-
ferir a partir del comportamiento individual de sus componentes [1]. Típicamente estos
sistemas se caracterizan por tener un gran número de grados de libertad. Los sistemas se
pueden clasificar como cuánticos, clásicos, limpios, desordenados, integrables, etc. y pa-
ra entender algunas de sus propiedades se han desarrollado modelos teóricos y métodos
tanto analíticos como numéricos [2, 3]. Respecto a los modelos, aquellos que representan
sistemas bidimensionales y tridimensionales son de gran interés en aplicaciones reales, sin
embargo un tratamiento teórico para éstos es más complicado que el correspondiente a
sistemas unidimensionales. Un par de ejemplos de restricciones para los estudios teóricos
son el crecimiento exponencial del espacio de Hilbert en el caso de sistemas cuánticos de
muchos cuerpos y la no integrabilidad. Estas limitaciones son comunes en una, dos y tres
dimensiones pero a comparación de los otros dos, los sistemas unidimensionales presentan
mayor tratabilidad teórica, ya sea de manera analítica o numérica, además pueden presen-
tar propiedades interesantes y muchas veces únicas [4]. Lo anterior hace que el estudio de
los sistemas unidimensionales vaya más allá de un interés meramente académico. Además,
las propiedades de un sistema pueden dividirse en estáticas y dinámicas, las primeras han
sido ampliamente estudiadas y se ha logrado un entendimiento casi completo de la física
de los sistemas en equilibrio [5, 6], en cambio las propiedades dinámicas han sido menos
estudiadas y en consecuencia poco se comprende respecto a las propiedades del sistema
en tiempos que preceden al tiempo en que se alcanza el estado de equilibrio. En vista de
lo anterior, el estudio de los sistemas fuera de quilibrio no requiere mucha justificación
pues éstos se encuentran con facilidad en la naturaleza, así que cualquier avance en el
entendimiento de la dinámica de un sistema tendrá impacto significativo en diversas áreas
de investigación.
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Introducción 7

Por otra parte, la evolución temporal unitaria de sistemas cuánticos de muchas partículas
es un área activa de investigación y sobre ella existen estudios tanto teóricos como experi-
mentales. Algunos experimentos involucran iones confinados [7, 8], átomos superfríos [9] y
resonancia magnética nuclear [10]. En dichos experimentos transcurre un tiempo largo an-
tes de que sean relevantes los efectos del entorno sobre el sistema, lo cual permite estudiar
la dinámica coherente durante mucho tiempo. En la parte teórica se han logrado muchos
avances en el contexto de un quench cuántico (ver por ejemplo la referencia [11]): inicial-
mente el sistema se prepara en un estado determinado, posteriormente se produce una
perturbación instantánea que saca del equilibrio al sistema y entonces inicia la evolución
temporal. Un aspecto relevante en los estudios sobre la dinámica de los sistemas cuánticos
es la determinación de las escalas temporales presentes en el proceso de relajación hacia
el estado de equilibrio [12, 13]. Un ejemplo es la determinación del tiempo que transcurre
antes de que se alcanza el estado de equilibrio, para lo cual hay bastantes resultados intere-
santes aunque contradictorios entre sí. Algunos de ellos sugieren que el equilibrio ocurre a
tiempos pequeños mientras que otros indican que se requieren tiempos largos [12, 14–18].
En particular, en la Ref. [13] se estudiaron dos escalas temporales relevantes en el contexto
de sistemas cuánticos con interacciones entre dos cuerpos: el tiempo de Thouless que se
define como el tiempo necesario para que un estado inicial se expanda sobre todo el espacio
de Hilbert y el tiempo de relajación, el cual indica que se ha alcanzado el equilibrio. En la
Ref. [13] se mostró que estas escalas temporales presentan un comportamiento exponen-
cial respecto al tamaño del sistema. Dicho estudio nos incita a cuestionar el efecto de los
acoplamientos de largo alcance en estas escalas temporales para el modelo de Anderson
unidimensional [6, 19]. Además de lo anterior, pretendemos saber cuáles son los efectos
combinados del desorden y los acoplamientos en las propiedades estáticas y dinámicas del
modelo.

Por otro lado, en los estudios sobre la evolución temporal de los sistemas cuánticos algunas
preguntas comunes involucran la viabilidad de la termalización [20–24], la descripción de
la dinámica [25–27] y el tiempo que transcurre hasta que se alcanza el equilibrio [13, 28],
pero poco se ha explorado respecto al autopromedio [29–31]. Una pregunta relevante en
el estudio de los sistemas desordenados consiste en saber si se cumple o no el autoprome-
dio [32]. Se dice que una cantidad de un sistema desordenado es autopromediable cuando
su varianza relativa decrece conforme aumenta el tamaño del sistema [33]. De esta manera,
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cuando se satisface el autopromedio podemos disminuir el número de muestras empleadas
en los análisis teóricos y experimentales. En vista de lo anterior, desarrollamos un estu-
dio sobre las distribuciones de ciertas cantidades con la intención de comprender cómo es
que su forma y demás propiedades dependen del tiempo, cantidades y modelos y si nos
permiten determinar cuándo se cumple el autopromedio [33].

Por otra parte, en los sistemas clásicos caóticos, cuando se considera un par de condiciones
iniciales suficientemente cercanas, las trayectorias en el espacio fase divergen exponencial-
mente y esta divergencia queda caracterizada por el exponente de Lyapunov, lo cual puede
establecerse como definición del caos clásico [34, 35]. Lo anterior no se puede extrapolar
al regimén cuántico debido a que el principio de incertidumbre de Heisenberg no permite
definir el concepto de trayectoria en el espacio fase, entonces para definir el caos cuántico
se ha optado por estudiar las propiedades estáticas y dinámicas de distintos sistemas cuán-
ticos, de esta manera el análisis de la estadística de niveles energéticos ha mostrado que la
repulsión entre niveles es una de las principales características del caos cuántico [35]. La
teoría de matrices aleatorias (RMT por sus siglas en inglés) desempeña un papel relevante
en dicho análisis, estas matrices fueron introducidas a la física por Wigner para entender
los niveles energéticos de núcleos complejos, de esta manera los ensambles de RMT fueron
empleados para modelar los hamiltonianos correspondientes a sistemas complejos [36–38].
En las aplicaciones a la física dichos ensambles se clasifican de acuerdo a las simetrías
respecto a las rotaciones y a la inversión temporal. El Ensamble Gaussiano Ortogonal
(GOE) esta formado por matrices hermitianas simétricas que presentan invarianza ante
rotaciones e inversión temporal, el Ensamble Gaussiano Unitario (GUE) esta compuesto
por matrices hermitianas complejas invariantes ante rotaciones y el Ensamble Gaussiano
Simpléctico (GSE) esta formado por matrices hermitianas auto-duales (cuaterniones), las
cuales son invariantes ante inversión temporal [39].

Ahora, la probabilidad de supervivencia es una cantidad de la cual se puede extraer bas-
tante información sobre el sistema, ésta se define como la probabilidad de encontrar al
sistema en su estado inicial en un tiempo posterior. Mediante el estudio de una versión
normalizada de la amplitud de supervivencia (la cual denotamos con la letra S) Aurich
y Steiner establecieron una propuesta para identificar caos cuántico en la evolución tem-
poral de un sistema cuántico [40]. Se enunció que dado un estado inicial extendido en la
base de los estados propios del hamiltoniano que dicta la evolución, la distribución de los
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valores de la función S(t) en una ventana de tiempos largos es universal en el caso en
que la contraparte clásica del sistema es caótica y no es universal en el caso en que su
contraparte clásica es integrable, en esta tesis nos referimos a lo anterior como conjetura
Aurich-Steiner. Un aspecto relevante de esta conjetura es que el comportamiento universal
de la distribución de los valores de S(t) en una ventana de tiempos largos se manifiesta
al estudiar una sola muestra, lo cual es beneficioso para los estudios debido a que no es
necesario realizar promedios y con esto se reduce el tiempo de cálculo. Cabe mencionar
que esta conjetura se estableció en el contexto de billares cuánticos bidimensionales y
tridimensionales, los cuales son sistemas sin interacciones debido a que se considera una
sola partícula. Dado lo anterior, nos preguntamos sobre la validez de esta conjetura en el
caso de sistemas cuánticos unidimensionales de muchos cuerpos que carecen de un análogo
clásico y para dar respuesta a esta pregunta analizamos las condiciones bajo las cuales
se satisface la conjetura empleando el modelo de Heisenberg unidimensional con desor-
den. Dentro de dichas condiciones se encuentra el cumplimiento del teorema del límite
central, el cual a su vez depende del grado de correlaciones en el espectro energético, en
las componentes del estado inicial y las posibles correlaciones entre ambos conjuntos. Lo
anterior dió lugar a un estudio sobre los efectos del desorden correlacionado en el contexto
de localización de muchos cuerpos, en dicho estudio se consideraron algunas propiedades
estáticas y dinámicas del modelo antes mencionado.
Parte de este trabajo de tesis ha sido reportada en dos artículos: el estudio del auto-
promedio se encuentra en la Ref. [33] y el estudio de las correlaciones en el contexto de
localización de muchos cuerpos en la Ref. [41]. Asimismo estamos trabajando en un par
de manuscritos que serán enviados a revistas para su posible publicación. Este trabajo de
tesis se encuentra estructurado de tal manera que en el Capítulo 1 se presenta el estudio
de los efectos de acoplamientos de largo alcance en el modelo de Anderson unidimensional,
en el Capítulo 2 el estudio del autopromedio, en el Capítulo 3 el análisis de la conjetura
Aurich-Steiner, en el Capítulo 4 el estudio de las correlaciones en el contexto de loca-
lización de muchos cuerpos y finalmente en el Capítulo 5 se presentan las conclusiones
generales.



Capítulo 1

Efectos de acoplamientos de largo
alcance en el modelo de Anderson
unidimensional

El primer modelo teórico que se propuso para sentar las bases de una teoría mecánico-
cuántica de los problemas de transporte fue el modelo de Anderson, el cual estaba desti-
nado a representar la difusión de espines. Este modelo consiste en un conjunto de sitios
distribuidos de manera regular o aleatoria en el espacio tridimensional (a lo que se co-
noce como red), en cada sitio hay una partícula con cierta energía y se supone que hay
una matriz de interacción cuyos elementos transfieren a las partículas de un sitio a otro
y ésta contiene un término de desorden, el cual puede estar asociado a la estructura del
modelo [42]. La versión unidimensional de este modelo ha sido empleada en estudios de
transporte electrónico y recientemente se han realizado estudios considerando acoplamien-
tos de largo alcance como lo es el análisis del fenómeno conocido como shielding, en el cual
la evolución temporal transcurre como si los acoplamientos de largo alcance no estuviesen
presentes [43]. A continuación se muestran los estudios de los efectos de acoplamientos
de largo alcance en las propiedades estáticas y dinámicas del modelo de Anderson unidi-
mensional, asimismo se muestra el análisis de las escalas temporales tiempo de Thouless y
tiempo de relajación.
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1.1. Modelo de Anderson unidimensional

El modelo de Anderson unidimensional es empleado para analizar la propagación de una
partícula a lo largo de una cadena de N sitios y es descrito por el hamiltoniano

H =
N∑
n=1

εn |n〉 〈n| − ν
N−1∑
n=1

(|n〉 〈n+ 1|+ |n+ 1〉 〈n|), (1.1)

donde |n〉 representa el estado de una partícula en el sitio n, εn son las energías de sitio
y éstas son números aleatorios uniformemente distribuidos en el intervalo

[
−W

2
, W

2

]
(W

se conoce como magnitud del desorden) y ν es el parámetro de acoplamiento entre sitios
adyacentes [6]. El primer término de este hamiltoniano puede considerarse como una ener-
gía potencial y el segundo como la energía cinética necesaria para que una partícula se
propague entre sitios adyacentes, dicha propagación se interpreta como un tunelamiento.

Dado que nos interesa analizar el efecto de los acoplamientos de largo alcance en las
propiedades estáticas y dinámicas de este modelo consideramos la siguiente extensión del
hamiltoniano (1.1)

H =
N∑
n=1

εn |n〉 〈n| − ν
N−1∑
n=1

(|n〉 〈n+ 1|+ |n+ 1〉 〈n|)− γ
N∑

n 6=m

|n〉 〈m|
|n−m|α

. (1.2)

El término que se añadió representa los acoplamientos de largo alcance, los cuales decaen
en forma de ley de potencias respecto a la distancia entre los sitios. Los parámetros γ y α
determinan la magnitud y el rango de los acoplamientos respectivamente [43]. Notemos que
cuando α → 0 todos los sitios están acoplados y los acoplamientos quedan determinados
por los parámetros ν y γ, además si α→∞ o γ → 0 recuperamos el hamiltoniano (1.1).

Como podemos observar, en el hamiltoniano (1.2) se encuentran cinco parámetros, enton-
ces para simplificar nuestro análisis fijamos ν = 1 y γ = 1 de tal manera que nuestro
estudio es realizado en función del tamaño de la cadena N , la magnitud del desorden W
y el rango de los acoplamientos α.

En la Fig. 1.1 se muestra la representación gráfica del modelo, la partícula se representa
por el círculo color rojo y ésta se puede propagar a lo largo de la cadena dependiendo de
los valores de los parámetros ν y γ. Si γ = 0 la propagación se da solamente entre sitios
adyacentes, lo cual corresponde al modelo descrito por el hamiltoniano (1.1).
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Figura 1.1: Representación gráfica del modelo de Anderson unidimensional con acopla-
mientos de largo alcance.

1.2. Análisis de propiedades estáticas y dinámicas

La caracterización de los sistemas cuánticos se puede llevar a cabo mediante el estudio de
sus propiedades estáticas y dinámicas, las cuales pueden no ser independientes entre sí. En
esta parte del trabajo de tesis analizamos el efecto de los acoplamientos de largo alcance
en ambos tipos de propiedades y en un par de escalas temporales, además se muestra la
relación entre algunas propiedades estáticas y dinámicas. Algunas cantidades analizadas
ya han sido estudiadas en el caso del modelo de Anderson unidimensional [19], esto es, en
el límite α→∞. Asimismo se han reportado algunos resultados para el caso α = 0 en [43],
lo cual nos permite verificar los resultados que hemos obtenido en estos casos límite.

1.2.1. Propiedades estáticas

El análisis de estas cantidades nos permite inferir algunos aspectos de la dinámica, esto
reduce el tiempo de cálculo y da lugar a una rápida detección de determinados compor-
tamientos del sistema, por ejemplo, el análisis de la distribución del espaciamiento entre
niveles energéticos adyacentes permite determinar el comportamiento caótico ó integrable
del sistema [44, 45], mientras que en la dinámica se tiene que esperar determinado tiempo
para detectar la manifestación de dicho comportamiento [13].

Densidad de estados

La densidad de estados es un histograma de los niveles energéticos que indica cómo están
distribuidos los estados propios del hamiltoniano de acuerdo a su energía [46]. Matemáti-
camente se define como
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ρ(E) =
N∑
β=1

δ(E − Eβ), (1.3)

donde Eβ es la energía correspondiente al β-ésimo estado propio del sistema.

Los resultados del estudio de la densidad de estados se muestran en la Fig. 1.2, donde
se mantienen fijos la magnitud del desorden W y el tamaño de la cadena N , indican la
presencia de una brecha energética entre los primeros dos niveles para valores pequeños
de α (paneles (a) α = 0, (b) α = 1/3 y (c) α = 1), la cual se vuelve cada vez más pequeña
conforme aumenta el valor de este parámetro y cuando se tiene un valor suficientemente
grande como en el panel (d) α = 10 ya no se manifiesta. La existencia de esta brecha
ha sido reportada en [43], donde se muestra que para α = 0 el tamaño de la brecha es
proporcional al tamaño de la cadena N , lo cual es consistente con el panel (a) de la Fig.
1.2. Ahora, si excluimos el nivel energético correspondiente al estado base podemos ob-
servar una transición entre distribuciones, de esta manera vamos de una distribución tipo
δ de Dirac cuando los acoplamientos son de largo alcance con α = 0 (ver panel (a)) y
conforme disminuimos el rango de los acoplamientos encontramos distribuciones sesgadas
a la izquierda (paneles (b) y (c)) hasta llegar a una distribución tipo U (panel (d)). Estos
resultados indican que los estados se encuentran degenerados cuando los acoplamientos son
de largo alcance α = 0 y conforme avanzamos hacia los acoplamientos de corto alcance
α = 10 el intervalo de energía se extiende, es decir, las degeneraciones disminuyen. Para
complementar este análisis se realizaron los cálculos correspondientes a la variación de la
magnitud del desorden y del tamaño de la cadena encontrando resultados similares a los
que se muestran en la Fig. 1.2, el cambio en el tamaño de la cadena modifica el tamaño la
brecha (ver por ejemplo panel (a) donde la brecha es proporcional a N) pero no influye en
su manifestación. Es necesario comentar que en los resultados correspondientes a las can-
tidades analizadas en las siguientes secciones se considera el espectro energético completo,
es decir, no excluimos la brecha energética pero en casos como el estudio de la varianza
del número de niveles (más adelante se define esta cantidad) el procedimiento requiere
descartar un porcentaje del espectro, i.e., descartamos un porcentaje a la izquierda y un
porcentaje a la derecha, de esta manera queda excluida la brecha energética. Finalmente,
este estudio de la densidad de estados ha sido realizado como parte de la familiarización
con el modelo.
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Figura 1.2: Densidad de estados, a) α = 0, b) α = 1/3, c) α = 1 y d) α = 10. Se considera
N = 1000 y W = 0.02. La brecha energética no se ha excluido en los paneles a), b) y c) y
se representa con la línea horizontal de color rojo. En el panel d) no hay brecha energética.

Estadística de los niveles energéticos

Usualmente, cuando se tiene acceso al espectro energético, se estudia la estadística de
niveles con la intención de determinar si el sistema cuántico en cuestión se encuentra en
el régimen integrable o caótico y para esto se analiza la distribución del espaciamiento
entre niveles energéticos adyacentes. En la literatura se encuentran dos conjeturas que
fueron establecidas en el contexto de sistemas cuánticos con contraparte clásica: Conje-
tura Berry-Tabor [44] y Conjetura Bohigas-Gianoni-Schmit [45]. La primera nos dice que
para sistemas con contraparte clásica integrable típicamente dicha distribución es de tipo
Poisson, mientras que la segunda nos dice que para los sistemas con contraparte clásica
caótica típicamente la distribución es similar a la de alguno de los ensambles de RMT y
el ensamble correspondiente depende de las simetrías del sistema. El procedimiento para
estudiar esta distribución involucra un desdoblamiento, con esto se remueven las pecu-
liaridades del sistema quedándonos con los aspectos cuyo análisis puede ser contrastado
con el correspondiente a los ensambles de RMT. El desdoblamiento consiste en descartar
un porcentaje de niveles energéticos a ambos lados del espectro, realizar particiones de
cierto número de niveles, calcular el espaciamiento medio en cada partición ∆l (l indica
la partición con la que se esta trabajando) y definir las variables ηn = εln/∆l (εln es el
n-ésimo nivel energético en la partición l). Posteriormente, para la distribución, definimos
los espaciamientos entre niveles energéticos desdoblados sn = ηn − ηn−1 y realizamos un
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histograma de estas cantidades sn [47]. En la Tabla 1.1 se muestran las expresiones teó-
ricas correspondientes a esta distribución en el caso de una estadística tipo Poisson y la
correspondiente a los ensambles de RMT.

Ensamble Poisson GOE GUE GSE

Distribución e−s π
2
se−

πs2

4 2
(
4
π

)2
s2e−

4s2

π

(
64
9π

)3
s4e−

64s2

9π

Tabla 1.1: Expresiones teóricas de la distribución del espaciamiento entre niveles energéti-
cos adyacentes, P (s) [47]. El grado de correlación esta determinado por la potencia de s en
el coeficiente que acompaña a las exponenciales, conforme aumenta el valor de la potencia
aumenta grado de correlación.

La distribución P (s) es una medida de las correlaciones de corto alcance entre los niveles
energéticos, dichas correlaciones se dan en el sentido de repulsión entre niveles energéticos
adyacentes [48]. En el caso de una distribución tipo Poisson no hay correlaciones y conforme
pasamos por GOE, GUE y GSE las correlaciones son cada vez más fuertes. Con el modelo
que estamos trabajando podemos reproducir gráficamente las distribuciones de la Tabla
1.1 mediante la variación de los parámetros tal como se muestra en la Fig. 1.3, en la
cual se puede observar que los resultados numéricos (barras color rojo) se ajustan a las
expresiones teóricas de la Tabla 1.1 (curvas color negro).
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Figura 1.3: Distribución P (s) para el hamiltoniano 1.2. Se han empleado los valores N =
1000, α = 0 y una sola realización de desorden. La variación de la magnitud del desorden
permite reproducir las distribuciones de la Tabla 1.1: W = 3 para Poisson, W = 0.3721
para GOE, W = 0.2561 para GUE y W = 0.165 para GSE.
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Una alternativa para el estudio de las correlaciones de corto alcance entre los niveles
energéticos adyacentes consiste en el estudio de la distribución P (r), para lo cual se definen
las variables rn de la siguiente manera

rn =
εn+1 − εn
εn − εn−1

, n = 2, ..., N − 1, (1.4)

donde εn es el n-ésimo nivel energético [5]. En contraste con el estudio de la distribución
P (s), el estudio de la distribución P (r) no requiere el desdoblamiento. Además de la
anterior, otra alternativa para el análisis de las correlaciones de corto alcance se da en
términos de un solo número: 〈r̃〉. La cantidad r̃n se define como

r̃n = mı́n

(
rn,

1

rn

)
, (1.5)

y 〈r̃〉 es el promedio de todas las variables r̃n [49]. En la Tabla 1.2 se encuentran los
valores teóricos para esta cantidad en el caso de una estadística tipo Poisson y de la
correspondiente a los ensambles de RMT, además se agrega el valor de 〈r̃〉 para lo que se
conoce como “Picket-Fence” (P-F), el cual indica el grado máximo de correlaciones [19].

Ensamble 〈r̃〉
Poisson 2 ln(2)− 1 ≈ 0.39

GOE 4− 2
√

3 ≈ 0.54

GUE 2
√

3/π − 1/2 ≈ 0.60

GSE (32/15)
√

3/π − 1/2 ≈ 0.68

P-F ≈ 1

Tabla 1.2: Valores teóricos de 〈r̃〉 [5].

Cuando se trabaja con modelos que cuentan con muchos parámetros es más conveniente
realizar el estudio de las correlaciones en términos de la cantidad 〈r̃〉 en lugar de analizar
las distribuciones para cada uno de los valores de los parámetros que se están considerando.
En este trabajo de tesis analizamos la cantidad 〈r̃〉 como función del rango de los aco-
plamientos y la magnitud del desorden obteniendo los resultados que se muestran en la
Fig. 1.4. En el panel (a) se muestra la dependencia de 〈r̃〉 en α para distintos valores
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del desorden, se observa que para magnitudes pequeñas del desorden los acoplamientos
de largo alcance (valores pequeños de α) suprimen las correlaciones mientras que los aco-
plamientos de corto alcance (valores grandes de α) las inducen. Conforme aumenta la
magnitud del desorden las curvas presentan un comportamiento similar al descrito ante-
riormente cuando los acoplamientos son de largo alcance pero cuando los acoplamientos
son de corto alcance las correlaciones son cada vez más débiles. Por otro lado, en el panel
(b) se muestra la dependencia de 〈r̃〉 en el desorden para distintos valores de α, se puede
observar que para cualquier valor del rango de los acoplamientos α 6= 0 conforme aumenta
la magnitud del desorden se presenta una transición de correlaciones fuertes a correlacio-
nes débiles y cuando α = 0 tenemos una estadística tipo GUE independientemente de la
magnitud del desorden. Finalmente, el análisis correspondiente a la variación en el tamaño
del sistema mostró que el comportamiento de las curvas de 〈r̃〉 vs α y 〈r̃〉 vs W es similar
al que el que se observa en Fig. 1.4.
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Figura 1.4: Análisis de 〈r̃〉 respecto al rango de los acoplamientos α (a) y la magnitud del
desordenW (b). Se considera N = 1000 y un promedio sobre 20 realizaciones de desorden.

Por otra parte, el análisis de las correlaciones de largo alcance se realiza empleando la
varianza del número de niveles. El estudio de esta cantidad requiere la realización de un
desdoblamiento, la división del espectro resultante en intervalos de longitud l, contar el nú-
mero de niveles en cada intervalo (n (l)) y finalmente calcular la varianza de la distribución
resultante [13, 47],

Σ2 (l) ≡
〈
n (l)2

〉
− 〈n (l)〉2 . (1.6)

En la Tabla 1.3 se muestran las predicciones teóricas de esta cantidad, las cuales fueron
tomadas de [47, 50] y la correspondiente representación gráfica se puede visualizar en
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la Fig. 1.5, para lo cual tomamos el panel (a): la línea recta punteada corresponde a
Poisson y, recorriendo en el sentido de las manecillas del reloj, las demás líneas punteadas
corresponden a GOE, GUE, GSE y a P-F.

Ensamble Σ2 (l)

Poisson l

GOE 2
π2

[
ln(2πl) + γ + 1− π2

8

]
GUE 1

π2 [ln(2πl) + γ + 1]

GSE 1
2π2

[
ln(4πl) + γ + 1 + π2

8

]
P-F l − [l]− (l − [l])2

Tabla 1.3: Valores teóricos de la varianza del número de niveles [47]. En la última expresión
el término [l] representa la parte entera de l y el valor de γ es 0.5772.

En la Fig. 1.5 se presentan los resultados encontrados durante el estudio de la varianza
del número de niveles, en esta figura y en las que se mostrarán más adelante la notación
〈·〉 se emplea para representar promedios sobre realizaciones. Cada panel de la Fig. 1.5
corresponde a un cierto valor de la magnitud del desorden (indicado en el pie de la figura)
y las curvas de colores corresponden a los valores del rango de los acoplamientos indicados
en el recuadro que se encuentra a la derecha del panel (b).

En el caso de acoplamientos de largo alcance α = 0 las correlaciones son débiles e indepen-
dientes de la magnitud del desorden, pues la curva color cyan presenta un comportamiento
similar en los cuatro paneles. En el caso de α 6= 0 el incremento en la magnitud del desorden
produce una disminución en el grado de correlación, esto lo podemos observar tomando la
curva color negro (α = 10), la cual corresponde a correlaciones fuertes cuando W = 0.02

(panel (a)) debido a que se encuentra sobre P − F y conforme aumentamos el valor del
desorden en los siguientes paneles ésta se recorre de tal manera que al llegar al panel (d) las
correlaciones son débiles, pues ya se encuentra sobre la línea entrecortada correspondiente
a Poisson. Por su parte, el análisis correspondiente a la variación en el tamaño del sistema
produce resultados similares a los mostrados en la Fig. 1.5.
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Figura 1.5: Varianza del número de niveles. Los valores de la magnitud del desorden son
a) W = 0.02, b) W = 0.1, c) W = 1 y d) W = 5. El tamaño del sistema es N = 1000 y
se considera un promedio sobre 20 realizaciones.

Estructura de los estados

La razón inversa de participación (IPR por sus siglas en inglés) permite analizar el número
de elementos de una base |ψβ〉 que forma parte de la configuración de un estado |φ〉,

IPRφ =
N∑
β=1

| 〈φ|ψβ〉 |4. (1.7)

Cuando pocos elementos de la base |ψβ〉 forman parte de la configuración del estado |φ〉
se tiene IPRφ ∼ 1, en este caso el estado |φ〉 se encuentra localizado en dicha base. Por
otro lado, el estado |φ〉 se encuentra extendido o delocalizado cuando muchos estados de
la base |ψβ〉 forman parte de su configuración y en este caso IPRφ ∼ N−1. Los valores
del IPR que se muestran en la Tabla 1.4 indican el grado de localización de los estados
propios de las matrices en la base en la cual éstas fueron escritas inicialmente y N es el
tamaño de estas matrices.

Poisson GOE GUE GSE P-F
≈ 1 3

N+2
2

N+1
3

2N+1
3

2(N+1)

Tabla 1.4: Valores teóricos del IPR [19].
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En la Fig. 1.6 podemos observar los resultados correspondientes al estudio del grado de
localización de los estados de la base de sitios |n〉 en los estados propios del hamiltoniano
(1.2). En el panel (a) se observa que los estados se encuentran localizados cuando los
acoplamientos son de largo alcance (α pequeña) y conforme disminuimos el rango de los
acoplamientos (α grande) se presenta una transición a estados extendidos. Esta transi-
ción se da con todos los valores de la magnitud del desorden considerados pero conforme
aumenta el valor de W el valor de saturación de cada curva es cada vez mayor, es decir,
cuando los acoplamientos son de corto alcance los estados se encuentran más localizados
para valores grandes de W que para valores pequeños. Esta transición es más notoria en
el panel (b), donde vemos que para α 6= 0 y magnitud de desorden pequeña los estados
se encuentran extendidos y el incremento en W provoca un incremento en el grado de
localización de los estados. Especial atención requiere el valor α = 0 para el cual tenemos
estados igualmente localizados independientemente de la magnitud del desorden.
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Figura 1.6: Razón inversa de participación como función del rango de los acoplamientos a)
y de la magnitud del desorden b). Se tomó en cuenta un promedio sobre 20 realizaciones
y un tamaño de la cadena N = 1000.

Con lo anterior queda concluido el estudio de las propiedades estáticas del modelo, algunas
se manifiestan en la dinámica tal como veremos en la siguiente sección, en la cual se
presenta el análisis de los efectos de los acoplamientos de largo alcance en la dinámica de
la probabilidad de supervivencia y del imbalance, asimismo se muestra el estudio de los
efectos de dicho tipo de acoplamientos en las escalas temporales.
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1.2.2. Propiedades dinámicas

Probabilidad de supervivencia

La primer cantidad dinámica que estudiamos es la probabilidad de supervivencia, ésta nos
da la probabilidad de encontrar el estado inicial a un tiempo dado t y la expresión que la
define es

SP (t) = | 〈Ψ(0)|Ψ(t)〉 |2, (1.8)

donde |Ψ(0)〉 y |Ψ(t)〉 representan el estado inicial y el estado al tiempo t respectivamen-
te. La dinámica de esta cantidad presenta un decaimiento cuadrático a tiempos cortos
seguido de un decaimiento como ley de potencias que va como t−σ (el valor de σ indica
el grado de localización del estado inicial en los estados propios del hamiltoniano [51]),
puede aparecer un hoyo de correlaciones y finalmente alcanza un valor de saturación (ver
Fig. 1.7) [51, 52]. Dichos comportamientos están relacionados con las propiedades estáti-
cas, por ejemplo, la presencia del hoyo de correlaciones depende del grado de correlación
en el espectro energético [53], su área y su profundidad dependen del grado de correlación
de corto y largo alcance respectivamente, con mayor grado de correlación mayor defini-
ción presenta el hoyo de correlaciones. Anteriormente hemos visto que ambos tipos de
correlaciones son fuertes en el caso del modelo GOE, entonces esperamos que dicho hoyo
de correlaciones se manifieste en la dinámica de la probabilidad de supervivencia y esta
manifestación la podemos observar en la Fig. 1.7, donde se encuentran sombreadas las
regiones correspondientes a los distintos comportamientos de la dinámica de esta cantidad
y la línea punteada corresponde al valor de saturación, el cual es básicamente el valor del
IPR y esto se puede observar en el siguiente desarrollo,

SP (t) =
∣∣〈Ψ(0)| e−iHt |Ψ(0)〉

∣∣2 =

∣∣∣∣∣
N∑
β=1

〈Ψ(0)|ψβ〉 〈ψβ| e−iHt
N∑
ρ=1

|ψρ〉 〈ψρ|Ψ(0)〉

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
N∑
β=1

|c(0)β |
2e−iEβt

∣∣∣∣∣
2

=
N∑
α=1

N∑
β=1

|c(0)α |2|c
(0)
β |

2ei(Eα−Eβ)t

=
N∑
α 6=β

|c(0)α |2|c
(0)
β |

2ei(Eα−Eβ)t + IPR, (1.9)
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donde se ha empleado la definición del IPR (ver ecuación (1.7)), c(0)β = 〈ψβ|Ψ(0)〉 es la
componente del estado inicial en el β-ésimo estado propio del hamiltoniano que dicta la
evolución y Eβ es la energía correspondiente a dicho estado propio.
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Figura 1.7: Dinámica de la probabilidad de supervivencia para el modelo GOE. Se ha
considerado un tamaño N = 1000 y un promedio sobre 100 realizaciones y 100 estados
iniciales con energía cercana a cero. La línea punteada horizontal corresponde al valor de
saturación (IPR promedio).

Por otro lado, el hoyo de correlaciones se puede considerar como una manifestación de
caos debido a su estrecha relación con la estadística de niveles pues su presencia indica
correlaciones y, tal como vimos en la sección anterior, las correlaciones son señales de caos.
El tiempo al cual la probabilidad de supervivencia alcanza su valor mínimo en el fondo del
hoyo de correlaciones se conoce como tiempo de Thouless y el tiempo al cual alcanza su
valor de saturación se conoce como tiempo de relajación [13]. Anteriormente, en el análisis
de las propiedades estáticas para acoplamientos de largo alcance (α = 0) se encontraron
correlaciones de corto alcance fuertes y correlaciones de largo alcance débiles que son
independientes de la magnitud del desorden, al igual que el valor del IPR. Lo anterior
implica la manifestación de un hoyo de correlaciones de poca profundidad y un mismo valor
de saturación en la dinámica de la probabilidad de supervivencia para cualquier magnitud
del desorden. En vista de lo anterior, las curvas correspondientes a cualquier magnitud del
desorden con α = 0 y tamaño de sistema N = 1000 presentarán el mismo comportamiento
que la curva color cyan mostrada en el panel (a) de la Fig. 1.8. De manera similar, el análisis
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de las propiedades estáticas correspondiente a los demás valores de α indica la presencia de
hoyos de correlaciones de poca profundidad para valores intermedios y para acoplamientos
de corto alcance (α = 10) dicho hoyo está bien definido, además el valor de saturación
disminuye conforme aumenta el valor de α tal como podemos apreciar en el panel (a) de la
Fig. 1.8. Cabe mencionar que la relación existente entre SP (t) y las propiedades estáticas
nos permite inferir los resultados correspondientes a otras magnitudes del desorden.
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Figura 1.8: Dinámica de la probabilidad de supervivencia y del imbalance. Se considera
un tamaño de sistema N = 1000 y magnitud de desorden W = 0.02, además se tomó
un promedio sobre 200 realizaciones y 100 estados iniciales. Las líneas punteadas de color
rojo corresponden a los valores de saturación.

Imbalance

El imbalance es una cantidad que se ha analizado en experimentos con átomos fríos [54],
ésta cuantifica el desequilibrio que hay entre la probabilidad de encontrar a una partícula
en un sitio par o un sitio impar al tiempo t y se define como [55]

I(t) =
ηpar(t)− ηimpar(t)
ηpar(t) + ηimpar(t)

, ηpar/impar(t) =
∑

i−par/impar

| 〈i|Ψ(t)〉 |2, (1.10)

donde ηpar/impar(t) nos da la probabilidad de encontrar a la partícula en un sitio par
o impar al tiempo t. En el panel (b) de la Fig. 1.8 se muestra la dinámica del valor
absoluto de esta observable, se considera el valor absoluto debido a que esta cantidad puede
presentar valores negativos. Como podemos observar, esta cantidad presenta una dinámica
similar a la de la probabilidad de supervivencia pero en diferentes escalas temporales, por
ejemplo, en el caso α = 1/3 (curva color verde) se presenta un decaimiento inicial más
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rápido, en consecuencia el hoyo de correlaciones es más notorio y se manifiesta en un
tiempo menor, además se alcanza más rápido el valor de saturación y éste tiene magnitud
similar al correspondiente a la curva de α = 1/9. Este comportamiento lo exhiben los
valores intermedios de α. En el caso de acoplamientos de corto y largo alcance (α =

0, 10) el comportamiento es similar al de la probabilidad de supervivencia pero con más
fluctuaciones y un valor de saturación mayor en la curva correspondiente a α = 10.

Tiempo de Thouless y tiempo de relajación

Cuando se trabaja con sistemas con interacciones entre muchas partículas el tiempo de
Thouless y el tiempo de relajación crecen de manera exponencial respecto al tamaño del
sistema, al igual que el espacio de Hilbert. Asimismo en sistemas de una sola partícula el
espacio de Hilbert crece de manera lineal respecto al tamaño del sistema [13]. En vista
de lo anterior nos interesa saber cómo se comportan dichas escalas temporales con el
modelo que estamos empleando y si el cambio en el rango de los acoplamientos influye
en su comportamiento. Para responder estas cuestiones estudiamos la dinámica de ambas
cantidades realizando una variación en el tamaño del sistema tal como se muestra en la
Fig. 1.9, en la cual hemos etiquetado con tTh al tiempo de Thouless y con tr al tiempo de
relajación.
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Figura 1.9: Dinámica de la probabilidad de supervivencia para diferentes tamaños del
sistema. Se considera una magnitud de desorden W = 0.02 y rango de los acoplamientos
a) α = 0 y b) α = 10. El número de estados iniciales y de realizaciones se ajusta de acuerdo
al tamaño del sistema de tal manera que sea tomado en cuenta un promedio sobre 10000
datos. Las líneas punteadas verticales corresponden a las escalas temporales.
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En la Fig. 1.9 podemos observar que ambas escalas temporales presentan un corrimiento
hacia la derecha conforme aumenta el tamaño del sistema, además en el caso α = 0 los
valores de saturación no presentan variaciones significativas en contraste con los corres-
pondientes a α = 10, cuya magnitud disminuye al incrementar el tamaño del sistema.
Además a tiempos cortos la dinámica es independiente de N . Ahora, al realizar un análi-
sis más detallado sobre estas escalas de tiempo nos encontramos con un comportamiento
lineal respecto al tamaño del sistema tTh/r ∝ N , el cual es independiente de la magnitud
del rango de los acoplamientos tal como podemos observar en la Fig. 1.10. En esta figura
se puede apreciar una buena correspondencia entre los resultados numéricos y los ajustes.
Los ajustes correspondientes a cada panel son a) Y = 104.63X1.047, b) Y = 0.99X1.004, c)
Y = 819.46X1.152 y d) Y = 28.56X0.805. Cabe mencionar que en el caso del imbalance las
escalas temporales también presentan un comportamiento lineal respecto al tamaño del
sistema, la diferencia se encuentra en las constantes involucradas en los ajustes, por tal mo-
tivo no se muestran aquí las gráficas correspondientes al análisis de las escalas temporales
para el imbalance.
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Figura 1.10: Análisis de las escalas temporales. Los paneles a) y c) corresponden a α = 0 y
los paneles b) y d) corresponden a α = 10. Los valores correspondientes a tTh y tr (puntos
color azul) fueron extraídos de la Fig. 1.9 y las líneas rojas corresponden a los ajustes los
cuales son de la forma Y = AXB.
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Con el análisis anterior damos por concluido el estudio del efecto de acoplamientos de largo
alcance en el modelo de Anderson unidimensional. Hemos analizado algunas propiedades
estáticas encontrando resultados interesantes entre los cuales se encuentra el hecho de que
la estadística de niveles y la estructura de los estados son independientes de la magnitud
del desorden cuando los acoplamientos son de largo alcance. Las propiedades estáticas nos
permiten inferir el comportamiento de propiedades dinámicas como la probabilidad de
supervivencia y viceversa, de esta manera la determinación del comportamiento caótico
de un sistema puede llevarse a cabo mediante el estudio de la estadística de niveles o de la
manifestación del hoyo de correlaciones en la dinámica de la probabilidad de supervivencia.
Además estudiamos las escalas temporales y encontramos que tanto el tiempo de Thouless
como el tiempo de relajación presentan un comportamiento lineal respecto al tamaño
del sistema. Cabe mencionar que se encuentra en preparación un manuscrito sobre este
análisis, el cual será enviado a una revista para su posible publicación.
En el siguiente Capítulo nos enfocamos en el estudio del autopromedio, el cual es relevante
debido a que nos permite reducir el tiempo de cálculo conforme aumentamos el tamaño
del sistema.



Capítulo 2

Autopromedio en sistemas
unidimensionales de espín 1/2

Los avances que se han conseguido en el estudio de la evolución temporal de sistemas
cuánticos compuestos por átomos fríos [56], iones atrapados [57], dispositivos semicon-
ductores [58], entre otros, han motivado a la comunidad científica a continuar trabajando
sobre esta línea de investigación pretendiendo tener un mejor control sobre la dinámica de
dichos sistemas. Entre los estudios realizados con sistemas desordenados sobre la dinámica
poco se tiene respecto al autopromedio, el hecho de que una cantidad posea esta propie-
dad representa una ventaja en estudios teóricos y experimentales debido a que si ésta se
cumple podemos reducir el número de muestras consideradas en un promedio mientras
aumentamos el tamaño del sistema. El estudio de esta propiedad para la probabilidad de
supervivencia y otras cantidades ha sido reportado en la Ref. [29], en la cual el análisis
fue realizado estudiando la dinámica de la varianza relativa de las cantidades en cuestión.
Entre los resultados de dicho estudio se encuentran el hecho de que la probabilidad de
supervivencia no es autopromediable en ninguna escala temporal, la razón inversa de par-
ticipación es autopromediable a tiempos largos, la función de autocorrelación de espín es
autopromediable a tiempos cortos y la función de correlación conexa espín-espín es auto-
promediable en ambas escalas temporales, tiempos cortos y tiempos largos, más adelante
se definen estas funciones de correlación. En este capítulo estudiamos la relación entre las
distribuciones correspondientes a dichas cantidades y el autopromedio, los resultados que
presentamos fueron reportados en la Ref. [33]. El estudio se realizó empleando el modelo

27
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GOE de RMT y el modelo de Heisenberg unidimensional con desorden, se calcularon las
distribuciones sobre realizaciones en el desorden, el objetivo era saber si las distribuciones
y sus características podrían ayudarnos a determinar cuándo se satisface el autopromedio.

2.1. Modelo de Heisenberg unidimensional con desor-

den

Este modelo representa una cadena de L partículas de espín 1/2 que es descrita por el
hamiltoniano [59]

Ĥ = ĤXXZ + Ĥh, (2.1)

donde

ĤXXZ =
L∑
k=1

Jxy

(
Ŝxk Ŝ

x
k+1 + Ŝyk Ŝ

y
k+1

)
+ JzŜ

z
kŜ

z
k+1,

Ĥh =
L∑
k=1

hkŜ
z
k .

(2.2)

En estas expresiones se ha considerado ~ = 1, ĤXXZ describe los acoplamientos entre
espines adyacentes, los operadores de espín Ŝx,y,zk actúan sobre el espín que se encuentra
en el sitio k. Jxy es la magnitud del término de interacción Ŝxk Ŝ

x
k+1 + Ŝyk Ŝ

y
k+1, Jz es la

magnitud de la interacción de Ising ŜzkŜzk+1 y la razón ∆ = Jz/Jxy se conoce como pará-
metro de anisotropía [60]. El término Ĥh nos da la separación de Zeeman de cada espín
k determinada por un campo magnético estático hk en la dirección z [35]. Dichos cam-
pos magnéticos son números aleatorios uniformemente distribuidos en el intervalo [−h, h],
siendo h la magnitud del desorden.

Este modelo es integrable cuando h = 0 y caótico cuando 0 < h . 1 debido a la competen-
cia entre la interacción de Ising y el término que contiene al desorden. Además el sistema
tiende a una fase localizada al incrementar la magnitud del desorden, lo cual ocurre cuando
h es más grande que cierto valor crítico, h > hc ∼ 4 [61, 62]. Cabe mencionar que para la
cadena descrita por el hamiltoniano (2.1) el espín total en la dirección z, Ŝz =

∑L
k=1 Ŝ

z
k ,

se conserva, esto nos permite centrar nuestro estudio en el subespacio más grande cuya
dimensión es N = L!/(L/2)!2, además consideramos Jxy = 1 y ∆ = 1. Además, de ahora
en adelante nos referiremos al modelo descrito por el hamiltoniano (2.1) como modelo
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XXZ + h y para el estudio de la propiedad de autopromedio empleamos h = 0.5, lo cual
significa que realizamos el análisis en la región caótica. Es necesario comentar que este mo-
delo será empleado en los capítulos posteriores para analizar la conjetura Aurich-Steiner y
los efectos del desorden correlacionado en el contexto de localización de muchos cuerpos.

2.2. Cantidades

Para saber si una cantidadX es autopromediable y en qué escala temporal lo es, analizamos
su varianza relativa. Se dice que una cantidad X es autopromediable cuando su varianza
relativa [33],

RX(t) =
σ2
X(t)

〈X(t)〉2
=
〈X2(t)〉 − 〈X(t)〉2

〈X(t)〉2
, (2.3)

decrece conforme aumenta el tamaño del sistema. La notación 〈·〉 indica el promedio sobre
realizaciones en el desorden y estados iniciales. En la práctica se calcula RX(t) para cada
tiempo y se comparan los resultados correspondientes a distintos tamaños del sistema.

Las cantidades para las cuales se estudia el autopromedio son la probabilidad de supervi-
vencia (definida en la Sección 1.2.2), la razón inversa de participación al tiempo t, IPR(t),
la cual nos da el grado de extensión del estado inicial |Ψ(0)〉 en la base de los estados
propios del hamiltoniano que dicta la evolución, |ψα〉, al tiempo t,

IPR(t) =
∑
α

| 〈ψα|Ψ(t)〉 |4. (2.4)

Además se emplean dos cantidades que se estudian en experimentos, la función de auto-
correlación de espín mide qué tan cercana es la configuración de espín al tiempo t a la
configuración al tiempo inicial [13],

I(t) =
4

L

L∑
i=1

〈Ψ(0)|Ŝzi eiĤtŜzi e−iĤt|Ψ(0)〉 . (2.5)

Esta cantidad es equivalente al imbalance medido en experimentos con átomos fríos [54, 55].
Finalmente tenemos la función de corrrelación conexa espín-espín,
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C(t) =
4

L

L−1∑
k=1

[
〈Ψ(t)|SzkSzk+1 |Ψ(t)〉 − 〈Ψ(t)|Szk |Ψ(t)〉 〈Ψ(t)|Szk+1 |Ψ(t)〉

]
, (2.6)

la cual cuantifica las correlaciones entre espines adyacentes al tiempo t y ha sido estudiada
en experimentos con iones atrapados [8, 30].

En la Ref. [29] se encuentra reportado el estudio de la propiedad de autopromedio de las
cantidades antes mencionadas, en el cual se analizó la varianza relativa. Esto se muestra
brevemente en la siguiente sección y posteriormente se presenta el estudio correspondiente
a las distribuciones.

2.3. Análisis de resultados

2.3.1. Estudio del autopromedio empleando la varianza relativa

En la Fig. 2.1 se muestra la dinámica de la varianza relativa de la probabilidad de super-
vivencia y de la razón inversa de participación para el modelo GOE (paneles (a) y (c)) y
para el modelo XXZ + h (paneles (b) y (d)) [29]. Como podemos observar, para ambos
modelos y ambas cantidades en la región de tiempos cortos el valor de la varianza relativa
no decrece conforme aumenta el tamaño del sistema y esto indica que ambas cantida-
des no son autopromediables en esta escala temporal. Cuando se trata de tiempos largos
la varianza relativa de la probabilidad de supervivencia (paneles (a) y (b)) se mantiene
fluctuando sin cambio evidente respecto al tamaño del sistema y esto implica que esta
cantidad no es autopromediable. Por su parte la varianza relativa de la razón inversa de
participación (paneles (c) y (d)) decrece conforme aumenta el tamaño del sistema, lo cual
indica que esta cantidad es autopromediable a tiempos largos.

Por otra parte, el análisis correspondiente a la función de autocorrelación de espín y
la función de correlación conexa espín-espín que se realizó en la Ref. [29] nos dice que
ambas cantidades son autopromediables a tiempos cortos, mientras que a tiempos largos
solamente la función de correlación conexa espín-espín es autopromediable.
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Figura 2.1: Evolución temporal de la varianza relativa de la probabilidad de supervivencia
y de la razón inversa de participación. Los tamaños del espacio de Hilbert considerados
son: rojo N = 252 (L = 10), azul N = 924 (L = 12), verde N = 3432 (L = 14), índigo
N = 12870 (L = 16) y negro N = 48620 (L = 18). Los paneles a) y c) corresponden
al modelo GOE mientras que los paneles b) y d) al modelo de espín. Se considera un
promedio sobre 0.01N realizaciones en el desorden y 104/0.01N estados iniciales. Esta
figura fue tomada de la Ref. [33].

2.3.2. Estudio del autopromedio empleando distribuciones

Para analizar las distribuciones de las cantidades antes mencionadas se fija el tiempo, se
calcula el valor de la cantidad en cuestión para diferentes realizaciones en el desorden y
finalmente se calcula la distribución. En lo que sigue se muestran los resultados correspon-
dientes a la probabilidad de supervivencia y a la razón inversa de participación pero esto
no quiere decir que la función de autocorrelación de espín y la función de correlación co-
nexa espín-espín son menos importantes, más bien las distribuciones obtenidas para estas
observables presentan comportamientos similares a los que se muestran a continuación [33].

Tiempos cortos

En la Fig. 2.2 se muestran las distribuciones correspondientes a la probabilidad de super-
vivencia y a la razón inversa de participación a tiempos cortos. Como podemos observar,
se obtienen distribuciones gaussianas para el modelo GOE, mientras que para el modelo
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XXZ + h las distribuciones son fragmentadas. Asimismo, en el caso de las observables
I(t) y C(t) las distribuciones son fragmentadas, al igual que en los paneles (b) y (d) de la
Fig. 2.2 [33]. Contrastando con el análisis de la varianza relativa, SP (t) e IPR(t) nos son
autopromediables en esta escala temporal y obtenemos distribuciones gaussianas para el
modelo GOE y distribuciones fragmentadas para el modelo de espín con ambas cantidades.
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Figura 2.2: Distribuciones correspondientes a los valores de la probabilidad de supervi-
vencia y la razón inversa de participación en tiempos cortos, t < 1. Los paneles a) y c)
pertenecen al modelo GOE mientras que los paneles b) y d) al modelo XXZ + h. En
los paneles a) y c) las curvas color negro son los ajustes a distribuciones gaussianas con
parámetros de ajuste a) µ ∼ 0.505 y σ2 ∼ 2.1 × 10−5 y b) µ ∼ 0.256 y σ2 ∼ 2.3 × 10−5.
Esta figura fue tomada de la Ref. [33].

Tiempos largos

Hemos visto que a tiempos largos la razón inversa de participación es autopromediable
mientras que la probabilidad de supervivencia no lo es. En la Fig. 2.3 podemos observar
que para la primera las distribuciones son gaussianas y para la segunda las distribucio-
nes son exponenciales independientemente del modelo. Adicionalmente, las distribuciones
correspondientes a I(t) y C(t) son distribuciones gaussianas y de acuerdo a la Ref. [29]
en esta escala temporal solamente C(t) es autopromediable. Lo anterior indica que una
distribución gaussiana corresponde a una cantidad autopromediable mientras que una dis-
tribución distinta a la gaussiana corresponde a una cantidad no autopromediable, pero los
resultados obtenidos a tiempos cortos (distribuciones gaussianas obtenidas cuando SP (t) e
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IPR(t) no son autopromediables) y la distribución gaussiana obtenida para I(t) a tiempos
largos no son consistentes con este enunciado.
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Figura 2.3: Distribuciones correspondientes a los valores de la probabilidad de supervi-
vencia y la razón inversa de participación en tiempos largos, t > 103. Los paneles a) y
c) pertenecen al modelo GOE mientras que los paneles b) y d) al modelo XXZ + h. En
los paneles a) y b) las curvas color negro son los ajustes a distribuciones exponenciales,
Y = Ae−BX , mientras que en los paneles c) y d) a distribuciones gaussianas. Los pará-
metros de ajuste son a) A = 3828.99, B = 3618.39, b) A = 33.86.52, B = 3265.72, c)
µ = 1.55× 10−4, σ2 = 1.96× 10−12 y d) µ = 1.6× 10−4, σ2 = 5.76× 10−12. Esta figura fue
tomada de la Ref. [33].

Otras escalas temporales

El análisis del autopromedio mediante distribuciones nos ha enseñado que tener una dis-
tribución gaussiana no es señal de autopromedio, pero tener distribuciones que presentan
distintos comportamientos puede ser considerado como señal de no autopromedio. En
adición a los resultados mostrados anteriormente tenemos las distribuciones de SP (t) e
IPR(t) a diferentes tiempos, en la Fig. 2.4 se observa la transición de una distribución
fragmentada a una distribución exponencial conforme avanzamos partiendo de tiempos
pequeños hacia tiempos grandes, esto es para SP (t). En el caso de IPR(t) la transición
ocurre de una distribución fragmentada hacia una distribución gaussiana. Asimismo, en los
casos de I(t) y C(t) también se presenta una transición de una distribución fragmentada
hacia una distribución gaussiana.
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Figura 2.4: Distribuciones de SP (t) (izquierda) e IPR(t) (derecha) para el modelo de espín
en los tiempos indicados en los paneles. En los paneles d) y e) las líneas entrecortadas son
los ajustes a distribuciones exponenciales, Y = Ae−BX , y en los paneles i) y j) dichas líneas
son los ajustes a distribuciones gaussianas. Los parámetros de ajuste son d) A = 5299.6,
B = 5166.5, e) A = 4977.4, B = 4902.2, i) µ = 1.6 × 10−4, σ2 = 5.3 × 10−12 y j)
µ = 1.6× 10−4, σ2 = 5.48× 10−12. Esta figura fue tomada de la Ref. [33].

En resumen, tener una distribución gaussiana no es indicio de autopromedio pero tener una
distribución distinta a una gaussiana puede considerarse como señal de no autopromedio.
Con lo anterior concluye el estudio del autopromedio y en el capítulo siguiente se presenta
el análisis de la conjetura Aurich-Steiner.
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Manifestaciones del caos en la evolución
temporal

Como se ha mencionado anteriormente, la teoría del caos cuántico se encuentra relacionada
con las propiedades estáticas de los sistemas cuánticos que poseen un límite clásico. Desde
los años 50, a partir de los trabajos de E. Wigner se ha observado que las propiedades
estadísticas de muchos sistemas cuánticos pueden modelarse por matrices aleatorias [63]
y posteriormente se establecieron las conjeturas Bohigas-Giannoni-Schmit [45] y Berry-
Tabor [44], las cuales se formularon en el contexto de billares cuánticos. Para determinar el
comportamiento caótico de un sistema cuántico mediante el análisis de estas conjeturas es
necesario tener acceso al espectro energético pero en experimentos como los que se realizan
con iones atrapados y átomos fríos no es sencillo tener acceso al espectro y usualmente
se estudia la evolución temporal [25, 56, 64, 65]. En vista de lo anterior, una alternativa
para determinar el comportamiento caótico puede ser la conjetura Aurich-Steiner, ésta
fue establecida en el mismo contexto que las anteriores pero en el dominio del tiempo y
nos dice que para los sistemas cuánticos que poseen contraparte clásica caótica los valores
de cierta función de autocorrelación, en una ventana de tiempos largos, presentan una
distribución universal [40]. Es importante mencionar que para estudiar esta conjetura
solamente se requiere una muestra de la dinámica. A continuación se presenta el análisis
de esta conjetura y para esto consideramos el modelo de Heisenberg unidimensional con
desorden descrito en la Sección 2.1.

35



Capítulo 3. Manifestaciones del caos en la evolución temporal 36

3.1. La conjetura Aurich-Steiner

Esta conjetura puede considerarse como una alternativa para determinar el comporta-
miento caótico de un sistema cuántico con análogo clásico y está formulada de la siguiente
manera [40]:

Para los sistemas cuánticos cuya contraparte clásica es caótica, en el límite de tiempos
largos, la función de autocorrelación

S(t) = γ
√
N |C(t)|, (3.1)

presenta una distribución de Rayleigh,

P (S) =
π

2
Se−(π/4)S

2

, S ≥ 0, (3.2)

y cualquier otra distribución si la contraparte clásica es integrable.

En la ecuación (3.1) |C(t)| = | 〈Ψ(0)|Ψ(t)〉 | es la amplitud de supervivencia (ver ecuación
(1.8)), γ es una constante de normalización determinada por la condición 〈S〉 = 1 y N
es el tamaño del sistema. El estado inicial |Ψ(0)〉 es un estado extendido en la base de
los estados propios del hamiltoniano que dicta la evolución y solamente se requiere una
muestra de la dinámica en una ventana de tiempos largos para analizar esta conjetura.

Un análisis detallado nos ha mostrado que el cumplimiento de la conjetura Aurich-Steiner
es una consecuencia del cumplimiento del teorema del límite central (CLT por sus siglas
en inglés). Lo anterior se deduce a partir del siguiente desarrollo,

〈Ψ(0)|Ψ(t)〉 = 〈Ψ(0)| e−iHt |Ψ(0)〉 =
N∑
β=1

〈Ψ(0)|ψβ〉 〈ψβ| e−iHt
N∑
ρ=1

|ψρ〉 〈ψρ|Ψ(0)〉

=
N∑
β=1

|c(0)β |
2e−iEβt =

N∑
β=1

|c(0)β |
2 cos(Eβt)− i

N∑
β=1

|c(0)β |
2 sen(Eβt), (3.3)

donde se ha empleado la relación de completez y c(0)β = 〈ψβ|Ψ(0)〉 es la componente del
estado inicial en el β-ésimo estado propio del hamiltoniano que dicta la evolución. Ahora,
si los elementos de las sumas |c(0)β |2 cos(Eβt) y |c(0)β |2 sen(Eβt) se comportan como variables
aleatorias independientes entonces las distribuciones correspondientes a los valores de las
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sumas
∑N

β=1 |c
(0)
β |2 cos(Eβt) y

∑N
β=1 |c

(0)
β |2 sen(Eβt) en una ventana de tiempos largos serán

gaussianas, esto es, se satisface el CLT [66, 67]. Dado lo anterior, la distribución de la
función de autocorrelación S(t) es una distribución de Rayleigh, lo cual es consistente con
el enunciado de la conjetura Aurich-Steiner.
Por otra parte, esta conjetura se puede analizar en términos de otras cantidades, por ejem-
plo, la probabilidad de supervivencia. Mediante una transformación entre distribuciones,
definiendo SP = S2 en la ecuación (3.2) encontramos que cuando se satisface la conjetura
la distribución correspondiente a los valores de la probabilidad de supervivencia en una
ventana de tiempos largos es exponencial,

P (S) =
π

2
Se−(π/4)S

2 ⇐⇒ P (SP ) = λe−λSP . (3.4)

Para visualizar gráficamente lo anterior, empleando el modelo GOE calculamos las distri-
buciones correspondientes a S(t) y SP (t) en una ventana de tiempos mayores al tiempo
de relajación y en la Fig. 3.1 se muestran los resultados obtenidos, en este caso el CLT
se satisface, entonces se tiene una distribución de Rayleigh para S(t) (panel (a)) y una
distribución exponencial para SP (t) (panel (b)).
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Figura 3.1: Distribuciones de los valores de S(t) y de SP (t) para el modelo GOE. El tamaño
de la matriz es N = 1000 y se consideran 10000 valores en una ventana de tiempos largos,
t > 105. Las curvas color negro corresponden a los ajustes a) a una distribución de Rayleigh
y b) a una distribución exponencial con parámetro de ajuste λ = 345.503.

Dado que el cumplimiento de la conjetura Aurich-Steiner depende de que se satisfaga el
CLT decidimos centrar esta parte del trabajo de tesis en el análisis del CLT, además de
la probabilidad de supervivencia (definida en la Sección 1.2.2) consideramos el factor de
forma espectral (será definido en la siguiente sección), la función de autocorrelación de
espín y la función de corrrelación conexa espín-espín (definidas en la Sección 2.2).
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3.2. Análisis del teorema del límite central

Debido a la estructura que posee la ecuación (3.3) el cumplimiento del CLT depende de las
correlaciones en el espectro energético y en las componentes del estado inicial, esto se debe
a que si hay correlaciones entre los elementos |c(0)β |2 cos(Eβt) y |c(0)β |2 sen(Eβt), éstos no se
comportan como variables aleatorias independientes. En vista de lo anterior primero estu-
diamos las correlaciones en el espectro energético empleando el factor de forma espectral
y después las correlaciones en las componentes del estado inicial empleando la probabi-
lidad de supervivencia, esto con la intención de saber cómo influyen las correlaciones de
cada conjunto en el cumplimiento del CLT. Posteriormente se muestra el estudio del CLT
en diferentes escalas temporales y finalmente el análisis del CLT para las funciones de
correlación I(t) y C(t). Cabe mencionar que en lo que resta de este capítulo cuando se
menciona una ventana de tiempos largos nos referimos a tiempos mayores que el tiempo
de relajación.

3.2.1. Rol del espectro energético

En la ecuación (3.3) podemos ver que el cumplimiento del CLT para la probabilidad de
supervivencia depende de las componentes del estado inicial y del espectro energético.
Ahora, el factor de forma espectral [68] es una cantidad que ha sido empleada en estu-
dios de localización de muchos cuerpos [69] y en el contexto de agujeros negros [70] y es
básicamente la probabilidad de supervivencia de un estado inicial completamente exten-
dido en la base de los estados propios del hamiltoniano que dicta la evolución. De esta
manera, empleando la ecuación (3.3) podemos escribir la expresión correspondiente a la
probabilidad de supervivencia como

SP (t) = | 〈Ψ(0)|Ψ(t)〉 |2 =

∣∣∣∣∣
N∑
β=1

|c(0)β |
2e−iEβt

∣∣∣∣∣
2

, (3.5)

entonces cuando el estado inicial se encuentra completamente extendido c(0)β ∼ 1/
√
N , así

que la definición matemática del factor de forma espectral es

K(t) =
1

N2

∣∣∣∣∣
N∑
β=1

e−iEβt

∣∣∣∣∣
2

=
1

N2

∣∣∣∣∣
N∑
β=1

cos(Eβt)− i
N∑
β=1

sen(Eβt)

∣∣∣∣∣
2

. (3.6)
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Como podemos observar en la ecuación anterior, el factor de forma espectral no depende del
estado inicial y esto nos permite emplearlo para el estudio de las correlaciones en el espectro
energético. En el caso del modeloXXZ+h las variables cos(Eβt) y sen(Eβt) presentes en la
ecuación (3.6) siempre se comportan como variables aleatorias independientes, entonces el
CLT siempre se cumple y la distribución correspondiente a esta cantidad en una ventana
de tiempos largos es exponencial. Lo anterior se muestra en la Fig. 3.2, notemos que
el comportamiento exponencial de la distribución es independiente de la magnitud del
desorden. Se obtiene una distribución exponencial debido a la relación que existe entre
K(t) y SP (t), por tanto el comportamiento de la distribución correspondiente a K(t)

también está dado por la ecuación (3.4).
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Figura 3.2: Distribución del factor de forma espectral en una ventana de tiempos largos
para el modelo XXZ + h. Se consideró L = 16 y la magnitud del desorden a) h = 0.5,
b) h = 3.75 y c) h = 6.0. Las curvas negras corresponden a los ajustes a distribuciones
exponenciales con parámetros de ajuste a) λ = 899.513, b) λ = 873.455 y c) λ = 915.178.

Por otra parte, cuando se toma h = 0 y Jz = 0 en la ecuación (2.2) se obtiene el modelo
XX, el cual presenta un alto grado de degeneraciones [71] y éstas hacen que no se cumpla
el CLT. Fue realizado un análisis de las distribuciones del factor de forma espectral par-
tiendo del modelo XXZ (para el cual se satisface el CLT) variando ∆ desde ∆ = 1 hasta
∆ = 0 (modelo XX) y se encontró que el valor mínimo necesario para que se satisfaga
el CLT es ∆ = 10−3. Lo anterior no nos permitió cuantificar el grado de degeneración
permitido para que se satisfaga el CLT, entonces con el modelo GOE encontramos que
cuando más del 2.5 % de los niveles energéticos son iguales, no se cumple el CLT y la dis-
tribución correspondiente no es exponencial (ver Fig. 3.3). En este caso las degeneraciones
se indujeron después de diagonalizar el hamiltoniano igualando determinado número de
niveles energéticos.
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Figura 3.3: Distribución del factor de forma espectral en una ventana de tiempos largos
para el modelo GOE. El porcentaje de niveles energéticos con el mismo valor es a) 2.5 %, b)
3 % y c) 3.5 %, además el tamaño de la matriz esN = 1000. Las curvas negras corresponden
a los ajustes a distribuciones exponenciales con parámetros de ajuste a) λ = 620.979, b)
λ = 531.545 y c) λ = 454.366.

3.2.2. Rol del estado inicial

En el caso del modeloXXZ+h y la probabilidad de supervivencia el cumplimiento del CLT
depende de las componentes del estado inicial, esto se debe a que para el factor de forma
espectral el CLT siempre se cumple. Dado lo anterior, hemos analizado las distribuciones
de esta cantidad con el modelo XXZ + h y distintos estados iniciales encontrando que
solamente las componentes de un estado inicial aleatorio o un estado inicial extendido
en la base de los estados propios del hamiltoniano dan lugar al complimiento del CLT
independientemente del tamaño de la cadena y de la magnitud del desorden (ver Fig. 3.4).
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Figura 3.4: Distribución de los valores de la probabilidad de supervivencia en una ventana
de tiempos largos para el modelo XXZ + h. Se considera un estado inicial aleatorio, el
tamaño de la cadena es L = 16 y la magnitud del desorden es a) h = 0.5, b) h = 3.75 y c)
h = 6.0. Las curvas negras corresponden a los ajustes a distribuciones exponenciales con
parámetros de ajuste a) λ = 7067.78, b) λ = 6570.06 y c) λ = 6313.76.
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En la Fig. 3.4 se puede observar una distribución exponencial independientemente de la
magnitud del desorden y esto nos dice que las componentes del estado inicial considerado
no están correlacionadas o que las correlaciones no son lo suficientemente fuertes como
para impedir el cumplimiento del CLT. Además, para saber qué tan correlacionadas se
encuentran las componentes del estado inicial y qué tanto afectan estas correlaciones el
cumplimiento del CLT estudiamos la dimensión generalizada D2, la cual se obtiene a partir
de la expresión

〈IPR2〉 ∝ N−D2 , (3.7)

donde 〈IPR2〉 es el promedio de ensamble de IPR2 y N es la dimensión del espacio de
Hilbert. La expresión teórica para IPR2 es

IPR2 =
N∑
α=1

| 〈ψα|Φ〉 |4, (3.8)

y es una medida del grado de extensión del estado |Φ〉 en la base formada por los estados
|ψα〉 (ver ecuación (1.7)). En la práctica el valor deD2 corresponde a la pendiente del ajuste
de ln(〈IPR2〉) vs ln(N), el cual es de la forma ln(〈IPR2〉) = A−D2 ln(N). El valorD2 = 1

indica ausencia de correlaciones como en estados de matrices GOE y conforme disminuye
su valor las correlaciones se incrementan. Asimismo, el valor D2 = 1 indica que el estado
|Φ〉 está extendido en la base formada por los estados |ψα〉, mientras que el valor D2 = 0

indica que el estado |Φ〉 se encuentra localizado en dicha base [72–74]. Ahora, realizamos
el estudio de esta dimensión generalizada con los modelos XX y XXZ y encontramos
A = 0.43,D2 = 0.7432 para el modeloXX mientras que para el modeloXXZ A = −0.021,
D2 = 0.7653 (ver Fig. 3.5). Estos resultados indican que los estados considerados (los
estados con la energía más cercana a cero) están extendidos y tienen componentes poco
correlacionadas. Además, anteriormente hemos visto que para el modelo XX no se cumple
el CLT debido a las degeneraciones mientras que para el modelo XXZ si se cumple. En
vista de lo anterior podemos decir que pocas correlaciones en las componentes del estado
inicial no afectan el cumplimiento o incumplimiento del CLT.

En resumen, para que se cumpla el CLT y por lo tanto la conjetura Aurich-Steiner, es ne-
cesario que las degeneraciones en el espectro energético sean débiles o nulas, que el estado
inicial sea aleatorio o sea un estado extendido en la base de los estados propios del hamil-
toniano y que las componentes del estado inicial no estén o estén poco correlacionadas.
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Figura 3.5: Análisis de la dimensión generalizadaD2 para los modelos a)XX y b)XXZ. El
estado inicial considerado tiene la energía más cercana a cero y las líneas rojas corresponden
a ajustes de la forma ln(〈IPR2〉) = A+D2 ln(N).

Adicionalmente, al analizar la distribución de SP (t) empleando distintos estados iniciales
encontramos que los estados iniciales con energía más cercana a cero tienen mayor proba-
bilidad de ser estados extendidos en la base de los estados propios del hamiltoniano cuando
la magnitud del desorden es pequeña. Lo anterior se ve reflejado en el cumplimiento del
CLT puesto que cuando el desorden es pequeño es más probable obtener una distribución
exponencial para SP (t) y conforme se incrementa la magnitud del desorden el compor-
tamiento de la distribución se desvía significativamente del comportamiento exponencial
(ver Fig. 3.6). Cabe mencionar que este análisis puede emplearse en estudios de localiza-
ción en sistemas de muchos cuerpos debido a que en el panel (a) el sistema se encuentra
en una fase extendida, en el panel (b) en una fase intermedia y en el panel (c) en una fase
localizada. Esto es bueno debido a que aquí se usa una sola realización mientras que en
estudios tradicionales se requiere un promedio.
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Figura 3.6: Distribución de SP (t) en una ventana de tiempos largos para el modeloXXZ+
h. El estado inicial es aquel con la energía más cercana a cero, L = 18 y la magnitud del
desorden es a) h = 0.5, b) h = 3.75 y c) h = 6.0. Las curvas negras corresponden a ajustes
de distribuciones exponenciales con parámetros de ajuste a) λ = 13925.6 y b) λ = 6.47.
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3.2.3. Análisis del CLT en distintas escalas temporales

Hasta el momento hemos estado trabajando con escalas de tiempo mayores que el tiempo
de relajación, esto se debe a que la conjetura Aurich-Steiner fue establecida considerando
una ventana de tiempos largos pero ¿qué pasa en otras escalas temporales? Para responder
a esta pregunta analizamos diferentes escalas de tiempo para saber cuál es la más ade-
cuada para estudiar esta conjetura, dicho análisis se realizó empleando la probabilidad de
supervivencia y el modelo GOE. Los resultados se presentan en la Fig. 3.7.
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Figura 3.7: Distribución de los valores de SP (t) en distintas ventanas de tiempo para
el modelo GOE. El estado inicial considerado es un estado extendido en la base de los
estados propios del hamiltoniano y el tamaño de la matriz es N = 1000. Las curvas negras
corresponden a los ajustes a distribuciones exponenciales con parámetros de ajuste b)
λ = 412.335, c) λ = 425.493 y d) λ = 325.12.

En el panel (a) de la Fig. 3.7 se observa que a tiempos pequeños t ∈ [10−2, 10−1] la
distribución no es exponencial y esto se debe a que la dependencia de SP (t) en t va
como e−i(Eα−Eβ)t, entonces en este intervalo de tiempo los valores de esta exponencial son
parecidos y esto genera la punta que presenta la distribución. Conforme avanzamos en
el tiempo las distribuciones presentan un comportamiento que se acerca al exponencial,
tal como vemos en los paneles (b) y (c), los cuales corresponden a tiempos cercanos al
tiempo de Thouless (b) t ∈ [0.6, 8] y tiempos menores al tiempo de relajación (c) t ∈
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[15, 30]. Finalmente, en una ventana de tiempos más grandes que el tiempo de relajación
t ∈ [104, 1.5× 104] (panel (d)) la distribución se ajusta a una distribución exponencial de
mejor forma que las dos anteriores, lo cual nos permite concluir que ésta es la escala de
tiempo más adecuada para realizar el estudio de la conjetura Aurich-Steiner y el CLT.

3.2.4. Observables

Se estudia la conjetura en términos de las funciones de correlación I(t) y C(t) (ecuaciones
(2.5) y (2.6)) debido a que éstas se pueden analizar experimentalmente. La estructura ma-
temática de estas funciones nos permite inferir que cuando se cumple el CLT la distribución
de los valores de estas observables en una ventana de tiempos largos es gaussiana [66].

1×10
-4

2×10
-4

I

0

2×10
4

4×10
4

P
(I

)

0.5 0.6 0.7

I

0

10

20

0.65 0.70 0.75 0.80

I

0

10

20

-4.5×10
-2

-4.0×10
-2

-3.5×10
-2

C

0

2×10
2

4×10
2

P
(C

)

-0.2 -0.1 0.0

C

0

10

20

30

-0.08 -0.04

C

0

25

50

a) b) c)

d) e) f)

Figura 3.8: Distribución de los valores de las observables I(t) y C(t) en una ventana de
tiempos largos para el modelo XXZ + h. Se considera como estado inicial a aquel cuya
energía es la más cercana a cero, L = 18 y la magnitud del desorden es h = 0.5 para
los paneles a) y d), h = 3.75 para los paneles b) y e) y h = 6.0 para los paneles c) y f).
Las curvas negras son los ajustes a distribuciones gaussianas con parámetros de ajuste a)
µ = 1.33× 10−4, σ = 1.4× 10−5, b) µ = 0.579, σ = 0.022, d) µ = −0.041, σ = 9.4× 10−4

y e) µ = −0.09, σ = 0.017.

En la Fig. 3.8 se observa que para ambas cantidades la distribución presenta un comporta-
miento gaussiano con h = 0.5 (paneles (a) y (d)), se desvía del comportamiento gaussiano
cuando h = 3.75 (paneles (b) y (e)) y es muy diferente a una distribución gaussiana para
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h = 6.0 (paneles (c) y (f)). Estos resultados son consistentes con los mostrados en la
Fig. 3.6 pero en este caso el cumplimiento del CLT no solo depende de las componentes
del estado inicial y del espectro energético, sino que también de los elementos del operador
de espín.
En resumen, en esta parte de la tesis se analizó la conjetura Aurich-Steiner encontrando
que su cumplimiento depende de que el CLT se satisfaga. Mostramos que esto depende
del estado inicial considerado, de las correlaciones en el espectro energético, de las corre-
laciones en las componentes del estado inicial y en el caso de las observables también debe
considerarse el papel que juegan los elementos del operador de espín. Además se encontró
que las ventanas de tiempos mayores al tiempo de relajación son las más adecuadas para
analizar el CLT y la conjetura Aurich-Steiner. En cuanto a las distribuciones, para SP (t)

y K(t) se obtienen distribuciones exponenciales mientras que para las observables I(t) y
C(t) se obtienen distribuciones gaussianas cuando se satisface el CLT. Cabe mencionar
que estas distribuciones fueron obtenidas con los valores de las cantidades en ventanas
de tiempos largos y con una sola realización de la dinámica. Asimismo, algunos de los
resultados pueden ser de utilidad en el contexto de localización en sistemas cuánticos de
muchos cuerpos ya que permiten distinguir entre una fase localizada y una fase extendida.
Además, se encuentra en preparación un manuscrito que será enviado a revista para su
posible publicación.
Por otra parte, el estudio de las correlaciones en el espectro energético y en las componentes
del estado inicial nos motivó a cuestionarnos sobre las correlaciones en el desorden y cuáles
son sus efectos en el contexto de localización de muchos cuerpos, este análisis se muestra
en el siguiente capítulo.



Capítulo 4

Efectos del desorden correlacionado en
el contexto de localización de muchos
cuerpos

El desorden no correlacionado en sistemas cuánticos con interacciones puede inducir una
transición entre una fase ergódica y una fase localizada, a esta transición se le conoce
como localización de muchos cuerpos [41]. Se han realizado estudios pero aún no se com-
prende por completo esta transición, algunas de las preguntas que se tienen al respecto
están relacionadas con los efectos de tamaño finito [75–77] y el autopromedio [29, 30, 33].
En cuanto al desorden correlacionado, recientemente se han estudiado sus efectos en el
contexto de átomos fríos y machine learning [78]. En la Ref. [41] estudiamos los efectos
del desorden correlacionado en las propiedades estáticas y dinámicas del modelo de Hei-
senberg unidimensional con la intención de dar una descripción general de los efectos del
desorden correlacionado en la dinámica de este modelo en el contexto de localización de
muchos cuerpos. A continuación se presenta dicho estudio.

4.1. Análisis

Para nuestro propósito analizamos la estadística de los niveles energéticos empleando
la cantidad 〈r̃〉 (ecuación (1.5)), la razón inversa de participación (ecuación (1.7)), la
probabilidad de supervivencia (ecuación (1.8)) y la función de autocorrelación de espín

46
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(ecuación (2.5)). Además, el método empleado para generar los campos magnéticos hk
correlacionados se basa en la función de distribución cumulativa F (X) de la suma de dos
números U(0, 1) y U(0, 1/c), donde c es un número real positivo. Siendo Vk un número
U(0, 1) se genera la secuencia

X1 = V0 + V1/c

Xk = F (Xk−1) + Vk/c, k > 1 (4.1)

de tal manera que la secuencia de valores F (Xk) es U(0, 1) y está correlacionada. Dado lo
anterior, los campos magnéticos aleatorios hk se obtienen mediante hk = h[2F (Xk) − 1].
Cabe mencionar que la distribución F (Xk) depende del valor de c y puede determinarse
exactamente [79]. El parámetro c nos permite controlar el grado de correlaciones, c ≈ 0

indica ausencia de correlaciones y conforme aumenta el valor de c las correlaciones también
aumentan.

4.1.1. Propiedades estáticas

En la Fig. 4.1 se muestra el análisis de las propiedades estáticas consideradas. En el panel
(a) se observa que cuando la magnitud del desorden es pequeña (h = 0.5, curva roja) los
estados se mantienen extendidos independientemente del grado de correlación y este grado
de extensión es similar al de los estados del ensamble GOE. Además, cuando las magnitudes
del desorden son grandes (h = 3.75 y h = 6.0, curvas verde y azul respectivamente) se
presenta una transición que va de una fase localizada (valores pequeños de c) a una fase
extendida (valores grandes de c).

Por otro lado, para evitar confusión, en este capítulo emplearemos la palabra repulsión
para referirnos a las correlaciones en el espectro energético. Ahora, en el panel (b) de la
Fig. 4.1 se observa que cuando la magnitud del desorden es pequeña (h = 0.5, curva roja) se
presenta una transición que va de repulsión fuerte (de tipo GOE) a repulsión débil (de tipo
Poisson) conforme aumenta el valor del parámetro de correlación y cuando la magnitud
del desorden es grande (h = 3.75 y h = 6.0, curvas verde y azul respectivamente) dicha
transición se presenta partiendo de repulsión débil (de tipo Poisson) y dirigiendose hacia
repulsión fuerte (de tipo GOE).
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Figura 4.1: Gráficas de a) 〈IPR〉 vs c y b) 〈r̃〉 vs c. Las curvas sombreadas (grises) repre-
sentan los datos de una realización mientras que las curvas de color representan promedios
sobre ventanas temporales (media móvil). Se consideraron los valores del desorden h = 0.5
(rojo), h = 3.75 (verde) y h = 6.0 (azul), además el tamaño de la cadena L = 16. Las
líneas punteadas color negro corresponden al ensamble GOE mientras que las de color
turquesa a una estadística de tipo Poisson. Los datos numéricos para estas últimas son:
〈IPR〉GOE ∼ 0.00023, 〈r̃〉GOE = 0.54 y 〈r̃〉Poisson = 0.39.

4.1.2. Propiedades dinámicas

Como se ha mencionado anteriormente, la repulsión se manifiesta en la dinámica de la
probabilidad de supervivencia a través del hoyo de correlaciones y el valor de saturación
de esta cantidad corresponde al valor del IPR. Lo anterior se puede observar en la Fig. 4.2,
por ejemplo, para el valor del parámetro de correlación c = 0.5 y la magnitud del desorden
h = 0.5 (curvas color rojo en la Fig. 4.1) tenemos estados extendidos, esto indica un valor
pequeño del IPR y en consecuencia un valor de saturación pequeño para SP (t), además la
repulsión es fuerte y esto implica la presencia del hoyo de correlaciones. Dado lo anterior,
en la dinámica de la probabilidad de supervivencia se manifiesta un hoyo de correlaciones
y un valor de saturación pequeño, esto se puede apreciar en la curva color rojo que se
presenta en el panel (d) de la Fig. 4.2. Un segundo ejemplo es la curva color azul del panel
(a) de la Fig. 4.2 correspondiente a la magnitud del desorden h = 6.0 con el parámetro
de correlación c = 15. Revisando la Fig. 4.1 podemos ver que en este caso el valor del
IPR es pequeño y esto implica un valor de saturación pequeño, además la repulsión es
fuerte y esto indica la manifestación del hoyo de correlaciones. Para las demás curvas de
la Fig. 4.2 se puede realizar el mismo análisis, basta con estudiar la Fig. 4.1 para poder
inferir la dinámica de la probabilidad de supervivencia.
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Figura 4.2: Dinámica de SP (t) con diferentes magnitudes del desorden y distintos grados
de correlación, a) c = 15, b) c = 8, c) c = 2 y d) c = 0.5. Se considera L = 16 y para cada
panel h = 0.5 (curva color rojo), h = 3.75 (curva color verde) y h = 6.0 (curva color azul).
Las líneas punteadas color negro corresponden a los valores de saturación. Se consideró
un promedio sobre 500 estados iniciales y 50 realizaciones, además se realizó un promedio
sobre ventanas temporales (media móvil).

Por otro lado, debido a que la función de autocorrelación de espín puede presentar valores
negativos decidimos estudiar su valor absoluto. Los resultados obtenidos resultaron ser no
triviales y se presentan en la Fig. 4.3. El comportamiento general (decaimiento inicial,
manifestación de un hoyo de correlaciones y alcanzar un valor de saturación) es similar
al que presenta la probabilidad de supervivencia. Notemos que en este caso el hoyo de
correlaciones no se encuentra definido como en el caso de la probabilidad de supervivencia,
además cuando la magnitud del desorden es h = 0.5 y el parámetro de correlación toma
los valores a) c = 15, b) c = 8 y c) c = 2 la presencia de los valores negativos de esta
función se hace notar a través de fluctuaciones. Estos resultados sobre la dinámica y los
correspondientes a las cantidades estáticas antes presentados nos indican que la inclusión
de desorden correlacionado nos lleva a una variedad de resultados interesantes que no
podrían observarse en el caso de desorden no correlacionado.
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Figura 4.3: Dinámica del valor absoluto de I(t) con diferentes magnitudes del desorden y
distintos grados de correlación, a) c = 15, b) c = 8, c) c = 2 y d) c = 0.5. Se considera
L = 16 y para cada panel h = 0.5 (curva color rojo), h = 3.75 (curva color verde) y
h = 6.0 (curva color azul). Las líneas punteadas color negro corresponden a los valores
de saturación. Se consideró un promedio sobre 500 estados iniciales y 50 realizaciones,
además se realizó un promedio sobre ventanas temporales (media móvil).

4.1.3. Dependencia en el tamaño del sistema

El análisis respecto al tamaño del sistema se presenta en las figuras 4.4 y 4.5. En el
panel (a) de la Fig. 4.4 se observa una transición que va de repulsión fuerte a repulsión
débil para todos los tamaños del sistema considerados. Podemos decir que la transición no
tendrá lugar en el límite L → ∞ debido a que conforme aumenta el tamaño del sistema
también aumenta el valor del parámetro de correlación a partir del cual dicha transición
ocurre. En los paneles correspondientes a magnitudes grandes del desorden (h = 3.75 y
h = 6.0, paneles (b) y (c) respectivamente) podemos observar transiciones que van de
repulsión débil a repulsión fuerte independientemente del tamaño del sistema. Notemos
que las curvas correspondientes a L = 18 (paneles (b) y (c), curvas color turquesa) están
incompletas pero esto no afecta el comportamiento general, el cual es similar al de las
curvas correspondientes a otros valores de L.
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Figura 4.4: Gráficas de 〈r̃〉 vs c con diferentes magnitudes del desorden, a) h = 0.5, b)
h = 3.75 y c) h = 6.0. Los tamaños del sistema considerados son L = 12 (curva color rojo),
L = 14 (curva color verde), L = 16 (curva color azul) y L = 18 (curva color turquesa). Se
consideraron 40 realizaciones y un promedio sobre ventanas temporales (media móvil). Las
líneas color negro punteadas corresponden a GOE (superior, 〈r̃〉GOE = 0.54) y a Poisson
(inferior, 〈r̃〉Poisson = 0.39).
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Figura 4.5: Grgáficas de 〈IPR〉 /IPRGOE vs c con diferentes magnitudes del desorden, a)
h = 0.5, b) h = 3.75 y c) h = 6.0. Los tamaños del sistema considerados son L = 12
(curva color rojo), L = 14 (curva color verde), L = 16 (curva color azul) y L = 18 (curva
color turquesa). Se consideró un promedio sobre 200 estados iniciales y 40 realizaciones,
además se realizó un promedio sobre ventanas temporales (media móvil).

Por otra parte, en la Fig. 4.5 se muestra el análisis del IPR normalizado con el IPR corres-
pondiente a GOE. En el panel (a) se presentan los resultados obtenidos para la magnitud
del desorden h = 0.5, éstos indican que los estados están extendidos independientemente
del tamaño del sistema y del grado de correlación pues el valor del IPR es muy parecido
al de GOE. Para otras magnitudes del desorden (h = 3.75 y h = 6.0, paneles (b) y (c)
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respectivamente) la dependencia en el tamaño del sistema se manifiesta cuando el grado
de correlación es pequeño y cuando éste es grande esta dependencia desaparece. En estos
casos se presenta una transición que va de estados localizados a estados extendidos confor-
me se incrementa el valor del parámetro de correlación. Notemos que en los paneles (b) y
(c) las curvas correspondientes a L = 16 y L = 18 no están completas pero esto no afecta
el comportamiento general, al igual que en los paneles (b) y (c) de la Fig. 4.4.
En resumen, los resultados obtenidos no son triviales y resultan bastante interesantes en el
sentido de que no se podrían observar en el caso de desorden no correlacionado. En cuanto
al análisis de la dinámica respecto al tamaño del sistema basta con analizar las figuras
4.4 y 4.5 para inferir el comportamiento de las cantidades dinámicas consideradas. Con lo
anterior damos por concluido este trabajo de tesis y en el siguiente capítulo se presentan
las conclusiones generales.



Capítulo 5

Conclusiones

En este trabajo de tesis se analizaron algunos aspectos de la evolución temporal de siste-
mas cuánticos complejos unidimensionales. En la primera parte se estudiaron los efectos
de los acoplamientos de largo alcance en el modelo de Anderson unidimensional. Anali-
zamos algunas propiedades estáticas y posteriormente un par de propiedades dinámicas,
además mostramos cómo se manifiestan las propiedades estáticas en la dinámica de la
probabilidad de supervivencia y finalmente estudiamos dos escalas temporales: tiempo de
Thouless y tiempo de relajación. Entre los resultados obtenidos destacan los correspon-
dientes a los acoplamientos de la misma magnitud entre todos los sitios, se encontró que las
correlaciones en el espectro energético son independientes de la magnitud del desorden y
del tamaño del sistema mientras que los estados están igualmente localizados pero en este
caso si hay dependencia en el tamaño del sistema. La manifestación de las correlaciones
en el espectro energético se da mediante la presencia del hoyo de correlaciones y la razón
inversa de participación se ve reflejada en el valor de saturación de la probabilidad de
supervivencia. Por otro lado, las escalas temporales presentan un comportamiento lineal
respecto al tamaño del sistema y este comportamiento es independiente del rango de los
acoplamientos.

En la segunda parte de la tesis se realizó un estudio de la propiedad de autopromedio en
relación con el tiempo. Este análisis se desarrolló calculando las distribuciones de ciertas
cantidades en distintas escalas de tiempo con la intención de saber si éstas y sus propie-
dades nos podrían ayudar a determinar cuándo se cumple el autopromedio. En tiempos
mayores al tiempo de relajación se encontraron distribuciones gaussianas para cantida-
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des autopromediables y esto podría considerarse como una señal de que una distribución
gaussiana corresponde a una cantidad autopromediable pero los resultados obtenidos para
tiempos cortos no son consistentes con este enunciado, pues en tiempos cortos se encon-
traron distribuciones gaussianas para cantidades no autopromediables.
En la tercera parte se estudió la conjetura Aurich-Steiner. Encontramos que el cumpli-
miento de esta conjetura depende de que se satisfaga el CLT y para que esto suceda se
necesita que las componentes del estado inicial no estén correlacionadas o se encuentren
poco correlacionadas y que el grado de degeneración en el espectro energético sea pequeño
o nulo. Además, se encontró que los estados cuyas componentes están poco correlacio-
nadas son estados aleatorios o estados extendidos en la base de los estados propios del
hamiltoniano que dicta la evolución. Asimismo, cuando se cumple el CLT las distribucio-
nes correspondientes al factor de forma espectral y a la probabilidiad de supervivencia
son exponenciales mientras que las correspondientes a la función de autocorrelación de
espín y a la función de correlación conexa espín-espín son gaussianas. Además, algunos
de los resultados podrían ser de utilidad en el contexto de localización en sistemas de
muchos cuerpos debido a que nos permiten distinguir entre una fase localizada y una fase
extendida.
El análisis que se llevó a cabo en la tercera parte sobre las correlaciones nos condujo a
realizar un estudio de los efectos del desorden correlacionado en el contexto de localización
de muchos cuerpos, el cual está contenido en la cuarta parte de este trabajo de tesis. Los
resultados obtenidos resultaron ser no triviales e interesantes debido a que no podrían
observarse en el caso de desorden no correlacionado.
Para finalizar, como resultado de este trabajo de tesis se publicaron dos artículos, uno
corresponde al estudio del autopromedio y el otro corresponde al análisis de los efectos del
desorden correlacionado en el contexto de localización de muchos cuerpos (ver ápendice
A). Se encuentran en preparación los manuscritos correspondientes al estudio de los efectos
de acoplamientos de largo alcance en el modelo de Anderson unidimensional y al análisis
de la conjetura Aurich-Steiner.



Apéndice A

Publicaciones

En el periodo de tiempo en que se cubrió el plan de estudios de doctorado en el IFUAP-
BUAP se publicó un par de artículos y los resumenes de éstos se muestran a continuación.

Figura A.1: Resumen del artículo correspondiente al estudio del autopromedio.
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Figura A.2: Resumen del artículo correspondiente al estudio de los efectos del desorden
correlacionado en el contexto de localización de muchos cuerpos.
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