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Resumen

Mediante el empleo de conceptos y técnicas de la teoria de matrices aleatorias y de la teoria
del caos cuantico estudiamos los efectos de los acoplamientos de largo alcance en el modelo
de Anderson unidimensional. Esto es, analizamos céomo se ven afectadas las propiedades
estaticas y dinamicas asi como también las escalas temporales conocidas como tiempo
de Thouless y tiempo de relajacion. Dicho anélisis se realiza en funciéon del rango de los
acoplamientos, el tamano del sistema y la magnitud del desorden.

Por otro lado, el modelo de Heisenberg unidimensional con desorden es empleado para
analizar la propiedad de autopromedio de ciertas cantidades de interés tedrico y experi-
mental. Ademaés, estudiamos la conjetura Aurich-Steiner pretendiendo determinar el com-
portamiento caético de dicho modelo y para esto el teorema del limite central resulta
ser una piedra angular. Cabe mencionar que el desorden puede ser correlacionado o no
correlacionado y esto da lugar al estudio de los efectos del desorden correlacionado en el

contexto de localizacién de muchos cuerpos.
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Introduccion

Un sistema complejo puede definirse como aquel cuyo comportamiento no se puede in-
ferir a partir del comportamiento individual de sus componentes [1]. Tipicamente estos
sistemas se caracterizan por tener un gran nimero de grados de libertad. Los sistemas se
pueden clasificar como cuéanticos, clasicos, limpios, desordenados, integrables, etc. y pa-
ra entender algunas de sus propiedades se han desarrollado modelos tedricos y métodos
tanto analiticos como numéricos [2, 3]. Respecto a los modelos, aquellos que representan
sistemas bidimensionales y tridimensionales son de gran interés en aplicaciones reales, sin
embargo un tratamiento tedrico para éstos es mas complicado que el correspondiente a
sistemas unidimensionales. Un par de ejemplos de restricciones para los estudios tedricos
son el crecimiento exponencial del espacio de Hilbert en el caso de sistemas cuanticos de
muchos cuerpos y la no integrabilidad. Estas limitaciones son comunes en una, dos y tres
dimensiones pero a comparacion de los otros dos, los sistemas unidimensionales presentan
mayor tratabilidad teodrica, ya sea de manera analitica o numérica, ademés pueden presen-
tar propiedades interesantes y muchas veces tunicas [4|. Lo anterior hace que el estudio de
los sistemas unidimensionales vaya mas alla de un interés meramente académico. Ademaés,
las propiedades de un sistema pueden dividirse en estéaticas y dinamicas, las primeras han
sido ampliamente estudiadas y se ha logrado un entendimiento casi completo de la fisica
de los sistemas en equilibrio [5, 6], en cambio las propiedades dinamicas han sido menos
estudiadas y en consecuencia poco se comprende respecto a las propiedades del sistema
en tiempos que preceden al tiempo en que se alcanza el estado de equilibrio. En vista de
lo anterior, el estudio de los sistemas fuera de quilibrio no requiere mucha justificacion
pues éstos se encuentran con facilidad en la naturaleza, asi que cualquier avance en el
entendimiento de la dinamica de un sistema tendra impacto significativo en diversas areas

de investigacion.
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Por otra parte, la evoluciéon temporal unitaria de sistemas cuanticos de muchas particulas
es un area activa de investigacion y sobre ella existen estudios tanto teéricos como experi-
mentales. Algunos experimentos involucran iones confinados |7, 8|, atomos superfrios 9] y
resonancia magnética nuclear [10]. En dichos experimentos transcurre un tiempo largo an-
tes de que sean relevantes los efectos del entorno sobre el sistema, lo cual permite estudiar
la dinamica coherente durante mucho tiempo. En la parte tebrica se han logrado muchos
avances en el contexto de un quench cuantico (ver por ejemplo la referencia [11]): inicial-
mente el sistema se prepara en un estado determinado, posteriormente se produce una
perturbacion instantanea que saca del equilibrio al sistema y entonces inicia la evolucion
temporal. Un aspecto relevante en los estudios sobre la dinamica de los sistemas cuanticos
es la determinacion de las escalas temporales presentes en el proceso de relajacion hacia
el estado de equilibrio [12, 13]. Un ejemplo es la determinacion del tiempo que transcurre
antes de que se alcanza el estado de equilibrio, para lo cual hay bastantes resultados intere-
santes aunque contradictorios entre si. Algunos de ellos sugieren que el equilibrio ocurre a
tiempos pequenos mientras que otros indican que se requieren tiempos largos [12, 14-18].
En particular, en la Ref. [13] se estudiaron dos escalas temporales relevantes en el contexto
de sistemas cuénticos con interacciones entre dos cuerpos: el tiempo de Thouless que se
define como el tiempo necesario para que un estado inicial se expanda sobre todo el espacio
de Hilbert y el tiempo de relajacion, el cual indica que se ha alcanzado el equilibrio. En la
Ref. [13] se mostro que estas escalas temporales presentan un comportamiento exponen-
cial respecto al tamano del sistema. Dicho estudio nos incita a cuestionar el efecto de los
acoplamientos de largo alcance en estas escalas temporales para el modelo de Anderson
unidimensional [6, 19]. Ademéas de lo anterior, pretendemos saber cuéles son los efectos
combinados del desorden y los acoplamientos en las propiedades estaticas y dinamicas del

modelo.

Por otro lado, en los estudios sobre la evolucion temporal de los sistemas cuanticos algunas
preguntas comunes involucran la viabilidad de la termalizacion [20-24], la descripcion de
la dinamica [25-27] y el tiempo que transcurre hasta que se alcanza el equilibrio [13, 28],
pero poco se ha explorado respecto al autopromedio [29-31]. Una pregunta relevante en
el estudio de los sistemas desordenados consiste en saber si se cumple o no el autoprome-
dio [32]. Se dice que una cantidad de un sistema desordenado es autopromediable cuando

su varianza relativa decrece conforme aumenta el tamano del sistema [33]. De esta manera,
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cuando se satisface el autopromedio podemos disminuir el nimero de muestras empleadas
en los anédlisis teodricos y experimentales. En vista de lo anterior, desarrollamos un estu-
dio sobre las distribuciones de ciertas cantidades con la intenciéon de comprender céomo es
que su forma y demas propiedades dependen del tiempo, cantidades y modelos y si nos

permiten determinar cuando se cumple el autopromedio [33].

Por otra parte, en los sistemas clasicos cadticos, cuando se considera un par de condiciones
iniciales suficientemente cercanas, las trayectorias en el espacio fase divergen exponencial-
mente y esta divergencia queda caracterizada por el exponente de Lyapunov, lo cual puede
establecerse como definicion del caos clésico |34, 35]. Lo anterior no se puede extrapolar
al regimén cuéntico debido a que el principio de incertidumbre de Heisenberg no permite
definir el concepto de trayectoria en el espacio fase, entonces para definir el caos cuantico
se ha optado por estudiar las propiedades estaticas y dinamicas de distintos sistemas cuan-
ticos, de esta manera el analisis de la estadistica de niveles energéticos ha mostrado que la
repulsion entre niveles es una de las principales caracteristicas del caos cuéantico [35]. La
teorfa de matrices aleatorias (RMT por sus siglas en inglés) desempena un papel relevante
en dicho analisis, estas matrices fueron introducidas a la fisica por Wigner para entender
los niveles energéticos de nticleos complejos, de esta manera los ensambles de RMT fueron
empleados para modelar los hamiltonianos correspondientes a sistemas complejos [36-38].
En las aplicaciones a la fisica dichos ensambles se clasifican de acuerdo a las simetrias
respecto a las rotaciones y a la inversion temporal. El Ensamble Gaussiano Ortogonal
(GOE) esta formado por matrices hermitianas simétricas que presentan invarianza ante
rotaciones e inversion temporal, el Ensamble Gaussiano Unitario (GUE) esta compuesto
por matrices hermitianas complejas invariantes ante rotaciones y el Ensamble Gaussiano
Simpléctico (GSE) esta formado por matrices hermitianas auto-duales (cuaterniones), las

cuales son invariantes ante inversién temporal [39].

Ahora, la probabilidad de supervivencia es una cantidad de la cual se puede extraer bas-
tante informacion sobre el sistema, ésta se define como la probabilidad de encontrar al
sistema en su estado inicial en un tiempo posterior. Mediante el estudio de una version
normalizada de la amplitud de supervivencia (la cual denotamos con la letra S) Aurich
y Steiner establecieron una propuesta para identificar caos cuantico en la evoluciéon tem-
poral de un sistema cuéntico [40]. Se enuncié que dado un estado inicial extendido en la

base de los estados propios del hamiltoniano que dicta la evolucion, la distribucion de los
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valores de la funcién S(t) en una ventana de tiempos largos es universal en el caso en
que la contraparte clasica del sistema es cadtica y no es universal en el caso en que su
contraparte clasica es integrable, en esta tesis nos referimos a lo anterior como conjetura
Aurich-Steiner. Un aspecto relevante de esta conjetura es que el comportamiento universal
de la distribucion de los valores de S(¢) en una ventana de tiempos largos se manifiesta
al estudiar una sola muestra, lo cual es beneficioso para los estudios debido a que no es
necesario realizar promedios y con esto se reduce el tiempo de calculo. Cabe mencionar
que esta conjetura se establecié en el contexto de billares cuénticos bidimensionales y
tridimensionales, los cuales son sistemas sin interacciones debido a que se considera una
sola particula. Dado lo anterior, nos preguntamos sobre la validez de esta conjetura en el
caso de sistemas cuanticos unidimensionales de muchos cuerpos que carecen de un analogo
clasico y para dar respuesta a esta pregunta analizamos las condiciones bajo las cuales
se satisface la conjetura empleando el modelo de Heisenberg unidimensional con desor-
den. Dentro de dichas condiciones se encuentra el cumplimiento del teorema del limite
central, el cual a su vez depende del grado de correlaciones en el espectro energético, en
las componentes del estado inicial y las posibles correlaciones entre ambos conjuntos. Lo
anterior di6 lugar a un estudio sobre los efectos del desorden correlacionado en el contexto
de localizaciéon de muchos cuerpos, en dicho estudio se consideraron algunas propiedades
estaticas y dinamicas del modelo antes mencionado.

Parte de este trabajo de tesis ha sido reportada en dos articulos: el estudio del auto-
promedio se encuentra en la Ref. [33] y el estudio de las correlaciones en el contexto de
localizacién de muchos cuerpos en la Ref. [41]. Asimismo estamos trabajando en un par
de manuscritos que seran enviados a revistas para su posible publicacion. Este trabajo de
tesis se encuentra estructurado de tal manera que en el Capitulo 1 se presenta el estudio
de los efectos de acoplamientos de largo alcance en el modelo de Anderson unidimensional,
en el Capitulo 2 el estudio del autopromedio, en el Capitulo 3 el anélisis de la conjetura
Aurich-Steiner, en el Capitulo 4 el estudio de las correlaciones en el contexto de loca-
lizacion de muchos cuerpos y finalmente en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones

generales.



Capitulo 1

Efectos de acoplamientos de largo
alcance en el modelo de Anderson

unidimensional

El primer modelo teérico que se propuso para sentar las bases de una teoria mecénico-
cuantica de los problemas de transporte fue el modelo de Anderson, el cual estaba desti-
nado a representar la difusion de espines. Este modelo consiste en un conjunto de sitios
distribuidos de manera regular o aleatoria en el espacio tridimensional (a lo que se co-
noce como red), en cada sitio hay una particula con cierta energia y se supone que hay
una matriz de interaccién cuyos elementos transfieren a las particulas de un sitio a otro
y ésta contiene un término de desorden, el cual puede estar asociado a la estructura del
modelo [42]. La versiéon unidimensional de este modelo ha sido empleada en estudios de
transporte electronico y recientemente se han realizado estudios considerando acoplamien-
tos de largo alcance como lo es el analisis del fenémeno conocido como shielding, en el cual
la evolucion temporal transcurre como si los acoplamientos de largo alcance no estuviesen
presentes [43]. A continuaciéon se muestran los estudios de los efectos de acoplamientos
de largo alcance en las propiedades estéaticas y dinamicas del modelo de Anderson unidi-
mensional, asimismo se muestra el anélisis de las escalas temporales tiempo de Thouless y

tiempo de relajacion.

10
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1.1. Modelo de Anderson unidimensional

El modelo de Anderson unidimensional es empleado para analizar la propagacién de una

particula a lo largo de una cadena de N sitios y es descrito por el hamiltoniano

H=> eln) (n|—1/2_:(|n> (n+1|+|n+ 1) (n]), (1.1)

donde |n) representa el estado de una particula en el sitio n, €, son las energias de sitio
y éstas son numeros aleatorios uniformemente distribuidos en el intervalo [—%, %] (W
se conoce como magnitud del desorden) y v es el parametro de acoplamiento entre sitios
adyacentes [6]. El primer término de este hamiltoniano puede considerarse como una ener-
gia potencial y el segundo como la energia cinética necesaria para que una particula se
propague entre sitios adyacentes, dicha propagacion se interpreta como un tunelamiento.
Dado que nos interesa analizar el efecto de los acoplamientos de largo alcance en las
propiedades estaticas y dindmicas de este modelo consideramos la siguiente extension del

hamiltoniano (1.1)

H= Zen In) (n| — VZ_(|n> (n+1]+n+1)(n|) —vy Z % (1.2)
n=1 n=1 n#Em

El término que se anadié representa los acoplamientos de largo alcance, los cuales decaen
en forma de ley de potencias respecto a la distancia entre los sitios. Los parametros vy «
determinan la magnitud y el rango de los acoplamientos respectivamente [43]. Notemos que
cuando a — 0 todos los sitios estan acoplados y los acoplamientos quedan determinados
por los parametros v y v, ademés si &« — 0o 0 v — 0 recuperamos el hamiltoniano (1.1).
Como podemos observar, en el hamiltoniano (1.2) se encuentran cinco pardmetros, enton-
ces para simplificar nuestro analisis fijamos ¥ = 1 y v = 1 de tal manera que nuestro
estudio es realizado en funcién del tamano de la cadena N, la magnitud del desorden W
y el rango de los acoplamientos a.

En la Fig. 1.1 se muestra la representacion gréafica del modelo, la particula se representa
por el circulo color rojo y ésta se puede propagar a lo largo de la cadena dependiendo de
los valores de los parametros v y 7. Si v = 0 la propagacion se da solamente entre sitios

adyacentes, lo cual corresponde al modelo descrito por el hamiltoniano (1.1).
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¥ ¥
O 0> 05> 0> 0> 05> 0

Figura 1.1: Representacion gréfica del modelo de Anderson unidimensional con acopla-
mientos de largo alcance.

1.2. AnaAlisis de propiedades estaticas y diniAmicas

La caracterizacion de los sistemas cuanticos se puede llevar a cabo mediante el estudio de
sus propiedades estaticas y dinamicas, las cuales pueden no ser independientes entre si. En
esta parte del trabajo de tesis analizamos el efecto de los acoplamientos de largo alcance
en ambos tipos de propiedades y en un par de escalas temporales, ademéas se muestra la
relacion entre algunas propiedades estaticas y dinamicas. Algunas cantidades analizadas
ya han sido estudiadas en el caso del modelo de Anderson unidimensional [19], esto es, en
el limite & — oco. Asimismo se han reportado algunos resultados para el caso a = 0 en [43],

lo cual nos permite verificar los resultados que hemos obtenido en estos casos limite.

1.2.1. Propiedades estaticas

El analisis de estas cantidades nos permite inferir algunos aspectos de la dinamica, esto
reduce el tiempo de célculo y da lugar a una rapida detecciéon de determinados compor-
tamientos del sistema, por ejemplo, el analisis de la distribucion del espaciamiento entre
niveles energéticos adyacentes permite determinar el comportamiento cadtico 6 integrable
del sistema [44, 45|, mientras que en la dindmica se tiene que esperar determinado tiempo

para detectar la manifestacion de dicho comportamiento [13].

Densidad de estados

La densidad de estados es un histograma de los niveles energéticos que indica como estan
distribuidos los estados propios del hamiltoniano de acuerdo a su energia [46]. Matemati-

camente se define como
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N

p(B) = 37 8(8 ~ By), (1.9
B=1

donde Ej es la energfa correspondiente al S-ésimo estado propio del sistema.

Los resultados del estudio de la densidad de estados se muestran en la Fig. 1.2, donde
se mantienen fijos la magnitud del desorden W y el tamano de la cadena N, indican la
presencia de una brecha energética entre los primeros dos niveles para valores pequenos
de a (paneles (a) a =0, (b)) « =1/3y (¢) a = 1), la cual se vuelve cada vez mas pequena
conforme aumenta el valor de este parametro y cuando se tiene un valor suficientemente
grande como en el panel (d) @ = 10 ya no se manifiesta. La existencia de esta brecha
ha sido reportada en [43|, donde se muestra que para o = 0 el tamano de la brecha es
proporcional al tamanio de la cadena N, lo cual es consistente con el panel (a) de la Fig.
1.2. Ahora, si excluimos el nivel energético correspondiente al estado base podemos ob-
servar una transicion entre distribuciones, de esta manera vamos de una distribucién tipo
d de Dirac cuando los acoplamientos son de largo alcance con o = 0 (ver panel (a)) y
conforme disminuimos el rango de los acoplamientos encontramos distribuciones sesgadas
a la izquierda (paneles (b) y (c)) hasta llegar a una distribucion tipo U (panel (d)). Estos
resultados indican que los estados se encuentran degenerados cuando los acoplamientos son
de largo alcance @ = 0 y conforme avanzamos hacia los acoplamientos de corto alcance
a = 10 el intervalo de energia se extiende, es decir, las degeneraciones disminuyen. Para
complementar este analisis se realizaron los célculos correspondientes a la variacion de la
magnitud del desorden y del tamano de la cadena encontrando resultados similares a los
que se muestran en la Fig. 1.2, el cambio en el tamano de la cadena modifica el tamano la
brecha (ver por ejemplo panel (a) donde la brecha es proporcional a N') pero no influye en
su manifestacion. Es necesario comentar que en los resultados correspondientes a las can-
tidades analizadas en las siguientes secciones se considera el espectro energético completo,
es decir, no excluimos la brecha energética pero en casos como el estudio de la varianza
del nimero de niveles (més adelante se define esta cantidad) el procedimiento requiere
descartar un porcentaje del espectro, i.e., descartamos un porcentaje a la izquierda y un
porcentaje a la derecha, de esta manera queda excluida la brecha energética. Finalmente,
este estudio de la densidad de estados ha sido realizado como parte de la familiarizacion

con el modelo.
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Figura 1.2: Densidad de estados, a) a« =0, b) a =1/3, ¢) a = 1y d) a = 10. Se considera
N = 1000 y W = 0.02. La brecha energética no se ha excluido en los paneles a), b) y ¢) y
se representa con la linea horizontal de color rojo. En el panel d) no hay brecha energética.

Estadistica de los niveles energéticos

Usualmente, cuando se tiene acceso al espectro energético, se estudia la estadistica de
niveles con la intencién de determinar si el sistema cuéntico en cuestion se encuentra en
el régimen integrable o cadtico y para esto se analiza la distribucion del espaciamiento
entre niveles energéticos adyacentes. En la literatura se encuentran dos conjeturas que
fueron establecidas en el contexto de sistemas cuénticos con contraparte clasica: Conje-
tura Berry-Tabor |44] y Conjetura Bohigas-Gianoni-Schmit [45]. La primera nos dice que
para sistemas con contraparte clasica integrable tipicamente dicha distribucion es de tipo
Poisson, mientras que la segunda nos dice que para los sistemas con contraparte clasica
cadtica tipicamente la distribucion es similar a la de alguno de los ensambles de RMT y
el ensamble correspondiente depende de las simetrias del sistema. El procedimiento para
estudiar esta distribucién involucra un desdoblamiento, con esto se remueven las pecu-
liaridades del sistema queddandonos con los aspectos cuyo analisis puede ser contrastado
con el correspondiente a los ensambles de RMT. El desdoblamiento consiste en descartar
un porcentaje de niveles energéticos a ambos lados del espectro, realizar particiones de
cierto numero de niveles, calcular el espaciamiento medio en cada particion A; (I indica
la particion con la que se esta trabajando) y definir las variables n, = € /A; (€, es el
n-ésimo nivel energético en la particion ). Posteriormente, para la distribucion, definimos

los espaciamientos entre niveles energéticos desdoblados s, = 1, — n,_1 y realizamos un
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histograma de estas cantidades s,, [47]. En la Tabla 1.1 se muestran las expresiones ted-
ricas correspondientes a esta distribucion en el caso de una estadistica tipo Poisson y la

correspondiente a los ensambles de RMT.

Ensamble Poisson GOE GUE GSE

. . .. _ _ 82 2 _ 452 3 _ 6452
Distribucion e~* Tse 4 | 2 (é) s2e”x (6—4) ste” or
2 T 9

Tabla 1.1: Expresiones teoéricas de la distribucion del espaciamiento entre niveles energéti-
cos adyacentes, P(s) [47]. El grado de correlacion esta determinado por la potencia de s en
el coeficiente que acompana a las exponenciales, conforme aumenta el valor de la potencia
aumenta grado de correlacion.

La distribucién P(s) es una medida de las correlaciones de corto alcance entre los niveles
energéticos, dichas correlaciones se dan en el sentido de repulsion entre niveles energéticos
adyacentes [48]. En el caso de una distribucion tipo Poisson no hay correlaciones y conforme
pasamos por GOE, GUE y GSE las correlaciones son cada vez mas fuertes. Con el modelo
que estamos trabajando podemos reproducir graficamente las distribuciones de la Tabla
1.1 mediante la variacion de los pardmetros tal como se muestra en la Fig. 1.3, en la
cual se puede observar que los resultados numéricos (barras color rojo) se ajustan a las

expresiones teoricas de la Tabla 1.1 (curvas color negro).

1.5 ——————1— —

Poisson | GOE

10 1 2 3 4
S

Figura 1.3: Distribuciéon P(s) para el hamiltoniano 1.2. Se han empleado los valores N =
1000, o = 0 y una sola realizacion de desorden. La variacion de la magnitud del desorden
permite reproducir las distribuciones de la Tabla 1.1: W = 3 para Poisson, W = 0.3721
para GOE, W = 0.2561 para GUE y W = 0.165 para GSE.
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Una alternativa para el estudio de las correlaciones de corto alcance entre los niveles
energéticos adyacentes consiste en el estudio de la distribucion P(r), para lo cual se definen

las variables r,, de la siguiente manera

€nt1 — €En

n=2.,N—1, (1.4)

Tn = )
€n — €n—1
donde €, es el n-ésimo nivel energético [5]. En contraste con el estudio de la distribucion
P(s), el estudio de la distribucion P(r) no requiere el desdoblamiento. Ademas de la
anterior, otra alternativa para el analisis de las correlaciones de corto alcance se da en

términos de un solo nimero: (7). La cantidad 7, se define como

1
Tn = min (rn, —), (1.5)

n
y (7) es el promedio de todas las variables 7, [49]. En la Tabla 1.2 se encuentran los
valores tedricos para esta cantidad en el caso de una estadistica tipo Poisson y de la
correspondiente a los ensambles de RMT, ademés se agrega el valor de (7) para lo que se

conoce como “Picket-Fence” (P-F), el cual indica el grado maximo de correlaciones [19].

Ensamble (r)

Poisson 2In(2) — 1 ~ 0.39
GOE 4—2V3 ~ 0.54
GUE 2V/3/m —1/2 ~ 0.60
GSE (32/15)v/3/m —1/2 ~ 0.68
P-F ~ 1

Tabla 1.2: Valores teoricos de (7) [5].

Cuando se trabaja con modelos que cuentan con muchos pardmetros es mas conveniente
realizar el estudio de las correlaciones en términos de la cantidad (7) en lugar de analizar
las distribuciones para cada uno de los valores de los parametros que se estan considerando.
En este trabajo de tesis analizamos la cantidad (7) como funcién del rango de los aco-
plamientos y la magnitud del desorden obteniendo los resultados que se muestran en la

Fig. 1.4. En el panel (a) se muestra la dependencia de (7) en a para distintos valores
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del desorden, se observa que para magnitudes pequenas del desorden los acoplamientos
de largo alcance (valores pequenios de «v) suprimen las correlaciones mientras que los aco-
plamientos de corto alcance (valores grandes de «) las inducen. Conforme aumenta la
magnitud del desorden las curvas presentan un comportamiento similar al descrito ante-
riormente cuando los acoplamientos son de largo alcance pero cuando los acoplamientos
son de corto alcance las correlaciones son cada vez mas débiles. Por otro lado, en el panel
(b) se muestra la dependencia de (7) en el desorden para distintos valores de «, se puede
observar que para cualquier valor del rango de los acoplamientos o # 0 conforme aumenta
la magnitud del desorden se presenta una transicion de correlaciones fuertes a correlacio-
nes débiles y cuando o = 0 tenemos una estadistica tipo GUE independientemente de la
magnitud del desorden. Finalmente, el analisis correspondiente a la variaciéon en el tamano
del sistema mostré que el comportamiento de las curvas de () vs a 'y () vs W es similar

al que el que se observa en Fig. 1.4.

W=0.02, «a=0.0
P-F W=0.37, o=1/3
— W=0.6, a=1.0
— W=5.0, a=10.0

GSE
GUE
GOE
Poisson
L IIIIIII L L IIIIIII L L IIIIIII L LLLl L IIIIIII L L IIIIIII L L IIIIIII L LLLl
10° 10" 10° 10° 10" 10’
0 w

Figura 1.4: Analisis de (7) respecto al rango de los acoplamientos « (a) y la magnitud del
desorden W (b). Se considera N = 1000 y un promedio sobre 20 realizaciones de desorden.

Por otra parte, el analisis de las correlaciones de largo alcance se realiza empleando la
varianza del namero de niveles. El estudio de esta cantidad requiere la realizacion de un
desdoblamiento, la division del espectro resultante en intervalos de longitud [/, contar el na-
mero de niveles en cada intervalo (n (1)) y finalmente calcular la varianza de la distribucion
resultante 13, 47],

2 (1) = (n (l)2> —(n(1))*. (1.6)

En la Tabla 1.3 se muestran las predicciones tedricas de esta cantidad, las cuales fueron

tomadas de [47, 50] y la correspondiente representacion grafica se puede visualizar en
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la Fig. 1.5, para lo cual tomamos el panel (a): la linea recta punteada corresponde a

Poisson y, recorriendo en el sentido de las manecillas del reloj, las demés lineas punteadas
corresponden a GOE, GUE, GSE y a P-F.

Ensamble 32 (1)
Poisson l

GOE 2 @) +y+1-2
GUE % In(27l) + v + 1]

GSE sbr [In(4rl) + 9+ 1+ %
P-F L= — (= [1)?

Tabla 1.3: Valores teoricos de la varianza del nimero de niveles [47]. En la tltima expresion
el término [[] representa la parte entera de [ y el valor de ~y es 0.5772.

En la Fig. 1.5 se presentan los resultados encontrados durante el estudio de la varianza
del nimero de niveles, en esta figura y en las que se mostraran mas adelante la notacion
() se emplea para representar promedios sobre realizaciones. Cada panel de la Fig. 1.5
corresponde a un cierto valor de la magnitud del desorden (indicado en el pie de la figura)
y las curvas de colores corresponden a los valores del rango de los acoplamientos indicados

en el recuadro que se encuentra a la derecha del panel (b).

En el caso de acoplamientos de largo alcance o = 0 las correlaciones son débiles e indepen-
dientes de la magnitud del desorden, pues la curva color cyan presenta un comportamiento
similar en los cuatro paneles. En el caso de o # 0 el incremento en la magnitud del desorden
produce una disminucién en el grado de correlacion, esto lo podemos observar tomando la
curva color negro (o = 10), la cual corresponde a correlaciones fuertes cuando W = 0.02
(panel (a)) debido a que se encuentra sobre P — F'y conforme aumentamos el valor del
desorden en los siguientes paneles ésta se recorre de tal manera que al llegar al panel (d) las
correlaciones son débiles, pues ya se encuentra sobre la linea entrecortada correspondiente
a Poisson. Por su parte, el analisis correspondiente a la variaciéon en el tamano del sistema

produce resultados similares a los mostrados en la Fig. 1.5.
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Figura 1.5: Varianza del niimero de niveles. Los valores de la magnitud del desorden son
a) W =0.02,b) W=0.1,c) W=1yd) W =5. El tamano del sistema es N = 1000 y

se considera un promedio sobre 20 realizaciones.

Estructura de los estados

La razon inversa de participacion (I PR por sus siglas en inglés) permite analizar el nimero

de elementos de una base [¢)g) que forma parte de la configuracion de un estado |¢),

IPRy = |(¢lvs) " (L.7)
s=1

Cuando pocos elementos de la base |¢5) forman parte de la configuracion del estado |¢)
se tiene IPRy ~ 1, en este caso el estado |¢) se encuentra localizado en dicha base. Por
otro lado, el estado |¢) se encuentra extendido o delocalizado cuando muchos estados de
la base |1g) forman parte de su configuracion y en este caso [PRs ~ N~'. Los valores
del IPR que se muestran en la Tabla 1.4 indican el grado de localizacion de los estados
propios de las matrices en la base en la cual éstas fueron escritas inicialmente y N es el

tamano de estas matrices.

Poisson | GOE | GUE | GSE | P-F

3 2 3 3
N2 N+1 | 2N+1 | 2(N+1)

~ 1

Tabla 1.4: Valores teoricos del IPR [19].
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En la Fig. 1.6 podemos observar los resultados correspondientes al estudio del grado de
localizacion de los estados de la base de sitios |n) en los estados propios del hamiltoniano
(1.2). En el panel (a) se observa que los estados se encuentran localizados cuando los
acoplamientos son de largo alcance (« pequena) y conforme disminuimos el rango de los
acoplamientos (« grande) se presenta una transicion a estados extendidos. Esta transi-
cion se da con todos los valores de la magnitud del desorden considerados pero conforme
aumenta el valor de W el valor de saturaciéon de cada curva es cada vez mayor, es decir,
cuando los acoplamientos son de corto alcance los estados se encuentran mas localizados
para valores grandes de W que para valores pequenos. Esta transiciéon es mas notoria en
el panel (b), donde vemos que para o # 0 y magnitud de desorden pequenia los estados
se encuentran extendidos y el incremento en W provoca un incremento en el grado de
localizacion de los estados. Especial atencion requiere el valor o = 0 para el cual tenemos

estados igualmente localizados independientemente de la magnitud del desorden.

gl L L T T L  pen|— WE0.02, 0=0.0
W=0.37, oa=1/3
A — W=0.6, 0=1.0
I ok 1L — W=5.0, «a=10.0
v L ulli
10 a)
- T IO bz -8
I.4><10'3 ol vl 5 sl T I T BT ‘G’yg
100 10" 1 100 10" 1
o w

Figura 1.6: Razon inversa de participacion como funcion del rango de los acoplamientos a)
y de la magnitud del desorden b). Se tomé en cuenta un promedio sobre 20 realizaciones
y un tamano de la cadena N = 1000.

Con lo anterior queda concluido el estudio de las propiedades estaticas del modelo, algunas
se manifiestan en la dindmica tal como veremos en la siguiente secciéon, en la cual se
presenta el anélisis de los efectos de los acoplamientos de largo alcance en la dindmica de
la probabilidad de supervivencia y del imbalance, asimismo se muestra el estudio de los

efectos de dicho tipo de acoplamientos en las escalas temporales.
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1.2.2. Propiedades dinamicas
Probabilidad de supervivencia

La primer cantidad dindmica que estudiamos es la probabilidad de supervivencia, ésta nos
da la probabilidad de encontrar el estado inicial a un tiempo dado ¢ y la expresion que la

define es
SP(t) = [(W(0)[ (1)) [, (1.8)

donde [¥(0)) y |[¥(t)) representan el estado inicial y el estado al tiempo ¢ respectivamen-
te. La dinamica de esta cantidad presenta un decaimiento cuadratico a tiempos cortos
seguido de un decaimiento como ley de potencias que va como ¢~ (el valor de o indica
el grado de localizacion del estado inicial en los estados propios del hamiltoniano [51]),
puede aparecer un hoyo de correlaciones y finalmente alcanza un valor de saturacion (ver
Fig. 1.7) [51, 52|. Dichos comportamientos estan relacionados con las propiedades estati-
cas, por ejemplo, la presencia del hoyo de correlaciones depende del grado de correlacion
en el espectro energético [53], su area y su profundidad dependen del grado de correlacion
de corto y largo alcance respectivamente, con mayor grado de correlaciéon mayor defini-
cién presenta el hoyo de correlaciones. Anteriormente hemos visto que ambos tipos de
correlaciones son fuertes en el caso del modelo GOE, entonces esperamos que dicho hoyo
de correlaciones se manifieste en la dinamica de la probabilidad de supervivencia y esta
manifestacion la podemos observar en la Fig. 1.7, donde se encuentran sombreadas las
regiones correspondientes a los distintos comportamientos de la dindmica de esta cantidad
y la linea punteada corresponde al valor de saturacion, el cual es basicamente el valor del

IPR y esto se puede observar en el siguiente desarrollo,

N 2

(T(0)[og) (Wal e " [1h,) (1,[(0))

p=1

SP(t) = |(¥(0)] =™ [w(0))|* =

M- -

N 2 N
= Z |C(50)|26—iEgt _ Z |C&0)|2|C(50)|26i(Ea_Eﬁ)t
p=1 a=1 p=1
N
= Z ‘C&O)‘2|C(BO)|2€i(Ea*E5)t 4 [PR, (19)
a#f
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donde se ha empleado la definicion del /PR (ver ecuacion (1.7)), c(ﬁo) = (Yg|¥(0)) es la
componente del estado inicial en el S-ésimo estado propio del hamiltoniano que dicta la

evolucién y Ejg es la energia correspondiente a dicho estado propio.

0

10 |||I'I'- |||I'I'-

&
v E
10 T~ ley de hoyo de saturacién | |
potencias  correlaciones
| s | Ll L L
-3 0 3 6
10 10 10 10

t

Figura 1.7: Dinamica de la probabilidad de supervivencia para el modelo GOE. Se ha
considerado un tamano N = 1000 y un promedio sobre 100 realizaciones y 100 estados
iniciales con energia cercana a cero. La linea punteada horizontal corresponde al valor de
saturacion (IPR promedio).

Por otro lado, el hoyo de correlaciones se puede considerar como una manifestacion de
caos debido a su estrecha relaciéon con la estadistica de niveles pues su presencia indica
correlaciones y, tal como vimos en la secciéon anterior, las correlaciones son senales de caos.
El tiempo al cual la probabilidad de supervivencia alcanza su valor minimo en el fondo del
hoyo de correlaciones se conoce como tiempo de Thouless y el tiempo al cual alcanza su
valor de saturacion se conoce como tiempo de relajacion [13]. Anteriormente, en el anélisis
de las propiedades estéticas para acoplamientos de largo alcance (« = 0) se encontraron
correlaciones de corto alcance fuertes y correlaciones de largo alcance débiles que son
independientes de la magnitud del desorden, al igual que el valor del ITPR. Lo anterior
implica la manifestaciéon de un hoyo de correlaciones de poca profundidad y un mismo valor
de saturacion en la dinamica de la probabilidad de supervivencia para cualquier magnitud
del desorden. En vista de lo anterior, las curvas correspondientes a cualquier magnitud del
desorden con o = 0 y tamano de sistema N = 1000 presentaran el mismo comportamiento

que la curva color cyan mostrada en el panel (a) de la Fig. 1.8. De manera similar, el analisis
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de las propiedades estaticas correspondiente a los demas valores de « indica la presencia de
hoyos de correlaciones de poca profundidad para valores intermedios y para acoplamientos
de corto alcance (o = 10) dicho hoyo esta bien definido, ademas el valor de saturacion
disminuye conforme aumenta el valor de « tal como podemos apreciar en el panel (a) de la
Fig. 1.8. Cabe mencionar que la relacion existente entre SP(t) y las propiedades estaticas

nos permite inferir los resultados correspondientes a otras magnitudes del desorden.

oa=0.0
o=1/9
— a=1/3
— a=10.0

10’ 10° 10°

t

Figura 1.8: Dinamica de la probabilidad de supervivencia y del imbalance. Se considera
un tamano de sistema N = 1000 y magnitud de desorden W = 0.02, ademés se tomo
un promedio sobre 200 realizaciones y 100 estados iniciales. Las lineas punteadas de color
rojo corresponden a los valores de saturacion.

Imbalance

El imbalance es una cantidad que se ha analizado en experimentos con atomos frios [54],
ésta cuantifica el desequilibrio que hay entre la probabilidad de encontrar a una particula

en un sitio par o un sitio impar al tiempo ¢ y se define como [55]

_ Npar (t) — Nimpar (1) _ ' 2
](t) - npar(t) + nimpar(t), npar/impm‘(t> - Z | <Z|\Ij(t)> | ) (11())

i—par/impar

donde 74y fimpar(t) nos da la probabilidad de encontrar a la particula en un sitio par
o impar al tiempo t. En el panel (b) de la Fig. 1.8 se muestra la dinamica del valor
absoluto de esta observable, se considera el valor absoluto debido a que esta cantidad puede
presentar valores negativos. Como podemos observar, esta cantidad presenta una dinamica
similar a la de la probabilidad de supervivencia pero en diferentes escalas temporales, por

ejemplo, en el caso o = 1/3 (curva color verde) se presenta un decaimiento inicial més
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rapido, en consecuencia el hoyo de correlaciones es més notorio y se manifiesta en un
tiempo menor, ademaés se alcanza mas rapido el valor de saturacion y éste tiene magnitud
similar al correspondiente a la curva de @ = 1/9. Este comportamiento lo exhiben los
valores intermedios de «. En el caso de acoplamientos de corto y largo alcance (o =
0,10) el comportamiento es similar al de la probabilidad de supervivencia pero con mas

fluctuaciones y un valor de saturaciéon mayor en la curva correspondiente a o = 10.

Tiempo de Thouless y tiempo de relajacion

Cuando se trabaja con sistemas con interacciones entre muchas particulas el tiempo de
Thouless y el tiempo de relajacion crecen de manera exponencial respecto al tamano del
sistema, al igual que el espacio de Hilbert. Asimismo en sistemas de una sola particula el
espacio de Hilbert crece de manera lineal respecto al tamano del sistema [13]. En vista
de lo anterior nos interesa saber cémo se comportan dichas escalas temporales con el
modelo que estamos empleando y si el cambio en el rango de los acoplamientos influye
en su comportamiento. Para responder estas cuestiones estudiamos la dinamica de ambas
cantidades realizando una variacién en el tamano del sistema tal como se muestra en la
Fig. 1.9, en la cual hemos etiquetado con ¢, al tiempo de Thouless y con ¢, al tiempo de

relajacion.

— N=1000
N=1500
N=2000

— N=2500
N=3000

Figura 1.9: Dinamica de la probabilidad de supervivencia para diferentes tamanos del
sistema. Se considera una magnitud de desorden W = 0.02 y rango de los acoplamientos
a) « = 0y b) o = 10. El nimero de estados iniciales y de realizaciones se ajusta de acuerdo
al tamano del sistema de tal manera que sea tomado en cuenta un promedio sobre 10000
datos. Las lineas punteadas verticales corresponden a las escalas temporales.
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En la Fig. 1.9 podemos observar que ambas escalas temporales presentan un corrimiento
hacia la derecha conforme aumenta el tamano del sistema, ademés en el caso a = 0 los
valores de saturaciéon no presentan variaciones significativas en contraste con los corres-
pondientes a a = 10, cuya magnitud disminuye al incrementar el tamano del sistema.
Ademés a tiempos cortos la dinamica es independiente de N. Ahora, al realizar un anali-
sis més detallado sobre estas escalas de tiempo nos encontramos con un comportamiento
lineal respecto al tamano del sistema t7y/, o< IV, el cual es independiente de la magnitud
del rango de los acoplamientos tal como podemos observar en la Fig. 1.10. En esta figura
se puede apreciar una buena correspondencia entre los resultados numéricos y los ajustes.
Los ajustes correspondientes a cada panel son a) Y = 104.63X %7 b) Y = 0.99X1004 ¢)
Y =819.46X 1152 y d) Y = 28.56X%8%°. Cabe mencionar que en el caso del imbalance las
escalas temporales también presentan un comportamiento lineal respecto al tamano del
sistema, la diferencia se encuentra en las constantes involucradas en los ajustes, por tal mo-
tivo no se muestran aqui las graficas correspondientes al anélisis de las escalas temporales

para el imbalance.

106 ML | T T T 7] 5><103 L |
=
~
Y~
. 10°F -
a) - b)
105 Pl | ! ! 5><102 raal ! .
7 4
2x10 | 3x10 ™
10F 3 - .
= .
. 10'F .
c) | i d) ]
6 raal . 3 . 1 . . .
10 0
6x10°  10° 5x10° 6x10°  10° 5x10°

Figura 1.10: Analisis de las escalas temporales. Los paneles a) y ¢) corresponden a o« = 0 y
los paneles b) y d) corresponden a o« = 10. Los valores correspondientes a t7y, y ¢, (puntos
color azul) fueron extraidos de la Fig. 1.9 y las lineas rojas corresponden a los ajustes los
cuales son de la forma Y = AX?.
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Con el analisis anterior damos por concluido el estudio del efecto de acoplamientos de largo
alcance en el modelo de Anderson unidimensional. Hemos analizado algunas propiedades
estaticas encontrando resultados interesantes entre los cuales se encuentra el hecho de que
la estadistica de niveles y la estructura de los estados son independientes de la magnitud
del desorden cuando los acoplamientos son de largo alcance. Las propiedades estaticas nos
permiten inferir el comportamiento de propiedades dindmicas como la probabilidad de
supervivencia y viceversa, de esta manera la determinaciéon del comportamiento cadtico
de un sistema puede llevarse a cabo mediante el estudio de la estadistica de niveles o de la
manifestacion del hoyo de correlaciones en la dinamica de la probabilidad de supervivencia.
Ademas estudiamos las escalas temporales y encontramos que tanto el tiempo de Thouless
como el tiempo de relajaciéon presentan un comportamiento lineal respecto al tamano
del sistema. Cabe mencionar que se encuentra en preparacién un manuscrito sobre este
analisis, el cual sera enviado a una revista para su posible publicacion.

En el siguiente Capitulo nos enfocamos en el estudio del autopromedio, el cual es relevante
debido a que nos permite reducir el tiempo de calculo conforme aumentamos el tamano

del sistema.



Capitulo 2

Autopromedio en sistemas

unidimensionales de espin 1/2

Los avances que se han conseguido en el estudio de la evolucién temporal de sistemas
cuanticos compuestos por atomos frios [56], iones atrapados [57], dispositivos semicon-
ductores [58], entre otros, han motivado a la comunidad cientifica a continuar trabajando
sobre esta linea de investigacion pretendiendo tener un mejor control sobre la dinamica de
dichos sistemas. Entre los estudios realizados con sistemas desordenados sobre la dinamica
poco se tiene respecto al autopromedio, el hecho de que una cantidad posea esta propie-
dad representa una ventaja en estudios tedricos y experimentales debido a que si ésta se
cumple podemos reducir el nimero de muestras consideradas en un promedio mientras
aumentamos el tamano del sistema. El estudio de esta propiedad para la probabilidad de
supervivencia y otras cantidades ha sido reportado en la Ref. [29], en la cual el analisis
fue realizado estudiando la dindmica de la varianza relativa de las cantidades en cuestion.
Entre los resultados de dicho estudio se encuentran el hecho de que la probabilidad de
supervivencia no es autopromediable en ninguna escala temporal, la razén inversa de par-
ticipacion es autopromediable a tiempos largos, la funcion de autocorrelacién de espin es
autopromediable a tiempos cortos y la funcion de correlacion conexa espin-espin es auto-
promediable en ambas escalas temporales, tiempos cortos y tiempos largos, mas adelante
se definen estas funciones de correlacion. En este capitulo estudiamos la relaciéon entre las
distribuciones correspondientes a dichas cantidades y el autopromedio, los resultados que

presentamos fueron reportados en la Ref. [33]. El estudio se realiz6 empleando el modelo

27
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GOE de RMT y el modelo de Heisenberg unidimensional con desorden, se calcularon las
distribuciones sobre realizaciones en el desorden, el objetivo era saber si las distribuciones

y sus caracteristicas podrian ayudarnos a determinar cuando se satisface el autopromedio.

2.1. Modelo de Heisenberg unidimensional con desor-

den

Este modelo representa una cadena de L particulas de espin 1/2 que es descrita por el
hamiltoniano |59
ﬂ:ﬂXXZ—F?:[h, (2.1)
donde
L
/’qXXZ = Z Jay (SIfglerl + g]ggz-i-l) + ngzgl§+17
(2:2)
Hy = hSi
k=1

En estas expresiones se ha considerado A = 1, Hxxz describe los acoplamientos entre

sY,2 ] 1T
actiian sobre el espin que se encuentra

espines adyacentes, los operadores de espin S’,f
en el sitio k. J,, es la magnitud del término de interaccion S',fg,fﬂ + g};’é‘}jﬂ, J, es la
magnitud de la interaccion de Ising g,jg,j 41 ¥ larazon A = J./J,, se conoce como para-
metro de anisotropia [60]. El término H,, nos da la separacion de Zeeman de cada espin
k determinada por un campo magnético estatico hy en la direccion z [35]. Dichos cam-
pos magnéticos son numeros aleatorios uniformemente distribuidos en el intervalo [—h, k],
siendo h la magnitud del desorden.

Este modelo es integrable cuando h = 0 y cadtico cuando 0 < h < 1 debido a la competen-
cia entre la interaccién de Ising y el término que contiene al desorden. Ademas el sistema
tiende a una fase localizada al incrementar la magnitud del desorden, lo cual ocurre cuando
h es mas grande que cierto valor critico, h > h. ~ 4 [61, 62]. Cabe mencionar que para la
cadena descrita por el hamiltoniano (2.1) el espin total en la direccion z, Sz = Zle g,j,
se conserva, esto nos permite centrar nuestro estudio en el subespacio més grande cuya
dimension es N = L!/(L/2)!*, ademas consideramos J,,, = 1 y A = 1. Ademas, de ahora

en adelante nos referiremos al modelo descrito por el hamiltoniano (2.1) como modelo
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XXZ + h y para el estudio de la propiedad de autopromedio empleamos h = 0.5, lo cual
significa que realizamos el analisis en la region caética. Es necesario comentar que este mo-
delo sera empleado en los capitulos posteriores para analizar la conjetura Aurich-Steiner y

los efectos del desorden correlacionado en el contexto de localizacion de muchos cuerpos.

2.2. Cantidades

Para saber si una cantidad X es autopromediable y en qué escala temporal lo es, analizamos
su varianza relativa. Se dice que una cantidad X es autopromediable cuando su varianza

relativa [33],

Rx(t) _ 0'3((75) _ <X2(t)> — <X(t)>2, (23)

(X(t)* (X(t)*

decrece conforme aumenta el tamanio del sistema. La notacion (-) indica el promedio sobre

realizaciones en el desorden y estados iniciales. En la practica se calcula Rx(t) para cada

tiempo y se comparan los resultados correspondientes a distintos tamanos del sistema.

Las cantidades para las cuales se estudia el autopromedio son la probabilidad de supervi-
vencia (definida en la Seccion 1.2.2), la razon inversa de participacion al tiempo ¢, I PR(t),
la cual nos da el grado de extension del estado inicial |¥(0)) en la base de los estados

propios del hamiltoniano que dicta la evolucion, |1,), al tiempo ¢,
IPR(t) = | (¢al T () " (2.4)

Ademas se emplean dos cantidades que se estudian en experimentos, la funciéon de auto-
correlacion de espin mide qué tan cercana es la configuracion de espin al tiempo ¢ a la

configuracion al tiempo inicial [13],

(W(0)]S7e™ Sz~ ™1 W (0)) (2.5)

I(t) =

L

e~

7

Esta cantidad es equivalente al imbalance medido en experimentos con dtomos frios [54, 55].

Finalmente tenemos la funcién de corrrelacién conexa espin-espin,
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C(t) = % (W] SESi [W()) — ()] SE [T (1) (T ()] i [P ()], (2.6)

la cual cuantifica las correlaciones entre espines adyacentes al tiempo t y ha sido estudiada

en experimentos con iones atrapados [8, 30].

En la Ref. [29] se encuentra reportado el estudio de la propiedad de autopromedio de las
cantidades antes mencionadas, en el cual se analiz6 la varianza relativa. Esto se muestra
brevemente en la siguiente seccion y posteriormente se presenta el estudio correspondiente

a las distribuciones.

2.3. Analisis de resultados

2.3.1. Estudio del autopromedio empleando la varianza relativa

En la Fig. 2.1 se muestra la dindmica de la varianza relativa de la probabilidad de super-
vivencia y de la razoén inversa de participacion para el modelo GOE (paneles (a) y (c)) vy
para el modelo XX Z + h (paneles (b) y (d)) [29]. Como podemos observar, para ambos
modelos y ambas cantidades en la regiéon de tiempos cortos el valor de la varianza relativa
no decrece conforme aumenta el tamano del sistema y esto indica que ambas cantida-
des no son autopromediables en esta escala temporal. Cuando se trata de tiempos largos
la varianza relativa de la probabilidad de supervivencia (paneles (a) y (b)) se mantiene
fluctuando sin cambio evidente respecto al tamano del sistema y esto implica que esta
cantidad no es autopromediable. Por su parte la varianza relativa de la razéon inversa de
participacion (paneles (¢) y (d)) decrece conforme aumenta el tamanio del sistema, lo cual

indica que esta cantidad es autopromediable a tiempos largos.

Por otra parte, el analisis correspondiente a la funciéon de autocorrelaciéon de espin y
la funciéon de correlacion conexa espin-espin que se realizo en la Ref. [29] nos dice que
ambas cantidades son autopromediables a tiempos cortos, mientras que a tiempos largos

solamente la funcion de correlacién conexa espin-espin es autopromediable.
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Figura 2.1: Evolucion temporal de la varianza relativa de la probabilidad de supervivencia
y de la razon inversa de participacion. Los tamanos del espacio de Hilbert considerados
son: rojo N = 252 (L = 10), azul N = 924 (L = 12), verde N = 3432 (L = 14), indigo
N = 12870 (L = 16) y negro N = 48620 (L = 18). Los paneles a) y c) corresponden
al modelo GOE mientras que los paneles b) y d) al modelo de espin. Se considera un
promedio sobre 0.01N realizaciones en el desorden y 10*/0.01N estados iniciales. Esta
figura fue tomada de la Ref. [33].

2.3.2. Estudio del autopromedio empleando distribuciones

Para analizar las distribuciones de las cantidades antes mencionadas se fija el tiempo, se
calcula el valor de la cantidad en cuestion para diferentes realizaciones en el desorden y
finalmente se calcula la distribucion. En lo que sigue se muestran los resultados correspon-
dientes a la probabilidad de supervivencia y a la razén inversa de participaciéon pero esto
no quiere decir que la funcién de autocorrelacion de espin y la funcién de correlacion co-
nexa espin-espin son menos importantes, mas bien las distribuciones obtenidas para estas

observables presentan comportamientos similares a los que se muestran a continuacion [33].

Tiempos cortos

En la Fig. 2.2 se muestran las distribuciones correspondientes a la probabilidad de super-
vivencia y a la razon inversa de participaciéon a tiempos cortos. Como podemos observar,

se obtienen distribuciones gaussianas para el modelo GOE, mientras que para el modelo
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XXZ + h las distribuciones son fragmentadas. Asimismo, en el caso de las observables
I(t) y C(t) las distribuciones son fragmentadas, al igual que en los paneles (b) y (d) de la
Fig. 2.2 [33]. Contrastando con el anélisis de la varianza relativa, SP(t) e IPR(t) nos son
autopromediables en esta escala temporal y obtenemos distribuciones gaussianas para el

modelo GOE y distribuciones fragmentadas para el modelo de espin con ambas cantidades.

100 ———T——T— ——

b)

ol

0.5 0.6 0.7

SP

0 0.24 025 026 0.27 0.2 03 04 05

IPR IPR

Figura 2.2: Distribuciones correspondientes a los valores de la probabilidad de supervi-
vencia y la razon inversa de participacion en tiempos cortos, ¢ < 1. Los paneles a) y ¢)
pertenecen al modelo GOE mientras que los paneles b) y d) al modelo XXZ + h. En
los paneles a) y ¢) las curvas color negro son los ajustes a distribuciones gaussianas con
pardmetros de ajuste a) g ~ 0.505 y 0% ~ 2.1 x 1075 y b) p ~ 0.256 y 02 ~ 2.3 x 107>,
Esta figura fue tomada de la Ref. [33].

Tiempos largos

Hemos visto que a tiempos largos la razon inversa de participacion es autopromediable
mientras que la probabilidad de supervivencia no lo es. En la Fig. 2.3 podemos observar
que para la primera las distribuciones son gaussianas y para la segunda las distribucio-
nes son exponenciales independientemente del modelo. Adicionalmente, las distribuciones
correspondientes a I(t) y C(t) son distribuciones gaussianas y de acuerdo a la Ref. [29]
en esta escala temporal solamente C(t) es autopromediable. Lo anterior indica que una
distribucién gaussiana corresponde a una cantidad autopromediable mientras que una dis-
tribucion distinta a la gaussiana corresponde a una cantidad no autopromediable, pero los

resultados obtenidos a tiempos cortos (distribuciones gaussianas obtenidas cuando SP(t) e
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IPR(t) no son autopromediables) y la distribucion gaussiana obtenida para I(t) a tiempos

largos no son consistentes con este enunciado.

<1 T
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SP SP

0.0007 0.0014
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1.50x10 1.60x10° 1.53x10* 1.70x10°*
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Figura 2.3: Distribuciones correspondientes a los valores de la probabilidad de supervi-
vencia y la razon inversa de participacién en tiempos largos, t > 10%. Los paneles a) y
c¢) pertenecen al modelo GOE mientras que los paneles b) y d) al modelo XXZ + h. En
los paneles a) y b) las curvas color negro son los ajustes a distribuciones exponenciales,
Y = Ae BX mientras que en los paneles ¢) y d) a distribuciones gaussianas. Los para-
metros de ajuste son a) A = 3828.99, B = 3618.39, b) A = 33.86.52, B = 3265.72, ¢)
p=155x10"%02=1.96x10"2yd) p=1.6 x 1074, 02 = 5.76 x 10712, Esta figura fue
tomada de la Ref. [33].

Otras escalas temporales

El anélisis del autopromedio mediante distribuciones nos ha ensenado que tener una dis-
tribucion gaussiana no es senal de autopromedio, pero tener distribuciones que presentan
distintos comportamientos puede ser considerado como senal de no autopromedio. En
adicion a los resultados mostrados anteriormente tenemos las distribuciones de SP(t) e
IPR(t) a diferentes tiempos, en la Fig. 2.4 se observa la transicion de una distribucion
fragmentada a una distribuciéon exponencial conforme avanzamos partiendo de tiempos
pequenos hacia tiempos grandes, esto es para SP(t). En el caso de IPR(t) la transicion
ocurre de una distribuciéon fragmentada hacia una distribucién gaussiana. Asimismo, en los
casos de I(t) y C(t) también se presenta una transiciéon de una distribucion fragmentada

hacia una distribucién gaussiana.
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Figura 2.4: Distribuciones de SP(t) (izquierda) e I PR(t) (derecha) para el modelo de espin
en los tiempos indicados en los paneles. En los paneles d) y e) las lineas entrecortadas son
los ajustes a distribuciones exponenciales, Y = Ae=B% |y en los paneles i) y j) dichas lineas
son los ajustes a distribuciones gaussianas. Los parametros de ajuste son d) A = 5299.6,
B = 5166.5, ¢) A = 4977.4, B = 4902.2, 1) p = 1.6 x 1074, 0> = 5.3 x 1072 y j)
p=16x10"1 02 =5.48 x 10712, Esta figura fue tomada de la Ref. [33].

En resumen, tener una distribucién gaussiana no es indicio de autopromedio pero tener una
distribucién distinta a una gaussiana puede considerarse como senal de no autopromedio.
Con lo anterior concluye el estudio del autopromedio y en el capitulo siguiente se presenta

el anélisis de la conjetura Aurich-Steiner.



Capitulo 3

Manifestaciones del caos en la evolucion

temporal

Como se ha mencionado anteriormente, la teoria del caos cuéntico se encuentra relacionada
con las propiedades estaticas de los sistemas cuanticos que poseen un limite clasico. Desde
los anos 50, a partir de los trabajos de E. Wigner se ha observado que las propiedades
estadisticas de muchos sistemas cuanticos pueden modelarse por matrices aleatorias [63]
y posteriormente se establecieron las conjeturas Bohigas-Giannoni-Schmit [45] y Berry-
Tabor [44], las cuales se formularon en el contexto de billares cuanticos. Para determinar el
comportamiento cadtico de un sistema cuantico mediante el analisis de estas conjeturas es
necesario tener acceso al espectro energético pero en experimentos como los que se realizan
con iones atrapados y atomos frios no es sencillo tener acceso al espectro y usualmente
se estudia la evolucion temporal [25, 56, 64, 65|. En vista de lo anterior, una alternativa
para determinar el comportamiento cadtico puede ser la conjetura Aurich-Steiner, ésta
fue establecida en el mismo contexto que las anteriores pero en el dominio del tiempo y
nos dice que para los sistemas cuanticos que poseen contraparte clésica cadtica los valores
de cierta funcion de autocorrelacion, en una ventana de tiempos largos, presentan una
distribucion universal [40|. Es importante mencionar que para estudiar esta conjetura
solamente se requiere una muestra de la dindmica. A continuacién se presenta el anélisis
de esta conjetura y para esto consideramos el modelo de Heisenberg unidimensional con

desorden descrito en la Secciéon 2.1.

35
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3.1. La conjetura Aurich-Steiner

Esta conjetura puede considerarse como una alternativa para determinar el comporta-
miento cadtico de un sistema cuantico con analogo clasico y esta formulada de la siguiente

manera [40]:

Para los sistemas cudnticos cuya contraparte cldsica es cadtica, en el limite de tiempos

largos, la funcion de autocorrelacion
S(t) = yVNIC(D)], (3.1)
presenta una distribucion de Rayleigh,
P(S) = gSe_(”/4)S2, S >0, (3.2)

y cualquier otra distribucion si la contraparte cldsica es integrable.

En la ecuacion (3.1) |C(t)| = | (¥(0)|¥(t)) | es la amplitud de supervivencia (ver ecuacion
(1.8)), v es una constante de normalizacion determinada por la condicién (S) = 1y N
es el tamano del sistema. El estado inicial |¥(0)) es un estado extendido en la base de
los estados propios del hamiltoniano que dicta la evolucion y solamente se requiere una

muestra de la dindmica en una ventana de tiempos largos para analizar esta conjetura.

Un analisis detallado nos ha mostrado que el cumplimiento de la conjetura Aurich-Steiner
es una consecuencia del cumplimiento del teorema del limite central (CLT por sus siglas

en inglés). Lo anterior se deduce a partir del siguiente desarrollo,

=

(L(O) (1)) = (L(O0)| ™™ [W(0)) = Y {W(0)4s) (sl e” MZI% (o (0))

B=1
N
Z 0)|2 —iEpt — Z|c( )| cos(Ejt) —ZZlCB sen(FEgt), (3.3)
p=1 p=1 p=1
donde se ha empleado la relacion de completez y c = (¢5|¥(0)) es la componente del

estado inicial en el $-ésimo estado propio del hamlltomano que dicta la evolucion. Ahora,
si los elementos de las sumas |cﬂ | cos(Egt) y |C(60) |2 sen(Ejst) se comportan como variables

aleatorias independientes entonces las distribuciones correspondientes a los valores de las
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sumas Z]ﬂvzl |C(BO) |2 cos(Est) y Zgzl \c(ﬂo) |* sen(Est) en una ventana de tiempos largos seran
gaussianas, esto es, se satisface el CLT [66, 67|. Dado lo anterior, la distribucion de la
funcion de autocorrelacion S(t) es una distribucion de Rayleigh, lo cual es consistente con
el enunciado de la conjetura Aurich-Steiner.

Por otra parte, esta conjetura se puede analizar en términos de otras cantidades, por ejem-
plo, la probabilidad de supervivencia. Mediante una transformacion entre distribuciones,
definiendo SP = S? en la ecuacion (3.2) encontramos que cuando se satisface la conjetura
la distribucién correspondiente a los valores de la probabilidad de supervivencia en una

ventana de tiempos largos es exponencial,

P(S) = gse—W‘*)SQ — P(SP) = \e 5P (3.4)

Para visualizar graficamente lo anterior, empleando el modelo GOE calculamos las distri-
buciones correspondientes a S(t) y SP(t) en una ventana de tiempos mayores al tiempo
de relajacion y en la Fig. 3.1 se muestran los resultados obtenidos, en este caso el CLT
se satisface, entonces se tiene una distribucién de Rayleigh para S(t) (panel (a)) y una

distribucion exponencial para SP(t) (panel (b)).

1 T T T T T T T 400

0 0.005 0.01 0.015

SpP

Figura 3.1: Distribuciones de los valores de S(t) y de SP(t) para el modelo GOE. El tamano
de la matriz es N = 1000 y se consideran 10000 valores en una ventana de tiempos largos,
t > 10°. Las curvas color negro corresponden a los ajustes a) a una distribucion de Rayleigh
y b) a una distribucion exponencial con parametro de ajuste A = 345.503.

Dado que el cumplimiento de la conjetura Aurich-Steiner depende de que se satisfaga el
CLT decidimos centrar esta parte del trabajo de tesis en el analisis del CLT, ademas de
la probabilidad de supervivencia (definida en la Seccién 1.2.2) consideramos el factor de
forma espectral (sera definido en la siguiente seccion), la funcién de autocorrelacion de

espin y la funcion de corrrelacion conexa espin-espin (definidas en la Seccion 2.2).
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3.2. Analisis del teorema del limite central

Debido a la estructura que posee la ecuacion (3.3) el cumplimiento del CLT depende de las
correlaciones en el espectro energético y en las componentes del estado inicial, esto se debe
a que si hay correlaciones entre los elementos |c(ﬁo) 2 cos(Egt) y |cg))|2 sen(FEpst), éstos no se
comportan como variables aleatorias independientes. En vista de lo anterior primero estu-
diamos las correlaciones en el espectro energético empleando el factor de forma espectral
y después las correlaciones en las componentes del estado inicial empleando la probabi-
lidad de supervivencia, esto con la intenciéon de saber como influyen las correlaciones de
cada conjunto en el cumplimiento del CLT. Posteriormente se muestra el estudio del CLT
en diferentes escalas temporales y finalmente el anéalisis del CLT para las funciones de
correlacion I(t) y C(t). Cabe mencionar que en lo que resta de este capitulo cuando se
menciona una ventana de tiempos largos nos referimos a tiempos mayores que el tiempo

de relajacion.

3.2.1. Rol del espectro energético

En la ecuacion (3.3) podemos ver que el cumplimiento del CLT para la probabilidad de
supervivencia depende de las componentes del estado inicial y del espectro energético.
Ahora, el factor de forma espectral [68] es una cantidad que ha sido empleada en estu-
dios de localizacion de muchos cuerpos [69] y en el contexto de agujeros negros [70] y es
béasicamente la probabilidad de supervivencia de un estado inicial completamente exten-
dido en la base de los estados propios del hamiltoniano que dicta la evoluciéon. De esta
manera, empleando la ecuacion (3.3) podemos escribir la expresion correspondiente a la

probabilidad de supervivencia como

2

SP(t) = [ (TO)T(E) [P = | D | Ze ] (3.5)
B=1

entonces cuando el estado inicial se encuentra completamente extendido cg)) ~ 1/vV/N, asi
que la definicion matematica del factor de forma espectral es
2
1
T N?

2

(3.6)

N N N
1 .

K(t) = Nz E e Bt E cos(Egt) —i E sen(Exst)

=1 =1 =1
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Como podemos observar en la ecuacion anterior, el factor de forma espectral no depende del
estado inicial y esto nos permite emplearlo para el estudio de las correlaciones en el espectro
energético. En el caso del modelo X X Z+h las variables cos(Est) y sen(Est) presentes en la
ecuacion (3.6) siempre se comportan como variables aleatorias independientes, entonces el
CLT siempre se cumple y la distribucién correspondiente a esta cantidad en una ventana
de tiempos largos es exponencial. Lo anterior se muestra en la Fig. 3.2, notemos que
el comportamiento exponencial de la distribucion es independiente de la magnitud del
desorden. Se obtiene una distribucién exponencial debido a la relaciéon que existe entre
K(t) y SP(t), por tanto el comportamiento de la distribucion correspondiente a K (t)

también esta dado por la ecuacion (3.4).

0 ax10” 0 ax10”° 0 4x10”

K K K

Figura 3.2: Distribucion del factor de forma espectral en una ventana de tiempos largos
para el modelo X XZ + h. Se consideré L = 16 y la magnitud del desorden a) h = 0.5,
b) h = 3.75 y ¢) h = 6.0. Las curvas negras corresponden a los ajustes a distribuciones
exponenciales con parametros de ajuste a) A = 899.513, b) A = 873.455 y ¢) A = 915.178.

Por otra parte, cuando se toma h = 0y J, = 0 en la ecuaciéon (2.2) se obtiene el modelo
X X, el cual presenta un alto grado de degeneraciones [71] y éstas hacen que no se cumpla
el CLT. Fue realizado un analisis de las distribuciones del factor de forma espectral par-
tiendo del modelo X X Z (para el cual se satisface el CLT) variando A desde A = 1 hasta
A = 0 (modelo XX) y se encontr6 que el valor minimo necesario para que se satisfaga
el CLT es A = 1073. Lo anterior no nos permitié cuantificar el grado de degeneracion
permitido para que se satisfaga el CLT, entonces con el modelo GOE encontramos que
cuando mas del 2.5 % de los niveles energéticos son iguales, no se cumple el CLT y la dis-
tribucion correspondiente no es exponencial (ver Fig. 3.3). En este caso las degeneraciones
se indujeron después de diagonalizar el hamiltoniano igualando determinado ntimero de

niveles energéticos.
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Figura 3.3: Distribucion del factor de forma espectral en una ventana de tiempos largos
para el modelo GOE. El porcentaje de niveles energéticos con el mismo valor es a) 2.5 %, b)
3%y c) 3.5 %, ademas el tamano de la matriz es N = 1000. Las curvas negras corresponden
a los ajustes a distribuciones exponenciales con parametros de ajuste a) A = 620.979, b)

A =531.545 y ¢) A = 454.366.

3.2.2. Rol del estado inicial

En el caso del modelo X X Z+h y la probabilidad de supervivencia el cumplimiento del CLT
depende de las componentes del estado inicial, esto se debe a que para el factor de forma
espectral el CLT siempre se cumple. Dado lo anterior, hemos analizado las distribuciones
de esta cantidad con el modelo X XZ + h y distintos estados iniciales encontrando que
solamente las componentes de un estado inicial aleatorio o un estado inicial extendido
en la base de los estados propios del hamiltoniano dan lugar al complimiento del CLT

independientemente del tamano de la cadena y de la magnitud del desorden (ver Fig. 3.4).

P(SP)

0 ax10™ 0 ax10™ 0 ax10”

SP SP SP

Figura 3.4: Distribucion de los valores de la probabilidad de supervivencia en una ventana
de tiempos largos para el modelo X XZ + h. Se considera un estado inicial aleatorio, el
tamano de la cadena es L = 16 y la magnitud del desorden es a) h = 0.5, b) h = 3.75y ¢)
h = 6.0. Las curvas negras corresponden a los ajustes a distribuciones exponenciales con
parametros de ajuste a) A = 7067.78, b) A = 6570.06 y ¢) A = 6313.76.
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En la Fig. 3.4 se puede observar una distribucion exponencial independientemente de la
magnitud del desorden y esto nos dice que las componentes del estado inicial considerado
no estan correlacionadas o que las correlaciones no son lo suficientemente fuertes como
para impedir el cumplimiento del CLT. Ademas, para saber qué tan correlacionadas se
encuentran las componentes del estado inicial y qué tanto afectan estas correlaciones el
cumplimiento del CLT estudiamos la dimension generalizada Do, la cual se obtiene a partir

de la expresion
(IPRy) o N7P2, (3.7)

donde (IPRy) es el promedio de ensamble de ITPRy y N es la dimension del espacio de

Hilbert. La expresion teoérica para [ PR, es

IPRy =) [ (¢a|®) ", (3.8)

y es una medida del grado de extension del estado |®) en la base formada por los estados
|tha) (ver ecuacion (1.7)). En la practica el valor de D, corresponde a la pendiente del ajuste
de In((IPRy)) vs In(N), el cual es de la forma In((/ PRy)) = A—DyIn(N). El valor Dy =1
indica ausencia de correlaciones como en estados de matrices GOE y conforme disminuye
su valor las correlaciones se incrementan. Asimismo, el valor Dy = 1 indica que el estado
|®) esta extendido en la base formada por los estados |¢),), mientras que el valor Dy =0
indica que el estado |®) se encuentra localizado en dicha base [72-74|. Ahora, realizamos
el estudio de esta dimension generalizada con los modelos XX y X X7 y encontramos
A =0.43, Dy = 0.7432 para el modelo X X mientras que para el modelo X XZ A = —0.021,
Dy = 0.7653 (ver Fig. 3.5). Estos resultados indican que los estados considerados (los
estados con la energia mas cercana a cero) estan extendidos y tienen componentes poco
correlacionadas. Ademas, anteriormente hemos visto que para el modelo X X no se cumple
el CLT debido a las degeneraciones mientras que para el modelo X X7 si se cumple. En
vista de lo anterior podemos decir que pocas correlaciones en las componentes del estado
inicial no afectan el cumplimiento o incumplimiento del CLT.

En resumen, para que se cumpla el CLT y por lo tanto la conjetura Aurich-Steiner, es ne-
cesario que las degeneraciones en el espectro energético sean débiles o nulas, que el estado
inicial sea aleatorio o sea un estado extendido en la base de los estados propios del hamil-

toniano y que las componentes del estado inicial no estén o estén poco correlacionadas.
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Figura 3.5: Anélisis de la dimension generalizada D para los modelos a) X X y b) X X Z. El

estado inicial considerado tiene la energia mas cercana a cero y las lineas rojas corresponden
a ajustes de la forma In((/PRy)) = A+ Dy In(N).

Adicionalmente, al analizar la distribucion de SP(t) empleando distintos estados iniciales
encontramos que los estados iniciales con energia mas cercana a cero tienen mayor proba-
bilidad de ser estados extendidos en la base de los estados propios del hamiltoniano cuando
la magnitud del desorden es pequena. Lo anterior se ve reflejado en el cumplimiento del
CLT puesto que cuando el desorden es pequeno es mas probable obtener una distribucion
exponencial para SP(t) y conforme se incrementa la magnitud del desorden el compor-
tamiento de la distribucion se desvia significativamente del comportamiento exponencial
(ver Fig. 3.6). Cabe mencionar que este analisis puede emplearse en estudios de localiza-
cion en sistemas de muchos cuerpos debido a que en el panel (a) el sistema se encuentra
en una fase extendida, en el panel (b) en una fase intermedia y en el panel (c¢) en una fase
localizada. Esto es bueno debido a que aqui se usa una sola realizaciéon mientras que en

estudios tradicionales se requiere un promedio.
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Figura 3.6: Distribuciéon de SP(t) en una ventana de tiempos largos para el modelo X X 7+
h. El estado inicial es aquel con la energia méas cercana a cero, L = 18 y la magnitud del
desorden es a) h = 0.5, b) h = 3.75 y ¢) h = 6.0. Las curvas negras corresponden a ajustes
de distribuciones exponenciales con parametros de ajuste a) A = 13925.6 y b) A\ = 6.47.
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3.2.3. Analisis del CLT en distintas escalas temporales

Hasta el momento hemos estado trabajando con escalas de tiempo mayores que el tiempo
de relajacion, esto se debe a que la conjetura Aurich-Steiner fue establecida considerando
una ventana de tiempos largos pero ;qué pasa en otras escalas temporales? Para responder
a esta pregunta analizamos diferentes escalas de tiempo para saber cual es la més ade-
cuada para estudiar esta conjetura, dicho analisis se realizé6 empleando la probabilidad de

supervivencia y el modelo GOE. Los resultados se presentan en la Fig. 3.7.
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Figura 3.7: Distribucion de los valores de SP(t) en distintas ventanas de tiempo para
el modelo GOE. El estado inicial considerado es un estado extendido en la base de los
estados propios del hamiltoniano y el tamano de la matriz es N = 1000. Las curvas negras
corresponden a los ajustes a distribuciones exponenciales con parametros de ajuste b)
A =412.335, ¢) A =425.493 y d) A = 325.12.

En el panel (a) de la Fig. 3.7 se observa que a tiempos pequenos ¢t € [1072,107!] la
distribucién no es exponencial y esto se debe a que la dependencia de SP(t) en t va

—iFa=FEg)l " entonces en este intervalo de tiempo los valores de esta exponencial son

como e
parecidos y esto genera la punta que presenta la distribuciéon. Conforme avanzamos en
el tiempo las distribuciones presentan un comportamiento que se acerca al exponencial,
tal como vemos en los paneles (b) y (c), los cuales corresponden a tiempos cercanos al

tiempo de Thouless (b) t € [0.6,8] y tiempos menores al tiempo de relajacion (c) t €
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[15,30]. Finalmente, en una ventana de tiempos mas grandes que el tiempo de relajacion
t € [10%,1.5 x 10%] (panel (d)) la distribucién se ajusta a una distribuciéon exponencial de
mejor forma que las dos anteriores, lo cual nos permite concluir que ésta es la escala de

tiempo mas adecuada para realizar el estudio de la conjetura Aurich-Steiner y el CLT.

3.2.4. Observables

Se estudia la conjetura en términos de las funciones de correlacion I(t) y C(t) (ecuaciones
(2.5) y (2.6)) debido a que éstas se pueden analizar experimentalmente. La estructura ma-
tematica de estas funciones nos permite inferir que cuando se cumple el CLT la distribucién

de los valores de estas observables en una ventana de tiempos largos es gaussiana [66].
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Figura 3.8: Distribucion de los valores de las observables I(t) y C(t) en una ventana de
tiempos largos para el modelo X X7 + h. Se considera como estado inicial a aquel cuya
energia es la més cercana a cero, [, = 18 y la magnitud del desorden es h = 0.5 para
los paneles a) y d), h = 3.75 para los paneles b) y e) y h = 6.0 para los paneles ¢) y f).
Las curvas negras son los ajustes a distribuciones gaussianas con parametros de ajuste a)
p=133x10"% 0 =14x1075b) up=0.579, 0 = 0.022, d) p = —0.041, 0 = 9.4 x 10~*
ye) p=—0.09, c =0.017.

En la Fig. 3.8 se observa que para ambas cantidades la distribucién presenta un comporta-
miento gaussiano con h = 0.5 (paneles (a) y (d)), se desvia del comportamiento gaussiano

cuando h = 3.75 (paneles (b) y (e)) y es muy diferente a una distribucion gaussiana para
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h = 6.0 (paneles (c) y (f)). Estos resultados son consistentes con los mostrados en la
Fig. 3.6 pero en este caso el cumplimiento del CLT no solo depende de las componentes
del estado inicial y del espectro energético, sino que también de los elementos del operador
de espin.

En resumen, en esta parte de la tesis se analiz6é la conjetura Aurich-Steiner encontrando
que su cumplimiento depende de que el CLT se satisfaga. Mostramos que esto depende
del estado inicial considerado, de las correlaciones en el espectro energético, de las corre-
laciones en las componentes del estado inicial y en el caso de las observables también debe
considerarse el papel que juegan los elementos del operador de espin. Ademas se encontré
que las ventanas de tiempos mayores al tiempo de relajacion son las més adecuadas para
analizar el CLT y la conjetura Aurich-Steiner. En cuanto a las distribuciones, para SP(t)
y K (t) se obtienen distribuciones exponenciales mientras que para las observables I(t) y
C(t) se obtienen distribuciones gaussianas cuando se satisface el CLT. Cabe mencionar
que estas distribuciones fueron obtenidas con los valores de las cantidades en ventanas
de tiempos largos y con una sola realizacion de la dinamica. Asimismo, algunos de los
resultados pueden ser de utilidad en el contexto de localizaciéon en sistemas cuanticos de
muchos cuerpos ya que permiten distinguir entre una fase localizada y una fase extendida.
Ademas, se encuentra en preparacién un manuscrito que sera enviado a revista para su
posible publicacion.

Por otra parte, el estudio de las correlaciones en el espectro energético y en las componentes
del estado inicial nos motivo a cuestionarnos sobre las correlaciones en el desorden y cuéles
son sus efectos en el contexto de localizacién de muchos cuerpos, este analisis se muestra

en el siguiente capitulo.



Capitulo 4

Efectos del desorden correlacionado en
el contexto de localizacidon de muchos

cuerpos

El desorden no correlacionado en sistemas cuénticos con interacciones puede inducir una
transicion entre una fase ergddica y una fase localizada, a esta transicion se le conoce
como localizacion de muchos cuerpos [41]. Se han realizado estudios pero ain no se com-
prende por completo esta transicion, algunas de las preguntas que se tienen al respecto
estan relacionadas con los efectos de tamano finito [75-77| y el autopromedio [29, 30, 33].
En cuanto al desorden correlacionado, recientemente se han estudiado sus efectos en el
contexto de atomos frios y machine learning [78|. En la Ref. [41] estudiamos los efectos
del desorden correlacionado en las propiedades estaticas y dinamicas del modelo de Hei-
senberg unidimensional con la intencién de dar una descripcion general de los efectos del
desorden correlacionado en la dindmica de este modelo en el contexto de localizacion de

muchos cuerpos. A continuacion se presenta dicho estudio.

4.1. Andalisis

Para nuestro proposito analizamos la estadistica de los niveles energéticos empleando
la cantidad (7) (ecuacion (1.5)), la razon inversa de participacion (ecuacion (1.7)), la

probabilidad de supervivencia (ecuacion (1.8)) y la funcién de autocorrelacion de espin
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(ecuacion (2.5)). Ademas, el método empleado para generar los campos magnéticos hy
correlacionados se basa en la funcion de distribucion cumulativa F/(X) de la suma de dos
nameros U(0,1) y U(0,1/c), donde ¢ es un numero real positivo. Siendo V; un nimero

U(0,1) se genera la secuencia

Xi =W+ Ve

de tal manera que la secuencia de valores F'(X}) es U(0,1) y esta correlacionada. Dado lo
anterior, los campos magnéticos aleatorios hy se obtienen mediante hy = h[2F (Xj) — 1].
Cabe mencionar que la distribucion F'(Xj) depende del valor de ¢ y puede determinarse
exactamente [79]. El parametro ¢ nos permite controlar el grado de correlaciones, ¢ =~ 0
indica ausencia de correlaciones y conforme aumenta el valor de ¢ las correlaciones también

aumentan.

4.1.1. Propiedades estaticas

En la Fig. 4.1 se muestra el analisis de las propiedades estéaticas consideradas. En el panel
(a) se observa que cuando la magnitud del desorden es pequenia (h = 0.5, curva roja) los
estados se mantienen extendidos independientemente del grado de correlacion y este grado
de extension es similar al de los estados del ensamble GOE. Ademas, cuando las magnitudes
del desorden son grandes (h = 3.75 y h = 6.0, curvas verde y azul respectivamente) se
presenta una transicion que va de una fase localizada (valores pequenos de ¢) a una fase

extendida (valores grandes de c).

Por otro lado, para evitar confusion, en este capitulo emplearemos la palabra repulsion
para referirnos a las correlaciones en el espectro energético. Ahora, en el panel (b) de la
Fig. 4.1 se observa que cuando la magnitud del desorden es pequena (h = 0.5, curva roja) se
presenta una transicion que va de repulsion fuerte (de tipo GOE) a repulsion débil (de tipo
Poisson) conforme aumenta el valor del pardmetro de correlacion y cuando la magnitud
del desorden es grande (h = 3.75 y h = 6.0, curvas verde y azul respectivamente) dicha
transicion se presenta partiendo de repulsion débil (de tipo Poisson) y dirigiendose hacia

repulsion fuerte (de tipo GOE).
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Figura 4.1: Graficas de a) (IPR) vs ¢y b) () vs c. Las curvas sombreadas (grises) repre-
sentan los datos de una realizaciéon mientras que las curvas de color representan promedios
sobre ventanas temporales (media movil). Se consideraron los valores del desorden h = 0.5
(rojo), h = 3.75 (verde) y h = 6.0 (azul), ademas el tamafio de la cadena L = 16. Las
lineas punteadas color negro corresponden al ensamble GOE mientras que las de color
turquesa a una estadistica de tipo Poisson. Los datos numéricos para estas ultimas son:
(IPR)cor ~ 0.00023, (F)cor = 0.54 ¥ (T) poisson = 0.39.

4.1.2. Propiedades dinAmicas

Como se ha mencionado anteriormente, la repulsion se manifiesta en la dinamica de la
probabilidad de supervivencia a través del hoyo de correlaciones y el valor de saturacion
de esta cantidad corresponde al valor del I/ PR. Lo anterior se puede observar en la Fig. 4.2,
por ejemplo, para el valor del pardmetro de correlacion ¢ = 0.5 y la magnitud del desorden
h = 0.5 (curvas color rojo en la Fig. 4.1) tenemos estados extendidos, esto indica un valor
pequeno del PR y en consecuencia un valor de saturacion pequenio para SP(t), ademas la
repulsion es fuerte y esto implica la presencia del hoyo de correlaciones. Dado lo anterior,
en la dinamica de la probabilidad de supervivencia se manifiesta un hoyo de correlaciones
y un valor de saturaciéon pequeno, esto se puede apreciar en la curva color rojo que se
presenta en el panel (d) de la Fig. 4.2. Un segundo ejemplo es la curva color azul del panel
(a) de la Fig. 4.2 correspondiente a la magnitud del desorden h = 6.0 con el parametro
de correlacion ¢ = 15. Revisando la Fig. 4.1 podemos ver que en este caso el valor del
I PR es pequeno y esto implica un valor de saturaciéon pequeno, ademas la repulsion es
fuerte y esto indica la manifestacion del hoyo de correlaciones. Para las demés curvas de
la Fig. 4.2 se puede realizar el mismo analisis, basta con estudiar la Fig. 4.1 para poder

inferir la dindmica de la probabilidad de supervivencia.
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Figura 4.2: Dindmica de SP(t) con diferentes magnitudes del desorden y distintos grados
de correlacion, a) c=15,b) ¢ =8, ¢) c =2y d) ¢ = 0.5. Se considera L = 16 y para cada
panel h = 0.5 (curva color rojo), h = 3.75 (curva color verde) y h = 6.0 (curva color azul).
Las lineas punteadas color negro corresponden a los valores de saturacion. Se considerd
un promedio sobre 500 estados iniciales y 50 realizaciones, ademés se realizé un promedio
sobre ventanas temporales (media movil).

Por otro lado, debido a que la funcién de autocorrelacion de espin puede presentar valores
negativos decidimos estudiar su valor absoluto. Los resultados obtenidos resultaron ser no
triviales y se presentan en la Fig. 4.3. El comportamiento general (decaimiento inicial,
manifestacion de un hoyo de correlaciones y alcanzar un valor de saturacion) es similar
al que presenta la probabilidad de supervivencia. Notemos que en este caso el hoyo de
correlaciones no se encuentra definido como en el caso de la probabilidad de supervivencia,
ademas cuando la magnitud del desorden es h = 0.5 y el parametro de correlacion toma
los valores a) ¢ = 15, b) ¢ = 8 y ¢) ¢ = 2 la presencia de los valores negativos de esta
funciéon se hace notar a través de fluctuaciones. Estos resultados sobre la dindmica y los
correspondientes a las cantidades estéaticas antes presentados nos indican que la inclusion
de desorden correlacionado nos lleva a una variedad de resultados interesantes que no

podrian observarse en el caso de desorden no correlacionado.



Capitulo 4. FEfectos del desorden correlacionado en el contexto de localizacion de muchos
CUETPos 50

10
10 10 100 10° 1 1 100 10

Figura 4.3: Dindmica del valor absoluto de I(t) con diferentes magnitudes del desorden y
distintos grados de correlacion, a) ¢ = 15, b) ¢ = 8, ¢) ¢ = 2 y d) ¢ = 0.5. Se considera
L = 16 y para cada panel h = 0.5 (curva color rojo), h = 3.75 (curva color verde) y
h = 6.0 (curva color azul). Las lineas punteadas color negro corresponden a los valores
de saturacion. Se consideré un promedio sobre 500 estados iniciales y 50 realizaciones,
ademas se realizo6 un promedio sobre ventanas temporales (media movil).

4.1.3. Dependencia en el tamano del sistema

El analisis respecto al tamano del sistema se presenta en las figuras 4.4 y 4.5. En el
panel (a) de la Fig. 4.4 se observa una transicion que va de repulsion fuerte a repulsion
débil para todos los tamanos del sistema considerados. Podemos decir que la transiciéon no
tendra lugar en el limite L — oo debido a que conforme aumenta el tamano del sistema
también aumenta el valor del pardmetro de correlaciéon a partir del cual dicha transicion
ocurre. En los paneles correspondientes a magnitudes grandes del desorden (h = 3.75 y
h = 6.0, paneles (b) y (c) respectivamente) podemos observar transiciones que van de
repulsion débil a repulsion fuerte independientemente del tamano del sistema. Notemos
que las curvas correspondientes a L = 18 (paneles (b) y (c), curvas color turquesa) estéan
incompletas pero esto no afecta el comportamiento general, el cual es similar al de las

curvas correspondientes a otros valores de L.
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Figura 4.4: Graficas de (7) vs ¢ con diferentes magnitudes del desorden, a) h = 0.5, b)
h =3.75y ¢) h = 6.0. Los tamanos del sistema considerados son L = 12 (curva color rojo),
L = 14 (curva color verde), L = 16 (curva color azul) y L = 18 (curva color turquesa). Se
consideraron 40 realizaciones y un promedio sobre ventanas temporales (media movil). Las
lineas color negro punteadas corresponden a GOE (superior, (7)qor = 0.54) y a Poisson
(inferior, (7) poisson = 0.39).
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Figura 4.5: Grgaficas de (IPR) /IPRgog vs ¢ con diferentes magnitudes del desorden, a)
h = 0.5, b) h = 3.75 y ¢) h = 6.0. Los tamanos del sistema considerados son L = 12
(curva color rojo), L = 14 (curva color verde), L = 16 (curva color azul) y L = 18 (curva
color turquesa). Se consider6 un promedio sobre 200 estados iniciales y 40 realizaciones,
ademas se realiz6 un promedio sobre ventanas temporales (media movil).

Por otra parte, en la Fig. 4.5 se muestra el anélisis del I PR normalizado con el I PR corres-
pondiente a GOE. En el panel (a) se presentan los resultados obtenidos para la magnitud
del desorden h = 0.5, éstos indican que los estados estan extendidos independientemente
del tamano del sistema y del grado de correlacion pues el valor del /PR es muy parecido

al de GOE. Para otras magnitudes del desorden (h = 3.75 y h = 6.0, paneles (b) y (c)
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respectivamente) la dependencia en el tamano del sistema se manifiesta cuando el grado
de correlacion es pequeno y cuando éste es grande esta dependencia desaparece. En estos
casos se presenta una transicion que va de estados localizados a estados extendidos confor-
me se incrementa el valor del parametro de correlacion. Notemos que en los paneles (b) y
(c) las curvas correspondientes a L = 16 y L = 18 no estan completas pero esto no afecta
el comportamiento general, al igual que en los paneles (b) y (c¢) de la Fig. 4.4.

En resumen, los resultados obtenidos no son triviales y resultan bastante interesantes en el
sentido de que no se podrian observar en el caso de desorden no correlacionado. En cuanto
al anélisis de la dindmica respecto al tamano del sistema basta con analizar las figuras
4.4 y 4.5 para inferir el comportamiento de las cantidades dindmicas consideradas. Con lo
anterior damos por concluido este trabajo de tesis y en el siguiente capitulo se presentan

las conclusiones generales.



Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo de tesis se analizaron algunos aspectos de la evolucion temporal de siste-
mas cuanticos complejos unidimensionales. En la primera parte se estudiaron los efectos
de los acoplamientos de largo alcance en el modelo de Anderson unidimensional. Anali-
zamos algunas propiedades estaticas y posteriormente un par de propiedades dinamicas,
ademas mostramos cémo se manifiestan las propiedades estéaticas en la dinamica de la
probabilidad de supervivencia y finalmente estudiamos dos escalas temporales: tiempo de
Thouless y tiempo de relajacion. Entre los resultados obtenidos destacan los correspon-
dientes a los acoplamientos de la misma magnitud entre todos los sitios, se encontr6 que las
correlaciones en el espectro energético son independientes de la magnitud del desorden y
del tamano del sistema mientras que los estados estan igualmente localizados pero en este
caso si hay dependencia en el tamano del sistema. La manifestacion de las correlaciones
en el espectro energético se da mediante la presencia del hoyo de correlaciones y la razéon
inversa de participacion se ve reflejada en el valor de saturacion de la probabilidad de
supervivencia. Por otro lado, las escalas temporales presentan un comportamiento lineal
respecto al tamano del sistema y este comportamiento es independiente del rango de los

acoplamientos.

En la segunda parte de la tesis se realizé un estudio de la propiedad de autopromedio en
relacion con el tiempo. Este analisis se desarrolld calculando las distribuciones de ciertas
cantidades en distintas escalas de tiempo con la intencién de saber si éstas y sus propie-
dades nos podrian ayudar a determinar cuando se cumple el autopromedio. En tiempos

mayores al tiempo de relajacion se encontraron distribuciones gaussianas para cantida-
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des autopromediables y esto podria considerarse como una senal de que una distribucion
gaussiana corresponde a una cantidad autopromediable pero los resultados obtenidos para
tiempos cortos no son consistentes con este enunciado, pues en tiempos cortos se encon-
traron distribuciones gaussianas para cantidades no autopromediables.

En la tercera parte se estudié la conjetura Aurich-Steiner. Encontramos que el cumpli-
miento de esta conjetura depende de que se satisfaga el CLT y para que esto suceda se
necesita que las componentes del estado inicial no estén correlacionadas o se encuentren
poco correlacionadas y que el grado de degeneracion en el espectro energético sea pequeno
o nulo. Ademas, se encontré que los estados cuyas componentes estdn poco correlacio-
nadas son estados aleatorios o estados extendidos en la base de los estados propios del
hamiltoniano que dicta la evoluciéon. Asimismo, cuando se cumple el CLT las distribucio-
nes correspondientes al factor de forma espectral y a la probabilidiad de supervivencia
son exponenciales mientras que las correspondientes a la funcién de autocorrelacion de
espin y a la funcién de correlacién conexa espin-espin son gaussianas. Ademas, algunos
de los resultados podrian ser de utilidad en el contexto de localizacién en sistemas de
muchos cuerpos debido a que nos permiten distinguir entre una fase localizada y una fase
extendida.

El analisis que se llevo a cabo en la tercera parte sobre las correlaciones nos condujo a
realizar un estudio de los efectos del desorden correlacionado en el contexto de localizacion
de muchos cuerpos, el cual esta contenido en la cuarta parte de este trabajo de tesis. Los
resultados obtenidos resultaron ser no triviales e interesantes debido a que no podrian
observarse en el caso de desorden no correlacionado.

Para finalizar, como resultado de este trabajo de tesis se publicaron dos articulos, uno
corresponde al estudio del autopromedio y el otro corresponde al analisis de los efectos del
desorden correlacionado en el contexto de localizacion de muchos cuerpos (ver dpendice
A). Se encuentran en preparacion los manuscritos correspondientes al estudio de los efectos
de acoplamientos de largo alcance en el modelo de Anderson unidimensional y al anélisis

de la conjetura Aurich-Steiner.



Apéndice A
Publicaciones

En el periodo de tiempo en que se cubrié el plan de estudios de doctorado en el IFUAP-

BUAP se publicé un par de articulos y los resumenes de éstos se muestran a continuacion.
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Self-averaging in many-body quantum systems out of equilibrium: Time dependence of distributions

E. Jonathan Torres-Herrera,' Isaias Vallejo-Fabila,! Andrei J. Martinez-Mendoza,” and Lea F. Santos ©°
Unstitute de Fistiea, Benemérita Unive reided Autdnoma de Puebia, Apt. Postal J-48, Puebla 72570, Mexice
S Divisicn de Extudios de Posgrado e Tvestigacicn, Tecnoldgice Nacional de México/Institute Tecnoldgico de Oaxaca,
CP 68030, Quyaca de Judrez, Mexico
'Department of Physics, Yeshiva University, New York City, New York TOOI6, USA

M (Received 16 June 2020: revised 26 August 2020; accepted 10 November 2020: published 11 December 2020)

In adisordered system, aquantity is self-averaging when the ratio between its variance for disorder realiz ations
and the square of its mean decreases as the system size increases. Here, we consider a chaotic disordered
many-body quantum system and search for a relationship between sell-averaging behavior and the properties
of the distributions over disorder realizations of various quantities and at different timescales. An exponential
distribution, as found For the survival probability at long times, explains its lack of self-averaging, since the mean
and the dispersion are equal. Gaossian distributions, however, are obtained for both self~avemging and non-self-
averaging quantities. Our studies show also that one can make conclusions about the self-averaging behavior of
one quantity based on the distribution of another related quantity. This strategy allows for semianalviical results,
and thus circumvents the limitations of numerical scaling analysis, which are restricted o few system sizes,

DOL: 10.1103/PhysRevE. 102.062126

Figura A.1: Resumen del articulo correspondiente al estudio del autopromedio.
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Effects of autocorrelated disorder on the dynamics in the vicinity
of the many-body localization transition

Isafas Vallejo-Fabila and E. Jonathan Torres-Herrera
Instituto de Fisica, Benemérita Universidod Autdnoma de Puebla, Apt. Postal J-48 Puebla 72570 Mexico

M (Received 25 June 2022; revised 4 November 2022; accepied 29 November 2022; published 7 Dece mber 2022}

The presence of frozen uncorrelated random on-site potential in interacting quantum systems can induce a
transition from an ergodic phase 10 a localized one, the so-called many-body localization. Here we numerically
study the effects of autocorrelated disorder on the static and dynamical properties of a one-dimensional many-
by quantum system which exhibits many-body localization. Specificallv, by means of some standard measures
of energy level repulsion and localization of energy eigenstates, we show that a strong degree of correlations
between the on-site potentials in the one-dimensional spin-1/2 Heisenberg model leads to suppression of the
many-body localization phase, while level repulsion is mitigated for small disorder strengths, although energy
eigenstates remain well extended. Our findings are also remarkably manifested in the time domain, on which we
put the main emphasis, as shown by the time evolution of experimentally relevant observables, like the return
probability and the spin autocorrelation function.

DOI: 101103/ PhysRevB. 1061220201

Figura A.2: Resumen del articulo correspondiente al estudio de los efectos del desorden
correlacionado en el contexto de localizacion de muchos cuerpos.
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