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HERNÁN CORTEZ ESPINOZA

ASESORA: DRA. MERCEDES PAULINA VELÁZQUEZ QUESADA

PUEBLA, PUE. JUNIO 2019





DEDICATORIA

A mis amigos,

A mi familia,

A tı́, mi buen lector,

A tı́, que sacrificas un poco de tu tiempo por ayudar a tus amigos a salir adelante en esta ciencia
...

I





Agradecimientos

En la noche más oscura,
cuando lo único visible son tinieblas.

Cuando un frio intenso te recorre,
penetra el alma que quedaba.

La alegria, la luz escapan de los ojos
y el corazón palpita lentamente.

En ese momento, no dudaré
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da, Celestino Soriano, Jorge Velázquez, Maribel Méndez, ... Por ser mis maestros, resolver
mis dudas respecto a alguna materia que ustedes me impartieron, pero sobre todo, por
mostrarme la parte humana de hacer ciencia, por sus consejos y su apoyo para que yo
aprendiera mejor.

Un agradecimiento especial a Fanny, que colaboró en la correción de esta tesis. Por las
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Resumen

La veracidad de los contraejemplos propuestos hacia la conjetura de Dirac en “Gauge
symmetries and Dirac conjeture”, es validada. A través del método Hamiltoniano y La-
grangiano para el tratamiento de sistemas con Lagrangianas singulares, se muestra que
las Lagrangianas propuestas en [Wang, 2009] no corresponden a contraejemplos a la con-
jetura de Dirac; su análisis se realiza por el método de Dirac con la modificación del teore-
ma de Castellani para hallar sus respectivas transformaciones de norma, ası́ como por el
método Lagrangiano. En este trabajo, se observa que el análisis Hamiltoniano y Lagran-
giano realizado en [Wang, 2009] para hallar las transformaciones de norma es erróneo y
se verifica que las transformaciones halladas en [Kiriushcheva, 2011] por el método Ha-
miltoniano son correctas. También se hallan las transformaciones de norma por el método
Lagrangiano para estas Lagrangianas. A partir de estos resultados se concluye que una
Lagrangiana puede tener diferentes transformaciones de norma halladas por el método
Lagrangiano o Hamiltoniano, pero que eso no es criterio suficiente para la invalidez de la
conjetura de Dirac.

Palabras clave: Conjetura, constricciones, Dirac, norma, transformaciones.
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Capı́tulo 1

Introducción

El formalismo desarrollado a partir de la década de 1940 para el tratamiento de siste-
mas singulares lagrangianos se sintetiza en la obra de Dirac en el libro [4]. En el primer
capı́tulo, tras obtener todas las constricciones de una Lagrangiana singular, estas se sepa-
ran en las que son de primera clase y las otras que son de segunda clase. Se observa que
las constricciones primarias de primera clase (φ) dan origen a una transformación infini-
tesimal de contacto que no altera el estado fı́sico del sistema. Estas transformaciones se
conocen como transformaciones de norma. Si se toma una variable dinámica y se aplican
dos transformaciones consecutivas con funciones generadoras εaφa y γa′φa′ se obtiene una
transformación de norma cuyos generadores están dados por las funciones {φa, φa′} las
cuales son funciones de primera clase. Estos generadores, que llevan a transformaciones
de norma, son funciones de primera clase, pero no necesariamente provienen de una com-
binación lineal de costricciones primarias de primera clase; también pueden considerarse
constricciones de primera clase de generaciones superiores, con lo que se postula que en
general, todas aquellas constricciones que sean de primera clase deben generar una transforma-
ción infinitesimal de contacto que no modifica el estado fı́sico del sistema. Pero Dirac no puede
probarlo en ese momento; y sin en cambio no se habı́a encontrado un ejemplo en el que
una constricción secundaria de primera clase cambiara el estado fı́sico del sistema de es-
tudio. A esta proposición se le conoce actualmente como la Conjetura de Dirac y hasta la
fecha se ha tratado de mostrar su invalidez, como en [1], [5] o más recientemente en [11], o
su validez en [3] donde bajo ciertas condiciones, se convierte a la conjetura en un teorema.

En este trabajo se verifica que los contraejemplos propuestos por [11] para mostrar la
invalidez de la conjetura de Dirac son erroneos, pues no se abordan de la manera correcta
por los enfoques lagrangiano ni hamiltoniano. Esto repercute en que las transformacio-
nes de norma halladas por cada enfoque no llevan a una simetrı́a del sistema propuesto.
Probar que estos sistemas sı́ satisfacen la conjetura ayudarı́a a clarificar para qué sistemas
singulares es válida esta proposición. Parte de esta revisión se sustenta en el trabajo hecho
por Kiriushcheva en [6] donde se obtienen las transformaciones de norma por el método
hamiltoniano; el desarrollo del enfoque Lagrangiano es la aportación de este trabajo y da
soporte a lo que se halló por parte de Kiriushcheva.
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Capı́tulo 2

El formalismo Hamiltoniano para
sistemas singulares

En los primeros cursos de licenciatura se enseñan métodos para estudiar sistemas en la
mecánica clásica, usando el formalismo newtoniano con vectores y resolviendo las ecua-
ciones de movimiento derivadas de este análisis. Más tarde se observa que para su estudio
uno puede proseguir en el análisis de un sistema sólo usando las herramientas que se nos
han proporcionado en los cursos de cálculo. He aquı́ un repaso.

2.1. Formalismo de Lagrange y Hamilton

2.1.1. El principio de mı́nima acción y las ecuaciones de Euler-Lagrange

Definición 2.1. Sea S : C1[t0, t1] −→ R una funcional con dominio sobre todas aquellas fun-
ciones continuamente diferenciables sobre el intervalo [t0, t1] y sea qqq : [t0, t1] −→ Rn tal que
qqq(t) = (q1(t), q2(t), ..., qn(t))1 es una curva. A la funcional

S[q(t)] :=

∫ t1

t0

L(qqq(t), q̇qq(t), t)dt (2.1)

se le llama acción del sistema y L(qqq(t), q̇qq(t), t) es la función función lagrangiana o simplemente
lagrangiana asociada al sistema de estudio.

Aunque la acción es una funcional que sólo depende de una variable [qqq(t)], su valor
se ve afectado por:

El intervalo [t0, t1].

La curva qqq(t) y las condiciones de frontera (es decir, qqq(t0) = q0q0q0 y qqq(t1) = q1q1q1).

1Al igual que con esta variable qqq a lo largo de este texto, aquellas variables en negritas son consideradas
como vectores, mientras que a sus componentes no se les resaltan en la escritura de las ecuaciones.

3
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La función L(qqq(t), q̇qq(t), t).

Al ser S una función diferenciable de una sola variable, es posible usar las herramien-
tas de cálculo diferencial que ya se conocen para hallar sus puntos crı́ticos, sus puntos de
inflexión, entre otras caracteristicas que se necesitan saber de una función que describe
(como en este caso) un sistema fı́sico.

Para sistemas que satisfacen las ecuaciones de Newton, la Lagrangiana esL(qqq(t), q̇qq(t), t) =
T (qqq(t), q̇qq(t), t) − V (qqq(t), t) con T la energı́a cinética y V la energı́a potencial asociadas al
sistema de interés2.

Definición 2.2. (Principio de Hamilton o de mı́nima acción)
Para un sistema fı́sico con n grados de libertad discretos, la trayectoria fı́sica del sistema du-

rante el intervalo [t0, t1] está descrita por la curva qqq(t) para la cual la funcional

S[qqq(t)] =

∫ t1

t0

L(qqq(t), q̇qq(t), t)dt (2.2)

es estacionaria (punto de silla) o extremal (máxima o mı́nima).

En otras palabras, para un sistema fı́sico, uno puede imaginarse las distintas trayecto-
rias qqq(t) en el espacio de configuración que parten desde qqq(t0) y terminan en qqq(t1), cada
una de ellas lleva a un valor distinto de la acción, pero la trayectoria qqq(t) que tiene rele-
vancia fı́sica es aquella que minimiza el valor de la acción.

Usando métodos del cálculo variacional se obtiene que la función qqq(t) que satisface el
principio de Hamilton es la que satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange:

Definición 2.3. Al conjunto de ecuaciones

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 ; i = 1, 2, ..., n (2.3)

se les llama ecuaciones de Euler-Lagrange o simplemente ecuaciones de Lagrange para la acción
S[qqq(t)]. A las parciales ∂L

∂q̇i
se les conoce como los momentos generalizados mientras que ∂L

∂qi
se

conocen como las fuerzas generalizadas.

2.1.2. Las ecuaciones de Hamilton

A través de una transformada de Legendre, un sistema de n ecuaciones diferenciales
de Euler-Lagrange de segundo orden pasa a ser un sistema de 2n ecuaciones de primer
orden.

2La deducción de la forma de la Lagrangina L = T − V viene a partir del principio de D’Alembert. Para
mas detalles, consulte [10, pag. 28]
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Teorema 2.1.1. El sistema de n ecuaciones de Lagrange es equivalente al sistema de 2n ecuaciones
de primer orden, llamadas ecuaciones de Hamilton

ṗpp = −∂H
∂qqq

,

q̇qq =
∂H

∂ppp
,

donde H(ppp,qqq, t) = ppp · q̇qq − L(qqq, q̇qq, t) es la transformada de Legendre de la lagrangiana, vista como
una función de q̇qq.

Ambos sistemas de ecuaciones son equivalentes; el uso de uno u otro depende de la
conveniencia de uno al momento de resolver las ecuaciones de movimiento.

2.2. Sistemas singulares

2.2.1. Constricciones primarias

De manera general, las ecuaciones de Lagrange se pueden reescribir de la siguiente
forma3:

Wij(q, q̇)q̈
j +Ki(q, q̇) = 0; (i, j = 1, 2, ..., n), (2.4)

donde Ki(q, q̇) = ∂L
∂qi
− ∂L

∂q̇i∂t
− ∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j y Wij(q, q̇) = ∂L

∂q̇i∂q̇j
es un elemento de la matriz

Hessiana. Visto de esta forma, las ecuaciones de Lagrange forman un sistema de ecuacio-
nes lineales para las aceleraciones de tal manera que, para que exista una solución a este
sistema, se debe cumplir la condición que:

det(Wij) 6= 0. (2.5)

A aquellos sistemas que cumplen la condición se les conoce como sistemas regulares.
Esto significa que las aceleraciones tendrán una solución única y la transformada de Le-
gendre puede realizarse sin mayor problema; los momentos son expresados en función
de las coordenadas y velocidades generalizadas y puede hallarse la función hamiltoniana.
En otro caso, si

det(Wij) = 0, (2.6)

se dice que el sistema dinámico es un sistema singular.

A partir de la definición de momentos generalizados, si se cumple la condición (2.5),
los momentos pueden escibirse en términos de las coordenadas y velocidades generali-
zadas. En caso contrario se observa que no todas las velocidades pueden ser expresadas

3Cuando sea necesario, se usará el simbolo de sumatoria para expresar la suma de componentes. En otro
caso, se usará la notación de suma abreviada
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como funciones de coordenadas y momentos, por lo que la transformada de Legendre
no se puede realizar y las ecuaciones que definen los momentos se pueden ver como re-
laciones entre los momentos y las coordenadas; dichas relaciones a su vez definen una
superficie en el espacio fase que se denota como Σ1. Las relaciones tienen la forma:

φ1
µ(qi, pi) ≈ 0 µ = 1, 2, ...,M, (2.7)

denominadas constricciones primarias y se derivan de la definición de momento canónico,
el sı́mbolo ≈ significa que las constricciones son nulas en la superficie de constricciones
primarias Σ1 y no en todo el espacio fase. El superı́ndice de φ se asocia a las primeras
constricciones que surgen de este algoritmo. Se verá mas adelante que es posible hallar
más constricciones (si el sistema de estudio lo permite) y cómo es que se derivan.

Si el rango de la matrı́z Hessiana es constante en el espacio de configuración, las ecua-
ciones que definen a la superficie de constricciones definen una subvariedad dentro del
espacio fase. La dimensión de dicha variedad depende del número de constricciones pri-
marias independientes que puede hallarse a partir del rango de la matriz Hessiana n× n

ρ(Wij) = ρ

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
= n−M ′ , (2.8)

en donde M ′ es la nulidad de la matriz Hessiana, y coincide con el número de constric-
ciones primarias independientes.

2.2.2. Condiciones de regularidad

Existen maneras diferentes de representar una superficie dada por medio de las rela-
ciones de la forma (2.7). Por ejemplo, la superficie

p2 + q1 = 0 (2.9a)
es equivalente a escribir

(p2 + q1)2 = 0 (2.9b)
o como √

|p2 + q1| = 0. (2.9c)
Para usar el formalismo Hamiltoniano, se vuelve necesario imponer restricciones en

la elección de las funciones φi, las cuales representan la superficie de constricciones pri-
marias. Estas son conocidas como condiciones de regularidad.

La superficie de constricciones de dimensión (2n −M ′) debe poderse cubrir con re-
giones abiertas sobre cada una de las cuales (localmente) las funciones de constricción
pueden separarse en dependientes e independientes. El número de constricciones inde-
pendientes coincide con el rango de la matrı́z jacobiana sobre la superficie de constriccio-
nes:

ρ

(
∂φµ′

∂(qi, pi)

)
= M ′,
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.

Las condiciones sobre la matriz jacobiana ∂φµ′/∂(qi, pi) se pueden reformular de ma-
nera alternativa como sigue:

1. Las funciones φµ′ pueden ser tomadas localmente como las primeras M ′ coordena-
das de un nuevo y regular sistema de coordenadas en la vecindad de la superficie
de constricciones.

2. Los gradientes dφ1, ..., dφM ′ son localmente linealmente independientes en la super-
ficie de constricciones. Es decir, dφ1 ∧ ... ∧ dφM ′ 6= 0 (el producto exterior dado en la
superficie de constricciones).

3. Las variaciones δφµ′ son de orden infinitesimal ε para variaciones arbitrarias δqi y
δpi de orden ε (terminologı́a de Dirac).

Regresando al ejemplo, se observa que la descripción para la superficie de constric-
ciones dada por (2.9a) es admisible. En efecto, ∂(p2 + q1)/∂(qn, pn) es de rango dos. Sin
embargo (2.9b) o (2.9c) no son válidos, pues por ejemplo el rango de la matrı́z ∂((p2 +
q1)2)/∂(qn, pn) se anula en los puntos p2 = −q1 y es igual a dos en cualquier otro caso.

2.2.3. El Hamiltoniano canónico H0

Antes de continuar, se enuncian las siguientes propiedades que serán útiles en lo que
sigue.

Teorema 2.2.1. Si G es una función (suave)4 en el espacio fase que se anula en la superficie de
constricciones Σ1, entonces G es una combinación lineal de las constricciones primarias. Es decir,
G := gmφ1

m para algunas funciones gm.

Teorema 2.2.2. Si λiδqi + µiδpi = 0 para variaciones arbitrarias de δqi y δpi tangentes a la
superficie de constricciones, entonces

λi = uµ
∂φ1

µ

∂qi
,

µi = uµ
∂φ1

µ

∂pi
, (2.10)

para algún conjunto de funciones uµ. Las igualdades anteriores se satisfacen sobre la superficie de
constricciones dadas por (2.7)5

4Una función es suave si admite derivadas de cualquier orden, y por lo tanto, todas sus derivadas de
cualquier orden son continuas

5Para una prueba de este teorema, consulte [8].
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Si las constricciones satisfacen las condiciones de regularidad, se define el hamiltoniano
canónico:

H0 = q̇ipi − L(qi, q̇i). (2.11)

En la ecuación (2.11), debido a la definición de momento generalizado, H0 es una
función dependiente de las coordenadas y las velocidades generalizadas. Considere la
variación de H0 en relación a variaciones de las posiciones y las velocidades:

δH0 = q̇iδpi + δq̇ipi − δq̇i
∂L

∂q̇i
− δqi ∂L

∂qi

= q̇iδpi − δqi
∂L

∂qi
. (2.12)

Entonces el Hamiltoniano canónico se puede ver como función de qi y pi. Sin embar-
go las variaciones de δqi y δpi en (2.12) no son arbitrarias; tienen que ser tangentes a la
superficie de constricciones primarias Σ1; ası́ el Hamiltoniano canónico está bien defini-
do sobre Σ1. Se verá más adelante que H0 puede ser extendido fuera de la superficie de
constricciones Σ1 a través de una combinación lineal de constricciones

H0 −→ H0 + cµ(q, p)φ1
µ. (2.13)

Como H0 es una función dependiente de qi y pi,

δH0 =
∂H0

∂pi
δpi +

∂H0

∂qi
δqi. (2.14)

Entonces, a partir de (2.12) y de (2.14),(
∂H0

∂qi
+
∂L

∂qi

)
δqi +

(
∂H0

∂pi
− q̇i

)
δpi = 0 (2.15)

y usando el teorema (2.2.2), los coeficientes de (2.15) se expresan de la siguiente forma:

q̇i =
∂H0

∂pi
+ uµ

∂φ1
µ

∂pi
,

−
(
∂L

∂qi

)
q̇

=

(
∂H0

∂qi

)
p

+ uµ
∂φ1

µ

∂qi
. (2.16)

Estas relaciones son importantes porque permiten establecer a las velocidades q̇i a par-
tir de los momentos pi (cuando se cumple φ1

µ = 0) y de los parámetros uµ. Estos paráme-
tros extra pueden verse como coordenadas en la superficie de imágenes inversas de una
pi dada.

Si las constricciones son independientes, los vectores ∂φ1
µ/∂pi son también indepen-

dientes sobre la superficie φ1
µ, consecuencia de las condiciones de regularidad. Por lo tan-

to, no hay dos conjuntos diferentes de u’s que puedan producir las mismas velocidades.
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Esto significa que las u’s pueden ser expresadas, en términos de las coordenadas y las
velocidades resolviendo las siguientes ecuaciones.

q̇i =
∂H0

∂pi
(q, p(q, q̇)) + uµ(q, q̇)

∂φ1
µ

∂pi
(q, p(q, q̇)). (2.17)

Definimos la transformada de Legendre partiendo del espacio (q, q̇) hacia la superficie
φ1
µ(q, p)

Σ1= 0 del espacio (q, p, u) mediante:

qi = qi,

pi =
∂L

∂q̇i
(q, q̇), (2.18)

uµ = uµ(q, q̇).

Note que esta transformación entre espacios de dimensión 2N es invertible.

qi = qi,

q̇i =
∂H0

∂pi
+ uµ

φ1
µ

∂pi
, (2.19)

φ1
µ(q, p) = 0.

Aquı́, las ecuaciones (2.18) dan lugar a las ecuaciones (2.19) y viceversa. Debe men-
cionarse que el desarrollo anterior sólo es válido en regiones cercanas a Σ1. Se asumirá
a partir de ahora que un Hamiltoniano H0 puede ser definido globalmente como una
función de q’s y p’s.

2.2.4. Principio de acción del Hamiltoniano primario Hp

Las ecuaciones (2.16) pueden escribirse con la ayuda de las ecuaciones de Lagrange
en la forma hamiltoniana y con la ayuda de la siguiente definición.

Definición 2.4. Sean F(q,p) y G(q,p) funciones en el espacio fase. Se define el Paréntesis de
Poisson como sigue

{F,G} :=
n∑
i=1

∂F

∂qi
∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi
=
∂F

∂qi
∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi
(2.20)

El cual cumple con las siguientes propiedades:

Si F(q,p), G(q,p) y R(q,p) son funciones en el espacio fase y α, β ∈ R, entonces

Bilinealidad.
{F, αG+ βR} = α{F,G}+ β{F,R} (2.21a)

Antisimetrı́a
{F,G} = −{G,F} (2.21b)
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Producto
{F,GR} = {F,G}R +G{F,R} (2.21c)

Identidad de Jacobi

{{F,G}, R}+ {{R,F}, G}+ {{G,R}, F} = 0 (2.21d)

Usando la definición de paréntesis de Poisson, las ecuaciones (2.16) se pueden escribir
como sigue:

q̇i =
∂H0

∂pi
+ uµ

∂φ1
µ

∂pi
= {qi, H0}+ uµ{qi, φ1

µ},

ṗi = −∂H0

∂qi
− uµ

∂φ1
µ

∂qi
= {pi, H0}+ uµ{pi, φ1

µ}, (2.22)

φ1
µ(q, p) = 0.

Note que si el sistema no presenta constricciones, las dos primeras ecuaciones presen-
tan la forma ordinaria de las ecuaciones de Hamilton. Estas ecuaciones también pueden
hallarse a partir del principio de acción hamiltoniano aplicado a la acción primaria:

Definición 2.5. A partir de Hamiltoniano canónico H0, se define el Hamiltoniano primario
como sigue:

Hp := H0 + uµφ1
µ. (2.23)

Es decir, el hamiltoniano primario es el hamiltoniano canónico más la suma de las combinaciones
lineales posibles de las constricciones primarias independientes.

Para este nuevo hamiltoniano, se tiene una acción primaria

Sp[q
i, pi, u

µ] =

∫ t1

t0

(q̇ipi −H0 − uµφ1
µ)dt =

∫ t1

t0

(q̇ipi −Hp)dt (2.24)

con las condiciones δqi(tα) = 0, (α = 0, 1). Para esta expresión de la acción, las varia-
bles uµ son multiplicadores de Lagrange.

2.2.5. Constricciones secundarias, terciarias, etc.

En el método hamiltoniano es necesario que las constricciones primarias se preserven
constantes en el tiempo y esto debe cumplirse para cualquier valor inicial que tomen las
variables dinámicas que se están usando; esta es llamada condición de consistencia sobre
las constricciones primarias. Se verifica que φ̇1

µ = dφ1
µ/dt ≈ 0. Visto de otra manera

φ̇1
µ = {φ1

µ, H0}+ uν{φ1
µ, φ

1
ν} ≈ 0 (2.25)
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donde µ, ν = 1, ...,M . Esto se hace con todas las constricciones primarias halladas en el
algoritmo, tanto dependientes como independientes.

Se definen

hµ = {φ1
µ, H0}

Pµν = {φ1
µ, φ

1
ν} (2.26)

Ası́ la ecuación (2.25) toma una forma matricial

Puuu+ hhh ≈ 0 (2.27)

donde P es una matrı́z formada con los paréntesis de Poisson de las constricciones prima-
rias yuuu,hhh son vectores. Para queuuu, el vector formado por los multiplicadores de Lagrange
este determinado, es necesario que detP 6= 0. Se tienen los siguientes casos para este sis-
tema matricial:

1. hhh 6= 0 y detP 6= 0

La ecuación (2.25) representa un sistema matricial no homogeneo para uuu. Luego el
sistema tiene una solución única y es uuu Σ1= −P−1hhh con P−1 la matrı́z inversa de P .

2. hhh 6= 0 y detP = 0

SeaR el rango de la matrı́z P . Como P es una matrı́zM×M entonces existenM−R
vectores nulos linealmente independientes ννν de modo que

Pννν = 0 (2.28)

o una forma equivalente
ννν · hhh = 0 (2.29)

En esta situación, o se satisfacen idénticamente estas relaciones o existe algún núme-
ro K de nuevas relaciones entre los momentos y las coordenadas independientes de
las constricciones primarias. A estas relaciones se les llaman constricciones secunda-
rias y se denotan como

φ2
ν′ ≈ 0 (ν ′ = M + 1, ...,M +K). (2.30)

Estas nuevas constricciones definen una nueva superficie de constricciones llamada
superficie de constricciones secundaria. El movimiento del sistema fı́sico en el espa-
cio fase se restringe a la intersección de la superficie primaria y la secundaria.
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3. hhh = 0 y detP = 0

El sistema matricial homogeneo para el vector uuu tiene soluciones no triviales, pues
detP = 0. Si el rango de la matrı́z P es R, sólo M ′ − R de los elementos de uuu serán
fijos débilmente; sobre la supeficie de constricciones.

4. hhh = 0 y detP 6= 0

Solo existe la solución trivial uuu = 0. Es decir, H0 = Hp

En caso de existir constricciones secundarias, es necesario que también cumplan las
condiciones de consistencia

˙φµ′
2

= {φ2
µ′ , H0}+ uν{φ2

µ′ , φ
1
ν} ≈ 0, (2.31)

para este caso µ′ = M + 1, ...,M +K, ν = 1, ...,M , mµ = 1 para µ = 1, ...,M (que denotan
a las constricciones primarias) y mµ = 2 para µ = M + 1, ...,M + K (que denotan a las
constricciones secundarias). Por lo que se vuelven a considerar los casos anteriores. Pa-
ra el segundo caso, la matrı́z P puede incrementarse (o quedarse igual) y el número de
vectores nulos también puede incrementarse (o quedarse igual). Entonces en el algorit-
mo pueden obtenerse más constricciones terciarias K1 y son independientes de todas las
anteriores. De manera similar, se pide que estas constricciones se preserven en el tiempo.
Este proceso se repite hasta que ya no aparezcan más constricciones o surjan ahora como
una combinación lineal de constricciones que previamente ya habı́an aparecido. Ası́ todas
las constricciones obtenidas para el sistema satisfacen una ecuación de consistencia de la
forma:

φ̇µ
mµ

= {φmµµ , H0}+ uν{φmµµ , φ1
ν}

Σ1= 0, (2.32)

donde µ = 1, ..., J , es el número total de constricciones y ν = 1, ...,M , el superı́ndice mµ

denota la generación a la que pertenece dicha constricción, ası́ mµ = 1 para µ = 1, ...,M
(constricciones primarias) y mµ = 2 para µ = M + 1, ...,M + K (constricciones secunda-
rias), etc.

Una vez que se han hallado todas las constricciones, la atención se centra sobre las
condiciones que deben cumplir los multiplicadores de Lagrange. En lo que sigue, a to-
das las constricciones en el formalismo Hamiltoniano se les denotará de la forma φµ; en
caso de ser necesario en algún procedimiento, se hará la distinción entre constricciones
primarias y secundarias. De la ecuación (2.32) por consistencia todas las constricciones de
cualquier generación deben cumplir6:

{φµ, H0}+ uν{φµ, φ1
ν} ≈ 0. (2.33)

Es posible considerar esta ecuación como un conjunto de J ecuaciones lineales no ho-
mogeneas, con M ≤ J , o definiendo P ′µν = {φν , φ1

µ} y h′ν = {φν , H0}, la ecuación anterior

6Todas las constricciones halladas se evolucionan con el hamiltoniano primario.
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nuevamente es vista como un sistema matricial donde es necesario hallar una solución
para el vector uuu. La solución más general a estas ecuaciones es:

uuu = UUU + VVV (2.34)

donde UUU es una solución particular al la ecuación homogénea (2.33) y VVV es la solución
más general de la ecuación.

P ′VVV = 000 (2.35)

La solución más general de VVV es una combinación lineal de los vectores nulos lineal-
mente independientes VαVαVα de la matrı́z P ′. Por lo tanto, el vector uuu se escribe como:

uuu = UUU +
∑
α=1

vαVαVαVα (2.36)

donde los coeficientes vα(q, p) son totalmente arbitrarios en el espacio fase. Con el desa-
rrollo anterior, se muestra a los multiplicadores de Lagrange separados en una parte que
esta determinada por las condiciones de consistencia UUU y otra parte que sigue siendo ar-
bitraria

∑
α=1 v

αVαVαVα.

Reescribiendo el hamiltoniano primario ahora con las expresiones para el vector uuu,
este se escribe como sigue:

Hp = H0 + uµφ1
µ

= H0 + Uµφ1
µ︸ ︷︷ ︸

H′

+vα V µ
α φ

1
µ︸ ︷︷ ︸

φ1α

= H ′ + vαφ1
α. (2.37)

2.2.6. Constricciones de primera y segunda clase.

Para el algoritmo, no hay diferencia alguna entre las constricciones primarias o secun-
darias; son indistintas. Sin embargo, el procedimiento exige clasificar las constricciones
de acuerdo a su comportamiento con las demás. Para ello se definen los siguientes con-
ceptos.

Definición 2.6. Sean F(q,p) y G(q,p) dos funciones en el espacio fase. Se dice que estas funciones
son débilmente iguales entre sı́ si F − G = cµ(q, p)φµ. Es decir, son iguales en la subvariedad
definida por las constricciones φµ ≈ 0. Se denota como F ≈ G. Por otro lado, si la igualdad no solo
se restringe a la subvariedad, si no que es válida en todo el espacio fase, entonces ambas funciones
son fuertemente iguales entre sı́ y se denota esto como F = G.

Definición 2.7. Sea F (q, p) una función definida en el espacio fase. F es una función de primera
clase si

{F, φµ} ≈ 0 (2.38)
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es decir, el paréntesis de Poisson con todas las constricciones halladas es nulo sobre la subvariedad
definida por las constricciones. En otro caso, si existe alguna en la que el paréntesis sea diferente
de cero se dice que la función F es de segunda clase.

El siguiente teorema será útil en la próxima sección.

Teorema 2.2.3. El hamiltoniano H ′ = H0 + Uνφ1
ν es una función de primera clase.

Demostración. Basta probar que {φµ, H ′} ≈ 0. A partir de las relaciones de consistencia se
tiene que:

0 ≈ {φµ, H0}+ uν{φµ, φ1
ν}

= {φµ, H0}+ Uν{φµ, φ1
ν}+ vαV ν

α {φµ, φ1
ν}

≈ {φµ, H0}+ U ν{φµ, φ1
ν}

= {φµ, H0}+ {φµ, Uνφ1
ν} − {φµ, Uν}φ1

ν

≈ {φµ, H0}+ {φµ, Uνφ1
ν}

= {φµ, H ′}.

Considerando a las constricciones como funciones en el espacio fase y usando la de-
finición anterior, es posible hacer una clasificación entre ellas. Una constricción será de
primera clase si su paréntesis de Poisson con ella misma y el resto de constricciones es
débilmente cero; estas se denotan como γa. En cambio, a aquellas cuyo paréntesis es no
nulo al menos con una de las costricciones son llamadas constricciones de segunda clase
y se denotan como χα. Algunas veces esta separación no es inmediata, es necesario que
se cumplan otras condiciones al hacer esta separación.7

Considere la matrı́z P cuyos elementos son de la forma

Pij = {φi, φj}, (2.39)

y a continuación el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4. Si det(Prs) ≈ 0, entonces existe al menos una constricción de primera clase entre
las φs’s halladas en el algoritmo.8

2.2.7. Transformaciones de norma

El estado de un sistema fı́sico está determinado por los valores iniciales de las varia-
bles del espacio fase q’s y p’s. Para sistemas clásicos regulares una vez que se han dado las

7En base a la matriz Pij es posible separar las constricciones que se han hallado y verificar si son inde-
pendientes o son una combinación lineal del resto de constricciones. Para más detalles sobre este algoritmo,
véase [8]

8La prueba de este teorema se halla en [8].
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condiciones iniciales de un sistema en un tiempo inicial t0, es posible determinar en un
tiempo posterior t1 cuáles son los valores de las coordenadas y momentos del sistema de
estudio. Esto no es posible en sistemas singulares debido a la presencia de los coeficientes
u’s y v’s (especı́ficamente) presentes en las ecuaciones de Hamilton. Estos coeficientes son
multiplicadores de Lagrange y están asociados a ambigüedades inherentes al sistema. Es
decir, una vez que se ha elegido el marco de referencia inercial y las coordenadas que des-
cribirán al sistema, el estado fı́sico del sistema no determina de manera única los valores
de las coordenadas y momentos, pero el caso inverso es cierto; si se conocen los valores
de las coordenadas y los momentos del sistema fı́sico, se puede determinar el estado del
sistema. Existen múltiples valores de las variables canónicas que corresponden al mismo
estado fı́sico y una relación entre estas coordenadas equivalentes entre sı́ de modo que el
sistema fı́sico de estudio no sufre cambio cuando se hace un cambio de coordenadas.

De manera burda en el párrafo anterior se ha usado el concepto de simetrı́a. Se di-
ce que en un sistema fı́sico hay una simetrı́a si existen regiones en el espacio fase que
describen el mismo estado fı́sico. De manera analı́tica, las simetrı́as se observan cuando
las ecuaciones de movimiento, la Lagrangiana o la Hamiltoniana son invariantes bajo un
cambio de coordenadas, es decir, tienen la misma estructura o las ecuaciones llevan a otro
sistema equivalente (transformaciones de punto en el caso lagrangiano o transformacio-
nes canónicas en el caso hamiltoniano, ambos para sistemas que son regulares).

Para sistemas singulares en los que se hallaron sus constricciones y se han separado en
aquellas que son de primera y segunda clase es posible encontrar estas transformaciones
que conecten regiones equivalentes en el espacio fase.

Considere una variable dinámica F (qqq,ppp) en un tiempo t1 y luego en otro instante t2 =
t1 + δ̄t. La evolución temporal para esta variable es:

dF

dt
= Ḟ

=
F (t1 + δ̄t)− F (t1)

δ̄t
. (2.40)

Entonces,

F (t1 + δ̄t) = F (t1) + Ḟ δ̄t

= F (t1) + {F,Hp}δ̄t
= F (t1) + [{F,H0}+ uµ{F, φ1

µ}]δ̄t
= F (t1) + [{F,H0}+ (Uµ + vaV µ

a ){F, φ1
µ}]δ̄t. (2.41)

Ası́, considerando otro coeficiente arbitrario v′a tenemos F ′(t1+δ̄t) = F (t1)+[{F,H0}+
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(Uµ + v′aV µ
a ){F, φ1

µ}]δ̄t, y tomando la diferencia de ambas expresiones:

δF (t1 + δ̄t) = F (t1 + δ̄t)− F ′(t1 + δ̄t)

= F (t1) + [{F,H0}+ (Uµ + va){F, φa}]δ̄t
−

[
F (t1) + [{F,H0}+ (Uµ + v′a){F, φa}]δ̄t

]
= δ̄t va{F, φa} − δ̄t v′a{F, φa}
= δ̄t(va − v′a){F, φa}
= εa{F, φa}. (2.42)

donde se ha usado que εa = δ̄t(va−v′a). El desarrollo previo ha sido para observar cómo es
que las arbitrariedades presentes en las ecuaciones dadas por los coeficientes va’s llevan
a estados equivalentes donde el sistema fı́sico no se ve alterado de forma alguna. En
resumen, se tiene la siguiente definición.

Definición 2.8. Sea F(qqq,ppp) una variable dinámica y εaφa una combinación lineal de las constric-
ciones de primera clase halladas en el algoritmo. A la expresión

δF := εa{F, φa} (2.43)
se le llama transformación de norma de la variable dinámica F y es tal que no modifica el estado
fı́sico del sistema.

En general, las transformaciones (2.43) no son las únicas que no alteran el estado fı́sico
del sistema. En efecto, los paréntesis de Poisson de dos constricciones de primera clase
también son generadoras de norma, ası́ como la función H ′. Se prueban los siguientes
teoremas para ello.

Teorema 2.2.5. El paréntesis de Poisson {φ1
a, φ

1
a′} de dos constricciones primarias de primera

clase genera una transformación de norma.
Demostración. Sea g(qqq,ppp) una variable dinámica. Aplicando una transformación de norma
a esta variable con una función generadora εaφ1

a y luego con la función γa′φ1
a′ :

g′ = g + δε + δγ

= g + εa{g, φ1
a}+ γa

′{g + εa{g, φ1
a}, φ1

a′}
Aplicando nuevamente estas transformaciones en orden inverso.

g′′ = g + δγ + δε

= g + γa
′{g, φ1

a′}+ εa{g + γa
′{g, φ1

a′}, φ1
a}.

Tomando la diferencia entre ambas expresiones:

∆g = g′′ − g′

= g + γa
′{g, φ1

a′}+ εa{g + γa
′{g, φ1

a′}, φ1
a}

− g + εa{g, φ1
a}+ γa

′{g + εa{g, φ1
a}, φ1

a′}
= εaγa

′ [{{g, φ1
a′}, φ1

a} − {{g, φ1
a}, φ1

a′}
]

= −εaγa′{{φ1
a, φ

1
a′}, g}

= εaγa
′{g, {φ1

a, φ
1
a′}}.
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De esta manera, ∆g es una transformación de norma generada por el paréntesis de
Poisson {φ1

a, φ
1
a′}.

Teorema 2.2.6. El paréntesis de Poisson {φ1
a, H

′} de cualquier constricción primaria con el Ha-
miltoniano de primera clase H ′ genera una transformación de norma.9

Demostración. Sea F (qqq,ppp) una variable dinámica. Considere la siguiente combinación.

{δεF,H0 + Uνφ1
ν} − δε{F,H0 + Uνφ1

ν} = {εa{F, φ1
a}, H0 + Uνφ1

ν} − εa{{F,H0 + Uνφ1
ν}, φ1

a}
= εa

[
{{F, φ1

a}, H0 + Uνφ1
ν}+ {{H0 + Uνφ1

ν , F}, φ1
a}
]

= −εa{{φ1
a, H0 + Uνφ1

ν}, F}
= εa{F, {φ1

a, H0 + Uνφ1
ν}}

= εa{F, {φ1
a, H

′}}

Entonces la combinación {δεF,H0 + Uνφ1
ν} − δε{F,H0 + Uνφ1

ν} = ∆F es una transfor-
mación de norma generada por {φ1

a, H
′}.

En el teorema 2.2.5 se ha mostrado que el paréntesis de Poisson de dos constricciones
de primera clase también genera una transformación de norma. Ya se ha visto que esta
expresión también es una función de primera clase, por lo que no hay motivos para pen-
sar que {φa, φb} este formado sólo por una combinación lineal de constricciones primarias
de primera clase; es posible que algunas constricciones de primera clase de generaciones
superiores también entren en esa combinación lineal. Esta propuesta fue hecha por Dirac
en el libro Lectures on Quantum Mechanics, sin embargo en ese momento no pudo probar
esta afirmación por lo que el enunciado sólo quedó como una conjetura. A lo largo de
estos años se han propuesto contraejemplos en los que se afirma que aún cumpliendose
las condiciones de la Conjetura de Dirac no es posible hallar transformaciones de norma a
partir de constricciones secundarias de primera clase. Para ser precisos, como conjetura
de Dirac se entenderá lo siguiente:

La conjetura de Dirac establece que los generadores de las simetrı́as locales de una
acción están dadas por el conjunto completo de constricciones de primera clase.10

En la siguiente sección se discute bajo qué condiciones la conjetura es válida.

2.2.8. El Algoritmo de Castellani para hallar transformaciones de nor-
ma

En secciones anteriores se habı́a discutido el algoritmo de Dirac para sistemas con La-
grangianas singulares. De acuerdo a [5], una vez halladas las constricciones primarias se

9La prueba original de este teorema se encuentra en [7].
10Enunciado tomado de [9, capı́tulo 6].
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construye el Hamiltoniano canónico y a partir de este, el Hamiltoniano primario. Para
hallar las constricciones secundarias del sistema (si es que existen), a las constricciones
primarias se les hace evolucionar en el tiempo con el Hamiltoniano primario y se separan
en aquellas que son de primera y segunda clase. Con ello, se obtienen las transformacio-
nes de norma de la Lagrangiana. Sin embargo, el método usado en [6] y [3] para obtener
generadores de norma no requiere obtener el Hamiltoniano primario ni el Hamiltoniano
total.

Una vez halladas todas las constricciones, se selecciona a aquellas que sean de primera
clase y se construye el generador de transformaciones de norma

G =
k∑
i=0

ε(i)(t)Gi, (2.44)

donde ε(i) es la i-ésima derivada temporal de un factor arbitrario ε(t) y k indica el nivel
de las constricciones halladas. Por ejemplo, k = 3 para una sistema con constricciones
terciarias. Para cada una de las Gi se tiene lo siguiente:

Gi = constriccion primaria,

Gi−1 + {Gi, H0} = constriccion primaria,
... (2.45)

G1 + {G2, H0} = constriccion primaria,

G0 + {G1, H0} = constriccion primaria,

{G0, H0} = constriccion primaria.

Es decir, cada una de las Gi es igual a una combinación lineal de las constricciones
primarias halladas en el proceso; Gi−1 se deduce a partir de Gi de acuerdo a (2.45).

Para este algoritmo, cuando se calcula cada Gi, es necesario comenzar por aquel que
contenga una combinación lineal de constricciones de primera clase (Gk) y usar las ecua-
ciones (2.45) hasta llegar aG0. De acuerdo a Castellani [3] a partir de las ecuaciones (2.45),
la función generadora (2.44) contiene todas las constricciones de primera clase, excepto
aquellas que resultan como χn (una constricción secundaria elevada a una potencia, con
1 < n); el algoritmo se detiene si es que se ha obtenido un χn, es decir, {H0, Gl} = χn para
algún l. Esto significa que la constricción χ = 0 no está incluida en (2.44). Ası́, la conjetura
de Dirac para todas las constricciones de primera clase generadras de simetrı́as puede ser
reemplazada por el siguiente teorema:

Teorema 2.2.7. Todas las constricciones primarias, excepto aquellas que surgen como χn y como
consecuencia de {χ,H} ≈ 0, son parte de generadores de norma G =

∑k
i=0 ε

i(t)Gi; donde Gk es
una constricción primaria de primera clase y los Gi con i < k son constricciones secundarias de
primera clase.
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En la siguiente sección se ilustra un ejemplo de una Lagrangiana singular con una sola
constricción primaria. Se usa el algoritmo de Castellani para hallar las transformaciones
de norma encontradas y se verifica sustituyendo en la variación de la Lagrangiana.

2.3. Ejemplo

Considere la Lagrangiana11

L(x, y, ẋ, ẏ) =
1

2
ẋ2 + ẋy +

1

2
(x− y)2. (2.46)

Los momentos asociados son:

px =
∂L

∂ẋ
= ẋ+ y

py =
∂L

∂ẏ
= 0, (2.47)

por lo que el sistema es singular. El Hamiltoniano canónico para este sistema es:

H0 = pxẋ+ pyẏ − L

=
p2
x

2
− pxy + pyẏ −

x2

2
+ xy. (2.48)

La única constricción primaria que hay es φ1 = py
12; y debe satisfacer la condición de

consistencia.

φ̇1 = {py, H0}
= px − x
= φ2. (2.49)

φ2 = px − x representa una constricción secundaria. También es necesario que φ2 se
preserve constante en el tiempo, ası́:

φ̇2 = {px − x,H0}
= −(px − x)

= −φ2. (2.50)

11 El desarrolo del enfoque Lagrangiano para este ejemplo (que se muestra en el siguiente capı́tulo) fue
tomado de [9], Capı́tulo 2, ec. (2.3). La parte que corresponde al enfoque Hamiltoniano fue desarrollado en
esta tesis.

12Cuando solo exista una constricción primaria en el sistema de estudio, se omite el subı́ndice. El su-
perı́ndice indica de que tipo de constricción se trata.
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Como la derivada temporal de φ2 es −φ2, aquı́ finaliza la busqueda de constricciones
para esta Lagrangiana. Nótese que ambas constricciones halladas son de primera clase,
pues

{φ1, φ2} = {py, px − x}
= 0.

El generador de transformaciones de norma para un modelo con dos constricciones
es:

G = ε̇G1 + εG0 ,

donde G1 y G0 se determinan a patir de las ecuaciones (2.45) como sigue:

G1 = φ1,

G0 = −{G1, H0}+ αφ1 = −φ2 + αφ1,

{G0, H0} = PFC13.

G1 y G0 + {G1, H0} deben ser cada una una combinación lineal de constricciones pri-
marias. El valor del coeficiente α se puede obtener exigiendo que {G0, H0} sea una com-
binación lineal de constricciones primarias de primera clase.

{G0, H0} = −{φ2, H0}+ α{φ1, H0}
= φ2 + αφ2

= (1 + α)φ2.

Para este caso, {G0, H0} debe ser nulo porque esta última expresión sólo contiene a la
constricción secundaria y ninguna primaria. Despejando, el valor de α es

α = −1.

El generador en términos de las constricciones es:

G = ε̇φ1 − ε(φ2 + φ1), (2.53)

y las transformaciones de norma son:

δx = {G, x} = ε, (2.54a)

δy = {G, y} = ε− ε̇. (2.54b)

Puede verificarse que las ecuaciones (2.54a) y (2.54b) obtenidas corresponden a trans-
formaciones de norma de la Lagrangiana (2.46). En efecto, si se realiza una variación
directa

13Del inglés primary first class constraint. En la literatura, con esta nomenclatura se refiere a las constric-
ciones primarias de primera clase y ası́ se hará en el resto de esta tesis.
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δL =
∂L

∂x
δx+

∂L

∂y
δy +

∂L

∂ẋ
δẋ+

∂L

∂ẏ
δẏ

= (x− y)ε− (ẋ− x+ y)(ε− ε̇) + (ẋ+ y)ε̇

= ẋε+ xε̇

=
d

dt
(xε). (2.55)

Si a la Lagrangiana (2.46) se le agrega el término d
dt

(xε), se define una nueva Lagran-
giana L′ = L + d

dt
(xε) y al obtener sus ecuaciones de movimiento de esta Lagrangiana,

se observa que se obtienen las mismas que en la Lagrangiana (2.46). En este sentido, se
dice que ambas Lagrangianas son equivalentes, porque llevan a las mismas ecuaciones
de movimiento. En el siguiente capı́tulo se discute cómo obtener las transformaciones de
norma sin usar el método de Dirac.





Capı́tulo 3

El formalismo Lagrangiano para sistemas
singulares

3.1. Introducción

Las simetrı́as de un sistema fı́sico juegan un papel fundamental en la construcción de
una teorı́a para su completa descripción. Si este sistema está descrito por una Lagran-
giana, entonces esta Lagrangiana debe reflejar tales simetrı́as. Sin embargo, no todas las
simetrı́as de una Lagrangiana pueden ser expresadas en los estados fı́sicos del sistema.
Las teorı́as de norma caen dentro de esta clasificación de sistemas con constricciones cu-
ya dinámica parte de una Lagrangiana singular. Estas teorı́as son de particular interés,
debido a que todas las interacciones fundamentales (electromagnética, interacción débil,
interacción fuerte y gravitacional) se estudian como teorı́as de norma.

Al igual que en el enfoque Hamiltoniano, a nivel Lagrangiano existe un algoritmo
para encontrar las simetrı́as de norma de una Lagrangiana. Esto es, se generan directa-
mente las transformaciones en el espacio de configuración en términos de un conjunto in-
dependiente de funciones que parametrizan las transformaciones de simetrı́a. Cada uno
de estos parámetros está asociado a las identidades de norma, y su número coincide con el
número de identidades de norma independientes. En este capı́tulo1 se describe el algorit-
mo usado para hallar las simetrı́as locales de una Lagrangiana cuya matrı́z Hessiana no
es invertible.

3.2. Algoritmo para encontrar simetrı́as locales en el enfo-
que lagrangiano

Considerese una variación infinitesimal en las coordenadas y velocidades:

1El desarrollo que se expone fue tomado de [9], Cap. 2.

23
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qi(t) −→ qi(t) + δqi(t),

q̇i(t) −→ q̇i(t) +
d

dt
δqi(t),

donde i = 1, . . . , n y se ha hecho uso de la propiedad δq̇i(t) = d
dt
δqi(t). Esta trans-

formación es una simetrı́a local de las ecuaciones de Euler-Lagrange de movimiento si
la acción (2.1) es invariante bajo esta transformación. Este es el caso si la variación de la
Lagrangiana es una derivada total, es decir, δL = d

dt
δF , con δF igual a cero en el lı́mite

superior y en el lı́mite inferior de integración. Note que en el cálculo de la variación no se
hace uso de las ecuaciones de movimiento.

Sea L(qqq, q̇̇q̇q) una Lagrangiana. Bajo las transformaciones infinitesimales arriba expues-
tas el cambio en la acción está dado por:

δS = −
∫ t2

t1

dtE
(0)
i (qqq, q̇̇q̇q, q̈̈q̈q)δqi, (3.1)

donde E(0)
i es la derivada de Euler

E
(0)
i (qqq, q̇̇q̇q, q̈̈q̈q) =

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
, (3.2)

donde consideramos δqi(t1) = δqi(t2) = 0. En efecto, se tiene que en el espacio de trayec-
torias fı́sicas2:

E
(0)
i = 0 i = 1, . . . , n (on shell). (3.3)

El objetivo es determinar las variaciones δqi para los cuales δS se hace cero idéntica-
mente. ∫ t2

t1

dtE
(0)
i (qqq, q̇̇q̇q, q̈̈q̈q)δqi ≡ 0. (3.4)

En general, E(0)
i es de la forma

E
(0)
i = W

(0)
ij (qqq, q̇̇q̇q)q̈j +K

(0)
i (qqq, q̇̇q̇q). (3.5)

Donde W (0)
ij son elementos de la matriz Hessiana. Se observa que la expresión (3.5)

tiene la misma estructura que la ecuación (2.4). A lo largo del desarrollo de este capı́tulo
a los vectores ~E, ~K y las matrices W tienen un superı́ndice que denota el nivel en el que
se trabaja; en este caso la ecuación (3.5) hace referencia a un “nivel cero”.

2En fı́sica, particularmente en la teorı́a cuántica de campos (del inglés Quantum Field Theory, QFT), las
configuraciones de un sistema fı́sico que satisfacen las ecuaciones de movimiento son llamadas on shell.
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Como se ha visto, para Lagrangianas singulares no es posible obtener todas las ace-
leraciones a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Si ρ es el rango de la matriz W ,
existen n − ρ constricciones, las cuales en el enfoque Lagrangiano se presentan como re-
laciones entre las coordenadas qi y las velocidades q̇i. Ası́ para una matriz Hessiana W de
tamaño n× n, existen n− ρ eigenvectores nulos independientes izquierdos (o derechos),
los cuales satisfacen

n∑
i=1

w
(0;k)
i (qqq, q̇̇q̇q)W

(0)
ij (qqq, q̇̇q̇q) = 0; k = 1, . . . , n− ρ.

Se sigue entonces que las funciones definidas por

Φ(0;k) :=
n∑
i=1

w
(0;k)
i (qqq, q̇̇q̇q)E

(0)
i (qqq, q̇̇q̇q, q̈̈q̈q)

=
n∑
i=1

w
(0;k)
i (qqq, q̇̇q̇q)

(
W

(0)
ij (qqq, q̇̇q̇q)q̈j +K

(0)
i (qqq, q̇̇q̇q)

)
=

n∑
i=1

w
(0;k)
i (qqq, q̇̇q̇q)K

(0)
i (qqq, q̇̇q̇q),

sólo dependen de las coordenadas y las velocidades, y se anulan on shell. Estas son cono-
cidas en la literatura como constricciones de generación cero. No necesariamente todas
las Φ(0;k) son linealmente independientes. En este caso puede hallarse una combinación
lineal de eigenvectores nulos, v(0;n0)

i = Σkc
n0
k w

(0;k)
i tales que, se tiene idénticamente

G(0;n0) := ~v(0;n0) · ~E(0) ≡ 0 ; n0 = 1, . . . , N0. (3.6)

A estas relaciones se les llama identidades de norma. UsaremosN0 para denotar el núme-
ro de identidades de norma que se obtienen en este nivel. Estas identidades de norma
también son idénticamente cero sobre la superficie de constricciones. Una consecuencia
es que cualquier variación de la forma δqi =

∑
n0
εn0(t)v

(0;n0)
i dejará invariante a la acción.

Los restantes modos nulos de la “generación cero”, los cuales se denotan por ~u(0;n̄0), dan
paso a las genuinas constricciones que dependen sólo de las coordenadas y velocidades,
siendo cero sobre la superficie de constricciones,

φ(0;n̄0) = 0 (on shell),

donde

φ(0;n̄0) ≡ ~u(0;ū0) · ~E(0) , n̄0 = 1, ..., N̄0. (3.7)

Aquı́ N̄0 es el número de constricciones halladas en el nivel cero. En este formalismo,
una vez halladas las identidades de norma G(0;n0), se separan de las constricciones no tri-
viales φ(0;n̄0) y se agrupan en una lista, debido a que después se ocuparán para determinar
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las transformaciones locales de simetrı́a. Para hallar posibles constricciones adicionales se
buscan funciones de las posiciones y las velocidades que se anulen en el subespacio de
trayectorias fı́sicas; considere el vector construido a partir de ~E(0) y la derivada temporal
de las constricciones (3.7):

(
E

(1)
i1

)
:=


~E(0)

d
dt

(
~u(0;1) · ~E(0)

)
...

d
dt

(
~u(0;N̄0) · ~E(0)

)

 =

(
~E(0)

d
dt
~φ(0)

)
, (3.8)

donde ~φ(0) es un vector columna de tamaño N̄0 con componentes φ(0;n̄0), (n̄0 = 1, ..., N̄0,
i1 = 1, ..., n, n + 1, ..., n + N̄0). Debido a que las constricciones ~φ(0;n̄0) = 0, se sigue que
~E(1) = 0 sobre toda la superficie de constricciones.
Debido a que las constricciones son sólo funciones de qqq y q̇̇q̇q, las componentes del vector
~E(1) pueden ser escritas de la siguiente manera,

E
(1)
i1

=
n∑
j=1

W
(1)
i1j

(qqq, q̇̇q̇q)q̈j +Ki1(qqq, q̇̇q̇q), (3.9)

donde la matrizW (1) es ahora la matriz Hessiana de “primer nivel” de tamaño (n+N̄0)×
n.

(
W

(1)
i1i

)
:=


W (0)

~∇q̇

(
~u(0;1) · ~E(0)

)
...

~∇q̇

(
~u(0;N̄0) · ~E(0)

)

 ,

donde ~∇q̇ es un vector columna con componentes enumeradas por i (i = 1, ..., n). El
vector ~K(1) está dado por

(
K

(1)
i1

)
:=


~K(0)

∂
∂qj

(
~u(0;1) · ~E(0)

)
q̇j

...
∂
∂qj

(
~u(0;N̄0) · ~E(0)

)
q̇j

 ,

se entiende que hay una suma sobre el subı́ndice j.

Nuevamente se buscan los vectores nulos para esta matriz, donde surgen aquellos que
aparecieron en el nivel anterior, con un número de ceros aumentados. Con los restantes
vectores nulos (si es que hay) al multiplicarse con ~E(1) hay dos opciones; una es que dan
a expresiones en el “primer nivel” las cuales se escriben como una combinación lineal
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de las constricciones previas, y dan lugar a nuevas identidades de norma en el “primer
nivel”,

G(1;n1) := ~v(1;n1) · ~E(1) −
N0∑
n0=0

M (1,0)
n1,n0

(
~u(0;n0) · ~E(0)

)
≡ 0 ; n1 = 1, ..., N1, (3.10)

donde las funciones M (1,0)
n1,n0 son funciones de qqq y q̇̇q̇q. La otra opción es que representen

nuevas constricciones en el “primer nivel”:

φ(1;n1) := ~u(1;n1) · ~E(1) = 0 ; n1 = 1, ..., N̄1 (on shell). (3.11)

Las nuevas identidades de norma (3.10) se adjuntan a las previas. Con las nuevas
constricciones (3.11) se procede como antes, uniendo sus derivadas temporales a (3.8) y
formando a W (2)

i2i
y K(2)

i2
. Este proceso termina a algún nivel M si:

No hay nuevos vectores nulos

Las constricciones generadas son combinación lineal de las obtenidas en niveles
anteriores

Ahora se busca el máximo conjunto de identidades de norma linealmente indepen-
dientes generadas por el algoritmo. A cada nivel l, los elementos de este conjunto son de
la forma

G(0;n0) := ~v(0;n0) · ~E(0) ≡ 0 ,

G(l;nl) := ~v(l;n1) · ~E(l) −
l−1∑
l′=0

N̄l′∑
n̄l′=0

M
(l,l′)
nl,n̄l′

φ(l′;n̄l′ ) ≡ 0 , (3.12)

donde nl = 1, . . . , Nl, y M (l,l′)
nl,n

′
l

son funciones sólo de qqq y q̇̇q̇q y

φ(l;n̄l) = ~u(l;n̄l) · ~E(l) ; (n̄l = 1, ..., N̄l) (3.13)

son constricciones independientes (que dependen sólo de qqq y q̇̇q̇q) generadas por el algorit-
mo a nivel l. Por otra parte, ~E(l) está dado por:

~E(l) :=


~E(0)

d
dt
~φ(0)

...
d
dt
~φ(l−1)

 , (3.14)

donde ~φ(l′) es un vector columna con N̄l componentes φ(l;n̄l). Debido a las expresiones
(3.13) y (3.14), cada una de las constricciones φ(l;n̄l) se expresa iterativamente en términos
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de φ(0,n̄0) = ~u(0,n̄0) · ~E(0) y de sus derivadas temporales. Se verifica que estas constricciones
son de la forma

φ(l;n̄l) =
n∑
i=0

l∑
m=0

η
(l;n̄l)
im

dm

dtm
E

(0)
i = 0 .

De esta expresión para las constricciones y el vector (3.14), se concluye que las identi-
dades (3.12) se expresan de manera general como

G(l;nl) =
n∑
i=0

l∑
m=0

ρ
(l;nl)
im

dm

dtm
E

(0)
i = 0 ,

donde ρ(l;nl)
im son funciones de las coordenadas y las velocidades. Al multiplicar a cada

una de las identidades de norma por un factor arbitrario ε(l;nl)(t) y sumarlas miembro a
miembro se debe obtener lo siguiente:

M∑
l=0

Nl∑
nl=1

ε(l;nl)(t)G(l;nl) ≡ 0,

donde ε(l;nl)(t) son funciones arbitrarias del tiempo. Estas identidades pueden ser escritas
de la forma: ∑

i

δqiE
(0)
i −

d

dt
F ≡ 0 , (3.15)

donde

δqi =
M∑
l=0

Nl∑
nl=1

l∑
m=0

(−1)m
dm

dtm

(
ρ

(l;nl)
im ε(l;nl)(t)

)
, (3.16)

y F depende de qqq, q̇̇q̇q como una función lineal de estos parámetros y sus derivadas hasta
en un orden M − 1, donde l = M es el orden de la derivada. Nótese que las funciones
arbitrarias ε(l;nl)(t) están etiquetadas por l y nl. El número de funciones independientes es
igual al número de identidades de norma generadas por el algoritmo. Entonces juntando
los ı́ndices l y nl en uno solo llamado a, la ecuación (3.16) queda como:

δqi =
∑
m,a

(−1)m
dm

dtm

(
ρ

(a)
imε

(a)(t)
)
. (3.17)

Ahora, integrando a la ecuación (3.15) con respecto del tiempo desde t1 a t2 y usando
el hecho de que la derivada total no contribuye si el factor ε(l;nl)(t) y sus derivadas se
anulan en t1 y t2, se concluye que la variación (3.16) es una simetrı́a de la acción y por
consiguiente de las ecuaciones de movimiento. Debe notarse que un término de la forma

∆qi =
∑
j

aijE
(0)
j ,
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con un tensor antisimétrico aij siempre puede agregarse a (3.17) y seguirá siendo una
transformación de simetrı́a debido a que ~E

(0)
i ∆qi ≡ 0. Estas transformaciones que se anu-

lan on shell se llaman transformaciones de norma triviales y no tienen relevancia fı́sica.

En lo siguiente se considera un ejemplo el cual ilustra los métodos iterativos para
encontrar las identidades de norma.

3.3. Ejemplo

Considerese nuevamente la Lagrangiana (2.46). Sean x1 = x y x2 = y, es decirL(x1, x2, ẋ1, ẋ2) =
1
2
ẋ2

1 + ẋ1x2 + 1
2
(x1 − x2)2, ası́

E
(0)
i =

∑
j

W
(0)
ij ẍj +K

(0)
i ,

donde

W (0) =

(
∂2L

∂ẋi∂ẋj

)
=

(
∂2L
∂ẋ21

∂2L
∂ẋ2∂ẋ1

∂2L
∂ẋ1∂ẋ2

∂2L
∂ẋ22

)
=

(
1 0
0 0

)
,

y

~K(0) =

(
ẋ2 + x2 − x1

x1 − x2 − ẋ1

)
.

Se procede a buscar los vectores nulos de la matrı́z W (0) de la siguiente manera. Se
propone un vector columna (a, b) que cumpla la condición:(

1 0
0 0

)(
a
b

)
=

(
0
0

)
. (3.18)

Sólo existe un vector nulo linealmente independiente ~u(0) = (0, 1) en el nivel cero.
Su producto punto con el vector ~E(0) no se anula idénticamente, por lo que genera una
constricción:

φ(0;1) ≡ ~u(0;1) · ~E(0) = x1 − x2 − ẋ1 = 0 (on shell). (3.19)

A este nivel no se tienen identidades de norma. Se procede a construir el vector ~E(1):

~E(1) =

(
~E(0)

d
dt

(
~u(0;1) · ~E(0)

)) =

(
~E(0)

d
dt
E

(0)
2

)
=

ẍ1 + ẋ2 + x2 − x1

x1 − x2 − ẋ1

ẋ1 − ẋ2 − ẍ1

 . (3.20)

~E(1) puede llevarse a la forma

E
(1)
i1

=
∑
j

W
(1)
i1j
ẍj +K

(1)
i1
,
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donde la matrı́z W (1) de tamaño 3× 2 es:

W (1) =

(
W (0)

~∇ẋ

(
~u(0;1) · ~E(0)

)) =

 1 0
0 0
−1 0

 ,

y

~K(1) =

(
~K(0)

∂
∂xj

(
~u(0;1) · ~E(0)

)
ẋj

)
=

ẋ2 + x2 − x1

x1 − x2 − ẋ1

ẋ1 − ẋ2

 .

Se requiere hallar los vectores nulos para la matrı́zW (1). Se propone un vector (a1, b1, c1)
tal que:

(a1, b1, c1)

 1 0
0 0
−1 0

 = (0, 0).

Esta vez, cualquier vector nulo se escribe como:

(a1, b1, c1) = (a1, 0, a1) + (0, b1, 0) = a1(1, 0, 1) + b1(0, 1, 0) .

Los vectores nulos paraW (1) están dados por (1, 0, 1) y (0, 1, 0). El segundo vector nulo
es el que se obtuvo en el nivel anterior, sólo con un cero en la tercera entrada; reproduce
la constricción φ(0;1). El otro vector nulo reproduce al negativo de la constricción (3.19),

~u(1,1) · ~E(1) ≡ −~u(0;1) · ~E(0) ,

donde ~u(1,1) = (1, 0, 1). Este resultado permite construir una identidad de norma a primer
nivel;

G(1) = ~u(1,1) · ~E(1) − (−~u(0;1) · ~E(0)) ≡ 0 .

Por otro lado, de la ecuación (3.20)

~u(1,1) · ~E(1) = E
(0)
1 +

d

dt
E

(0)
2 ,

entonces

G(1) = ~u(1,1) · ~E(1) − (−~u(0;1) · ~E(0))

= E
(0)
1 +

d

dt
E

(0)
2 + E

(0)
2

≡ 0 .

Multiplicando esta expresión por una función arbitraria dependiente del tiempo ε(t),
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ε

[
E

(0)
1 +

d

dt
E

(0)
2 + E

(0)
2

]
= εE

(0)
1 + ε

d

dt
E

(0)
2 + εE

(0)
2 + 0

= εE
(0)
1 + ε

d

dt
E

(0)
2 + εE

(0)
2 − ε̇E

(0)
2 + ε̇E

(0)
2

= εE
(0)
1 + (ε− ε̇)E(0)

2 +
d

dt

(
εE

(0)
2

)
= 0.

Esta expresión ya tiene la forma∑
j

E
(0)
i δxi −

dF

dt
= 0.

Comparando, se tiene lo siguiente:

δx1 = δx = ε, (3.21a)

δx2 = δy = ε− ε̇. (3.21b)

Esta variación deja invariante a la acción si ε(ti) = 0 (i = 1, 2). Nótese que las transfor-
maciones (3.21a) y (3.21b) son las mismas que en (2.54a) y (2.54b). Sin embargo, al estu-
diar una Lagrangiana singular por el algoritmo Lagrangiano o Hamiltoniano no siempre
se hallarán las mismas transformaciones. Esto se verá en los siguientes capı́tulos.





Capı́tulo 4

Ejemplos; enfoque Hamiltoniano

En el capı́tulo 2 se ha expuesto la teorı́a para hallar las transformaciones de norma
por medio del enfoque Hamiltoniano. Es importante aclarar que no usaremos toda la
herramienta teórica expuesta, sino que nos conformaremos con usar el desarrollo pre-
sentado en la sección (2.2.8) pues este es suficiente para mostrar que los contraejemplos
propuestos en [11] no lo son. Como se verá, las constricciones halladas para cada uno de
los ejemplos cumplen la conjetura de Dirac y dan origen a funciones generadoras para
encontrar las transformaciones de norma de dicho sistema. El siguiente trabajo se expo-
ne en el artı́culo [6] y parte del desarrollo de esta tesis ha sido verificar la validez de las
transformaciones obtenidas para cada uno de estos ejemplos.

4.1. Primer ejemplo

Considere la siguiente Lagrangiana

L =
1

2

(
e2u(y)ẋ2 + e−2v(−y)ż2

)
, (4.1)

donde u(y) y v(−y) satisfacen las siguientes relaciones:

u′′(y) = u′(y) + 2 [u′(y)]
2
,

−v′′(−y) = v′(−y) + 2 [v′(−y)]
2
. (4.2)

Por inspección, se observa que ẏ no se encuentra en (4.1), por lo que la Lagrangiana
asociada a este sistema es singular.

33
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Los momentos son:

px =
∂L

∂ẋ
= e2u(y)ẋ,

py =
∂L

∂ẏ
= 0, (4.3)

pz =
∂L

∂ż
= e−2v(−y)ż.

Se procede ahora a construir el hamiltoniano canónico

H0 = pyẏ +
1

2
p2
xe
−2u(y) +

1

2
p2
ze

2v(−y). (4.4)

La única constricción primaria presente es φ1 = py. Su evolución temporal está dada
por:

φ̇1 = {py, H0} = p2
xe
−2u(y)u′(y) + p2

ze
2v(−y)v′(−y) = φ2, (4.5)

por lo que tenemos una constricción secundaria φ2. La evolución temporal de φ2 no da
lugar a más constricciones, pues

φ̇2 = {φ2, H0} = ẏ
(
p2
xe
−2u(y)u′(y) + p2

ze
2v(−y)v′(−y)

)
= ẏφ2. (4.6)

Por un cálculo directo, se puede ver que las dos constricciones halladas {φ1,φ2} son de
primera clase. De acuerdo a las ecuaciones (2.45), el generador para un sistema con dos
restricciones, una primaria y una secundaria, ambas de primera clase es:

G = ε̇G1 + εG0. (4.7)

donde

G1 = φ1 = py,

G0 = −{G1, H0}+ αpy = −φ2 + αφ1. (4.8)
{G0, H0} = αφ2 − ẏφ2 = PFC.

El valor del parámetro α es determinado al exigir que {G0, H0} sea una combinación
lineal de constricciones primarias de primera clase, en este caso, que sea múltiplo de φ1

αφ2 − ẏφ2 = 0. (4.9)

Entonces α = ẏ. El generador en términos de las constricciones es

G = ε̇φ1 + ε(−φ2 + ẏφ1), (4.10)

y las transformaciones de norma son:

δx = {G, x} = ε2ẋu′(y),

δy = {G, y} = −ε̇− εẏ, (4.11)
δz = {G, z} = ε2żv′(−y).
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Usando las transformaciones (4.11), se puede ver que la variación de la Lagrangiana
asociada es

δL =
d

dt

(
e2u(y)u′(y)ẋ2ε+ e−2v(−y)v′(−y)ż2ε

)
. (4.12)

Cabe resaltar que las transformaciones obtenidas en [11] para este ejemplo por el en-
foque Hamiltoniano están dadas por:

δx = −2ε̇0(t)

ẋ︷ ︸︸ ︷
e−2u(y)px u

′(y),

δy = ε0(t), (4.13)
δz = −2ε̇0(t) e2v(−y)pz︸ ︷︷ ︸

ż

v′(−y).

Considerando las definiciones para los momentos px = e2u(y)ẋ y pz = e−2v(−y)ż, las
transformaciones (4.11) y (4.13) coinciden para x y z pero no para la variable y. Con las
transformaciones (4.11), la variación de la Lagrangiana (4.1) es igual a la derivada total
respecto al tiempo de una función; cosa que no ocurre con las transformaciones (4.13)
debido a esta diferencia en δy. De esta manera, las transformaciones obtenidas para la
Lagrangiana (4.1) en [11] no son válidas.

4.2. Segundo ejemplo

Considere la siguiente Lagrangiana:

L = ẋż + xz − yż. (4.14)

Los momentos para esta Lagrangiana son:

px =
∂L

∂ẋ
= ż,

py =
∂L

∂ẏ
= 0, (4.15)

pz =
∂L

∂ż
= ẋ− ẏ.

Como py = 0, la Lagrangiana para este caso es singular. Se procede ahora a construir
el Hamiltoniano canónico

H0 = ẋpx + ẏpy + żpz − ẋż − xz − yż
= pyẏ + pzpx + pxy − xz. (4.16)

La única constricción primaria presente es φ1 = py. Su evolución temporal se obtiene
como:
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φ̇1 = {py, H0} = −px = φ2, (4.17)

donde φ2 es una constricción secundaria. La evolución temporal de φ2 da lugar a una
constricción terciaria

φ̇2 = {−px, H0} = −z = φ3. (4.18)

Ya no podemos hallar mas constricciones pues

φ̇3 = {−z,H0} = −px = φ2. (4.19)

Es fácil ver que las tres constricciones halladas {φ1,φ2,φ3} son de primera clase. Con
base en las ecuaciones (2.45), estas tres constricciones permiten construir una función
generadora de norma de la forma:

G = ε̈G2 + ε̇G1 + εG0, (4.20)

donde

G2 = φ1,

G1 = −{G2, H0}+ αφ1 = −φ2 + αφ1,

G0 = −{G1, H0}+ βφ1 = φ3 − αφ2 + βφ1.

{G0, H0} = φ2 − αφ3 + βφ2 = PFC.

Con estas condiciones, los valores de los parámetros α y β son determinados.

φ2 − αφ3 + βφ2 = 0.

Entonces α = 0 y β = −1.
El generador en términos de las constricciones es

G = ε̈φ1 + ε̇(−φ2) + ε(φ3 − φ1), (4.21)

y las transformaciones de norma son:

δx = {G, x} = −ε̇,
δy = {G, y} = −ε̈+ ε, (4.22)
δz = 0.

Usando estas transformaciones de norma, la variación de la Lagrangiana asociada es

δL = − d

dt
(εz). (4.23)

Las transformaciones de norma de acuerdo a [11] para esta Lagrangiana desde el en-
foque Hamiltoniano son:

δx = ε̇0(t),

δy = ε0(t), (4.24)
δz = 0,
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que no pueden ser llevadas a la forma de las transformaciones (4.22); es más, las trans-
formaciones (4.24) no conducen a que la variación de la Lagrangiana sea la derivada total
con respecto al tiempo de una función. De esto se concluye que las ecuaciones (4.24) no
son válidas como transformaciones de norma. En este caso a diferencia del anterior, no
fue necesario una conversión de coordenadas.

4.3. Tercer ejemplo

Considere la siguiente Lagrangiana1

L =
1

2
eyẋ2. (4.25)

La Lagrangiana (4.25) es singular debido a que el momento asociado a y es nulo como
se muestra enseguida:

px =
∂L

∂ẋ
= eyẋ,

py =
∂L

∂ẏ
= 0. (4.26)

Se procede ahora a construir el hamiltoniano canónico

H0 = pyẏ +
1

2
p2
xe
−y. (4.27)

La única constricción primaria presente es φ1 = py. Su evolución temporal debe ser:

φ̇1 = {py, H0} =
1

2
p2
xe
−y = φ2, (4.28)

donde φ2 es una constricción secundaria. Su evolución temporal no da lugar a más cons-
tricciones;

φ̇2 = {φ2, H0} = −ẏ1

2
p2
xe
−y = −ẏφ2. (4.29)

Las dos constricciones halladas {φ1,φ2} son de primera clase. Usando las condiciones
de las ecuaciones (2.45), el generador para un sistema con dos restricciones, una primaria
y una secundaria, ambas de primera clase es:

G = ε̇G1 + εG0, (4.30)

donde

G1 = py = φ1,

G0 = −{G1, H0}+ αpy = −φ2 + αφ1,

{G0, H0} = αφ2 + ẏφ2 = PFC,

1Este ejemplo viene de [5], pág. 19.



38 CAPÍTULO 4. EJEMPLOS; ENFOQUE HAMILTONIANO

y el valor del parámetro α está dado por

αφ2 + ẏφ2 = 0.

Entonces α = −ẏ.
El generador en términos de las constricciones es

G = ε̇φ1 + ε(−φ2 − ẏφ1), (4.31)

y las transformaciones de norma son:

δx = {G, x} = εẋ,

δy = {G, y} = −ε̇+ εẏ. (4.32)

Usando estas transformaciones de norma, la variación de la Lagrangiana asociada es:

δL =
d

dt

(
1

2
εeyẋ2

)
(4.33)

De acuerdo a [5], en la Lagrangiana (4.25) se obtienen las constricciones φ = py y
φ̇ = px; ambas constricciones son de primera clase, sin embargo, sólo la primera genera
una transformación de norma. La segunda genera cambios en x, pero estos no corres-
ponden a alguna arbitrariedad en la solución general de las ecuaciones de movimiento
de (4.25), ası́ en dicha referencia se dice que la propiedad conjeturada por Dirac no es
válida. No obstante, en el desarrollo de este sistema que se obtuvo en [6] (y que se com-
probó aquı́), para el cual se hallaron dos constricciones de primera clase, es posible obte-
ner transformaciones de norma derivadas de estas constricciones y por tanto, se cumple
la conjetura de Dirac. Es importante resaltar el hecho de que las constricciones que se
proponen en [5] fueron dadas respetando las condiciones de regularidad exigidas en el
método de Dirac, caso contrario en el método de Castellani en el que no son necesarias.
Ası́ se hizo este ejemplo en [6] y se ha verificado su procedimiento en este trabajo. Para
el desarrollo de este ejemplo en el enfoque Lagrangiano, se verifica este resultado pues se
obtienen las mismas transformaciones de norma.



Capı́tulo 5

Ejemplos; enfoque Lagrangiano

De manera similar al desarrollo del ejemplo expuesto en el capı́tulo 3, aquı́ se presen-
ta el trabajo realizado para hallar las transformaciones de norma de los contraejemplos
propuestos en [11] usando el enfoque Lagrangiano, las cuales difieren con las halladas en
dicha referencia.

5.1. Primer ejemplo

Considere nuevamente las ecuaciones (4.1) y (4.2). Es decir:

L =
1

2

(
e2u(y)ẋ2 + e−2v(−y)ż2

)
,

donde u(y) y v(−y) satisfacen las siguientes relaciones:

u′′(y) = u′(y) + 2 [u′(y)]
2
,

−v′′(−y) = v′(−y) + 2 [v′(−y)]
2
.

El vector ~E(0) y la matrı́z W (0) son:

E
(0)
i =

∑
j

W
(0)
ij ẍj +K

(0)
i (5.1)

donde

W (0) =

e2u(y) 0 0
0 0 0
0 0 e−2v(−y)

 , (5.2)

y

~K(0) =

 2e2u(y)u′(y)ẏẋ
−e2u(y)u′(y)ẋ2 − e−2v(−y)v′(−y)ż2

2e−2v(−y)v′(−y)ẏż

 . (5.3)

39
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El vector nulo asociado a W (0) es ~u(0) = (0, 1, 0) y genera una constricción:

φ(0;1) = ~u(0) · ~E(0) = −e2u(y)u′(y)ẋ2 − e−2v(−y)v′(−y)ż2 (5.4)

A este nivel sólo hay una constricción y no hay identidades de norma. Se construye el
vector ~E(1).

~E(1) =

(
~E(0)

d
dt

(
~u(0) · ~E(0)

)) . (5.5)

~E(1) puede escribirse explı́citamente como

E
(1)
i =

∑
j

W
(1)
ij ẍj +K

(1)
i . (5.6)

La matriz W (1) asociada a este nivel es

W (1) =


e2u(y) 0 0

0 0 0
0 0 e−2v(−y)

−2e2u(y)u′(y)ẋ 0 −2e−2v(−y)v′(−y)ż

 , (5.7)

y

~K(1) =


2e2u(y)u′(y)ẏẋ

−e2u(y)u′(y)ẋ2 − e−2v(−y)v′(−y)ż2

2e−2v(−y)v′(−y)ẏż
∂
∂qj

(
~u(0) · ~E(0)

)
q̇j

 . (5.8)

El vector nulo para W (1) es ~u(1) = (2u′(y)ẋ, 0, 2v′(−y)ż, 1) y genera la siguiente cons-
tricción:

φ(1;1) = ~u(1) · ~E(1) = −e2u(y)u′(y)ẋ2ẏ − e−2v(−y)v′(−y)ż2ẏ. (5.9)

Se tiene a partir de esto una identidad de norma:

G(1) = ~u(0) · ~E(0) − ẏ
(
~u(1) · ~E(1)

)
. (5.10)

Construyendo el vector ~E(2)

~E(2) =


~E(0)

d
dt

(
~u(0) · ~E(0)

)
d
dt

(
~u(1) · ~E(1)

)
 , (5.11)

y la matrı́z W (2)
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W (2) =


e2u(y) 0 0

0 0 0
0 0 e−2v(−y)

−2e2u(y)u′(y)ẋ 0 −2e−2v(−y)v′(−y)ż
2u′(y)e2u(y)ẏẋ u′(y)e2u(y)ẋ2 + v′(−y)e−2v(−y)ż2 2v′(−y)e−2v(−y)ẏż

 . (5.12)

Se observa que el vector nulo para W (2) es ~u(2) = (2u′(y)ẋ, 0, 2v′(−y)ż, 1, 0) con lo
cual aquı́ finaliza el algoritmo para este sistema.

La identidad de norma descrita en componentes de los vectores ~E’s toma la siguiente
forma:

2ẋu′(y)E
(0)
1 + 2żv′(−y)E

(0)
3 +

d

dt
E

(0)
2 − ẏE

(0)
2 = 0. (5.13)

Multiplicando esta expresión por un factor arbitrario que depende del tiempo ε(t) se
obtiene

2εẋu′(y)E
(0)
1 − (ε̇+ εẏ)E

(0)
2 + 2εżv′(−y)E

(0)
3 +

d

dt
(εE

(0)
2 ) = 0. (5.14)

Las transformaciones de norma halladas son:

δx = ε2ẋu′(y),

δy = −ε̇− εẏ, (5.15)
δz = ε2żv′(−y),

las cuales son las mismas transformaciones (4.11) halladas por el enfoque Hamiltoniano.
El argumento dado en [11] para este ejemplo es que las transformaciones que se hallaron
por ambos métodos no son iguales y por ello la conjetura de Dirac no es válida. Al igual
que las transformaciones (4.13), las transformaciones halladas en [11] para este ejemplo
por el enfoque Lagrangiano:

δx = 2ẋu′(y)ω(t),

δy = ω̇(t), (5.16)
δz = 2żv′(−y)ω(t),

(donde ω denota a una función infinitesimal arbitraria que depende del tiempo) no corres-
ponden a una simetrı́a del sistema, debido a que al hallar la variación de la Lagrangiana
con las ecuaciones (5.16) no se obtiene la derivada total del tiempo de una función. Mien-
tras que las transformaciones (5.15) dan respaldo a lo que se halló en las transformaciones
por el método Hamiltoniano para este ejemplo.
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5.2. Segundo ejemplo

Considere la Lagrangiana (4.14), es decir

L = ẋż + xz − yż. (5.17)

Siguiendo el algoritmo expuesto en el capı́tulo 2, el vector ~E(0) y la matrı́z W (0) son:

~E(0) =

 z̈ − z
ż

ẍ− ẏ − x

 , (5.18)

W (0) =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 .

El vector nulo para la matrı́z W (0) es ~u(0) = (0, 1, 0) que genera una constricción;

φ(0;1) = ~u(0) · ~E(0) = ż = E
(0)
2 . (5.19)

Como no hay más constricciones a nivel cero, se procede a construir el vector ~E(1) y la
matrı́z W (1).

~E(1) =


z̈ − z
ż

ẍ− ẏ − x
z̈

 , (5.20)

W (1) =


0 0 1
0 0 0
1 0 0
0 0 1

 .

Para esta matrı́z, se obtiene un vector nulo diferente de los anteriores

~u(1) = (−1, 0, 0, 1).

La constricción hallada con este vector nulo es:

φ(1;1) = ~u(1) · ~E(1) = −z̈ + z + z̈ = z. (5.21)

Ahora se procede en el análisis con ~E(2) y W (2);

~E(2) =


z̈ − z
ż

ẍ− ẏ − x
z̈
ż

 , (5.22)



5.2. SEGUNDO EJEMPLO 43

W (2) =


0 0 1
0 0 0
1 0 0
0 0 1
0 0 0

 .

El único vector nulo es ~u(2) = (0, 0, 0, 0, 1) pero observe que:

~u(2) · ~E(2) = ż = φ(0;1),

por lo que hasta aquı́ finaliza la búsqueda de vectores nulos. Con las constricciones halla-
das se construyen las identidades de norma. La única presente en el algoritmo es:

G(1) := ~u(1) · ~E(1) −m
(
~u(0) · ~E(0)

)
. (5.23)

La identidad de norma es una combinación lineal de las constricciones halladas tal
que es igual a cero. Para satisfacer esta igualdad es necesario que m = z

ż
. De esta manera

G(1) = −E(0)
1 +

d

dt
E

(0)
2 −

z

ż
E

(0)
2 , (5.24)

y al multiplicar esta expresión por un factor arbitrario ε que depende del tiempo, tenemos:

− εE(0)
1 − (ε

z

ż
+ ε̇)E

(0)
2 +

d

dt
(εE

(0)
2 ) = 0. (5.25)

De aquı́, se obtienen las siguientes transformaciones:

δx = ε,

δy = ε
z

ż
+ ε̇, (5.26)

δz = 0.

Nótese que las transformaciones (5.26) no son iguales a las obtenidas por el método
Hamiltonino dadas en (4.22). No obstante, al usar las transformaciones (5.26) y sustituir-
las en la variación de la Lagrangiana se tiene el siguiente resultado;

δL =
∂L

∂x
δx+

∂L

∂y
δy +

∂L

∂z
δz +

∂L

∂ẋ
δẋ+

∂L

∂ẏ
δẏ +

∂L

∂ż
δż

= zε− ż
(
ε
z

ż
+ ε
)

+ żε̇

= zε− żεz
ż
− żε̇+ żε̇

= 0, (5.27)

es decir, las transformaciones (5.26) dan lugar a una simetrı́a estricta de la Lagrangiana,
por lo que efectivamente son transformaciones de norma para la Lagrangiana (4.14).
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Para este caso, las transformaciones halladas en [11] por el método Lagrangiano son:

δx = ω(t),

δy = 0, (5.28)
δz = 0.

Aquı́, ω es una función arbitraria que depende del tiempo. Nuevamente el argumento
en [11] para exponer que la Lagrangiana (4.14) no cumple la conjetura de Dirac es que las
transformaciones (4.24) y las (5.28) no son iguales; en este caso se ha visto que a pesar de
no resultar iguales las transformaciones, ambas son válidas porque dejan invariante a la
Lagrangiana (4.14).

5.3. Tercer ejemplo

Considerando nuevamente la ecuación (4.25),

L =
1

2
eyẋ2 (5.29)

entonces:

E
(0)
i =

∑
j

W
(0)
ij ẍj +K

(0)
i (5.30)

donde

W (0) =

(
ey 0
0 0

)
(5.31)

y

~K(0) =

(
eyẋẏ
−1

2
eyẋ2

)
. (5.32)

Se busca el vector nulo asociado a W (0) que es ~u(0) = (0, 1) y que genera una constric-
ción:

φ(0;1) = ~u(0) · ~E(0) = −1

2
eyẋ2. (5.33)

A este nivel sólo hay una constricción y no hay identidades de norma. Se construye el
vector ~E(1):

~E(1) =

(
~E(0)

d
dt

(
~u(0) · ~E(0)

)) . (5.34)

~E(1) puede escribirse explı́citamente como
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E
(1)
i =

∑
j

W
(1)
ij ẍj +K

(1)
i (5.35)

La matriz W (1) asociada a este nivel es

W (1) =

 ey 0
0 0
−eyẋ 0

 (5.36)

y

~K(1) =

 eyẋẏ
−1

2
eyẋ2

−1
2
eyẋ2ẏ

 . (5.37)

El vector nulo para W (1) es ~u(1) = (ẋ, 0, 1) y genera la siguiente constricción:

φ(1;1) = ~u(1) · ~E(1) =
1

2
eyẋ2ẏ. (5.38)

Se tiene a partir de esto una identidad de norma

G(1) = ~u(0) · ~E(0) −M
(
~u(1) · ~E(1)

)
, (5.39)

con M = −ẏ. Construyendo el vector ~E(2) tenemos

~E(2) =


~E(0)

d
dt

(
~u(0) · ~E(0)

)
d
dt

(
~u(1) · ~E(1)

)
 (5.40)

y la matrı́z W (2)

W (2) =


ey 0
0 0
−eyẋ 0
eyẋẏ 1

2
eyẋ2

 . (5.41)

Se observa que el vector nulo para W (2) es ~u(2) = (ẋ, 0, 1, 0), pero este vector ya fue
hallado en el proceso anterior, con lo cual aquı́ finaliza el algoritmo para este sistema.

La identidad de norma descrita en componentes de los vectores ~E’s toma la siguiente
forma:

ẋE
(0)
1 +

d

dt
E

(0)
2 + ẏE

(0)
2 = 0 (5.42)

Multiplicando esta expresión por un factor arbitrario que depende del tiempo ε(t), se
obtiene
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εẋE
(0)
1 + (εẏ − ε̇)E(0)

2 +
d

dt
(εE

(0)
2 ) = 0. (5.43)

Las transformaciones de norma halladas son:

δx = εẋ,

δy = εẏ − ε̇, (5.44)

las cuales coinciden con las que se hallaron por el método Hamiltoniano.



Capı́tulo 6

Conclusiones

En este trabajo se han analizado los contraejemplos propuestos en [11] usando el méto-
do Hamiltoniano propuesto en [3] y en [9] para el método Lagrangiano.

En [11] para el ejemplo (1) se concluye que la conjetura de Dirac no se cumple debido
a que las transformaciones de norma obtenidas por el enfoque Lagrangiano y Hamilto-
niano son diferentes; sin embargo, el desarrollo (que se verificó en este trabajo) para este
ejemplo hecho por [6] muestra que, usando el algoritmo de Castellani (capı́tulo 2, sección
2.2.8 de esta tesis) es posible encontrar una función generadora de norma a partir de todas
las constricciones de primera clase. El enfoque Lagrangiano para el ejemplo (1) fue parte
del trabajo de esta tesis y en el cual se obtiene que las transformaciones de norma (4.11) y
(5.15) son idénticas.

Para el ejemplo (2), las transformaciones de norma halladas por el enfoque Hamil-
toniano y Lagrangiano difieren en [11]; por lo tanto, en dicha referencia se concluye de
nueva cuenta que la conjetura de Dirac no es válida. El desarrollo del ejemplo (2) realiza-
do en [6] usando el enfoque Hamiltoniano (y verificado en esta tesis) es válido pues con
las transformaciones (4.22) se puede hallar que la variación de la Lagrangiana nuevamen-
te corresponde a la derivada total del tiempo de una función. El desarrollo del enfoque
Lagrangiano para el ejemplo (2) realizado en este trabajo da como resultado las transfor-
maciones (5.26) que son diferentes a las (4.22); sin embargo se verificó que las variaciones
dadas en (5.26) generan una transformación de norma.

Con las Lagrangianas (4.1) y (4.14) se muestra que no es un argumento suficiente mos-
trar que las transformaciones de norma obtenidas por métodos diferentes no son iguales,
y luego concluir que la conjetura de Dirac no es válida. Se debe comprobar si las trans-
formaciones obtenidas dejan invariante a la Lagrangiana en cuestión; ese fue el caso del
ejemplo (2) [ec. (4.14)], donde a pesar de que las transformaciones (4.22) y (5.26) no son
iguales, ambas dejan invariante a la Lagrangiana (4.14).

En el estudio del ejemplo (3) [ec. (4.25)], desarrollado en [5] se pide que las dos cons-

47
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tricciones halladas se cambien por otras equivalentes de modo que las nuevas constriccio-
nes cumplan las condiciones de regularidad. Con esta modificación, las transformaciones
que se obtienen no dejan invariante a la Lagrangiana (4.25). Sin embargo, si se usan las
constricciones originales y el método de Castellani como se propone en [6], se obtiene
una transformación de norma. Este desarrollo del enfoque Hamiltoniano fue verificado
en esta tesis y nuevamente comprobado por el enfoque Lagrangiano.

Como se ha visto, en estos tres ejemplos la conjetura de Dirac es válida porque con
las constricciones de primera clase que se obtienen, es posible construir una función ge-
neradora y a partir de esta, obtener transformaciones de norma para cada Lagrangiana
asociada, siempre y cuando cumpla las condiciones del teorema de Castellani. De acuerdo
al artı́culo [3], se observa que para seguir el método de Castellani no es un requerimiento
que las constricciones halladas cumplan con las condiciones de regularidad como se pide
en [5]. Por otro lado, con la teorı́a analizada en este trabajo se tienen dos enfoques dife-
rentes para obtener las transformaciones de norma de una Lagrangiana y, como se vió, no
necesariamente ambos enfoques llevan a una misma transformación de norma.
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