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Resumen

En este trabajo se estudia un modelo cosmológico en el cual se asume que la componente de
materia oscura en el universo está formada por una fracción de materia oscura fría estable y una
de materia oscura fría inestable que decae muy lentamente a partículas relativistas. El objetivo
es estudiar los efectos que produce la presencia de materia oscura inestable en el proceso de la
formación de estructuras a grandes escalas descrito a partir de la teoría de perturbaciones lineales.
Particularmente, el estudio se enfoca en describir las distorsiones en el espacio de redshift las
cuales se cuantifican a partir de la función de crecimiento asociada a las perturbaciones lineales
de velocidad. A partir del método de la matriz de Fisher y de considerar dos modelos con este
tipo de materia oscura, cada uno con distintos datos observacionales: el primero de ellos usó datos
del efecto Kaiser a patrir del factor de crecimiento de las perturbaciones, fσ8 y el segundo utilizó
mediciones parámetro de Alcock-Paczynski. Se estimaron cotas de los parámetros de la materia
oscura inestable para ambos modelos, los cuales son su tiempo de vida τddm y la fracción de materia
oscura fría que decae, αddm. Para el primer modelo se obtuvo τddm > 0,00642 tH y αddm < 0,01211,
mientras que para el segundo la cota reportada es τddm > 545,68 tH y αddm = 1.
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Introducción

El paradigma cosmológico actual está dado por el modelo de concordancia, o también llamado
modelo ΛCDM, Λ por una constante cosmológica que en este caso juega el papel de energía oscura,
permitiendo la expansión acelerada del universo; y CDM por materia oscura fría (o cold dark
matter por su nombre en inglés), la cual comprende aproximadamente el 23 por ciento del total de
la materia y energía contenidas en éste, y ésta a su vez es solo el 5 por ciento del total de materia
no relativista en el universo. Comprender su naturaleza es uno de los más grandes problemas de la
cosmología y de la física en general, dando origen al problema de la materia oscura. A pesar de eso,
se tienen numerosas evidencias observacionales de su existencia, por ejemplo las curvas de rotación
de las galaxias espirales, la distorsión de la trayectoria de la luz por medio del efecto de lentes
gravitacionales o mediciones de las abundancias de elementos ligeros primordiales en cúmulos de
galaxias. Sin embargo, hay otras observaciones, sobre todo a escalas galácticas, en donde el modelo
de la CDM falla en predecir las características y la distribución de halos de galaxias de bajo brillo
superficial [REF], llevando a los cosmólogos a plantear modelos distintos a éste, como la materia
oscura fuertemente autointeractuante (SIDM), la materia oscura tibia (WDM), la materia oscura
repulsiva (WDM), entre otros.

En esta tesis se considera un modelo alternativo, llamado el de materia oscura inestable (DDM
por decaying dark matter), en el cual esta componente decae a un tipo de partícula relativista no
masiva que recibe el nombre de radiación oscura. El tiempo de vida τddm de la materia oscura es
del orden de magnitud de la edad del universo, el cual es de 13.8 Giga-años (1 Giga-año = 109

años). Al asumir la presencia de materia oscura inestable, es posible reproducir las observaciones
del fondo cósmico de microondas (CMB) y de la expansión del universo, sin embargo, existen
ciertos efectos en la dinámica de las perturbaciones que podrían ser interesantes para resolver
algunas tensiones del modelo de concordancia. Por ejemplo, en el contexto del modelo ΛCDM,
el valor de la amplitud de las fluctuaciones de materia observada a 8 Mpc, usualmente denotada
por σ8, inferida a partir de mediciones del espectro angular del fondo de radiación cósmica, es
significativamente mayor que el valor estimado a partir de observaciones de estructuras a grandes
escalas. Esto motiva a extender el modelo de concordancia y considerar otras posibilidades. En este
sentido, se ha mostrado que un modelo con materia oscura inestable mitiga esta tensión [18]. En
las últimas dos décadas, numerosos trabajos han estudiado este tipo particular de materia oscura,
estimando distintas cotas para su tiempo de vida.

Todo lo anterior motiva a estudiar en este trabajo algunas implicaciones fenomenológicas a
partir de la hipótesis de que cierta fracción de la materia oscura decae, por ejemplo, sobre algunas
cantidades cosmológicas de fondo como el tiempo de vida del universo, la tasa de expansión de éste

xv



xvi ÍNDICE DE TABLAS

y algunas medidas de distancia de objetos lejanos. A su vez el decaimiento de la materia oscura
puede tener efectos sobre el proceso de formación de estructuras a grandes escalas descrito por
la teoría de perturbaciones cosmológicas lineales, en particular, en este trabajo interesa estudiar
los efectos de esta hipótesis sobre el factor de crecimiento de las perturbaciones de velocidad y la
amplitud de las perturbaciones lineales de materia, y con esa información imponer cotas sobre las
incertidumbres del tiempo de vida y la fracción al día de hoy de materia oscura inestable a partir
de datos observaciones y de simulaciones utilizando la técnica de la matriz de Fisher. Los datos
que se utilizan para hacer el análisis de Fisher son de distorsiones en espacio de corrimiento al rojo
en estructuras en promedio esféricamente simétricas, específicamente vacíos (o como usualmente
se les llama en inglés, VOIDS), las cuales corresponden a regiones con una densidad por debajo
de la densidad critica o total del universo. De igual forma se usaron datos a partir del test de
Alcock-Paczynski y el efecto Kaiser.



Capítulo 1

El modelo cosmológico estándar

1.1. El principio cosmológico y la métrica de FRW

El modelo actual del universo observable es aquél en el que a grandes escalas presenta homoge-
neidad e isotropía. Es homogéneo porque cualquier rincón del Universo luce exactamente igual, e
isótropo porque se observan las mismas propiedades sin importar la dirección en la que el observa-
dor esté mirando. Esto es a lo que se refiere el Principio Cosmológico, que es una de las principales
hipótesis del modelo cosmológico moderno. Hablar de "grandes escalas"puede considerarse am-
biguo, por ese motivo, y con el fin de ser específicos, las observaciones indican que el principio
cosmológico puede aplicarse a escalas mayores a 200 Mega-pársecs (1 Mega-pársec(Mpc) = 3.26
millones de años luz) [47].

Otra evidencia observacional es que el universo se expande. El primer indicio de este fenómeno se
descubrió empíricamente a partir de la ley de Hubble, nombrada en honor al físico estadounidense,
Edwin Hubble, quien en 1929, al medir la distancia y los corrimientos al rojo de estrellas cefeidas
contenidas en cientos de galaxias, determinó que entre más distancia existía entre dos galaxias,
éstas aparentaban alejarse más rápidamente una respecto a la otra, a una velocidad denominada
velocidad de recesión. Además, mostró que tal velocidad de recesión es proporcional a la distancia
que hay entre éstas, lo que matemáticamente se representa por:

vr = H0r, (1.1)

donde vr es la velocidad de recesión, r es la distancia que separa estas galaxias, y H0 es la
constante de Hubble, la cual es la misma para todas las galaxias, sin embargo, su valor exacto aún
es desconocido. La constante de Hubble se suele parametrizar como:

H0 = 100h
km/s

Mpc
, (1.2)

donde h es la constante de Hubble reducida, su valor aproximado es [38]:

h ≃ 0,72± 0,08. (1.3)
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El modelo cosmológico estándar
1.1 El principio cosmológico y la métrica de FRW

Figura 1.1: Un diagrama de la velocidad de recesión de 1355 galaxias en función de su distancia
en Mpc. La ley de Hubble describe bastante bien en promedio el comportamiento de las galaxias.
La dispersión se debe a incertidumbres observacionales y velocidades peculiares. Imagen obtenida
de [38].

La figura 1.1 muestra lo que se denomina un diagrama de Hubble para una muestra de 1355
galaxias [38]. Gracias a este diagrama se puede apreciar que esta ley no es del todo exacta, debido a
incertidumbres observacionales, y sobre todo, a otro tipo de velocidades, denominadas velocidades
peculiares. Esto último se explicará con mayor detalle en el Capítulo 2.

Dado que el universo se está expandiendo, existe una medida de esta expansión. Antes de
introducirla, puede resultar conveniente un ejemplo ilustrativo, el cual consiste en imaginar un
observador en cierta posición en un espacio con curvatura, y los puntos de ese espacio están
etiquetados por nodos distribuidos uniformemente (análogamente a las intersecciones de una malla).
Al expandirse el universo, la distancia física entre estos nodos está aumentando, sin embargo,
dicho observador no es consciente de la expansión y por lo tanto, no nota diferencia alguna en las
etiquetas establecidas por los nodos. Las etiquetas de estos nodos reciben el nombre de coordenadas
comóviles, y se pueden relacionar con las coordenadas que mide un observador externo que sí está
al tanto de la expansión, las cuales reciben el nombre de coordenadas físicas o propias. Tal relación
se establece de la siguiente manera:

r = a(t)x, (1.4)

en donde r representa los puntos en coordenadas físicas o propias, x representa los mismos
puntos en coordenadas comóviles y a(t) es el factor de escala, el cual describe la forma en la que
ocurre la expansión del universo a lo largo de su evolución. Es importante recalcar que por el
principio cosmológico, a(t) no puede depender de alguna coordenada espacial, esto debido a que el
universo se expande de igual manera en todas las direcciones y en todos los puntos.

La geometría de un espacio-tiempo para el cual es válido el principio cosmológico y para el
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cual ocurre una expansión caracterizada por el factor de escala a(t) puede describirse por la mé-
trica de Friedmann-Lamaittre-Robertson-Walker (FRW), cuyo elemento de línea en coordenadas
cartesianas comóviles, está dado por [34]:

ds2 = −dt2 + a2(t)
dx2 + dy2 + dz2

[1 + 1
4K(x2 + y2 + z2)]2

, (1.5)

donde K es una constante asociada a la curvatura de la parte espacial del espacio tiempo, la
cual debe ser constante en cada punto y dirección de éste. Si esta curvatura es positiva el universo
es espacialmente cerrado, si es negativa sería abierto, y si fuera cero se trataría de un universo
plano. Ésta geometría aplica al universo en el que se vive, ya que si ese es el caso, el universo
sería infinito en extensión, y si esto no ocurriera, se llegaría a un borde que claramente violaría el
principio cosmológico . No obstante, esta descripción de un universo infinito es solo un modelo, ya
que no se tiene forma de descubrir si efectivamente el universo real continúa por siempre. Por esa
razón, los cosmólogos trabajan con un concepto diferente del universo, llamado universo observable,
que corresponde a la parte del universo que se puede ver, limitada por la velocidad de la luz [38].
Por ese motivo, a partir de este momento, se trabajará con un universo con geometría plana, y
entonces, se puede escribir el elemento de línea de FRW de una manera más compacta:

ds2 = −dt2 + a2(t)δijdx
idxj , (1.6)

siendo δij una delta de Kronecker. Es oportuno señalar la repetición de índices covariantes (como
un subíndice) y contravariantes (como un superíndice) los cuales denotan una suma implícita. Si la
forma general de un elemento de línea es ds2 = gµνdx

µdxν , se puede identificar al tensor métrico
de FRW como:

(gµν) =


−1 0 0 0

0 a2(t) 0 0

0 0 a2(t) 0

0 0 0 a2(t)

 , (1.7)

en donde i, j = 1, 2, 3 y µ, ν = 0, 1, 2, 3. En este trabajo, cero representa la componente temporal
y los demás números a las componentes espaciales. También se usarán letras latinas para denotar
solamente índices espaciales, así como letras griegas para componentes tanto temporales como
espaciales.

1.2. La materia en el universo como un fluido Perfecto

Para caracterizar la expansión del universo, es necesario conocer la forma específica de a(t), la
cual depende de cómo esté distribuida la materia en el Universo y de sus propiedades macroscópicas.
En el modelo cosmológico estándar, se asume que esta materia se comporta con un fluido perfecto,
el cual está caracterizado en su totalidad por su densidad ρ y su presión p. También se asume como
un fluido barotrópico, lo que implica la existencia de una única presión asociada con cada densidad
[38], es decir, p = p(ρ). Esa relación se denomina la ecuación de estado, y en el caso más simple
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Figura 1.2: La longitud de onda de la luz proveniente de otras galaxias sufre un corrimiento al rojo
como consecuencia de la expansión del universo.

está dada por:

p(ρ) ≡ ωρ, (1.8)

aquí, ω es una constante llamada el parámetro de estado, y está determinada por el tipo de
especie de partícula que forma al fluido.

1.3. Corrimiento al Rojo Cosmológico y

Medidas de Distancia

Otra manera de medir la velocidad de recesión en la ley de Hubble es a partir del corrimiento al
rojo gravitacional de la luz debido a la expansión de el universo. Debido a la velocidad de recesión,
la longitud de onda de la luz emitida en alguna galaxia lejana la cual es recibida por un observador
en la Tierra aumenta, entonces se dice que la longitud de onda sufre un corrimiento al rojo o
redshift como se le dice en inglés. En la figura 1.2 se aprecia gráficamente esto. Para establecer una
relación entre el corrimiento al rojo, y el factor de escala, se puede hacer una comparación entre
la longitud de onda λem de la luz que emite una galaxia lejana, y la que detecta un observador en
la Tierra, λobs. Para ello, sea λc la longitud de onda en coordenadas comóviles, la cual no cambia
en dicho sistema coordenado. Entonces, a partir de la ecuación 1.4 se obtiene que:

λem = a(t)λc, λobs = a(t0)λc, (1.9)

en donde t0 es el tiempo propio al día de hoy. Por convención, se establece que a(t0) = 1 lo cual
significa que las distancias comóviles y las propias coinciden al tiempo actual. También se puede
ver que λobs = λem +∆λ, esto debido a que el tamaño físico de onda percibida por el observador
crece debido a la recesión de galaxias. Entonces, se puede calcular el cociente entre λobs y λem de
dos maneras, primero en términos del factor de escala:
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λobs
λem

=
λc

a(t)λc
=

1

a(t)
. (1.10)

Por otro lado, definiendo el corrimiento al rojo como z ≡ ∆λ
λem

, se tiene que:

λobs
λem

=
λem +∆λ

λem
= 1 +

∆λ

λem
= 1 + z. (1.11)

Combinando las ecuaciones 1.10 y 1.11 se encuentra la relación entre el corrimiento al rojo y el
factor de escala:

1 + z =
1

a
. (1.12)

Es preciso señalar que si a crece en el tiempo, entonces z decrece; si a(t = 0) = 0, entonces z
tiende a infinito, y al día de hoy, como a(t0) = 1, entonces z(t0) = 0.

A diferencia del corrimiento al rojo, que puede medirse con bastante exactitud, la medida de
distancias entre objetos lejanos, en general, no puede medirse directamente, sino que se infiere a
partir de un modelo cosmológico. Por otro lado, las diferentes medidas de la distancia entre dos
objetos en donde se tiene la costumbre de realizar en un espacio Euclidiano, no necesariamente
coinciden en un universo en expansión descrito por la métrica de FRW. Por ejemplo, la distancia
a la que se encuentra una galaxia de la Tierra la cual se infiere a partir de la disminución de su
brillo al alejarse un observador en la Tierra no es la misma que la distancia angular diametral que
se infiere por su tamaño angular. Estas dificultades llevaron a los cosmólogos a proponer varias
medidas de distancia aparentes, a continuación se mencionan tres de ellas, las cuales cobrarán
especial relevancia en capítulos posteriores.

1.3.1. Distancia comóvil

Recordando a la analogía de los nodos en la malla presentada anteriormente, se define la dis-
tancia comóvil como aquella que permanece fija ante la expansión del universo, a diferencia de
la distancia física o propia, la cual sí crece debido a la expansión. La distancia comóvil entre dos
objetos a dos tiempos t1 y t2 está dada por la siguiente integral [34]:

χ =

∫ t2

t1

dt

a(t)
. (1.13)

Esta medida de distancia multiplicada por el factor de escala corresponde a la distancia real
entre dos objetos de acuerdo a un modelo cosmológico que se esté considerando [41]:

dr(t) = a(t)χ. (1.14)

Una distancia comóvil que vale la pena mencionar es aquella que recorre la luz emitida en el
inicio del universo (es decir, en t = 0) hasta un tiempo posterior t:

χp(t) ≡
∫ t

0

dt′

a(t′)
. (1.15)
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Tal medida de distancia es llamada el horizonte de partículas y debido a que no hay ninguna
señal luminosa que pueda llegar más lejos que χp desde el inicio del universo, se dice entonces que
las regiones separadas por una distancia mayor a χp no están conectadas causalmente. También se
puede pensar a χ como una variable temporal, para la cual se usa la letra η y se le llama tiempo
conforme. En ese sentido, el tiempo propio t, el tiempo conforme η, el factor de escala z, y el factor
de escala a se pueden usar para discutir la evolución del universo [17].

A partir de la ecuación 1.4, se puede deducir el tamaño de dicho horizonte, denotado por Rp(t),
en coordenadas físicas:

Rp(t) = a(t)χp(t) (1.16)

y corresponde al tamaño del universo observable en estas coordenadas.

Otra distancia comóvil particular es el horizonte de eventos, la cual se define como la región
dentro de la cual los observadores están conectados causalmente a un emisor, en otras palabras, es
la distancia comóvil máxima que puede viajar una señal luminosa desde una fuente, y por ende,
aquellos observadores localizados a una distancia comóvil mayor que el horizonte de eventos están
desconectados causalmente del emisor. El horizonte de eventos corresponde al complemento del
horizonte de partículas, y está dado por [41]:

χe(t) = χpmax − χp(t) =

∫ tmax

t

dt′

a(t′)
, (1.17)

donde ’max’ se refiere al momento final del tiempo. Para universos que se expanden eternamente,
tmax → ∞ y es finito si el universo eventualmente colapsa. En realidad el horizonte de eventos es
la distancia máxima que puede viajar una señal luminosa desde un observador a un tiempo t hacia
un observador en el futuro.

1.3.2. Distancia luminosa

Otra manera de medir distancias a grandes escalas es comparando los flujos de energía en
dos puntos, en donde en uno de ellos se colocó una fuente de luz. Definiendo la luminosidad como
L ≡ ∆E

∆t , entonces el flujo de energía es la luminosidad por unidad de área. Por lo tanto, asumiendo
que los frentes de onda de la luz son esféricos con radio r, dicho flujo está dado por:

F =
L

4πr2
. (1.18)

Notar que en un espacio estatico e Euclidiano, la luminosidad es la misma para diferentes
observadores. Sin embargo, este método sólo aplica para medir distancias en un universo estático
sin expansión, ya que al existir expansión, como el universo que se está estudiando en este trabajo,
no se tienen las mismas medidas de luminosidad en la fuente que en donde se está observando debido
al cambio de la energía de los fotones de luz producida por el corrimiento al rojo gravitacional. A
pesar de eso, se puede medir un flujo de energía y con él definir una medida de distancia aparente,
por un lado, lo que mide un observador lejos de la fuente es:
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Figura 1.3: Esquema para definir la distancia angular diametral

F =
L0

4πd2R
, (1.19)

donde L0 es la luminosidad observada, también llamada luminosidad aparente y dR es la dis-
tancia real a la fuente de luz, y por otro lado se puede medir el flujo en las vecindades de la fuente,
el cual corresponde a:

F =
Ls

4πd2L
, (1.20)

con Ls la luminosidad absoluta, y dL es la distancia luminosa, que es una medida aparente de
la distancia entre objetos lejanos. Ambas luminosidades están relacionadas por Ls = L0(1 + z)2,
por lo que, a partir de las ecuaciones 1.19 y 1.20, se obtiene la distancia luminosa en términos de
la distancia real:

dL = (1 + z)dR.. (1.21)

La anterior ecuación indica que al estimar la distancia a un objeto lejano a partir de medidas
del flujo de energía en diferentes puntos, éste va a aparentar estar más lejos de lo que realmente
está.

1.3.3. Distancia angular diametral

Como primer caso considérese un espacio tiempo estático, en ese caso, se puede estimar la
distancia angular DA a partir del tamaño angular θ de un objeto. Es decir, a partir de la figura
1.3, y usando trigonometría euclidiana:

sin

(
θ

2

)
≃ θ

2
≃ s/2

DA
, (1.22)

donde s es el tamaño físico del objeto en cuestión.
Al despejar DA de la ecuación 1.22 se tiene que DA = s

θ . Al igual que con la distancia luminosa,
DA es una distancia aparente pues no corresponde a la distancia real en un universo en expansión,
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es solo una medida de distancia que nos indica cual sería la distancia inferida a partir de distancias
angulares en un espacio estático. Entonces, si sc = a(t)s es el tamaño comóvil del objeto, y también
sc = θdR donde dR es la distancia real, se tiene que:

DA =
dR
a(t)

=
dR

1 + z
. (1.23)

Es interesante notar que, a diferencia de la distancia luminosa, si se infieren distancias a partir
de mediciones de tamaños angulares, los objetos van a aparentar estar más cerca de lo que en
realidad están.

1.4. Relatividad General y Ecuaciones de Friedmann

En este trabajo muchas de las ecuaciones que describen ciertas cantidades en el universo re-
quieren un desarrollo matemático a partir de la teoría de la Relatividad General, desarrollada
por Albert Einstein en 1915, la cual, en contraste a lo que estableció Newton en el siglo XVII,
se consideró a la gravedad como una consecuencia de la deformación del espacio-tiempo debido a
la presencia de materia. Las ecuaciones que describen matemáticamente esta relación se conocen
como las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales, aplicadas a un tensor métrico de FRW, dan
lugar a las ecuaciones de Friedmann que describen la expansión del Universo. Pero antes de hablar
de ellas, vale la pena dar un repaso a las herramientas tensoriales necesarias para calcular dichas
ecuaciones.

1.4.1. Algunas herramientas de cálculo de la Relatividad General

En esta pequeña sección se presentarán algunos elementos matemáticos necesarios para el cálcu-
lo de las ecuaciones de Friedmann las cuales corresponden a las ecuaciones de Einstein indepen-
dientes en espacios de FRW. El primero de ellos corresponde al cálculo de la derivada covariante
de un tensor. Al realizar la operación ordinaria de la derivada parcial de un tensor, se muestra que
el resultado no es un tensor, por lo que fue necesario agregar un factor de corrección para que la
derivada sea, en efecto, un tensor. Esa derivada corregida recibe el nombre de derivada covariante,
y se escribe en términos de los llamados "símbolos de Cristoffel", y se construyen a partir de un
tensor métrico gµν de la siguiente manera:

Γλµν =
gλσ

2
(gσµ,ν + gσν,µ − gµν,σ), (1.24)

donde gλσ corresponde al tensor métrico inverso, y la notación con comas indica derivada parcial
respecto de las coordenadas del espacio tiempo, es decir, ∂f

∂xα ≡ f,α. Una propiedad de los símbolos
de Cristoffel que ayuda a facilitar los cálculos, es que permanece invariante ante el intercambio de
los índices covariantes, en notación matemática esto significa que Γλµν = Γλνµ. Los símbolos de
Cristoffel también sirven para definir el tensor de curvatura de Ricci como sigue:

Rµν = Γαµν,α − Γααµ,ν + ΓααβΓ
β
µν − ΓβαµΓ

α
βν . (1.25)
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Otra cantidad importante es el escalar de curvatura de Ricci, el cual se define fácilmente a
partir del tensor de Ricci y el tensor métrico inverso como la contracción de éstos:

R = gµνRµν . (1.26)

Con todo lo anterior finalmente se puede calcular el tensor de Einstein, el cual está dado de la
siguiente manera:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR. (1.27)

Otro elemento clave para el cálculos de las ecuaciones de campo de Einstein es el tensor de
energía momento, el cual describe la distribución de masa y energía contenidas en el espacio-tiempo.
La teoría de la Relatividad establece que ambas distribuciones están íntimamente relacionadas, por
lo que la energía es en realidad la responsable de la curvatura del espacio-tiempo y la geometría
de este determina la distribución y evolución de la materia. Para un fluido perfecto, como el que
se considera en esta tesis, el tensor de energía-momento está dado por:

Tµν =


−ρ 0 0 0

0 p 0 0

0 0 p 0

0 0 0 p

 . (1.28)

La homogeneidad del universo implica que ρ = ρ(t) y p = p(t) ya que desde todas las regiones ρ
y p se observan iguales y por tanto no hay puntos preferenciales, por lo que la presión y la densidad
solo pueden evolucionar en el tiempo y no pueden depender de las coordenadas espaciales.

1.4.2. Ecuaciones de Friedmann

Como se mencionó en la sección anterior, las ecuaciones de Friedmann son un caso particular
de las ecuaciones de Einstein:

Gµν = 8πGTµν , (1.29)

donde G es la constante de gravitación universal. Es pertinente aclarar que se están usando
unidades naturales en donde la velocidad de la luz c = 1. Para derivar las anteriores ecuaciones
en el caso de un tensor métrico de FRW, el primer paso es calcular los símbolos de Cristoffel
correspondientes a tal métrica. Entonces, usando la definición 1.24 con el tensor métrico de FRW
1.7, los símbolos de Cristoffel están dados por:
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Γ0
00 = 0, (1.30a)

Γ0
0i = 0, (1.30b)

Γ0
ij = aȧδij , (1.30c)

Γij0 =
ȧ

a
δij , (1.30d)

Γijk = 0, (1.30e)

Γi00 = 0, (1.30f)

en donde se usa el punto para denotar derivadas con respecto al tiempo propio, esto es, ȧ ≡
da/dt. Ahora, con lo obtenido anteriormente, y usando la definición 1.25, el tensor de Ricci en
notación matricial es igual a:

Rµν =


−3 äa 0 0 0

0 aä+ 2ȧ2 0 0

0 0 aä+ 2ȧ2 0

0 0 0 aä+ 2ȧ2.

 (1.31)

El escalar de Ricci calculado a partir de la definición 1.26 es:

R = 6

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
. (1.32)

Y con todo eso, se obtiene el tensor de Einstein a partir de la definición 1.27, el cual es:

Gµν =


3 ȧ

2

a2 0 0 0

0 −2äa− ȧ2 0 0

0 0 −2äa− ȧ2 0

0 0 0 −2äa− ȧ2

 . (1.33)

Finalmente ya es posible calcular las ecuaciones de Friedmann a partir de las ecuaciones de
campo de Einstein 1.29 y el tensor de energía momento 1.28, para este último es necesario hacer una
contracción de sus índices de forma que Tµν = gµαT

α
ν . De esta forma, se obtienen dos ecuaciones,

una corresponde a la parte tiempo-tiempo (G00 = 8πGT00) y la otra a la parte espacio-espacio
(Gii = 8πGTii), y corresponden a las siguientes:

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ, (1.34a)

ä

a
= −4πG

3
(3p+ ρ). (1.34b)

Normalmente, a la ecuación 1.34a se le suele llamar por sí sola la ecuación de Friedmann, y al
resolverla se determina a(t) la cual caracterizaría la expansión del universo que se esté considerando,
mientras que la ecuación 1.34b recibe el nombre de ecuación de aceleración, la cual describe la
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segunda derivada del factor de escala, o en otras palabras, la expansión acelerada del universo, de
lo cual se hablará en la sección 1.5.

1.4.3. La ecuación de continuidad

De las identidades de Bianchi, se deduce que la divergencia del tensor de energía momento es
cero, en otras palabras, este tensor se conserva:

∇µT
µν = 0, (1.35)

donde ∇µ corresponde a una derivada covariante, que en este caso, está dada por:

∇µT
µν ≡ Tµν,µ + ΓναβT

αβ + ΓααβT
νβ . (1.36)

Calculando la derivada covariante para el tensor de energía momento de un fluido homogéneo
perfecto e igualando a cero da como resultado:

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ p) = 0, (1.37)

la cual recibe el nombre de ecuación de continuidad y describe la conservación de la densidad de
energía del fluido. Conviene escribir lo anterior en términos de la ecuación de estado 1.8, asumiendo
que el fluido es barotrópico:

ρ̇+ 3ρ
ȧ

a
(1 + ω) = 0. (1.38)

De acuerdo a esta ecuación diferencial, la densidad de energía como función del factor de escala
es:

ρ = ρ0a
−3(1+ω), (1.39)

donde se impuso la condición de que al día de hoy a(t0) = 1 y que ρ(t0) = ρ0. La ecuación 1.39
tendrá una forma distinta para cada tipo de partícula que se esté considerando.

1.5. El modelo ΛCDM

1.5.1. La constante cosmológica y una expansión acelerada

De la ecuación 1.34b se puede observar que si 3p+ρ ≥ 0, el universo se expandiría desacelerada-
mente, dicha condición es llamada la condición fuerte de energía, la cual la cumple cualquier tipo de
materia contemplada en el modelo estándar de partículas elementales. Sin embargo, en 1998 Saul
Perlmutter, Adam Riess y Brian Schmidt [44] a través de observaciones de supernovas distantes de
tipo 1a, determinaron que el Universo se está expandiendo aceleradamente, este descubrimiento los
llevó a ganar el Premio Nobel de Física en 2011. Esto implicaría una forma de materia o energía
que no obedece el principio fuerte de energía, es decir, que 3p + ρ < 0 o bien, una cuya ecuación
de estado es:
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ω < −1

3
. (1.40)

En el modelo cosmológico estándar se asume la existencia de una especie de energía (pues en el
vacío no hay partículas) que obedece 1.40, y recibe el nombre de energía del vacío o energía oscura.
Este tipo de energía se asocia con la constante cosmológica Λ, la cual se puede incorporar a las
ecuaciones de Einstein de la siguiente manera:

Gµν + gµνΛ = 8πGTµν , (1.41)

y sus correspondientes ecuaciones de Friedmann son:

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ+

Λ

3
, (1.42a)

ä

a
= −4πG

3
(3p+ ρ) +

Λ

3
. (1.42b)

Es posible incorporar a la constante cosmológica como un término de materia definidiendo
ρtotal = ρ + ρΛ, y ptotal = p + pΛ, donde ρΛ ≡ Λ

8πG y pΛ = − Λ
8πG , cabe notar que con estas

definiciones pΛ = −ρΛ y por lo tanto ωΛ = −1, indicando que la energía oscura no obedece el
principio fuerte de energía. Esto resulta en unas ecuaciones de Friedmann similares a las obtenidas
sin constante cosmológica:

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρtotal, (1.43a)

ä

a
= −4πG

3
(3ptotal + ρtotal). (1.43b)

1.5.2. El Modelo Cosmológico de Concordancia

El modelo de concordancia corresponde al que, como su nombre lo indica, concuerda con muchos
tipos de observaciones que se realizan. Dicho modelo recibe el nombre de ΛCDM, en donde Λ

corresponde a la energía del vacío, que en este modelo se asume que es la energía oscura, y es la
responsable de la expansión acelerada del Universo, y CDM significa matería oscura fría (cold dark
matter, por su nombre en inglés). En este modelo se consideran tres tipos de materia y energía:

Materia. También llamada ’polvo’ y se describe como un fluido sin presión, la cual incluye
a las partículas no relativistas, la conforman la materia bariónica (aquella que describe el
modelo estandar y que en su mayoria es visible) y la materia oscura fría. Su ecuación de
estado es ω = 0 de donde a partir de la ecuación (1.39) se ve que ρm = ρ0ma

−3, donde ρ0m
es la densidad de materia al día de hoy.

Radiación. Aquí se incluyen a las partículas ultra-relativistas como fotones y neutrinos del
modelo estándar de física de partículas y posiblemente otras partículas relativistas que no
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son descritas por él. Su ecuación de estado es ω = 1/3, y por lo tanto, de (1.39) se tiene que
ρr = ρ0ra

−4.

Energía del vacío. O energía oscura en este modelo, está dada por la constante cosmológica.
Su ecuación de estado es ω = −1, violando así el principio fuerte de energía, y entonces de
(1.39), ρΛ = ρ0Λ.

Si se asume que el Universo está formado por estos tres tipos de especies, entonces ρtotal =
ρm + ρr + ρΛ, por lo que la ecuación de Friedmann 1.43a luce así:

H2 =
8πG

3
(ρ0ma

−3 + ρ0ra
−4 + ρ0Λ), (1.44)

en donde se definió la tasa de Hubble como H ≡ ȧ/a. Evaluando la anterior ecuación al día de
hoy, sabiendo que el valor actual de H es la constante de Hubble H0, y despejando:

3H2
0

8πG
= ρ0m + ρ0r + ρ0Λ. (1.45)

Lo que está al lado derecho recibe el nombre de densidad crítica del universo al día de hoy, y
se denota por ρ0c, la cual por tanto es igual a:

ρ0c =
3H2

0

8πG
. (1.46)

Ahora, multiplicando la ecuación de Friedmann 1.44 por 1 = H0/H0 e incorporando la densidad
crítica se obtiene:

H2 = H2
0

(
ρ0m
ρ0c

a−3 +
ρ0r
ρ0c

a−4 +
ρΛ
ρ0c

)
. (1.47)

Se puede definir la densidad relativa actual Ω0i ≡ ρ0i
ρ0c

para i = m, r,Λ, la cual corresponde a la
proporción se ese tipo de partículas respecto al total. Además la densidad relativa de las partículas
relativistas al día de hoy es del orden de Ω0r ∼ 10−4 por lo que se puede despreciar y no ser
incluida, por lo tanto:

H2 = H2
0 (Ω0ma

−3 +Ω0Λa
−4). (1.48)

La anterior es la ecuación de Friedmann correspondiente al modelo ΛCDM, el cual está definido
por los parámetros Ω0m,Ω0Λ y H0. Al evaluarla al día de hoy se obtiene la ecuación de constricción,
indicando que Ω0m y Ω0Λ están correlacionados:

Ω0m +Ω0Λ = 1. (1.49)

Resolviendo la ecuación diferencial 1.48 se obtiene el factor de escala como función del tiempo
propio:

a(t) =

(
Ω0m

Ω0Λ

)1/3

sinh2/3
(
3

2

√
Ω0ΛH0t

)
. (1.50)

Se puede invertir la relación para obtener una expresión correspondiente a la edad del universo:

13



El modelo cosmológico estándar
1.5 El modelo ΛCDM

Figura 1.4: Factor de escala a como función del tiempo propio t en Giga-años. Se puede apreciar
que al día de hoy (a = 1), la edad del universo es de aproximadamente 13,77 Gyr.

t(a) =
2

3
H−1

0

1√
ΩΛ

arcsinh
(√

ΩΛ

Ωm
a3/2

)
, (1.51)

la cual se puede calcular al día de hoy:

t(a0 = 1) =
2

3
H−1

0

1√
ΩΛ

arcsinh
(√

ΩΛ

Ωm

)
. (1.52)

El mejor ajuste de los parámetros para el modelo ΛCDM fue obtenido en 2018 gracias a los
datos de la colaboración PLANCK [3], los cuales dan los valores de:

Ω0m = 0,3111± 0,0056, H0 = 67,66± 0,42 km/s/Mpc, (1.53)

recordando que ΩΛ está dada por la ecuación de constricción 1.49. Con esos valores, la edad
actual del universo a partir de (1.52) es aproximadamente 13.77 Gyr. En la figura 1.4 se grafica
a(t) desde t = 0 Gyr hasta t = 20 Gyr, en esa imagen es posible visualizar la edad del universo al
día de hoy, cuando el factor de escala es igual a 1.

Así como se definió la densidad relativa actual, se puede definir para cualquier momento de la
historia del universo:

Ωi(t) ≡
ρi(t)

ρc(t)
, (1.54)

donde i = m, r,Λ. La densidad relativa en cualquier momento se define de manera análoga a la
ecuación 1.46:
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Figura 1.5: Densidad relativa de la materia, radiación y energía del vacío como función del corri-
miento al rojo z

ρc ≡
3H2

8πG
. (1.55)

A partir de las ecuaciones 1.39 y 1.48, y conociendo la ecuación de estado para cada una de las
especies de partículas, es posible conocer su evolución a través de la historia de expansión:

Ωi =
ρ0ia

−3(1+ωi)

ρ0c(Ω0ma−3 +Ω0Λ)
. (1.56)

Siguiendo la relación 1.12 se puede visualizar la evolución de las tres especies de partículas:
materia, radiación y energía del vacío, a través de la historia mediante el corrimiento al rojo. Esto
se grafica en la figura 1.5, ahí es posible dividir la historia del universo en varias etapas: la primera
en donde dominaba la radiación, después de que se igualara la cantidad de ésta última y la materia,
ésta fue la que dominó llegando a comprender la totalidad de la densidad de materia y energía
del universo, posteriormente comenzó a disminuir, al mismo tiempo que la energía del vacío fue
aumentando, pasando por un punto en el que existían en la misma proporción, hasta llegar al día
de hoy, en donde es la partícula dominante, mientras que la materia o polvo compuesta por todo
aquello que se puede tocar e interacutar, junto con la materia oscura fría, apenas componen poco
más del 30 por ciento.

Para finalizar este capítulo, en la figura 1.6 se pueden apreciar las tres distintas medidas de
distancia mencionadas anteriormente como función del corrimiento al rojo para el modelo ΛCDM.
Es evidente que a distancias cortas, las tres medidas son equivalentes.
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Figura 1.6: Diferentes medidas de distancia como función del corrimiento al rojo. La razón por la
que las distancias se encuentran en unidades de tiempo es porque en unidades naturales, como se
ha estado trabajando, distancia y tiempo son equivalentes.
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Capítulo 2

Proceso de formación de estructura a
gran escala

Hasta este momento, se ha asumido al universo como homogéneo e isótropo, tal y como dicta
el principio cosmológico mencionado en el capítulo anterior, y por esa razón resulta intuitivo
llamarlo el universo de fondo o no perturbado. Evidentemente esta suposición sólo se aplica a
grandes escalas, ya que existen, galaxias o estrellas, por mencionar algunos objetos. Por lo tanto,
a escalas menores a 200 Mpc aproximadamente, el universo es inhomogéneo, o en otras palabras,
perturbado. La evolución de estas pequeñas inhomogenidades es estudiada y analizada por la
teoría de perturbaciones cosmológicas, a partir de la cual se describe el proceso de formación de
estructuras en el universo, uno de los campos de la cosmología más estudiados y de mayor interés.

2.1. Teoría de Perturbaciones Cosmológicas

Para comenzar, es necesario haber determinado las soluciones a las ecuaciones de campo para
un universo no perturbado, es decir, que las ecuaciones de Friedmann 1.43a y 1.43b así como la
ecuación de continuidad sean válidas, y entonces, estudiar pequeñas perturbaciones alrededor de
ellas. Vale la pena recordar la métrica de FRW para un universo no perturbado descrita en la
ecuación 1.6, pero ahora en términos del tiempo conforme:

ds2 = a2(η)(−dη2 + δijdx
idxj) = gµνdx

µdxnu, (2.1)

donde gµν es el tensor métrico no perturbado.
Para modelar una versión más realista del universo, debemos incluir perturbaciones en el ele-

mento de línea de esta manera:

ds2 = g(0)µν dx
µdxν + δgµνdx

µdxν . (2.2)

En este caso, δgµν denota a las perturbaciones del tensor métrico, mientras que g(0)µν es ahora
el que describe la geometría del universo de fondo.

La elección de la forma de las perturbaciones es, en general, complicada, pero se requiere que
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en ausencia de ellas, la métrica de reduzca a la del fondo. Esta dificultad radica en que se tienen
diferentes elecciones de un sistema de coordenadas, al escoger una de ellas, ésta recibe el nombre
de norma. Por el momento, se dejará abierta esta selección y se considera la forma más general del
tensor métrico con perturbaciones [39]:

ds2 = a2(η)−(1 + 2A)dη −Bidηdx
i + [(1 + 2D) + 2Eij ]dx

idxi. (2.3)

En la ecuación anterior se pueden distinguir tres tipos distintos de perturbaciones:

escalares: A,B,D,E,

vectoriales: Bi, Ei,

y tensoriales: Eij .

En la formulacion Arnowit-Desert-Misner de la Relatividad General [7] se folia el espacio tiempo
y las propiedades geométricas de las superficies se caracterizan por las variables A,B,D,C,E en las
perturbaciones. Una ventaja muy importante es que las perturbaciones escalares, tensoriales y
vectoriales no están acopladas entre sí, por lo tanto, pueden ser tratadas independientemente.
En ese sentido, las escalares son las más importantes, esto es porque son las responsables de la
formación de estructura en el universo desde perturbaciones inicialmente pequeñas generadas en
la época de inflación. Las vectoriales están relacionadas con las perturbaciones rotacionales de
velocidad y tienden a desaparecer en un universo en expansión, por lo tanto, son irrelevantes en
este trabajo. Por su parte, las tensoriales se asocian a ondas gravitacionales las cuales no afectan
la formación de estructura, por lo que tampoco serán tomadas en cuenta. Es decir, de ahora en
adelante sólo se considerarán perturbaciones escalares, por ser las únicas relevantes a los objetivos
de este trabajo.

En este trabajo se realiza la elección de norma que lleva el nombre de norma Newtoniana-
Conforme, en donde las perturbaciones de la métrica se caracterizan por dos potenciales escalares
ψ y ϕ que aparecen en el elemento de línea como sigue [40]:

ds2 = a2(η){−(1 + 2ψ)dη2 + (1− 2ϕ)dxidxi}. (2.4)

En esta norma, ψ juega el rol del potencial gravitacional en el límite Newtoniano (para aque-
llas distancias menores a H−1

0 ), mientras que ϕ recibe el nombre de perturbación de curvatura
Newtoniana. Éstas están relacionadas con los llamados potenciales de Bardeen [9] de la siguiente
manera:

ψ = Ψ,

ϕ = −Φ.

Una ventaja de los potenciales de Bardeen es que son invariantes de norma. Es importante
notar la dependencia que tienen las perturbaciones de las coordenadas espaciales comóviles, y por
supuesto, del tiempo conforme:
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ψ = ψ(η, x1, x2, x3), (2.5a)

ϕ = ϕ(η, x1, x2, x3), (2.5b)

esto debido a la naturaleza anisotrópica de las perturbaciones. Con esta forma del elemento de
linea, el tensor métrico de fondo y su perturbación lucen así:

g(0)µν = a2


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (2.6)

δgµν = −2a2


ψ 0 0 0

0 ϕ 0 0

0 0 ϕ 0

0 0 0 ϕ

 . (2.7)

Con el fin de obtener las ecuaciones de Einstein, 1.29 específicamente para el tensor métrico
perturbado δgµν , primero se desarrollará el lado izquierdo de las mismas, para lo cual se necesitan
calcular los símbolos de Cristoffel perturbados δΓλµν , así que es necesario obtener una expresión
para ellos. Recordando su definición en términos de un tensor métrico cualquiera:

Γλµν =
gλσ

2
(gσµ,ν + gσν,µ − gµν,σ). (2.8)

Se puede bajar el índice del símbolo de Cristoffel multiplicando ambos lados por gβλ:

gβλΓ
λ
µν =

gβλg
λσ

2
(gσµ,ν + gσν,µ − gµν,σ)

=
δσβ
2
(gσµ,ν + gσν,µ − gµν,σ)

Γβµν =
1

2
(gβµ,ν + gβν,µ − gµν,β).

(2.9)

Inversamente, se puede subir el índice para tener Γλµν = gλαΓαµν . Ahora, descomponiendo el
tensor métrico como la suma del no perturbado y el perturbado, lo anterior se puede escribir como:

Γλµν = [gλα(0) + δgλα][Γ(0)
αµν + δΓαµν ]

= gλα(0)Γ(0)
αµν + δgλαΓ(0)

αµν + gλα(0)δΓαµν

= Γλ(0)µν + δΓλµν

, (2.10)

en donde se han despreciado los productos de las perturbaciones de los símbolos de Cristoffel,
es decir, solo se mantendrán las perturbaciones a primer orden. Además, se llega a que:
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Γλ(0)µν ≡ gλα(0)Γ(0)
αµν , (2.11a)

δΓλµν ≡ δgλαΓ(0)
αµν + gλα(0)δΓαµν . (2.11b)

La ecuación 2.11b es la que se necesita obtener, en donde gλα(0) es el inverso del tensor métrico
de fondo, dado por:

gλα(0) = a−2


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (2.12)

En el caso de la inversa métrica de fondo, al ser diagonal se cumple que sus entradas son
gλα(0) = 1/gλα(0), sin embargo, para δgλα se debe proceder de otra manera. Primero, se sabe
que gαµgµβ = δβα, entonces, separando el tensor métrico en su parte de fondo y la perturbada, y
despreciando los términos a segundo orden:

gαµg
µβ = g(0)αµg

µβ(0) + δgαµg
µβ(0) + g(0)αµδg

µβ = δβα. (2.13)

El primer término de la suma es igual a δβα, y al aparecer también del lado derecho, se simplifican,
luego, al pasar el tercer término del lado derecho:

δgαµg
µβ(0) = −g(0)αµδgµβ , (2.14)

ahora se multiplican ambos lados por −gνα(0):

−gνα(0)gµβ(0)δgαµ = gµβ(0)g(0)αµδg
µβ , (2.15)

los dos primeros productos del lado derecho son iguales a δνµ, por lo que al contraerlo con el
tensor métrico restante al final el resultado es:

δgνβ = −gνα(0)gµβ(0)δgαµ. (2.16)

La anterior ecuación permite determinar la perturbación de la inversa de la métrica a partir de
la perturbación de la métrica y la métrica de fondo. Realizando la operación anterior, el inverso
del la perturbación del tensor métrico es:

δgµν = 2a−2


ψ 0 0 0

0 ϕ 0 0

0 0 ϕ 0

0 0 0 ϕ

 . (2.17)

Con esta perturbación del tensor métrico, y las definiciones dadas por 2.9 y 2.11b se puede
calcular δΓλµν . La razón por la que fue necesario todo este desarrollo y no se pudo usar simplemente
la ecuación 2.8 (tal y como se hizo en el capítulo pasado para el universo de fondo) es que estos
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cálculos, sobre todo cuando llegue el momento de obtener el tensor de Ricci perturbado, se harán
demasiado complejos, y la posibilidad de cometer un error se vuelve muy alta, por lo cual es
conveniente usar un desarrollo perturbativo para determinar estas cantidades. Igualmente, con el
fin de realizar cálculos simbólicos precisos se hizo uso de herramientas computacionales, para esto se
utilizó una librería de Python llamada Gravipy, la cual hace este tipo de desarrollos perturbativos,
sin embargo, esta librería solo es capaz de calcular los símbolos de Cristoffel de primer orden Γβµν ,
a diferencia de este trabajo, en donde se han estado utilizando los de segundo orden Γλµν , ese es
el motivo de todo el desarrollo anterior.

Con eso en consideración, y después de transformar las salidas proporcionadas por Gravipy
mediante 2.11b, los símbolos de Cristoffel para el tensor métrico perturbado 2.7 resultaron ser:

δΓ0
00 = ψ′, (2.18a)

δΓ0
0i = ψ,xi

, (2.18b)

δΓ0
ij = −(ϕ′ + 2

a′

a
(ϕ+ ψ))δij , (2.18c)

δΓi00 = ψ,xi , (2.18d)

δΓijj = ϕ,xi (i ̸= j), (2.18e)

δΓii0 = −ϕ′, (2.18f)

δΓiij = −ϕ,xj
, (2.18g)

y cero en cualquier otro caso. La notación usada aquí es ϕ′ ≡ ∂ϕ/∂η y ϕ,xi ≡ ∂ϕ/∂xi.

Ahora cabe notar que, análogamente al tensor métrico y el símbolo de Cristoffel, el tensor de
Ricci es una suma del tensor de fondo más su perturbación. Por lo tanto, siguiendo la definición
1.25, haciendo el desarrollo perturbativo hasta primer orden en las perturbaciones se obtiene la
perturbación del tensor de Ricci en términos de cantidades previamente determinadas:

δRµν = δΓαµν,α− δΓαµα,ν +Γα(0)µνδΓ
β
αβ + δΓ

α
µνΓ

β(0)
αβ +Γ

α(0)
βµδΓ

β
αν + δΓ

α
βνΓ

β(0)
αν . (2.19)

Sustituyendo las perturbaciones de los símbolos de Cristoffel y las entradas del tensor métrico
de fondo en la anterior ecuación para el tensor métrico perturbado y haciendo los cálculos 2.7 se
obtiene que las componentes de la perturbación del tensor de Ricci están dadas por:

δR00 = ∇2ψ + 3ϕ′′ + 3
a′

a
(ϕ′ + ψ′), (2.20a)

δR0i = δRi0 = 2

(
ϕ,τ,xi +

a′

a
ψ,xi

)
, (2.20b)

δRij =

[
∇2ϕ− ϕ′′ − 2(ϕ+ ψ)

(
a′′

a
+
a′2

a2

)
− a′

a
(5ϕ′ + ψ′)

]
δij + ϕ,xixj − ψ,xixj . (2.20c)

Siguiendo el mismo razonamiento para la perturbación del escalar de Ricci a partir de 1.26:
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δR = gµν(0)δRµν + δgµνR(0)
µν . (2.21)

Al realizar las sumas implícitas se sigue que:

δR =
2

a2

(
2∇2ϕ− 5ϕ′′ −∇2ψ + ψ′′ − 6ψ

a′′

a
− 3

a′

a
(3ϕ′ + ψ′)

)
. (2.22)

Finalmente, la perturbación del tensor de Einstein según la definición 1.27 es:

δGµν = δRµν −
1

2
(gµν(0)δR+ δgµνR

(0)). (2.23)

Con el objetivo de seguir la notación de [40], se subirá el primer índice del tensor de Einstein
Gµν = gµλGλν y su perturbación, de tal manera que:

δGµν = gµλ(0)δGλν + δgµλG
(0)
λν . (2.24)

Entonces, después de llevar a cabo una serie larga de operaciones se llega a lo siguiente:

δG0
0 = − 2

a2

(
∇2ϕ− 3

(
a′

a
ϕ+

a′2

a2
ψ

))
, (2.25a)

δG0
i = − 2

a2

(
ϕτ,xi +

a′

a
ψ,xi

)
= −δGi0, (2.25b)

δGij =
1

a2

[(
2ϕ′′ + 2

a′

a
(2ϕ′ + ψ′) + 2ψ

(
2
a′′

a
− a′2

a2

)
+−∇2(ϕ− ψ)

)
δij + ϕ,xixj

− ψ,xixj

]
.

(2.25c)

Ahora, para el lado derecho de las ecuaciones de Einstein 1.29, es necesario obtener la perturba-
ción del tensor de energía-momento . Para ello, se agregan pequeñas perturbaciones a la densidad
de energía y presión de fondo, por lo que conviene denotarlas ahora con ρ̄ y P̄ , respectivamente.
Entonces, la densidad ρ y presión P totales de un fluido perfecto en un determinado punto son:

ρ = ρ̄+ δρ, (2.26a)

P = P̄ + δP, (2.26b)

en donde δρ y δP corresponden a las perturbaciones de la densidad de energía y presión res-
pectivamente. Entonces, el tensor de energía momento perturbado total es [40]:

T 0
0 = −(ρ̄+ δρ), (2.27a)

T 0
i = (ρ̄+ P̄ )vi = −T i0, (2.27b)

T ij = (P̄ + δP )δij +Σij , Σii = 0. (2.27c)

Es importante notar que se introducen nuevas perturbaciones además de las de densidad de

22



Proceso de formación de estructura a gran escala
2.1 Teoría de Perturbaciones Cosmológicas

energía y presión. Específicamente, la perturbación al campo de velocidad de recesión (o flujo
de Hubble) conocidas como velocidades peculiares las cuales están asociadas a pequeños despla-
zamientos en la malla cómovil producidos por campos gravitacionales locales generados por las
perturbaciones de densidad de materia. Es importante notar que la componente T0i es nula a
orden cero debido al principio cosmológico, mientras que a primer orden introducen pequeñas an-
isotropías asociadas a las velocidades peculiares. A su vez puede existir una contribución de estrés
anisotrópico a primer orden, la cual corresponde a la parte trasversa sin traza de las componentes
espaciales del tensor de energía momento, las cuales están asociadas a pequeñas fuerzas disipativas
en el fluido cósmico.

Con el objetivo de facilitar los cálculos, conviene trabajar con las transformadas de Fourier de
las perturbaciones para así manejar ecuaciones diferenciales ordinarias en vez de ecuaciones diferen-
ciales parciales. De esta manera los operadores que involucran derivadas parciales se transforman
de la siguiente manera:

∂i → iki, (2.28a)

∂i2 → (iki)(iki) = −k2i , (2.28b)

∇ ≡ ∂21 + ∂22 + ∂23 → −k21 − k22 − k23 ≡ −k2, (2.28c)

siendo k el módulo del vector de onda comóvil k⃗ del modo de Fourier correspondiente. Con
este cambio, las expresiones serán más manejables, ya que las operaciones que involucren derivadas
se convertirán en operaciones meramente algebraicas. Después de aplicar este cambio, es posible
obtener las ecuaciones de Einstein para las transformadas de Fourier de las perturbaciones. La
primera de ellas correspondiente a la componente tiempo-tiempo tanto del tensor de Einstein
como del de energía momento:

k2ϕ+ 3
a′

a

(
ϕ′ +

a′

a
ψ

)
= 4πGa2δρ. (2.29)

La segunda se obtiene como la divergencia de δG0
i y δT 0

i en ambos lados de la ecuación, teniendo
entonces:

k2
(
ϕ′ +

a′

a
ψ

)
= 4πGa2(ρ̄+ P̄ )θ, (2.30)

donde θ es la divergencia de de la perturbación del campo de velocidad del fluido o campo de
velocidad peculiar: θ ≡ ikjvj .

Para la tercera ecuación, se calcula la traza de los tensores que aparecen en ambos lados de las
componentes espaciales de las ecuaciones de Einstein, para así obtener:

ϕ′′ +
a′

a
(2ϕ′ + ψ) + ψ

(
2
a′′

a
− a′2

a2

)
+
k2

3
(ϕ− ψ) = 4πGa2δP. (2.31)

La cuarta ecuación se obtiene a partir de aplicar el operador de proyección dado por −kjki+ k2

3 δ
i
j

a ambos lados de las componentes espaciales de las ecuaciones de Einstein. Después de realizar
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todas las operaciones que conlleva tal cálculo, se llega a:

k2(ϕ− ψ) = 12πGa2(ρ̄+ P̄ )σ, (2.32)

donde se definió la perturbación de esfuerzo de corte σ a partir de la perturbación de estrés
anisotrópico Σij y el operador de proyección antes mencionado como sigue:

k2(ρ̄+ P̄ )σ ≡ (−kjki +
k2

3
δij)Σ

j
i . (2.33)

Como consecuencia de las identidades de Jacobi de las ecuaciones de Einstein, se obtiene la
ecuación de conservación de energía del fluido a partir del cálculo de la derivada covariante del
tensor de energía-momento definida en 1.36.

A diferencia del caso no perturbado, el índice de la derivada covariante corre de cero a 3 puesto
que las perturbaciones ahora pueden depender de las coordenadas espaciales y no solo del tiempo.
Entonces, a partir de la ecuación de conservación del tensor de energía momento a primer orden,
se obtienen las ecuaciones para las transformadas de Fourier de las perturbaciones de materia
(densidad, presión, velocidad y esfuerzo cortante):

δ′ = −(ω + 1)(θ + 3ϕ′)− 3
a′

a

(
δP

δρ
− ω

)
δ, (2.34)

θ′ = −a
′

a
(1− 3ω)θ − ω′

1 + ω
θ +

δP/δρ

1 + ω
k2δ − k2σ + k2ψ, (2.35)

en donde se definió en contraste de densidad como:

δ =
δρ

ρ̄
, (2.36)

el cual cuantifica la fluctuaciones de densidad respecto al valor promedio (o de fondo) ρ̄ del
universo. Como la densidad total ρ ≥ 0, entonces se sigue que δ ≥ −1, y se pueden distinguir
cuatro casos en donde la densidad local es distinta o igual a la del promedio :

δ = −1: es una región completamente vacía.

−1 < δ < 0: es una región con densidad menor a la del promedio, se dice que es subdensa,
éstas reciben el nombre de void (vacío en inglés), aunque no son regiones completamente
desiertas.

δ = 0: corresponde a una región con una densidad igual a la de fondo.

δ > 0: se trata de una región con densidad mayor al promedio, recibe el nombre de sobre-
densidad u inhomogeneidad, y corresponde a grupos, cúmulos o supercúmulos.

Las ecuaciones 2.34 y 2.35 son válidas para un fluido desacoplado térmicamente, o para el total
de δ y θ correspondiente a los fluidos de todas las especies, sin embargo, deben ser modificadas
para componentes individuales si éstas interactúan entre sí no-gravitacionalmente [40], por ejemplo,
para un modelo con materia oscura inestable que decae en partículas relativistas que se estudia en
este trabajo. Este modelo será abordado con detalle en el próximo capítulo.
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Considerar las cuestiones técnicas que involucra la formulación completamente relativista opaca
el análisis del comportamiento del contraste, el cual es muy parecido en el régimen relativista y
el Newtoniano (y es suficientemente válido para describir el proceso de formación de estructura a
escalas menores al horizonte de partículas al día de hoy ∼ cH−1

0 ). En este límite, las ecuaciones de
las perturbaciones 2.34 y (2.29-2.32) se pueden combinar para determinar una sola ecuación que
gobierne la evolución del contraste de densidad dada por [30]:

δ′′ + 2
a′

a
δ′ − 4πa2Gρ̄δ = 0. (2.37)

Dado que los coeficientes de la ecuación no dependen de k, ésta admite una solución por
separación de variables, esto es, soluciones de la forma [47]:

δ(k⃗, t) = D(t)δ̃(k⃗). (2.38)

Donde D(t) es el factor de crecimiento de las perturbaciones de densidad y está normalizado
a 1 al día de hoy, y δ̃(k⃗) corresponde a la perturbación de densidad primordial prescrita por el
espectro de potencias predicho a partir de la teoría de inflación. La forma explícita de δ̃(k⃗) para
ΛCDM está bien definida [17].

2.2. Observando la estructura a gran escala

Habiendo desarrollado la teoría de perturbaciones cosmológicas en el régimen relativista y
establecido la forma de la ecuación para los modos del contraste de densidad de materia δ en el
régimen newtoniano, es momento de aplicar todo esto en el universo real.

A pesar de la descripción teórica sobre el contraste de densidad δ realizada en la sección anterior,
ésta no puede describir, por ejemplo, que a 5 kpc de la Vía Láctea se encontrará otra galaxia. En
realidad, no existe ningún modelo manejable que pueda explicar cómo se distribuye la materia
en el Universo de manera determinista, esto porque se asume que las perturbaciones tuvieron su
origen en algún proceso estocástico (o aleatorio) en el Universo temprano, es decir, ocurrieron en
posiciones aleatorias y por esa razón no se puede predecir el valor de δ(x⃗, t) unívocamente [35]. Lo
que sí se puede hacer es predecir las propiedades estadísticas de esta distribución, normalmente
definidas como promedios de ciertas cantidades y su medida de incertidumbre.

2.2.1. Descripción estadística de campos cosmológicos

Para poder entender esto, se puede imaginar un ensamble con una gran cantidad de universos
cuyos contrastes de densidad δ tengan las mismas propiedades estadísticas, aunque las funciones
individuales puedan ser diferentes. Este ensamble recibe el nombre de campo aleatorio, y el tomar
uno de estos universos recibe el nombre de realización del campo aleatorio [47]. Se denota el
promedio en el ensamble de una cierta cantidad f como ⟨f⟩ y está dado por [36]:

⟨f⟩ =
∫
f(λ1, λ2, ..., λn)P(λ1, λ2, ..., λn)dλ1dλ2...dλn, (2.39)

25



Proceso de formación de estructura a gran escala
2.2 Observando la estructura a gran escala

donde P es la distribución de probabilidad de las cantidades λi En este caso, las λi las cuales
denotan cualquier tipo de perturbación en todas las posiciones, haciendo que la integral anterior
sea posiblemente una integral de dimensiones infinitas.

Por otro lado, se define el promedio de volumen V (o promedio espacial) de una cantidad f(x⃗)
como f̄ , de esta manera:

f̄ =
1

V

∫
V

d3xf(x⃗). (2.40)

La diferencia entre el promedio en el ensamble y el promedio de volumen radica en que para
el primero, es necesaria una cantidad inmensa de universos, y evidentemente, sólo se cuenta con
uno para estudiar, mientras que el segundo es un concepto más orientado hacia la observación.
La teoría cosmológica predice una distribución de probabilidad, y por ende, un promedio en el
ensamble es requerido, pero al no poder estudiar muchos universos, y sin saberse en cuál de estas
realizaciones se vive, es necesaria una conexión para poder comparar la teoría y las observaciones.
En ese sentido, se dice que un campo aleatorio f(x⃗) cumple la propiedad ergódica si

f̄ = ⟨f⟩. (2.41)

En cosmología se asume que las perturbaciones son ergódicas. La igualdad anterior solo se
cumple para un volumen V infinito, sin embargo, si se considera al universo observable como este
volumen, se tiene una muy buena aproximación de la ergodicidad.

Aunque se ha mencionado que el universo es inhomogéneo, se asume que es estadísticamente
homogéneo e isótropo, lo cual puede tomarse como una segunda versión más moderna del Principio
Cosmológico. Estadísticamente, homogéneo indica que ⟨f(x⃗)⟩ debe ser el mismo para cualquier
posición x⃗, por lo que se puede escribir simplemente ⟨f⟩,mientras que estadísticamente isótropo
quiere decir que para aquellas cantidades que involucren una dirección, las propiedades estadísticas
son independientes de ésta [35].

Llegados a este punto, surge naturalmente la pregunta de qué propiedades estadísticas se pue-
den usar, las más usadas por los cosmólogos son la función de correlación de dos puntos y su
transformada de Fourier, el espectro de potencias.

2.2.2. Función de correlación de dos puntos

A escalas grandes, las galaxias no están distribuidas aleatoriamente en el espacio, en vez de
eso, tienden a agruparse en cúmulos o supercúmulos. Entonces, la probabilidad de encontrar una
galaxia en una posición x⃗ depende de la posición y⃗ de otra, dicho de otra manera, es más probable
encontrar una galaxia en la vecindad de otra que en cualquier otra posición aleatoria [15].

Para describir lo anterior [47], sea un par de puntos x⃗ y y⃗ y dos elementos de volumen dV

alrededor de estos puntos. La probabilidad de encontrar una galaxia en el elemento de volumen
dV alrededor de x⃗ es:

P1 = n̄dV, (2.42)
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siendo n̄ la densidad de número promedio de galaxias. Si la ubicación de éstas no estuviera
correlacionada, la probabilidad de encontrar una galaxia en dV alrededor de x⃗ y al mismo tiempo
encontrar otra en dV alrededor de y⃗ simplemente sería P2 = P 2

1 , es decir, el producto de encontrar
cada una de ellas en dV , pero dado que la distribución está correlacionada, se debe cuantificar este
exceso de probabilidad, de tal forma que:

P2 = (n̄dV )2(1 + ξ(x⃗, y⃗)), (2.43)

donde ξ(x⃗, y⃗) recibe el nombre de función de correlación de dos puntos. Lo anterior se aplica a
una distribución discreta de materia. Para una distribución continua, la función de correlación de
la densidad de materia es:

⟨ρ(x⃗)ρ(y⃗)⟩ = ρ̄2(1 + ⟨δ(x⃗)δ(y⃗)⟩) = ρ̄2(1 + ξ(x⃗, y⃗)), (2.44)

donde se definió la función de correlación como un promedio en el ensamble ξ(x⃗, y⃗) ≡ ⟨δ(x⃗)δ(y⃗)⟩.
Debido a la homogeneidad estadística, la función de correlación no puede depender individualmente
de x⃗ y de y⃗, sino solamente de su vector separación r⃗ ≡ x⃗− y⃗, por lo que conviene redefinir ξ como:

ξ(r⃗) ≡ ⟨δ(x⃗)δ(x⃗+ r⃗)⟩, (2.45)

y debido a la isotropía estadística, solo depende de su módulo r, entonces, la función de corre-
lación posee simetría esférica, de tal forma que ξ(r⃗) = ξ(r).

2.2.3. Espectro de potencias de las perturbaciones de materia

Una descripción alternativa y equivalente de las propiedades estadísticas de la distribución de
materia en el universo es el espectro de potencias de materia, el cual se define a partir de la función
de correlación mediante una transformada de Fourier δk⃗.

δk⃗ =
1

V

∫
V

δ(x⃗)e−ik⃗·x⃗d3x, (2.46)

donde k⃗ es el vector de onda. En la integral anterior se considera que el universo observable
cabe dentro de una caja cúbica de volumen V = L3 ∼ (3000Mpc)3, de tal forma que para el modo
de mayor longitud de onda, k = 2π/L. La transformada de Fourier es un número complejo, pero
como δ(x⃗) es real, se sigue que δ−k⃗ = δ∗

k⃗
.

Lo que sigue es calcular la correspondiente transformada de Fourier de la función de correlación,
⟨δ∗
k⃗
δk⃗′⟩. Multiplicando δ∗

k⃗
δk⃗′ y luego tomando el promedio se tiene [35].

⟨δ∗
k⃗
δk⃗′⟩ =

1

V 2

∫
d3xeik⃗·x⃗

∫
d3x′e−ik⃗

′·x⃗′
⟨δ(x⃗)δ(x⃗′)⟩

=
1

V 2

∫
d3xeik⃗·x⃗

∫
d3re−ik⃗

′·(x⃗+r⃗)⟨δ(x⃗)δ(x⃗+ r⃗)⟩.
(2.47)

se identifica la función de correlación en el espacio comóvil ξ(r⃗) = ⟨δ(x⃗)δ(x⃗ + r⃗)⟩, además, se
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acomodan las integrales separándolas por sus dependencias correspondientes [35]:

⟨δ∗
k⃗
δk⃗′⟩ =

1

V 2

∫
d3re−ik⃗

′·r⃗ξ(r⃗)

∫
d3xei(k⃗−k⃗

′)·x⃗. (2.48)

Debido a la ortogonalidad de las ondas planas,
∫
d3xei(k⃗−k⃗

′)·x⃗ = V δk⃗k⃗′ , donde δk⃗k⃗′ es la delta
de Kronecker y no tiene nada que ver con las perturbaciones, de tal manera que:

⟨δ∗
k⃗
δk⃗′⟩ = V δk⃗k⃗′P (k⃗), (2.49)

donde al final de definió el espectro de potencias de materia P (k⃗) como:

P (k⃗) ≡
∫
d3re−ik⃗·r⃗ξ(r⃗) (2.50)

el cual es, efectivamente, la transformada de Fourier de la función de correlación. Recordando
que por isotropía estadística, ξ(r⃗) = ξ(r) y P (k⃗) = P (k), y de la definición de producto punto
entre dos vectores, se sigue que:

P (k) =

∫
d3re−ikr cos θξ(r). (2.51)

La integral anterior puede resolverse en coordenadas esféricas, luego, escribiendo las integrales
explícitamente y tomando solamente la parte real:

P (k) =

∫ ∞

r=0

∫ 2π

θ=0

∫ π

ϕ=0

r2 sin θ cos(kr cos θ)ξ(r)drdθdϕ. (2.52)

La integral para ϕ es directa y su resultado es 2π. Después se hace el cambio de variable
u ≡ kr cos θ, se realiza la integral para u, y se hace uso se la propiedad sin(−kr) = − sin(kr) para
finalmente tener:

P (k) = 4π

∫ ∞

r=0

r2ξ(r)
sin kr

kr
dr. (2.53)

Esta construcción es valida para cualquier modelo cosmológico en general en cualquier tiempo,
por lo que se puede construir tanto P (k) como ξ para cualquier campo δ de contraste de densidad.
En particular, el espectro de potencias de la figura 2.1 corresponde al espectro de potencias de
materia al día de hoy para el modelo ΛCDM.

Análogamente a la ecuación 2.49, se define un espectro de potencias a partir de un contraste
de densidad inicial δ0k⃗:

⟨δ∗
0k⃗
δ0k⃗′⟩ = V δk⃗k⃗′P0(k), (2.54)

donde ahora P0(k) es llamado el espectro de potencias primordial. Teorías inflacionarias predi-
cen una forma bastante simple para él a través de una ley de potencias [14]:

P0(k) = A0k
n, (2.55)

y se le denomina a A0 la amplitud de las perturbaciones escalares primordiales y a n el índice
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Figura 2.1: El espectro de potencias de materia para el modelo ΛCDM al día de hoy mostrando
la cantidad de estructura en el universo a diferentes escalas k. Escalas pequeñas corresponden a
distancias grandes y viceversa.

espectral de las mismas. El valor de A0 es del orden de 10−12 [14]. El caso n = 1 lleva el nombre
de espectro invariante de escala de Harrison-Zeldovich.

2.2.4. El parámetro σ8

Es común que, en lugar de usar la amplitud inicial de las perturbaciones, los astrónomos y
cosmólogos prefieren usar otro parámetro más fácil de medir para describir la amplitud de las
perturbaciones en algún modelo cosmológico y en el universo real. Para tal objetivo, conviene
introducir la media cuadrática de las fluctuaciones de materia, en donde su cuadrado σ2

R (es decir,
la varianza en las fluctuaciones de materia) está dada por [30]:

σ2
R =

1

2π2

∫ ∞

0

k3P (k)W 2(kR)d ln k, (2.56)

donde:

W (x) =
3j1(x)

x
, (2.57)

siendo j1 la función de Bessel esférica de primer orden. La cantidad σR mide la magnitud de las
fluctuaciones de densidad de materia promediadas sobre una esfera de radio R en un corrimiento
al rojo z, esto asumiendo que estas fluctuaciones son lineales, es decir, que cumplen la ecuación
2.37. Se ha observado que al analizar galaxias en una esfera de R = 8h−1 Mpc, la amplitud
de las fluctuaciones de estas galaxias σ2

8g es aproximadamente 1. Esto motiva una elección para
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describir la normalización de las fluctuaciones de materia al día de hoy, descrita por el parámetro
σ8 ≡ σ8h−1Mpc. Su mejor estimación para el modelo ΛCDM a partir de datos de Planck [3] es
σ8 = 0,8210.

2.3. Distorsiones en el Espacio de Corrimientos al Rojo.

Las distorsiones en el espacio de corrimientos al rojo (RSD por su nombre en inglés) son una
forma para probar las perturbaciones, esto debido que las soluciones de las perturbaciones tienen
relación directa con la distorsión, las cuales se pueden medir, y esto proporciona una solución a
las ecuaciones de perturbación. También se pretende estudiar las distorsiones para constreñir los
parámetros de un modelo alternativo a ΛCDM, como se mostrará en el siguiente capítulo. En esta
sección se pretende calcular las RSD en términos de las soluciones de las perturbaciones y también
se estudiarán los efectos Kaiser y Alcock-Paczynski.

En el universo de fondo, la ley de Hubble establece que la materia tiene un campo de velocidad
descrito por la recesión de galaxias respecto a un observador. Esto se establece a partir de la ley
de Hubble 1.1. Esa ecuación debe ser válida para cualquier observador en cualquier época de la
historia, dado que la Tierra no es el centro del universo, y cada observador experimenta una ley
de Hubble local con una tasa de expansión H(t). En ese sentido, se puede reescribir esta ley de la
siguiente manera:

v = H(t)r. (2.58)

El corrimiento al rojo cosmológico z es el que se asocia a la velocidad de recesión, haciendo a
la ley de Hubble una buena aproximación de éste:

z̄ = H(t)r, (2.59)

en donde z̄ corresponde al corrimiento al rojo de fondo.
En un universo inhomogéneo, sin embargo, la situación es distinta. Las fluctuaciones de densidad

de materia generan campos gravitacionales, éstos a su vez producen aceleraciones, que afectan la
misma materia y generando un campo de velocidades peculiares v⃗p [47], las cuales son desviaciones
de esta expansión homogénea establecida por la ley de Hubble. Entonces, el corrimiento al rojo total
ztot de un objeto es una suma del correspondiente al universo de fondo y una pequeña perturbación,
z = z̄ + δz, de tal manera que:

ztot = Hr + v⃗p · n̂. (2.60)

En lo anterior, n̂ representa la dirección correspondiente a la línea de visión, la cual es la única
que contribuye al corrimiento al rojo. Conviene notar que de esta forma el vector posición de un
objeto en el espacio real se puede escribir como r⃗ = rn̂. Ahora se define una nueva cantidad s de
manera muy similar a como se definió la distancia r, de tal forma que s⃗ = sn̂ y el corrimiento
al rojo total ztot se puede escribir como la ley de Hubble sin perturbaciones, solo que aquí ya se
incluye la información tanto la contribución debida al flujo de Hubble como la de las velocidades
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peculiares:

ztot = H(t)s, (2.61)

por lo tanto, a partir de lo anterior y la ecuación 2.60 se puede relacionar s y r:

s = r +
v⃗p · n̂
H

, (2.62)

y en notación vectorial:

s⃗ = r⃗ +
v⃗p · .n̂
H

n̂ (2.63)

El vector s⃗ representa la distancia en el espacio de corrimiento al rojo, la cual no es la distancia
real, pero es la que se puede medir. Las distorsiones que surgen de medir s⃗ en lugar de r⃗ reciben el
nombre de distorsiones de corrimiento al rojo (RSD). El sistema de coordenadas que define r⃗ es el
espacio real, mientras que el que define s⃗ es el espacio de redshift. Vale la pena mencionar que el
espacio real en realidad es desconocido, por lo que para reconstruir las posiciones en espacio real se
requiere asumir un modelo cosmológico particular, en cambio las posiciones en espacio de redshift
no dependen del modelo cosmológico.

2.3.1. Función de correlación void-galaxia en el espacio de redshift

En este trabajo se pretende estudiar las distorsiones de corrimiento al rojo en vacíos (o voids),
en ese sentido se estudiarán dos tipos de distorsiones de redshift:

Distorsiones dinámicas medidas a partir de la función de correlación, también llamadas efecto
Káiser, se estudiarán en esta sub-sección.

Distorsiones geométricas de estructuras esféricamente simétricas, mejor conocidas por el nom-
bre de efecto de Alcock-Paczynski, las cuales se discutirán en la siguiente sub-sección.

En la sección 2.2.2 se estudió la correlación entre dos galaxias mediante la ahora llamada función
de correlación de sobredensidades las cuales pueden asociarse a halos galácticos, pero también
se puede estudiar lo mismo para dos distribuciones de objetos diferentes. Para este trabajo se
considerarán dos tipos de objetos: vacíos y galaxias, por lo que se usará la función de correlación
void-galaxia ξvg que cuantifica el exceso de probabilidad de encontrar en el centro de un vacío (o
void) en el elemento de volumen dV alrededor de x⃗ y al mismo tiempo, una galaxia en dV alrededor
de y⃗ [15]:

P = n̄vn̄gdV
2[1 + ξvg(x⃗, y⃗)], (2.64)

siendo n̄v la densidad de número promedio de voids y n̄g la de galaxias. En [24] se normaliza la
probabilidad de tal manera que el producto n̄vn̄gdV 2 se hace igual a uno. Entonces, considerando
homogeneidad e isotropía estadística, la probabilidad de encontrar una galaxia y el centro de un
void separados por una distancia comóvil r en el espacio real es
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P = 1 + ξ(r), (2.65)

donde a partir de ahora, con el objetivo de simplificar notación, ξ ≡ ξvg y se le llamará simple-
mente función de correlación asumiendo que se trata de voids y galaxias.

Para obtener una relación entre las funciones de correlación en los espacios comóvil y de co-
rrimiento al rojo respectivamente, primero se necesita una expresión para la velocidad peculiar de
una galaxia, hospedada en la perturbación correspondiente al void. A orden lineal, el campo de
velocidad peculiar es [25]:

v⃗p = −1

3
f(z)Hr⃗∆(r), (2.66)

donde ∆(r) es el contraste de densidad de materia promedio (o suavizado) en una región esférica
de radio comóvil r [24]:

∆(r) =
3

r3

∫ r

0

δ(r′)r′2dr′, (2.67)

y f(z) es la función de crecimiento de las perturbaciones de velocidad relacionada con el factor
de crecimiento D de las perturbaciones de densidad [30]:

f(a) =
d lnD

d ln a
, (2.68)

recordando que el factor de escala y el corrimiento al rojo se relacionan mediante z = 1/a− 1.
Para el modelo ΛCDM, f(z) se aproxima muy bien mediante la densidad relativa de materia, de
tal forma que f(z) = Ωγm(z) con γ ≃ 0,55. Para un modelo con materia oscura inestable, éste puede
ser obtenido numéricamente a partir de las soluciones para las perturbaciones. Lamentablemente,
ni δ(r) ni ∆(r) se pueden observar de manera directa, por fortuna se ha demostrado una relación
entre ∆(r) con la función de correlación promedio ξ̄(r) [45]:

ξ̄(r) = b∆(r), (2.69)

donde b es el factor de bias, el cual surge a partir del desconocimiento que se tiene sobre la
formación de la parte visible de las galaxias, ya que no son las únicas que forman el campo de
densidad de materia, esto es, podría haber una distribución de perturbaciones de materia diferente
a la de la materia visible, en ese sentido, b = δg/δ parametriza dichas discrepancias, donde δg es el
contraste de densidad de las galaxias [14]. Con esto, el campo de velocidad 2.66 luce ahora de la
siguiente manera:

v⃗p = −f/b
3
Hr⃗ξ̄(r). (2.70)

Antes de seguir, conviene aclarar un poco la notación: sea X⃗ el vector de posición del centro
del void, cuyo origen está en la posición del observador, x⃗ la posición de la galaxia, y r⃗ ≡ x⃗ − X⃗

su separación, además, se elije la línea de visión como la dirección hacia el centro del void, la cual
es X̂ = X⃗/X. La figura 2.2 ilustra de muy buena manera la distorsión de un void y una galaxia
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Figura 2.2: Distorsión de redshift del void y una galaxia en esa región. Se ve el vector de separación
r⃗ en el espacio real (izquierda) entre el centro del void con vector de posición X⃗ y la galaxia ubicada
en x⃗, así como el vector de posición s⃗ en el espacio de redshift (derecha). El cambio en la función
de correlación entre ambos espacios se conoce como efecto Kaiser. Imagen obtenida de [24]

en esa región vacía. Entonces, la relación entre s⃗ y r⃗ es ahora [23]:

s⃗ = r⃗ − f/b

3
r⃗ · X̂ξ̄(r)X̂. (2.71)

Es importante notar que el número total de galaxias no se puede alterar debido a las RSD, por
lo tanto, la función de correlación en el espacio real y en el de redshift son iguales:

ξ(r⃗) = ξs(s⃗). (2.72)

Para obtener la función de correlación en el espacio de redshift se hace un cambio de coorde-
nadas:

1 + ξs(s⃗) = [1 + ξs(r⃗)]

∣∣∣∣∂s⃗∂r⃗
∣∣∣∣, (2.73)

en donde |∂s⃗/∂r⃗| es el Jacobiano de la transformación que relaciona s⃗ y r⃗, el cual está dado
por: ∣∣∣∣∂s⃗∂r⃗

∣∣∣∣ = 1− f/b

3
ξ̄(r)X̂ · X̂ − f/b

3
X̂ · r⃗∇ξ̄(r) · X̂, (2.74)

como la función de correlación solo depende de la coordenada radial r, su gradiente es ∇ξ̄(r) =
r̂∂ξ̄(r)/∂r, entonces:
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∣∣∣∣∂s⃗∂r⃗
∣∣∣∣ = 1− f/b

3
ξ̄(r)− f/b

3
X̂ · r⃗ ∂ξ̄(r)

∂r

r⃗

r
· X̂. (2.75)

Se puede demostrar que el Jacobiano de la transformación entre el espacio real y el espacio de
redshift es: ∣∣∣∣∂s⃗∂r⃗

∣∣∣∣ = 1− f/b

3
ξ̄(r)− f

b
µ2[ξ(r)− ξ̄(r)]. (2.76)

Entonces, haciendo uso de 2.72 y 2.73 se tiene lo siguiente:

ξs(s⃗) =
ξ(r)

1− f/b
3 ξ̄(r)− f

bµ
2[ξ(r)− ξ̄(r)]

. (2.77)

Ahora se hace una expansión en serie a primer orden en ξ se obtiene una relación entre la
función de correlación en el espacio real y en el de redshift, esa transformación de dicha función
entre ambos espacios se conoce como efecto káiser :

ξs(s⃗) = ξ(r) +
f/b

3
ξ̄(r) +

f

b
µ2[ξ(r)− ξ̄(r)]. (2.78)

En [24] se descompone la función ξs(s⃗) en multipolos usando los polinomios de Legendre Pℓ:

ξsℓ (s) =
2ℓ+ 1

2

∫ 1

−1

ξs(s)Pℓ(µ)dµ. (2.79)

La integral anterior puede realizarse analíticamente, sin embargo, los únicos casos en que es
distinta de cero, es para el caso ℓ = 0 con P0 = 1 y ℓ = 2 con P2 = (3x2 − 1)/2. Físicamente
esto quiere decir que el efecto Kaiser es dominante en el monopolo y el cuadrupolo, lo cual se
comprueba en la figura 2.3 en donde se realizó la medición de los multipolos de la función de
correlación void-galaxia en el espacio de redshift para 30 catálogos de datos simulados. La forma
explícita del monopolo y el cuadrupolo son:

ξs0(s) = ξ(r)

[
1 +

f/b

3

]
, (2.80)

ξs2(s) =
2f/b

3
[ξ(r)− ξ̄(r)]. (2.81)

A pesar de que son los únicos dos en que la integral 2.79 es distinta de cero, son suficientes
para determinar la función de correlación en el espacio de redshift:

ξs(s⃗) = ξs0(s) +
3µ− 1

2
ξs2(s), (2.82)

además, ξs0(s) y ξs2(s) cumplen con la siguiente identidad:

ξs0(s)− ξ̄s0(s) = ξs2(s)
3 + f/b

2f/b
. (2.83)

Esta última igualdad es de suma importancia por dos razones: 1) Se tiene una relación entre
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Figura 2.3: Monopolo (azul), cuadrupolo (rojo) y hexadecapolo (verde) de la función de correlación
void-galaxia en el espacio de redshift para el mismo conjunto de datos simulados, notándose que
únicamente para los primeros dos el efecto káiser es dominante. Figura obtenida de [24].

multipolos en el espacio de redshift sin ser necesario el cálculo de ninguna cantidad en el espacio
real [24], por lo que las mediciones son completamente realizables independientemente del modelo
cosmológico y 2) que las mediciones de los multipolos solamente dependen de la tasa de crecimiento
logarítmica dividido entre el factor de bias. Por esa razón se usan las distorsiones de redshift,
particularmente el efecto Kaiser, para aprender sobre el crecimiento de las perturbaciones [17].
Los resultados de las mediciones de RSD, a partir de la función de correlación, se reportan en
términos del parámetro f/b o también se suele usar fσ8, con σ8 definido en la subsección (2.5.4),
multiplicando f/b por bσ8. En este trabajo se usaron distintos resultados sobre RSD reportados
en términos de fσ8, los cuales se mostrarán en el capítulo 4, cuando se estimen las incertidumbres
de los parámetros de un modelo alternativo a ΛCDM.

2.3.2. El test de Alcock-Paczynski

Cuando se determina el vector distancia s⃗ en el espacio de redshift entre algún par vacío-galaxia,
conviene separar el vector en dos componentes, una a lo largo de la línea de visión s∥ y otra sobre
el plano del cielo (perpendicular a la linea de visión), s⊥. Estas cantidades en términos de la
separación angular observada δϑ y el corrimiento al rojo δz como medida de la separación a lo
largo de la linea de visión, tiene la siguiente manera [24]:

s⊥ = DA(z)δϑ, (2.84)
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s∥ =
δz

H(z)
. (2.85)

Tradicionalmente se introducen los llamados parámetros de Alcock-Paczynski, q∥ y q⊥ dados
por:

q⊥ =
s∗⊥
s⊥

=
D∗
A(z)

DA(z)
, (2.86)

q∥ =
s∗∥

s∥
=

H(z)

H∗(z)
, (2.87)

en donde las cantidades con asterisco (*) son evaluadas en la cosmología real, la cual se desco-
noce, o se asume de acuerdo a determinada teoría bajo prueba, mientras que las que no lo tienen
corresponden a una cosmología que asume un modelo fiducial para DA y H, el cual típicamente
es el de concordancia. El caso especial en el que la cosmología verdadera coincide con la fiducial,
se tiene que q⊥ = q∥ = 1, esto sucede si la distribución de las galaxias en el void es esféricamente
simétrica. Este método se conoce como el test de Alcock-Paczynski [22] y provee constricciones a
los parámetros cosmológicos a partir de predicciones de DA y H. Más aún, para estructuras esféri-
camente simétricas en promedio ,se puede definir una cantidad ϵ que corresponde a la proporción
de q⊥ y q∥ que juegue el papel de parámetro de Alcock-Paczynski:

ϵ =
q⊥
q∥

=
D∗
A(z)H(z)

DA(z)H∗(z)
. (2.88)

El cual cuantifica la medida de distorsión geométrica de una estructura esférica debido a las
velocidades peculiares. Normalmente se suele adoptar al modelo ΛCDM como el modelo fiducial,
y se asume otro modelo como el que describe el universo real, ese modelo corresponde a aquél en
el que la materia oscura es inestable, y decae a un tipo de partícula relativista llamada radiación
oscura. Tal modelo se describirá y analizará en el próximo capítulo.

Un ejemplo de una distorsión geométrica se visualiza en la figura 2.4, en donde se muestra
una sobredensidad en una estructura simétrica, las galaxias de esa sobredensidad sufren una caída
gravitacional hacia el centro de ésta. Una galaxia en el extremo más cercano al observador se está
alejando, por lo que la distancia estimada es mayor que la real. Por el contrario, en el extremo
más alejado, la galaxia se está acercando porque cae al centro de la sobredensidad, entonces la
distancia estimada es menor que la real. Las galaxias a los costados no sufren distorsiones, entonces
sus distancias no sufren alteraciones.
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Figura 2.4: Distorsiones geométricas de una sobredensidad. Del lado izquierdo se muestra la sobre-
densidad en el espacio real, mientras que en el lado derecho está en el espacio de redshift, se puede
apreciar que la región parece achatada en la dirección de la visual.
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Capítulo 3

Modelo cosmológico con materia
oscura inestable

3.1. El problema de la Materia Oscura

Como ya se mencionó en el primer capítulo, aproximadamente el 30 por ciento de la densidad
total del universo corresponde a materia formada por partículas no relativistas, o polvo, y está
constituida por materia bariónica y materia oscura. Esta última constituye alrededor del 96% del
total de la materia, y a pesar de eso, no se tiene mucha certeza sobre su naturaleza,incluso, no
se tiene una prueba directa sobre su existencia. Este dilema recibe el nombre de problema de la
materia oscura y es una de las preguntas abiertas más importantes de la cosmología, y de la física
en general. Es por eso que en esta sección se abordará el tema de la materia oscura (DM por su
nombre en inglés).

3.1.1. Evidencias observacionales de la materia oscura

A pesar de que su naturaleza es aún un misterio sin resolver, las evidencias que prueban que
la materia oscura existe son numerosas y convincentes, aunque la ausencia de su detección directa
deja abierta la posibilidad a su no existencia y a otras hipótesis alternativas como una modificación
de las leyes de la gravitación a grandes escalas como posibles soluciones al problema. Vale la pena
mencionar algunas de dichas posibles evidencias [19]:

Curvas de rotación. Las curvas de rotación no son más que las velocidades de rotación
promedio de objetos (como estrellas o gas) como función de su distancia radial al centro de
la galaxia. Ford y Rubin en 1970 [46] dedujeron teóricamente que estas velocidades deberían
disminuir como función de esta distancia radial, sin embargo, las observaciones indicaban que
permanecía constante. Esto sucede porque las galaxias tienen más masa de la que se puede
detectar a partir de objetos luminosos. Esta masa faltante tendría que estar distribuida en
halos de materia oscura que rodean a la galaxia. La figura 3.1 ilustra este hecho, en donde
de analizaron las curvas de rotación de la galaxia NGC 6503.

Lentes gravitacionales. El efecto de una lente gravitacional se produce cuando la luz que
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Figura 3.1: Curvas de rotación de la galaxia NGC 6503. Tomando en cuenta únicamente materia
bariónica (el gas y el disco de la galaxia), no pueden explicar las velocidades observadas. Sin
embargo, al añadir un halo de materia oscura rodeando la galaxia, la aproximación a los datos es
mucho mejor. Imagen obtenida de [19].

proviene de objetos lejanos se curva al pasar alrededor de algún otro objeto masivo, de
tal forma que un observador en la Tierra ve tales objetos distorsionados o en una posición
diferente. Al analizar los objetos luminosos deformados, es posible calcular la masa del objeto
que causa este efecto el cual funciona como lente gravitacional. De observaciones del Sloan
Digital Sky Survey [2], a través del análisis de un gran número de objetos deformados, se
concluyó que las galaxias, entre las que se incluye la Vía Láctea, deben tener mucha más
materia de la que se podía detectar, concluyendo que la responsable de este aumento en la
masa es la materia oscura.

Gas caliente en cúmulos de galaxias. En la figura 3.2 se puede observar una imagen en
rayos X del Cúmulo de Coma, un conjunto con más de 1000 galaxias, en donde se puede ver
la presencia de gas caliente hacia el centro de la imagen. La materia oscura crea una barrera
de potencial haciendo que el gas permanezca ahí, de lo contrario, se dispersaría. Peebles y
Ostriker desde los años 70’s demostraron a partir de simulaciones que los halos de materia
oscura son necesarios para garantizar la estabilidad de galaxias y cúmulos.

También existen evidencias de DM a escalas cosmológicas. Por ejemplo para predecir correc-
tamente la distribución de perturbaciones a grandes escalas de acuerdo al P (k) observado,
es necesario que haya estructura de materia oscura a escalas mucho mayores a las galácticas
y de cúmulos.
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Figura 3.2: Imagen en rayos X del Cúmulo de Coma, tomada por el satélite ROSAT.

3.1.2. Características de la materia oscura fría

Aunque existen diversos modelos de materia oscura, el más aceptado y estudiado es la materia
oscura fría (CDM) debido a que es el modelo más sencillo que explica la formación de estructuras
cósmicas como galaxias o cúmulos de galaxias. La CDM consiste en partículas con velocidades no
relativistas, además de otras características como [49]:

Solo interactúan gravitacionalmente y no tienen interacciones entre ellas de manera signifi-
cativa en el universo tardío. A escalas de energía mayores, como las del universo temprano
podrían haber interactuado a través de la fuerza débil.

La materia oscura al día de hoy es una densidad de reliquia de un proceso de aniquilación
fuera del equilibrio en el universo temprano.

Deben ser eléctricamente neutras y no deben tener carga de color.

No se pueden enfriar por medio de fotones radiantes, a diferencia de la materia bariónica,
esto debido a que son eléctricamente neutras.

Se comportan como fluido perfecto sin presión a grandes escalas.

Su tiempo de vida debe ser del orden de la edad del universo.

3.1.3. Problemas del modelo de CDM

A pesar de que el modelo de CDM es consistente con la formación de estructuras a grandes
estructuras como galaxias y cúmulos de galaxias a distancias de unos cuantos de Mpc a cerca de
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1000 Mpc, el problema surge a escalas por debajo de 1 Mpc, donde se han encontrado discrepancias
a niveles de subestructuras. Los principales problemas con la CDM son los siguientes [43]:

Las subestructuras, como halos y galaxias satélites de la Vía Láctea, no son tan numerosos
como se esperaban. A este problema se le conoce como el "problema de los satélites faltantes".

No se encuentra evidencia contundente de que dadas las imágenes de una galaxia lejana, se
detecten lentes gravitacionales producidas por halos de CDM pequeños como para justificar
la predicción del modelo.

Los perfiles de densidad de halos de CDM en galaxias pequeñas predichos por la teoría difieren
a los obtenidos mediante simulaciones.

La densidad en las regiones centrales de halos de materia oscura en galaxias es mucho mayor
en las simulaciones con CDM que en las observaciones.

Galaxias espirales ordinarias tienen mucha menos CDM en su interior de lo esperado.

Simulaciones producen galaxias cuyos discos con más pequeños y con menos momento angular
que las observaciones realizadas.

Estas discrepancias entre la teoría y las observaciones, ha motivado a los cosmólogos a generar
modelos alternativos a la CDM, a continuación se mencionan algunos de ellos.

Materia oscura fuertemente autointeractuante (SIDM)[48]. En este modelo, las co-
lisiones entre las partículas de materia oscura dan origen una evolución de estructuras más
compleja.

Materia oscura tibia (WDM)[13]. Estas partículas tienen velocidades de aproximadamen-
te 100 m/s. Al extrapolar en el tiempo, adquieren dispersiones de velocidades lo suficiente-
mente grandes como para tener efectos en las subestructuras como por ejemplo, se impide la
formación de estructuras pequeñas, resolviendo con eso el problema de los satélites faltantes
de la Vía Láctea.

Materia oscura repulsiva (RDM)[21]. Aquí, la materia oscura consiste en bosones masi-
vos con un potencial repulsivo que corrige los perfiles de densidades de los halos.

Materia oscura difusa o escalar (FDM o SFDM)[29]. En donde las partículas bosónicas
tienen una masa muy pequeña, y su longitud de onda de Compton es comparable al tamaño
del bulbo de una galaxia, por lo tanto, la materia oscura no se puede concentrar en pequeñas
escalas resultando que los halos en su centro son más achatados que en CDM.

Materia oscura aniquilante (SADM)[32]. Las partículas de materia oscura colisionan y
se autoaniquilan, reduciendo la densidad en las regiones centrales de los cúmulos de galaxias.

En esta tesis, se trabajará con otro modelo alternativo, el cual recibe el nombre de "materia
oscura inestable o materia oscura decayente"(DDM), en donde las partículas de materia oscura
decaen en partículas relativistas denominadas radiación oscura y las cuales tienen tiempos de vida
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de escalas cósmicas y por tanto, solo afectan la evolución del universo tardío. Esto podría resolver
algunas de las discrepancias antes mencionadas, por ejemplo, ocasiona que las densidades de los
halos se reduzcan, sin alterar la formación de estructura a grandes escalas [11]. En las siguientes
secciones se desarrollará toda la cosmología correspondiente a este modelo.

Diversos trabajos han establecido cotas para el tiempo de vida de la DDM. En las últimas dos
décadas, varios trabajos han establecido cotas para el tiempo de vida de la materia oscura, por
ejemplo, Ichiki et al (2004) [31] la estableció mayor a 54 Giga-años (Gyr); De Lope Amigo et al.
(2008) [16] la fijó mayor a 100 Gyr; mientras que Aoyama et al. (2014) [6], Audren et al. (2014) [8],
obtuvieron que el tiempo de vida de la materia oscura es mayor a 200 Gyr. Finalmente, , Enqvist
et al. (2015) [18] estableció la cota del tiempo de vida de la materia oscura inestable mayor a 95
Gyr.

3.2. Proceso de Decaimiento de una partícula (no relativista)

a partículas relativistas

En esta sección se derivarán las ecuaciones de continuidad para una partícula inestable pesada
y también para su producto, la cual es una partícula relativista. Llámese ψ a la primera. La reliquia
de ésta partícula apareció en una etapa del universo en la que esta especie ya era no relativista, y
su tiempo de vida τψ es tan grande que puede compararse con la edad del universo. Su densidad,
puede escalarse de tal manera que ρψ ∝ a−3. Esto solo solo es verdad cuando no hay decaimiento
de la partícula ψ.

Cuando existen procesos en equilibrio, la densidad de número comóvil de partículas de la especie
ψ se conserva, sin embargo, en procesos fuera del equilibrio, en donde el número de partículas por
volumen comóvil de una especie cambia, como el que se está estudiando en este trabajo, esto no es
verdad. En este caso, se tiene un decaimiento exponencial de las partículas ψ, que se puede escribir
de esta manera [33]:

d

dt
(a3nψ) = −a

3nψ
τψ

. (3.1)

Desarrollando la derivada del lado izquierdo y dividiendo entre a3:

ṅψ + 3
ȧ

a
nψ = −nψ

τψ
. (3.2)

La relación entre la densidad de energía y la densidad de número de partículas de la especie ψ
es está dada por pψ = mψρψ, donde mψ es la masa de una partícula. Entonces, introduciendo en
la ecuación anterior:

d

dt
(mψnψ) + 3

ȧ

a
mψnψ = −mψnψ

τψ
, (3.3)

usando la relación anterior se tiene finalmente:

ρ̇ψ + 3
ȧ

a
ρψ = −ρψ

τψ
. (3.4)
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La ecuación anterior es la ecuación de continuidad para las partículas de la especie ψ, que
describe la evolución a lo largo del tiempo de la densidad de energía de la especie ψ. Durante el
decaimiento, cierta fracción de las partículas ψ se convierte en partículas relativistas, por lo que
también es necesaria una ecuación de continuidad para esa especie. Para tal objetivo, la segunda
ley de la termodinámica aplicada a un elemento de volumen comóvil implica que [33]:

dŝ =
dQ

T
= −d(a

3ρψ)

T
=
ρψa

3

Tτψ
dt, (3.5)

donde T es la temperatura del baño de partículas relativistas, la cual es la temperatura del
Universo. En la última igualdad se usó la ecuación 3.1 dividida entre la masa de la partícula mψ.
En lo anterior se puede ver que si el tiempo de vida de la partícula ψ tiende a infinito, la entropía
por volumen comóvil es constante, pero no es el caso del modelo que se está considerando en este
trabajo. Después se usa la Primera Ley de la Termodinámica: dE = −pdV +TdS, en donde, como
se está trabajando en esta tesis con unidades naturales, la masa y la energía son equivalentes,
entonces Vc = 1, el volumen físico es Vtotal = a3Vc = a3, por lo tanto, la energía total es:

Etotal = V ρtotal = a3ρtotal, (3.6)

y la primera ley se puede escribir, usando lo anterior, y 3.5, de esta forma:

d(a3ρr) = −prd(a3)− d(a3ρψ) = −ρr
3
d(a3) + (a3ρψ)dt/τ, (3.7)

en donde se usó la ecuación de estado del producto ωr = 1/3, y entonces pr = ρr/3. Desarro-
llando lo anterior se sigue que:

a3dρr + 3a2ȧρrdt = −ρr
3
(3a2ȧdt) + a3ρψ

dt

τ
(3.8)

Dividiendo todo lo anterior entre a3dt se llega a la ecuación de continuidad del producto:

ρ̇r + 4
ȧ

a
ρr =

ρψ
τ
. (3.9)

La física detrás de 3.9 es clara: el término 4 ȧaρr representa el corrimiento al rojo usual de
la densidad de energía de la radiación. En ausencia del decaimiento de ψ, el tiempo de vida de
ésta tiende a infinito, por lo que el término ρψ se hace cero, y la solución de 3.9 es simplemente
ρR ∝ a−4. La densidad de energía de la radiación está relacionada con la entropía por volumen
comóvil mediante [33]:

ρr =
3

4

(
45

2π2g∗

)1/3

ŝ4/3a−4, (3.10)

donde g∗ corresponde al número efectivo de grados de libertad relativistas. Las ecuaciones
3.4, 3.9 (o equivalentemente, 3.10) con su respectiva ecuación de Friedmann forman un sistema
de ecuaciones diferenciales cerrado gobernando la evolución del factor de escala a, ρψ y ρr (o la
densidad de entropía comóvil ŝ). Su solución numérica es mostrada en la figura 3.3 [33]. Las líneas
punteadas indican la evolución de la densidades ρψ y ρr cuando la partícula ψ no decae. Es de
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Figura 3.3: Evolución de las densidades ρpsi y su correspondiente producto ρdr junto con la entropía
en la época en que la partícula ψ decae. Las líneas punteadas indican la evolución de ambas especies
en ausencia de decaimiento de ψ. Notar que en la imagen, R es el factor de escala, y Ri es el mismo
al día de hoy, el cual tiene el valor de uno. Imagen obtenida de [33].

especial relevancia notar el aumento de entropía debido al decaimiento de ψ, algo que no ocurre
en un universo con partículas estables.

3.3. Cosmología de Fondo

Regresando al modelo cosmológico que se está considerando en esta tesis, el cual se caracteriza
por tener materia oscura fría que decae en un tipo de partícula relativista llamada radiación oscura,
las ecuaciones que gobiernan sus densidades de fondo son análogas a 3.4 y 3.9, y son las siguientes:

ρ̇ddm = −3
ȧ

a
ρddm − Γddmρddm, (3.11a)

ρ̇dr = −4
ȧ

a
ρdr + Γddmρddm, (3.11b)

en donde se definió la tasa de decaimiento de la materia oscura inestable como Γddm = 1/τddm,
siendo τddm el tiempo de vida medio de la materia oscura inestable en unidades de giga-años. Con
el objetivo de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales, conviene primero hacer un cambio de
variable. Recordando que H ≡ ȧ/a = d ln a

dt , y definiendo N = ln a, se tiene que dN = Hdt y el
sistema 3.11a y 3.11b en términos de N en vez de t luce de la siguiente forma:
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ρddm
dN

= −3ρddm − 1

H
Γddmρddm, (3.12a)

ρdr
dN

= −4ρdr +
1

H
Γddmρddm. (3.12b)

Las ecuaciones anteriores, junto con la ecuación de Friedmann correspondiente, determinarán
la evolución del factor de escala a(t) para este modelo en específico, para el cual se consideran en
total seis especies de partículas:

Materia bariónica. Su densidad es ρb = ρ0ba
−3.

Materia relativista estándar. Anteriormente se había ignorado debido a su baja abun-
dancia el día de hoy, sin embargo, en este modelo sí será tomada en cuenta dado que hay
una contribución debida al decaimiento que podría tener efectos considerables. Su densidad
es ρr = ρ0ra

−4.

Energía oscura. Es la constante cosmológica, exactamente la misma que en el modelo de
concordancia, con densidad ρΛ = ρ0Λ.

Materia oscura fría estable (CDM). Corresponde a la parte del total de la materia
oscura que es estable. Su tratamiento es igual que en el modelo ΛCDM y su densidad es
ρcdm = ρ0cdma

−3.

Materia oscura fría inestable (DDM). Es la parte del total de materia oscura que sí
decae en radiación oscura. Su densidad está determinada por el sistema de ecuaciones 3.12.

Radiación oscura (DR). Es el producto de decaimiento de la DDM, su densidad está
determinada también por el mismo sistema de ecuaciones diferenciales 3.12.

La ecuación de Friedmann para este modelo, análogamente a la obtenida para el modelo ΛCDM,
es:

H2 =
8πG

3
(ρ0ba

−3 + ρ0ra
−4 + ρ0Λ + ρ0cdma

−3 + ρddm + ρdr), (3.13)

e insertando en el sistema 3.12:

ρddm
dN

= −3ρddm −
(
8πG

3
(ρ0ba

−3 + ρ0ra
−4 + ρ0Λ + ρ0cdma

−3 + ρddm + ρdr)

)−1/2

Γddmρddm,

(3.14a)

ρdr
dN

= −4ρdr +

(
8πG

3
(ρ0ba

−3 + ρ0ra
−4 + ρ0Λ + ρ0cdma

−3 + ρddm + ρdr)

)−1/2

Γddmρddm.

(3.14b)
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El sistema de ecuaciones diferenciales anterior es imposible de resolver analíticamente de ma-
nera exacta dada su complejidad, por lo que es necesario recurrir a herramientas numéricas para
resolverlo. Por otro lado, para reducir errores numéricos conviene expresar las soluciones en térmi-
nos de las densidades relativas Ωddm y Ωdr, las cuales se obtienen dividiendo tanto ρdm como ρdr
entre la densidad crítica ρc en cualquier momento correspondiente a este modelo, establecida en la
ecuación 1.55, en donde, al usar la ecuación de Friedmann 3.13 se sigue que:

ρc = (ρ0ba
−3 + ρ0ra

−4 + ρ0Λ + ρ0cdma
−3 + ρddm(a) + ρdr(a)). (3.15)

Aquí es muy importante señalar dos puntos: el primero, que para calcular ρc, el sistema 3.14a y
3.14b ya debió ser resuelvo, debido a que se están usando las densidades de DM y DR para calcular
la densidad crítica; el segundo, que se asume que la suma de las densidades relativas de materia
oscura fría y decayente al día de hoy corresponden a la densidad de materia oscura fría del modelo
ΛCDM inferida a partir del espectro de potencias del fondo cósmico de microondas (CMB) del
satélite Planck 2018 [3], cuyo mejor ajuste es Ω0cdmh

2(ΛCDM)

= 0,11933± 0,00091 , y por lo tanto,
debe cumplirse una ecuación de constricción dada por:

Ω0cdm +Ω0ddm = Ω
(ΛCDM)
0cdm , (3.16)

además, como una parte del total de la materia oscura va a decaer, se denotará el cociente de
las densidades al día de hoy de ambas especies como αddm, la cual puede tomar valores entre cero
y uno, siendo los casos extremos αddm = 0 si toda la materia oscura es estable, y αddm = 1 si toda
es inestable, entonces, ambas densidades relativas se pueden escribir así:

Ω0ddm = Ω
(ΛCDM)
0cdm αddm, (3.17a)

Ω0cdm = Ω
(ΛCDM)
0cdm (1− αddm), (3.17b)

donde se puede ver fácilmente que la suma de las ecuaciones anteriores cumple la ecuación de
constricción 3.16. Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales 3.14a y 3.14b se usó el código
público de Einstein-Boltzmann «Cosmic Linear Anisotropy Solving System» (CLASS) [37] del cual
se utilizó el wrapper o librería correspondiente escrita en el lenguaje de programación Python. De
aquí en adelante será la herramienta que servirá para calcular todas las cantidades relacionadas a
este modelo, y que además sirvió como base para la creación de un código propio con el objetivo de
estimar las incertidumbres de los parámetros de este modelo, los cuales son la tasa de decaimiento
Γddm y la fracción de materia oscura que decae, αddm.

3.4. Ecuaciones para las Perturbaciones Lineales de DDM

A nivel de las perturbaciones escalares, la ecuación 1.35 si bien es válida para las perturbaciones
del total de la materia, ésta no es aplicable en este modelo para cada especie por separado, debido
a la interacción entre las partículas de materia oscura y su producto, por esa razón las ecuaciones
de conservación para la DDM y la DR tienen otra forma en este modelo [8]:
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∇µT
µ
ddm0 = −aΓddmρddm(1 + δddm), (3.18)

∇µT
µ
dr0 = aΓddmρddm(1 + δddm). (3.19)

Por lo anterior, los contrastes de densidad para la DDM y su producto δddm y δdr junto con la
divergencia de las velocidades θddm y θdr tienen una forma diferente a 2.34 y 2.35, las cuales, en
la norma Newtoniana Conforme están dadas por [8]:

δ′ddm = −θddm − 3ϕ̇− aΓddmψ, (3.20)

θ′ddm = −a
′

a
θddm + k2ψ, (3.21)

δ′dr = −4

3
(θddm − 3ϕ̇) + aΓddm

ρddm
ρdr

(δddm − δdr + ψ), (3.22)

θ′dr =
k2

4
δdr − k2σdr + k2ψ − aΓddm

3ρddm
4ρdr

(
4

3
θdr − θddm

)
, (3.23)

donde σdr corresponde a la perturbación de estrés anisotrópico de la radiación oscura, definido
análogamente a 2.33. Las ecuaciones anteriores son implementadas en el código CLASS para un
modelo con materia oscura inestable para producir, entre otros, su respectivo espectro de potencias.
Considerar un modelo así tiene implicaciones importantes a nivel de formación de estructura, dada
la importancia de la materia oscura fría en este aspecto [8]. En la siguiente sección se analizarán
distintos efectos de un modelo con materia oscura inestable tanto para la cosmología de fondo como
a nivel de formación de estructura a gran escala descrita por la dinámica de las perturbaciones.

3.5. Implicaciones del modelo DDM

Usando CLASS para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales 3.14, además de las respecti-
vas ecuaciones de cada especie estándar, se encuentran, en primer lugar, las densidades relativas de
la materia oscura inestable, y su respectivo producto. Las condiciones iniciales para encontrar una
solución fueron Ω0ddm = Ω

(ΛCDM)
0cdm αddm y Ω0dr ≃ 0. Soluciones para la densidad relativa de DDM

y DR se muestran en las figuras 3.4 y 3.5 para diferentes valores tanto de la tasa de decaimiento
Γddm como de la fracción de materia oscura que decae αddm.

Con respecto a las gráficas para Ωddm (figura 3.4), es evidente que entre menor sea la fracción de
materia oscura que es inestable, es decir, el valor de αddm, la porción de ésta será cada vez menos.
Es interesante observar que para los páneles 2 y 3, correspondientes a tiempos de vida mayores que
la edad del universo de acuerdo ΛCDM son prácticamente idénticos, lo cual tiene sentido ya que
para los dos, la probabilidad de que DDM haya decaído al día de hoy es muy baja, manteniéndose
sin cambio sus densidades relativas. En cuanto al primer pánel correspondiente al tiempo de vida
más corto, indica que, a pesar de que en el pasado llegó a ser prácticamente la especie dominante,
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Figura 3.4: Densidades relativas de la materia oscura inestable como función del corrimiento al
rojo z. Cada panel muestra en la parte superior el valor del inverso del parámetro Γddm, cada uno
con seis diferentes casos, correspondientes a: αddm = 0,05 (azul), αddm = 0,2 (verde), αddm = 0,4
(rojo), αddm = 0,8 (dorado) y αddm = 1 (café)

Figura 3.5: Densidad relativa del producto de la DDM, radiación oscura, como función del corri-
miento al rojo. Cada panel muestra en la parte superior el valor del inverso del parámetro Γddm,
cada uno con seis diferentes casos, correspondientes a: αddm = 0,05 (azul), αddm = 0,2 (verde),
αddm = 0,4 (rojo), αddm = 0,8 (dorado) y αddm = 1 (café)
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actualmente la cantidad de materia oscura sería prácticamente nulo, algo que es imposible dada
las estimaciones actuales de la densidad relativa de la reliquia de materia oscura.

Naturalmente, la evolución de la materia oscura inestable está estrechamente relacionada con
la evolución de su producto, analizando la figura 3.5, se aprecia cómo conforme el tiempo de vida
de la DM es mayor, la densidad relativa de la radiación oscura disminuye, un resultado esperado
debido a que si aún no decae la materia oscura, evidente habrá una menor cantidad de su producto.
También resulta fácil notar intuitivamente que entre mayor sea la fracción de DM inestable, mayor
cantidad de radiación oscura habrá. Finalmente, cabe destacar que sólo en el caso en que el tiempo
de vida es menor a la edad del universo, su fracción respecto al total de todas las especies de
partículas es considerable, siendo en los otros casos demasiado pequeña.

Haber resuelto el sistema de ecuaciones diferenciales 3.14a y 3.14b permite ahora resolver la
ecuación de Friedmann 3.13 para encontrar la evolución del factor de escala a lo largo de la historia
del universo tardío. A diferencia de lo que se hizo en el capítulo 1, no es posible encontrar una
expresión explícita para a(t), pero se puede usar CLASS para obtener soluciones numéricas y
poder graficarlas. Resulta natural pensar que un modelo alternativo a ΛCDM tendrá variaciones
importantes respecto a la forma en que el universo se expande, a pesar de eso, la forma de a(t)
no varía en gran manera cuando se consideran tiempos de vida del orden o mayores a la edad del
universo, por lo que incluir imágenes en donde se aprecie el factor de escala para diferentes valores
de Γddm o αddm no aportaría demasiada información al respecto. Por ese motivo, para cuantificar
de mejor manera las discrepancias conviene definir la diferencia relativa del factor de escala entre
diferentes modelos DDM y el ΛCDM, la cual está definida por:

δa

a
≡ |aΛCDM − aDDM |

aΛCDM
. (3.24)

La diferencia relativa cuantifica la diferencia del factor de escala en el modelo DDM respecto
al valor para ΛCDM, de manera que en el valor extremo que δa/a = 1, la diferencia es máxima, es
decir, que aDDM = 0. En la figura 3.6 se muestra tal diferencia relativa para distintas cantidades
de αddm y Γddm. Se puede apreciar que para tiempos de vida mayores a la edad del universo,
la variación de a(t) entre ambos modelos es de, a lo mucho, de poco más del 3 por ciento. Para
tiempos de vida tempranos, las discrepancias se elevan en gran medida, llegando a un 60 por ciento
para un modelo en donde la materia oscura tarda solo 1 Gyr en decaer, y además, toda ella es
inestable, nuevamente indicando que un modelo con un tiempo de vida tan corto no es bueno para
describir el universo. También se puede ver que un universo con una fracción de DDM inestable
menor da lugar a menos diferencias que uno con mayor cantidad.

Otro efecto de un modelo con DDM se presenta al momento de calcular las diferentes medidas
de distancia el cual será relevante para estudiar algunos efectos de las distorsiones de redshift en
el siguiente capítulo. Nuevamente se puede hacer uso de la diferencia relativa, en este caso, de la
distancia angular diametral:

δDA

DA
≡ |DAΛCDM

−DADDM
|

DAΛCDM

. (3.25)

La cual está graficada en la figura 3.7. Se puede apreciar que para corrimientos al rojo grandes,
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Figura 3.6: Diferencia relativa entre el factor de escala del modelo ΛCDM y el modificado con
materia oscura inestable como función del tiempo propio. Cada panel muestra en la parte superior
el valor del inverso del parámetro Γddm, cada uno con seis diferentes casos, correspondientes a:
αddm = 0,05 (azul), αddm = 0,2 (verde), αddm = 0,4 (rojo), αddm = 0,8 (dorado) y αddm = 1
(café).

las discrepancias aumentan si el tiempo de vida es menor, y si la fracción de DDM aumenta,
sin embargo, como es de esperarse, para z tendiendo a cero, que corresponde al día de hoy (o
equivalentemente, a distancias cortas) no hay diferencia alguna entre ambos modelos. Las gráficas
correspondientes a la distancia comóvil y a la distancia luminosa son muy similares, y por esa razón
no se incluyen, se aplica el mismo razonamiento a cada una de ellas.

Tal y como se mencionó en la sección anterior, al ser la materia oscura una especie clave para
la formación de estructura a gran escala en el universo, modificar tanto su tiempo de vida como su
fracción debe tener consecuencias en este aspecto. En este caso, con la finalidad de obtener un mejor
análisis y ver lo efectos del decaimiento en las perturbaciones, conviene graficar directamente el
espectro de potencias para diferentes modelos DDM junto con el ΛCDM. En la figura 3.8 se observa
dicha imagen. Nuevamente, los casos extremos, correspondientes a Γ−1

ddm = 1 Gyr y αddm = 1

muestran que, a escalas grandes (o distancias pequeñas) un modelo con esos parámetros predice
mayor estructura de la que realmente existe, y viceversa, a escalas pequeñas (o distancias grandes)
se predice mucha menos estructura de la que las observaciones indican. Incluso a un tiempo de
vida de 50 Gyr, se llegan a apreciar diferencias respecto al modelo de concordancia. También se
aprecia que conforme más grande sea el valor de la fracción de DDM, el cambio respecto al modelo
ΛCDM será mayor, sin embargo, entre más grande sea su tiempo de vida, la diferencia se hace
cada vez menor, sugiriendo que existe una sensibilidad importante de P (k) respecto al parámetro
Γddm conforme hay una mayor fracción de DDM.

Como se pudo analizar cualitativamente, los parámetros de un modelo con materia oscura
inestable, αddm y Γddm, están estrechamente correlacionados. Parece que para un modelo con una
fracción de DDM muy cercana a cero, el factor de escala, las medidas de distancia, o el espectro
de potencias no sufren variaciones significativas respecto a ΛCDM sin importar el tiempo de vida.
Por el contrario, si la fracción de DDM respecto al total de DM es grande es necesario que Γ−1

ddm

sea lo suficientemente grande para que los resultados coincidan con el modelo de concordancia. La
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Figura 3.7: Diferencia relativa entre la distancia angular diametral del modelo ΛCDM y el modifi-
cado con materia oscura inestable como función del corrimiento al rojo. Cada panel muestra en la
parte superior el valor del inverso del parámetro Γddm, cada uno con seis diferentes casos, corres-
pondientes a: αddm = 0,05 (azul), αddm = 0,2 (verde), αddm = 0,4 (rojo), αddm = 0,8 (dorado) y
αddm = 1 (café)

búsqueda de un modelo DDM que reproduzca fielmente las observaciones es todo un reto, por lo que
en el siguiente capítulo se explicará cómo se estableció un modelo con valores de αddm y Γddm que
reprodujeran la observable fσ8 predicha por ΛCDM así como el parámetro de Alcock-Paczynski.

Para finalizar el capítulo, vale la pena hablar brevemente sobre el espectro de potencias del
fondo cósmico de microondas (CMB), una de las principales pruebas del modelo del Big-Bang, el
cual sí tiene cambios en el régimen relativista de las perturbaciones, a diferencia del proceso de
formación de estructura a pequeñas escalas. Como se puede ver en la figura 3.9, hay diferencias
mucho más significativas en escalas pequeñas, mientras que para escalas grandes no hay tantas
discrepancias, incluso para tiempos de vida pequeños, estas diferencias a escalas pequeñas están
asociadas al efecto de Sachs-Wolfe. El objetivo de este trabajo no es estudiar este efecto, pero
ofrece una perspectiva interesante a explorar en este modelo para imponer constricciones a los
parámetros de éste.
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Figura 3.8: Espectro de potencias de materia para diferentes modelos DDM. Cada panel muestra
en la parte superior el valor del inverso del parámetro Γddm, cada uno con seis diferentes casos,
correspondientes a: αddm = 0,05 (azul), αddm = 0,2 (verde), αddm = 0,4 (rojo), αddm = 0,8
(dorado) y αddm = 1 (café). La línea azul punteada corresponde en cada panel al espectro en el
modelo ΛCDM

Figura 3.9: Espectro de potencias del fondo cósmico de microondas para diferentes modelos DDM.
Cada panel muestra en la parte superior el valor del inverso del parámetro Γddm, cada uno con seis
diferentes casos, correspondientes a: αddm = 0,05 (azul), αddm = 0,2 (verde), αddm = 0,4 (rojo),
αddm = 0,8 (dorado) y αddm = 1 (café). La línea azul punteada corresponde en cada panel al
espectro en el modelo ΛCDM
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Capítulo 4

Pronósticos de las incertidumbres de
los parámetros del modelo DDM de
acuerdo con datos simulados de
Euclid.

Este capítulo está enfocado en obtener estimaciones para las incertidumbres de los dos paráme-
tros del modelo con materia oscura inestable, αddm y Γddm, estas estimaciones se realizan usando
datos simulados para experimentos futuros (algo que en inglés se denomina mock data) de fσ8 y
del parámetro de Alcock-Paszynski ϵ, de tal manera que se espera que las cotas que se obtengan
para αddm y Γddm sirvan para constreñir tanto el tiempo de vida como la fracción de la materia
oscura fría inestable dentro del marco del modelo ΛCDM.

4.1. Método de la Matriz de Fisher

La matriz de Fisher es usada frecuentemente en el análisis de constricciones cosmológicas a par-
tir de conjuntos de datos observacionales [12], y sirve para hacer estimaciones de las incertidumbres
mínimas de los parámetros de un modelo. Bajo ciertas suposiciones los valores en la diagonal dicha
matriz son los cuadrados de las las varianzas inversas respecto a una estimación correspondiente
a un modelo fiducial. Los elementos fuera de la diagonal diferentes de cero indican correlaciones
entre los errores de los parámetros [27]. En esta sección se hará una breve descripción de cómo se
deduce la matriz de Fisher, cuál es su forma y cómo se relacionan sus entradas con los parámetros
de la función de distribución asociada a determinados conjuntos de datos. A su vez se mostrará
la metodología a partir de la cual se van a calcular las estimaciones de las incertidumbres de los
parámetros del modelo de este trabajo.

Para estimar los parámetros de un modelo junto con sus errores a partir de un conjunto de
datos, se debe obtener la distribución de probabilidad de los parámetros θ dado un conjunto de
datos x, la cual se llama distribución de probabilidad posterior y se denota como
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P (θ|x). (4.1)

Con esto se puede definir el espacio de parámetros, en el donde cada punto corresponde a una
realización del modelo. La distribución de probabilidad posterior no es muy fácil de calcular, por
el contrario, lo que sí es más sencillo es la distribución de probabilidad de los datos dado que se
conocen los valores de los parámetros del modelo y la cual se conoce como función de verosimilitud
o likelihood en inglés (el cual es el nombre mas usado aún hablando en español), denotada por

L(x|θ) = P (x|θ). (4.2)

como ejemplos de estas distribuciones se tiene la binomial, poisoniana, gausiana, entre otras. El
teorema de Bayes [10] relaciona la función de verosimilitud con lo que realmente se quiere calcular
que es la distribución posterior, P (θ|x):

P (θ|x) = P (x|θ)P (θ)
P (x)

. (4.3)

A P (θ) se le llama probabilidad a priori, y expresa lo que se sabe de los parámetros antes de que
alguna observación se realice, pueden ser experimentos previos o alguna teoría. Se suele asumir que
todos los valores de los parámetros son igualmente probables, de tal forma que P (θ) =constante,
a lo que se llama una probabilidad a priori uniforme. P (x) recibe el nombre de evidencia, la cual
en estimación de parámetros suele ser ignorada [26], entonces:

P (θ|x) ∝ L(x; θ). (4.4)

Asumiendo que la probabilidad a priori es uniforme, en el punto en el espacio de parámetros en
que se alcanza el máximo logaritmo de la función de verosimilitud, se asocia con el valor esperado
de los parámetros θ0 correspondientes al mejor ajuste y éstos se asocian con ”el modelo verdadero
o fiducial”, θ0, dicho matemáticamente:

⟨θ⟩ = θ0. (4.5)

Ahora se hace se hace una expansión en serie de Taylor alrededor de los parámetros del mejor
ajuste:

lnL(x; θ) = lnL(x; θ0) +
1

2
(θα − θ0α)

∂2 lnL
∂θα∂θβ

(θβ − θ0β) + ..., (4.6)

en donde la primera derivada, al ser calculada en el máximo del logaritmo de la función de
verosimilitud se anula [28]. Calculando la exponencial de la ecuación anterior se tiene que:

L(x; θ) = L(x; θ0) exp
[
− 1

2
(θα − θ0α)Hαβ(θβ − θ0β)

]
, (4.7)

donde se definió la matriz Hessiana Hαβ como:
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Hαβ ≡ − ∂2 lnL
∂θα∂θβ

. (4.8)

En la práctica, para estimar los errores de un futuro experimento, se recurre al valor esperado
de la matriz Hessiana, llamada la matriz de Fisher:

Fαβ ≡ ⟨Hαβ⟩ =
〈
− ∂2 lnL
∂θα∂θβ

〉
. (4.9)

La inversa de la matriz de Fisher corresponde a la matriz de covarianza, la cual cuantifica las
incertidumbres de los parámetros y el ancho de la distribución posterior cuando ésta es multidi-
mensional. Por ejemplo, para un modelo con dos parámetros, la matriz de covarianza se ve así
[12]:

F−1
αβ = Cαβ =

(
σ2
x σxy

σxy σ2
y

)
, (4.10)

donde σxy = γσxσy y a γ se le conoce como el coeficiente de correlación. Si la matriz de
correlación es diagonal, es decir, que γ = 0 significa que las estimaciones de los parámetros no
están correlacionadas. Por otro lado, la desigualdad de Crámer-Rao se establece que para cualquier
estimación de un parámetro, la entrada de la matriz de covarianza no será mayor que la inversa
de la matriz de Fisher. En ese sentido, la matriz de Fisher proporciona un estimador del mejor
ajuste posible de las incertidumbres de los parámetros, por lo que ofrece el mejor escenario para
constreñir parámetros dado un conjunto de observaciones [4].

Asumiendo, como aproximación, que las incertidumbres obedecen una distribución Gaussiana,
entonces la función de verosimilitud tiene la forma siguiente [4]:

L ∝ −
B∑
b=1

(fb(θ)− yb)

σ2
b

, (4.11)

donde yb son cantidades observadas, cada una con incertidumbres gaussianas σb, y cada una
de éstas observables se asocia a una función fb de los parámetros del modelo. De esta manera, la
matriz de Fisher (3.10) tiene las siguientes entradas:

Fjk =
∑
b

1

σ2
b

∂fb
∂θj

∂fb
∂θk

. (4.12)

En el sentido de este trabajo, los parámetros del modelo DDM son θj = Γddm y θk = αddm mien-
tras que su inversa, la matriz de correlación, proporciona el mejor ajuste para las incertidumbres
de ambos parámetros, σα y σΓ, alrededor de sus valores fiduciales:

Cjk =

(
σ2
Γ σαΓ

σαΓ σ2
α

)
. (4.13)
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4.2. En busca de un modelo DDM fiducial

Para poder estimar las incertidumbres de los parámetros Γddm y αddm es necesario establecer
unos valores centrales o fiduciales para estos. Generalmente, cuando se estiman pronósticos de
las cotas inferiores de las incertidumbres esperadas en observaciones futuras, dichos pronósticos
se realizan asumiendo que las incertidumbres corresponden al mejor ajuste de un modelo fiducial
correspondiente a datos reales anteriormente obtenidos. El criterio para decidir qué valores van
a usarse consiste en que sean capaces de reproducir alguna observable, es decir, para seleccionar
ese modelo se ajusta la predicción de dicha observable correspondiente al mejor ajuste de ΛCDM
de acuerdo a los conjuntos de datos observacionales reales al momento. En este caso, se consideró
como modelo fiducial el modelo DDM que ajuste perfectamente determinadas observables predichas
por el modelo ΛCDM para los parámetros cosmológicos estimados por la colaboración de Planck.
Es importante notar que si se consideran diferentes observables entonces los modelos DDM que
empate las predicciones de ΛCDM correspondientes pueden ser distintos.

Para esta tesis se trabajó con dos modelos DDM fiduciales, el primero que pudiera empatar
la observable fσ8, la cual cuantifica el efecto Kaiser, predicha por el modelo de concordancia, y
el segundo corresponde a aquel que empata la predicción de ΛCDM del parámetro de Alcock-
Paczynski, esto es, aquel para el cual ϵ se acerque lo más posible a uno. Para el primer modelo
fiducial, los valores de los parámetros fueron:

αfid1 = 10−3, (4.14a)

Γfid1 = 0,001H0. (4.14b)

En cuanto al segundo modelo, es oportuno señalar la dependencia del parámetro ϵ de la distancia
angular diametral, como indica la definición 2.88. En el capítulo anterior se hizo notar que la
diferencia relativa de las medidas de distancia para tiempos de vida del orden, o mayores a la
edad del universo, es pequeña incluso para valores de αddm cercanos a uno lo cual indica que estas
observables son poco sensibles a variaciones de ese parámetro. Para lograr la mayor sensibilidad
posible para ajustar esta cantidad se asumió que toda la materia oscura decae en radiación oscura
y por tanto, αddm = 1, mientras que el valor fiducial de la tasa de decaimiento fue:

Γfid2 = (1× 10−8)H0 (4.15a)

4.3. Estimación de las incertidumbres de αddm y Γddm

Para estimar las incertidumbres de los parámetros del modelo con materia oscura inestable,
αddm y Γddm se usaron datos de catálogos mock obtenidos a partir de simulaciones de N-cuerpos
realizadas para la planeación de surveys futuras, particularmente aquellas de la colaboración de
EUCLID [24, 22]. En esos trabajos, primero se identifican los VOIDs dentro de la distribución
de materia a diferentes tiempos en las simulaciones y se estiman los multipolos de la función de
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z fσ8 σfσ8 ϵ σϵ
0.99 0.4531 0.0060 1.0125 0.0073
1.14 0.3777 0.0059 0.9988 0.0073
1.33 0.4310 0.0064 1.0127 0.0076
1.58 0.3666 0.0066 0.9908 0.0074

Tabla 4.1: Datos en VOIDs identificados en catálogos mock para EUCLID [22] a partir de medi-
ciones del efecto Kaiser (fσ8) y el efecto de Alcock-Paczynski (ϵ) para diferentes corrimientos al
rojo y sus respectivos errores

correlación void-galaxia en el espacio de corrimiento al rojo, cuyo desarrollo fue explicado en el
capítulo 2. De esa forma se obtienen las medidas de las distorsiones de redshift con lo cual se
estima tanto fσ8 como ϵ para diferentes corrimientos al rojo. En la tabla 4.1 se enlistan los datos
resultantes con sus respectivos errores, mientras que en la figura 4.1 se grafica fσ8 para el modelo
DDM fiducial, junto con el correspondiente a ΛCDM, haciendo evidente su extrema similitud.
Adicionalmente, se indican los valores de la tabla 4.1 junto con sus errores σfσ8

y σϵ.

La definición de derivada que será usada para el cálculo de la matriz de Fisher para el modelo
fiducial que involucra a fσ8 es la siguiente:

∂fσ8
∂Γddm

=
fσ8fid(z, αfid1,Γfid1)− fσ8(z, αfid1,Γddm)

Γfid1 − Γddm
, (4.16a)

∂fσ8
∂αddm

=
fσ8fid(z, αfid1,Γfid1)− fσ8(z, αddm,Γfid)

αfid1 − αddm
. (4.16b)

La metodología usada para calcular las derivadas 4.16a y 4.16b fue la siguiente: para cada uno
de los corrimientos al rojo z de la tabla 3.1 se calcula fσ8fid mediante CLASS con los parámetros
fiduciales establecidos en las ecuaciones (3.1a) y (3.1b), mientras que para fσ8(z, αfid,Γddm) y
fσ8(z, αddm,Γfid) uno de los argumentos se deja con su valor fiducial, mientras que el otro es
variado ligeramente alrededor de su valor fiducial hasta encontrar una convergencia en las derivadas,
es decir, que sean del mismo orden de magnitud. De esa manera se forma un vector de razones
de cambio. Después se promedian esos valores. Finalmente, usando esos resultados, se calculan las
entradas de la matriz de Fisher según 4.12.

En cuando al segundo modelo fiducial que involucra a ϵ, solo es necesario el cálculo de una sola
derivada, esto debido a que αfid2 se ha fijado a 1, por lo que en realidad la matriz de Fisher sólo
tendrá una entrada, y como consecuencia solo es necesaria la derivada de ϵ respecto a Γddm, la cual
está dada de la siguiente manera:

∂ϵ

∂Γddm
=

1− ϵ(z, αfid2,Γddm)

Γfid2 − Γddm
. (4.17)

La razón por la que en la derivada parcial para ϵ aparece un uno en vez de una función fiducial
para este parámetro viene dado por la definición 2.88. En ese caso, se asume que el modelo DDM
como aquel que describe el universo real, que para el mejor ajuste, concuerda con lo establecido por
el mejor ajuste del modelo ΛCDM, dando como resultado que ϵ = 1. En cuanto a ϵ(z, αfid2,Γddm)
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Figura 4.1: Gráfica de fσ8 predicha por los modelos ΛCDM y DDM correspondientes a los valores
fiduciales de los parámetros establecidos en 4.14a y 4.14b. Adicionalmente se indican los datos
obtenidos mediante simulaciones realizadas para la planeación de surveys futuras de la colaboración
Euclid [22] (dorado). También se muestran datos reales obtenidos por varios trabajos mediante la
medición del multipolos descritos en el capítulo 2 a partir del conjunto de datos BOSS DR12:
Hamaus et.al 2020 [24] (azul claro) Gil-Marín et.al 2016 [20] (verde) ,Nadathur et.al 2019 [42]
(negro), del conjunto de datos 6-degree Field Galaxy Survey por Achitouv et. al 2017 [1] (naranja),
y del VIMOS Public Extragalactic Redshift Survey por Hawken et. al 2016 [1] (rosa).Es interesante
notar la discrepancia entre los valores del modelo fiducial y los datos esperados para Euclid, lo
cual puede indicar que RSD observadas en futuras surveys ayudarán a aminorar las tensiones en
estimaciones de σ8.

60



Pronósticos de las incertidumbres de los parámetros del modelo DDM de acuerdo
con datos simulados de Euclid.

4.4 Discusión de los resultados

y, el procedimiento para obtenerlas es el mismo que para el caso del efecto Kaiser.
Usando las definiciones de las derivadas para el caso del efecto Kaiser, la matriz de Fisher

resultante es:

(Fjk) =

(
1,95523× 10−8 −0,01254

−0,01254 14861,206

)
. (4.18)

Tras calcular su inversa se obtiene la matriz de correlación que se muestra a continuación:

(Cjk) =

(
1,1142× 108 93999

93999 1,4659× 10−4

)
, (4.19)

de tal manera que las incertidumbres para los parámetros Γddm y αddm alrededor de sus valores
fiduciales Γfid1 y αfid1 de acuerdo con Euclid se espera que sean al menos:

σΓddm1
= 1,05× 104

km

s.Mpc
, (4.20)

y

σαddm1
= 1,21× 10−2. (4.21)

Mientras que el coeficiente de correlación es:

γ = 0,73. (4.22)

Para el caso del efecto de Alcock-Paczynski, como se mencionó anteriormente, sólo se calcula
de la entrada F00 de la matriz de Fisher:

F00 = 0,015, (4.23)

y por lo tanto, la incertidumbre para el parámetro Γddm alrededor de su valor fiducial Γfid2 es:

σΓddm2
= 0,12

km

s.Mpc
. (4.24)

4.4. Discusión de los resultados

Las incertidumbres anteriores se pueden dar en términos de H0 = 1/tH , donde tH ≃ 14 Gyr es
el tiempo de Hubble, el cual tiene un valor muy cercano a la edad del universo actual, de manera
que:

σΓddm1

H0
= 155,66, (4.25)

y
σΓddm2

H0
= 0,0018. (4.26)

Al expresar las cotas de Γddm en términos de H0 permite expresar al tiempo de vida en términos
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de tH que es una medida de tiempo en escalas cósmicas. De tal forma, se puede expresar la cota
para Γddm (o equivalentemente, el tiempo de vida τddm) para el primer modelo fiducial, el cual
corresponde a medidas del efecto Kaiser mediante fσ8, de la siguiente manera:

Γddm < 155,664277
1

tH
, (4.27)

o bien,

τddm > 0,00642 tH . (4.28)

Por otro lado, la cota para αddm, en este caso es igual a:

αddm < 0,012107. (4.29)

Cabe notar que este tiempo de vida es muy pequeño, esto se debe a que el modelo fiducial tiene
asociada una αddm muy pequeña (como ya se dijo, esto es necesario para empatar al mejor ajuste
de ΛCDM). Por lo tanto, para generar efectos detectables dada la incertidumbre de los datos, es
necesario tomar una tasa de decaimiento grande (o un tiempo de vida pequeño). Lo anterior es
consistente con otros trabajos como se muestra más adelante.

Para el segundo modelo fiducial, correspondiente a mediciones del efecto de Alcock-Pazcynski,
las cotas para Γddm son las siguientes:

Γddm < 0, 0018
1

tH
, (4.30)

lo que corresponde a:

τddm > 545 tH . (4.31)

En este caso, recordemos que el parámetro αddm = 1 dado que es posible reproducir ϵ = 1

(correspondiente al mejor ajuste de ΛCDM) asumiendo que el total de la materia oscura puede
decaer.

Es importante mencionar que estrictamente hablando, no existe un único modelo DDM fiducial,
sino un conjunto de ellos, esto es, aquellos con αdm = 1 y Γddm → 0 1 o bien aquellos con
αddm < 1 para los cuales Γddm podría tomar valores alejados de cero y aun así conseguir aún un
empate con el mejor ajuste de ΛCDM dentro de sus limites de incertidumbre. Dicha correlación
tan alta de ambos parámetros se traduce en que existen situaciones donde uno de los valores
puede modificarse de manera importante, pagando el precio de que el otro parámetro también
debe cambiar significativamente. Lo anterior fue comprobado por S.Alvi et. al [5] donde explican
que para valores grandes de αddm, el límite superior de la tasa de decaimiento está constreñida a
valores pequeños mientras que para valores pequeños de la fracción de DDM inestable (como el
considerado en el modelo fiducial 1, el límite para Γddm se relaja y permite a la materia oscura

1Cabe mencionar también que al usar un modelo con Γddm = 0 en la práctica no es viable pues no es posible
calcular numéricamente la derivada de las diferentes observables respecto a variaciones de los parámetros. Lo anterior
se debe a que la razón de cambio de éstas no es convergente.
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Figura 4.2: El límite superior de la tasa de decaimiento Γddm para varios valores fijos de αddm para
diferentes conjuntos de datos. En la imagen, Γ18 = Γddm/10

−18s−1, mientras que fddm corresponde
a la fracción de DDM inestable. Imagen obtenida de [5].

decaer rápidamente, como justamente se puede observar en la figura 4.2. Esto explica por qué se
obtuvo una cota menos fuerte a partir de mediciones del efecto de Kaiser en catálogos mock para
EUCLID.

La figura 4.2 ilustra lo explicado en el parrafo anterior y justifica la elección de los parámetros
fiduciales para ambas observables: para el primer modelo asociado al efecto Kaiser, donde αfid1 =

2× 10−3 permitió una elección de Γfid1 = 0,1H0, mientras que una elección de αfid2 = 1 obligó a
que en el segundo modelo, asociado al efecto Alcock-Paczynski, la tasa de decaimiento fuera mucho
menor, Γfid2 = (1× 10−8)H0.
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Conclusiones

En esta tesis se presenta un modelo alternativo al modelo estándar tipo ΛCDM, en el cual una
fracción de la materia oscura fría puede decaer en radiación oscura. El objetivo principal de la tesis
era: explorar las implicaciones tanto en las propiedades del universo de fondo como los efectos del
decaimiento de la materia oscura sobre el proceso de formación de estructura a gran escala descrito
en el régimen lineal de la teoría de perturbaciones. Una meta para ello era aprender sobre dicha
teoría en el contexto del modelo de DDM, la cual fue alcanzada exitosamente al reproducir todas
las ecuaciones de Einstein linealizadas así como las de las perturbaciones de materia.

Una vez determinado el sistema de ecuaciones para las perturbaciones del modelo, éste se re-
solvió numéricamente usando el código público CLASS. Posteriormente se realizó un análisis de
los efectos del decaimiento de la DM a partir de estas soluciones. Lo anterior fue de suma impor-
tancia ya que se pudieron identificar posibles observables y escalas en los cuales las predicciones
del modelo alternativo no coinciden con lo establecido por el modelo cosmológico estándar y que
ofrecen un escenario para buscar señales indirectas de decaimientos de DM o mejores cotas para
sus parámetros. Una conclusión importante de este análisis fue que si toda la materia oscura fuera
decayente, considerar tiempos de vida menores a la edad del universo da lugar a resultados que
están alejados de las observaciones, por lo que Γ−1

ddm debe ser por lo menos, del orden de la edad
del Universo (13.77 Gyr) o mayor para reproducir el universo observable a la fecha.

Por otro lado, se utilizaron distintos datos de distorsiones de redshift obtenidos por el proyecto
Euclid para establecer cotas correspondientes a el tiempo de vida y la fracción de materia oscura
inestable a través de los efectos Kaiser y Alcock-Paczynski. A partir de éste último, se pudo
establecer una cota para el tiempo de vida de τddm >545 tH , un valor que está de acuerdo con
trabajos previos sobre este tipo de modelos. Si bien la cota obtenida mediante fσ8 no está en
conflicto con la que se obtuvo con ϵ, los datos utilizados no fueron capaces de constreñir τddm de
la mejor manera.

Es posible obtener aún mejores estimaciones para el tiempo de vida de la DDM y de la fracción
de ésta mediante otras observables, como el espectro de potencias de las anisotropías de tempera-
tura y polarización del fondo cósmico de microondas, por lo que este campo de investigación está
abierto a futuros trabajos y a la luz de datos nuevos los cuales prometen ser abundantes y mucho
más precisos que los presentes.
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