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Resumen

Se estudia el efecto de una onda electromagnética plana monocromética polarizada linealmente
que incide sobre una frontera plana entre dos medios, sin suponer que debe de haber una onda
plana reflejada y una transmitida.

Palabras clave: ondas viajeras, ondas electromagnéticas, coeficientes de Fresnel, Ley de Snell.






Capitulo 1

Introduccion

En la electrodindmica clésica el problema de la propagaciéon de ondas en regiones limitadas
que viajan de una regioén a otra es uno que usualmente se cubre en un curso de nivel intermedio
[1, 2, 3, 6, 7], ademés es uno de los més didacticos, en mi opinién, pues al resolverlo se vuelven a
visitar miltiples conocimientos adquiridos en diversos cursos de la carrera.

La resoluciéon de este problema también es conocida, sin embargo, ésta generalmente se obtiene
mediante un ansatz. Por esta razén es de nuestro interés explorar la posibilidad de estudiar este
fenémeno sin suponer de antemano la respuesta que sabemos que obtendremos, de tal forma que
sean las mismas ecuaciones las que nos indiquen las caracteristicas que deberian tener las ondas
resultantes.

Cuando tenemos una onda electromagnética viajando desde un medio homogéneo lineal no
conductor hacia otro, naturalmente nos encontraremos con una frontera que divide a ambos. Es en
este punto en el que sabemos por experiencia que una parte de la onda se refleja y la otra se refracta.
Usualmente el anéalisis de este fenomeno se reduce a unas condiciones algebraicas, las cuales llevan a
los coeficientes de Fresnel, con los que determinamos las amplitudes de la onda transmitida y de la
reflejada y también a la ley de Snell, la cual nos da la relacion entre las direcciones de propagacion
de las ondas. Como se cumplen las condiciones de frontera nos solemos convencer de que el ansatz
estaba correcto.

Las ondas planas son las soluciones de las ecuaciones de Maxwell més faciles de obtener y
manejar [3] por lo que ese sera el tipo de ondas que se utilizara en esta tesis.

El plan de accién es tomar una onda plana monocromaética que se encuentra de un lado de
la frontera que divide a dos medios con indices de refracciéon diferentes, encontrar su forma al
aproximarse a la frontera desde un lado, luego hallamos el campo electromagnético que debe
existir en el otro lado de la frontera, en los puntos de ésta. Usamos entonces esa informacién como
condicién inicial para determinar los campos electromagnéticos en la segunda regiéon, suponiendo
que se pueden expresar como una superposicién, en principio infinita, de ondas planas. Como es
usual, el analisis se hace tratando separadamente los casos en los que el campo eléctrico de la onda
incidente es paralelo o perpendicular al plano de incidencia.

En el capitulo 2 se comienza con una descripcién més detallada de las ondas electromagnéticas
y de como las ecuaciones de Maxwell nos dan las condiciones de frontera que necesitaremos para
llevar a cabo el plan de accién.

Mas adelante nos proponemos encontrar las relaciones de Fresnel y la Ley de Snell para com-
pletar el estudio de este problema.

Nuestro enfoque lleva en una forma natural a la existencia de ondas evanescentes en el caso de
la reflexién total interna.






Capitulo 2

Descripcion del problema

El interés de esta tesis, como se mencioné en la introduccioén, es describir el comportamiento de
las ondas electromagnéticas que se propagan entre materiales. Dichas ondas entran en el segundo
material de forma oblicua al cruzar la frontera entre ambos medios, que hemos tomado como un
plano[3] cuando se propagan en alguna direccion.
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Figura 2.1: Configuracién usual, los campos magnéticos (H) ’salen’ de la pagina. Con E represen-
tando al campo eléctrico, x representando el vector de onda y n denota el indice de refracciéon del
medio.

En la configuracion usual para ondas con incidencia oblicua suponemos que el plano xy conforma
la frontera entre dos medios dieléctricos lineales homogéneos, cada medio caracterizado mediante
sus parametros materiales especificos (e; y €2 para la permitividad de los medios 1 y 2 respectiva-
mente, 1 y po para la permeabilidad de los medios 1y 2).

Tomamos el plano zz como el plano de incidencia, el cual esta formado por el vector de onda y
la normal a la superficie en la que incide (i), que aqui es el eje z.

Como los vectores E, H y x forman un sistema de mano derecha ortogonal, la onda electro-
magnética es transversal, para la cual podemos hablar de una onda polarizada para describir el
comportamiento de los vectores de campo en el plano perpendicular a k [7].



Descripcion del problema

H

Figura 2.2: E, H y k para una onda electromagnética transversal.

Para la polarizacion que se conoce como tipo "p"(paralela), los vectores de campo eléctrico (E)
también permanecen en el plano zz lo que nos hace tener una polarizaciéon paralela al plano Ek;
en cambio, en la polarizacién tipo "s” los vectores del campo eléctrico se encuentran dirigidos de
forma perpendicular al plano de incidencia. Aqui los angulos se toman desde el eje z, como suele
considerarse en la expresion de la Ley de Snell.

Veamos qué ocurre cuando reemplazamos pgeg por pe: cuando la onda pasa, el medio rapidamente
se polariza, éste a su vez magnetiza a las moléculas y dipolos creando asi campos eléctricos y
magnéticos propios de dichas moléculas y dipolos. Estos campos nuevos se combinan con los campos
originales de tal forma que se crea una onda con la misma frecuencia pero diferente velocidad, por
esta razon tenemos transparencia, lo cual es una consecuencia no trivial de la linealidad[1].

Ecuaciones de Maxwell

Tenemos las ecuaciones de Maxwell sin fuentes en unidades MKS donde D y B son el campo de
desplazamiento y la induccién magnética respectivamente|3].

V-D=0 (2.1)
V-B=0
0B
VxE= 5 (2.3)
oD
VxH= 2 (2.4)
con:
D =cE (2.5)
B
H=— 2.6
. (2.6)

Si las desarrollamos por componentes cartesianas tendremos:

de (2.1) y (2.5) o o .
T y z
€ +e 9y +e 5 0 (2.7)

de (2.2)
8£E+a£y+883;:0 (2.8)
de (2.3)
8. 98, 9%, 29
o ayx =~ (2.11)
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y de (2.4), (2.5) y (2.6)
0B. 0B,  0E,

ay 0z ot (2.12)
0B, 0B.  OE,

9. oz o (2.13)
0B, 0B, _ OE. .14

or oy Mo

Conviene ahora escribir las ecuaciones de Maxwell, (2.1)-(2.14), como un conjunto de ecuaciones
que permiten determinar cémo cambian los campos a lo largo del eje z

9B, oE,
B\ (g T q
B, oy T M
o _0B. OBy
9B on" Sy (2.15)
0z | Eo o A
E IE, 9B,
y +
Jy ot
FE, 9B, E,
ox oy

Las ecuaciones (2.15) indican que el conocimiento de los campos en cualquier plano z = constante
(como z = 0 por ejemplo) es suficiente para determinar los campos en todo el espacio (dentro de
la region en que se satisfagan las ecuaciones de Maxwell para el vacio). Las ecuaciones (2.11) y
(2.14), las cuales no contienen derivadas parciales con respecto a z, son condiciones de consistencia,
es decir, es necesario que los campos satisfagan (2.11) y (2.14) para que las ecuaciones (2.15) sean
compatibles entre si.

Como se procede en los textos citados, suponemos la forma de las funciones para el campo
eléctrico y para el campo magnético de la onda incidente, la cual viaja con una frecuencia w en el
medio ny. En un dieléctrico no magnético y no conductor la permeabilidad magnética del medio
es practicamente igual a la permeabilidad magnética de vacio, es decir, y = pug y € = Keg con
K = n?, donde n es el indice de refracciéon del medio dieléctrico. Como k = w/cy ¢ = \/J)W’ ahora
k =n%, ya que aqui la velocidad de la propagacién de onda es < en lugar de c (la velocidad de la
luz); en el vacio n = 1[5].







Capitulo 3

Onda que incide en una interfaz

3.1. Amplitudes de las ondas

3.1.1. Campo eléctrico para polarizacién tipo ’'p’

Tomando como referencia la figura 2.1, vemos que el vector de onda (o vector de propagacién)
tiene la forma:
w ~
K; = Ng— (cos 0;k + sen 9ﬁ> (3.1)
c

con 6; como el angulo entre x; y el gje z, por lo tanto, para la polarizacion "p", el campo eléctrico
es
E;(r,t) = E;(—sen 0k + cos 0;1) cos(k; - T — wt) (3.2)
con E; como la amplitud de la onda. Calcularemos su forma cuando la onda choca con la interface,
es decir z = 0:
Now

Ki-T = ——(cosf;k+senbi)- (zi+ yj+ zk)
c

= %(cos 0k + sen 0;7) - (2 + yj + Ok)
c
L (xsenb;)
c
lo que nos deja el campo eléctrico por la izquierda asi:

E;(r,t)|,—0- = E;i(—sen bk + cos 0;2) cos (%x senf; — wt) (3.3)

De (3.2) podemos calcular también B, D y H, utilizando (2.5), (2.6) y la siguiente ecuacion:

B = “uxE (3.4)
c
que encontramos en [3, 7|
Entonces:
Bi(r,t)|,—0- = @Ei cos (%x send; — wt)j (3.5)
c c
Di(r,t)],—0- = eaFi(—senb;k + cosb;i) cos (%z senf; — wt) (3.6)
c
H;(r,t)|,—g- = EEi cos (%1 sen f; — wt)j (3.7
Hoc€ €

11



Onda que incide en una interfaz
3.1 Amplitudes de las ondas

Estas expresiones deben determinar como se comportan las ondas en su propagaciéon a lo largo
del eje z.

Ahora, para poder calcular la onda en el otro lado de la interface, vamos a fijarnos en las
condiciones a la frontera que se deben de cumplir.

Las componentes normales del campo B y D y las componentes tangenciales de los campos E
y H deben ser continuas. Estas condiciones se derivan de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes
[3, 1].

Con esto ya podemos construir el campo eléctrico y magnético inmediatamente al otro lado
gracias a que las componentes deben ser continuas:

E;i(r,t)|,—0+ = E; <—62 sen 0;k + cos 9ﬂ> cos (%x senf; — wt) (3.8)
€1 C
Bi(r,t)|,—0+ = Ei@jcos (%x sen 0; — wt) (3.9)
c c

Una onda plana monocromatica cualquiera, con el campo eléctrico en el plano de incidencia, que
viaja por el medio de la derecha se puede escribir asi:

Eo = Eo(— sen 6ok + cos 6yi) cos (%(az senfy + z cosby) — wt) , (3.10)

donde la constante Ey es la amplitud de la onda.

Como la ecuacién (3.10) es una solucion a las ecuaciones de Maxwell, por la naturaleza de estas
ecuaciones, una superposicion de soluciones también serd solucion. Al hacer una integracién sobre
todas las posibles direcciones y amplitudes, tendremos una superposicién de soluciones, la cual
también debe ser una solucién. Con el objetivo de tener la forma de la solucién general de las
ecuaciones integramos sobre [0, 27]

2m

E= E(¢)(— sen ¢k + cos ¢i) cos (%(msenq&kzcos@ —wt) d¢ (3.11)
0

con z > 0, siendo F(¢) una funcién que representa la amplitud de la onda caracterizada por el
angulo ¢, que de momento no sabemos céomo es. El campo (3.11) debe reducirse a (3.8) cuando
z — 0%, Es decir:

E; (—62 sen 91-1% + cos Qii) Cos (%x sen f; — wt)
c

€1

2m
= / E(¢)(— sen ¢k + cos ¢i) cos (%J; sen ¢ — wt) dg. (3.12)
0

De la ecuacién anterior, fijindonos en la dependencia en x y ¢, se puede ver que la funcion E(¢)
puede ser diferente de cero sblo para los valores de ¢ tales que ngsenf; = njsen¢ (siempre y
cuando Z—f senf; < 1, lo cual se cumple para cualquier valor de 6; si ny < ny).

12



Onda que incide en una interfaz
3.1 Amplitudes de las ondas

Observando la grafica de la funcién seno notamos que para un valor positivo de la funcién
diferente de 1, tenemos dos dngulos 67 y 62 entre 0 y 7 que nos pueden dar el mismo resultado, es
decir, sen §; = sen 6, con

senf; = senfy = 2 sen ;. (3.13)
ni

Ademaés, observamos que estos dos dngulos tienen que estar relacionados de la siguiente forma:

™ T
9—{:]*—9’, 3.14
’ 2ol (3814)
tomando en cuenta nuestra configuracion y nuestras variables vemos en la gréfica que la diferencia
anterior sera:

T o7
92 - 5 == 5 - 91
Oy =7 — 0. (3.15)
Asi
E(¢) = Aé(¢ — 1) + Bi(¢ — 02), (3.16)

donde A y B son dos valores constantes que representan amplitudes que aun desconocemos.

Hasta este punto, si Z—? senf; < 1 y ademaés hay una onda plana con polarizacion "p"que incide
desde la izquierda oblicuamente sobre el plano z = 0 , entonces para z > 0 debe haber una
superposicién de dos ondas planas que se propagan en las direcciones dadas por 6y y 65; la primera
alejandose del plano z = 0 y la segunda, acercandose a él.

Sustituimos (3.16) en (3.12) y desarrollamos:
2m

E(¢)(—sen ¢k + cos i) cos (%m sen ¢ — wt) d¢ (3.17)
0

2m
/ [A6(p — 01) + BS(¢ — 02)](— sen ¢k + cos ¢i) cos (%x sen ¢ — wt) d¢ (3.18)
0

= A(—sen bk + cos b17) cos (MZC senf; — wt) (3.19)
c
+B(—sen Ok + cos B57) cos (nl—wx sen By — wt) (3.20)
c
= FE,; (62 sen 0;k + cos Gﬁ) cos (%x senf; — wt) . (3.21)
€1 C

13



Onda que incide en una interfaz
3.1 Amplitudes de las ondas

Sustituimos (3.15) en la ecuaciéon anterior, luego expandimos la resta de angulos dentro del seno
y del coseno y reordenamos para obtener:

[(A+ B)(—sen k) + (A — B) cos 6] cos (M2 sen ) — wt) (3.22)

c

= Ez(—%f sen ;% + cos 0;i) cos (”sten 0; — wt) ,

(&

cancelando el factor comtn en (3.22), de esa ecuacién tenemos:
(A+ B)(—senb) = — 2, sen; (3.23)
€1
(A— B)cosbt = E;cosb,. (3.24)

2
[

Por un lado, tomando (3.23), utilizamos (3.13) y el hecho que ¢, = n
ni(A+ B) —noE; = 0. (3.25)

Por otro lado, para (3.24) es mucho mas sencillo:
(A— B)costy — E;cos0; = 0, (3.26)

luego solucionamos el sistema conformado por las ecuaciones (3.25) y (3.26) para A y B, obtenemos
que:

E;(nycosfy + nq cosb;)

A= (3.27)

2n1 cos 01

B E;(nycos bty — nq cosb;)

3.28
2n1 cos 0 ( )

3.1.2. Campo magnético para polarizacién tipo ’p’

Veamos si integrando el campo magnético podemos conseguir més informacién. Procedemos de
la misma forma que con el campo eléctrico, para la onda ya considerada (3.2) su campo magnético
puede describirse de la siguiente forma:

Bi(r,t)],—0- = %Eijcos (%x senf; — wt) (3.29)

De la misma manera que en el caso del campo eléctrico (3.11), calculamos el campo magnético al
otro lado de la interface, tomando en cuenta las condiciones a la frontera, obtenemos (3.9), luego,
escribimos como seria el campo magnético correspondiente a (3.10):

By = @oncos (Mx sen g — wt) . (3.30)
c c

Similarmente, el campo correspondiente a (3.11) es

™ R niw
B= /0 —E(¢)jcos <7LE sen ¢ — wt) do. (3.31)

Cc

Revisamos qué podemos encontrar si comparamos componentes, haciendo el mismo anélisis que
hicimos para (3.22), tomamos (3.16) y sustituimos:

2m
/ E[Aé(gf) —61) + Bé(¢ — (m — 61))]jcos (anwx sen ¢ — wt) do
0

c

n niw niw
= —1j [Acos (Lxsenﬂl fwt) + B cos (Lzsenﬁg fwtﬂ ,
c c c

14



Onda que incide en una interfaz
3.1 Amplitudes de las ondas

por (3.13)
B= %(A + B)jcos (%xsen@i - wt) ,

debido a (3.25)

ning _ . Naw
E B:—l—QEUcos (Lxsenﬂi—wt)
c ny c

n Naw
— B= —ZEijcos (Lxsenﬁi — wt)
c c

lo cual coincide con (3.30).
Igualando la modulacién de ambas ondas (con (3.9)):

Now Now
——zxsenf; —wt = ——zxsenl; —wt
c c

ngsenf; = mnosenb;,

con esto no obtuvimos nada nuevo, pero tampoco llegamos a alguna contradicciéon.

El hecho de que 6 sea mayor que 7 /2 significa que, para las condiciones supuestas, debe existir
una onda incidente sobre el plano z = 0, proveniente de z = 400, lo que puede parecer extrano.
Sin embargo, podemos aprovechar la solucién obtenida invirtiendo el sentido del tiempo (después
de todo, las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo la operacién de inversion temporal). Al
hacerlo, la onda que habiamos considerado originalmente como una onda incidente sobre el plano
z = 0, se convierte en una onda que sale de dicho plano, mientras que se ve una onda en z > 0 (B)
que parece entrar al plano y una onda en z < 0 que también parece entrar al plano (E;), como se
muestra en la figura 3.1

%) i
A

Figura 3.1: Esquema de las ondas mencionadas.

3.1.3. Campo magnético para polarizacién tipo ’s’

Para la polarizacion perpendicular, "s", consideramos la misma configuracion de los vectores de
onda y se procede de la misma manera que en las secciones anteriores, ahora con el campo eléctrico
en la direccion y

K; = %(cos 0;k + sen 0,7). (3.32)
c

15



Onda que incide en una interfaz
3.1 Amplitudes de las ondas

Vemos como seria el campo eléctrico
Ei(r,t) = E;jcos(k;-r—wt)] (3.33)
con F; como la amplitud de la onda, el campo magnético que lo acompana es:
B;(r,t) = EZ%(— sen 0;k + cos 0;1) cos(k; - T — wt) (3.34)
= Ei%(— sen 0;k + cos 0;%) cos (%(z cos 0,k + x sen 0;i) — wt) )

Entonces, al igual que para el campo eléctrico en (3.3), usando las condiciones de frontera,
encontramos: n N
Bil,_o+ = — E;(— sen 6;k + cos 6;7) cos (Lm senf; — wt) . (3.35)
c c

Una onda plana que viaja en la parte derecha, puede describirse asi:
ny ~ “ niw
By = — Eo(—senbpk + cos byi) cos (—x sen By — wt) . (3.36)
c c
Como la ecuacion en el caso anterior en la polarizacion "p", lo que tenemos es una solucién a
las ecuaciones de Maxwell, al hacer una integracién sobre todas las posibles direcciones en las que

puede encontrarse otra onda que sea solucion, tendremos una superposicion de todas las soluciones,
la cual también debe ser una solucién

27
B = /0 %E(gf))(— sen nglAc + cos ¢i) cos (%x sen ¢ — wt) do. (3.37)

Esta deberia ser igual a (3.35) en z =0

2
/ e —L E(¢)(— sen ¢k + cos ¢i) cos (%x sen ¢ — wt) do (3.38)
0

Cc

= @Ei(— sen 0;k + cos ;i) cos (%x sen §; — wt) . (3.39)
c c

Analizandolo por partes, la modulacion de la onda debe ser igual

me, sen¢g —wt = 2% ¢ cos 0; —wt (3.40)
c c
nisen¢ = nogsenb; (3.41)

lo que nos da la Ley de Snell, nuevamente.

Para las otras partes y tomando en cuenta los resultados del anélisis hecho para el caso anterior
sobre la grafica de seno, sustituimos (3.16) en (3.37)

/W[Ad(fb —61)+ Bé(¢p — 92)]%1(— sen ¢k + cos ¢i) cos (%m sen ¢ — wt) d¢ (3.42)

0

donde A y B son constantes por determinar (no necesariamente deben ser las mismas a las halladas

arriba). Siguiendo los mismos pasos planteados anteriormente para la polarizacion tipo "p", n

queda:
/ 6(o — 91 (— sen ¢k + cos @1) cos (%xsend)—wt) do

+/ —B5(¢ 02)(— sen ¢k + cos ¢i) cos (%x sen ¢ — wt) do

16



Onda que incide en una interfaz
3.1 Amplitudes de las ondas

de nuevo, utilizando (3.15) y reordenando:
B= E[(A + B)(—sen 1 k) + (A — B) cos 017] cos (nl—wx senf; — wt) (3.43)
c c

comparando esta tltima ecuacion con el campo eléctrico al otro lado (3.35) por componentes

0;
A+B 25 (3.44)
ni sen 91
0;
A-B = p2%% (3.45)
nq cos 01
0; 0;
— 24 = gL (X278 (3.46)
ny \ senf;  cosf;
0; 0;
— 9B = B2 (Sen —— ) (3.47)
no \senf; cosf,
Solucionando el sistema de ecuaciones conformado (3.44) y (3.45), obtenemos que:
1 tan 6,
A=|-+—-FE; 4
(2+2tan9i) (3:48)
1 tan 01
B=(-- E;. 4
(2 2tan9i> ’ (3:49)

3.1.4. Campo eléctrico para polarizacién tipo ’s’

Veamos si integrando el campo eléctrico podemos conseguir mas informacién. Procedemos de la
misma forma que con el campo magnético.
Primero, utilizando las condiciones a la frontera encontramos:

Now
Ei|.—o+ = E;jcos (Lx senf; — wt) , (3.50)
c
ahora, tomamos una onda que viaje al otro lado de la frontera, en la parte derecha:
Eq = Eyjcos (Mx sen Oy — wt) . (3.51)
c

Al igual que en el caso del campo magnético, lo que tenemos es una solucion a las ecuaciones de
Maxwell, al hacer una integraciéon sobre todas las posibles direcciones en las que puede encontrarse
otra onda que sea solucién, tendremos una superposiciéon de todas las soluciones, la cual también
debe ser una solucién, como se mencioné anteriormente, procedemos a integrar:

2m
E= / E(0)jcos (nl—wx senf — wt) do. (3.52)
0 C

La solucién E deberia ser igual a (3.50), igualando la modulacion de ambas ondas:

niw Now
——zxsenf —wt = ——uxsend; —wt
c c
nisenf = mngsend;.

Revisamos que podemos encontrar si comparamos por componentes:
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Onda que incide en una interfaz
3.2 Relaciones de Fresnel

Nuevamente, al igual que en la otra polarizacion, al revisar las componentes del campo en direccion
perpendicular al plano xz no obtenemos nueva informacién sobre nuestras ondas, ni contradicciones.

Como en el caso de la polarizacién "p", hallamos que para una sola onda plana de amplitud E;
en la regiéon z < 0, tenemos una onda saliendo del plano z = 0 de amplitud A y otra que debe
provenir de z = +oo de amplitud B. Nuevamente, cambiando el sentido del tiempo, lo que tenemos
es una onda en z < 0 que sale del plano z = 0 y dos ondas planas en la regién z > 0, una que
incide sobre el plano z = 0 y una que sale de ese plano.

Haciendo los cambios E; — E;, A — E;, B — E,. de (3.48) y (3.49) (donde E; y E, reciben su
nombre por las amplitudes de las ondas transmitidas y reflejadas), tenemos:

1 tan 6,

E; = (2 t o tan@) E, (3.55)
1 tan 0,

Er = (2 ~ 2tan 9i> B (3.56)

3.2. Relaciones de Fresnel

3.2.1. Relaciones de Fresnel para polarizaciéon en ’p’

Aqui, como hemos tomado las ondas de forma inversa, lo que aparece en esas ecuaciones como
la amplitud de la onda incidente, sera la amplitud de la onda transmitida.

%) i

E; E,

Figura 3.2: Esquema de las ondas mencionadas.

Tomamos F; como la onda que incide desde la derecha y calcularemos de (3.27) y (3.28) qué son
E; y E,. lo que nos llevaré a los coeficientes de Fresnel, ya que éstos se definen como las relaciones
entre las amplitudes de las ondas transmitida y reflejada sobre la amplitud de la onda incidente.

Renombraremos nuestras constantes de la siguiente forma A = E;, B = F, y E; = E; y al usar
(3.27) y (3.28) se obtienen las ecuaciones usuales de Fresnel [3]

Ei(ng cos by + nq cosb;)

E; = (3.57)

2n1 cos 601

E 0, — 0;
E - +(ng cos 1 — nq cosb;)

3.58
2n1 cos 01 ( )

Entonces para obtener % y procedemos a despejar lo primero de (3.57)
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Onda que incide en una interfaz
3.2 Relaciones de Fresnel

E, 2n1 cos 01
- 3.59
E; nscosfy +nqcosb; ( )

E,
y luego sustituirlo en (3.58) para obtener —-:

B no cos 1 — nq cos b; 2n1 cos 01

" 2n4 cos 64 ' ng cos By + nycosb;
E,  ngcosf —nycost;
E;  nscosfi +mnqcosl;

Con esto obtenemos los coeficientes de Fresnel, como son cantidades reales, F,. y E; estan en fase.

3.2.2. Relaciones de Fresnel para polarizacion ’s’

Pasamos ahora a resolver el problema para nuestro segundo caso, la polarizaciéon tipo "s", per-
pendicular.

Segun la literatura, las relaciones de Fresnel para la polarizacién perpendicular, describen o
relacionan a la amplitud incidente del primer medio, con la amplitud de la onda reflejada en el
mismo medio y a la amplitud de la onda incidente en el primer medio con la amplitud de la onda
transmitida en el segundo medio. Si adaptamos esto a nuestro problema, tenemos que hacer lo
siguiente para poder obtener esta relacién de nuevo:

De (3.55)
1 2tan 6;
E, =F; =F;
¢ " tan 6; + tan 6, “tan 6; + tan 6,
2tan6;
y sustituyendo en (3.56)
5 tan 0; — tan 6, 2 tan 0;
"t 2tan 0; “tan §; + tan 6,
B tan ; — tan 6
o "tan 6, + tan 6
senf; senb;
_cosb; cosby
"~ senf; senf,
cosf; cosb;
B sen 0; cos 87 — sen 61 cos b;
o "sen 0; cos 01 + sen 61 cos 6;
B no sen 6; cos 01 — ny sen 6 cos 0;
- g sen ; cos B + nq sen 6y cos b;
_ B n1 sen 01 cos 1 — ny sen 6 cos b;
N " nq sen 0 cos 01 + no sen Oy cos b;
B n1 cos 1 — noy cos b;
T T'ngcosfy + nycosb;
E,  mnicosf —ngcost;
E;  nqcosfy +nscosb;

este resultado nos deja lo mismo que se muestra en la literatura.
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Onda que incide en una interfaz
3.3 Reflexion total interna

3.3. Reflexién total interna

Las ecuaciones de Maxwell son ecuaciones diferenciales parciales, y afortunadamente, admiten
soluciones que son ondas planas, lo cual se verifica usualmente en los libros de texto por simple
sustitucién. Sin embargo, las ondas planas no son todas las soluciones que existen para las ecuacio-
nes de Maxwell y, de hecho, en algunas ocasiones es necesario emplear otras soluciones, las cuales,
curiosa y afortunadamente, se pueden construir a partir de las ondas planas. La idea bésica es
que los pardmetros que aparecen en las ondas planas pueden sustituirse por niimeros complejos y
el resultado sigue siendo solucion de las ecuaciones de Maxwell, debido a que muchas ecuaciones
solo involucran objetos reales. Aunque las soluciones obtenidas de esta manera sean complejas, sus
partes real e imaginaria son soluciones reales de esas ecuaciones.

De hecho, es muy conveniente expresar las ondas planas mediante el uso de cantidades complejas.
En este trabajo utilizaremos la féormula de Euler, e? = cos# + isen 6.

3.3.1. Polarizacion tipo ’p’

Para la polarizacion tipo "p'"la expresion (3.10) se puede escribir como:
2 A . (MW
Eqg = Re [EO(— sen Ok + cos Opi) exp i (—(m senfg + zcosby) — wt)} , (3.60)
c

aunque el factor Fg(— sen Ook + cos 90%) podria haberse dejado fuera de la operaciéon de tomar la
parte real, conviene escribir asi el campo eléctrico, dejando abierta la posibilidad de que dicho
factor también sea complejo.

Recordando que

cos(ia) = cosh sen(ia) = isenh« (3.61)

al sustituir §y por iy en (3.60) se obtiene

Eo = Re | Ey(—isenh 6k + cosh 6i) expi (anw(ll' senh 6y + z cosh 6y) — wt)} , (3.62)
lo que es parte de una solucion de las ecuaciones de Maxwell (el campo B se puede deducir a partir
de (3.62)) pero, suponiendo que 6, es real, contiene un factor exponencial real en la coordenada x
que no puede coincidir con (3.8).

En cambio, si primero sustituimos 6y por su complemento § — 6 en (3.10) (lo que solo significa
que 0y sea el angulo que forma el vector de propagacion con el eje x, en lugar del eje z) de (3.60)
se tiene

Eo =Re [EO(— cos 0ok + sen Ogi) exp i (M(m cos By + zsenby) — wt)} ) (3.63)
c

recordando que lo que hacemos es tratar de encontrar una expresion que sea consistente con (3.8)
si hacemos la sustitucién de 6y por ify se obtiene el campo eléctrico,

Eo = Re [Eo(— cosh fpk + isenh 0oi) expi (%(x coshfy + iz senh y) — wt)] . (3.64)

Este campo eléctrico evaluado en z = 0 si puede coincidir con (3.8). De hecho, en z = 0 la
dependencia en x del campo (3.64) coincide con la del campo dado en (3.8) si

no sen d; = nq cosh Oy

lo cual, recordando que los valores de cosh 6y son mayores que o iguales a 1 para 6 real, lleva a la
condicion Z—f senf; > 1, que cubre el caso no considerado en las secciones anteriores.
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Onda que incide en una interfaz
3.3 Reflexion total interna

Repitiendo basicamente los pasos presentados en la seccion 3.1.1, en lugar de la ecuacion (3.12)
tenemos

2 A~
Re {El (_ng sen ;k + cos 0ﬂ> expi (%m sen f; — wt)}
ny c
2 . N nw
= Re E(¢)(— cosh ¢k + isenh ¢7) expi (—x cosh ¢ — wt) do, (3.65)
0 C

donde ahora F(¢) es una funcién por determinar que puede tener valores complejos y esta condicion
debe satisfacerse para toda x y toda ¢. Esto implica que los argumentos de Re son iguales. La prueba
es muy simple: si Re (zel') = Re (we''), para toda t, entonces en particular la igualdad se cumple
parat =0y ¢t =7/2,lo que lleva a Re z = Re w y Re (zi) =Re (wi), por lo que las partes reales e
imaginarias de z y w son iguales, respectivamente.
Luego, si ¢1 € [0,00) se define por
n2

cosh ¢y = —= senb;, (3.66)
n

tomando en cuenta que cosh ¢; = cosh(—¢1), entonces la funcién E(¢) tendria la forma
E(¢) = Ad(¢ — ¢1) + Bo(¢ + ¢1), (3.67)

donde A y B son constantes por determinar. Sustituyendo (3.67) en (3.65) y haciendo uso de (3.66),
se obtienen las ecuaciones

(A+B) = E% i(A — B)senh ¢; = E; cos 6; (3.68)
1
cuya solucioén es

i na cos 0;
A=—|—+ ——+ 3.69
2 <n1 +isenh¢1) ( )

E; (no cos 0;
B=—|(—-—+-—]). 3.70
2 <7’l1 isenh ¢1 ) ( )

Cabe senalar que con lo anterior, en particular de (3.69), (3.70) y (3.67), el campo para z > 0,
va a tener exponenciales en z crecientes y decrecientes (ver (3.64)), es decir, una parte del campo
crece sin limite al alejarse de z = 0. A diferencia de la seccion anterior, no invertiremos el tiempo,
sino que supondremos que en z > 0 existe una onda ’evanescente’ como (3.64) con 6y > 0 para que
la amplitud del campo no crezca exponencialmente al alejarse del plano z = 0. Es decir, invertimos
los papeles y comenzamos suponiendo que en z > 0 hay un campo de la forma (3.64), con 6y > 0
y determinaremos como deben ser los campos electromagnéticos en la regién z < 0.

Cuando z — 0T

Eg = Re [Eo(— cosh 0k + isenh i) expi (%x cosh 6y — wtﬂ . (3.71)
Por otro lado, debido a las condiciones de frontera, cuando z — 0~

Eo = Re {EO <Z cosh Bk + isenh Qoi) expi (mTwm cosh 6y — wt)} (3.72)

como sucede en (3.8). Proponemos un campo en z < 0 de la forma

2m . R /Mow
Eo = Re { E(¢)(—sen ¢k + cos ¢i) expi (T(Isenqﬂrzcosqﬁ) fwt) dgb] , (3.73)
0
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Onda que incide en una interfaz
3.3 Reflexion total interna

tal como en (3.11). Luego, al igual que en las secciones pasadas, igualamos las expresiones para el

campo cuando z — 0~ con el campo cuando z < 0

E=FE, <—€1 cosh 9012: + isenh 90i> expi (%x cosh 6y — wt)
€2
2m
= E(¢)(_ Sen(ﬁff‘f'COS(ﬁﬁ) eXpi (%xsen¢—wt) d¢
0

lo que lleva a que coshfy = 72 sen ¢ (que se debe comparar con (3.66)) y

E(¢) = A5(¢ — ¢1) + B3(¢ — (7 — ¢1))
donde A y B son constantes y ¢; es el tnico angulo en el intervalo [0, Z] tal que
sen ¢p = m cosh 6
U]
comparando componente a componente,

2

—Eon—; coshfy = —flsencél—Bsenqbl
5
iEgsenhfy = Acos¢, — Bcosdy
asi
A+B = Mg,
no
L senh
A-B = ig, el
COSs ¢1

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

Entre otras cosas, el desarrollo anterior muestra que en z < 0 debe haber un campo expresable co-
mo dos ondas planas que se propagan en las direcciones sen ¢17+cos ¢1k y sen ¢17—cos ¢1/<: es decir

1
1

Figura 3.3: Configuracién de las ondas que muestran la reflexién total interna.

Tenemos lo que se denomina una 'Reflexion total interna’ en la region z < 0. (Lo cual se sabe
que puede ocurrir con las ondas evanescentes, en [4] se describen 4 situaciones en las que se puede

dar el fenémeno.)
Resolvemos para Ay B
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3.3 Reflexion total interna

O h N 3 h
A=Do (g ysenhfod g Fofmjsenhfy (3.80)
2 \ ng COS @1 12 cos ¢1

notamos que B es el conjugado de A y tenemos un cambio de fase de la onda cuando se refleja,
lo cual es debido a que hay un factor complejo en la fase. Esto se debe a que lo resultante puede
escribirse como una funcién exponencial, segin la férmula de Euler y al multiplicarse con la onda
que ya teniamos, nos crea un desfase, en otras palabras:

exp(iwt) - exp(ia) = exp (iw (t + g)) . (3.81)

3.3.2. Polarizacién tipo ’s’

Para la polarizacion tipo "s"seguiremos los mismos pasos que en la subseccion pasada, entonces
tomaremos la ec. (3.35) y la reescribiremos como sigue:

By =Re EEO —Sen901%+coseoi expi me zcos@d%—!—xsen@oi —wt)|. 3.82
c c

Al igual que en la subseccién anterior, dejaremos abierta la posibilidad de que el factor Ejy
también sea complejo.
Procedemos a sustituir 6y por 16y y recordamos las identidades (3.61), con lo que obtenemos:

By =Re [EEO(fisenh 0ok + cosh y?) exp i (nl—w(z cosh 0y + iz senh 6y) — wt)] , (3.83)
¢ c
de nuevo, si sustituimos 6y por su complemento 3 — f desde antes, entonces obtenemos:
By = Re {EEO(— cos Ok + sen i) expi (w(z sen 6y + x cosfy) — wt)} , (3.84)
c c
ahora procedemos a sustituir fy por iy, se tiene:
ny Ao o L(Tw .
By = Re [—EO(— cosh Ok + isenh 6p?) expi (—(12 senh 6y + 2 cosh 6y) — wt)} . (3.85)
c ¢

Evaluamos este campo en z = 0 y vemos si puede coincidir con (3.35), observamos que en z = 0 la
dependencia en x del campo (3.85) coincide con la del campo dado en (3.35) si

ny sen d; = nq cosh Oy

lo cual, como mencionamos anteriormente, nos lleva a la condicién Z—f senf; > 1.

Al realizar el desarrollo como en la secciéon 3.1.1, en lugar de la ec. (3.39) tendremos

B = Re {%E,(— sen 0;k + cos 91-%) cos (%z senf; — wt)}
2m

= Re E(¢) [E(— cosh ¢k + isenh @) expi (yx cosh ¢ — wt)} do. (3.86)
0 c c

Como las condiciones para F(¢) son las mismas que para el campo eléctrico, volvemos a definir
¢1 € [0,00) segtn (3.66) y tomando en cuenta que cosh ¢; = cosh(—¢;) entonces la funcion E(¢)
debe tener la forma de la ec. (3.67). Sustituimos (3.67) en la ecuacién anterior, tenemos

(A+B) = E; n9 sen 0; N9 cos 0;

p i(A—B)=EFE;
"n1 cosh ¢q i( )

Y ——————— 3.87
n1 senh ¢ ( )

cuya solucion es

23



Onda que incide en una interfaz
3.3 Reflexion total interna

E; N5 cos b;

A = > (1 + Ty sonh or ¢1> (3.88)
E; T cos 0;

B = —([1—-—"0——|. .
2 ( ing senh ¢ > (3.89)

Al igual que en el ejemplo pasado, una parte del campo crece sin limite al alejarse de z = 0 con
lo que suponemos una onda evanescente en z > 0 con #y > 0. Con esto, volvemos a invertir los
papeles y comenzamos suponiendo que en z > 0 hay un campo de la forma (3.83) con 6y > 0 para
pasar a determinar como deben ser los campos en la regién z < 0.

Cuando la onda se acerca por la derecha z — 0 tenemos que

By = Re {n—clEo(— cosh gk + isenh Ooi) expi (%x cosh 0y — wt)} ) (3.90)
Por otro lado, cuando nos acercamos por la izquierda z — 0~
By = Re [%Eo(f cosh Ok + isenh Ooi) expi (71170035 cosh 6y — wt)} (3.91)
y, como lo hicimos para el campo eléctrico, proponemos un campo en z < 0 de la forma

27
By =Re {ncg E(¢)(—sen ¢k + cos ¢i) expi (%(m sen¢ + zcos @) — wt) dqb} ) (3.92)
0

como en (3.37). Luego

B = %EO(— cosh HOE + isenh fyi) exp i (%l‘ cosh 6y — wt)
21
= n—; E(¢)(—sen ¢k + cos ¢i) expi (%x sen ¢ — wt) d¢ (3.93)
0

lo que lleva a que coshfy = 72 sen ¢ (que también se debe comparar con (3.66)) y (3.67) donde A

y B son constantes y ¢ es el tinico angulo en el intervalo [O, g] tal que
sen ¢ = ™ cosh 6o (3.94)
n2
y haciendo la comparacién componente a componente,
- n n senh 6 - n n senh 6,
A= —LE (2 +i 0 B=-YFy-=2-i 0 (3.95)
2n9 n1 cos @1 2n9 n1 Cos ¢

donde de nuevo podemos ver que B es el conjugado de A y al igual que en la seccién anterior,
tenemos factores complejos, lo cual nos dice que tenemos un cambio de fase de onda cuando ésta
se refleja al igual que en (3.81).
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis pudimos comprobar que es posible obtener la solucién del problema de una
onda plana que incide sobre la frontera entre dos medios no conductores, sin suponer cuél es la
forma que debe tener dicha solucién. tanto para la incidencia paralela como para la incidencia
perpendicular.

Pudimos llegar a la situaciéon usual al invertir el tiempo, es decir, el orden y direccién en el que
suceden los eventos.

Con esto hemos logrado que sean las mismas ecuaciones las que nos indiquen las caracteristicas
que deben tener las ondas resultantes.

Hemos mostrado que de acuerdo con lo establecido en la (2.15), conociendo los campos en la
frontera entre los dos medios, los campos en cada regiéon estan determinados en forma tnica y en
principio este resultado se puede aplicar para cualquier tipo de onda, no solamente una onda plana.

Como seria de esperarse, los resultados aqui hallados coinciden con los presentados en la literatura
donde las propiedades de la soluciéon dependen de la suposiciéon de la existencia de una onda plana
en un lado de la frontera entre los dos medios que se extiende a todo el volumen infinito de esa
region, que ha existido desde siempre y seguird presente indefinidamente. Como se sabe, esto no
hace que la solucién no sea t1til, ya que considerando un paquete de ondas se tendria una situaciéon
realista que se puede tratar conociendo los efectos para una plana arbitraria.
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