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Resumen

Clasicamente la luz es considerada como ondas electromagnéticas, es decir, campos eléctricos
y magnéticos acoplados entre si, que oscilan en el tiempo y se propagan en el espacio. Dicha
radiacion electromagnética posee momento lineal, momento angular, transporta energia y es capaz
de transferir estas magnitudes fisicas a la materia al interaccionar con ella. Desde una perspectiva
cuantica la luz consiste de particulas sin masa, llamadas fotones, cuyas propiedades fisicas estan
cuantizadas, las magnitudes fisicas clasicas pueden ser interpretadas a partir del comportamiento
promedio de un gran numero de fotones. Entre las propiedades fisicas de la luz, de particular interés
es el estudio del momento angular 6ptico. Una onda electromagnética posee momento angular por
dos razones; ya sea que el vector de polarizaciéon de la onda gire alrededor de su eje al propagarse,
o bien sean los frentes de onda los que lo hagan. De esta manera, es posible separar el momento
angular en dos contribuciones, un momento angular de espin (SAM), que surge de la naturaleza
intrinseca del foton y se manifiesta mediante la polarizacién de un haz y un momento angular orbital
(OAM), relacionado con la distribucion espacial del campo y los frentes de onda. En este trabajo de
tesis se estudia la teoria que explica el momento angular 6ptico, su separacion en las contribuciones
SAM y OAM, para aplicarlo en la descripcién de su comportamiento en diferentes distribuciones
de ondas electromagnéticas, incluidos algunos haces paraxiales como los haces Gaussianos, Bessel
y Laguerre-Gauss.
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Introduccion

Los fenomenos naturales han estado presentes desde el inicio del universo. El ser humano, a
partir de la ciencia, ha buscado desarrollar leyes que describan estos fenémenos con el objetivo de
entenderlos y de poseer un conocimiento més profundo de ellos para poder realizar predicciones,
controlarlos y aprovecharlos en beneficio de la humanidad. Dentro de las ciencias, la fisica es
la encargada del estudio de la materia y sus constituyentes, del tiempo, el espacio, la energia,
las fuerzas y las interacciones fundamentales a escalas que van desde tamanos tan grandes como
el tamano del universo mismo hasta escalas tan pequenas como el de particulas subatomicas.
El estudio de los fenémenos fisicos relacionados con la luz, es decir, los fen6menos 6pticos, ha
resultado ser importante para el desarrollo cientifico y tecnologico y de entre las ramas de la
fisica, la optica es la que estudia las propiedades y comportamiento de la luz, lo que involucra
su generacion, propagacion y deteccion, incluida también la interaccion de la luz con la materia.
Desde los inicios de la 6ptica, la luz fue descrita como rayos que viajan a través de distintos medios
siguiendo un conjunto de reglas geométricas [1] y, aunque este enfoque, conocido como 6ptica
geométrica, describe correctamente algunos fenémenos 6pticos como la reflexion y refraccion de la
luz, existen otros fenémenos 6pticos que no son descritos adecuadamente, como los fenémenos de
interferencia o la difraccion, un fenomeno fisico en el que la luz se desvia alrededor de los bordes
de un obstéaculo. Debido a ello, la descripcioén fisica de la luz evolucioné a la denominada 6ptica
fisica u optica ondulatoria donde la luz es considerada como un fenémeno ondulatorio descrito
mediante una funcién escalar, llamada funcion de onda, que satisface la ecuacion de onda [1].
Sin embargo, esta descripciéon de la luz, a pesar de poder dilucidar la difraccién de la luz, no es
capaz de explicar algunos fenémenos que requieren una formulaciéon vectorial como, por ejemplo,
la cantidad de luz reflejada y transmitida en un medio ya que dependen del estado de polarizacion
de la luz que incide sobre ellos, requiriéndose asi una descripcion vectorial de la luz que viene
dada por la Optica electromagnética la cual describe a la luz como ondas electromagnéticas, es
decir, ondas eléctricas y magnéticas acopladas entre si que varian en el tiempo y en el espacio,
que estan caracterizadas por cierta direccién de oscilacion, cierta frecuencia o longitud de onda y
que son capaces de poseer propiedades mecanicas como la de transportar energia, momento lineal
y, en particular, momento angular, una magnitud fisica que cuantifica la rotacion de los campos
electromagnéticos que conforman a la luz.

Uno de los primeros trabajos sobre momento angular éptico es de Sadowsky [2], quien calculo
el torque que un haz de luz polarizado deberia ejercer sobre un medio birrefringente. En 1909
Poynting [3], anticip6é mediante una analogia mecénica que la luz circularmente polarizada deberia
ejercer un torque sobre una placa retardadora debido al cambio del estado de polarizacion de la
luz. Anos mas tarde, en 1936, Richard A. Beth [4], observo y midi6 tal transferencia de momento
angular, verificando que cada fotén de luz polarizada circularmente a derechas o izquierdas posee
un momento angular de +A. A pesar de este hecho, desde al menos 1950 se ha encontrado que en
las transiciones atomicas, cuando se emite un fotén, se requiere que este fotéon posea un momento
angular de h para el caso de las transiciones dipolares mientras que en las transiciones cuadrupolares
o de mas alto orden se requiere que el foton emitido posea multiples unidades de A de momento
angular [5], pero este momento angular adicional, el cual no fue identificado sino hasta afios mas
tarde, se consider6 como un momento lineal desplazado que acttia sobre un radio vector [6].
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XII Introduccion

En 1992, Allen y colaboradores [7], notaron que los haces de luz con frentes de onda helicoidal,
es decir, haces cuya fase es de la forma exp[il¢], donde ¢ es la coordenada azimutal y I es un
ndmero entero, poseian un momento angular, conocido como momento angular orbital (OAM por
sus siglas en inglés) con valor de I por foton, y que era distinto al momento angular observado por
Beth en su experimento, el cual se definié como momento angular de espin (SAM por sus siglas en
inglés) pues surge de la naturaleza intrinseca del fotén, con un valor de ofi para cada foton, donde
o describe el grado de polarizacion del haz. La idea de que estos haces poseen momento angular
orbital [8] tiene sus origenes en las singularidades de fase, es decir, puntos donde la fase del campo
no se encuentra definida y que estan relacionados con los frentes de onda helicoidales. De acuerdo
con Barnett y colaboradores [8], una comparacion entre la expresion del vector de Poynting en
la aproximacion eikonal con la ecuaciéon para la densidad de momento lineal de un superfluido
sugirio que los haces con frentes de onda helicoidales, como es el caso del haz Laguerre-Gauss [1],
se les pueda asociar un momento angular en su direcciéon de propagaciéon ya que en la teorfa de
superfluidos se encuentra, a partir de la densidad de momento lineal, que a cada cuanto de un
superfluido descrito por una funcién de onda con una fase de la forma exp[il¢] se le puede asociar
un momento angular orbital de [h. Esta analogia dio lugar a la idea de que los haces con frentes
de onda helicoidal deban poseer momento angular orbital.

A partir de las ecuaciones de Maxwell se obtiene la expresiéon para la densidad de momento
angular j de una onda electromagnética [5], dada por j: 7 x p'donde p = eOE x B es la densidad
de momento lineal de la onda, E y B son los campos eléctrico y magnético respectivamente y g
es la permitividad eléctrica del vacio. Integrando al vector ; sobre el espacio donde esté definida
la onda electromagnética se halla el momento angular total que la onda es capaz de transportar.
Este momento angular total puede ser escrito como la suma de dos contribuciones [9], la orbital y
la de espin, siendo esta separacion un tema de analisis y de estudio [10].

La densidad de momento lineal p’ para una onda plana transversal propagéandose en el vacio
es paralela a la direccién de propagacion del haz, digamos z, por lo que al realizar el producto
vectorial con 7 no habra ninguna contribucién de momento angular en la direcciéon z sin importar
si la onda esta circularmente polarizada o no, en consecuencia, tal onda de luz no tendra un mo-
mento angular para transferir, por ejemplo, a una placa retardadora de ondas cuando la luz incide
perpendicularmente a su superficie, sin embargo, Beth [4] pudo calcular y medir tal transferencia.
Esta aparente contradiccion surge de considerar una onda plana de extension infinita. Los haces
reales estan limitados en extension por si mismos o por el sistema 6ptico en el que inciden, es esta
apertura finita la que da lugar a una componente del campo eléctrico y magnético a lo largo de la
direccion de propagacion y, en consecuencia, a un momento angular en la direccion z. De acuerdo
con Simmons y Guttmann [11], el borde de la apertura crea un gran gradiente de intensidad que
da lugar a una densidad de momento angular acorde a [12]. De esta manera cada campo de ilumi-
naciéon con cierta distribucion de intensidad tendré cierto comportamiento en su momento angular
local, el cual buscamos estudiar y describir, al menos para ondas planas, haces Gaussianos, Bessel
y los modos Laguerre-Gauss. Ademas, es de esperar que al promediar el momento angular del haz
obtengamos un valor de A y oh por fotéon para la contribuciéon orbital y de espin respectivamente.

Entender el momento angular de la luz ha conducido al desarrollo de aplicaciones en diversas
areas de la ciencia. Cuando un haz de luz posee momento angular puede transferirlo a la materia,
por ejemplo, a pequenas particulas micrométricas o nanométricas, causandoles un movimiento de
rotacion o de giro alrededor del eje de propagacion del haz [13, 14, 15]. Esto ultimo ha conducido a la
manipulaciéon orientativa de particulas en pinzas 6pticas y al transporte de microparticulas a partir
de un haz de luz con momento angular [16]. Por otro lado, dentro del area de telecomunicaciones,
se ha buscado enviar informacion a partir de los modos del momento angular orbital [17], e incluso
se ha pensado en aplicaciones dentro del area de la astrofisica [18].

En este trabajo de tesis se estudia el momento angular de la luz para ondas planas, para los
haces paraxiales Gaussiano y Laguerre-Gauss y los haces Bessel en su limite paraxial. Ademaés,
se explica la separacion de su momento angular en los momentos angulares orbital y de espin.
En el capitulo 1 se parte de la revision de los fundamentos tedricos necesarios para abordar el
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estudio del momento angular en los haces paraxiales. En la seccién 1.1 se revisan las ecuaciones
de Maxwell las cuales conducen a la ecuaciéon vectorial de onda y se presenta la ecuacién de
Helmholtz para la descripcion escalar de las ondas. En la seccion 1.2 se muestran los haces Bessel
que son una solucién exacta de la ecuaciéon escalar de Helmholtz en espacio libre y son invariantes
en propagaciéon. En la seccidén 1.3 se presenta la ecuaciéon paraxial de Helmholtz usada para la
descripcion de los haces paraxiales Gaussiano y Laguerre-Gauss. En la seccion 1.4 se revisan las
ondas electromagnéticas monocromaéticas y el concepto de polarizaciéon de una onda. Finalmente,
en la seccion 1.5 se revisan las leyes de conservacion de la energia y momento lineal de los campos
electromagnéticos que indican que la luz es capaz de almacenar y transportar energia y momento
lineal, conceptos necesarios para definir el momento angular.

En el capitulo 2 se estudia el momento angular de una onda electromagnética y se muestra la
relaciéon que tiene con el momento lineal. Este capitulo parte de la revisién del primer experimento
mecanico de la mediciéon del momento angular de la luz, seccién 2.1. En la seccién 2.2 se obtiene
la ecuacién de conservacion del momento angular entre campos electromagnéticos y particulas
cargadas, en donde se define la densidad de momento angular de una onda electromagnética. En la
seccion 2.3 se muestra la separaciéon del momento angular total en las contribuciones conocidas como
momento angular orbital y momento angular de espin y se aplica para ondas electromagnéticas
monocrométicas. Y en la secciéon 2.4 se estudia el momento angular de ondas planas circularmente
polarizadas de extension finita.

Para calcular las propiedades fisicas de la luz como la energia, momento lineal y momento
angular para un haz paraxial es necesario conocer las expresiones de los campos electromagnéticos
que describen a estos haces por lo que en el capitulo 3 se muestra el procedimiento para obtener
las expresiones vectoriales de los haces paraxiales. Este capitulo comienza con una breve discusion
acerca de las componentes vectoriales de un haz, resaltando el hecho de que una onda electro-
magnética debe poseer componentes en la direccion de propagacion para poder satisfacer la ley de
Gauss eléctrica, seccion 3.1. En la secciéon 3.2 se revisa la teoria electromagnética concerniente a
los potenciales escalar y vectorial. En la seccién 3.3 se obtienen los campos eléctrico y magnético
para los haces paraxiales Gaussiano y Laguerre-Gauss partiendo de un potencial vectorial armoénico
en el tiempo cuya amplitud recuerda a la amplitud de un haz paraxial de la teoria escalar de la
luz. Por ultimo, en la seccién 3.4 se muestra un tratamiento vectorial para hallar las expresiones
vectoriales de las ondas electromagnéticas que describen a los haces Bessel de alto orden.

En el capitulo 4 se calcula el vector de densidad de momento lineal y angular de los haces
paraxiales Gaussiano y Laguerre-Gauss. Se muestra que un haz paraxial puede poseer momento
angular debido a su polarizaciéon y que también puede poseer momento angular debido a la es-
tructura de fase del haz. En la seccion 4.1 se obtiene la expresion del promedio temporal de la
densidad de momento lineal de los haces paraxiales y en las subsecciones 4.1.1 y 4.1.2 se analiza el
momento lineal de los haces Gaussiano y Laguerre-Gauss y se analiza la trayectoria de su vector
de Poynting. En la seccién 4.2 se obtienen las expresiones de la densidad de momento angular local
de los haces paraxiales y se presentan los valores [h y oh como los momentos angulares orbital y de
espin por fotén de estos haces. Por altimo, en la seccion 4.3 se obtiene la componente de densidad
de momento angular en la direcciéon de propagacion de un haz Bessel de alto orden, en el caso
paraxial y no paraxial.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo. Se presenta ademas un
apéndice A donde se muestran las expresiones de los promedios temporales de las densidades de
energia, momento lineal y vector de Poynting de las ondas electromagnéticas monocromaticas.






Capitulo 1

Marco tedrico

Un campo electromagnético en el espacio es descrito clasicamente a partir de dos campos
vectoriales dependientes de la posicion y del tiempo: los campos eléctrico E(f’, t) y magnético
B (7, t). Un tipo particular de campo electromagnético son las ondas electromagnéticas a partir de
las cuales se describe a la luz. En este capitulo se presentan los conceptos tedricos fundamentales
para la descripcion escalar y vectorial de las ondas electromagnéticas y los fundamentos teodricos
necesarios para abordar el estudio del momento angular en los haces paraxiales. En la seccién
1.1 se presentan las ecuaciones de Maxwell y las ondas electromagnéticas. Se presenta ademas la
ecuacion de Helmholtz para la descripcion escalar de una onda. En la seccién 1.2 se muestra una
solucién a la ecuaciéon de Helmholtz que describe a los haces Bessel. En la seccion 1.3 se explica la
ecuacion paraxial de Helmholtz usada para la descripciéon de los haces paraxiales: el haz Gaussiano
y el haz Laguerre-Gauss. En la seccion 1.4 se revisan las ondas electromagnéticas monocromaticas
y el concepto de polarizaciéon de una onda. Finalmente, en la seccién 1.5 se presentan las leyes de
conservacion de la energia y momento lineal de los campos electromagnéticos.

1.1. Ecuacién de onda

Las ecuaciones de Maxwell relacionan y describen a los campos eléctrico E, magnético B y
a los campos de desplazamiento eléctrico D y de intensidad magnética H donde estos 2 tltimos
incluyen la interacciéon de la radiacién electromagnética con la materia.

En su forma diferencial las ecuaciones de Maxwell, en unidades MKS, estan definidas por

V.-D=p, (1.1)
V.-B=0, (1.2)

. 0B
E:—i ]..

- - 0D
H=J+=22 1.4
V x J+ T (1.4)

donde J es el vector de densidad de corriente eléctrica y p es la densidad de carga libre.
Las relaciones que describen los efectos de la radiacién en la materia, conocidas como ecuaciones
constitutivas, estan dadas por

D=¢yE+ P, (1.5)

L1 - L

H=—B-M, (1.6)
Ho



Marco tedrico
1.1 Ecuacion de onda

donde P y M son las polarizaciones eléctrica y magnética del medio respectivamente; g y o son
la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética del vaci6 respectivamente.
En el espacio libre (p = 0, J = 0) donde D =eyE y B= MOH las ecuaciones de Maxwell son

V.-E =0, (1.7)
V-B=0, (1.8)
. 9B
E=-" 1.
V x 5 (1.9)
_ E
VxB= 50/1,087 (110)

ot

Aplicando el operador rotacional a la ley de Faraday (1.9), haciendo uso de la identidad vectorial

V x (V x E) = V(V-E)— V2E y luego de usar la ley de Gauss eléctrica (1.7) y la ley de Ampere

(1.10), se concluye que el campo eléctrico debe satisfacer la ecuacion vectorial de onda en el espacio
libre

L 10°FE

2 _
VE - 555 =0, (1.11)

con ¢ = . De manera similar se puede concluir que el campo magnético también satisface la

\/Eolto
ecuacion vectorial de onda .
~ 10°B
V?’B - == =0. 1.12
c? ot? ( )

Se concluye que las componentes (E, E,, E) del campo eléctrico y las componentes (B, By, B.)
del campo magnético deben satisfacer la ecuacion de onda, sin embargo, estas ecuaciones no pueden
ser resueltas de manera independiente ya que las componentes de los campos electromagnéticos
estan relacionadas mediante las ecuaciones de Maxwell.

Sea U(7,t) una funciéon compleja dependiente de la posicion y del tiempo denominada como
funcién de onda y que representa cualquiera de las componentes de los campos, entonces se cumplira
que
1 0%U (7t)
2 o2
donde ¢ corresponde a la velocidad de la luz en el vaci6.

V2U (7,t) — (1.13)

1.1.1. Ecuacion de Helmholtz

Una onda monocromatica es representada mediante una funcion de onda U (7, ¢) que tiene una
dependencia arménica en el tiempo con frecuencia v = 5= descrita por

U(7 t) = U(7) exp (iwt) = a(F) exp [ip(F)] exp (iwt), (1.14)

donde U(7) = a(F) exp [ip(7)] es la amplitud compleja de la onda, a(7) es la amplitud y () es
la fase que caracteriza los frentes de onda. Sustituyendo (1.14) en la ecuacion de onda (1.13) se
obtiene que la amplitud compleja U(7) debe satisfacer la siguiente ecuacion diferencial conocida
como ecuacién de Helmholtz

V2U (7) + K*U () = 0, (1.15)

donde k es el numero de onda w
k=—. (1.16)

c

Una solucién a la ecuacion de Helmholtz en coordenadas rectangulares es la onda plana. Esta
onda tiene la siguiente amplitud compleja

U(F) = Aexp (—ik - 7), (1.17)
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donde A es una constante compleja 'y k= (ks ky, k) es el vector de onda con |E| = k. En particular,
para una onda plana propagandose en la direcciéon z se tendra

U(7) = Aexp (—ikz). (1.18)

Una solucion a la ecuacion de Helmholtz en coordenadas esféricas es la onda esférica cuya amplitud
compleja es

U(r) = éexp(—ikr), (1.19)

donde r es la distancia radial medida desde el origen.

1.2. Haz Bessel

Un haz Bessel es un haz sin difraccion solucion de la ecuacion de Helmholtz (1.15) expresada
en coordenadas cilindricas, cuya amplitud compleja esta dada por [1]:

U = Audi(krp) exp [ik.z — ilg] (1.20)

donde A; es una constante, Jj(z) es la funcion de Bessel de primera especie de orden I, con
I =0,£1,42, ... y las cantidades kp y k. representan las componentes transversal y longitudinal
de vectores de onda que se encuentran en la superficie de un cono, y definen la familia de ondas
planas que dan origen a los haces Bessel y cumplen que k2 + k2 = k? = (E)Q.

La distribucién de intensidad de este haz esta dada por ‘
Lip) = |Ai [Di(krp))? | (1.21)

la cual es independiente de la coordenada z por lo que el perfil de intensidad sera el mismo al
propagarse el haz en el espacio libre.

1.3. Ecuacién paraxial de Helmholtz

Los haces paraxiales son una clase particular de ondas obtenidas mediante la modulacién len-
tamente variable de la amplitud de una onda plana propagandose en la direccién z. Tienen la
caracteristica de que los vectores normales a sus frentes de onda son rayos paraxiales, es decir, que
hacen pequenos angulos con el eje de propagacion z.

La amplitud compleja que describe a los haces paraxiales es

U(7) = A(F) exp (—ikz), (1.22)

donde A(7), denominada como envolvente compleja, es una funciéon cuya dependencia en la coor-
denada z es lentamente variable dentro de la distancia de una longitud de onda y también respecto
de variaciones transversales debido a la extension finita del haz, es decir, A(7) cumple con la apro-
ximacion de envolvente lentamente variable (SVEA, por sus siglas en inglés) y matematicamente
debe cumplir que [1, 19|

‘agf) < |2kA()] (1.23)
2401 ¢ 524 020
2A(F)| _|92A()| |92A()
‘ o ‘8:52 o | (1.25)




Marco teodrico
1.3 Ecuacién paraxial de Helmholtz

Para la amplitud compleja (1.22) la ecuacion de Helmholtz es

AP 9*A(P) N O?A(F) B 2,k(9A(f’) B
0x? oy? 022 Yo T

0, (1.26)

y haciendo uso de la desigualdad (1.24) se obtiene que la envolvente compleja A(7) debe satisfacer

la ecuacion

0A (7)
0z

V2. A (7) — i2k =0, (1.27)

0? 0?
I _l’_ N
0x2  Oy?
ciano transversal. Por lo tanto, las soluciones a esta ecuacién son las que describirdn a los haces
paraxiales.

conocida como ecuacién paraxial de Helmholtz donde V3 = es el operador Lapla-

1.3.1. Haz Gaussiano

Una solucién a la ecuaciéon paraxial de Helmholtz es la envolvente compleja de la onda pa-
raboloidal y que corresponde a la aproximacion de Fresnel de la onda esférica (1.19) [1]. Dicha
envolvente esta dada por

2
A(rF) = 4 exp (—ikg), (1.28)
z z

donde A; es una constante y p? = 22 +y?2. La envolvente compleja de un haz Gaussiano es obtenida
al aplicar una transformacion a la ecuacion (1.28) donde z es reemplazada por la funcién compleja
q(z) = z+izg donde 2 es un ntimero real conocido como rango de Rayleigh. Entonces, la envolvente
compleja de un haz Gaussiano esté definida por

= ﬁex —1 LQ
AN =15 p[ ’“2q<z>} (1.29)

Al notar que la siguiente ecuaciéon se cumple

1 1 A

q(z)  R(z) iWWQ(z)’ (1.30)

donde las expresiones de R(z) y W (z) estan definidas por

R(z):z{1+<zo)
1+(

2
2
W(z) = Wy ZZO) (1.32)

Wo = /220 (1.33)

™

} : (1.31)

con

entonces la envolvente compleja de la ecuacion (1.29) puede ser separada en amplitud y fase
obteniendo asi que la amplitud compleja de un haz Gaussiano puede ser expresada como [1]

2 2
U(r) = AOI/IIXZ:) exp |:VVZ(Z):| exp {zkz - zk2}§(z) +1il(2)], (1.34)

donde Ay = ;471, R(z) describe el radio de curvatura de los frentes de onda del haz en la posicién z,
W (z) es el radio del haz, con el radio minimo del haz ubicado en z = 0 y con valor de W (0) = W)
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y ¢(z) corresponde a un retardo de los frentes de onda del haz en comparacion con los de una onda
plana o esférica, conocido como efecto Gouy donde

¢(2) = tan™! (Z> . (1.35)

20

La intensidad del haz Gaussiano es descrita por una funcion gaussiana de la posicion radial p

I(p, 2) = |Ao|? (MZZ))QeXp [_V%] : (1.36)

1.3.2. Haz Laguerre-Gauss

Los haces Laguerre-Gauss son un conjunto completo de soluciones a la ecuaciéon paraxial de
Helmholtz expresada en coordenadas cilindricas (p, ¢, z) y resuelta mediante el método de separa-
cion de variables. La amplitud compleja que describe al haz Laguerre-Gauss de orden (I,m) esta
dada por [1, 19|

1| 2 2
Usm(p:6,2) = Ahm% (v@) L <W25<z>) o {WPU}

2
x exp | —ikz — ik—t— —il¢+i(|l| + 2m + 1)C(2) |, (1.37)
2R(z)
3 3
G «10 1,0 i %107 )
= =y =
0 0 0
X[m x103 X[m ><103 X[m x103
-3
2w 10 1’1 2 2r
5
E 3 E 0 T E T
= = =
g -5 g
0 S 0 0
5 0 5
X[m ><103 x[m] .10 XIm ><103
><103 gig ><103 1,2 - ><103 2,2 a5
= =N =
o 0 o
K[m ><103 XIm ><103 K[m ><103

Figura 1.1: Fase del haz Laguerre-Gauss U ,,, en el plano z =0 con A = 633 nm y Wy = 3 mm.
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l . . .
donde A; ,, es una constante, L,I,,L‘ (2) son los polinomios asociados de Laguerre con I y m los

indices azimutal y radial respectivamente, con m > 0. Ademaés, las expresiones para R(z), W (z),
Wo v €(2) estan dadas por las ecuaciones (1.31), (1.32), (1.33) y (1.35). En particular, sil =0y
m = 0 la ecuacion (1.37) se convierte en la amplitud compleja del haz Gaussiano (1.34).

La fase de este haz, a diferencia de la fase del haz Gaussiano, tiene una dependencia en el
angulo azimutal ¢ que da lugar a que los frentes de onda tengan la forma de helicoides y ademas
este haz tiene un término de fase de Gouy amplificado dado por (I 4+ 2m + 1)((z). En la figura
(1.1) se observan las fases de diferentes modos de los haces Laguerre-Gauss en el plano z = 0 con
A =633 nmy 2o = 44,5 m.

La intensidad éptica de los haces Laguerre-Gauss es

Su distribucién de intensidad es circularmente simétrica ya que depende solamente de las coordena-
das p y z. En general se tendra una distribucion de intensidad de anillos concéntricos de intensidad
méxima, que estan caracterizados por los polinomios L!, (x), donde para I # 0, el ntimero m + 1
representa la cantidad de anillos de intensidad méxima y para [ = 0, el haz tendra m anillos
concéntricos a un disco central brillante como se observa en la figura (1.2), donde se muestran las
distribuciones transversales de intensidad para diferentes modos de los haces Laguerre-Gauss en el
plano z =0 con A =633 nm y 2y = 44,5 m.

><103
1 1 g |
5
0.5 E o 05 E o 0.5
= =
-5
0 0 0
XEm ><103 x{m <1072
><103 ><103
1 1 2 |
5
0.5 Eo 05 Eo 05
= =
-5
0 0 0
XEm 1073 x{m %1072
;103 ><103
1 1 1
5
E E
o5 Lo 0.5 Eo 0.5
5
0 0 0]
XEm ><103 x{m <1072

Figura 1.2: Intensidad del haz Laguerre-Gauss U; ,,, en el plano z = 0, A = 633 nm y Wy = 3 mm.
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1.4. Ondas electromagnéticas

Las ondas electromagnéticas monocromaticas son ondas cuyas componentes de campo eléctrico

y magnético son armoénicas en el tiempo con la misma frecuencia de oscilacion v = 5=, con w la
frecuencia angular de oscilaciéon
E(7,t) = E(F) exp (iwt), (1.39)
B(7,t) = B(F) exp (iwt), (1.40)

donde E () y B (7) son las amplitudes complejas de los campos eléctrico y magnético. Las ecuaciones
de Maxwell en el vacié (1.7 - 1.10) para campos armonicos se convierten en

V- E(f) =0, (1.41)

V- B(f) =0, (1.42)

V x E(7) = —iwB(7), (1.43)
V x B(F) = eopoiwE(7). (1.44)

Si cada una de las componentes de las amplitudes vectoriales complejas E(F) y B (7) representan
ondas planas propagandose en la direcciéon k entonces se tendra

E(7,t) = Egexp [—i(k - 7 — wt)), (1.45)

B(7,t) = By exp [—i(k - 7 — wt)], (1.46)

que se tratan de las expresiones que describen a una onda electromagnética monocromética plana
donde Ejy y By son vectores constantes que, de acuerdo con las ecuaciones de Maxwell, deben
satisfacer que Egy, By vy k son ortogonales entre si.

1.4.1. Polarizacion de la luz

Al propagarse una onda electromagnética el vector de campo eléctrico va oscilando y en ge-
neral puede ir cambiando de direccién. La polarizaciéon de una onda electromagnética describe el
comportamiento de estas oscilaciones, es decir, describe el comportamiento del extremo final del
vector de campo eléctrico en un punto en el espacio.

El campo eléctrico de una onda plana propagéndose en la direccién z, de acuerdo con la seccién
anterior, debe oscilar en el plano transversal al eje z por lo que la ecuaciéon que describe al campo
debe ser

E(z,t) = Egexp [—i(kz — wt)], (1.47)

donde
Ey = Fog exp(id,)i + Eo, exp(idy)], (1.48)

con Fy, y Ep, constantes positivas y las fases iniciales de las componentes estan dadas por d; y
dy. Dependiendo del valor de las amplitudes y de la diferencia de fase relativa de las componentes
del campo

0 =6y — 0y, (1.49)

se obtienen las distintas polarizaciones; lineal, circular y eliptica. Si 6 = 0 o si 6 = « la onda
estara linealmente polarizada, si 6 = £5 y Fo, = Ep, la onda estard circularmente polarizada a
izquierdas o a derechas. La onda estaré elipticamente polarizada en cualquier otro caso.

Para nombrar los estados de polarizacién a izquierdas o a derechas se seguiré la convencion usada
en [20], en la que si el extremo final del campo eléctrico es visto moverse en direccién antihoraria
por un observador mientras se le aproxima la onda, se dird que el campo posee polarizacién a
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derechas lo cual ocurre cuando el seno de la diferencia de fase § es negativo, en caso contrario se
tendré polarizaciéon a izquierdas.
Una onda electromagnética circularmente polarizada a izquierdas o derechas esta dada por

E(7,t) = (Eoi + €% Eyj) exp[—i(kz — wt)]

Lhe . (1.50)
= Ey(i + i7) exp[—i(kz — wt)],

donde Ey es una constante.

1.5. Leyes de conservacion

Un campo electromagnético es capaz de ejercer una fuerza sobre una particula cargada de carga
g moviéndose a una velocidad ¥ dada por

ﬁ:q(E+Ux§), (1.51)

conocida como fuerza de Lorentz. Debido a ello, un campo electromagnético debe ser capaz de
transportar energia y momento lineal y las expresiones matematicas de estas magnitudes fisicas
han de estar dadas en términos de los campos eléctrico y magnético.

A continuacion se muestran las leyes de conservacion de la energia y momento lineal para
campos electromagnéticos y particulas cargadas en donde se identifican las expresiones de la energia
y momento lineal de un campo electromagnético.

1.5.1. Conservaciéon de la energia

El teorema de Poynting establece la conservacion de la energia para un sistema de particulas
cargadas y campos electromagnéticos, ademaés indica que los campos electromagnéticos son capaces
de almacenar y transportar energia. El trabajo por unidad de tiempo que un campo electromag-
nético realiza sobre una distribucién continua de cargas p(7,t) y corrientes J = p(7,¢)3(7,t) en
un medio lineal, homogéneo, isétropo con permeabilidad eléctrica ¢ y permeabilidad magnética
confinadas en un volumen finito V' esta dado por

dWmec
dt

:/(pﬁ+f>< 5)-17de/ E-Jdv, (1.52)
|4 |4

que fisicamente representa la conversion de energia electromagnética en energia mecanica de las
cargas libres. De la ley de Ampere (1.4), el vector de densidad de corriente eléctrica J puede
expresarse en términos de los campos D y H obteniendo asi que

/E-fdvz/ (E-(vXﬁ)—E-al))du (1.53)
v v ot

y luego de hacer uso de la identidad vectorial
V- (ExH)=H-(VxE)—E-(VxH), (1.54)

y de la ley de Faraday (1.3), la ecuacion (1.53) es expresada como

/E.Jdv+§ de:f/v-(Exﬁ)dV:ffﬁ.ﬁda, (1.55)
v ot Jy v A

donde w y S estan dados por

Lo 14 oo
(5E E+ B B) : (1.56)
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S=ExH. (1.57)

La ecuacion (1.55) se interpreta como una ecuacion de conservacion de energia [5], en donde w es
identificado como la densidad de energia electromagnética y el término de la derecha de la ecuacion
(1.55), obtenido de aplicar el teorema de la divergencia, es una integral sobre la superficie A que
encierra al volumen V' (con 7 el vector unitario normal al elemento diferencial de superficie da)
del campo vectorial S , conocido como vector de Poynting, que representa la energia por unidad de
tiempo por unidad de area transportada por el campo electromagnético en un punto y que ademas
indica la direccion del flujo de la energia electromagnética.

Por lo tanto, la ecuacion (1.55) puede entenderse fisicamente de la siguiente manera: La dismi-
nuciéon en la energia electromagnética almacenada por el campo en el volumen V' al transcurrir el
tiempo se debe a que el campo realiza trabajo sobre las particulas cargadas y a un flujo de energia
transportado por el campo electromagnético hacia el exterior de la superficie A.

1.5.2. Momento lineal de un campo electromagnético

La fuerza que ejerce un campo electromagnético sobre la distribucion continua de cargas que
estan contenidas en un volumen V es

dﬁ7rlec _ nl 7 2]
e /V (pE +J x B) av, (1.58)

donde P corresponde al momento lineal total de todas las particulas. El integrando de esta
ecuacion puede ser reescrito al expresar p y J en términos de los campos eléctrico y magnético con
ayuda de la ley de Gauss eléctrica (1.1) y la ley de Ampere (1.4)

—

S o o o= 1o = OFE =
pE+J><B=5(V~E)E—EB><(VXB)—EEXB. (1.59)
Notando que

se tendra que

— — — —

pﬁ+fx§:5[<v.E>E_Ex(vXEﬂ% [(V-B)E—EX(VXB)]—E% (Ex B). (L61)

donde se ha agregado el término (V - E)E = 0. Por lo tanto, la ecuacion (1.58) queda como

dPpec  d
+

Tmee 1 £ Vg(ﬁxé)dvz/v[e((vﬁ)E—Ex(VxE))

n ((v "B)B — B x (V x E))} dv, (1.62)

1
"
que puede ser expresada de forma méas compacta como

dPpee  d - R
et 2 Vs(ExB)dV—/VV-TdV—/AT-nda, (1.63)

donde T es el tensor de tension de Maxwell cuyos elementos estan dados en términos de las
componentes cartesianas de los campos eléctrico (E,, E,, E.) y magnético (B, By, B.)
1 1

1 L. 1. -
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con

aT,;
(V-Thi=) 5+, (1.65)
j J

donde (71,72,73) = (2,¥,2) ¥
(T-#)i =Y Tiyn,. (1.66)
J

Entonces, en analogia con el teorema de Poynting (1.55), la ecuacion (1.63) es la ecuacion de
conservacion del momento lineal [5] donde el primer término de la ecuacién (1.63) corresponde
a la razon de cambio del momento lineal de las cargas encerradas en el volumen V' debido a la
transferencia de momento lineal desde el campo electromagnético, el segundo termino corresponde
a la razon de cambio del momento lineal del campo electromagnético, donde se concluye que la
densidad de momento lineal p’ del campo electromagnético es

p=cE x B =eus, (1.67)

que esta estrechamente relacionado con el vector de Poynting S y el término del lado derecho de la
ecuacion (1.63) representa un flujo de momento por unidad de tiempo a través de la superficie A
que encierra al volumen V, es decir, se trata de la fuerza neta ejercida sobre el volumen V' debida
al campo electromagnético, que es lo que da lugar al fenémeno de presiéon de radiacion.

10



Capitulo 2

Momento angular de la luz

Una onda electromagnética que constituye a la luz almacena y transporta energia de acuerdo
con el teorema de Poynting y es capaz de transportar momento lineal y ejercer fuerzas. Ademas
de estas magnitudes fisicas, una onda electromagnética es capaz de poseer momento angular, que
es una magnitud fisica que cuantifica la rotaciéon de la onda y que se manifiesta al interaccionar
con la materia. En este capitulo se estudia el momento angular de una onda electromagnética
y se muestra la relacion que tiene con la densidad de momento lineal. El estudio parte de la
revision del primer experimento mecanico de la medicion del momento angular de la luz, seccién
2.1. En la seccién 2.2 se obtiene la ecuacién de conservacion del momento angular entre campos
electromagnéticos y particulas cargadas, en donde se define la densidad de momento angular de
una onda electromagnética. En la seccién 2.3 se muestra la separaciéon del momento angular total
en las contribuciones conocidas como momento angular orbital y momento angular de espin y se
aplica para ondas electromagnéticas monocromaticas. Por dltimo, en la seccion 2.4, se estudia el
momento angular de ondas planas circularmente polarizadas de extension finita.

2.1. Experimento de la deteccion mecanica del momento an-
gular de la luz

En 1909, J. H. Poynting [3] infiri6 mediante una analogia mecanica que un haz de luz de longitud
de onda A circularmente polarizado deberia ejercer un torque por unidad de area sobre una placa
retardadora de un cuarto de onda que deja plano polarizada la luz, igual a ﬁ veces la densidad
de energia de la luz. Entonces planted una propuesta para medir el momento angular asociado
con la luz circularmente polarizada. Su idea era hacer que luz linealmente polarizada incida de
forma perpendicular a través de un gran numero de placas retardadoras de cuarto de onda que
se encuentran suspendidas en su centro por una fibra (formando un péndulo de torsion). Las
placas retardadoras cambiaran el estado de polarizaciéon de la luz a circular habiendo con ello una
transferencia de momento angular hacia las placas retardadoras que se veria como una oscilacién
del péndulo de torsién. Sin embargo, Poynting esperaba que la magnitud de la torca fuera tan
pequenia que considerd que no seria capaz de medirla. Anios mas tarde, en 1936, Richard A. Beth
[4], siguiendo la idea de Poynting, logr6 detectar y medir la transferencia de momento angular de
la luz que incidia sobre una placa retardadora colgante de media onda. En su experimento uso
un sistema de placas retardadoras junto con un espejo que devolvia la luz a través de las placas
con el objetivo de aumentar el torque de la luz. Ademaés, en la realizacion de su experimento,
tuvo en consideracion los posibles factores que pudieran interferir con la detecciéon del fenémeno,
como perturbaciones mecanicas, electrostaticas, friccién con el aire y variaciones en la presion de
radiacion de la luz.

La teoria detrés del experimento de la medicién del momento angular de la luz es la siguiente:
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Se considera una onda electromagnética propagandose en un medio birrefringente, como un cristal
opticamente anisétropo, el cual debido a la estructura periddica de sus &tomos o moléculas causa
que la polarizacion eléctrica inducida 13, tanto la magnitud como la direccion, dependan de la
direccion del campo eléctrico aplicado, es decir, que se tenga una relacion dada por [20]

Py X11  X12  X13 E,
Pyl =eo|xa1 x22 xo3| | By, (2.1)
P, X31 X32 X33 E,

donde el arreglo de coeficientes x;; es llamado tensor de susceptibilidad eléctrica. O bien, la res-
puesta del medio puede ser descrita por el tensor de permitividad eléctrica ¢ de la siguiente manera

D, €11 €12 €13 K,
Dy = | €21 €22 €23 Ey . (22)
D, €31 €32 €33 L,

El tensor de permitividad eléctrica € para un cristal homogéneo, no absorbente y no magnético es
simétrico [20] y en consecuencia existe un conjunto especial de ejes ortogonales conocidos como ejes
dieléctricos principales, que corresponden a los eigenvectores de e, con respecto a los cuales la matriz
¢ es diagonal, es decir, las magnitudes €;; dependen de la eleccion de los ejes x, y y z relativos a la
estructura cristalina del medio. Entonces, con respecto a los ejes principales dieléctricos denotados
por los ejes x, y y z se tendra

D, e 0 O E,
D,1=(10 ¢ 0 E, |, (2.3)
D, 0 0 e, E,

donde los tres elementos diagonales, que corresponden a sus eigenvalores, son las tres constantes
dieléctricas principales del medio.
Se definen los indices de refraccién principales del medio n,, n, y n. por

2 _ &
A 2.4
n= 2 (2.4

por lo tanto, en el sistema coordenado principal del cristal se tiene

n2 0 0

an)
—
o
(@)
~

0 0 n?

Los medios en los que los tres indices de refracciéon son diferentes se denominan biaxiales, aquellos
en los que solo 2 elementos son iguales, por ejemplo, n, = n, # n, se denominan uniaxiales, y
cuando los tres son iguales se trata de un material is6tropo. Una direccién que caracteriza a un
cristal es su eje optico, el cual se trata de una direccion de isotropia en el cristal (el cual es un
medio anisotropo). Si una onda electromagnética se propaga en esta direccién, entonces los campos
oscilaran en la direccién perpendicular sufriendo un mismo indice de refraccién por lo que no habra
birrefringencia. Los cristales uniaxiales poseen solo un eje 6ptico, que en el caso mencionado donde
ng = n, 7 ny el eje optico seria el eje y, mientras que los cristales biaxiales poseen dos ejes dpticos
[20].

La expresion de una onda electromagnética plana que se propaga en la direccién +z de un
medio birrefringente cuyas componentes oscilan en las direcciones principales del medio z y v,
caracterizadas por los indices de refraccion n, y n, es

E(7,t) = Acos 0 exp|—i(ngkz — wt)]i + Asen § exp|—i(nykz — wt)], (2.6)
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donde el campo eléctrico que representa fisicamente a la onda corresponde a la parte real de (2.6),
es decir, .
E = Acosfcos (wt — nykz)i + Asen6 cos (wt — nykz)j, (2.7)

donde A y 0 son constantes que definen la amplitud de las componentes del campo eléctrico, n, y
ny son los indices de refraccién que ven las componentes de la onda electromagnética al propagarse
en el medio birrefringente y w es la frecuencia angular de la onda.

El campo eléctrico ejerce una torca sobre los dipolos del material, cuyo valor macroscopico es
expresado en términos de la densidad de polarizacién del medio P

F:/ﬁxﬁdV:/ﬁxEdV (2.8)
14 \4

De acuerdo con Beth [4] este torque surge del hecho de que el campo eléctrico E de la luz no es,
en general, paralelo al campo de polarizacién eléctrica P del material debido a que la permitividad
eléctrica del medio € es un tensor.
A partir de la ecuacion (2.3) se obtiene la expresion para el vector de desplazamiento eléctrico
dado por
D = ggn? Acos 0 cos (wt — nykz)i + EOTL?JA sen 6 cos (wt — nykz)j, (2.9)

por lo que el torque por unidad de volumen, dado por el integrando de la ecuacion (2.8), en
cualquier punto del cristal es

L. 1 .
DxFE= 50 (n2 — ni) A? sen 20 cos (wt — nykz) cos (wt — nykz)k. (2.10)

Dado que los campos 6pticos oscilan rapidamente es conveniente realizar un promedio temporal de
la ecuacién (2.10), (ver apéndice A, ecuacion (A.5)), obteniéndose

<f) X E> = <§>2 go (n2 — n2) sen 20 cos(kz(n, — ny))k, (2.11)

e integrando (2.11) respecto de z desde la posicion z; a z9 se obtiene la torca por unidad de area
que ejerce la onda electromagnética (2.7) sobre el medio birrefringente que se encuentra entre los
planos z1 y 22 [4]

A A

2
€0 (2> <27r> (e 4 ny) sen 260 (sen 24, — sen 2A) k, (2.12)

con 2A; = 277’% (ng —ny) es la diferencia de fase relativa de las componentes del campo eléctrico
en el plano z; del medio.

El mismo resultado para el torque por unidad de area de la ecuacion (2.12), segtin Beth [4], es
obtenido al asignar un momento angular por foton de +A para ondas planas circularmente polari-
zadas viajando en el vacio de la siguiente manera: luz circularmente polarizada sera parcialmente
reflejada y transmitida al incidir en un medio birrefringente y sus amplitudes pueden ser obtenidas
de las ecuaciones de Fresnel. Al calcular el momento angular de las ondas incidente y reflejada que
viajan en el vacié con ayuda de la suposicion mencionada y teniendo en cuenta la conservaciéon
de momento angular cuando la luz incide en el medio birrefringente se puede obtener el momento
angular transmitido al medio, el cual coincide con la ecuacion (2.12).

El experimento de Beth tuvo como objetivo corroborar que el momento de fuerza de la luz
variaba de acuerdo con la ecuacién (2.12). La idea general para la medicion de este fenomeno fue la
siguiente: luz circularmente polarizada incide en una placa retardadora de media onda, suspendida
en su centro por una fina fibra de cuarzo formando asi un péndulo de torsién. De acuerdo con Beth,
la luz deberia ejercer un torque sobre la placa retardadora colgante que la pondria a oscilar. Al
medir las amplitudes de estas oscilaciones fue capaz de calcular la torca de la luz, sin embargo, no se
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presentan muchos detalles acerca del procedimiento del célculo y es por ello que a partir de la teoria
que describe el movimiento de oscilacién de un péndulo de torsién se muestra como obtener la torca
de la luz. Para ello, es importante describir de forma general el arreglo experimental de Beth [4] y
sus configuraciones. Su arreglo experimental para la detecciéon del momento angular consiste en un
conjunto de 3 placas retardadoras de cuarzo, ver figura (2.1), donde cada placa tiene indicado sus
ejes principales, uno de ellos es el eje lento, definido asi pues esta direccion esté caracterizada por
un indice de refraccion mayor que el de la direccion perpendicular, que corresponde al eje rapido.

i
3

Plano de polarizacion de la luz
proveniente de la fuente

Figura 2.1: Sistema de placas retardadoras usado en el experimento de la medicién mecénica del
momento angular de la luz.

La placa retardadora colgante, etiquetada por M en la figura (2.1), es de media onda, la placa
retardadora etiquetada por T es de cuarto de onda y esté fija en las paredes del experimento. Los
ejes principales de la placa T estan girados 90° respecto a los de la placa colgante M y ademas,
sobre la superficie superior de la placa T hay una capa de aluminio reflejante. Debajo de la placa
retardadora M se colocd una segunda placa retardadora de cuarto de onda, etiquetada por B, con
sus ejes principales en la misma direccién que los de la placa superior T'. Esta placa retardadora
B tiene la caracteristica de que puede ser rotada sobre el eje z de forma manual. Dado que la
placa retardadora B puede ser rotada, se establecen las siguientes posiciones: la posicién R de la
placa B indica que el eje lento de la placa retardadora B coincide con el eje rapido de la placa
retardadora M como en la figura (2.1), donde § = 45° y la posicion L de la placa B indica que
los ejes principales lentos de las placas retardadoras B y M coinciden, donde 8 = —45°. En lo que
sigue a continuacion sera entendido que cualquier cambio de posicién o giro de la placa retardadora
B seré de la posicion R a L o de L a R, a menos que se indique lo contrario.

La luz proveniente de una lampara colocada debajo del sistema de placas retardadoras pasa a
través de una lente y luego por un prisma de Nicol, el cual es capaz de polarizar linealmente la luz
con su plano de polarizacion indicado con linea punteada en la figura (2.1). Luego la luz entra en
el sistema de placas, pasando por la placa retardadora B y la placa M hasta llegar a la superficie
superior de la placa retardadora T', donde la luz es reflejada por una capa de aluminio reflejante
y, en consecuencia, la luz pasa nuevamente por el sistema de placas.

La polarizaciéon de la luz al pasar a través del sistema de placas retardadoras, en el caso en el
que la placa B esta fija en la posicion R, ira cambiando como se observa en la figura (2.2), donde
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se muestra la polarizacion que tiene la luz entre cada placa retardadora. Ademaés, se muestra el
vector de campo eléctrico (flecha roja) y las direcciones que sigue su extremo final (flecha azul)
donde E, y E, son las componentes del campo eléctrico del haz, las cuales irdn cambiando de
fase al propagarse. En los diagramas ubicados en la parte superior de la figura (2.2) la luz viaja
en la direccién +z y en las graficas inferiores en la direccion —z. Esto es importante debido a la
convencion tomada para denotar los estados de polarizacion circular de la seccion 1.4. La figura
(2.2) es entendida como sigue: La luz de la fuente es polarizada linealmente por el prisma de Nicol
a un angulo de 45° respecto del eje x que, en este caso, coincide con el eje rapido de la placa
retardadora inferior B de cuarto de onda. Cuando la luz atraviesa la placa B, la componente F,
del campo se atrasa respecto de la componente E, por un cuarto de longitud de onda causando
que la polarizacién de la luz pase a ser circular a derechas y asi llegard a la placa retardadora
de media onda M y al atravesarla el campo tendré polarizacién circular a izquierdas. Luego, la
luz transmitida incidiré sobre la placa retardadora de cuarto de onda Ty, al llegar a la superficie
superior de la placa, la polarizacién de la luz seré lineal. En ese mismo instante la luz se reflejara
en la capa de aluminio y volverda a cruzar la placa retardadora de cuarto de onda 7' y al salir
de ella la polarizacion del campo sera circular a izquierdas. Posteriormente el campo cruzara por
segunda vez la placa retardadora de media onda M e invertird su polarizacién, de esta manera el
campo serd polarizado circularmente a derechas. Finalmente, la luz atravesara otra vez la placa
retardadora de cuarto de onda B, obteniendo a la salida polarizacion lineal.

5 Polarizacién A4 Polarizacién circular /2 Polarizacién circular A/4 Polarizacién

§ E lineal E a derechas E a izquierdas E lineal &

= i y ¥ ¥ =

= =

= m = ] 24
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Figura 2.2: Polarizacion de la luz a través del sistema de placas retardadoras. La placa retardadora
B esta en la posicion R.

De acuerdo con la ecuacion (2.12) es de esperarse que el péndulo de torsion sufra un torque
producido por el cambio de la polarizacion circular de la luz al atravesar la placa retardadora
colgante M.

Note que si la placa retardadora B es girada 90°, es decir, si se posiciona en la configuracion de-
nominada como L, entonces las polarizaciones circulares mencionadas en la figura (2.2) se invierten
y con ello la direccion del torque sobre la placa retardadora M también se invierte.

Beth buscaba determinar el valor del cambio en el torque de la luz sobre la placa M cuando
la placa inferior B es girada de las posiciones R a L o L a R. Es por ello que Beth llevo a cabo
un método de resonancia y antirresonancia entre el movimiento de oscilacién del péndulo y la
direccion de la torca de la luz, es decir, al estar oscilando la placa colgante M, la placa B fue
girada de las posiciones R a L de tal manera que la torca de la luz aumente la amplitud del
péndulo (secuencias de resonancia), o bien, que haga que decrementen las amplitudes del péndulo
(secuencias de antirresonancia). Al medir las amplitudes de las oscilaciones durante estas secuencias
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de resonancia y antirresonancia fue capaz de calcular el torque que ejerce la luz. A continuacion,
se muestra cémo obtener dicho torque a partir de las medidas de las amplitudes del péndulo de
torsion.

Matematicamente se puede describir el movimiento del péndulo de torsion mediante la segunda
ley de Newton en su forma angular. Si la placa retardadora B se coloca en la posiciéon R y se deja
fija, el torque debido a la luz sobre la placa retardadora M seré en sentido antihorario y la ecuacion
diferencial que describe su movimiento angular sera

2

IC;T;'O = —KQ + Tiuz, (2.13)
donde I es el momento de inercia de la placa retardadora M, x la constante de torsion de la fibra
del péndulo de torsion y 75, €l torque de la luz. De acuerdo con [4], el torque de la luz puede
ser considerado como constante para una posicion fija de la placa retardadora B debido a que las
amplitudes alcanzadas por el péndulo de torsién son de pocos grados. De acuerdo con la ecuacion
(2.12) la torca debida a la luz sera constante siempre que las componentes de la onda se mantengan
vibrando a lo largo de los ejes principales sin cambiar su direccién de vibracion, lo cual se cumple
de manera aproximada en el experimento. Ademaés, se deben de mantener constantes la intensidad
de la fuente y su estado de polarizacion al incidir y al salir de la placa retardadora M.

La solucion general de la ecuacion diferencial (2.13) es
Tluz

© = Oprsen (wt + por) + pat (2.14)

con O una constante, pgg la fase inicial y w = ﬁ la frecuencia natural de oscilacion del péndulo.
Note de la ecuacion (2.14) que el movimiento de oscilacion del péndulo serd alrededor del dngulo

Tluz

. (2.15)

¥1 =

En el caso en que la placa retardadora B se fija en la posicion L se tiene que la torca debida a

la luz sobre la placa retardadora M serd en sentido horario por lo que la ecuaciéon diferencial que
describe el movimiento angular del péndulo de torsion es

d2
Fﬁf — K — T, (2.16)
cuya solucion general es
» = O sen (wt + or) — Tluz, (2.17)
K

con O una constante y oz la fase inicial. Ademaés, en este caso el movimiento de oscilacion del

péndulo sera alrededor del angulo

Tluz
= — . 2.18
P2 p ( )

Por lo tanto se puede concluir que un cambio en la posicion de la placa inferior B de la posiciéon
R a L es equivalente a un cambio en la posicion angular de equilibrio alrededor de la cual el péndulo
de torsion ejecuta sus oscilaciones, donde dicho cambio esta dado por ¢ — @s.

En el experimento de Beth, cuando la placa retardadora M esté oscilando (el péndulo de torsion
oscila), la placa B se mantiene fija, digamos en la posicion R, y en el instante en el que el péndulo
alcanza su extremo final de oscilacién y se detiene momentaneamente, la placa B es girada a la
posicién L invirtiendo con ello la direcciéon del torque de la luz sobre el péndulo con el objetivo
de que el torque haga que el movimiento de la siguiente oscilacion alcance mayores (menores)
amplitudes, es decir, para tener resonancia (antirresonancia). En la figura (2.3) se muestra dicho
instante donde se observa una marca en forma de estrella sobre la placa M que sirve como referencia
para saber cuéles son las amplitudes alcanzadas por el péndulo. Justo antes de que la placa B sea
girada de la posicion R a la L el péndulo tendrda una amplitud ©p medida desde el punto de

16



Momento angular de la luz
2.1 Experimento de la deteccién mecénica del momento angular de la luz

equilibrio ¢1, de acuerdo con la ecuacion (2.14), y cuando la placa B se gira a la posicion L el
péndulo tendra una amplitud © medida desde el punto de equilibrio s de acuerdo con (2.17).
De esto se concluye que

ng—gOQZGL—@R. (2.19)

Figura 2.3: Vista superior de una seccién del péndulo de torsiéon. Se muestran los angulos de
equilibrio 1 y 2 y las amplitudes angulares O y O,

Entonces, el cambio en el torque de la luz sobre la placa M cuando la placa retardadora B es
girada de la posiciéon R a L es

AT =27, = k(p1 — p2) = k(O — OR), (2.20)

donde se ha hecho uso de las ecuaciones (2.15), (2.18) y (2.19). La ecuaciéon (2.20) indica que al
medir las amplitudes angulares alcanzadas por el péndulo de torsion es posible hallar la torca que
la luz circularmente polarizada ejerce sobre el péndulo.

Experimentalmente, la posicién del péndulo de torsion fue tomada indirectamente (sin observar
el péndulo de torsion, con el objetivo de que la luz externa no incidiera sobre el sistema de placas
retardadoras) al observar con un telescopio un pequetio espejo unido a la fibra, etiquetado por m
en la figura (2.1), que permite ver una regla graduada posicionada a una distancia r = 338cm del
eje de la fibra, de modo que las posiciones del péndulo de torsién se miden en centimetros sobre
la escala mencionada, es decir, observar diferentes posiciones sobre la regla con el telescopio se
traduciria como un movimiento angular del péndulo de torsion. Mateméticamente la relaciéon entre
las amplitudes angulares, O y ©, con las amplitudes medidas en centimetros sobre la escala, Ag
y Ar, es

AR = 27‘@3,

(2.21)
AL = 27‘®L,

por lo que el cambio en el torque de la luz sobre la placa M de acuerdo con la ecuacion (2.20)
estarad dado por

Ar = ;(AL — Ap) = Ku, (2.22)
'S

donde K = 5= y 2 = Ap — Ag es el cambio en la amplitud del péndulo medida sobre la escala.
Por lo tanto se ha obtenido la féormula para el célculo del cambio del momento angular usada por
Beth [4].

El experimento de Richard Beth logré detectar y medir por primera vez el cambio en el momento
angular de la luz al atravesar una placa retardadora de media longitud de onda mostrando ademas
que el momento de fuerza variaba de acuerdo con las variables del experimento las cuales son
intensidad, polarizacion y fase relativa de las componentes de la luz.
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2.2. Momento angular de un campo electromagnético
El momento angular de una particula en la posicién 7 con momento lineal p estd dado por
L=7xp, (2.23)

y dado que el campo electromagnético posee momento lineal entonces parece natural suponer que
también deberia tener momento angular.

El momento de torsion o torca que la fuerza de Lorentz (1.51) ejerce sobre una particula cargada
en la posicion 7 respecto del origen O es la cantidad vectorial

Fxﬁ:Fx(qE+qUx§). (2.24)

Si existe una distribucion continua de cargas y corrientes encerradas en un volumen V' en un medio
homogéneo, is6tropo, descrito por la permitividad € y la permeabilidad u, entonces la torca debida
al campo electromagnético sobre la distribucién de cargas y corrientes sera

dI_:meC
dt

- / 7 x (pE+ J x é) av, (2.25)
14

donde Lec corresponde al momento angular mecéanico total de la distribucion. Con ayuda de las
ecuaciones de Maxwell, p y J son expresadas en términos de los campos eléctrico y magnético y
luego de un procedimiento similar al seguido en la secciéon 1.5.2 se obtiene que

df/mec d — = = —
o +$/V5r><<E><B>dV—/Vr><(V-T)dV7 (2.26)

ademas, usando que
Fx(V-T)=-V-(T x7), (2.27)

entonces se tendré, luego de usar el teorema de la divergencia, que la ecuacion (2.26) es expresada
como

dﬁmec
dt

+ [k (Exé)dvz—/ (T x 7) - ida, (2.28)

que se trata de la expresion de la conservacion del momento angular [5], analoga a la ecuacion de
conservacion del momento lineal. El primer término de la ecuacion (2.28) se trata de la razon de
cambio en el tiempo del momento angular mecénico de la distribuciéon de cargas, el segundo término
es identificado como la razon de cambio del momento angular total del campo electromagnético. A
partir de este término, se identifica la densidad de momento angular de un campo electromagnético
y que esta dada por

j=erx (E x B), (2.29)

y que puede ser expresado en términos de la densidad de momento lineal p’del campo electromag-
nético de la siguiente manera
j=TXp. (2.30)

-

Por lo tanto, el momento angular total del campo electromagnético es la integral de volumen de j
L= / e X (E X E) dv. (2.31)
v

Y el término de la derecha en la ecuacion (2.28) representa un flujo de momento angular por unidad
de tiempo a través de la superficie A que encierra al volumen V.
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Para una onda electromagnética propagandose en espacio libre las densidades de energia w,
momento lineal p'y momento angular j son

1/ = - 1. &
=-(eyE-E4+—B-B 2.32
w=g (af BB -5). (2.32)
7=coE x B, (2.33)
j=eo”x (E x B), (2.34)

donde las magnitudes fisicas totales son obtenidas al integrar sobre todo el espacio.

2.3. Momento angular orbital y de espin

El momento angular total de una onda electromagnética propagandose en el vaci6é esta dado
por

L= /Vsofx (E x é) dv, (2.35)

donde los campos eléctrico y magnético satisfacen las ecuaciones de Maxwell en el vacié (1.7 - 1.10).
El momento angular total (2.35) puede ser separado en dos contribuciones, llamadas momento
angular orbital y momento angular de espin, [5, 9] de la siguiente manera:

A partir de la relacion entre el campo magnético B y el potencial vectorial A

B =V x4, (2.36)
y de usar la identidad vectorial
X (Vx A) = E,(VA,) — (E-V)A

o (2.37)
= Ea(VAa) - va(EaA) + A(V ’ E)>

donde se ha usado el convenio de suma de Einstein, E, y A, representan las componentes car-
tesianas de los campos E y A respectivamente y V, = 87" , la ecuacion (2.35) se puede expresar
como

-

L:ao/ 7x E x (V x A)dV

v (2.38)

- 60/ [Ea(Fx V) Ay — 7% Vo (BaA) +7x AV - E)] av,
Vv

donde el tercer término del integrando en la ecuacion (2.38) es cero debido a la ley de Gauss
eléctrica.
Por otro lado, se tiene que el segundo término del integrando de la ecuacion (2.38) puede ser
escrito como
X Va(Eqd) = —E x A+ Va(Bo7 x A), (2.39)

y por lo tanto

=

L= 50/ [EQ(FX V)Ag + E x A= Vo (Ey7x A)| dV. (2.40)
14

El tercer término de la ecuacion (2.40) se puede expresar como una integral de superficie de la
siguiente manera

/ Val(Ea7 x A)dV = / €ijkeiVa(BEar; Ag)dV
Vv 14
:gijkéi/(Vmém)-(EarjAkéa)dV:sijkéi/ V- (ErjAp)dV  (2.41)
14

1%
:/(Fxl)ﬁ.da,
A
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donde €5, es el tensor de Levi-Civita, é; con i = 1,2, 3 representa cada uno de los vectores unitarios
de la base cartesiana {2, j, Ifc} Se ha usado el teorema de la divergencia para expresar la integral
de volumen como una integral sobre la superficie que encierra al volumen V.

Por lo tanto, el momento angular total de la onda electromagnética seré

E:é“o/
\%

Para campos producidos en un tiempo finito en el pasado y que por lo tanto estan localizados
en una region finita del espacio, o bien, para campos que decrecen rapidamente en un volumen
suficientemente grande, la integral de superficie de la ecuacion (2.42) es cero y con ello el momento
angular total estara dado por

> EBua(fx V)Ag+Ex A de/(Fx 1)E - da. (2.42)
a A

L= 50/ ZEQ(FX V)A,dV + so/ E x /YdV, (2.43)
v 1%

donde el primer término es llamado Momento Angular Orbital (OAM por sus siglas en inglés) por
analogia con la teoria cuantica debido a la presencia del operador de momento angular orbital L=
—ih(7 x V), mientras que el segundo término es definido como Momento Angular de Espin (SAM)
y se trata de una cantidad global pues para obtenerlo se ha usado el teorema de la divergencia.

Tanto la parte orbital como la de espin del momento angular de la luz dependen de la eleccién
de la norma, o bien, dependen del potencial vectorial /_1', el cual no es un campo vectorial tnico
en el sentido de que los campos eléctrico y magnético pueden ser obtenidos a partir de distintos
potenciales vectoriales (E y B son invariantes ante transformaciones de norma [9]), sin embargo,
dado que A puede ser expresado como la suma de una parte transversal A, (que es un invariante
de norma) y una parte longitudinal /YH

A‘ = /L_ + ‘IH’ (2.44)
donde
V.4 =0, (2.45)
y —
V x A” =0, (2.46)

entonces se tendré que B=VxA=VxA, . Al reemplazar esta ecuacion en (2.36) y siguiendo
un procedimiento anélogo al mostrado se obtienen los momentos angulares orbital y de espin
dependientes de la parte transversal del potencial vectorial A 1 y por lo tanto serédn invariantes
en norma. Aun asi se ha cuestionado la validez de la separaciéon del momento angular de la luz
debido a que los momentos angulares orbital y de espin, vistos como generadores de rotaciones de
los campos electromagnéticos, donde el OAM genera rotaciones de los campos en el espacio sin
variar la direccion de los mismos y el SAM rota la direcciéon de los campos dejando invariante la
amplitud, son imposibles de realizar individualmente sin violar las ecuaciones de Maxwell [10].

2.3.1. Momento angular de ondas monocromaéaticas

En la seccion 1.4 se mostraron las expresiones complejas que describen a una onda electro-
magnética monocromatica, sin embargo, fisicamente lo que representa a una onda es la parte real
de dichas funciones complejas, es por ello que para calcular las densidades de momento lineal y
angular de las ondas electromagnéticas, los campos eléctrico y magnético deben estar dados por

B(7,t) = Re{ B(7) exp (iwt)} = % [E(F) exp (iwt) + E* (7) exp (fm)} : (2.47)
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. . 172 .
B(7,t) = Re{B() exp (iwt)} = 5 [B(F) exp (iwt) + B*(7) exp (—iwt)} , (2.48)
donde E(f') v B (7) son las amplitudes complejas de los campos eléctrico y magnético.

El promedio temporal de la densidad de momento lineal de la onda electromagnética monocro-
mética es (ver apéndice A, ecuacion (A.9))

() = 5 Re{ B (%) x B(7)}, (2.49)

por lo que su momento angular total sera obtenido al calcular matematicamente la parte real de

L

%0 7 x B*(7) x B(7)dV. (2.50)
|4

De la ley de Faraday para una onda monocromatica, ecuacion (1.43), se tiene
B='VxE, (2.51)
w

y al sustituir B en la ecuacion (2.50) se tendré
- 1€0 . - o
L=_— [ Fx E*x(Vx E)dV, (2.52)
2w \%

y luego de un procedimiento matematico analogo al mostrado en la seccion 2.3 se obtiene [21]

[=-"2 {E;;(Fx V)Ea — 7 % va(E;E)} v
2w Jy (2.53)
= —?—0/ N EL(F % V)EadV — E—O/ E* x EdvV,
21w v - 25w v

donde el primer término es el momento angular orbital, el cual, ademés de depender de las compo-
nentes complejas del campo eléctrico, depende del vector de posicion 7y el segundo término es el
momento angular de espin, el cual depende tnicamente de las componentes del campo, para ondas
monocromaticas.

2.4. Momento angular de una onda plana de extension finita

A partir de la expresion para la densidad de momento lineal p= EOE x B se deduce que para
una onda plana ideal p es paralela a la direccién de propagacion del haz, digamos z, pues sus
campos eléctrico y magnético oscilan en la direccién perpendicular a su direccién de propagacion.
Por lo tanto, al realizar el producto vectorial del vector de posicién 7 con p' no habra componente de
momento angular en la direccién de propagacién z sin importar si la onda se encuentra polarizada
circularmente o no, por lo que, en consecuencia, no tendra un momento angular para transferir a
una placa retardadora de ondas cuando incide perpendicularmente a su superficie, sin embargo, en
la seccion 2.1 se reviso el experimento de Beth [4] donde se mostré que se pudo calcular y medir
tal transferencia de momento angular. Esta aparente contradiccion surge de considerar una onda
plana de extension infinita ya que los haces reales estan limitados en extension transversal por si
mismos o por el sistema Optico en el que inciden. Esta extension finita da lugar a que los campos
electromagnéticos posean componentes en la direccién de propagacion y que por lo tanto también
haya momento angular en esa direccion [11]. Esto conduce a estudiar el momento angular de una
onda plana de extensién finita.

Se propone que el campo eléctrico que describe a una onda plana de extension finita circular-
mente polarizada a izquierdas y derechas propagandose en la direccién z sea como la expresion de
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una onda plana ideal circularmente polarizada de la ecuacion (1.50) pero cuya envolvente compleja
Ey se trata de una funcion, es decir, se tendra

—

E(7,t) = Eo(z,y, 2)(i & ij) exp[—i(kz — wt)], (2.54)

con Ey = Eg(x,y,2) = Ep(p, z) una funcion radialmente simétrica de extension finita en el plano
transversal zy y que es lentamente variable con p y z, es decir, al propagarse la onda una distancia
del orden de una longitud de onda su amplitud no tendra gran cambio.
Sustituyendo (2.54) en la ley de Faraday (1.9) se obtiene que su correspondiente campo mag-
nético es
)

— 7 N
B0 = %L [Eale )£ 3) - 1

aE ' I 8E IR 7 .

ngy 2) +1 O(C;Uyy Z)> k} exp[—i(kz — wt)], (2.55)
donde se ha hecho uso de la desigualdad (1.23). Este campo magnético posee una componente en
la direccién de propagacion z de la onda y sugiere que el campo eléctrico también deberfa tener
una componente en esta misma direccion.

Al sustituir B(7,t) de la ecuacion (2.55) en la ley de Ampere (1.10), haciendo uso de la teorfa
y las desigualdades mostradas en la seccion 1.3 y al despejar el campo eléctrico se obtiene

i

E(F,t) = | Bo(z,y,2)(i £ 1)) — (

OFy(z,y, 2) n Z.aEO(‘Tv Y, 2)

k ox y

) k] exp[—i(kz —wt)],  (2.56)
que a diferencia del campo eléctrico de la ecuacion (2.54), este posee una componente en la direccion
de propagacion z. Los campos eléctrico y magnético de las ecuaciones (2.56) y (2.55) satisfacen las
ecuaciones de Maxwell en el vaci6 por lo tanto se concluye que estos son los campos que describen a
una onda plana circularmente polarizada de extension finita. Note que cuando Ej es una constante
los campos eléctrico y magnético corresponden a los de una onda plana ideal.

Debido a la simetria cilindrica de la envolvente compleja Ey serd conveniente expresar a los
campos eléctrico y magnético en coordenadas cilindricas (p, ¢, z). En la base de las coordenadas
cilindricas los vectores unitarios 7 y j de las coordenadas rectangulares estan dados por

i = cos(¢)p — sen(¢) o, (2.57)

j = sen(¢)p + cos(¢)9, (2.58)

donde p y qAﬁ son los vectores unitarios base de las coordenadas cilindricas. De las ecuaciones (2.57)
y (2.58) se tiene que
P40 = exp[£id](p + id), (2.59)

ademas, haciendo uso de la regla de la cadena se halla que

aEO(pa Z) 4 ZaEO(pa Z)

aEO (pv Z)
Ox oy ’

dp

= exp[+id] (2.60)

Por lo tanto, de las ecuaciones (2.59) y (2.60) el campo eléctrico de la ecuacion (2.56) en coordenadas
cilindricas es

E(Ft) = [Eo(p, 2)(pEid) — "‘mgg’z);s} exp[—i(kz — wt F ¢)], (2.61)
y el campo magnético
Brt) =% {Eom (P +id) - kaEa(j)] expl—i(kz — wt F 9)]. (2.62)
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De acuerdo con la ecuacion (2.53) el momento angular orbital esta dado por

f/m“bital 2ZCU/ ZE* E dV (263)

con o = z,y, z. Para calcular este momento angular se necesitan las componentes cartesianas de
la amplitud compleja del campo eléctrico y que en coordenadas cilindricas son

E, = Ey(p, z) exp|—ikz], (2.64)
E, = +iEy(p, ) exp|—ikz], (2.65)
_ i 0Ey(p,z) . .
E, = F oy exp[—ikz £ id)]. (2.66)
Ademaés, se tiene que

z 0 3} 0
FXV = + + 2.67
oo+ [ oz o+ a5 = (207

por lo que el momento angular orbital en la direccién z de propagaciéon de la onda estara dado por

Loriaz: E? EdV
bital 21(.0/2 * ¢

80 1 OF, 7 8Eo . .
= k - kz + dv 2.68
" 2w [k op Pl Z:Fl(ﬂagb( kap OPlTk: “M (2.68)
3E0
2wk2 v
y asumiendo que Ey(p, z) es una funcién real se tendra que
€o BEO 2
Lor italz — T 5 79 - d‘/7 2.69
bitalz = F5 /v < R > (2.69)
y la densidad de momento angular orbital, que se trata del integrando de la ecuacion (2.69), sera
) €0 8E0 (p, Z) 2
) - 2.
Jorbitalz :':2wk2 ( ap 5 ( 70)

que se trata de una cantidad pequena debido a que la variacién de la envolvente Fy respecto de p
es lenta.
Por otro lado, de la ecuacion (2.53) el momento angular de espin estd dado por

Lespin = — E* x EdV, 2.71
oo =3 | B (2.11)

donde el producto vectorial es calculado a partir de la amplitud compleja del campo eléctrico (2.61)

¢+ 2i|Eo)” 2, (2.72)

- - L0Eo 0E; 8E0 8E0
E*x E = |FE;—— £ E, E;
TR0, TP ) } k { s
por lo que el momento angular de espin en la direccion de propagacion z, asumiendo que Ey(p, z)
es una funcion real, es

Lespinz = $€70/ Eng (273)
w Jv
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En resumen, la componente z del momento angular total de una onda plana de extension finita
circularmente polarizada a izquierdas o a derechas esta dada por

s (0Eo(p.2)\* e
Lz = Lor italz Les inz — —F
bitalz T D /V [; 20k2 < 8p + w 0

dV:q:‘iO/ B34V, (2.74)
w Jv

donde se ha despreciado el primer término debido a que Ej es una funcion lentamente variable de
p, quedando tnicamente el termino de espin.

No es posible obtener una expresion explicita de la densidad de momento angular de espin
debido a que la funciéon Ej esta implicita, sin embargo, si podemos hallar la razoén entre el momento
angular y la energia almacenada por el campo electromagnético (2.32).

El promedio temporal de la energia electromagnética esta dada por (ver apéndice A, ecuacion
(A.12))

1 — - 1 — —
(w) = = [50E* -E+ —B*. B} . (2.75)
4 Ho
Al usar las amplitudes complejas de las ecuaciones (2.61) y (2.62) se encuentra
2
€0 8EO
(w) = %2 <8p) +e0Ey = eo By, (2.76)

donde se ha despreciado el primer término. Por lo tanto, el cociente entre el momento angular de
espin y la energia electromagnética total W de la onda plana circularmente polarizada de extension

finita es

Les;m'nz _ :F%] fV Egdv — :Fl (2 77)
W e ), BV W '

y a partir de este resultado puede ser interpretado que cada foton de energia Aw de luz circularmente
polarizada a izquierdas o derechas tiene asociado un momento angular de Fh en la direccién de
propagacion, un resultado que coincide con lo planteado en el articulo de Beth [4].
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Capitulo 3

Descripcion vectorial de los haces
paraxiales

Las propiedades fisicas de la luz como la energia, momento lineal y momento angular estan
dadas en términos de los campos eléctrico y magnético que describen a la luz y, por lo tanto, para
calcularlas para un haz paraxial es necesario conocer las expresiones de los campos electromagné-
ticos que describen a estos haces.

En este capitulo se muestran las expresiones vectoriales de los campos eléctrico y magnético de
los haces paraxiales partiendo del conocido potencial vectorial que esté estrechamente relacionado
con los campos electromagnéticos. En la seccion 3.1 se muestra que una onda electromagnética
debe poseer componentes en la direcciéon de propagaciéon para poder satisfacer la ley de Gauss
eléctrica. En la seccion 3.2 se revisa la teoria electromagnética concerniente a los potenciales escalar
y vectorial y se muestra que en el espacio libre y bajo cierta condicién conocida como norma de
Lorenz el potencial vectorial satisface la ecuacion vectorial de onda en el vacié. En la secciéon 3.3 se
obtienen los campos eléctrico y magnético para haces paraxiales partiendo de un potencial vectorial
armonico en el tiempo cuya amplitud recuerda a la amplitud de un haz paraxial de la teoria escalar
de la luz. En particular se describen vectorialmente a los haces Gaussianos y Laguerre-Gauss. Por
altimo, en la seccién 3.4 se muestra un tratamiento vectorial para hallar las expresiones vectoriales
de las ondas electromagnéticas que describen a los haces Bessel de alto orden.

3.1. Introducciéon

En la seccién 1.1 se mostro que en el vacio el campo eléctrico debe satisfacer la ecuacion vectorial
de onda
. 1 O2E(F,t)
V2E(Ft) — = ———=
(7?) 2 ot?

y que cada una de sus componentes debe satisfacerla también. A partir de este hecho y bajo
la aproximacién paraxial se obtuvo la ecuaciéon paraxial de Helmholtz con la que se describi
escalarmente a los haces paraxiales. Sin embargo, si se busca una solucién a esta ecuacién vectorial

de onda (3.1) linealmente polarizada de la forma

=0, (3.1)

E(7,t) = U(F) exp (iwt)i, (3.2)
donde U(7) es la amplitud compleja de un haz paraxial que se propaga en la direccion z, ver

ecuacion (1.22), entonces debe cumplir con la ley de Gauss, es decir, que V - E(f’, t) sea igual a
cero. Dado que el campo eléctrico (3.2) esta linealmente polarizado en la direccion x entonces se
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tendra -
8ifj exp (iwt), (3.3)
U(7)

sin embargo, en general % # 0 (para una onda plana ideal si es cero pues su amplitud es
constante). Por lo tanto, la propuesta de campo eléctrico linealmente polarizado de la ecuacion
(3.2) podria ser soluciéon aproximada a la ecuacién de onda pues U(7) es la amplitud compleja
de un haz paraxial pero podria no representar un campo eléctrico en el vacié. Por otro lado, de
acuerdo con Lax, Louisell y McKnight [22] si un campo eléctrico representa a una onda linealmente
polarizada en la direccion x, como el de la ecuacion (3.2), entonces la amplitud de esta onda debe
ser independiente de la coordenada x. Es por ello que se espera que el campo eléctrico posea una
componente de campo en la direccion de propagacion de la onda con el fin de satisfacer la condicion
V-E (7,t) = 0, un resultado que ya se anticipaba desde la seccién 2.4 cuando se describié a una
onda plana de extensioén finita.

Lax, Louisell y McKnight [22] mostraron ademas que si el campo eléctrico es expresado como
una serie de potencias de un parametro f dado por el cociente entre la cintura del haz Wy y la
longitud de difraccion 2zg, es decir, f = gVTE con Wy < 2z (condicién de aproximacion paraxial) y
el campo es sustituido en las ecuaciones de Maxwell, entonces el término de menor orden en f del
campo, el cual puede depender de las coordenadas x, y y z y es transversal en el sentido de que
tiene componentes del campo en la direcciéon transversal a z, debe satisfacer la ecuacion paraxial
de Helmholtz, lo cual justifica el hecho de poder describir a los haces paraxiales de forma escalar.

En la siguiente secciéon se mostrard que al igual que el campo eléctrico, el conocido potencial
vectorial cumple con la ecuacién vectorial de onda, con la ventaja de que la divergencia de es-
te campo no necesariamente debe ser cero por lo que se podran obtener soluciones linealmente
polarizadas del potencial vectorial a partir de las cuales los campos eléctrico y magnético seran
obtenidos.

V- E(Ft) =

3.2. Potenciales vectorial y escalar

A partir de la ley de Gauss magnética (1.8) se deduce que el campo magnético puede ser
expresado en términos del llamado potencial vectorial A(7,t) como

B(7,t) = V x A(F, 1), (3.4)

pues el operador divergencia aplicado al rotacional de cualquier campo vectorial es cero. De la ley
de Faraday (1.9) y de la ecuacion (3.4) se deduce que el campo eléctrico puede ser expresado como

OA(F, )
ot
donde ®(7,t) es conocido como potencial escalar. En términos de estos potenciales escalar y vec-
torial la ley de Ampere en el vacio (1.10) es dada por

E(7t) = —V®(F t) (3.5)

- A
V x (V X A) — 80,&0% <—V<I> — 8) = 0, (36)

y haciendo uso de la identidad vectorial V x (V x A) = V(V - A) — V2A se obtiene
0?4

.
V<A — -
EoMo 912

=V (V . f_l"F 50#0({2(?) . (37)

Por otro lado, la ley de Gauss eléctrica (1.7) esta dada por

vig - V- A)
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Las ecuaciones (3.7) y (3.8) estan acopladas, sin embargo, dado que el potencial vectorial Avyel
potencial escalar ® no son tnicos en el sentido de que existen otros potenciales vectorial A y escalar
@’ que conducen a los mismos campos eléctrico E y magnético B entonces el desacoplamiento de
las ecuaciones (3.7) y (3.8) puede llevarse a cabo debido a esta arbitrariedad en la definicion de los
potenciales. Estos potenciales primados estan definidos de la siguiente manera

A= A+ VF, (3.9)
Y OF
P =d— — 1
5 (3.10)

con F(7,t) una funcion arbitraria. Por lo tanto, el hecho de que se tenga la libertad de elegir
cualquier funcion F(7,t) para definir los potenciales, y con ello los campos, da la posibilidad de
elegir los potenciales de tal manera que cumplan con la siguiente condicion [5]

- 0P
V~A+€QMOE:0, (3.11)

conocida como norma de Lorenz.
Imponiendo la condicion (3.11) en las ecuaciones (3.7) y (3.8) se encuentra que

. 0?A
2
\% A*F;O,[LOW :0, (312)
V20 — ¢ 82—(I)—o (3.13)
0Ho oz .

es decir, en espacio libre y dentro de la norma de Lorenz los potenciales vectorial y escalar satisfacen
la ecuaciéon de onda [5, 23].

3.3. Campos eléctrico y magnético de los haces paraxiales

Los campos eléctrico y magnético, al igual que el potencial vectorial, satisfacen la ecuaciéon
vectorial de onda pero a diferencia de los campos electromagnéticos, para el potencial vectorial no
es necesario que V - /_1'(7?, t) sea igual a cero, como debe ocurrir con los campos electromagnéticos
debido a la ley de Gauss, donde esta divergencia de ff(f', t) solo define como es el potencial escalar ®
de acuerdo con (3.11). Por lo tanto, pueden existir soluciones linealmente polarizadas del potencial
vectorial [23] que daran lugar a las expresiones de los campos eléctrico y magnético.

Si se considera en la ecuacion (3.12) que el potencial vectorial es armoénico en el tiempo, con
una frecuencia angular w, con una amplitud compleja dada por la funcion escalar ¥ (7) que solo
depende de la posicion y que esté polarizado en la direcciéon dada por un vector unitario n, es decir,

—

A(7t) = A(F) exp [iwt] = ¥(F) exp [iwt]f, (3.14)
entonces se concluye que la amplitud compleja ¢ (7) debe satisfacer la ecuacion de Helmholtz
V2(7) + k() = 0, (3.15)

y 1o se imponen otras restricciones a (7).
Para describir a los haces paraxiales se asume que

P(F) = u(F) exp (—ikz), (3.16)

donde u(7) es la envolvente compleja, una funcion lentamente variable con la posicién que cumple
con la aproximaciéon de envolvente lentamente variable y el factor exp (—ikz) define a z como la
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direccion de propagacion. Sustituyendo la ecuacion (3.16) en (3.15) se concluye que u(7) debe
satisfacer la ecuacion paraxial de Helmholtz

V2 (7) — 2ika7“(;j) =0, (3.17)

donde u(7) sera la funcion que describa la distribucién de amplitud del haz paraxial.
Para describir a un haz paraxial se propone que el potencial vectorial esté dado por [12]

—

A t) = (i + B)u(F) exp [—i(kz — wt))], (3.18)

donde « y 8 son constantes complejas tales que (ai + 8j) es un vector unitario complejo en el
sentido de que debe satisfacer que 7 - 2* = |af? + |B]? =1 .
De la ecuacion (3.11) se tiene que el potencial escalar para campos armonicos es

7

a(7) =

= V- A(F), 3.19
e (7) (3.19)

por lo que de (3.5) y (3.19) se encuentra que el campo eléctrico en términos del potencial vectorial

esta dado por
c

Em:_m&m—%kuﬁm, (3.20)

donde se ha considerado tinicamente la dependencia espacial. La dependencia temporal es recupe-
rada al multiplicar por el factor exp (iwt).
Entonces al sustituir (3.18) en (3.20) se encuentra

E(F) = — iw(ci + B7)u(7) exp (—ikz) — i%V <agz exp (—ikz) + ﬂg—z exp (zkz))

c . .o P 0Pu . ¢ 012 LOPu . 0%u
— .y Bt [ NS . — i — it 21
{k < 1ok u — i 3 i 20y 1 2 ipk*u —if " { O J (3.21)

.c 0 ) ou 7] . ou\\ ; .
—iy (aax <zku + 62) + ﬂa—y (zku + 82)) k} exp (—ikz).

Ahora bien, dado que u(¥) cumple con la aproximacion de envolvente lenta de la seccion 1.3 y
ademas satisface las desigualdades (1.23), (1.24) entonces se pueden despreciar las primeras deri-
vadas parciales de u(7) respecto de z y las segundas derivadas parciales respecto de las coordenadas
transversales z y y en comparaciéon con el valor de la magnitud de u(7), por lo que la amplitud
compleja del campo eléctrico puede ser aproximada a

E(F) = —iw {aui + Buj — % (agz + ﬂgZ) l%] exp (—ikz). (3.22)

El campo magnético correspondiente es obtenido al sustituir (3.18) en la ecuacion (3.4)

—

B(f) =V x A(F) = [ﬁ (zku - ZZ) i—a <zk;u - ZT:) i+ (Bgz - aZZ) 12:} exp (—ikz), (3.23)

y nuevamente en la aproximacion paraxial la amplitud compleja del campo magnético puede ser
aproximada a

_. ) 15} o A

B(7) = —ik {—Bui—i— auj + % (681:7 - aaZ) k] exp (—ikz). (3.24)
Por lo tanto, los campos eléctrico y magnético correspondientes al potencial vectorial de la ecuaciéon
(3.18) estan dados por (3.22) y (3.24) en donde u(7) es la envolvente compleja de un haz paraxial,

como el haz Gaussiano o el haz Laguerre-Gauss. Estos campos no son estrictamente transversales
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en el sentido de que ademas de poseer componentes que oscilan en la direcciéon = y y tienen pequenas
componentes de campo en la direccién z de propagacion que dependen de la variacion transversal
de la distribucion de amplitud (7).

La polarizacién de estos campos esta dada en funcién de los valores de las constantes complejas
a'y B que aparecen como factores en las componentes transversales de (3.22) y (3.24), donde las
magnitudes de o y § son tales que (ot + 37) es un vector complejo unitario y dependiendo de sus
amplitudes y de los valores relativos de sus fases se tendra polarizacion lineal, circular o eliptica.

El campo eléctrico estara linealmente polarizado en la direccion = si « = 1y f = 0 y estara
dado por

~ [ 1 0u ;]
E(r) = —1 1 — - —1i 2
(7) iw _uz Y 2 k_ exp (—ikz), (3.25)
y su respectivo campo magnético sera
B(7) = —ik uj— L% (—ikz) (3.26)
- | .7 ]{ ay | Xp ) .

mientras que el campo eléctrico estaré linealmente polarizado en la direccién y sia =0y g = 1.

Por otro lado, se tendra polarizacién circular a izquierdas si a = % y B = ﬁ y el campo

eléctrico estara dado por

E(7) = f\% {uiJriuj % (gz + igz> k:} exp (—ikz), (3.27)
y su campo magnético correspondiente seré

_ 15 ) o

B(r) = —% {—iui +uj+ % (zgz - gz> k] exp (—ikz), (3.28)

mientras que el campo estara polarizado circularmente a derechas si o = % y = \_/—%

3.3.1. Campo eléctrico y magnético del haz Gaussiano

El campo eléctrico del haz Gaussiano es obtenido al sustituir la envolvente compleja del haz
Guassiano (1.29), denotada por ug(7), en la ecuacion (3.22) donde se tendra, al hacer uso de la
regla de la cadena, que

el 0 (A p[_.k I

D = k(7). (3.29)

or 8z \q(z) o ! 2q(2)
y 5 .
“g;r) - —ikq(yz)uG(F), (3.30)

por lo que el campo eléctrico queda como

E(F) = —iw {ai + 8 — OWU/%} ug(7) exp (—ikz)
a(z) N (3.31)
= —iw {ai + 57— (ax + By) <R(z) - ZkW2(2)> k] ug(7) exp (—ikz),
y se encuentra que el campo magnético es
B(7) = —ik [ﬁz taj+ W/k} ug(7) exp (—ikz). (3.32)
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3.3.2. Campo eléctrico y magnético del haz Laguerre-Gauss

El campo eléctrico del haz Laguerre-Gauss es obtenido al sustituir la envolvente compleja del
haz Laguerre-Gauss obtenida de (1.37) y denotada por u; (), en la ecuacion (3.22). De la regla
de la cadena

ouym Oupm  seno Ouym
mo_ mo_ v 3.33
o 0, PR (3.33)
Y 0 0 ¢ 0
Ul,m Ul,m COS Ul,m
—— =sen¢p—/——- ., 3.34
dy dp p 09 (3.34)
y al sustituir (3.33) y (3.34) en (3.22) y teniendo en cuenta que
duym
g;) = —ilugm (3.35)

se tendra que el campo eléctrico del haz Laguerre-Gauss de orden (I,m) es
E(f) = —iw [Qwgmi + Bugm]

_% <(a cos ¢ + B sen ¢)ag% - i%(ﬂ cos ¢ — asen</>)> uhmfc} exp (—ikz), (3.36)

y el campo magnético sera
E(f') = —ik [—Buimi + cumj

—|—% ((ﬂ cos ¢ — acsen @)

ag;m + z%(a cos ¢ + [sen ¢)> ul’ml%} exp (—ikz), (3.37)
donde las componentes de los campos en la direcciéon de propagacion dependen de la variacion
transversal de la amplitud compleja, del namero [ que caracteriza los frentes de onda del haz
haciendo que sean helicoides y ademéas dependen del estado de polarizacién de la onda mediante
a 'y 3. Estas componentes son importantes pues, como se verd, dan lugar a que la onda posea una
densidad de momento lineal p' que apunta no solo en la direcciéon z si no también en la direccion
transversal al eje z.

3.4. Campo eléctrico y magnético del haz Bessel

En la seccion 1.2 se reviso la expresion escalar de los haces Bessel (1.20), que son una solucion
exacta de la ecuacion escalar de Helmholtz (1.15) en espacio libre y son invariantes en propagacion.
Para obtener su densidad de momento lineal y angular se requiere una expresiéon vectorial de estos
haces la cual puede ser obtenida al resolver la ecuaciéon vectorial de Helmholtz para el potencial
vectorial

V2A(F) + K*A(F) = 0, (3.38)

que de acuerdo con [24] la soluciéon mas general de (3.38) es
A7) =3 (@hh(7) + bNi(?) + aLu(7) (3.39)
]

con a;, by y ¢; constantes que son determinadas a partir de las condiciones de frontera y donde las
funciones L;(7), M;(7) y Ny(7) son soluciones independientes de la ecuacion vectorial de Helmholtz
dadas por .

Ll(f) = VUZ(F)v (340)

M,(7) = V x aU, (7), (3.41)
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Nu() = 2V x Mi(7), (3.42)

con @ un vector unitario constante y U;(7) una solucion de la ecuacion escalar de Helmholtz, en
particular se considera que se trata del haz Bessel de orden [ (1.20). Por lo tanto, con cada funcion
Ui (7) habra 3 soluciones a la ecuacion (3.38) siempre que U;(7) cumpla con la ecuacion escalar de
onda

V2U(7) + K*U,(F) = 0, (3.43)

por ejemplo, para la funcion [_:l(f')
V2L(F) + 2Ly (F) = V2(VU)) + k*VU, = V3(VU,) — V(V2U)) = =V x V x (VU;) =0, (3.44)

donde se ha utilizado la ecuacion (3.43), la identidad vectorial V x (V X /Y) =V (V - /Y) —V2A

y el hecho de que el rotacional del gradiente de un campo escalar es idénticamente cero.
Algunas caracteristicas de estas funciones vectoriales son que M;(7) es perpendicular tanto a
L;(7) (para una misma funcién U;(7)) como al vector unitario a ya que

M; =V x (Uja) = VU x a = L; x a. (3.45)

Dado que las ecuaciones (3.41) y (3.42) estan dadas como rotacionales de campos vectoriales
entonces se cumple que M; y N; son solenoidales, es decir,

V- M; =0, (3.46)
V-N, =0. (3.47)

Por otro lado, por la definicion de L, se cumple que
V x L; =0. (3.48)

Ademés, M; y N; estan relacionados de la siguiente manera

L .1 - -
V x N; = EV x V x M; = %(VV - M; — V2Ml)7 (3.49)

pero dado que Ml satisface la ecuacion de Helmholtz y la ecuacion (3.46) entonces se obtiene que

W) = 2V % () (3.50)

y a partir de esta relaciéon se puede intuir que los vectores Ml(f') y Nl(f') son apropiados para
representar a los campos eléctrico y magnético pues cada uno es proporcional al rotacional del
otro.

A partir de la ecuacion (3.39) y de la relacion entre el potencial vectorial y el campo magnético
(3.4) se encuentra que B(7) esta dado por

E(F) = Z (alv X Ml + bV x Nl + ¢V x I_:l> = kz (alNl + blMl), (351)
l l

y mediante la ley de Ampere se encuentra el campo eléctrico

1

EoMowW

E(’F) = — V x é(?j) = —iCZ(alv X ]\71 + b,V x Mg) = —iwz (ang + blNl), (3.52)

l l

donde se usaron las ecuaciones (3.42) y (3.50) y el hecho de que el rotacional del vector L;(7)
es idénticamente cero, ecuacion (3.48). Se ha supuesto que los campos eléctrico y magnético son
armonicos en el tiempo.
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Por lo tanto, para hallar el campo eléctrico se requiere obtener las expresiones de M; y N; para
un haz Bessel de orden [ cuya expresion escalar es

Ui(7) = Jy(kpp)e~tk===9, (3.53)
Considerando que @ = Z se obtiene

- 1 [oU, R oU; - 1 . “ k n —ik,z—1
Ml—p[ ! l}_p{—llJlP—gp(Jll—JHl)éﬁ ekl (354)

0" Pop

y después de usar las relaciones de recurrencia para las funciones de Bessel [25]

21
Ji—1(x) + Ji41(x) = EJZ (), (3.55)
Ji-1(@) = Jipa () = 2 (2), (3.56)
se encuentra que
7 k ; A 2 —tkaz—i
M, = ?T [*Z (i1 + Ji41) p = (Ji—1 = Jig1) ¢} e thezile, (3.57)

donde se ha omitido el argumento de las funciones de Bessel, el cual es k7 p. De la misma manera
y usando las mismas relaciones de recurrencia (3.55) y (3.56) se encuentra que

— kT

Ny = 5% |:*Z.kz (Ji1 = Ji41) p— ks (Jior + Ji1) @ + QkTJlZA:| e~ thezilo, (3.58)

A partir de las ecuaciones (3.57) y (3.58) se tendra que cualquier onda electromagnética puede ser
expresada como

= . k . kz . kz ~
E(r) = —zw% Z K[—z(al + zbl)Jl,l —i(a; — kbl)JlH} p

kz kz n k 2 —ik,z—1
+ [—(al + zbl)t]l—l + (al — kbl).]H_l:l o+ 2bl;JlZ> e k= l¢:| . (3.59)
Buscamos hallar los estados de polarizacion circular y lineal del haz Bessel, los cuales son obteni-
dos de la siguiente manera. Se usan las relaciones entre los vectores unitarios de los sistemas de
coordenadas rectangular y cilindrico (2.59) para reescribir el campo eléctrico de la ecuacion (3.59)
obteniendo

kr

E(F) = W K(al + %bl)Jl—l(i —ij)e'
I

k. o R
+(a; — ?bl)JlJrl(l-ﬁ-l])e “b-i—%bszJlk) e k=2 Zl(ﬂ . (3.60)

se observa que si b; = kial entonces el campo eléctrico seré

o ; kp . ,

E(F) = — wkr g ay <J11(i —ij)e'® + i—kT Jlk> e tka2—ild

l sz N (3.61)
= U‘)kT El ar+1 (Jl(i - Zj) + 'L.szl+1€_7l¢k) e_lkrzz_ll(b’

donde se ha hecho un cambio en el indice de la sumatoria [ — [ + 1. De esta manera, el campo
eléctrico estara dado como las superposiciéon de haces Bessel con polarizacion circular a derechas
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debido al factor (i — ij). Por lo tanto, el campo eléctrico del haz Bessel de orden [ circularmente
polarizado a derechas es

. k R .
ER(r) = —wkr (Jl(kTP)(f —ij) + i;Jl+1(kTP)€_L¢k> e the2 o, (3.62)
z
Por otra parte, si b; = —kk—zag entonces el campo eléctrico (3.60) queda como

o) ; kr - 4 ,

E(F) = — wkr Z ap <J1+1(i +ij)e " — ikTJlk> e~ tka2—ild
l , (3.63)
= —wkr ; aj—1 (Jl(i +1j) — ikalw“bk) e th=zmilS

donde se ha hecho un cambio en el indice de la sumatoria [ — [ — 1. Por lo tanto, el campo eléctrico
estara dado como las superposicion de haces Bessel de orden [ con polarizacion circular a izquierdas
debido al factor (i + 4j)

. k 67, \ ik
EL(7) = —wkr (Jl(kTp)('Z +1j) — ikTJl—l(kTp)ewk> e heamile, (3.64)

Las ondas electromagnéticas con polarizacion lineal en las direcciones = y y de acuerdo con [20]
estan dadas respectivamente por

—

E,=-—(Er+EL), (3.65)

—

E,=—(Egr - Ep), (3.66)

SRR

por lo que al sustituir las expresiones (3.62) y (3.64) se encuentra que el haz Bessel linealmente

polarizado en la direccion x es

<

=] wk -k —i i\ .| —ik.z—i
E, = _TQT [QJl(kTP)Z + Zka (Jig1(krp)e™™® — Ji_1(krp)e'®) k] e thermle, (3.67)
y el polarizado en la direccién y es
= wkr . kr —id i\ 1| —ikez—ile
Ey = 7@ 2Jl(kTp)] — ? (JZH(kTp)e + Jl_l(kTp)e ) kle . (368)

De esta manera, la expresion mas general del campo eléctrico del haz Bessel de orden [ estara dada
como una combinacion de los haces con estados de polarizaciéon ortogonales [26], es decir,
2
V2
i kr

t3n ((a+iB)Jig1(krp)e™*® — (a —iB)Ji_1(krp)e™®) k} e 2710 (3.69)

E(7) = aBy(7) + BEy (7) = ——whr | Ji(krp)(ai + 5))

o bien, en coordenadas cilindricas el campo es expresado como

B(7) = ——ke | k) cos s + Bsen 6} -+ i(rp) (3 cos s — usen )0
+ %Zl ((a + iB)Jl+1(kJTp)€_i¢ —(a— iB)Jl_l(kTp)eid’) 2} e th=z=ilg (3.70)
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donde nuevamente la polarizaciéon del campo estd dada en funcion de los valores de las constan-
tes complejas o y B, donde (i + 57) es un vector complejo unitario y los diferentes estados de
polarizacién lineal, circular a izquierdas o a derechas estan dados como en la seccion 3.3.

El campo magnético correspondiente a la ecuacion (3.70) se puede hallar a partir de la ley de
Faraday (1.43) obteniéndose

s~ o (1)

[—i(a+iB)(Ji + Jipa)e™ " +i(a — i) (Jia + Ji)e'”]
+ (Bcos ¢ — asen o) Jl> (
_l’_

( > (a+iB)(J; — Jip2)e ™ + (a — iB) (Ji—2 — J1)e'’]
%T (= iB)e 1 + (a +iB)e 1) 2| e *=="110 (3.71)

— (acos ¢ + Bsen gb)Jl)gZ) %

Estos campos estan expresados en términos de potencias del factor & e decir, la razon entre las
componentes transversal y longitudinal del vector de onda, lo que permite estudiar la densidad de
momento angular en los casos paraxial y no paraxial de acuerdo con [26], pues si kr < k. entonces

se tendra la aproximaciéon paraxial.
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Capitulo 4

Momento angular en haces paraxiales

En el capitulo anterior se encontraron las expresiones de los campos eléctrico y magnético que
describen a los haces paraxiales Gaussiano y Laguerre-Gauss. En este capitulo se obtiene el vector
de densidad de momento angular de los haces paraxiales Gaussiano y Laguerre-Gauss partiendo
de hallar la densidad de momento lineal o vector de Poynting de los haces paraxiales, el cual
posee componentes no solo en la direccién de propagaciéon de la onda, sino también en su direccion
transversal que son debidas a que los haces paraxiales tienen pequenas componentes de campo
en la direccion de propagacion. Se muestra que un haz paraxial puede poseer momento angular
debido a su polarizacién, es decir, si su vector de campo eléctrico gira mientras el haz se propaga
y también puede poseer momento angular debido a la estructura de fase del haz, si su frente de
onda es helicoidal entonces seréd capaz de transportar momento angular, como ocurre con los haces
Laguerre-Gauss. En la seccion 4.1 se obtiene la expresion del promedio temporal de la densidad
de momento lineal en coordenadas cilindricas debido a la simetria que poseen las distribuciones de
intensidad de los haces Gaussiano y Laguerre-Gauss. En las subsecciones 4.1.1 y 4.1.2 se obtienen
las densidades de momento lineal y se analiza la trayectoria del vector de Poynting de los haces
Laguerre-Gauss y Gaussiano respectivamente. En la seccién 4.2 se obtienen las expresiones de la
densidad de momento angular local de los haces paraxiales y se presentan los valores [A y oh como
los momentos angulares orbital y de espin por fotéon de estos haces. Finalmente, en la secciéon 4.3
se obtiene la componente de densidad de momento angular en la direcciéon de propagacion de un
haz Bessel de alto orden, en el caso paraxial y no paraxial.

4.1. Momento lineal de un haz paraxial

La densidad de momento lineal instantanea de una onda electromagnética propagandose en el
vacio esta dada por la ecuacion (2.33) y para los campos eléctrico y magnético armonicos en el
tiempo (2.47) y (2.48) la densidad de momento lineal promediada en el tiempo se obtiene a partir
del producto vectorial de las amplitudes complejas de los campos, ver apéndice A, ecuacion (A.9),
es decir,

() = %0 E(7) x B*(7) + B*(7) x E(F)} . (4.1)
Para calcular la densidad de momento lineal de un haz paraxial se deben usar las amplitudes
complejas de los campos que describen al haz y que estan dadas por las ecuaciones (3.22) y (3.23)
donde los complejos conjugados de estas amplitudes son

% s * kA * kA 1 *% *au* 7 .
E(F’)zw{auerﬂuerk(a 5 +0 ay)k}exp(zkz), (4.2)
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B*(F)zik{ﬁ*( ;aa )z—a*( u’ ;ZU)A k( %1; a*aauy)k;]exp(ikz).
(4.3)
Para el campo magnético se ha usado la expresion (3.23) donde se mantienen las derivadas parciales
de u(7) respecto de z en vez de (3.24) ya que de esta manera, como se vera a continuacion, la
densidad de momento lineal podra ser expresada en términos del operador gradiente.

Entonces para hallar () se necesita hallar E* (7) x B () y su complejo conjugado de acuerdo
con (4.1). Se tiene que

B () x B = iw [—|a|2u6“ 1B

du L Olul? ;
0

oz of dy
. ou oul*] . . , LOou\ -

—iw {—042 — 4+ \B|2 + B | | } j+iw(lal® +|81%) (—zkzu|2 +u 5‘2) k, (4.4)

donde se han despreciado los productos de las primeras derivadas parciales de u(7). Por lo tanto,

al sumar (4.4) con su complejo conjugado y luego de organizar los términos se encuentra que la

densidad de momento lineal (4.1) queda como

_ o |, 9 9 L 0u ou™\ . L ou ou*\ . 8u 8u* -
) = 4 [zw(|a +181) [(u Ox Ox > ' ( Oy Oy It Yo "oz F
Ouf?

'LL2
ciw(ap - a8) (%l - ZL5) kool + PP, (49

que puede ser expresada en términos del gradiente de u(7) de la siguiente manera

Ouf?.  Olul*

By O >+2kw|u| k} (4.6)

() = %0 [iw [u* Vu — uVu*] — iw(af* — a*p) (

donde se ha hecho uso de que |a|? + |3|> = 1 y donde se ha retenido el término (u*g—g - uaaf) en

la componente en z, el cual es pequeiio y podria ser despreciado frente al término 2k|u(7)|? con el
objetivo de poder escribir el operador gradiente.

La ecuacion (4.6) es valida para cualquier haz paraxial con envolvente compleja u = u(z,y, 2),
sin embargo, las distribuciones de intensidad de los haces Gaussiano (1.36) y Leguerre-Gauss (1.38)
son independientes de la coordenada azimutal ¢, es decir, son cilindricamente simétricas, por lo
que es conveniente expresar a la ecuacion (4.6) en coordenadas cilindricas.

Utilizando la regla de la cadena se encuentra que

Olul? Olul?
= cos ¢ ,
Ox ap
0 9 (4.7)
Ol _ 0l
oy Op ’
por consiguiente, se tendra que
2 2 2 2
8|a1;| i— (‘3|81;| 7= —ag; (— sen ¢ + cos ¢f) = —i;;' o, (4.8)

donde (]3 es el vector unitario base de las coordenadas cilindricas.
Por lo tanto, el promedio temporal de la densidad de momento lineal de un haz paraxial es [7]

2
(p) = %) {iw [ Vu — uVu*] 5‘(|9u\ z}
€0 5|u|p2 (4.9)
_ <o | * o bt bt IS 2z
=7 [ 2wIm{u*Vu} — wo a ¢ + 2kw|ul z} ,
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donde 0 = —i(af* —a* ) es una constante compleja cuyo valor depende del estado de polarizacion
de la luz; para luz linealmente polarizada ¢ = 0 y para luz circularmente polarizada a derechas e
izquierdas o = +1 respectivamente.

4.1.1. Momento lineal del haz Laguerre-Gauss

La envolvente compleja de un haz Laguerre-Gauss, de acuerdo con la ecuacion (1.37), esta dada
por

12l
um(p, ¢, 2) = Al,mﬂ ( V2 ) Ll ( 20" >exp [—pz]

W(z) \ W(z) W2(z) W2(z)

2
2R(z)

X exp {—ik —dld+i([l| +2m+1)((z)| . (4.10)

En coordenadas cilindricas y para la envolvente compleja (4.10) el operador Vu(p, ¢, z) de la
ecuacion (4.9) esta dado por

8ulmA 18ulmA 8ulmA
VUm = ’ - — 2, 4.11
donde
Ouim _ (4.12)
= —ilugm, .
9 b
de manera que
aul m au?m
UL o VUL, — U VU], = (u*m — - y— 0
L, L, L, 8p ap

l n * 8ul,m auzk,m ~
—22p|u|2¢+(ul,m Ey — Ulm G z. (4.13)

Sustituyendo la ecuacion (4.13) en (4.9) se obtiene

m l IEN
(B = %0 {QW Im{u;m%}m (pr|ul,m|2 - waahg’p|) b+ 2kw|ul,m|22] . (4.14)

donde se ha despreciado la componente en z de la ecuacion (4.13) respecto de la componente en z de
(4.9) pues u(7) es lentamente variable. En adicion, luego de realizar las derivadas correspondientes,
se encuentra que

Ouym P 2 Pz 2

MY = ke |uy|? = — ml’s 4.15
por lo que se tendra que el promedio temporal del vector de densidad de momento lineal del haz
Laguerre-Gauss es [12]

Im{u;,

. €0 pz 2 A l 2 g 8|ul7m\2 n 2 A
(p) = Ekw m|ul,m| P+ <kp|ulm| - ﬂ@ip ¢+ Jum| 2], (4.16)

el cual posee componentes en las direcciones p, qg y 2. Dado que posee componente radial, denotada
por (p,), el haz al propagarse se va esparciendo a causa de que hay un flujo de energia en la direcciéon
radial. Por otro lado, la componente azimutal (py) indica que el vector de Poynting ira girando
alrededor del eje z mientras el haz se propaga y como se vera, es esta componente la que da lugar

37



Momento angular en haces paraxiales
4.1 Momento lineal de un haz paraxial

a que el haz posea momento angular en la direccion de propagacion. Allen y Padgett [27, 28]
estudiaron la trayectoria del vector de Poynting la cual debe cumplir que en cada punto el vector
de Poynting sea tangente a la curva, es decir, que

i€ g
=) (4.17)

—.

donde 7(€) es llamada la curva integral de (S) y & es el parametro de la curva. A partir de la
ecuacion (4.17) se encuentra que la forma en la que varia el angulo azimutal 6 de la trayectoria del
vector de Poynting con la distancia z desde la cintura del haz es [28]

00 _1 <ﬁ¢> o l g 1 8|ul,m|2

9z p(p.)  kp® 2kpluml®  Op

ll+1 [ 2p° 4.18
1 all| n 20 n 40 Lo (Wf(z)) (4.18)
Tkp? kp? | kW2(2) | kW2(2) (20
P> kp (2) (2) (WQ(ZJ

donde se observa que la rotaciéon del vector de Poynting al propagarse el haz depende del estado
de polarizaciéon de la luz mediante el factor o y también del orden del modo Laguerre-Gauss.
En particular para un haz Laguerre-Gauss linealmente polarizado donde ¢ = 0 se tiene

9 11 (WE\
E)Z_kp2_2( p ) 28 + 2% (4.19)

y si se elige un radio que corresponda a un punto fijo dentro de la distribucion de intensidad

relativa, tal que @ es una constante [27] y se integra respecto de z la ecuacion (4.19) se obtiene

- é (Wp(z))ztanl <ZZO) : (4.20)

que indica como es la rotacion del vector de Poynting, la cual depende de la fase de Gouy y depende

del valor del cociente Y2 En particular, en el caso en que m = 0 y [ # 0 se puede hallar que el
radio de intensidad méaxima del haz es

= =Wi(z), (4.21)

y al sustituir la ecuacion (4.21) en la ecuacion (4.20) se obtiene

I
[ (Z) = +tan~! (Z) : (4.22)
|l 20 20

por lo que para un modo Laguerre-Gauss linealmente polarizado, con m = 0 el vector de Poynting
para el radio de campo méximo (4.21) rotara a lo mas +7 al propagarse el haz desde z = 0 hasta
z — 00.

En el caso méas general, para un haz Laguerre-Gauss de orden (I,m) y con valor de ¢ arbitrario
se encuentra [28]

[1+1 [ 2p2

| — lW2 Ln—l( 2(z

oo (e g Bt ) 1) )
p il (+%5) 0

y de esta manera, en general, la trayectoria del vector de Poynting sera una espiral que depende

del cociente W(Z), del estado de polarizacion del haz y de orden del modo Laguerre-Gauss.
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Las componentes radial y azimutal de la densidad de momento lineal (4.16) son simétricas
alrededor del eje z, es decir, son independientes de la coordenada azimutal ¢, por lo que al integrar
sobre el plano transversal del haz se obtiene que el momento angular total solo tiene componente
en la direcciéon de propagacion z, es decir, para la componente radial se tendra

. _¢%o z 2\ 4
[ oo =i [ (gt nl?) indpas

[ee] 27
_¢%o 2 9 2 . _
=5 kw/o <22+ng |wt,m| ) [/O pd¢] dp =0,

donde, debido a que |u;,,|? es independiente de la coordenada ¢, la integral respecto de la coorde-
nada azimutal afecta tnicamente al vector unitario p, dando como resultado cero. Por otro lado,
la integral sobre la componente azimutal es

- €0 l 2 g 8|ulm|2 ~
dpdd =2k g — — 2™ Bodpd
/<p¢>pp¢ 5 w/(kplm, | % 0p Ppdpde

€0 > l 9 o 8|Ulm|2 /27‘— n
=2k —ugm)? = =2 ) pd do| =0,
5 w/o (kplm, "= 2% 5 )P pde| =0

donde nuevamente la integral sobre la coordenada azimutal se realiza sobre el vector unitario ¢
que hace que la integral sea cero, quedando tinicamente un momento lineal neto en la direccién de
propagacion z.

(4.24)

(4.25)

4.1.2. Momento lineal del haz Gaussiano

De acuerdo con la seccion 1.3 el haz Gaussiano corresponde al haz Laguerre-Gauss de orden
(0,0) por lo que de la ecuacion (4.16) se halla que el promedio temporal de la densidad de momento
lineal del haz Gaussiano es

€o Pz 2 A 2, 2
) = b [ 2ol - 2L 5 ¢ pupes] (4.26
0

2 22 +

donde la derivada parcial respecto de la coordenada radial de |ug|? estd dada por

Auc|® 4p 2
= — 4.27
ap e el (4.27)
por lo tanto, se tendra
€0 pz . 0z0P 7 | 2
= —k 4.28
<17> 2 WL2+23'0+Z2+23¢+Z] |UG| ) ( )

cuya componente azimutal depende del estado de polarizacion del haz.
La rotacion del vector de Poynting para el haz Gaussiano se obtiene de la ecuacion (4.23) y se
encuentra que [28]

0 = otan* (Z> , (4.29)
20

que indica que la rotacién del vector de Poynting para un haz polarizado depende del valor de o,
que como se vera més adelante, se trata de la contribucién al momento angular de espin de la luz.
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4.2. Momento angular de los haces paraxiales

El promedio temporal de la densidad de momento angular de una onda electromagnética pro-
pagandose en el vaci6 esta dada por

() =7 x () = —2(ps)p — [p(p=) — 2(pp)] & + p(py) 2, (4.30)

y para hallarlo para cualquier haz paraxial es necesario sustituir los valores correspondientes de
las componentes de su momento lineal.

4.2.1. Momento angular del haz Laguerre-Gauss

Sustituyendo en (4.30) las componentes del vector de densidad de momento lineal del haz
Laguerre-Gauss (4.16) se obtiene

B 1) Iz o 0z 0|uLm|?\ . 22 94 l o opluim|?\ .
= —k - — ) — — I s it LA
() D) w {( kp|ul,m| + 2% ap P 22+zgp|ul7m‘ ¢+ k/,‘ul,m| 2% 9p Zl
(4.31)

por lo que el momento angular total del haz sera la integral de volumen sobre todo el espacio de
la ecuacion (4.31). Las componentes radial y azimutal de la densidad de momento angular (4.31)
son simétricas alrededor del eje z por lo que al integrar sobre el plano transversal del haz solo se
tendra componente de momento angular en la direccién z.

De la ecuacion (4.30) se tiene que la densidad de momento angular en la direccion de propagacion
es debida a la componente azimutal de la densidad de momento lineal, o bien, de la componente
azimutal del vector de Poynting. Esta densidad de momento angular est4 dada por [7]

. €0 2 &N 6‘1” m|2
2y = —wlupm|* — — —_— 4.32
(=) = Gwllum|® = Fwop 9 (4.32)
Si el haz se encuentra linealmente polarizado entonces 0 = 0 y se tendra que
) €
(4=) = Eowlluz,m\Q, (4.33)

por lo que la densidad de momento angular (4.33) no es debida a la polarizacion del haz, méas
bien, este momento angular es debido a la estructura de fase del haz Laguerre-Gauss, que es de
la forma exp [—il¢@], por lo tanto el primer término en (4.32) es identificado como la densidad de
momento angular orbital. Que el haz tenga una polarizacion distinta a la lineal da lugar al segundo
término de la ecuacion (4.32), que es identificado con la densidad de momento angular de espin, el
cual depende del estado de polarizaciéon de la luz mediante el factor ¢ y depende de la variacion
transversal de la intensidad del haz, lo cual es consistente con la densidad de momento angular de
la ecuacion (2.38) donde el término identificado como la densidad de momento angular de espin
esta dado como el producto de una posiciéon con la derivada espacial de los campos y la densidad
de momento angular orbital esta relacionada con la estructura espacial del haz.

En particular y a manera de ejemplo, el modo Laguerre-Gauss de orden (1,0) posee momento
angular orbital debido a que su frente de onda es helicoidal y esta caracterizado por el ntimero
I = 1. Este haz ademas puede poseer momento angular de espin si su campo eléctrico gira mientras
el haz se propaga. En la figura (4.1) se muestra el valor local de la densidad de momento angular
dada por la ecuacion (4.32) en el plano z = 0 para este haz con polarizacion lineal (¢ = 0) y
circular a derechas (0 = 1) donde la longitud de onda del haz es A = 633nm, el rango de Rayleigh
es zo = 44,bm y W(0) = Wy = 3mm, donde j, corresponde a una constante de normalizacion
de la densidad de momento angular para el haz linealmente polarizado. Se observa que el haz
con polarizaciéon circular alcanza valores més grandes en su densidad de momento angular en
comparacion con el haz linealmente polarizado lo que conduce a que el momento angular total sea
mayor para el haz polarizado circularmente.
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Figura 4.1: Densidad de momento angular normalizado del haz Laguerre-Gauss (1,0) como funciéon
de la posicién.

El flujo de momento angular del haz Laguerre-Gauss a través del plano transversal del haz esté

dado por
| urm| g

. € €
[ti-spdods = et [ unPodods — Do [ g2 pdpao, (4.34)
2 4 Jdp
donde al usar integracion por partes respecto de la coordenada radial p se obtiene
) € € € o0
[tiorodpdo = Zt [ lunnfpdpds + Do [l pods ~ FrooplunP|. 435
donde el tercer término del lado derecho de la igualdad en (4.35) resulta ser cero al evaluar p =0

y cuando p — oo el término es cero debido a la extension finita del haz Laguerre-Gauss. De esta
manera el momento angular por unidad de longitud en la direcciéon de propagaciéon del haz es

. €
[ti-dpdods = Fatt+ o) [ unfpdpds. (4.36)
Por otro lado, el flujo de energia por unidad de longitud a través del plano transversal del haz es
S, €
[ papas = [ etp.rodods = 2 [ Ppapas, (437)

por lo que la razén entre el flujo de momento angular y la energia por unidad de longitud esta
dada por

. E
/<Jz>pd,0d¢ Eow(Ha)/\wmIdepdcé
— 6 f—
/ clp-dpdpds D / it 2pilpde

donde el primer término corresponde a la contribucion orbital del momento angular y el segundo
término a la de espin. Esta relacion conduce a que la cantidad 7 sea identificada como el momento
angular orbital por foton para los haces Laguerre-Gauss [7] y que en promedio o/ sea el momento
angular de espin por fotén donde o es igual a cero si el haz esta linealmente polarizado, £1 para
polarizacién circular a derechas o a izquierdas respectivamente y en general —1 < o < 1 para
polarizacién eliptica pues si la energia se irradia en fotones de energia fiw, el momento angular se
transfiere en unidades de .

+ (4.38)

€19

L
w
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4.2.2. Momento angular del haz Gaussiano

Para el haz Laguerre-Gauss de orden (0,0) se tendra, de acuerdo con (4.31) que el promedio
temporal de la densidad de momento angular es

() = S kw p— pluc|?¢ (4.39)

- €0 g8|uG|2 . 22
2 2k Op 22 + 22

_op 3|UG|22
2k 0Op ’

por lo que al hacer uso de la ecuacion (4.27) se tendra que la densidad de momento angular del
haz Gaussiano estéd dada por

2 Eow [ A y 2 A} 2

= —— |—0pzp — 2 +op°Z| |lugl|”®. 4.40

() W) [0 0p¢ + op”z| Jug| (4.40)
Las componentes radial y azimutal son simétricas alrededor del eje z por lo que al integrar para
hallar el momento angular neto se encuentra que solo habra componente de momento angular en
la direccién de propagacion siempre que el haz posea una polarizaciéon distinta a la lineal donde
o=0.

La densidad de momento angular en la direccion de propagacion del haz Gaussiano es

. 0] 8|UJG‘2 p2 2
(j2) = —wop 9 = EOwUWQ(z) lug|?, (4.41)

donde su momento angular depende de la variacién de la intensidad del haz y de su estado de
polarizacion. Este haz posee frentes de onda paraboloidales y no posee momento angular orbital, lo
que esta en concordancia con el hecho de que, dentro de la aproximacién paraxial, un haz poseera
momento angular orbital si sus frentes de onda definen helicoides |7, 12].

-0.005 —W=I 0 WOW o 0.005
3

Figura 4.2: Densidad de momento angular y perfil de intensidad normalizados del haz Gaussiano
como funciéon de la posicién

En la figura (4.2) se muestra la densidad de momento angular normalizada del haz Gaussiano
circularmente polarizado como funcién de la posicién para z = 0 con A = 633nm , zo = 44,5m,
W(0) = Wy = 3mm y o = 1. Se observa que sobre el eje de propagacion, es decir, para p = 0,
la densidad de momento angular es cero y que aumenta su valor al aumentar la distancia radial
hasta llegar a un méximo en donde p? = %W2 (z), en donde cambia la concavidad del perfil de
intensidad del haz Gaussiano |ug|? y después decrece y tiende a cero. Sin embargo, en promedio
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el momento angular de espin por foton serd of, un resultado obtenido de hallar la razén entre el
flujo de la densidad de momento angular y la densidad de energia en la direccion de propagacion
del haz Gaussiano, que es

/ (Gz)pdpde
=—. (4.42)

/ clp:)pdpdd

4.3. Momento angular del haz Bessel

La densidad de momento lineal del haz Bessel promediada en el tiempo se obtiene a partir del
producto vectorial de las amplitudes complejas de los campos (3.70) y (3.71), de acuerdo con la
ecuacion (A.9). En particular, se busca calcular la densidad de momento angular en la direccion
de propagacion de la onda, que de acuerdo con la ecuacion (4.30) esta dada por

(42) = p(Po), (4.43)

es decir, depende de la componente azimutal del vector de densidad de momento lineal dada por

(o) = 7 (B*(7) x B@) + B x B*(7) . (4.44)
donde
(E(f) X é*(f))¢ — E.B} — E,B:. (4.45)

Sustituyendo las componentes correspondientes, y luego de las simplificaciones se encuentra

Eol? [ (2 ? 2
(pg) = 570& {(le - O’djl> +4 (kT) %Jf\ocsenqﬁ—ﬂcosqb|2

4w p dp k,
o\ 3
+ k. (lcT) ((1 —o)iadico+ (L+0)Jimaidipe — oJi(Ji-1 — Jiga) (4.46)

~ [(lal? = |8?) cos 26 + 2 Re{a* B} sen 26] (Ji_1 Jisz + Jl+1Jl_2>)]

donde Ej es una constante y al igual que en la seccion 4.1 se tiene que 0 = —i(af8* — a*) es una
constante compleja cuyo valor depende del estado de polarizaciéon de la luz; para luz linealmente
polarizada ¢ = 0 y para luz circularmente polarizada a derechas e izquierdas ¢ = %1 respectiva-
mente de acuerdo con la notaciéon empleada hasta ahora para describir a las ondas monocrométicas
y la convencion usada para describir los estados de polarizaciéon circulares.

Se sigue que la densidad de momento angular del haz Bessel en la direccién de propagacion z
de la onda esta dada por [26]

Eof? 1 dJ} kr)?
(J=) = %0| £| [(Ulz — 2Updpl) +2 (;) 1J?|asen ¢ — 3 cos ¢

k. (kr\®
+5 <kT) p((l —o)iadio+ (L +0) g — oJi(Ji-1 — Jiga) (4.47)

[l = 182 cos26 + 2Re{a” 8} sen 2611 + o) )|

que es el momento angular para el caso no paraxial del haz Bessel, el cual ademés de depender de
la distancia radial p, depende de la coordenada azimutal ¢. Sin embargo, en el caso paraxial, al
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considerar que kr < k., el momento angular se puede aproximar a

. €0 |E0‘2 2 1 dle
_ _ 2o, 4.4
o) = 5o (W =500l ) (4.48)

un resultado que recuerda a la expresion de la densidad de momento angular del haz Laguerre-
Gauss (4.32) el cual también tiene una fase dada por el factor exp [—il¢]. Este resultado era de
esperase ya que de acuerdo con [12], los haces paraxiales con frentes de onda helicoidal poseen
momento angular orbital.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudié el momento angular de la luz en haces paraxiales, en particular
se estudi6é para las ondas planas de extensién finita, los haces Gaussianos, Laguerre-Gauss y los
haces Bessel en su limite paraxial.

Se analiz6 el experimento de la medicién mecénica del momento angular de la luz, el cual es
considerado como la primera medicién del momento angular de espin del foton. Este experimento
mostré que la luz circularmente polarizada puede ejercer un torque sobre un medio birrefringente
debido a que el medio es capaz de alterar el estado de polarizaciéon de la luz incidente. Teéricamente
se muestra que las ondas planas ideales circularmente polarizadas no son capaces de transportar
momento angular en la direcciéon de propagacion, sin embargo, cuando dichas ondas mantienen sus
frentes de onda planos, pero se ven limitadas en extension transversal, entonces son capaces de
transportar momento angular de espin. Esto se debe a que estas ondas poseen componentes de cam-
po eléctrico y magnético en la direccién de propagacion de la onda originadas por el confinamiento
transversal de la onda, es decir, por el fenémeno de difraccion.

Se encontro que los campos electromagnéticos de los haces paraxiales Gaussiano y Laguerre-
Gauss, incluidos los haces Bessel del alto orden, no son estrictamente transversales pues poseen
componentes en la direccion de propagacion. Las ecuaciones para la densidad de momento lineal
o vector de Poynting para los haces Laguerre-Gauss y Gaussiano indican que el haz al propagarse
se ird ensanchando a causa de que hay un flujo de energia en la direccién radial. Por otro lado, la
componente azimutal indica que el vector de Poynting ira girando alrededor del eje z mientras el
haz se propaga. Para los haces Gaussianos el giro del vector de Poynting depende del estado de
polarizaciéon de la luz mediante el factor o mientras que para el haz Laguerre-Gauss la trayectoria
del vector de Poynting para un punto en la distribucion de intensidad seré una espiral que ademas
de depender del estado de polarizacion de la luz, depende del orden del haz. Ademaés, se mostro
que la componente azimutal del vector de Poynting es la que da lugar a que el haz posea momento
angular en la direccién de propagacion.

Se mostro que la densidad de momento angular del haz Laguerre-Gauss de orden (I, m) posee
dos contribuciones, una que depende de la estructura de fase del haz, que es de la forma exp [—il¢] y
que es identificado como la densidad de momento angular orbital y un segundo término que depende
del estado de polarizacion del haz identificado como la densidad de momento angular de espin el
cual depende de la variacion transversal del perfil de intensidad del haz. Para el haz Gaussiano se
mostroé que su momento angular solo tiene una contribuciéon debida al estado de polarizacion del
haz. Por otra parte, se mostré que la densidad de momento angular del haz Bessel de alto orden
en la direcciéon de propagacion depende de la coordenada radial y azimutal, sin embargo, en la
aproximacion paraxial, es similar a la expresién obtenida para los haces Laguerre-Gauss.
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Apéndice A

Promedio temporal de la densidad de
energia, momento lineal y vector de
Poynting

Es conveniente representar a los campos eléctrico y magnético de una onda electromagnética
monocromatica a partir de exponenciales complejas

E(7,t) = E(7) exp (iwt), (A1)

B(7,t) = B(F) exp (iwt), (A.2)
donde E(F) y E(F) son las amplitudes complejas de los campos eléctrico y magnético y w es la
frecuencia angular de la onda. Es entendido que lo que representa fisicamente a la onda es la parte
real de estas funciones complejas, es decir,

B(7,t) = Re{ B(7) exp (iwt)} = % [E(f) exp (iwt) + B* (7) exp (_m)} : (A.3)
B(7,t) = Re{B(F) exp (iwt)} = % [é(f*) exp (iwt) + B* (7) exp (—m)} : (A4)

Debido a las altas frecuencias de oscilacién de los campos, que para frecuencias opticas es de
aproximadamente 10'5Hz, las magnitudes fisicas como la densidad de energia w (2.32), densidad
de momento lineal p'o el vector de Poynting S (2.33), las cuales estan dadas a partir de productos
escalares y vectoriales entre los campos, son funciones que varian extremadamente rapido en el
tiempo y su valor instantaneo no puede ser medido. Para obtener su valor es conveniente realizar
un promedio temporal de esas cantidades donde el promedio en el tiempo de una funcion f(t) en
un intervalo de tiempo T esta dado por [29]

t+2
gwy=z [, o (4.5)

La densidad de momento lineal es

—

7 =eoE(F,t) x B(F,t)) = eo(Re{ E(F) exp (iwt)} x Re{B(F) exp (iwt)}

E(7) exp (iwt) + E*(F) exp (—iwt)} X [é(f) exp (iwt) + B*(7) exp (—iwt)}

E(F) x B(7) exp (i2wt) + E*(F) x B*(F) exp (—i2wt) + E*(F) x B(7) + E(F) x E*(F)} .
(A.6)
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La ecuacion (A.6) se trata de la densidad de momento lineal instantédnea de una onda electromag-
nética. Se observa que la frecuencia de oscilacion de p'es del doble de la frecuencia de oscilacion de
los campos electromagnéticos.

Al llevar acabo el promedio temporal de la densidad de momento lineal se debe promediar los
términos que dependen del tiempo, es decir, los dos primeros términos con factores exp (i2wt) y
exp (—i2wt). Promediando estas funciones se encuentra que

t+7Z

1
(exp (i2wt)) :T/ exp (i2wt)dt
t—% (A7)
exp(i2wt) ) ) ~ sen (wT) _
=T [exp (iwT — exp (—iwT)] = — 7 &P (12wT),
y de manera similar
(exp (—i2wt)) = w exp (—i2wT), (A.8)
w

por lo que para un intervalo T igual a un niimero entero n de periodos de oscilacién de la onda,
T =n2Z, los promedios temporales (A.7) y (A.8) seran cero, o bien, después de un intervalo T' de
varios periodos, donde T' > 27”7 el factor bez(in) serd muy pequeno por lo que los dos primeros
términos de (A.6) al promediarse en el tiempo se haran cero y se obtendra

(B = eo(B(7 1) x B(7 1)) = %0 [E*(F) x B(F) + E(F) x é*(?ﬂ (49)
= D Re{B*(7) x B(7)} = 2 Re{E(7) x B'()}. '

Debido a la relacion entre el vector de Poynting y la densidad de momento lineal (1.67), se tendra
que el promedio temporal del vector de Poynting, es decir, la irradiancia sera

- c? . _,
(3) = (7) = - Re{E(7) x B} (A.10)

De manera anédloga se encuentra lo siguiente para la densidad de energia de una onda electro-
magnética propagandose en el vacié.

1/ - Lo
w=5 (EOE(r,t) - E(7t) + %B(r,t) ) B(r,t))
=2 (B - B exp (i20t) + B*(7) - B () exp (—i2wt) + 2/ E(7)?) (A11)
+i ( _)(7"‘) : é(f‘) exp (i2wt) + é*(;) . é*(f) exp (—i2wt) + 2‘35’(7:»”2)

Por lo tanto, haciendo uso de las ecuaciones (A.7) y (A.8) se halla que el promedio temporal de la
densidad de energia es

1 O L N Y JRu 1~ o
) =5 (@R + 1 ABOF) = ] (2B @ B0+ B0 B @) (a12)
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