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Resumen

La presente tesis realiza un estudio del impacto a un lazo de dimensiones extra sobre los parametros fisicos para
una teorfa de un campo escalar real auto-interactuante en el marco de dimensiones extra universales (UED) por
sus siglas en inglés (Universal Extra Dimensions) y en un régimen de baja energia. Como primer paso en la
investigacion se abordan distintos escenarios extra dimensionales con la finalidad de motivar el estudio e introducir
los conceptos claves detrds de los modelos con dimensiones extra. El escenario de la teoria consta de una geometria
espacio temporal factorizable M* x N™ de dimensi6n (4 + n), donde M* es el espacio tiempo de Minkowski y
N™ corresponde a las dimensiones extra compactas, que se construye como el producto de n-copias de la variedad
unidimensional S!/Z. La cuantizacién de la teorfa se realiza mediante la formulacién por integral de trayectoria,
partiendo de una Lagrangiana de Klein-Gordon que depende del campo escalar ¢ en altas dimensiones y un
potencial auto-interactuante /\(4+n)<I>4. La reduccién dimensional de la teoria de campo definida sobre el espacio
tiempo M* x A/™ tiene lugar a través de un proceso de compactificacién que consiste basicamente en integrar a
las dimensiones extra y como resultado se obtiene la teoria dimensionalmente reducida descrita por los sectores:
() solamente el campo de modo cero o campo ligero »O = ¢, (i1) interacciones entre el campo de modo cero
y campos excitados de Kaluza-Klein (KK) ¢(™), (4ii) el sector compuesto puramente de campos excitados KK y
(#v) el sector que contiene todos los operadores invariantes de Lorentz de dimensién canénica mayor que cuatro.
Cuanticamente la teoria contiene distintas funciones de Green de k-puntos y como consecuencia es posible definir
a los propagadores en el modelo y a las funciones de vértice estindar de k-puntos, con los cuales se recuperan las
funciones de Green cuyas particulas externas son aquellas solamente asociadas al campo ligero. Particularmente
nuestro interés se centra en el estudio de las funciones de vértice estdndar de dos y cuatro puntos en un limite
de baja energia a nivel de un lazo, donde se distinguen dos contribuciones que impactan a dichas funciones de
vértice estdndar; la primera contribucion se atribuye al campo ligero circulando dentro del lazo, mientras que en
la segunda circulan una infinidad de campos excitados KK. Concretamente es a este nivel donde la presente tesis
hace mayor contribucién al tratar con la regularizacion y renormalizacion de esta teoria que contiene no solamente
un ndmero infinito de grados de libertad, sino también un nimero infinito de campos escalares. Mostraremos que
el método de regularizacion dimensional aplicado a las integrales de un lazo divergentes presentes en esta teoria
implica la presencia del producto EZCZF, siendo Efz la funcién inhomogénea multidimensional de Epstein con c?
un pardmetro adimensional proporcional a B2, donde R es el radio de compactificacién del modelo, mientras que
I es la bien conocida funcion gamma. En otras palabras, mostraremos que la infinidad de divergencias ultravioletas
(UV) presentes a un lazo, las cuales impactan a la masa y a la constante de acoplamiento de la teoria pueden ser
analiticamente controladas sin la necesidad de imponer un corte en la contribucién de modos excitados. Para extraer
explicitamente tales divergencias se justifica la propuesta de una representacion asintdtica en serie de potencias
de c? que permite aislar a dichas divergencias. Posteriormente adoptamos el esquema de renormalizacién por
Substraccién Minima (MS) por sus siglas en inglés (Minimal Scheme), que tiene la finalidad de cancelar a los polos
que pudieran aparecer en las cantidades calculadas mediante la determinacién de los contratérminos apropiados.
Como consecuencia de la implementacion del esquema-(MS) se obtienen las funciones de vértice de dos y cuatro
puntos renormalizadas, asi como la funcién beta (; sin embargo, dichos resultados no satisfacen el teorema de
desacoplo explicitamente, es decir, cuando R — 0 los efectos de las dimensiones extra no desaparecen. En cambio,
al realizar el célculo de las funciones de vértice de dos y cuatro puntos asi como su respectiva funcién beta en un
esquema dependiente de masa, el desacoplo es explicito. Los resultados originales presentados en esta tesis son: la
cuantizacion por integral de trayectoria de la teoria para un campo escalar auto-interactuante en un escenario UED,
la obtencidn de las funciones de vértice estdndar, la justificacion matemadtica de una serie asintética de potencias en
c de la funcién de Epstein, la regularizaciéon y renormalizacion de las funciones de vértice de dos y cuatro puntos
ligeras, incluso en un esquema dependiente de masa donde el teorema de desacoplo se satisface.
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Introduccion

Aspectos generales detras de los modelos extradimensionales.

Teorias fundamentales que se encuentran a la escala de Planck no son consideradas teorias de campo o particulas en
el sentido de Wigner. En cambio, dichas teorias formuladas a la escala de Planck resultan ser interesantes, elegantes
e intentan resolver problemas de la fisica actual que representan un gran reto como lo es encontrar una teoria
cudntica de la gravedad. Estas teorias resultan ser tan hipotéticas que anteponen lo tedrico dejando a un lado la parte
experimental, lo cual conduce a buscar alternativas de modelos que incluyan un ingrediente fenomenolégico con
una proyeccidn mads fisica y realista. Una posibilidad en la bisqueda de una teoria de la gravedad desde un enfoque
de particulas son dimensiones extra. La idea de dimensiones extra en teorfa de campos data de 1920 [1, 2] donde
ya existian propuestas e ideas en torno a este tipo de modelos. Tales formulaciones necesariamente se encuentran
a escalas de energia muy por encima de lo que es producido en los aceleradores y colisionadores de particulas
actuales. El optimismo por parte de los cientificos de ver alguna sefial que motive la existencia de dichas teorias
fundamentales ha llevado a los fisicos a intentar observar sus efectos de forma perturbativa y a una escala de energia
menor, es por ello que actualmente en el Gran Colisionador de Hadrones, experimentos centrados en la busqueda
de dimensiones extra son contemplados [3, 4], estableciendo cotas experimentales que se intentan contrastar con
modelos tedricos formulados en mds de cuatro dimensiones para que estos Gltimos sean consistentes.

Antecedentes historicos y motivacionales en dimensiones extra.

La idea de dimensiones extra surge debido a los intentos de unificar las distintas fuerzas fundamentales de la
naturaleza. En 1914 Nordstron propuso una teoria vectorial formulada en cinco dimensiones (5D) con el propdsito
de describir a la teorfa electromagnética y una version escalar de la gravedad [5], [6]. Posteriormente, en 1919 con
el progreso de la recién descubierta teoria de la Relatividad General, Theodor Kaluza inicié una descripcién para
la teoria de Einstein en cinco dimensiones [1], que después fue continuada por Klein en 1926 [2] donde la quinta
dimensién es compactificada sobre un circulo, siendo capaz de obtener tanto una teoria de la gravedad en cuatro
dimensiones (4D) y a su vez el electromagnetismo. Subsecuentemente otras dos interacciones fundamentales, la
fuerte y la débil fueron también unificadas [7] extendiendo el mecanismo de Kaluza a mas dimensiones extra, fue
aqui donde se asumi6 que dichas dimensiones tenian que ser compactas, lo cual llevé en 1980 a la idea de crear
teorias de super gravedad formuladas en once dimensiones que se convirtieron en modelos candidatos a ser una
“teoria del todo”, como lo es la teoria de super cuerdas en diez dimensiones [8, 9].

El interés en estudiar dimensiones extra es principalmente motivado por el hecho de poder unificar la gravedad
y las interacciones de las particulas fundamentales (para lecturas sobre estos aspectos en fisica tedrica se reco-
miendan las referencias [10]- [14]). A su vez, una motivaciéon mas en estudiar modelos con dimensiones extra fue
impulsado por Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali [15], quienes observaron que el problema de jerarquia de la
masa del Higgs puede ser abordado con dimensiones extra relativamente grandes. En este modelo el tamaio de las
dimensiones extra son supuestas ser grandes, como ejemplo para dos dimensiones extra dichas dimensiones serian
del orden de 1 mm, pero conforme se incrementa el nimero de dimensiones extra, el tamafio de estas empiezan
a ser cada vez mas pequefias, del orden de 1fm para seis dimensiones extra, de tal forma que sus efectos pueden
llegar a ser medibles en futuros aceleradores e inclusive cabe la posibilidad de ser visibles en aceleradores actuales.
Antoniadis en 1990 [16] propuso que el tamafio de las dimensiones extra son cercanas a T'eV ~! relacionadas con
el rompimiento de supersimetria (SUSY) por su acrénimo en inglés (Super Symmetry). Por otro lado, modelos
con dimensiones extra universales (UED) por sus siglas en inglés (Universal Extra Dimensions) recientemente han
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XVI Introduccion

sido tema de interés, pues son capaces de sugerir respuestas a algunas preguntas ain vélidas dentro del Modelo
Estandar (SM, abreviatura en inglés de Standard Model), como lo es brindar una posible explicacion de tener tres
generaciones de fermiones como resultado de la cancelacién global de anomalias en la extensién del SM [17],
ademads, proporcionan una explicacién convincente de la estabilidad del protén [18]. Adicionalmente, modelos
UED con compactificacién orbifold preservan paridad de Kaluza-Klein (KK) y proporcionan un candidato a ma-
teria oscura [19].

Por otro lado, teorias con dimensiones extra resultan ser formulaciones interesantes en el campo de investigacion
correspondiente a teorias mds alld del modelo estandar de particulas fundamentales [20]. Existen en la literatura
argumentos s6lidos y bien motivados [15]- [21] los cuales sugieren que dimensiones extra relativamente grandes
posiblemente sean visibles a la escala de TeVs. Actualmente el Gran Colisionador de Hadrones opera a energias en
el centro de masa con un valor de 13 TeVs, dando pie a que dimensiones extra sigan siendo atractivas en cuestiones
fenomenoldgicas por estar al alcance en tales formulaciones [3, 4].

Escenarios y formulaciones en dimensiones extra.

Cabe mencionar que no hay un tnico escenario de dimensiones extra, de hecho se conoce una variedad de formu-
laciones y por mencionar a las mds importantes tenemos a dimensiones extra relativamente grandes (large extra
dimensions) [15] propuesto por Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali, por otro lado tenemos el modelo propuesto
por Randall y Sundrum que lleva por nombre dimensiones extra deformadas (warped extra dimensions) [22] y
dimensiones extra universales (universal extra dimensions) [23], siendo este dltimo fuertemente inspirado por [24]
y [25]. Las formulaciones mencionadas con anterioridad comparten el hecho de suponer que nuestro espacio 3-
dimensional es visto como una 3-brana incrustada en una espacio tiempo dimensionalmente superior comtinmente
conocido como el ‘bulto’. El hecho de usar una formulacién u otra estd relacionado con la geometria donde se pien-
sa desarrollar el modelo, ademds de la manera en que los campos son definidos sobre dicha geometria, asi como
el interés por resolver o atacar un problema en particular, ya que esto tltimo regularmente es motivado por ciertas
consideraciones fisicas que a priori conducen a elegir el escenario mas afin a tales fundamentos, como ejemplo
podemos mencionar el problema de la jerarquia de masas [15].

Dimensiones extra universales.

El marco tedrico dentro del cual trabajeramos en esta tesis es el enfoque de dimensiones extra universales (UED),
donde en general, si se tiene una teoria de norma, a los campos de norma y de materia se les tiene permitido
propagarse en el bulto. Para preservar la invariancia de norma en altas dimensiones en este tipo de escenarios, es
necesario que todos los parametros de norma sean definidos sobre el bulto [26]. Ademads para ser consistentes con
los datos experimentales actuales, es necesario que la variedad adicional correspondiente a dimensiones extra sea
apropiadamente compactificada. La idea basica detrds de un modelo con dimensiones extra universales es un tanto
sencilla [27], ya que se propone como escenario a una geometria de espacio tiempo factorizable con dimensiones
extra compactas espaciales que comtinmente puede ser un orbifold, sobre el cual una teoria de campo es definida.
La reduccién dimensional toma lugar una vez que el contenido extra dimensional es armonicamente expandido bajo
ciertas condiciones de frontera y las dimensiones extra son integradas al nivel de la accién. El modelo resultante
es referido como la teoria efectiva o también como la teoria dimensionalmente reducida.

Teoria del campo escalar real auto-interactuante en dimensiones ex-
tra.

En la presente tesis, la teoria de campo bajo estudio es un campo escalar real que se propaga en dimensiones es-
paciales adicionales, es decir, al modelo bien conocido del campo escalar real auto-interactuante se le han afiadido
n dimensiones extra y cada dimensién posee un radio de compactificacién de tamafio R, dicho radio de com-
pactificacién se supone lo suficientemente pequefio justificando el hecho de que dimensiones extra ain no han
sido confirmadas experimentalmente. La finalidad de desarrollar este modelo, radica en aprender a lidiar con los
aspectos técnicos que resulten, ya que dicho modelo es sensible al nimero de dimensiones extra y al tamafio de
la escala de compactificaciéon, mientras que el propésito principal es comprender los efectos que posiblemente
pueden emerger de dichas dimensiones. Si dimensiones extra existen, estas deberian afectar la dindmica de las
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particulas conocidas, de aqui se deriva la importancia de estudiar correcciones radiativas en dimensiones extra,
pues fluctuaciones cudnticas de dimensiones extra pueden surgir como observables en procesos de particulas en la
teoria efectiva cuadrimensional.

El estudio de la teoria dimensionalmente reducida del campo escalar auto-interactuante que aqui se desarrolla
hace un andlisis especifico desde su cuantizacién canoénica por medio de la integral de trayectoria que dara lugar
a las funcionales generatrices capaces de definir funciones de Green de la teorfa en curso. Como es conocido,
las funciones de Green del modelo permiten establecer a las funciones de vértice, en particular, centraremos la
atencion en las funciones de vértice ligeras, las cuales serdn tratadas apropiadamente haciendo uso de técnicas de
regularizacién dimensional y en especial es aqui donde la funcién zeta inhomogénea de Epstein toma relevancia al
momento de aislar las divergencias ultravioletas que surgen en la teorfa, lo cual conduce a proponer un esquema
de renormalizacion capaz de lidiar con tales divergencias.

Estructura y contenido capitular de la tesis.

Capitulo 1. Modelo extra dimensional de un campo escalar y el kernel de Feynman.

En el capitulo 1 iniciamos explicando algunas generalidades del modelo antes de realizar la construccién de la
integral de trayectoria, agregandose una breve justificacion del por qué de la geometria compacta elegida, aspectos
importantes detras de la compactificacion orbifold y las descomposiciones de Fourier de los campos en cuestion,
haciendo incapié que después de la compactificacion obtenemos a la teoria dimensionalmente reducida que es
el objeto principal de estudio en esta investigacion, dicha teorfa efectiva da lugar a un niimero infinito de campos
escalares, los cuales son llamados modos excitados de Kaluza-Klein o torres KK. Es aqui donde podemos distinguir
al campo liviano ¢© = ¢ al ser indentificado con el modo cero, contrario a los campos con modos pesados ¢(&)
los cuales son llamados modos excitados KK.

Ademas, construiremos la integral de trayectoria Hamiltoniana de la teoria cuadrimensional efectiva por medio
de una reduccién dimensional a nivel del kernel de Feynman asociada a la teorfa general en altas dimensiones
de un campo escalar real auto-interactuante )\(4+n)<1>4 definida sobre el espacio tiempo (4 + n)-dimensional y
con geometria M* x S1/Zy x -+ x S1/Z,, donde M* es el espacio tiempo cuadrimensional de Minkowski y
N™ es un espacio compacto que corresponde a las dimensiones adicionales. Se puede apreciar en dicho apartado
que como es deseable satisfacer las relaciones de ortonormalidad y completitud de los eigenkets basicos para los
campos cudnticos, la medida funcional involucrada en la integral de trayectoria, antes y después de la reduccién
dimensional estdn trivialmente relacionadas. Dicha relacién estd de acuerdo con [28], y como resultado tenemos
una compactificaciéon de Kaluza-Klein consistente y carente de anomalias, cabe enfatizar que estas anomalias
deben ser entendidas como la no invariancia de la medida funcional (para una mayor lectura sobre este tema
ver [29] y [30]).

Capitulo 2. Funciones de Green y la teoria del campo escalar auto-interactuante en di-
mensiones extra.

En el Capitulo 2 se discutird lo relacionado con las funciones de Green de la teoria efectiva, se definird la funcional
generatriz libre, es decir, sin potencial alguno de interaccién. Tal funcional da lugar a los propagadores libres de
Feynman del modelo. A su vez, se definird la funcional generatriz interactuante para una funcién de potencial
bien comportado del tipo /\(4+n)<1>4 de donde sera posible obtener las funciones de Green de k-puntos del modelo
dimensionalmente reducido a un lazo. Eventualmente veremos que en la teoria dimensionalmente reducida ten-
dremos (k + 1) tipos distintos de funciones de Green de k-puntos y esencialmente de estas funciones de Green
resultantes, aquellas que posean solamente particulas de modos cero como patas externas seran llamadas Funciones
de Green Estandar denotadas por sus siglas en inglés como (SGFs, Standard Green Functions). En cambio, el resto
de las funciones de Green seran llamadas Funciones de Green No Estandar (NSGFs, abreviatura en inglés de Non-
standard Green Functions). Para la teoria libre, las funciones de Green impares se anulan, de hecho, solamente las
funciones de Green pares sobreviven y corresponden a la propagacion libre de particulas escalares masivas, en re-
sumen podemos decir que tendremos particulas libres de modo cero propagéndose y excitaciones KK de particulas
libres. Es importante mencionar que no esperamos tener particulas que transmuten del modo cero a otro que sea
excitado a nivel drbol, y en general tampoco podemos esperar alguna otra combinacion de transmutacién para los
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modos excitados, es decir, el modo de Fourier que tiene el campo al inicio es el modo que conserva al final después
de una propagacion libre.

El caso interactuante tendrd un caricter pertubativo, ya que su funcional generatriz se expande respecto a la cons-
tante de acoplamiento, la cual se ha supuesto ser muy pequefia. Las funciones de Green de k-puntos contendran un
ndmero infinito de diagramas para un orden finito en la expansion, lo anterior es debido a la infinidad de interaccio-
nes que tenemos desde la lagrangiana £ que contiene un niimero infinito de interacciones entre particulas con modo
cero y excitados o inicamente interacciones entre modos KK. A su vez, en este Capitulo 2 describiremos al modelo
dimensionalmente reducido obtenido de la teoria auto-interactuante A 44.p) ®* aunada a un término que contempla
todo tipo de operadores que son invariantes de Lorentz de la forma O+ (®, 9,,®) de dimensién canénica ma-
yor que cuatro suprimidos por una escala de masa como aparece en cualquier teoria de campo efectiva, la cual ha
sido definida sobre la variedad M* x S'/Zy x - -+ x S'/Zy y que después de la compactificacién distingue entre
los sectores compuestos por: (z) solamente el campo de modo cero, (¢7) interaciones entre el campo de modo cero
y los campos excitados, (ii¢) el sector compuesto puramente de campos excitados KK y (iv) el sector que contiene
todos los operadores invariantes de Lorentz de dimensién canénica mayor que cuatro O**7 (¢, oE) 0u, 8Hq§(@)
suprimidos por una escala de masa tal que todos los sectores descritos son de dimension canénica cuatro. Prime-
ramente se aborda el caso cinco dimensional y después se presenta el caso general con n dimensiones extra, para
después resaltar el hecho de que el nimero infinito de interacciones de la teoria efectiva es gobernado por una sola
constante de acoplamiento universal, la misma constante que controla al término auto-interactuante A\¢* del modo
cero.

Al término del Capitulo 2, en la aproximacion a un lazo, las funciones de vértice estindar (SVFs, acrénimo en
inglés de Standard Vertex Functions) de dos y cuatro puntos son escritas. Dichas funciones de vértice estdndar, son
aquellas funciones de Green que contribuyen a las funciones de Green ligeras, también llamadas SGFs (Standard
Green Functions). Estas funciones de vértice tomardn en cuenta todas las contribuciones virtuales, debemos esperar
entonces tener aparte de las divergencias ultravioletas usuales, nuevas divergencias directamente conectadas con el
ndmero infinito de interacciones que se dejan ver como las excitaciones de los campos o las torres KK.

Capitulo 3. Regularizacion dimensional y la funcion de Epstein.

El Capitulo 3 es el apartado con mayor contenido de informacién sobre las estructuras matematicas encontradas
en nuestra propuesta para remover divergencias ultravioletas (UV) del modelo, pues se reserva para estudiar el
procedimiento matemadtico involucrado al regularizar los diagramas y amplitudes que en sus contribuciones vir-
tuales circulan particulas con modos excitados. Cuando aplicamos regularizacién dimensional a la contribucién
compuesta tinicamente de modo cero, es suficiente si procedemos como habitualmente aparece en la literatura al
momento de aislar las divergencias, en cambio, para la contribucién no estandar tenemos una infinidad de particu-
las circulando dentro del lazo que se codifican en las sumas infinitas de las amplitudes obtenidas, como veremos
posteriormente tales divergencias quedan encapsuladas en el producto entre la funcion Gamma I' y la funcién
zeta inhomogénea multidimensional de Epstein Elcz, donde c? es proporcional al cuadrado del radio de compac-
tificacién R?, el cual est4 asociado con el tamafio de cada dimensién extray [ = 1,--- ,n con n el nimero de
dimensiones extra. La aparicion de las funciones Efz proviene de mantener la infinidad de modos excitados KK
al interactuar con el campo ligero, lo cual es contrario a lo que comiinmente se hace al introducir técnicas que
interrumpen las sumatorias infinitas que surgen en los calculos, usualmente llamado como corte en la energia

(cut-off).

El producto en cuestién EfZF guarda la informacién de la infinidad de particulas excitadas circulando dentro del
lazo y en especial en este capitulo nos adentramos en estudiar dicho aspecto, buscando como representacién a
una serie de potencias asintdtica para ¢ < 1 [34, 35] con el objetivo de aislar las divergencias ultravioletas que
surgen por efecto de las dimensiones extra en el limite de baja energia. En este apartado se presenta por primera
vez una justificacién formal sobre la validez de dicha serie de potencias en la variable ¢? de la funcién Ef2 (s) en
el dominio s € Re teniendo como puntos singulares al conjunto s € {1/2,—1/2,—-3/2,--- }, donde en particular
se distinguen los valores de s = {—1, 0}, que se convierten en los limites cuadrimensionales de las SVFs de dos y
cuatro puntos respectivamente después de ser regularizadas dimensionalmente. Tal expansion asintética para Ef2
permite originalmente conocer la estructura que toma la serie de potencias asintética para la funcién de Epstein
multidimensional.
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Capitulo 4. Estructura a orden de un lazo de la teoria \¢* con una dimensi6n extra.

El Capitulo 4 tiene como objetivo mostrar un esquema mediante el cual las divergencias ultravioletas que surgen en
la teorfa son controladas y a su vez removidas. Las cantidades susceptibles a efectos por correcciones radiativas son
los pardmetros de la teoria los cuales son la masa y la constante de acoplamiento, tal que las nuevas correcciones
para dichos pardmetros modifican a las funciones de vértice estdndar de dos y cuatro puntos. Procedemos de una
manera usual, esto es, definiendo a nuestras cantidades desnudas en la lagrangiana en términos de cantidades re-
normalizadas y contratérminos. Como consecuencia escribimos a las funciones de vértice estandar renormalizadas
de dos y cuatros puntos. En este escenario las amplitudes a un lazo obtenidas se encuentran conformadas por series
divergentes de la forma >~ | [ d*k las cuales deben ser regularizadas para que estas mismas adquieran un sentido
fisico. El proceso de regularizacion consiste en la aplicacion de regularizacién dimensional tanto para la integral
continua junto con la suma infinita mediante la aplicacién de las técnicas estudiadas en el Capitulo 3, toda la infor-
macion después de hacer la continuacion analitica sobre las series e integrales divergentes quedaran codificadas en
el producto entre la funcién zeta inhomogénea unidimensional de Epstein y la funcién gamma [34, 35]. El proceso
de extraer divergencias se reduce a analizar la estrucutura de polos para dicho producto de funciones, lo cual se
convertird en un procedimiento técnico al usar una representacion en serie de potencias del cociente m?/R~2? < 1
que funge como un limite asintético para el régimen de baja energia, siendo R el radio de compactificacion del
modelo y m la masa de la particula asociada al campo ligero ¢. Con la finalidad de remover las divergencias UV
que surgen a nivel de un lazo para una dimensién extra, adoptamos el esquema de Sustraccién Minima (MS), el
cual consiste en definir a los contratérminos necesarios para cancelar a los polos que aparecen en nuestras amplitu-
des regularizadas, es interesante ver que para una dimension extra no es necesaria la introduccién de operadores de
dimension candnica mayor que cuatro para remover las divergencias a nivel de un lazo. En este esquema indepen-
diente de 1a masa, el teorema de desacoplo [33] no se satisface explicitamente. Con la intencién de hacer cumplir el
teorema de desacoplo se elige un esquema de substraccién dependiente de masa tomando como punto cinematico
o escala de substraccién a —M? [34], donde las cantidades de interés explicitamente se desacoplan, a su vez se
presenta el cdlculo de la funcién beta en ambos esquemas, enfatizando que en el esquema-(MS) la funcién beta
no se desacopla a diferencia del esquema dependiente de masa donde la funcién beta se desacopla y a su vez es
posible obtener el valor de la funcion beta en el esquema-(MS) en cierto limite, lo cual refleja consistencia en los
célculos.

Capitulo 5. Estructura a orden de un lazo de la teoria \¢* con n dimensiones extra.

El Capitulo 5 es una extensién de los procedimientos implementados en el Capitulo 4. Empezamos haciendo uso
de la regularizacién dimensional y mantenemos el nimero infinito de contribuciones, de tal forma que los efectos
extra dimensionales sobre las funciones de vértice estandar de dos y cuatro puntos de la teoria auto-interactuante
A¢* a nivel de un lazo pueden ser encapsulados en una suma finita de productos entre las diferentes funciones
zeta inhomogéneas de Epstein y la funcién gamma, cuanto mayor sea el nimero de dimensiones extra, mayor
sera el nimero de estos términos. De esta manera, las divergencias UV surgen como polos de los productos de las
funciones ya mencionadas.

Para la funcién vértice estandar de dos puntos, encontramos que para ¢ < 1 los términos UV divergentes propor-
cionales a (1/¢€) pueden ser extraidos (con € el pardmetro usual de regularizacién dimensional, e = 4 — D). Enton-
ces, inspirados por el esquema de Sustraccién Minima (MS) uno puede reunir estas contribuciones divergentes a
partir de los diferentes productos de las funciones zeta inhomogéneas de Epstein con la funcién gamma y definir un
contratérmino apropiadamente [34, 35]. Dicho contratérmino a nivel de la Lagrangiana es de dimensién canénica
cuatro dado por — %6m%¢2, donde la forma especifica de la constante §m?2 depende del nimero n de dimensiones
extra. Una desventaja del esquema-(MS) es que el teorema de desacoplo [33] no es explicito [34, 36].

Para la funcidn vértice estandar de cuatro puntos, la estructura de los términos divergentes son también propor-
cionales a (1/¢), sin embargo el factor de proporcionalidad depende de los momentos externos, tal que en el
esquema-(MS), los contratérminos que apropiadamente definen a la constante de acoplamiento son de la forma
—B¢*, con B una constante numérica que depende de n aunados a operadores de dimensién canénica mayor que
cuatro con la finalidad de cancelar las divergencias UV [34, 35]. Similarmente como fue mencionado antes, el
desacoplo no es explicito en este esquema de substraccion; sin embargo un esquema dependiente de masa restaura
esta propiedad y en particular la funcién beta de la teoria se desacopla de las contribuciones KK cuando las masas
de los campos excitados KK son extremadamente grandes [34].
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Capitulo 6. Conclusiones y comentarios finales.

El Capitulo 6 muestra los comentarios y las conclusiones alcanzadas en esta tesis. Las implicaciones mas im-
portantes de este trabajo radican en la manera de abordar el problema de un campo escalar auto-interactuante en
un escenario (4 4+ n)-dimensional dimensionalmente reducido, al enfrentar un nimero infinito de contribuciones
provenientes de efectos extra dimensionales, con técnicas matemadticas formales sin la necesidad de truncar las
series infinitas involucradas. El caracter de la tesis radica en la sutileza de los calculos involucrados, la claridad
de como son abordados y los resultados como son presentados. La presente investigacion culmina en el desarrollo
de un procedimiento sistemdtico y una herramienta capaz de controlar y remover las divergencias ultravioletas
que surgen en una teoria con un nimero infinito de campos escalares en el limite de baja energia. Dichas técnicas
desarrolladas tienen la virtud de ser aplicadas a otras teorias como electrodindmica cudntica con dimensiones extra
universales [34], e incluso extensiones para el Modelo Estdndar en dimensiones extra, siempre y cuando se use la
geometria de espacio tiempo propuesta en este trabajo de tesis [35].



Capitulo 1

Modelo extra dimensional de un campo
escalar y el Kernel de Feynman.

1.1. Aspectos introductorios y caracteristicas generales del modelo.

Este primer capitulo tiene como objetivo presentar la geometria del espacio tiempo sobre el cual estard definido
el campo escalar en altas dimensiones. Tal geometria a su vez permite escribirlo como una combinacién lineal de
funciones armoénicas después de imponer condiciones de periodicidad y paridad. Aqui también se llevara a cabo
la reduccion dimensional de una teoria )\(4+7,,)<I>4 a nivel de la integral de trayectoria la cual conducira al kernel
de Feynman definido en un espacio-tiempo plano de Minkowski; a partir del kernel se podra definir a la funcional
generatriz del modelo y asi obtener a las funciones de vértice de interés. Empezaremos con la accién para una teoria
de campo escalar ¢ definida sobre la variedad espacio temporal dada por el producto cartesiano de dos variedades
M = M* x N, siendo M* la variedad base que representa al espacio tiempo 4-dimensional de Minkowski y
N™ una variedad compacta n-dimensional relacionada con la extension espacial que corresponde a las dimensiones
extra. La eleccién de la geometria para la variedad compacta A" es clave en la construccién del modelo, pues al
hacer tal eleccién, inmediatamente implica una base de funciones con respecto a la que el campo ® serd expandido.
Dicha base estd asociada con las representaciones irreducibles que admite el espacio compacto naturalmente. Uno
podria estar tentado a cuestionar que tipo de variedad se deberia elegir de todas las opciones que se presentan en
la literatura. Debido a la informacién experimental recaudada en la actualidad, no hay realmente un argumento
que apunte sobre alguna variedad en particular asociada con dimensiones extra, en cambio, de existir dimensiones
extra, indiscutiblemente deberiamos fijar nuestra atencidn al tamafio o extension de las variedades que resultaran
candidatas para dichos modelos. Por simplicidad, elegimos entonces una variedad que admita una descomposicién
sencilla del campo escalar en términos de funciones armonicas, ya que esto facilitard el tratamiento mateméatico
de la teoria por ser una base ortogonal frecuentemente usada en diversos dmbitos de la ciencia y comuinmente
conocida como una serie de Fourier. Podriamos aventurarnos a pensar que uno busca encontrar nueva fisica via
dos caracteristicas principales, la primera de ellas relacionada con la dimensién que debe poseer dicha variedad,
y la segunda relacionada con el tamafio y la nocién de extension a través de la escala de compactificacion R que
puede tener el modelo. Para adentrarnos en los detalles, iniciaremos denotando al campo escalar real como ®(x, T)
siendo (x,Z) € M**™ un punto del espacio tiempo sobre nuestra variedad empleada con x € M*y z € N'™.
Pensemos inicialmente que A" es una variedad compacta compuesta del producto cartesiano de n circulos sobre
la cual los campos satisfacen la siguiente condicién de periodicidad:

O(x, 2+ 27R) = ®(z,7), (L.1)

con R = (R, -, R,) los radios de cada circulo que en principio son distintos. Esta condicién de periodicidad
impuesta sobre el campo permite la descomposicién general

_ 1 .mljl .mnjn
P(x,z) = (ma,ma,mn) () o (z +eitd ) 1.2
( ) (m Zm YEZ™ \/(QWRl) (27 Ry) i () exp Ry Ry (12




CAPITULO 1. MODELO EXTRA DIMENSIONAL DE UN CAMPO ESCALAR Y EL KERNEL DE
FEYNMAN.
1.1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS Y CARACTERISTICAS GENERALES DEL MODELO.

La Ec. (1.2) representa a la manera en que podemos descomponer a un campo escalar real ¢(x, Z) que tiene por
geometria una variedad extra compacta la cual es el n-toro 7" = S L oo x St Sila suma Z(ml e ymn)EZP
N—— | — vl b n
. . A n veces . .
que aparece en la Ec. (1.2) se desarrollara, entonces el siguiente conjunto de coeficientes de Fourier para el campo

surgirfa {00 (), (10 (g), -+ - plm1m2 M) (1)) donde m; € N. Usando una notacién simple y ade-
cuada, estas configuraciones pueden escribirse como {0 (), p(mamz.mn) (1)} = {$O (z), o) ()}, Al
analizar al toro unidimensional 7! vemos que es simplemente la variedad S* que proviene de establecer la identi-
ficacion de las fronteras de un segmento o intervalo [0, 27 R] y su construccién puede verse en la Fig.1.1.

0 2 O/_\Qﬂ' E—

0 27

Figura 1.1: La identificacién de los puntos frontera de un segmento dan lugar al toro unidimensional 71 = S1.

De la misma forma, el toro bidimensional podemos construirlo identificando los lados opuestos de un cuadra-
do. También puede ser visto como el producto directo de dos circulos, esto es, T2 = S x S!. El proceso de
construccién de T es mostrado en la Fig.1.2.

(=oU—

L s

=G &

Figura 1.2: Construccién del Toro bidimensional 72 identificando las fronteras en las direcciones sefialadas.

Podemos continuar construyendo a toros de mayor dimensién, pero para visualizarlos, estos deben ser proyectados
en un espacio 3-dimensional y como ejemplo podemos visualizar a T3 = S* x S! x S, que al ser proyectado al
espacio tridimensional euclideano la figura empieza a autointersectarse lo cual es natural en variedades que viven
en mayor dimensién y han sido incrustadas en espacios de menor dimensién, ver Fig.1.3. El toro 3-dimensional
puede ser construido indentificando las fronteras de un cubo y en general el toro n-dimensional regularmente
representado como el producto directo de n circulos 7" = S x ... x S! puede construirse identificando las
fronteras de un n-cubo, también conocidos como hipercubos.




CAPITULO 1. MODELO EXTRA DIMENSIONAL DE UN CAMPO ESCALAR Y EL KERNEL DE
FEYNMAN.
1.1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS Y CARACTERISTICAS GENERALES DEL MODELO.

Figura 1.3: Se observa una seccion del toro
3-dimensional 7.

El modelo del campo escalar real abordado en la presente tesis nos gustaria que su construccion sea en un entorno
que permita aplicarse posteriormente a formulaciones como el modelo estdndar de particulas fundamentales en el
marco de dimensiones extra. Ya que el modelo estdndar es una teoria quiral en dimensiones pares, el producto de
circulos cominmente reconocido con el n-toro no provee esta simetria. Es necesario aplicarle la accién del grupo
ciclico Zo, la cual distinguird entre la base completa dada por la Ec.(1.2) a dos nuevas bases, la primera par (coseno)
y la segunda impar (seno). La accién anterior se conoce como compactificacién orbifold y se denota como S! /Z,
consiste en demandar que cada punto sobre la dimension extra es equivalente al punto con coordenada opuesta,
esta relacion se expresa como

T —Z (1.3)

lo cual estd definido por el grupo Z,. El orbifold contiene fronteras impuestas por la accién del grupo Z,. Para
el orbifold St /Z2, la coordenada extra cuando toma el valor de Z; = 0 es invariante bajo la transformacién del
grupo Zs. Por lo tanto, es un punto fijo del orbifold. Ademds Z, envia a £; = 7R hacia £; = —nR. Tenemos
a la condicién de frontera de periodicidad impuesta por la geometria de S!, entonces el punto ; = —7R es
identificado por ; = 7R, el cual es el segundo punto fijo del orbifold. La clase de equivalencia ejercida por Zs
mapea el intervalo TR < 7 < 27 R al intervalo —27R < 1 < —mR. La condicién de periodicidad impuesta
sobre la variedad S! identifica este intervalo con 0 < Z; < 7R. El efecto de Z5 sobre S es reducir a esta variedad
a un segmento de linea con puntos fijos en Z; = 0y 1 = 7R, lo cual puede observarse en la Fig.1.4.

T=0~27R
Actua Zs
St SN

8l
I
B
=

Sl/Zgl =0

T=7R

Figura 1.4: El efecto de aplicar el grupo ciclico Zo a S* es el segmento o linea que conforma la variedad S* /Z.

El campo debe cumplir con ambas condiciones requeridas, por lo tanto ®(x, Z) debe ser expandido sobre el periodo
27 R de la variedad S*. Por otro lado, el proceso de compactificacién orbifold es equivalente a la imposicién de




CAPITULO 1. MODELO EXTRA DIMENSIONAL DE UN CAMPO ESCALAR Y EL KERNEL DE
FEYNMAN.
1.1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS Y CARACTERISTICAS GENERALES DEL MODELO.

las siguientes condiciones de frontera sobre un campo @, la cuales son

0p®(2,2)] =0: Condiciones de frontera de Neumann. (1.4)

oD

®(x,z)] =0: Condiciones de frontera de Dirichlet. (1.5)

oD

Al imponer las condiciones de frontera de Neumann sobre los puntos fijos, 0z ®(z, T = 0) = 0;®(x,Z = 7R) =
0, tenemos que la descomposicion general (1.2) se reduce a:

1
OF (1. 7) = (0,++,0) 1.6
@8) =iy (1.6)

2 (m1,ma,-+ mnp) mi1Z1 MnTn
+< Z)eN” (QWRl)...(Qﬂ-Rn)(’b (z) cos R, +eee R, ,
M, ymp) ENE

(i, s )0

donde N es el conjunto de los naturales incluyendo al cero. En contraste, al aplicar las condiciones de frontera de
Dirichlet sobre los puntos fijos, ®(z,z = 0) = ®(z,z = 7R) = 0, la descomposicién correspondiente adquiere
la siguiente forma

© T) = 2 (m1,ma, mnp) s mi1T1 MnTn
(m1,- ,mn)€ENG

(my, ;mp)#0

El campo que contiene al modo cero ¢(%":0) existe para la descomposicién del campo par ®F (z,T) y no se

encuentra presente para su descomposicién impar ®©(z, Z). Aqui el superindice E hace alusién a la palabra en
inglés even (par), mientras que O se refiere a odd (impar). Diremos que ¢(%:*) representa al campo en la teorfa
usual en 4-dimensiones, por lo tanto, la eleccion de la base ya sea par o impar, nos dard la facultad de elegir
que campos en la teorfa podran reproducir al modelo ordinario dentro de la teoria efectiva cuadrimensional. Las
expansiones en (1.6) y (1.7) satisfacen las siguientes condiciones de paridad

OF(x, —-z) = ®F (2, 7) (1.8)

o9 (x,—7) = —0° (2, 7). (1.9)

Para dos dimensiones extra (n = 2), la variedad extra que respeta las condiciones de periodicidad y paridad
impuestas es N2 = S1/Zy x S/Zs, esto requiere hacer las respectivas identificaciones con su antipoda sobre
cada S que compone a la variedad bidimensional. Como puede verse en la Fig.1.4 la accién del grupo ciclico
sobre S! tiene como resultado un segmento de recta. Es de esperarse entonces que S'/Zo x S'/Z5 es el producto
directo entre dos intervalos que dan como resultado un plano como se muestra en la Fig.1.5.

SI/ZQ::E’:O T=mR TR

X = Sl/ZQXSI/Zgi TR

§1/Z,: T=0 z=nR

Figura 1.5: El producto cartesiano S*/Zy x S1/Z es continuamente deformable a un plano.

. . . . . 1 1 214"
Es importante no confundir la variedad extra en estudio con la variedad £ ZX2S ya que esta ultima es la banda de
Mobius, la cual es una superficie no-orientable con una curva cerrada simple de frontera. La torsién presente en la

banda de Mobius es causa de la proyeccion del orbifold, la torsidon permite distinguir entre orientaciones izquierda
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y derecha, esto hace que el concepto de quiralidad adquiera un significado importante en modelos con dimensiones
extra, la Fig.1.6 muestra esta caracteristica.

Figura 1.6: La banda de M&bius es el resultado de la accién del grupo Z, sobre el toro 72.

El uso de toros n-dimensionales y la accién de grupos ciclicos pueden verse en modelos actuales donde se investi-
gan teorias fundamentales. En este campo de la fisica tedrica se estudian interesantes correspondencias y aproxima-
ciones entre variedades complejas de Kihler y variedades de Calabi-Yau donde intervienen toros n-dimensionales
y el grupo ciclico Zy. Como ejemplo citamos al teorema de Yau [37] el cual establece que: Toda variedad com-
pacta de Kihler con curvatura de Ricci nula puede ser cubierta por el producto entre un toro y una variedad
simplemente conexa con una métrica de Ricci-plana de una variedad de Kdhler. Lo mismo permanece si en lugar
de expresar el enunciado con una variedad de Kéhler lo hacemos con una variedad de Calabi-Yau. De hecho una
aproximacion interesante es que la superficie K3 ~ T /Zs, la superficie K3 puede ser un Calabi-Yau, el cual pue-
de verse en la Fig.1.7. Esta superficie suele introducirse en modelos de cuerdas y otras dualidades aplicadas a este
tipo de teorfas. Las variedades de la forma 7™ /Z5 son interesantes y suelen tener propiedades y caracteristicas muy
particulares, pero no seran utilizadas en la presente tesis, sin embargo cabe resaltar que los objetos involucrados en
las aproximaciones para las variedades de Kihler son objetos también usados en esta investigacion.

Figura 1.7: La superficie tipo Calabi-Yau es aproximadamente T /Z.

Las Ecs.(1.6) y (1.7) corresponden a la forma en que podemos descomponer al campo ®(z, Z) cuando tiene por
geometria a una variedad extra compacta N = S'/Zy x --- x S'/Z. La elecci6n anterior sobre la geometria

n—uveces

demanda el producto directo entre intervalos formando un hipercubo, el problema adquiere entonces una gran
similitud con el efecto Cassimir Ref. [32]. Como ejemplo, en la Fig.1.8 tenemos al hipercubo en tres dimensio-
nes.
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Sl/ZQ:EZO r=7R

X

™R
Sl/Z .x=0 T=7nR 1 1 1
2 - :S/ZQXS/ZQXS/ZQZ
» TR
TR

Sl/Zzzi‘ZO T=7R

Figura 1.8: El producto S'/Zs x S'/Zy x S /Zs es continuamente deformable a un cubo.

Resaltamos el hecho de que el n-toro puede obtenerse del hipercubo al establecer la identificacién apropiada de
sus fronteras (pegando sus caras opuestas). En cambio, al construir la variedad compacta mediante el producto de
n copias del orbifold S'/Zs, deja como resultado a una variedad que es continuamente deformable a un n-cubo,
esto ultimo apoya a la analogia con el efecto Cassimir de lo cual se coment6 previamente. Por otro lado, retomando
las funciones que resultan de descomponer al campo después de la simetria de paridad en las Ecs.(1.6) y (1.7), las
reescribimos de manera compacta como se muestra en las siguientes expresiones

1 2 mI
(z,2) mmm¢@+rmmm%¢@m*ﬂ’ (1.10a)
2 m
3O (2,%) = | = > o™ (z)sin (=) , (1.10b)
[[i_,(27R;) (zm:) ( R )
donde la notacién compacta (0) = (0,...,0) y (m) = (m1,...,my,) ha sido utilizada para el modo cero y los

. . Ly _ .. 5 n+4 .
modos excitados, respectivamente. La yuxtaposicién mZ/R significa % + - 4 ma2" E] simbolo Z(m)

suma un total de 2" — 1 series diferentes y coincide con la notacién Z/ utilizada en la Ref. [38]. Lo que se ha
dicho previamente puede ejemplificarse como,

(2‘;¢(m)(x) Ccos (%) = i ¢(m1,0,...,0)(x) oS (m]}zm5>

1

m1:1
Y gm0 0a)cos (T2

2,00 (1) cos

Ry
m2:1
00 5 6
mix max
+...+ Pm1m2:0:--0) (1) cos ( + ) +...
mlggil ( ) Rl R2
o] 5 n+4

Y ptmiema) (g) cos (m;; Foet "”“}i) . (L1

my,...,mp=1
1.2. El Kernel de Feynman para un campo escalar real en dimensiones
extra.
En la presente seccién nos enfocaremos en la reducciéon dimensional de una teoria genérica para un campo escalar

que originalmente ha sido definido sobre un espacio tiempo (4 + n)-dimensional. Empezamos formulando la
integral de trayectoria de Feynman, partiendo de la siguiente accién

S ::/ d*zd"z E(4+n)((1),8(1>) (1.12)
Mitn
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donde L4, depende del campo escalar real ® y sus derivadas espacio-temporales, tal que la teoria cldsica es des-
crita por ecuaciones de movimiento de segundo orden. La geometria de fondo serd M*+" = M* x N siendo M*
el espacio-tiempo de Minkowski y la variedad no compacta n—dimensional N representara a las dimensiones es-
paciales adicionales. Esta variedad no compacta serd provisional, ya que posteriormente se optara por la geometria
compacta que describimos en la seccidn anterior, el motivo de elegirla al principio como no compacta, convenien-
temente nos permite decir algo sobre sus transformaciones de Lorentz [38], [39]. Cada punto sobre la variedad
M7 serdn escritos como (, Z), o equivalentemente (zM) = (z#,27), donde u = 0,1,2,3y i = 5,...,4+n.
El campo ®(z, ) es visto como un escalar tanto para el grupo de Poincaré extendido 1.5O(1, 3+ n) asi como para
su subgrupo 150(1, 3).

Como parte del proceso de compactificacién [38, 39], elegimos a '™ ser la variedad compacta S!/Zy x -+ x
St /Z2, 1o cual ha sido descrito anteriormente. Cada S ! se supone tener un radio distinto R;, coni = 1,...,n. Al
campo P se le imponen condiciones de periodicidad y de paridad [40], esto es

O(x,z) = ®(x,Z + 27R) , (1.13a)
&(z,z) = &(x,—17) , (1.13b)
donde R = (R, ..., R;,). Imponer las condiciones de periodicidad y paridad previas, es equivalente a imponer

condiciones de frontera de Neumann sobre los puntos fijos del orbifold [25]; las anteriores relaciones en (1.13)
permiten escribir al campo como una expansion de Fourier de la forma (ver argumentacion sobre la Ec.(1.4) que
deja como resultado a la Ec. (1.10a))

Y N S () PN 2z ) () cos (MF

la anterior eleccién nos asegurard recuperar a la teoria ordinaria en términos del modo cero en cuatro dimensiones
y a su vez tendremos la contribucién por efecto de dimensiones extra en los modos excitados KK.

La integral de trayectoria de Feynman, asociado a la amplitud de probabilidad para un campo cuéntico, entre un
estado en un tiempo inicial ¢ y otro final ¢’ suele escribirse como (ver por ejemplo [41, 42])

(@' t/|®,t) = (B'| exp|—i(t' — t)H/h]D) , (1.15)

donde H es el operador de Hamilton asociado a (1.12), que dicta la evolucidn del sistema cudntico, lo cual nos
lleva a la integral de trayectoria de la teoria. Regularmente, la manera en que uno procede es discretizando al
espacio de configuracién de la teoria, en este caso esto se logra discretizando la propia geometria del espacio [42].
Por lo anterior, empezamos discretizando al volumen finito del espacio tridimensional V (incrustado en M%) en
M celdas, y al sector compacto extra dimensional N™ lo dividimos en K celdas; de tal forma que las celdas
del espacio completo se encuentran localizadas en (x,,Zg), donde « = 1,...,. My 8 = 1,..., K. Tal que
sobre esta malla, el espacio de configuracién es descrito por el conjunto discreto de variables denotado como
®,5(t) := ®(xn,t,Tg). A cada una de estas variables le asignamos el siguiente operador de Heisenberg que se
hereda de la Ec.(1.14):

~ 1 ~ 2 ~ mxg

up(t) = | s 00 (@art) + (| s O 0" (@, t) cos () ; (1.16)
[[i, 2 R;) [Li=, (2 R:) % R

el aspecto de operador en la ecuacion previa estd presente en los coeficientes de Fourier del lado derecho de la
misma. Cada coeficiente del operador actda en su respectivo espacio de Hilbert, tanto ’H&Q) 0 H&m), los cuales son
subespacios del espacio de Hilbert H,, := ”H&Q) ®(m) &m).

Sobre cada celda, existe una base de eigenestados que diagonalizan a los correspondientes operadores para el
campo escalar ¢S§>(t) = 0O (x4, 1)y d)&,m) (t) = ™) (24, 1), de tal manera que se cumple lo siguiente

SIS 1) = o™ |60, 1) (1.17)

donde se ha introducido el simbolo (m) para englobar tanto el modo (0) asi como (m) . El producto
(0) (1,0,...,0) (2,0,...,0) o\ a(mima,ame) oy (0) (m) = (m) _.
|¢O¢ >t>‘¢<¥ 7t>|¢0¢ 7t> |¢O¢ ’t> - |¢(1 7t> H(m) |¢(¥ at> == |H(m) d)@ 7t> -
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|®,,t) es una base de H,, que de hecho diagonaliza al operador lineal (5@5. Como consecuencia tenemos

Pop(t)|Past) = Pop|Pa,t) . (1.18)

Observemos que el contenido del indice-S para el operador al lado izquierdo de la Ec.(1.18) viene del argumento
del coseno (ver Ec.(1.16)), de tal forma que del lado derecho de la Ec.(1.18), el contenido del indice 3 se encuentra
unicamente en los correspondientes eigenvalores. Por lo tanto, las relaciones de ortonormalidad y completitud para
las bases |®,, t) son,

(Pas t|Por t) = e » (1.19a)

/d%@a,w@a,t\ —1, (1.19b)

ya hemos hecho el comentario que el contenido del indice-/3 de las relaciones precedentes estd relacionado con la
funcién coseno, que en virtud de las propiedades de esta funcién armoénica se desprenden las siguientes relaciones

(@)t 1y = ol (1.20a)

ol aa’

/ ™) ™) ) (™)t =1, (1.20b)

/dcpa = /d¢§§> H/dgz)g@ = H/dqsgn). (1.21)
(m) (m)

5(”"/")

que a su vez dejan ver

La delta de Kronecker de multi-indices en la Ec.(1.20a) tomara el valor de uno, cuando se cumpla que
a = ' y asu vez que (m) coincida con (n), de lo contrario es cero.

La amplitud de transicién completa (1.15) puede escribirse en términos de amplitudes intermedias sobre cada
celda, que al hacer uso de las relaciones de ortonormalidad en las Ecs. (1.20a), obtenemos

M
(@' #'|®, 1) :H L ®g,t) H [T #165™ . ) (1.22)

alm)

hemos utilizado el simbolo de aproximacion debido a la discretizacién empleada. Podemos remplazar dicho simbo-
lo por una igualdad después de tomar el limite M — oo contemplando que M AV = V, como consecuencia
tendremos que V' — oo y usaremos este hecho mds adelante. Es conveniente ahora dividir al intervalo de tiempo
en N segmentos que denotaremos como ¢; conl = 0,1,..., N, talque tg = t,t;1 =t +¢€,...,txy =t que al usar
las relaciones de completitud (1.20b) sobre las divisiones de tiempo, tendremos

(@)%, ) ~ [ / Ao+ Ao (6 oSNy ) (@7 el ) . (123)
(m)
La amplitud de transicion infinitesimal para cada modo de Fourier puede ser escrito como

(@i trlo 1) = (G0l Mol
~ (oL —icH|ol) + O(). (1.24)
donde H es el operador Hamiltoniano relacionado con la evolucién temporal de la teorfa (1.12) sobre la malla de

espacio tiempo. La forma que toma el Hamiltoniano a través de los operadores con modos de Fourier la escribimos
como:

M
=Y AVA (7D, 7,00, 6) | (1.25)
a=1
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La Ec.(1.24) nos muestra la manera convencional de calcular un elemento matricial de transicién (ver por ejem-
plo [42]). Lo siguiente es introducir convenientemente un conjunto completo de eigenestados de momento para
cada modo de Fourier en cada particién temporal de la forma

AVdr™
/72 e 4y (x T g =1, (1.26)
T

si denotamos como Hq; := H ( ol s al ,qbal ,(baT)) a la densidad Hamiltoniana sobre la malla, escribimos la

amplitud de transicién completa como

(m) N-1 M (0)
e =TT (TT oot T1 [ 252 o[ 150 e30 (s S =2kt

(m) a=1 =0 a=1

(b(m) ¢(m)
+ Z m) al+1 — Ho . (1.27)

(m)

Tomando los limites N — oo, M — ooy V' — o0, la versidn resultante es la integral de trayectoria en el espacio
fase para el kernel de Feynman:

t/
(@', t'|®, t) H /D¢ ™) Dr(™) exp z/ dt/d?’a: 7040 —|—Z7r(m)¢( )
(m) ' (m)

fH(ﬂ(Q), ¢(Q)77T(ﬂ), ¢(ﬂ)) ) (1.28)

La densidad Lagrangiana particular de la forma £y, = & (8M<I> SOMP — m2<1>2) — Viayn) (®) nos conduce

a una densidad Hamiltoniana, H(TF(Q), ¢(9)7 w(ﬂ)7 qb(ﬂ)), la cual es cuadritica en los momentos, de tal forma que
después de realizar las integrales Gaussianas, la Ec. (1.28) puede ser escrita como

(@, ¢'®,t) = [ K™ / D i [t (1.29)

(m)

donde K(™) es un factor de normalizacién y L = Ik d3zL. La densidad Lagrangiana £ se compone de campos
definidos sobre el espacio tiempo M*, ya que corresponde a / v A"ZL(441). Por lo tanto, podemos decir que la
Lagrangiana £ es la descripcién dimensionalmente reducida de la teorfa en altas dimensiones que va de M**"
hacia M*.

Hemos mostrado que (@', #'|®,t) puede ser expresado ya sea como [ D® expli [ 4z, d*2d"Z Ly 4y (P, 0P)]
o como puede verse en la Ec. (1.29), la conclusién mds importante de este resultado es que la medida funcio-
nal es invariante bajo el proceso de compactificacién de Kaluza-Klein. De acuerdo con [28] esto significa que la
reduccion dimensional es cudnticamente consistente, ain después de considerar todos los modos KK en el proce-
dimiento.







Capitulo 2

Funciones de Green y la teoria del campo
escalar auto-interactuante en dimensiones
extra.

2.1. Funcional generatriz y la funcion de Green de %£-puntos.

2.1.1. La funcional de vacio para un campo Klein-Gordon no interactuante.

Es bien sabido que todas las funciones de Green de k-puntos, diagramas conectados, entre otras cantidades fisicas,
pueden ser obtenidas de las transiciones de vacio-vacio en la presencia de fuentes Z[J] o (0, c0|0, —00)”. Ya que
las fuentes se encuentran acopladas a los campos y no a los momentos, para una Lagrangiana tipica, esta amplitud
es proporcional a (1.29), que después de agregar el término [ d*z[J Qg0+ Jmem) =37 o gom)gim)
a la densidad Lagrangiana y tomar los limites ¢t — —oo y ¢’ — oo nos permite escribir,

2[gm) = I Kt / D) ¢ i Jd T [LH T ) TS 2.1)
(m)

donde m = {0, m}. En la amplitud anterior, los modos cero y excitados se desacoplan entre si para el caso de una
lagrangiana libre, Ly := ﬁ|v(¢(g)’¢(m>):0, la cual se denotard como Z, siendo su expresion

2 [1) = z® [70] [ 2 [ 1]
(m)

Iz [ﬂm)} , 2.2)
(m)

lo anterior indica que Zj se conforma del producto de las funcionales generatrices libres con estructura:
Z§™ [ 76 = exp [—; / drydteg ™) () AE™ g™ (x)} : (2.3)

siendo los propagadores libres de Feynman involucrados de la forma

d4k eik(m—y)

(m) -
Ap @ —y) = / (2m)t k2 — m% ) i€ @4

11



CAPITULO 2. FUNCIONES DE GREEN Y LA TEORIA DEL CAMPO ESCALAR
AUTO-INTERACTUANTE EN DIMENSIONES EXTRA.
2.1. FUNCIONAL GENERATRIZ Y LA FUNCION DE GREEN DE K-PUNTOS.

2 2
donde m%Q) =m?y m%m) = m? + (%) + -+ (%) . Las masas desnudas m%m) son diferentes del

pardmetro de masa al cuadrado m? en todos los casos, por ejemplo, si el niimero de dimensiones extra es n = 3
y la configuracién de modos KK bajo consideracién es (m) = (mq,0,mg3), para enteros fijos m; (el cual es

2
necesariamente distinto de cero), entonces se tiene m%m) =m?+ (%) + (%) .

2.1.2. Funcional generatriz para campos interactuantes y la funcion de Green de k-
puntos.

Suponiendo el potencial una funcién bien comportada, podemos reescribir la Ec. (2.1) como:

1 6
Z[T™)] o [ [ exp [i/d4zv <26J(m)($)ﬂ /D¢(m) exp i/d4x Lo+ Jmem | @25)

(m) (m)
Usando las Ecs. (2.2) y (2.3) es posible escribir a (2.5) como
1 §
(m)] _ (m) g 4 - (m)

Z[J™)] = (1;[>IC exp[ z/d VvV (Z Mm)(x)ﬂ ZolJ™)] . (2.6)

El factor de normalizacién (™) se elige de tal forma que Z[0] = 1, esto es
-1 1 1)
(m) _ . 4 o (m)
(IC ) exp[ z/d % (2 M(m)(mﬂ Zo[J™)] . 2.7

tal factor tiene el efecto de remover los diagramas relacionados con las burbujas de vacio, es decir, diagramas que
carecen de patas externas. Como es bien sabido, Z[.J("™)] es el generador de las diferentes funciones de Green de
la teorfa cuando es escrita como una serie de Volterra:

i
Z = Z /dCL‘l =z ~dxkﬁ Z Gl (g ) T () - T (1) (2.8)
k=0 (m1~-~mk)
donde
k
G(ml'”m")(xl,...,ack)' 0z 2.9)

RS T (27) -+ 8T () -

son las funciones de Green de k-puntos cuya forma especifica depende en la estructura de las diferentes interac-
ciones en la Lagrangiana. En las expresiones (2.8) y (2.9) cada indice (m;) es una forma compacta de la etiqueta
que toma diferentes valores para (0) y (1), por lo tanto G(™1"™*) simboliza (k + 1) tipos distintos de funciones
de Green de k-puntos. Por ejemplo, la funcién de dos-puntos G(™™) realmente representa a G900, G(0n) y G(mn),
las cuatro formas escencialmente diferentes que la funcién de 3-puntos puede tomar son G(229) G(00n) ~G(0mn)
GUmn): asi sucesivamente. Las G(© 0 son Ilamadas Funciones de Green Estindar (SGFs) por sus siglas en
inglés (Standard Green’s Functions), donde sus patas externas corresponden exclusivamente al modo cero, como
puede ser visto en la Fig.2.1,

@

G(00) ((000) (;(0000)

Figura 2.1: Ejemplos de funciones de Green Estandar (SGFs).
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mientras que el resto k de dichas funciones, las cuales son esencialmente diferentes son llamadas Funciones de
Green No Estandar (NSGFs) por sus siglas en inglés (Non-Standard Green’s Functions) [43], donde algunos ejem-
plos se ven en la Fig.2.2. En el caso cuando dimensiones extra no estdn presentes, inicamente las SGFs exis-
ten.

Gom) G(00m) Glmn) GOomn)  (m)

Figura 2.2: Ejemplos de funciones de Green No Estandar (NSGFs).

En la teorfa no interactuante, las funciones de Green correspondientes pueden ser calculadas explicitamente. Las
funciones de Green de (2k + 1)-puntos se anulan. Las funciones de Green de 2-puntos corresponden a la propa-

., . , . 00 . ., .
gacion libre de particulas escalares masivas: Gé*) y Ggm son interpretadas como la propagacién libre de una
particula de ‘modo cero’ y una particula con ‘modo excitado’, respectivamente,

%2,

1 2
(0 _(2 =AY (2, — 2.10
0 (xlaxQ) i 5J(Q)(.CC1)5J(Q)($2) o Ap (xl 372) ( )
Gl (g gy = (X i 02 =A™ (21 — 22). 2.11)
0 ’ i) 0T (21)0J ™) (22) | jom) g r

GEJM) se anula ya que no hay posibilidad de transmutacion para la particula durante una propagacion libre;

1\° 527,

=0. (2.12)
J=0

G (w1, 25) == (

Similarmente aquellas funciones de Green de 4-puntos libres son de la forma G220 G(00n) y Glmmnn) ppag
son interpretadas como la propagacién libre de dos particulas libres masivas que pueden leerse como: dos particulas
con ‘modo cero’, una con ‘modo cero’ y una particula con ‘modo excitado’, y dos particulas con ‘modos excitados’,
respectivamente; y asi sucesivamente, una forma grafica de ver lo anterior puede visualizarse en la Fig.2.3. De la
Ec. (2.4) se puede observar que cualquier campo KK es mas pesado que el campo con modo cero, y cuanto mas
pequeiias se vuelven las dimensiones extra, mas pesados son los campos KK; debido a esto, dado un entero n, los
campos son clasificados como campos ligeros $(©) y campos pesados ().

G(()m) Gém) - ((00mm)

Figura 2.3: Algunos ejemplos para funciones de Green en el caso no interactuante.

El caso interactuante (ver (2.6)) estd dotado de cardcter perturbativo cuando el operador que precede a Z[.J(™)]
se expande con respecto a la constante de acoplamiento muy débil. Vale la pena sefialar que, incluso, si uno
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mantiene dicha expansion a un orden finito, cada funcién de Green de k-puntos atin contiene un nimero infinito de
diagramas debido a la presencia de un nimero infinito de interacciones en la Lagrangiana £, ya sea entre el modo
cero y modos excitados de Kaluza-Klein (KK) o entre modos excitados KK tnicamente pero esto serd visto con
mads detalle en la siguiente seccidn, ya que este hecho traerd sutilezas en los procedimientos de renormalizacion.
Aun asi suponiendo que cada término de interaccion sea renormalizable, en el sentido de Dyson, esto no garantiza
que después de un tratamiento apropiado de los términos divergentes, la suma infinita de los diagramas libres de
divergencias a un orden dado es convergente.

La funcional generatriz de las funciones de Green conectadas es
WI[J™] .= —iIn{Z[J™]} (2.13)
donde

SkEW

(ma-my) (. —
GC 1 k (11, cee ,xk).* ik5J(m1)($1) . 5J(m"')($k-) o

(2.14)

son las funciones de Green conectadas de la teorfa. Si queremos hablar mds de estos objetos, debemos elegir un
potencial en particular, lo cual es tema de la siguiente seccidn.

2.2. Descripcion del modelo escalar dimensionalmente reducido para una
dimension extra.

En esta seccidn describiremos el modelo escalar dimensionalmente reducido de una teoria para un campo escalar
auto-interactuante con una dimension extra, y las correspondientes funciones de vértice estdndar de dos y cuatro
puntos también son presentadas. Nuestro punto de partida es la teoria de campo

_ 4 = 1 M 1 4 ﬁrs (5+7
S—/Md 2dz (2(8M<1>)(a ) — 5mP? —)\ (5)® +Z L OCT (@,009) | (2.15)

donde M = M* x (S'/Z5), con coordenadas (z; Z) = (z*;2°), y ® es una funcion real que representa al campo
escalar sobre M. Los indices M = 0,1,2,3,5 y la convencién de la suma de Einstein para indices repetidos es
usada. En la teorfa escalar auto-interactuante Ec. (2.15), el campo escalar ® y la constante de acoplamiento As)
tienen dimensiones canénicas de 3/2y —1, respectivamente. El dltimo término en la Ec. (2.15) contiene operadores
057" de dimensién mayor que 5, A es la escala de energia por encima de la cual la nueva fisica empezaria a
manifestarse, y 3, ; son pardmetros adimensionales que dependen de los detalles de la fisica subyacente. Notemos
que los operadores de dimension candnica mayor que cuatro son suprimidos por potencias de A. Se supone que ¢
satisface las siguientes condiciones de periodicidad y paridad (ver la Secc. 1.1 del Capitulo 1)

O(x,z) = ®(x,z + 27R) , (2.16a)
O(z,7) = Bz, —7) , (2.16b)

donde R es el radio del circulo S*, lo anterior es equivalente a imponer la condicién de frontera de Neumann en
los puntos fijos del orbifold [25]; las relaciones (2.16) permiten la expansién de Fourier sobre la dimensién extra
del campo mismo (ver Ec. (1.14))

Y AR R« BN ka®
=\ 550" @) + ﬂsz::lgz) () cos { - ) - (2.17)

Como es sabido, los coeficientes en la expansion de Fourier representan el perfil preciso de la funcién que se
estd expandiendo, ya que modulan a las funciones trigonométricas. En este caso, los modos del campo definen el
perfil de ® sobre los puntos de la dimensién extra. Es en este sentido que los modos KK contienen informacién
del comportamiento de ® sobre la dimensién extra. Directamente de la expansion (2.17), uno puede ver que cada
modo KK tiene dimension candnica igual a 1.
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El uso de la ortogonalidad de las funciones trigonométricas permite la integraciéon inmediata de la dimensién extra
compacta en la Ec. (2.15) lo que nos lleva a la siguiente teoria dimensionalmente reducida

L=L04>" 00 4N gk 4 g4 (2.18)
k=1 k=1

donde el primer término es el modelo auto-interactuante ¢* del campo ligero ¢(© = ¢,

A
£ = 2 ((9u0)(0"0) = m*¢?) — 516", (2.19)
la gran cantidad de términos de interaccién entre el campo ligero y campos pesados se retinen en el segundo
término, donde

ok _ A

5030012 +2600 % 6V DAG) | (2.19b)

l,g=1

y el tercer término representa puramente a términos de modos excitados KK, en este caso,

1 A =
Q) == (au¢(k)a“(f)(k) _ m?k)qb(’“’qﬁ““)) _ E‘b(k) 3 AV @, (2.19¢)

l,q,r=1

donde m%k) = m? + k?/R?. En el conjunto de Ecs. (2.19), los simbolos multi-indices adimensionales A,... son
definidos a continuacion:

5 5 5 5
A (kig) ::Wil; /da:5 cos <k;> cos (%) cos (q;) , (2.20a)

9 5 5 5 5
A (kigr) ::E /dx5 cos <k:]x%> cos (l;) cos (q}a;) cos (TZ) . (2.20b)

Directamente desde su definicion, los objetos multi-indices A ... son totalmente simétricos. La constante de aco-
plamiento universal adimensional A se define como A5y /(27 R). El término L£9>4 contiene todas las interacciones
de dimensién candnica mayor que 4, dichos términos deben incluirse en la teoria 4-dimensional reducida, ya que
la teoria 5-dimensional no es renormalizable segtn el criterio de Dyson. En la presente tesis estamos interesados
en las funciones de Green a nivel de un lazo que Gnicamente contiene particulas de modo zero como patas exter-
nas, y en la mayorfa de los efectos a nivel drbol procedentes de £7>4 de ser necesarios, pues como veremos mas
adelante en 5 dimensiones estos dltimos no serdn requeridos; notablemente, cuando la teoria dimensionalmente
reducida proviene de cinco dimensiones, los contratérminos necesarios para cancelar las divergencias UV en este
tipo de funciones de Green son de dimensién candnica cuatro. Sin embargo, cuando la teoria dimensionalmente
reducida proviene de mas de cinco dimensiones, los contratérminos necesarios para tener un comportamiento fi-
nito de dichas funciones de Green son de dimensién candnica de érdenes mds altos, como veremos en el Capitulo
5.

Las reglas de Feynman para la teoria dimensionalmente reducida en las Ecs. (2.19) pueden verse a continuacion.
Del sector de modo cero £(%) tenemos las reglas de Feynman usuales de la teorfa escalar auto-interactuante ¢*, en
particular el término de interaccién es

$O »©
=—iA, 2.21)

¢(0) ¢(0)
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de los términos de interaccién contenidos en £(°%) tenemos lo siguiente:

¢(o) ¢(k) #© o)

¢(0) ¢(k) ¢(l> ’ ¢(n)

Notemos que de hecho, de la segunda regla de Feynman en (2.22) tenemos un fenémeno de mezcla a un lazo
entre ¢ y $(**) que se asemeja a la bien conocida mezcla v-Z presente en el modelo de Weinberg-Salam [44, 45].
Finalmente, del sector KK puramente exitado £(*) puede leerse el siguiente término de interaccion:

¢(k) ¢(l)

R = i3 A (king) - (2.23)

Dichas reglas de Feynman son un buen ejemplo de la clasificacién genérica dada con anterioridad de donde se
pueden distinguir esencialmente dos tipos distintos de funciones de Green de k-puntos, lo cual depende del tipo de
patas externas, es decir: las funciones de Green estdndar (SGFs), cuyas patas externas solo comprenden particulas
de modo cero, y las funciones de Green no-estdndar (NSGFs), cuyas patas externas contienen al menos una
particula KK excitada. Estas ultimas pueden ser las funciones de Green hibridas, con algunas particulas de modo
zero y otras excitadas como patas externas, o funciones de Green puramente excitadas con solo particulas excitadas
KK como patas externas. En particular las SGFs, denotadas por G (0--0) recibiran contribuciones de particulas de
modo KK dentro de los lazos. De hecho, la Lagrangina £(°) junto al niimero infinito de interacciones del primer
término en (2.19b) proporcionan lo necesario para calcular el impacto de la quinta dimensién sobre G0 a
nivel de un lazo, en otras palabras, a la teorfa cuadrimensional A¢*. Una observacién interesante es que el grado
superficial de divergencia de estas contribuciones a un lazo, indicaria la posibilidad de eliminar las divergencias
UV, es decir, las divergencias que surgen debido a los efectos de corta distancia. Sin embargo, como veremos mas
adelante, la presencia de un nimero infinito de interacciones entre el modo cero y los modos KK implicard un
nimero infinito de divergencias UV a nivel de un lazo. Este problema se abordara en la Capitulo 4.

2.3. Descripcion del modelo escalar dimensionalmente reducido para n
UEDs

En esta seccidn generalizaremos los resultados de la Secc. 2.2 a mas dimensiones extra. Debido a la geometria de
las dimensiones extra, introducimos una notacién que sugiere que la extensién de una a muchas dimensiones extra
se obtiene mediante la sustitucién de ) .- ; por Z (k)» donde k significa un multi-indice de Fourier utilizado en
una expansion de Fourier de una funcién multivariable (ver Egs. (1.14) and (1.11)).

Empezamos con la reduccién dimensional de la teorfa auto-interactuante ®*, originalmente definida sobre
M = M* x SV 79 x - x S /7 siendo M* es el espacio tiempo de Minkowski y donde se asume que en
principio cada S! tiene un radio distinto [39, 38].

ﬁr s
An+7

Lo (1 1
S = d*zd"z <2(8M<I>)(8M<I>) - 5m2<1> )\(4+n)<I> +y°

oW+ (@, aM<1>)> . (2.24)
M4+n

T8

Todos los puntos de coordenadas en M**™ son escritos como (zM) = (z,2) = (a#,2"), donde M =
0,1,2,3,5,...,4 + n. El ultimo término en la Ec. (2.24) se constituye de operadores invariantes de Lorentz
O41+7 de dimensién canénica mayor que 4 + n construidos a partir del campo escalar @ y sus derivadas espacio
temporales, A corresponde a la escala de energia donde mds alld de dicho régimen la nueva fisica se harfa presente,
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y Br,s €s un pardmetro adimensional sujeto a las caracteristicas del trasfondo de la fisica que impera. El campo ¢
es requerido a cumplir las siguientes condiciones de periodicidad y paridad (comparar con (2.16)), las cuales ya
fueron mencionadas anteriormente en (1.13)

O(x,z) = ®(x,Z + 27R) ,

b(z,z) = O(x,—7) .
Las relaciones (1.13) permiten la expansién multivariable de Fourier del campo mismo como (ver
Ec. (1.14))

ki
(0 (k) p)
(@,2) 1127rR T, enR)? 1 127rR (Zk):d’ COS(R)’ (2.26)

la notacién para (0) y (k) puede ser revisada en el Capitulo 1, como ejemplo, para un par de objetos multi-indices
el simbolo de suma Z( &) Se entiende como!

ZS(@)T(E) = Z S(kl,o ..... O)T(kl,o ..... 0) et Z S(o,o ..... kn)TO,O,...,kn)
(k) k1=1 kn=1
+ Z S(kl ka,..., O)T k1i,k2,. Z S(kl 0,ks3,. T(kl 0,ks,..., 0) + ..
k1,ke2=1 k1,ks=1
+ Z GOeeskn 1 kn) p(Oskn 1) Ly Z Glkrs k) (ke kn) (2.27)
kn—hkn:l kl...knzl

La ortogonalidad de las funciones trigonométricas permiten la integracién de las dimensiones extra compactas al
nivel de la accién (ver (2.24)), por lo tanto la Lagrangiana dimensionalmente reducida £ estd dada por la suma de
cuatro sectores cualitativamente diferentes (comparar con Ec. (2.18)):

L =0 + ZL‘(%) + ZE(E) 4 rd>1 (2.28)
(k) (k)

Los correspondientes sectores de la teoria dimensionalmente reducida a partir de varias dimensiones extra consiste
de () el bien conocido modelo auto-interactuante de ¢*,

A
£©0 — % ((3}@)(3#@ _ m2¢2) _ I¢47 (2.29a)

donde en este caso Q) = ¢ es el campo ligero, (i) el sector que acopla al campo ligero con los campos pesados
KK,

A
£0k) _ _E¢ 3¢pp®)? 4 24k Z ¢(l)¢(g)A(@) , (2.29b)
(l9)

(#it) el sector puramente excitado KK,

1 A
&) == <3M¢(E>au¢<&> _ m?@(b@’sb@) _ Fb@ 3 Ahign $Vo Do) (2.29¢)

(lgr)

donde m(Qk) =m? 4+ % + -4 %. En las Ecs. (2.29b) y (2.29c), los simbolos multi-indices adimensionales
L 1 n
Arig) Y A(kigr) son definidos como:

23/2 - kz 1z qz
A(@) ::m /dnx cos (R) cos (R) cos <R> , (2.30a)
4 "~ kx Iz qr rT
A(qur) :m /d I COS (R) COS <R) COS <R> COS (E) s (230]3)

'Ma4s comentarios sobre la estructura (2.27) pueden ser leidos en la Secc. 1.1 del Capitulo 1, en la Ec. (1.11) puede verse explicitamente la
implemetacion de las sumas anidadas en nuestro problema en particular.
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y la constante de acoplamiento universal adimensional A estd dada por A(44.,,)/ (]; 27 R;). Finalmente tenemos
(iv) el sector £L7>* que incluye todas las interacciones de dimensién canénica mayor que 4, estos términos deben
ser incluidos en la teorfa 4-dimensional KK ya que la teoria (4 + n)-dimensional es no-renormalizable de acuerdo
al criterio del conteo de potencias (criterio de Dyson). La estructura especifica de £%>4 no es tema de esta seccién
y ninguna contribucién a un lazo viniendo de este sector se considerard. Nétese que, como en el caso de una
sola dimension extra, la presencia de un nimero infinito de interacciones entre el modo cero y los modos KK
implicard un nimero infinito de divergencias UV a nivel de un lazo, el objetivo central es abordar estas divergencias
de manera consistente mediante el uso de las funciones zeta inhomogéneas multidimensionales de Epstein.

2.3.1. Funciones de vértice estandar del modelo auto-interactuante para n UEDs.

Anteriormente hemos dicho que los efectos extra dimensionales se almacenan en los modos excitados KK. Ya que
en esta tesis estamos interesados en como dichos efectos impactan a las funciones de vértice estandar (SVFs) de
dos y cuatro puntos, de las reglas de Feynman en (2.22) identificamos que las posibles SVFs donde los modos
KK contribuyen a un lazo surgen del primer término, dicha regla de Feynman viene del sector en la Ec. (2.29b), y
especificamente del término —%(;52(#@2. Centrando la atencién en aquellos términos que aportan solamente a las
SGFs del potencial efectivo auto-interactuante en nuestro modelo, la funcional generatriz interactuante para esta
situacion especifica es escrita como

Z[7@,gm] = © / Depexp {—i / d%i}d)“} exp [z / d' (£ +J(O)¢>] 2.31)

I] ke / D™ exp [_Z- / d4x?1’/2\¢2¢(m)2} exp [Z / dta (£8 + J<m>¢(m))}
(m)

X

en el tratamiento usual es comin remplazar a los campos escalares ¢(x) por derivadas funcionales respecto a
las fuentes J(x), si aplicamos el mismo procedimiento a nuestros campos escalares en el modelo, proponemos
entonces que

1§
1 6
(m) -
¢ () = 5 T (@)’ (2.33)

Si asumimos que la diferenciacién respecto a {J© (z), J@) (x)} en cada caso puede ser intercambiada con la inte-
gracién funcional y enviamos respectivamente el término de interaccion antes de la integral, la funcional generatriz
interactuante es escrita como

AN
0 . 4
3\ /1N?/ & \’/1N°/ & \?
(m) i 4,9 [ = 7 - v
HK eXpl Z/dxu <z> <5J(0)) (Z> (5J(m)>

(m)

Z [J(Q)’ J(m)]

X

Zo [J(Q)’J(m)} ,

expandiendo a la funcién exponencial en serie de potencias, nos permitird obtener una serie perturbativa para la
funcioén generatriz. De hecho, la expansion que surge estd dada en términos de las potencias de la constante de
interaccion \. Dicha serie toma la siguiente estructura
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7 {J@),J(m)} _ {J@)?J(m)] (1 4z {J@J@] T A2z, {J@),J(m)} +> (2.35)

mientras que una segunda expansion sobre la Ec. (2.34) que toma en cuenta a la condicién de normalizacién
Z[0,0] = 1, nos define el siguiente conjunto de funcionales uy [J @ 7 (m)] a través de

; 4 )\ a_3A 1 206 2
exp[—l/d (15J(0)>:|H8Xp|:—l/d <16J(0)> 78]

Z [J@)’J(m)] (1+Au1 [J@)’J(m)] + \2us [J@)’J(m] +) (2.36)

Zo [J(Q)7J(m)] —

siendo los dos primeros términos para uy, [J © g (m)] :

-1 ) A1 4 d !
) {J(Q)“](m)} =7 [J(Q)’J(m)} <—2/d4w4l <Z> <5J(0)>

3/\ 5 \2/1 § \2
B ! -—— © j(m)
l/d (Z(FJ(O)) (i(SJ(m)> Zo {J oS } (2.37)

1 4 5 4
w [10, 0] = 2 [19, ) K [#=3(5) (570)
3\ 5\’ (/1 & \? 5 \*
4 v _ 4 -
/d 12(2(“5JO>> (zaJ(m> (Z/d 4!(') (§J(0>)
3\ 5§\ /1 6\
4 -7 0) g(m)
/d 12(2:<16J0)> (iéj(m)> Zo [J©, ], (2.38)

tal que, para obtener la representacion en serie de potencias de la funcional generatriz Z [J @ g (ﬂ)] la siguiente
division entre series debe ser efectuada

1+ My |:J(Q)7J(m)] + A2, [J(Q)’J(ﬂ)} A3 [J@)’J(m] +
1+ Auq [0,0] + A2u2 [0,0] + A3us [0,0] + - -

7 [J@)’J(m)] =7 [J@)’J(m)] (2.39)

de lo anterior, se deducen las relaciones entre los coeficientes zy, [J O (m)] y Uk [J @ g (m)] como es presen-
tado a continuacién [42]

2 [J@,J(ﬂ)} = u [J<9>7J<ﬂ>] — oy 0,0], (2.40)

2 [J@J(ﬂ)} - (u2 [J(Q),J(ﬂ)} —up [0,0]) _ (u1 [J@,J(m)} — [o,o]) 1 0,0] . (2.41)
Cabe enfatizar que la funcién de vértice estandar (SVF) de dos puntos I's(p) a nivel de un lazo, por inspeccién
en la Ec. (2.37) es compuesta por dos auto-energias, el primer término es la bien conocida auto-energia de modo

cero que aparece en la teoria usual, mientras que el segundo término es la auto-energia en la cual dentro del lazo
circulan campos KK. La auto-energia de modo cero se calcula como a continuacién

4)\ 5\ © 7(m)
da 5J(0 Zo [Jf,J—} (2.42)
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que al realizar el procedimiento seguido en la literatura [42] obtenemos,
- %/\ / d4xiA§,Q)(a:1 - m)iA%Q) (x — x)iA%Q) (x — o) =

; dk i i i ) (MY o
- éA/ @ P g B mlg Py 0 i Go 24
p #(0) 6(0) P $(0)

. 00 - . . S . . .
siendo Gé*) la funcién de Green libre en la teoria ordinaria, la auto-energia asociada al campo ligero, es su forma
integral es expresada como:

A d*k i
M@ (p2 :7/77, 2.44
(") 2 ) 2n)* k2 —m? (2.44)
Similarmente procedemos a obtener a la auto-energia excitada partiendo del término
§ \2(1 & \?
_ 497 -7 © jm)
z/d <25J(0)> (MJ(M)) Zo [0, J)] (2.45)
la Ec.(2.45) puede ser reescrita como
3 § \2(1 & \?
- 4 = © gm)| —
z/da: (zéJ(0)> (MJ(W)> Zo [J J } (2.46)

3\ 5\’ (
/d 412(Z<mﬂo>> zy [J(O)}(Z:)<16J(m)> HZP 7]

si hacemos actuar las respectivas derivadas funcionales sobre la funcional generatriz por contribucién de los modos
KK, obtendremos

3\ 15 \? 3\
o 4 1 0 7m)| _ _ 4 L (0)
’/d Z(z&]“) (z'aJ(m)) Z"{J )= Z/dx Z{ A

( / dyAR (x — y>J<0><y>) ]

al desarrollar el producto entre corchetes de la expresién anterior nos enfocamos especialmente en el siguiente
término,

7i/d4 3 Z [ Al (/d4yA;9)(xy)J<0>(y)>2

3\ (m
Z/d4 A( )/d4y1d4y2A§§) (2 = y)AR (2 — 12) O (51) O (12) Zo [J(Q)a J(m)} (2.48)

1 m m m ?
ng%)(O) n (/d“yA%) (z —y)J@ (y)>

Zo [J@), J@)} (2.47)

Zo {J(Q),J(m)} =

que es efectivamente el término que conduce a la auto-energia excitada para el campo ligero. Si tomamos las
derivadas funcionales respecto a las fuentes evaluadas en los puntos del espacio 1 y 2 calculamos la funcién de
Green de dos puntos correspondiente

1\? 3)\
(Z) oJ 0)(£U1 5J(O $2 [Z/ 4 )/d4y1d4y2A5g)(x _yl)A%Q)(x _y2) (2'49)

= ——/\ZA(m /d4xA (z1 — x)A(O)(aj — Z3)

< TO(51) IO () 2o [ 1@, ] ]

J(m)=0

= —f/\Z/d‘lmA( ) z1 — 2)iA™ (z x)iA%Q) (x — x2)
(m)
(2.50)
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CAPITULO 2. FUNCIONES DE GREEN Y LA TEORIA DEL CAMPO ESCALAR
AUTO-INTERACTUANTE EN DIMENSIONES EXTRA.
2.3. DESCRIPCION DEL MODELO ESCALAR DIMENSIONALMENTE REDUCIDO PARA N UEDs

en el espacio de momentos sabemos que la teoria contiene dos clases de propagadores (ver Fig.2.4)

) p 0 . i
- T pzZ—m?

(ﬂj)____p____(_m) i
pP=mipy,

Figura 2.4: Propagador modo cero (linea sélida) y excitado (linea punteada).

en cambio, para los vértices tenemos una tnica regla de Feynman (ver Figs. 2.21 y 2.22). Usando las reglas en el
espacio de momentos, la expresion integral en (2.50) toma la siguiente forma:

- f)\Z/d‘lmA( ) (z1 — z)iA™) (z x)iA%Q) (x — o) =
(m)

d*k g i i 0o [ 2w M) oo
AZ/ 102 2 k2 _m2 53 = Go I — Gy (2.51)

Mg(0) Mg (m) P™— M0

de aqui concluimos que la auto-energia por contribucién de modos excitados KK es:

m d*k i
S M (?) Z / T, (2.52)

(m) )

En la aproximacién a un lazo, la SVF de dos puntos I'2(p) es escrita como
Dy(p) =p> —m? — | MO(p?) + Z M@ ()], (2.53)

donde T'5(p) Gg@) = 1. Hasta ahora sabemos que tenemos dos contribuciones a la auto-energia, aquella compuesta
por el modo cero M (p?), 1a cual viene del término de auto-interaccién ¢* en £ y la otra relacionada con
la suma de los modos excitados KK M (™) (p?) que a su vez viene de un término de interaccion en £(°™). Tales
contribuciones impactan a la masa fisica del modelo, lo cual serd estudiado a fondo posteriormente. Similarmente,
un cdlculo més extenso desde la funcional generatriz nos permite obtener la funcidén de vértice estindar (SVF)
de cuatro puntos definida como I'y(p;) = GO (p;)~1GO) (py)~1GQ0) (p3) =1 G0 (p,)~1G(0)  que en la
aproximacion a un lazo, escribimos que

La(pi) = —iA+ F(1 loop (:) Z 1_‘(1"120}3 (i) (2.54)
(m)

donde F(lg_foop y F(m(),op se relacionan con las particulas de modo cero y excitadas que circulan dentro del lazo,

respectivamente. Ambas contribuciones estin presentes y afectan a la constante de acoplamiento. Al sumar sobre
las variables de Mandelstam, cada una de estas contribuciones pueden ser resumidas de la siguiente manera:

T (i) = > Ar™(p (2.55)
{r}

donde el simbolo () indica suma sobre las variables de Mandelstam, y ademas

1 d*k i i
AT™) (p) = -2 )2 / : (2.56)
2 @m)* k2 —m, (p—k)* —m{,

La expresion anterior serd estudiada a detalle cuando se aborden las cuestiones de regularizacién y control de
divergencias UV en el modelo, lo cual es tema de los préximos capitulos.
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Capitulo 3

Regularizacion dimensional y la funcion
de Epstein.

Sabemos que toda teoria fisica debe tener pardmetros y a su vez dar predicciones para que sea un modelo de interés.
En la teoria desarrollada en la presente tesis, mediante la formulacion de la integral de trayectoria se ha definido
la funcional generatriz libre e interactuante para un campo escalar real que se propaga en dimensiones extra con
la finalidad de generar funciones de Green ligeras a un lazo. Al estudiar las distintas clases de funciones de Green
que emergen en nuestro modelo, esperamos que igualmente como sucede en teorfas convencionales a nivel de un
lazo, aparezcan divergencias ultravioletas (UV). Es bien sabido que a nivel de un lazo, en modelos tales como:
¢*, electrodindmica cuéntica y en el propio modelo estindar surgen divergencias ultravioletas. El éxito de los
modelos mencionados anteriormente, en parte es por que admiten primeramente una regularizacion que prepara el
escenario adecuado para después aplicar un esquema de renormalizacidn, que tiene por objeto cancelar las posibles
divergencias UV que puedan surgir. Modelos que son renormalizables son potencialmente predictivos y resultan
interesantes en cuestiones de fenomenologia.

Parte de este capitulo se centra en revisar las definiciones de los objetos matematicos que surgirdn después de
aplicar regularizacién dimensional sobre las SVFs en el modelo (ver Ecs. (2.52) y (5.12)), ya que ademds de las
divergencias comunes debido a efectos de corta distancia, tendremos nuevas divergencias UV que subyacen en el
conteo infinito de las interacciones para las particulas de Kaluza-Klein, que en el fondo representan nuevamente
efectos de corta distancia. Como veremos, después de la regularizacién dimensional tendremos dos fuentes distin-
tas que produciran divergencias, la primera de ellas serd la funcién gamma I" que como sucede en el caso ordinario
es quien guarda la informacién divergente por efectos de muy cortas distancias que cominmente son llamadas
divergencias ultravioletas (UV) y en nuestro trabajo representard a la contribucion divergente estindar que nom-
braremos como (SC) por sus siglas en inglés (Standard Contribution). La otra fuente de divergencias surgird del
producto de la funcién zeta multidimensional inhomogénea de Epstein ElC2 por la funcién gamma y represen-
tard la contribuccion divergente KK que la escribiremos como (KKC) por sus siglas en inglés (KK Contribution),
dicho producto entre funciones puede interpretarse como el entrelazamiento que existe en el espacio tiempo y las
dimensiones compactas en el modelo, pues la funcién gamma en sus polos sigue teniendo la informacién de la
contribucion divergente estdndar, mientras que la infinidad de interacciones entre particulas de Kaluza-Klein se
codificard en la funcién zeta de Epstein. Después de la implementacién de regularizacién dimensional nos cen-
traremos en la busqueda de una expresion para dicho producto Ele“ que sea capaz de aislar todos los polos que
puedan surgir para un nimero 7 fijo de dimensiones extra.

La importancia de examinar a las funciones zeta proviene del hecho de que constituyen el conjunto de funciones
que representan a los objetos matematicos involucrados en la renormalizacién de las SVFs del modelo. La estruc-
tura divergente de la teoria depende crucialmente de la geometria que imponemos a la variedad extra compacta
N™, y su vez de las condiciones de frontera sobre los campos en la variedad. En esta tesis hemos elegido una
geometria que imita al efecto Cassimir de n placas que conforman un hipercubo. En el Capitulo 1 se comentd so-
bre la geometria adoptada, que consiste en el producto de n copias del orbifold S!/Z,, dicha variedad impone
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fronteras a circulos relacionando puntos que son antipodas, los cuales topologicamente son homeomorfos a las
paredes con fronteras bien definidas que aparecen en el efecto Cassimir, existiendo un paralelismo entre ambos
modelos.

Otros autores han trabajado en este mismo escenario [31], [32], [46], [47] pero no han coincidido en como en-
frentar a la KKC, han habido diversos intentos como en [46] donde la manera de enfrentar a las divergencias
producidas por la multiplicidad de excitaciones KK, es mediante la introduccién de un corte en la energia, esto
es, la sumas infinitas son truncadas, lo cual implica la pérdida de unitariedad en el modelo siendo en el mejor
de los casos una aproximacion. Por otro lado, autores como [47] advierten que en este tipo de procedimientos
donde se aplican reguladores a las integrales de momento, para después truncar las sumas en limites grandes pero
finitos conduce a resultados ambiguos e inciertos, pues no hay una conexién entre reguladores, ya que son apli-
cados independientemente como si no existiera una relaciéon o armonia entre integrales continuas de momento y
las sumas infinitas sobre los momentos discretos. Desafortunadamente la no conciliacién entre reguladores, con-
duce a la aplicacion artificial y forzada de un intento de regularizacién que viola la invariancia de Lorentz en altas
dimensiones, la cual en un principio era preservada, y que después de la compactificacién bajo un esquema de re-
gularizacién forzado se pierde. Recordemos que tanto el momento continuo y los momentos discretos son parte de
un mismo momento antes de la compactificacién, por lo tanto, al estudiar amplitudes fisicas a un lazo, sobre dicho
lazo deben circular tanto momentos continuos como discretos, la no conciliacién entre dichos momentos continuos
y discretos, deja una regularizacién inadecuada que viola la simetria de invariancia de Lorentz proveniente de altas
dimensiones.

El enfoque de regularizacion propuesto en esta tesis trata de mediar y armonizar la forma en que los momentos
continuos son regularizados a la par de los momentos discretos, reflejando siempre la conexién existente de un
mismo pardmetro regulador presente en ambos contextos y jugando un papel central al momento de atacar el
problema con herramientas matematicas formales, sin la necesidad de truncar, hacer cortes en la energia u otras
suposiciones adicionales (ver Refs. [34] y [35]). Concretamente buscaremos la forma de tratar simultaneamente a
la contribucidn estandar (SC) y la contribucién KK (KKC) usando regularizaciéon dimensional.

3.1. Funciones zeta.

A continuacién exploraremos la familia de las funciones zeta, pues como veremos mds adelante, la aplicacién
de regularizacién dimensional sobre las estructuras (2.52) y (2.55) demanda el conocimiento de estas funciones.
Empecemos con la funcién zeta de Riemman definida, para valores complejos y con parte real mayor que uno, a
través de la expresion

Zi (s € C\1|Re(s) > 1), (3.1

ks’
k=1

en dicha regién la Ec.(3.1) es convergente, en cambio, siendo rigurosos, para valores de s tales que Re(s) < 1 es
de esperarse que sean divergentes, pero al hacer uso de la continuacion analitica, es posible extender el dominio
de ((s) y asignarle valores cuando Re(s) < 1 con un tnico polo en s = 1. En la Ref. [48] se examina este
procedimiento y a su vez podemos encontrar la siguiente relacién

(5
(3

l\)\»—‘

¢(s) = T ’) ¢(1—s). (3.2)

)

La expresion anterior es una ecuacién de reflexién que nos permite definir valores para la funcién ¢(s) sobre nuevos
dominios, como ejemplo exponemos el conocido valor

(1) =) k=-=. (3.3)

Los ceros triviales de la funcién zeta de Riemann se encuentran en todos los enteros pares negativos s =
—2,—4,—6,—8, ---, los cuales provienen de las singularidades de T" ( ) que se encuentran en el denominador
de la Ec.(3.2), notemos que I (5) es también singular en s = 0, en cambio dicha divergencia es compensada por
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la singularidad en ((1) referida conmunmente como la serie arménica. Como resultado cuando s = 0 tendremos
que ¢(0) = —1/2. Los valores de la zeta de Riemann para puntos que caen sobre la banda critica, localizada
en la regién 0 < Re(s) < 1, surgen de la continuacién analitica para Re(s) = 0 a través de la siguiente ecua-
cioén [48]

. (_1)k71 1—s
) e = (1=2770)C(s), Re(s) > 1. (3.4)

k=1

Como resultado tenemos que las series alternantes del lado izquierdo en la Ec.(3.4) converge para todo Re(s) > 0,
lo cual proporciona una férmula que coincide con los valores de la funcién zeta para Re(s) > 0y se convierte en
una continuacién analitica en toda la banda critica. Por lo tanto, los valores sobre la banda critica son cubiertos por
la siguiente expresion

¢(s) = ! i (- 0 <Re(s) <1 (3.5)
121 =k ’ - ’ '

En resumen podemos decir que los valores de ((s) quedan definidos sobre la banda critica por la Ec.(3.5), a la
derecha de este dominio por la Ec.(3.1) y a la izquierda por la Ec.(3.2). La funcién zeta de Riemann tiene un
polo en s = 1. Para finalizar enunciamos la hipétesis de Riemann que establece que todos los ceros no triviales
de la funcidn zeta caen sobre la linea critica parametrizada por el nimero complejo 1/2 + it, lo cual estd fuera
de nuestros intereses, ya que en las amplitudes que surgen en el modelo siempre corresponden a s un entero. Una
generalizacion de la funcién zeta de Riemann es la funcién zeta de Hurwitz [49], definida clasicamente en la regién
donde dicha serie converge como

Cu(s,a) = Zm, s€C\1, Re(s)>1, a#0,-1,-2,---. (3.6)
k=0

Es importante notar que cuando a = 1, la (i (s, a) se reduce a la funcién ¢(s). Su continuacién analitica a todo el
plano complejo, excepto para s = 1, esta dada por

1 < 1 &

((s,a) = p— Zn+1z(_1)k1§[(7;li]€)[(a+k)l_s' 3.7)

=0 k=0

Las definiciones anteriores son de suma importancia, ya que dichos objetos después de aplicar regularizacion
dimensional a las Ecs. (2.52) y (5.12) aparecen naturalmente, en especial la funcién {(s) de Riemann y la funcién
¢(s) g de Hurwitz. De hecho las funciones que tratamos de confrontar son un gran reto en la teorfa de nimeros
debido a la complejidad que introducen las sumas infinitas anidadas que representan tuplas multidimensionales.
Afortunadamente este problema fue abordado por el célebre matematico Epstein, quien se interesé por el estudio
de generalizaciones multidimensionales de la funcién de Riemann [31, 50], encontrando una expresién general
dada por la siguiente estructura [51, 52]

25:Q)= Y rp Rels) > o (3)

T s’
0FxeZ™ (]} QI)Q

donde s € C, Q es una matriz simétrica positiva de dimensién n x n, x es un vector columna y 27 su respectivo

. P T _ n -2
vector transpuesto, tal que es posible conformar a la forma cuadratica z* Qx = Ei, =1 Qi;x;x;. Esta funcién
tiene una continuacién analitica a todo el plano complejo, excepto por un polo simple en s = n/2. La ecuacién
funcional o relaciéon de reflexion asociada a esta funcidn es similar a la ecuacién de reflexién que satisface la
funcién ((s) de Riemann dada a continuacién

725750 (n/2 — s)
I'(s)

Z(5;Q) = (detQ)~? Z(n/2—5Q7"). (3.9)
A diferencia de la funcién ((s) de Riemann, los ceros triviales se encuentran ahora en s = —m, con m € N, los
cuales surgen del término I'(s) en la Ec.(3.9), ademds los ceros no triviales en general son nimeros complejos de la
forma p = 8+, que como en el caso de la funcién ¢(s), no mucho es conocido acerca de su distribucién [53, 54].
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En el caso particular cuando ) = I, con I, la matriz identidad de dimension n x n, la ecuacién funcional se
reduce a ser

725730 (n/2 — s)

Z(s;I,) = T(s)

Z(n/2—s;1,). (3.10)

La funcidn involucrada en la ecuacién de reflexion anterior recibe el nombre de funcidn zeta multidimensional
homogénea de Esptein, la cual se define de la siguiente manera

oo

1
Zi(s) = Z (EESsE (3.11)

my,-+ ,My=—00
mi, ,m#0

Por otro lado, la funcién zeta inhomogénea multidimensional de Epstein es definida por

o
2 1
Ef (s) = , 3.12
: ( ) m1,-27:m:1 (m%—&——}—m?—l—c?)s ( )
donde c es una constante. Esta funcién tiene polos simples en s = é, “717 s 1/2; —% con p € Ny excepto

para s = 0 o enteros negativos [32, 55] donde Ef2 (s) es finita. Un caso especial e importante corresponde cuando
c=0,

1
B = >, mEyae (3.13)

my, my=1

la cual es singular en los valores de s = é7 1_71, RN % y tiene ceros triviales dados por s = —1,—2, —3,---.Enla

siguiente seccién haremos regularizacién dimensional a las estructuras de interés y nos encontraremos de manera
natural con la funcién de Epstein.

3.2. Regularizacion dimensional de las funciones escalares a un lazo.

En la presente seccion, introduciremos un procedimiento basado en regularizacién dimensional como el que apare-
ce en [34] que culminard en la funcidén zeta inhomogénea de Epstein [31], [50], [56]. Consideremos a una funcién
escalar de N-puntos que es inducida por la lagrangiana £(%) en la Ec. (2.29b) a nivel de un lazo, mientras que
los propagadores excitados provienen de la lagrangiana £®) en la Ec. (2.29¢). Dicha funcién escalar tiene por
estructura la siguiente expresion genérica

1

1
Fy = _—/d‘*k , (3.14)
N (zn; im2 [kz _ mio(m)} {(k +p1)2 _ m?ﬂl(m)} . [(k JFpN—l)Q _ mizvq(m)}

con la diferencia que en nuestro caso tenemos una misma masa en cada uno de los propagadores. Después de
aplicar la parametrizacién de Feynman, la ecuacién anterior se transforma en

1 N
Fy = .—12F(N)/ dxy - dznd in—1 Z/d“k%, (3.15)
v ’ = (k2 - A%m))

(m)

donde A%m) es una funcidén cuadrética de las variables z; (introducidas después de aplicar la parametrizacién de
Feynman), los momentos externos p;, y las masas internas excitadas m.,, ;). Las masas excitadas estdn dadas por

2 2
i 2 _ 2 my L mpy |1 ‘ ;

la expresion m oi(m) = Mg, + ( i ) + -+ < jo ) , con m,,, la masa de la particula asociada al campo de

modo cero (;, lo cual permite conformar la siguiente estructura

2 2
2 A2 my e

"La notacién M, (&) a diferencia de m g que aparece en la Secci6n 2.3, trata de distinguir entre las diferentes masas internas excitadas
involucradas en la funcion escalar, pues ya no hablamos de una tnica particula.
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donde A%o) puede conocerse directamente al intercambiar en la Ec.(3.14) a todas las masas excitadas KK por sus
masas de modo cero mii. Lo anterior puede mostrarse partiendo de

N-1 N-1
2 2 2 2 2
Alm) = Migo(m) T Z Pipj ity — Z (pi My (m) ~ mw(m)) T (.17
ij=1 i=1

que al usar las siguientes relaciones

2 2
m My
M) = Mg + (Rll> oot <R> (3.18)
2 2 _ 2 2
Mpo(m) ~ Mpi(m) = My — M, (3.19)

sobre la Ec.(3.17), nos permite reescribirla como

N-1 N-1 2 2
m m
A%m) = mio + E DiD;Ti T — g (p? + mio - mii) i + (Fli> +o 1t (Hn) , (3.20)

ij=1 i=1
de la expresi6n anterior, identificamos que

N-1 N-1
A%Q) = mio + Z DiDjT;Tj — Z (pf + mio — mii) ;. (3.21

ij=1 i=1

Claramente, la integracion en & sobre la Ec.(3.15) diverge para N < 2, tal que la contribucién divergente estandar
(SC) es inducida en estos casos. En cambio, la contribucién divergente KK (KKC) surge de las diversas sumas
anidadas codificadas en el simbolo > (m)- La manera en que confrontaremos a la SC no representan un problema,
pues usaremos regularizacién dimensional como cominmente se hace en la literatura. Por otro lado, el objetivo
de este capitulo es mostrar que regularizacién dimensional es también capaz de lidiar con la KKC. Nuestro pro-
cedimiento consiste en regularizar simultaneamente a las SC y las KKC, ya que después de todo, tienen el mismo
origen en el sentido de que las variables continuas de momento k y las variables discretas de momento m;/R;,
estan ligadas a las variedades M* y A" a través de la transformada de Fourier que proveé una nueva represen-
tacién para los momentos en altas dimensiones definidos sobre la variedad M**™. La idea principal detrds de
este procedimiento es expresar a las complejas sumas infinitas anidadas en términos de las funciones de Epstein.
Empezamos promoviendo al espacio tiempo cuadrimensional ordinario a D dimensiones, los cual es simplemente
la aplicacién de regularizacion dimensional, entonces la Ec.(3.15) se convierte en

Fy = Z_;QF(N)INZ/deM
(m) k? — (m)

Il
|
2
I/~
=
g —
[\v]
S~
2
©
~
=2
—
/N
=
|
Nllw)
~~——
VR
g
N
SIE
N——
=

donde se ha introducido una notacién compacta para I, siendo

1 N
Iy = / dzy - dzyd (Z T — 1) ) (3.23)
0 i=1

Asumiremos todos los radios iguales a R sobre cada orbifold S'/Z, para simplificar el desarrollo, tal que podre-

. 2 2 _ . o .
mos escribir que (Z2)” + - + (Z2)” = R~?m?, con m? = mf + --- + m2 cualquier combinacién posible

entre los modos de Fourier, como ha sido explicado previamente en el Capitulo 1. Adicionalmente, tenemos que
A = A%o) /R~?y p es la escala asociada con el esquema de regularizacién dimensional. Notemos que existe una
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conexién de forma natural después de aplicar regularizacién dimensional, ya que la funcién I' en la Ec.(3.22) ne-
cesita que D sea complejo, que es propiamente la motivacién de regularizacion dimensional, pues antes de enviar
a D — 4 aislamos a la SC, aprovechando este hecho observemos que las funciones de Epstein necesitan también
que D sea complejo al continuar analiticamente dicha funcidn, de esta manera, ambas expresiones dependen de un
mismo argumento, pues al usar la siguiente identidad

= (7) BN (N - 12)) , (3.24)

la expresion (3.22) se convierte en

Fy = (~1)N (4mps2) (2= %) (g2) (B Y) INZX:L; (7) BN (N - l;) r (N - l;) . (3.25)

El resultado anterior es uno de los mds importantes de este capitulo, pues muestra como tanto la funcién gamma y
la funcién de Epstein estan definidas en el plano complejo. Las singularidades de la funcién gamma se encuentran

cuando N — % = 0,—1,—2,--- , mientras que para la funcién de Epstein sus polos se localizan en N — £ =

2
é, “717 SRR %; —@ con p € Ny. Por lo tanto, podemos decir que las SC y KKC surgen como los polos de la
funcién gamma y los polos del producto de la funcién gamma con la Epstein, respectivamente. La aparicién de la
funciones de Esptein es un hecho natural desde el punto de vista geométrico, de hecho, en el efecto Cassimir la
geometria de fondo demanda la aparicion de las funciones de Epstein [31, 32], similarmente, en nuestro estudio la
geometria elegida es similar a la del efecto Cassimir, lo que permite aplicar un tratamiento semejante. La expresion
en (3.25) es una funcioén escalar de N -puntos a orden de un lazo regularizada dimensionalmente que representa a las
amplitudes que surgirdn en la teoria, para fines practicos de célculo tal representacion en términos de las funciones
de Epstein presenta inconvenientes al realizar su evaluacién numericamente, pues programas computacionales no
implementan su definicién dentro de sus librerias, lo que nos lleva a buscar una alternativa para la funcién de
Epstein donde su estructura tenga ventajas a la hora de ser implementada en algoritmos computacionales.

3.3. La funcion unidimensional de Epstein en serie de potencias.

El objeto principal estudiado en esta seccidn serd la funcién zeta inhomogénea unidimensional de Epstein Ef2 (s),
la cual se define como [32, 31]

2 = 1
ES (s) = mz_:l T (3.26)
dicha funcién aparece en diferentes contextos en fisica, tales como; el efecto Cassimir en un espacio tiempo
plano [32], cristalografia [57] y recientemente en teoria cudntica de campos [34, 35, 58, 59, 60, 61], entre otros.
Esta estructura es introducida con el propésito de regularizar las expresiones que involucran sumas discretas infi-
nitas que aparecen en este tipo de modelos [32, 34, 35, 58, 61]. De hecho, la funcién Ef2 (s) permite conocer a
la funcién zeta inhomogénea multidimensional de Epstein definida en (3.12) (ver Ref. [32]) mediante la siguiente
relacion de recurrencia [56]

2 gy (—1)N_1 N -1 b D)2 e
EY (s) = pzzo (s p (=1)PmP2EY (s — p/2)I'(s — p/2). (3.27)
Durante afios han existido propuestas en torno a la funcién Ef2 (s), ver [31, 32,52, 55, 56, 62], a través de diversos
tratamientos matematicos que dejan distintas representaciones, como es la siguiente representacioén en términos de
las funciones modificadas de Bessel de segundo tipo [56], dada por la expresién

2 ™ ml(s—1/2) 54 cmstL/2 1
¢ = — —_ —<S S s— /2
Ef (s) 5 5 Ts) c +2m T(s) 321 n Ky_1/2(2mnc). (3.28)
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Algunas caracteristicas favorables son; la ecuacién es rdpidamente convergente y presenta una forma practica en
como exhibe sus divergencias, las cuales surgen del segundo término del lado derecho en la Ec.(3.28) cuando
1/2 — s € Ny, que es el conjunto s € {1/2,—1/2,-3/2,—5/2,---}. En cambio, tiene limitaciones cuando se
requiere conocer su comportamiento para valores muy pequefios de ¢, ya que la funcién modificada de Bessel de
segundo tipo diverge cuando c se aproxima a cero. En muchos escenarios, se requiere que la constante ¢ sea muy
pequeiia y esto nos lleva a buscar una serie asintética para Ef2 (s), debido a esto, uno de los objetivos principales
de esta seccion es encontrar a una serie de potencias en la variable ¢ para la funcién Efz(s), la cual puede ser
vista como una serie de Laurent que permite identificar a las divergencias cuando estas dltimas existen como en la
Ec.(3.28).

3.3.1. Obtencién de una serie de potencias para E¢’ (s): enfoque preliminar.

El objetivo en este apartado es encontrar una representacion que permita conservar la estructura en la Ec.(3.28)

y sirva de introduccién en el tratamiento y buisqueda de una serie de potencias de ¢ para la funcién de Epstein
2 .z z .

E$ (s). Empecemos fijandonos en el tercer término de la Ec.(3.28), que es

—9+1/2 >
2%‘9(7271@ 2K, 1/2(2mnc). (3.29)

Los polinomios de Bessel definidos por Krall and Frink [63] proporcionan una representacion para la funcién
modificada de Bessel de segundo tipo que aparece en la Ec.(3.29) cuando —s € Ny dada por la siguiente expre-

sién
- 1\* 1
Ko 1y (z \/ Z ,k, () > (3.30)

Usando la ecuacion previa y a su vez conociendo el siguiente resultado

k— k—s)!
( o )(Qk—l) (sfk)')k'zk (3.31)

la Ec.(3.29) puede ser escrita como

TN 1/2 — [k —s\ (k-1 Camey T TF
27® Z n Ks 1/2(27TC’I’L) Z Qk WL173+]€+1 ( ') ok okts’ (332)
k=0

donde hemos usada la siguiente definicién para la funcién polilogaritmo

> —2men

: —zaTC €
Li_gpy1(e”?™) = Z R (3.33)

n=1

La representacion obtenida en la Ec.(3.32) se presenta de una manera similar en la Ref. [64], pero en un contexto
distinto. La funcién zeta unidimensional de Epstein puede ser escrita como

c? _ 0_28 ﬁ F(S B 1/2) —2s5+1 - k — (2k ) —27me ﬂ—s_k
EY (s) = — t 2T ¢ + ,;) ok WLl—chH (e7*") S kTs” (3.34)

La estructura en la Ec. (3.34) sigue siendo una representacion de la expresion en (3.28) que nos serd util en la
obtencion de la serie de potencias de c para Ef2 (s). Enel caso cuando 1/2 — s € Ny, la Ec.(3.30) cambia por la
siguiente relacién

[~ (k=) 1\" 1
Ki1p2(2) = 226 k:O(—s—k)!k! <2> 2k’ (3.33)

Para més informacién acerca de la validez de esta identidad ver el Apéndice A. De hecho, la Ec.(3.35) generaliza
a la expresion en (3.34) para s € R. Es importante mencionar que en la Ref. [64] se comenta sobre la Ec.(3.35)
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y su validez para valores grandes de z. Adicionalmente, en el Apéndice A damos razones que motivan su validez
no Unicamente para valores grandes de z, sino también para valores pequefios de z. Entonces, la funciéon zeta
unidimensional de Epstein es escrita como

c? _ fr( 1/2) —2s5+1 - k (2k ) —27e ﬂ—Sik
EY (s) = — + 3 T(s) —— +kz:% ok WLl—erkH( ) S ghTs” (3.36)

Ahora, las divergencias en la Ec.(3.28) siguen presentes en la Ec.(3.36), de tal forma que tenemos una equivalencia
entre expresiones.

Expansion en serie asintética para la funcion Polilogaritmo.

Haciendo uso de una serie asintdtica para la funcién polilogaritmo en la Ec.(3.34) es posible obtener una serie
de potencias en la variable c. La Ec.(B.2) es una representacion en serie de potencias de la funcién polilogaritmo
vélida para |¢| < 1 (ver Ref. [65]) s6lo cuando —s € Nj. Esto permite reescribir en la Ec.(3.34) a la funcién
polilogaritmica involucrada como

. e —2mc)k—s = —s—1+1
Li_gyra1 (e 2 ): ((/’cl)[Hk s — log(2me)] + Z Cl—)( 2mc)! (3.37)
l;ﬁkrfs

por lo tanto, como consecuencia de usar la expansion asintdtica anterior, la Ec.(3.34) se convierte en

2o e ml(s—1/2) 19y~ [—s+k)(2k— DI (=2mc)"t* [H_ 14 — log(2mc)]
Ei (s) =~ — 2 T(s) ¢ 2 < 2k ) 2kp—stk (—s+ k)lesth +kr(s)

k=0

= [(—s+k\ (2k — D) ¢( s+kfl+1)(f27rc)l
3 (T z phlen o) 6
s+k

El apéndice B muestra como proceder para obtener el siguiente resultado

o] —2s _1\S,.—2s
ES (s) = ;} (_l)kwg(% +28)c2k - & 5T ( 1;; [H_, —log(4n*c?)] sin(rs).  (3.39)
k;ézfs

Los valores de la Ec.(3.39) coinciden exactamente con aquellos dados en la Ec.(3.28) por el hecho de ser su
representacion en serie asintdtica cuando —s € Ny, brinddndonos algo de conocimiento sobre el comportamiento
asintético de Ef (s) a manera de una serie de potencias en la variable c. La representacién obtenida en la Ec. (3.39)
comparte similitudes con el resultado en la Ref. [31] aunque existen diferencias sutiles entres ambas expresiones,
la siguiente subseccion examinard estas disimilitudes con mds detalle. Para las otras dos situaciones restantes
que surgen de la Ec.(3.28) cuando ( — sy 1/2 — s & Ny) o (1/2 — s € Ny) aseveramos que no es tan facil
obtener su serie asintdtica partiendo de una expresion similar a la Ec.(3.36) lo cual limita la informacién acerca
del comportamiento asintético para la funcién Ef2 (s) en estos casos. El conocimiento de los valores para Efz (s)
cuando (1 /2—s € NO) es de suma importancia cuando uno quiere conocer a Ef\; (s) pues contempla esta situacion,
ya que el argumento es desplazado por valores enteros y mitades de enteros como puede ser visto en (3.27). La
siguiente seccidn tiene como objetivo presentar un método que permite conocer en todas las situaciones la serie
asintdtica para la funcién de Epstein.

3.3.2. Serie de potencias para Ef2 (s): enfoque general.

En esta subseccion presentamos un procedimiento matemdtico original que conduce a un resultado asintético a
manera de una serie de potencias en la variable ¢ de la funcién zeta inhomogénea unidimensional de Epstein similar
a las estructuras obtenidas en la Ref. [31], pero con algunas diferencias importantes. Deduciremos tal expansion
asintética partiendo del término en (3.29) que forma parte de la expresion en (3.28), la cual es una representacién
de la funcién zeta inhomogénea unidimensional de Epstein definida en la Ec. (3.26). Empezaremos escribiendo
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la forma integral tipo Mellin-Barnes para la funcién modificada de Bessel de segundo tipo dada por la siguiente
expresion [66, 67]:

1 1 ag+1i00
T 22w

I (a)T(a—v) <E)V_2ada, (3.40)

K, (2) B

ag—100

vélida para |arg(z)| < 7. El valor de ag se determina después de analizar los polos que surgen de I'(a)I'(a — v)
en el integrando de la Ec. (3.40). Los polos de I'(a) se encontrardn en Re(a) € {0, —1,—2,—3,-- -}, si pedimos
que v € R entonces los polos de I'(a — v) estardn en Re(a) — v € {0,—1,—-2,—3,---}. Si v < 0 los polos que
surgen del término I'(a)I'(a — v) caerdn dentro de Re(a) < 0 como puede verse en la Fig.3.1, lo cual permite
establecer que ag = 0.

2 iOO
Im(a)

—100

Figura 3.1: Para v < 0 los polos caen en Re(a) < 0, lo cual fija que ag = 0.

En cambio, si v > 0 los polos que vienen de I'(a)I'(a — v) caeran dentro de Re(a) < v como puede ser visto en
la Fig.3.2,1lo cual fijaa ay = v.

~ v UV + ZOO
Im(a) !
Re(a)
X X >
-3 —2 -1 0 1 2 v
: vV — 100

Figura 3.2: Para v > 0 los polos sucederdn en Re(a) < v, lo cual fija que ag = v.
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Lo anterior puede expresarse de dos maneras, la primera de ellas diciendo que ay = max(0, ) donde max (0, v/)
es el mayor nimero entre cero y v. Alternativamente podemos decir que ag es algin valor finito sobre el eje real
que se elige a la derecha de los polos del término I'(a)T'(a — v) como puede verse en la Fig.3.3

A 1 CLO + ZOO
Im(a) !
Re(a)
4- >
-2 -1 0 1 2 v
1 g — 100

Figura 3.3: En la figura observamos que ag puede elegirse como algtn valor finito sobre el eje real a la derecha de
los polos del término I'(a)T'(a — v).

Retomando la expresién en (3.40) hacemos z = 27ncy v = s — 1/2 lo cual permite reescribir a (3.29) co-
mo:

c—st1/2 X2 12 c—st1/2 °° Ly 1 1 ao+zoo
2 (7271 K, _1/9(2mnc) =r* ) 2 5] /ao - Tla—s+1/2)
x (mne)* =2~ 1/2 da (3.41)
= i s /GOHOO ['(a)T'(a — s+ 1/2)712572%1/22572%1/2
2T S gy —ico T'(s)
% 7_‘,2572¢171/2672ada , (3.42)
e LLO+iOO
al intercambiar la suma Z con la integral / en la Ec. (3.42), dicha expresion se convierte en
n=1 ag—1i00
¢ 1 [ D(a)(a—s+1/2)
92 sC s— 1/2Kq 92 / 1-292 2 25720,71/2
TTG) Zl ! a2mne) =g T(s) ¢(1 =25 +2a)
7{_2572a71/2072ada, (3.43)

esto dltimo agregard un polo mds debido a la introduccién de la funcién (1 — 2s + 2a), como consecuencia
ag se definird dependiendo de los polos que puedan surgir del término I'(a)I'(a — s + 1/2)¢(1 — 2s + 2a),
lo que nos lleva a estudiar dicha estructura de polos y empezamos diciendo que los polos de I'(a) suceden en
a € {0,—1,—-2,—-3,—4,--- }.Los polos de I'(a — s 4+ 1/2) suceden tnicamente para a — s+ 1/2 € {0}, pues atin
cuando la funcién I'(a — s + 1/2) diverge paraa — s +1/2 € {—1,—2, -3, —4, - - - } es también donde los ceros
triviales de ((1 — 2s + 2a) acontecen, tal que en el limite tendremos un valor finito. En cambio, cuando a — s = 0
entonces (1 — 2s + 2a) diverge. Los polos para el término I'(a)I'(a — s + 1/2)¢(1 — 2s + 2a) son entonces
a€{0,-1,-2,-3,—-4---}U{s—1/2,s}.

32



CAPITULO 3. REGULARIZACION DIMENSIONAL Y LA FUNCION DE EPSTEIN.

3.3. LA FUNCION UNIDIMENSIONAL

DE EPSTEIN EN SERIE DE POTENCIAS.

» Sis e {0,—1,—2,—3,—4,---} entonces el polo que surge
proveniente de I'(a) y a su vez tendremos un polo mds en a =

de (1 — 2s + 2a) coincidira con un polo
s — 1/2 proveniente de I'(a — s + 1/2). En

este caso ag = 0 pues todos los polos caen en cero o antes de cero como podemos observar en la Fig.3.4.

A

Im(a)

L 200

Re(a)

v

—100

Figura 3.4: Fijamos ay = 0 ya que tanto los polos de I'(a) como el polo de orden dos situado en s y el polo
s — 1/2 se encuentran antes de cero.

» Sise{1/2,—-1/2,-3/2,—5/2,---} entonces el polo de I'(a — s + 1/2) coincidira con un polo que viene
de I'(a) y tendremos otro polo en a = s proveniente de (1 — 2s + 2a). En este caso ag = 1/2 pues todos
los polos caen en 1/2 o antes de 1/2 como puede observarse en la Fig.3.5. Notemos que la flexibilidad
brindada sobre la eleccion de ag en la representacion de Mellin-Barnes para K,_1 /5(2mnc) al elegirse como
un valor finito siempre a la derecha de los polos de I'(a)T'(a — s + 1/2) nos permite seguir aplicando dicha

representacion a pesar de haber conmutado la suma discreta

con la integral, pues uno puede pedir que ag

esté lo suficiente a la derecha de tal forma que pueda encontrarse después de los polos de I'(a)T'(a —s+1/2)

asi como del polo que viene de {(1 — 2s + 2a).

&+ 1/2 41000
Im(a)|
o S L Re(a)\
s—1/2 -4 -3 -2 —1 ol 1 2 37
11/2 — ico

Figura 3.5: En este caso fijamos ay = 1/2 ya que tanto los polos de I'(a) como el polo de orden dos situado en
s —1/2 y el polo en s se encuentran antes de 1/2.
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w Sis ¢ {1/2,-1/2,-3/2,-5/2,---}y s ¢ {0,—1,—2,—3,—4,---} entonces todos los polos de I'(a)
serdn polos de primer orden, y habrén dos polos simples ubicados en @ = s—1/2y a = s. La determinacién
en la eleccion de ag queda a sabiendas del valor de s. Cuando s > 0 entonces ag = s pues todos los polos
en tal situacion caerdn en s o antes de s como puede verse en la Fig.3.6. Enfatizamos que la validez de la
aplicacién de la forma tipo Mellin-Barnes para K,_; /o(27nc) sigue aplicando pues uno tiene la libertad de
elegir a ag a la derecha de los polos de I'(a)I'(a — s + 1/2) lo suficiente para cubrir al polo situado en s
proveniente de la funcién ((1 — 2s + 2a). Para s < 0 establecemos que ag = 0 pues todos los polos se
encontrardn en cero o antes de cero como puede verse en la Fig.3.7.

AN ! S + iOO
Im(a) !
s Re(a)
=% = >
—4 -3 -2 —1 0s— 1/2
1S — 100

Figura 3.6: En esta situacién ay = s pues todos los polos quedan sobre s o antes de s.

Im(a)

s—1/2

F

Wie's)

4 -3 8 -2

—100

Figura 3.7: En esta situacién ag = 0 pues todos los polos quedan en cero o antes de cero.

El lado derecho de Ec. (3.43) puede obtener una forma un poco mds simplificada y un aspecto preferido al hacer el
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cambio de variable de a — —a, en tal situacién el lado derecho de la Ec. (3.43) toma la siguiente estructura

2 & 1 [T T (=a)T(1/2 —a — s)
—1/2 - 9 s+2a—1/2
E n*VE K _y2(2mnc) = 5 /a0+ioo I(s) ¢(1—2s—2a)2
x qRet2e=1/2 20 (3.44)

Si usamos la férmula de reflexién de la funcién Gamma I'(2)I'(1 — z) = 7/sen(nz) entonces al nombrar z = a+1
tendremos que

mesc(ma)

I(—a) = —m.

(3.45)

A su vez, usando la férmula de reflexién de la funcién zeta de Riemann 7 */2T'(z/2)((z) =
I'(352)7~(=2)/2((1 — z), al hacer z = 1 — 2s — 2a tendremos entonces que

r 1-2s—2a\ T(s+a) ((25+2a)
2 - w2s+2a-1/2 (1 — 25 — 2a)’

Al sustituir (3.45) y (3.46) sobre el lado derecho de la Ec. (3.44), adquiere la siguiente forma

(3.46)

c—st1/2 1 AT T(s+a
QWSTZTLS 2K 1/2(2mne) = 5 Z,/_ao-',-ioo M((25+2a)wcsc(wa)c2ada. (3.47)

Esta tltima expresion puede ser escrita en términos de un contorno cerrado como el semicirulo en la Fig.3.8 que
debido a las propiedades de decaimiento del integrando al extender el radio de la figura a infinito la contribucién
del arco puede considerarse despreciable (ver Refs. [31, 68]). El valor de —ag se determina como min(0, —s)
siendo min(0, —s) el minimo entre cero y el valor de —s, permitiendo escribir que

s 7s+1/2 e . 1 (s + )
2 WZ?@ 1/2 Ks 1/2(271'7?,0) QWZ/MC(2S+2Q)WCSC(WQ)CZ da. (348)
Im(a)
—ay
o Re(a)
| C

Figura 3.8: Contorno de integracion en el plano complejo.

Concluimos entonces que la funcién zeta inhomogénea unidimensional de Epstein (3.28) puede ser escrita co-
mo

E1 (s) = / ;l:z mg(% + 2a)7 cse(mwa) — 6_2 i + \/QEF(SF_(;)/Z)C_ZSH. (3.49)
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Ahora es posible aplicar el teorema del residuo a la Ec.(3.49). La integral equivale a 27¢ veces la suma de todos
los residuos dentro del contorno de integracidn, este resultado como veremos es susceptible a ser divergente y esta
es la principal diferencia entre la representacion dada en la Ec. (3.49) y su homdloga que aparece en la Ref. [31] la
cual es finita. Para aplicar el teorema del residuo, tres importantes situaciones deberdn considerarse dependiendo
de la eleccion de s, en lo que concierne a continuacién, nos enfocaremos en estudiar estos casos.

Caso1:1/2—s & Nyy —s & Ny.

Para hacer explicitos los valores que s toma en este caso, decimos que s ¢ {1/2,0,-1/2,—-1,-3/2,-2,--- }.
Los polos que vienen de la funcién csc(wa), es el conjunto cuando a € {0,1,2,-- -}, todos ellos de primer orden.
Expandiendo la funcién cosecante alrededor de k € Ny tendremos

(na) — C (3:50)
wesc(ma . .
a—k
Debido a que queremos calcular los residuos de primer orden, lo hacemos mediante la siguiente expresién
['(s+a)c*® (—1)k
Res, = 1f —k) | =———————C(2s+2
Sk al_r)r}c(a ) Ila+ 1)I‘(s)<( s+2a) a—k
T'(k+s) .
=(—1)F =2 ((2k + 25)c?F. 3.51
(1 iy Sk + 2 (351)
Ademds de lo anterior, tenemos un polo de primer orden para I'(s + a) situado en @ = —s, la expansién alrededor
de este punto es
r — — 3.52
(s+a) ot (3.52)
siendo v la constante de Euler-Mascheroni, entonces el residuo es calculado como
Res_, = i (“is _ 7> - 25 + 2
es_s = lim (a+ s) m(( s+ 2a)7 csc(wa)
C—25
= 3.53
5 (3.53)

por otra parte, para la funcién {(2s + 2a) tenemos un polo de primer orden que se localiza en a = 1/2 — s, tal que
su expansion nos deja los siguientes términos
¢(2s + 2a) — +, (3.54)

al calcular el residuo obtendremos

Res; /oy = lim (a—1/2+s)

I'(s+ a)cQa 1
T(a+ 1I(s) (2 (a —_ % i S) + ’7) WCSC(W@)]

a—1/2—s
Vrl(s—1/2) 1,
=_ N7 s, 3.55
2 I(s) (3.55)
Si ponemos todos los residuos juntos, encontramos que
da T'(s+a)c*® > #L(k+s) o €2 TD(s—1/2) 1 o,
——————((25+2 = —1)"——=((2k + 2 - 8
/C 5mi T{a 7 DT (s)© (28 + 2a)m ese(ma) k:O( V() (RN o m S e

(3.56)

notemos que el lado derecho de la Ec. (3.56) es finito para el caso analizado. Sustituyendo este resultado sobre la
Ec. (3.49) nos permite conocer la expresion asintética en forma de una serie de potencias en ¢ como se aprecia a
continuacion

o0

Tk + s) ok
E —————((2k + 25)c™". (3.57)
= k'F
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Esta ecuacién no presenta polo alguno en su estructura, de hecho cuando ¢ < 1 tal serie es convergente, en cambio,
si ¢ > 1 nada asegura la convergencia de dicha serie.

Caso2:1/2—s ¢ Nyy —s € Ny.

Los valores de s es el conjunto s € {0,—1,—2,—3,---}. La funcién I'(s + a) exhibe un polo localizado en

a = —s, y su expansion asintética fue calculada en la Ec. (3.52). También tenemos polos que provienen de la
funcién csc(ma), que en particular habra un valor para el cual a = —s del conjunto a € {0,1,2,--+,—s,--- }.
Cuando a = —s, al igual que el polo de la funcién I'(s + a), resultard un polo de segundo orden. La expansién
para la funcién 7 csc(ma) alrededor de @ = —s deja el siguiente resultado
(=1’
5 — 3.58
7 csc(ma) its (3.58)

tal que el producto de las dos expansiones asintdticas 7I'(s + a) csc(ra) muestra un polo de segundo orden y un
polo de primer orden

(-1 (1)t

7m['(s + a) csc(ma) — (@t s - (3.59)
Calculamos entonces los residuos como se muestra a continuacién
Res2_, — lim - (a+ 8)24(25 20 (D) (a+5) (25 + 2a)c* (~1)""y
7 am-sda all'(s) (a+s)? a——s all'(s) a+s
o (—1)%c™? B 2 2\ o
= [H_S log (477 c )] sin(rs), (3.60)

2

notemos que cuando —s € Ny la funcién sin(7s) es cero sobre estos valores y el Res2_ se anula. Los otros polos
de primer orden han sido calculados en la Ec.(3.55) para la funcion zeta y la Ec.(3.51) para la funcién csc(mwa) pero
como fue explicado previamente, la etiqueta k = —s se omite de la suma en k ya que es involucrada en el cdlculo
del polo de segundo orden, quedando como resultado

2a _
/ﬁMC(QerQa 7TCSC 71'0, Z k?F k+8)<(2k+25) C2k _ ﬁr(s 1/2)01723

¢ 2miT(a+ 1)[(s) P kT (s) 2 I'(s)
k;Z—e
s ,,—2s
+ (= ;w [H_, —log (47°c*)] sin(ns), (3.61)

donde H,, es el nimero arménico?,

caso bajo andlisis. Al sustituir la Ec. (3.61) sobre la Ec. (3.49), la serie asintdtica para EfQ (s) toma la siguiente
estructura

nuevamente notamos que el lado derecho de la Ec. (3.61) es finito para el

2 > I (k+ —2s —1)8 —2s ]
EY (s) = kZO (_l)kkE!F(s)S)C (2k + 25) 2 — < 5 + ( ;ﬂ-c [H_, —log (47°c?)] sin(rs),  (3.62)

k;ézf s

También pudimos suponer todos los polos de primer orden, en tal situacion la Ec. (3.61) se escribiria como aparece
en (3.56), evocando dicha ecuacién tenemos

da T(s+ a)c? o L (k+5) o €2 TD(s—1/2) | o,
/C Tmmc(QS -+ 204)71' CSC(?TCL) —;(71 WC (Qk =+ 28) C =+ 9 — 7 F(S) C y
aislando del contador al término en k = —s, escribimos que
da T(s+a)c*® = WL (k+s) o VTT(s—=1/2) 4,
————((2 2 3 = 1 2 2 A ) s
/CQm'I‘(a—i—l)I‘(s)C( s+ 2a)mcsc(ma) ];)( ) T (s) ————((2k+2s)c 5 ) c
k;lé_fs
T(k+s) c2s
. kL KT S) 2k L €
+ klgr;( 1) FIT(s) C(2k +2s) ™" 4+ 5 (3.63)

1

2E] ndmero arménico H, se define como H,, = Ek 1%
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0—2

observemos que el limite involucrado en la Ec. (3.63) tiene sentido, el término ° evidentemente es finito,

2
k l;ﬁ(!’l?(L:'))C(Qk + 25)c?* a pesar de que I'(k + s) es singular en k = —s, si —s € Ny
entonces la funcién I'(s) en el denominador hace finito dicho valor, resolviendo el limite nos conduce al resultado

siguiente

mientras que el término (—1)

(_1)80725

% Wk +s) B
S 2I(1 - s)I(s)

—— + lim (—1)

2k
2 kol BT (s) o2k +28)e

[H_, —log(4n*c?)], (3.64)

entonces, el término que viene del limite después de usar la férmula de reflexién de la funcién gamma convierte a
la Ec.(3.63) en

da I'(s+ a)c* ] < I'(k+s) o VTT(s—1/2) 1 o,
/C i T(at D) 1)P(s)C(28 + 2a)m cse(mwa) = kz:: (—=1)* BT (s) ¢ (2k + 2s) 2 — 50 c
k#—s
_ 56725
+ Ere™ [H_, —log (47r202)] sin(ms),

2T

que es exactamente la expresion en la Ec.(3.61) que por consecuencia la expresion para Ef2 (s) serd (3.62). Esta
dltima expresion involucra al término en la Ec.(3.60), como hemos mencionado, dicho término es cero, pero pre-
ferimos conservar su estructura, debido a que en célculos de correcciones radiativas [40] el objeto implicado en
las amplitudes fisicas es el producto E¢ (s)I'(s), donde sucederd un lfmite entre la funcién sin(ws) y la funcién
I'(s), ya que el primero de ellos es cero y el segundo término diverge cuando —s € Ny, el resultado del limite
es un valor finito que contribuye. El andlisis anterior que trata los polos como de primer orden admite entonces
una expresion idéntica a (3.56), lo que nos lleva a una conclusién de suma importancia en torno a la busqueda
de la serie asintdtica como potencias de ¢ para Ef2 (s), estamos diciendo que de nueva cuenta podemos expresar
que

ES (s) :Z(_Ukw«zk +25)c2*.
k=0 ’

A diferencia del Caso 1 la expresion (3.57) en el analisis actual oculta al término que resulta en (3.64), pero
esta forma economica de escribir a Efz (s) tendrd sus ventajas como veremos mds adelante. Este tltimo resultado
es otra gran diferencia respecto a [31] pues tratar los polos como de primer orden en lugar de hacerlo como
polos de segundo orden permite convercernos que la estructura en (3.57) estd nuevamente implicada en el caso
cuando —s € Ny. Para los interesados en esta peculiaridad, mostramos rdpidamente la veracidad de esta dltima

aseveracion. Procedemos agregando y restando el término C;s para después aislar del contador el término cuando
k = —senla Ec.(3.57), dejando la siguiente expresion
2 = I'(k+s) ¢ 72 I'(k + s)
ES (s) = — 12 (2k + 25)cF — lim (—1)F = "2¢(2k + 25)c?*) (3.65
P (s) ;( ) i SRk 290 = o o i (C1)F e 2k 420, (3.65)
kt—s

los dltimos dos términos en la Ec.(3.65) causan el limite ya calculado en (3.64)

—2s
L m (—yrLEES)

_1\s8,—2s
5+ i (DR ES conage = I L togane),

C2I(1 - s)T(s)

lo cual permite reescribir a la Ec.(3.65) como

2o > T'(k+s) ¢~ (=1)%c™2s
ES (s) = ;::0 (—1)kmg(2k+2s)c% -+ (1 S)0) [H_, —log(4m%c?)] .
k#—s

que vuelve a ser justamente la Ec.(3.62) después de usar la férmula de reflexién de la gamma sobre el término
en (3.64).
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Caso3:1/2—seNyy —s & Ny.

El conjunto de valores que s admite en este casoes s € {1/2,—1/2,—-3/2,—5/2,-- - }. La funcién zeta {(2s+2a)
exhibe un polo en a = 1/2 — s y su expansion estd dada en la Ec.(3.54), mientras que los otros polos de la funcién
csc(ma) permanecen en todos los naturales incluyendo el cero, habrd un polo de la funcién csc(ma) ena = 1/2—s,
de manera que su expansion asintética sera

(71)571/2

wese(ra) — ——5——.
(ma) a—%—i—s

(3.66)

El producto entre las expansiones asintdticas 7¢(2s + 2a) csc(ma) manifestard un polo de orden dos y un polo
simple como puede ser visto a continuacién

(_1)571/2 N (_1)571/2,}/
20+s—1)° ats—3

IV Tt (1)
<a+8 2) all(s) 2@+s_;f]}

)+ (3-) o]

w((2s + 2a) csc(ma) — , (3.67)

calculando el correspondiente residuo, obtendremos

1 F 2a -1 s+1
Res2:_, = lim (a—|—s— ) (s +a)e (-1) Y + 4
2 a—i—s 2 all'(s) a+s—35 da

siendo ¥ la funcién digamma que es un caso particular de la funcién poligamma. Los otros residuos provienen
de la funcién I'(s + a), presentando un polo de primer orden calculado en la Ec.(3.53) y la funcién csc(wa) la
cual tiene tnicamente polos de primer orden calculados en la Ec.(3.51), excepto cuando & = 1/2 — s que ha sido
omitido de la suma en k, ya que fue implicada en el calculo del polo de segundo orden, al juntar todos los residuos
escribimos

da T(s+a)c*® = I (k+s) o €28
57 Tla L D\0(a) 0128 T2 = —1)F =2 (2k + 2 S
[ e e + 20y el S (T k)
k#L—s
(~1)" 32 (] 3 ) ;
- - - — 1 27].
(3.69)
Sustituyendo la Ec. (3.69) sobre (3.49), la serie asintdtica para Ef2 (s) que resulta es
2 .- L(k+s) VaT(s—1/2) ,_
¢ _ kW TSs) 2k, VT LS —1/24) 12
ES (s) = kz_o( 1) e C(2k +25) c* + 5 RO
k;ég—s
(—1)s§\/7?025+1{ (1> (3 > ) ]
5 P 1 2v]. 3.70
+ (& —5)T(5) vig)—v(g—s) tlogc +2y (3.70)

Otra forma de encontrar los mismos resultados es suponiendo que tenemos Unicamente polos de primer orden,
entonces evocamos a la Ec. (3.56)

da T(s+ a)c*® o T'(k+s) ™2 rT(s—1/2) | o,
/c % T(a T (s 1)F(5)C(28 + 2a)7 csc(ma) —g(—l)kik!r(s) ¢ (2k +2s) *F + 3 2 T et

aislando del contador a k = 1/2 — s tendremos

da T(s+a)c* e LT (k+s) o
/C%mg“(%—i—%t)ﬂcsc(wa)— kzzo (-1) WQ(Qk—i—Qs)c -|—T
ket b
. R (k4 s) o VTD(s—1/2) |,
o im (DG C @+ 28 S el
(3.71)
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el limite que surge en la Ec.(3.71) deja el siguiente resultado

" kL (k+5) . VAD(s—1/2) | .
I P R L M v B
_(FlpmEme L 1N (3 >
= E )T [w <2) G (2 s> +log ¢ + 27}, (3.72)

insertando la solucién del limite en la Eq.(3.71), claramente obtenemos a la Ec.(3.69) lo cual conduce a la expresion
para Efz (s) dada en la Ec. (3.70). Nuevamente la validez del procedimiento en el tratamiento de los polos visto

. . . s 2 .
como de primer orden evoca a la Ec. (3.56), lo cual sugiere que la serie asintética para Ef (s) en el caso bajo
analisis puede expresarse como

o0

Lk + 3) 2k
E ————((2k + 2s)c
= k'I‘

Que este resultado se mantenga para los tres casos analizados nos brindard opciones para extender nuestras ex-

presiones al caso cuando tengamos n dimensiones extra. Para aquellos que quieren convencerse de la veracidad

de este ultimo resultado, a continuacién presentamos un breve calculo que asegura su validez. Usando el mismo

razonamiento aplicado en el Caso 2, pero teniendo en cuenta esta vez que la divergencia sobre la expresién arri-
D(s—1/2) I

ba (3.57) se encuentra localizada en k = 1/2— s, sumamos y restamos el término \g (‘; (g)/ ) 2s+1 'y escribimos

que

Ef2 (s) = i (=1)* I'(k+s) C(2k + 25)c2 — ﬁwcfzsﬂ I kl_l,n_l (—1)* F(k+8)§(2k + 26)c2F

2 kT (s) 2 I(s) kT (s)
k#1/2—s

JF(S — 1/2) —2s+1
+5 o) , (3.73)

el limite en cuestion es entonces

VT D(s—1/2) _aes ; kT(k+s) ok (_1)%*501725\/7; 2
— 7TC + kl_l)H_ls(_l) }IT(s) C(2k 4+ 2s)c™” = g— <2 —Hi__+log —) ,

de tal manera que la Ec.(3.73) puede ser escrita como

B = 3 (71)’”]&!’}?8)8)«21@ +25) 4 %/f (27 —H,_, +log %) VAT 1/2) o

k£1/2—s
lo cual es totalmente equivalente a (3.70).

3.3.3. Expansion asintotica para la funcion de Epstein multidimensional

La serie asintética en potencias de ¢ para la funcién de Epstein con estructura como en la Ec. (3.57) presente en las
tres situaciones analizadas anteriormente, permite escribir la version multidimensional de la funcién de Epstein.
La relacion entre la funcién multidimensional de Epstein en términos de la unidimensional estd dada como a
continuacion [56]

, _qyi—1 =1
B (s =5t X

p=0

-1
p

) (—1)PP2E8 (s — p/2)T(s — p/2), (3.76)

Con ayuda de esta ultima expresion es posible reescribir a la estructura que aparecerd en las funciones de vértice
estdndar de dos puntos (5.13) y cuatro puntos (5.14), como

“/n o2 1 " n—r 2 (T —"n r—n
Z(JEI ($)T(s) = 5oy ;cm T B (2 + s) r (2 + s> , (3.77)

=1
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conC, =Y, (lfl). Con la finalidad de extraer términos divergentes de nuestras expresiones, hacemos uso de
la expansién en serie de potencias en ¢? (ver Ec.3.57). Aplicando (3.57) dentro de (3.77) obtenemos que

3 (7) B (5)T(s) = — Yea Ty D s+ . @k +25+r—n)c,  (378)

2n—1 k!
=1 r=1 k=0

lo anterior es vélido para | ¢ |< 1. Dicha expresion serd nuestra herramienta principal usada para aislar divergen-
cias en el caso n-dimensional, ademdas (3.78) se reduce a (3.57) cuandon = 1.
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Capitulo 4

Estructura a orden de un lazo de la teoria
A¢* con una dimension extra.

Hasta el momento la presente investigacién cuenta con los elementos necesarios para calcular las estructuras a
orden de un lazo de la teorfa A¢* con una dimensién extra. Los pardmetros de la teorfa son la masa y la constante de
acoplamiento, los cuales en principio se suponen ser cantidades divergentes y que por medio de la renormalizacién
aquellas cantidades UV presentes en los pardmetros desnudos de la teoria son canceladas, tal que dichos pardmetros
se convierten en cantidades con sentido fisico.

Los esquemas de renormalizacién son prescripciones que nos permiten establecer que forma tendran las partes
finitas de los contratérminos y a su vez nos permiten definir el significado de los pardmetros renormalizados en
el modelo. En este capitulo abordaremos para la teorfa A¢* dos esquemas de renormalizacién, cada uno de ellos
presentando ventajas uno respecto del otro, pero de alguna manera cada esquema también deja ver sus limitaciones
como veremos mas adelante. Estos dos esquemas detras de la renormalizacién son:

Esquema de sustraccion minima (MS): Este esquema va de la mano junto a regularizacién dimensional. Los
contratérminos en este esquema son definidos simplemente como los polos necesarios para cancelar las divergen-
cias ultravioletas, dichos polos después de aplicar regularizacion dimensional a las cantidades de interés pueden
leerse de aquellos términos que contienen 1 /¢ cuando € = 0. El esquema MS se dice ser un esquema independiente
de la escala, por tal motivo el teorema de desacoplo en este esquema resulta no ser explicito.

Esquema dependiente de masa: En este esquema el momento externo de la particula se fija a ser p> = —M
siendo M una escala que permite estudiar limites asint6ticos donde a diferencia del esquema MS en este nuevo
esquema el teorema de desacoplo es explicito.

En lo que a continuacion concierne, nos enfocaremos en el estudio a detalle tanto del proceso de regularizacién
como la renormalizacién de la teoria A\¢* con una dimensién extra espacial siguiendo un procedimiento andlogo al
desarrollado en [34] y [35].

2

4.1. Descripcion de las SVFs renormalizadas de dos y cuatro puntos.

, . . . k
Como es comuin, las cantidades renormalizadas {¢, ¢(*), \} y las cantidades desnudas {¢ 5, <Z)§3 ), Ap} se encuen-
tran conectadas a través de los factores de renormalizacidén como se presenta a continuacion:

A
o5 =V76, o5 =\[Z,w0",  Ap=T3A @.1)

Entonces, la Lagrangiana desnuda puede ser escrita como

o0 oo o0
Lp=LO+3" L0013 20 g L4y +£0) + 37 £%) + 2854, (4.2)
k=1 k=1 k=1
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donde £, £OF) y £(k) representan la versién renormalizada de las Lagrangianas dadas por el conjunto de
Ecs. (2.19), mientras que £9>* contiene interacciones de dimensién mayor que cuatro escritas en términos de
las cantidades renormalizadas. El término £( 4. representa el contratérmino estdndar de la teorfa escalar auto-
interactuante, el cual es

1 1 P
L8 = 562 (9,9) (0"6) — Fomis” — o', “3)

donde
Sy =2—1, om3=m%Z—m? 6\ =AgZ>— )\ (4.4)

Las contribuciones cg’_?, y L% en la Ec. (4.2) contienen interacciones entre los campos ligeros y pesados, y entre

campos puramente pesados, cuya estructura especifica no serd necesaria en esta seccion.

La inversa de la funcion de Green estdndar (SGF) de dos puntos es la funcion vértice estandar (SVF) de dos puntos,
G&OOH = zTéOO). A orden de un lazo, en general, los efectos extradimensionales impactaran a las funciones de
vértice estandar (SVFs) insertando particulas excitadas de modo KK circulando alrededor del lazo. En el caso
particular de la SVF de dos puntos renormalizada, a aproximacidén de 1-lazo, tenemos

Fm@:ﬁ—ﬁ—<<m +§MN> +Muw>, (4.5)

donde el término dentro del paréntesis no es mas que la auto-energia del campo escalar ligero, el cual consiste
de tres contribuciones: el primero, M © (p2), proviene del término auto-interactuante de modo cero /\q§4 en £O),
el segundo término, y ;- M (k) (p?), es el resultado del nimero infinito de interacciones entre ¢ y los modos
excitados KK presente en E(Ok)(ver Ec. (5.7)), tal que tendremos una suma infinita de modos excitados alrededor
del lazo (ver Fig.4.1), y finalmente el tercer término, M. 4, el cual es el contratérmino usual para la auto-energia,
esto es,

Me..(p?) = dmi — p*dz. 4.6)
Este término es suficiente para cancelar todas las divergencias UV presentes en la auto-energia como se vera pron-

to. Las primeras dos contribuciones a la auto-energia en la Ec. (4.5) se resumen de la siguiente manera (ver sec-

ci6én 2.3.1 del Capitulo 2):
A d*k i
MK = —/77 4.7
412 _ 2
2 ) @2n)tk M)

donde el simbolo k representa {0, k}.

VRSN

i \

[ee] \ 1

\ ’

> L
z

k=1

Figura 4.1: Contribuciones a la SVF de dos puntos 'y (p) para una dimensién extra sin contratérmino.

Si queremos analizar las correcciones a la constante de acoplamiento de la teoria A¢* a causa de la dimensién extra
a nivel de un lazo, consideramos entonces a la SVF de cuatro puntos 'y (p;)

F4R(pi) =—i\+ ( 1-loop pl + ZFI -loop pl + Fc-t-(pi)> ) 4.8)

con F(IO_ ioop (pi)y I‘(lk l)oop (pi) como las contribuciones a un lazo que modifican a la constante de acoplamiento en el

limite de baja energia 'y . ;. (p;) el contratérmino que removerd los infinitos UV. El primer término en el paréntesis
de la Ec. (4.8) corresponde al campo ligero ¢ alrededor del lazo, cuya presencia se debe al término A¢* en £(?),

44



CAPITULO 4. ESTRUCTURA A ORDEN DE UN LAZO DE LA TEORIA )\¢* CON UNA DIMENSION
EXTRA.

4.2. REGULARIZACION DE LAS SVES DE DOS Y CUATRO PUNTOS EN PRESENCIA DE UNA
DIMENSION EXTRA.

mientras que el segundo corresponde a una suma infinita de campos excitados con modo k circulando alrededor
del lazo (ver Fig.4.2), cuya fuente es el nimero infinito de interacciones entre el campo ligero y los campos
pesados (ver el primer término en (2.19b)). Cada uno de estos términos contiene una suma sobre las variables de
Mandelstam, es decir,
k
e (pi) = > AT®)(p) (4.9)
{r?}

donde el simbolo ) {p2} Indica una suma sobre las tres variables de Mandelstam, y

1 d*l i i
AT®) (p) = —Z)2 / . (4.10)
2 (2m)* 12 = my,) (p—1)% —mf,

o0
+ > ‘ )

k=1 S~
Figura 4.2: Contribuciones a la SVF de cuatro puntos I'y(p;) sin el contratérmino.

El tercer término dentro del paréntesis en la Ec. (4.8) es
Let.(pi) = —idAq, (4.11)

el cual viene del contratérmino de la Ec. (4.3). Como veremos, este es el inico contratérmino necesario para cance-
lar las divergencias en (4.8). Este resultado es importante, y puede reformularse diciendo que todos los efectos de
una dimensién extra en la teorfa escalar auto-interactuante A¢* se vuelven finitos con ayuda de los contratérminos
de dimensién candnica cuatro dados por la Ec. (4.3); sin embargo cuando més dimensiones extra son involucradas
esto deja de ser cierto, ya que se necesitan operadores de dimensién candnica mayor que cuatro.

Notemos que (4.7) y (4.10) tienen estructuras idénticas como aquellas que aparecen en la teorfa pura de ¢* a un
lazo, con la diferencia de que estas expresiones también representan contribuciones de los modos KK. Lo anterior
sugiere que al aplicar regularizacién dimensional, estos términos exhibirdn un nimero infinito de divergencias
UV en las Ecs. (4.5) y (4.8) lo cual definira a los correspondientes contratérminos. Mostraremos en la siguiente
seccion que este nimero infinito de divergencias UV puede controlarse utilizando la funcién zeta inhomogénea
unidimensional de Epstein [31, 32, 34, 35, 50, 56, 70].

4.2. Regularizacion de las SVFs de dos y cuatro puntos en presencia de
una dimension extra.

Con la finalidad de hacer frente al gran nimero de divergencias UV que a nivel de un lazo impactan a las SVFs de
dos y cuatro puntos, Ecs. (4.5) y (4.8), respectivamente, introduciremos regularizacién dimensional, que a su vez
permitirad detectar la aparicién de la funcién zeta inhomogénea de Epstein unidimensional (ver [31, 34, 35, 40, 50,
56]) auxiliados del Capitulo 3.

En una teorfa de campo escalar una funcién de vértice general contiene integrales escalares de N-puntos, es decir,
integrales sobre la variable de momento dentro del lazo (ver Ec. (3.14))

1

Fyy o / a4 , 4.12)
N H?le (1 = pj)? —m? +ie]

donde m; son las masas internas de las particulas dentro del lazo que aparece en cualquier funcion de vértice
genérica a nivel de un lazo en algiin contexto dado, y p; se relaciona con los momentos externos con p; = 0, por
ejemplo (4.7) y (4.10). Para integrales divergentes aplicamos regularizacién dimensional promoviendo al espacio
tiempo cuadrimensional a un espacio tiempo D-dimensional y definimos que s := N — D/2. Comparando la
Ec. (4.12) con (4.7) tenemos N = 1y s — —1 como el limite cuadrimensional, mientras que de (4.12) y (4.10)
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tenemos N = 2y s — 0 como el limite cuadrimensional. Particularmente es interesante la aparicién de la
funcién zeta de Epstein después de la regularizacién dimensional y a su vez el tratamiento de la serie completa o
dicho de otra manera la serie no truncada que involucra a los modos KK. Antes de entrar al analisis en cuestion,
consideremos formalmente la contribucién de todos los modos excitados KK de la auto-energia (ver Ec. (4.5)

y (4.7)),

= R e d*p i P d*p i
EMW:*E/ 7=—§/

4 72 2 4 2
k=1 2 k=1 (2m)tp k) 2 (2m) <p2 _k m2>

k=1
R2
A [ dt i
=33 [ o T (4.13)
2= @m)t (pup* + pppt —m?)
donde p* = p> = k/R es esencialmente el momento cuantizado de una particula con condiciones periédicas
impuestas sobre la dimensién extra, y ppp/ = psp® = —(k/R)? cuando la métrica Lorentziana es usada. Desde la

perspectiva de la contribucién de los modos excitados KK, existen basicamente dos tipos de fuentes de divergencias
UV o divergencias debido a cortas distancias: una que viene de distancias cortas en M* o un valor grande del
momento continuo, que claramente hace a la integral sobre p diverger, mientras que la otra proviene al permitir
que el momento cuantizado a manera de enteros incremente indefinidamente, en tal situacién p® incrementa y la
serie en k podria no estar bien definida. Por lo tanto, uno requiere de una continuacién analitica para regularizar este
comportamiento. De hecho, cuando regularizacién dimensional se aplica, dicha continuacién analitica estd detras
del proceso justificando todas las integrales en D dimensiones como hemos aprendido de ‘t Hooft y Veltman [71].
Se puede llegar a una conclusién similar para la contribucién de los modos excitados KK de la SVF de cuatro
puntos.

Aplicando regularizacién dimensional a las integrales divergentes en la SVF de 2-puntos (4.5), con s = 1 — D/2,
obtenemos

)\ 4 2\ l+s ‘ ,
Tor(p?s) =p® —m? — 32?7# ( ;T;; ) [F (s) + cQéEf(s)l"(s) — om3 + p?d, (4.14)
donde ¢? := m?/R~2, i es la unidad comtin de masa introducida en regularizacién dimensional, a su vez la

Ec. (3.26) ha sido utilizada. El pardmetro ¢ controla la escala de energia de los modos pesados, y |¢| < 1 es
entendido como el limite de baja energia. El primer término dentro del corchete proviene de M(?), que es el
conocido término divergente presente en la teorfa escalar auto-interactuante A¢*, y el segundo término viene de
S ne, M™*) el cual es consecuencia de un nimero infinito de interacciones de ¢ con los modos excitados KK.
Ya que el término dentro del corchete en la Ec. (4.14) es independiente de p? podemos remover p?§, haciendo
0z = 0. No es necesario decir que las posibles divergencias UV pueden leerse como polos de I'(s) o el producto
de la funcién zeta inhomogénea unidimensional de Epstein Ef2 (s) con la funcién gamma I'(s), pero debemos
tener cuidado al momento de prodecer a realizar el limite s — —1, o equivalentemente, D = 4. En particular,
con el producto Ef2 (s)T'(s) uno deberfa evitar la aplicacién directa de la regla del ‘limite de un producto’. De
hecho, debemos primero agotar toda manipulacién algebraica en este producto antes de tomar el limite. Esta es
la principal diferencia técnica respecto al trabajo [61], donde el andlisis se desarrolla en torno al caso de una
dimensién extra S!. Si se espera que las divergencias UV sean canceladas en las SVFs para el limite de baja
energia, necesitamos aislar las fuentes de divergencia desde las férmulas asintéticas y adecuadamente elegir los
contratérminos necesarios.

El mismo procedimiento de regularizacién dimensional puede aplicarse a la SVF de cuatro puntos, con s = 2 —
D/2, conduciendo a la expresién

o as AT o ! m? +p?z(z—1)\ ° 42\ °  e(pn)?
Linlpis) = — v+ o 3 [ dzl(( ) re+ () B0 ere
{r*}

4y
7 (4.15)

!Hasta este punto hemos decidido usar la variable s la cual regularmente aparece en la literatura de las ‘funciones zeta’ (Riemann, Hurwitz,
Epstein,. . .), en la siguiente seccion insertaremos € := 4 — D usualmente utilizado en regularizacién dimensional.
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siendo c(p, z)? := (m? + p?2(z — 1)) /R~2. El primer término dentro del paréntesis representa la correccién a la

0
(l -%oop (pi ) 5

(pi) y 6A\1 como se

constante de acoplamiento proveniente del término de interaccién para el campo ligero \¢?, esto es, I’
(k)

mientras que el segundo término se origina de la contribuci6n extradimensional ) ;- | T’ -loop

dijo previamente, es el contratérmino.

4.3. Renormalizacion a un lazo de la SVF de dos puntos en presencia de
una dimension extra

Los contratérminos dados en estas secciones con la finalidad de tratar los efectos a un lazo de la quinta dimensién
al nivel de la masa y la constante de acoplamiento son inspirados en el esquema-(MS) [72, 73], es decir, un
esquema independiente de masa en el cual las divergencias UV de los diagramas de Feynman serdn cancelados
por contratérminos definidos como los polos en D = 4. Interesantemente, tales contratérminos son de dimension
canoénica 4 (ver (4.3)).

En presencia de una sola dimensién extra, analizamos las divergencias UV en I'sp y ['4r. La fuente no trivial
de estos polos proviene de Ef21" en el limite cuadrimensional correspondiente (ver Egs. (4.14) y (4.15)). Nuestro
problema se reduce a investigar la estructura de los polos en EfQF lo cual se hard en el limite |c¢| < 1, donde la
férmula para este producto se puede saber (ver Secc. 3.3.2), esto es

Efz (s)T'(s) = i (_kl')k L(k + s)C(2k 4 2s)c?*. (4.16)
k=0 ’

Como puede ser visto de (4.16), la SVF de dos puntos en el limite de baja energia puede ser escrita como a
continuacion,

e/2 o)
T 2 N\ .2 2_)\m2 Ay / T E—l Z(_l)kl“ E—l k o _ 9) 2kte—2
QR(p )6) =p m 3271_2 m2 ) + k_' 9 + C( +€ )C
k=0

—om?, (4.17)

donde el limite cuadrimensional se obtiene cuando € — 0,cone/2 = s+1=2—D/2,estoes, s — —1. El primer
término dentro del paréntesis contribuye con la divergencia UV usual, la cual resulta de la siguiente expansion
asintética,?

4 2 5/2 2 )
( ;‘; ) r (% _ 1) ~ ==+ (fnito), (4.18)

aqui, la parte ‘finita’ contiene constantes tipicas como lo es la constante de Euler-Mascheroni v y un logaritmo
que incluye en su argumento el cociente 4% /m?. El andlisis sobre el segundo término en (4.17) es mas sutil,
las posibles fuentes de divergencias pueden originarse de los argumentos ya sea de la funcién I' o de la funcién
zeta de Riemann (. Por lo tanto, los polos se encontrardn cuando el argumento de la funcién gamma sea un entero
negativo o cero, y cuando el argumento de la funcién zeta de Riemann se convierta en uno. Estas condiciones se
pueden expresar de la siguiente manera:

—2k+2=25, jeNy (4.19)
—2k+2=-1. (4.20)
La Ec. (4.19) se satisface unicamente para k = 0 y k¥ = 1, y no hay un entero positivo k£ que cumpla la identidad
(4.20). Por lo tanto, la dnica fuente de divergencias UV para una dimensién extra estd codificada en la funcién

gamma, cuando tengamos mds dimensiones extra, lo anterior no serd el caso. En £ = 0 la expresion asint6tica
relevante cuando € — 0 es la siguiente

4 p?c?
m2

/2 ((3)
) [(e/2 = 1)¢(e = 2) ~ 25 + (finite) + O(e). (4.21)

2Recurrimos al simbolo ~ para indicar igualdades asintdticas.
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En k = 1 la expresion asintética significativa para valores pequefios de € es
4 2.2 €/2 20(0
< ”g; > r(g )C(e) N% + (finite) + O(e). 4.22)

De la relacién (4.21) notemos que aunque la funcién gamma diverge conforme € va a cero, el producto I'(e/2 —
1){(e — 2) es finito. En otras palabras, el término correspondiente a & = 0 no contribuye al polo en absoluto. Este
no es el caso para el término k£ = 1, como podemos ver desde la igualdad asintética (4.22), la cual muestra la
divergencia ultravioleta tipica 1 /e conforme ¢ — 0. Introduciendo las relaciones asintéticas (4.18), (4.21) y (4.22)
dentro de la SVF de dos puntos (4.17) para un e pequefio tenemos que

Im? S (—1)F b Am? (1 Am2¢(0) (1
Par(®, ) =p* —m* = 555 £ ! Pk —1)¢(2k—=2) ™+ {167& (a) T (eﬂ
—2

2

+ ’\;nﬂifc(j) + (finite) + O(e) — om7 . (4.23)
Ya que la serie que queda después de aislar a los términos divergentes (en Kk = 0y & = 1) converge en el
limite |¢| < 1, concluimos que la SVF de dos puntos (4.14) serd UV finita a nivel de un lazo si definimos al
contratérmino adecuado para evitar las divergencias ultravioletas encontradas. En el sentido de la prescripcion
del esquema-(MS) [72, 73], donde las divergencias UV de los diagramas de Feynman deben ser canceladas por
contratérminos que pueden ser leidos de los polos en D = 4, definimos

Am? (1 Am2¢(0) (1
2. _ - _
omy = 1672 (e) + 1672 (e) ’ (4.24)

es aqui donde el segundo término en Lg)_ (4.3) es totalmente definido. Del lado derecho de la Ec. (4.24) el primer
término es el polo tipico de la auto-energia proveniente de £(©), y el segundo término es la contribucién extra
dimensional o contribucién KK. La presencia del factor® (0) = —1/2 es la versién regularizada de la divergencia
UV asociada a cortas distancias en la dimensién extra (ver discusion posterior a la Ec. (4.13)).

Cuando los campos pesados se vuelven infinitamente masivos, esto es, en el limite ¢ — 0 o equivalentemente
R~! — o0, se espera en la Ec. (4.17) el desacoplo de la contribucién KK, sin embargo lo anterior no sucede.
Segtin la expansién asintética (4.21) el término en k& = 0 es Am?((3)/64n%c? en el limite ¢ — 0, lo cual diverge
cuando c tiende a cero; ademds, la parte ‘finita’ del término k& = 1 en la Ec. (4.22), contiene un término proporcional
a log(2mc) que también diverge cuando los campos pesados se vuelven infinitamente masivos. Asi pues, aunque
el esquema-(MS) remueve las divergencias UV, no le compete el teorema de desacoplo; sin embargo, un esquema
dependiente de masa puede asegurar el desacoplo de los modos pesados como se mostrard en la seccion 4.5. Lo
anterior continua siendo cierto incluso en la versién dimensionalmente reducida de QED, lo cual puede ser revisado
en [34].

4.4. Renormalizacion a un lazo de la SVF de cuatro puntos en presencia
de una dimension extra.

Aplicando un tratamiento similar a I'yz(p; s) dada en la Ec. (4.15). Esta expresion diverge conforme s — 0, o
equivalentemente cuando ¢ — 0 con €/2 = s. Ya que nuestro interés radica en aislar las divergencias UV, la
idea es entonces explorar la estructura de polos para I'yz (p;; s), de tal forma que aprovecharemos las expansiones
asintéticas en el limite de baja energia (|c| < 1). Apoydndonos de la Ec. (4.16), la SVF de cuatro puntos en dicho
régimen puede ser expresada de la siguiente manera

. iNZuc € 1 m? 4 p22(x — 1)\ /2
Tar(pise) = — Mg + ot F(f)/ dz <p(2))
! 0

AT

L (2)F (4mp\E e ) |
+k§7 ( 2 ) r (5 +k) Cle+ 2k)Fi(p?)est2R | — o) (4.25)

3Recordemos que la funcién zeta de Euler (g (s) = pyay % toma el valor de —1/2 en s = 0 una vez que ha sido analiticamente
continuada a la funcién zeta de Riemann ((s).
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donde F},(p?) se define como
o (4wt bt m? + p2z(z — 1)\ "
i) '_( m? ) /0 dz 4
k !
_ k) (=1)'a? ( p?
=2 (l) @ +1)! \m?2) " (4.26)

La contribucién a T'yg(p;; ) del campo ligero alrededor del lazo se codifica en el primer término dentro del
paréntesis de (4.25). Esta es la bien conocida contribucién que proviene de £(%), la entrada correspondiente al polo
puede calcularse usando

e\ [(m?+p2z(z—1) /2 g .
r (5) (W) ~ — + (finite) + O(e), (4.27)

donde la parte ‘finita’ en (4.27) contiene la constante de Euler-Mascheroni y un logaritmo el cual dentro de su
argumento depende del momento a través del término (m? + p?2z(z — 1))/4mu? integrado en la variable z. Con
respecto al segundo término dentro del paréntesis de (4.25), los términos divergentes pueden determinarse desde
el andlisis de los argumentos de las funciones I" y (, de hecho, estas funciones divergen siempre que

—2k=2j5, jeNp (4.28)
—2k = —1, (4.29)

respectivamente. En este caso, hay una tnica solucién para (4.28) que es cuando k¥ = 0, y no existe solucién
para (4.29) ya que no hay un entero positivo k£ que lo cumpla. Por lo tanto, la inica fuente de divergencia proviene
nuevamente de la funcién gamma. Cuando £ = 0 el asint6tico para dicho término puede ser obtenido de la
Ec. (4.22). Introduciendo las relaciones asintéticas (4.27) y (4.22) dentro de (4.25), para valores pequefios de ¢
obtenemos

ix2 > (—)k i\2 € A2 €
Tap(piie) = — A+ -2 ZZ%F(k)((2k)Fk(p2)c2k+ F’&ATZ (N> | 3iA%¢(0) <M>]

3272 € 1672 €
{p?} k=1

+ (finite) + O(e) — i6A (4.30)

de lo cual el contratérmino d\; puede establecerse, tal que la version finita de la SVF de cuatro puntos, a nivel de

un lazo, se obtiene definiendo
L7 16m2 \ e 1672 €]’ ’

Con este valor particular de d\; el dltimo contratérmino en L. ;. queda completamente definido. Del lado derecho
de (4.31), el primer término es la divergencia UV tipica en la teorfa ¢* presente en £(?), y el segundo término es
la divergencia UV que proviene de la dimensién extra a nivel de un lazo en el limite de baja energia, el cual es
nuevamente caracterizado por el valor regularizado ¢(0); el factor 3 viene de la suma Y .. En conexién con la
extension de este resultado hacia un nimero mayor de UEDs, es importante enfatizar que (4.31) es independiente
del momento externo, la razén se debe a que la divergencia UV proviene del término £ = 0 en la Ec. (4.25) el
cual contiene al factor Fj (p2) = 1; cuando mds dimensiones extra son compactificadas, la I'yr resultante de la
teoria contendra divergencias UV con términos que involucrardn funciones genuinas de los momentos externos en
Fy, (p2), este hecho implicard una estructura mas rica en lo relacionado a contratérminos [34, 35], [74].

Notemos que los contratérminos necesarios para cancelar las divergencias UV presentes en las SVFs I'sg y 'y
son de dimensi6n canénica cuatro, es decir, no apelamos a ninguna interaccién incluida en £254; sin embargo, este
es un caso muy especial ya que, como veremos mds adelante, en presencia de mds dimensiones extra se requeriran

contratérminos de dimensién candnica mayor que cuatro y las interacciones en ﬁgf“l serdn relevantes.

Directamente desde la SVF de cuatro puntos la funcién beta 3(\) puede calcularse a nivel de un lazo, en este
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caso,

, A .
BN :35%“6? = ggrg)u% (Au +

_3A%7 0 3A%¢(0)
T 1672 3272

3\u 3N (0)pue
1672¢ 3272¢

4.32)

La funcidén beta mide la intesidad de la fuerza de la constante de acoplamiento conforme a la energia. Del lado
derecho de la Ec. (4.32) el primer término es el valor usual de la funcién beta para la teorfa auto-interactuante A¢*
en el esquema-(MS), mientras que el segundo término es la contribucién debida a la quinta dimensién. El valor
de B(\) es positiva, lo que significa que la fuerza del acoplamiento aumenta a medida que aumenta la energfa.
Observe que la contribucién debido a dimensiones extra reduce en un factor de 1/2 a la funcién beta usual, es
decir, al valor de la funcién beta en ausencia de la quinta dimension.

Es importante enfatizar el hecho de que cuando R~' — oo (¢ — 0) el teorema de desacoplo no se cumple tanto
para I'yr como para la funcién beta. De hecho, con respecto a I'4g, el término divergente UV para k = 0 (ver
Eq. (4.22)) contiene, ademds del polo, dentro de su parte ‘finita’ un término proporcional a log(472c?). Ademds,
la funcidén beta es simplemente una constante independente de R, por lo tanto, el teorema de desacoplo no es
manifiesto. Esto no es una sorpresa ya que es bien sabido que la mayor diferencia del esquema-(MS) y otros
esquemas similares a este es que la funcién 3 es independiente de la escala [34, 36]. Para restaurar tal dependencia
sobre la escala debemos migrar a un esquema de substraccién dependiente de masa, esta serd la idea principal de
la siguiente seccion.

4.5. Desacoplo de la contribuciéon KK en presencia de una dimension ex-
tra.
En la presente seccién migraremos a un esquema de substraccion dependiente de masa al elegir p?> = —M?2,

con M la escala cinematica o de substraccidn [34, 40]. Comenzamos analizando la contribucién a un lazo de la
auto-energia dada por (ver (4.14) con s + 1 = €/2)

A 477/12 ¢ € 2 € € _
2y . 2 € _ € € ye—2] 5.2 .2
Msp(p) =35 M ( 3 ) {I‘ (2 1) + EY (2 1)I‘(2 1)c omi +pdz, (4.33)

donde ninguno de los términos entre corchetes dependen de p?, por lo tanto 67 = 0. Determinamos el con-
tratérmino §m? usando la condicién cinematica

M5D(p2)| =0, (4.34)
p2=—M2
por lo tanto
Am? [ 4rp? €/2 € 2 /€
2 c e—2
5m132ﬁ2<m2> F(ifl) [1+E1 (§f1)c } (4.35)

En este esquema la auto-energia Msp(p?) = 0 para todo p?. A nivel de un lazo, la masa renormalizada no se ve
afectada por dimensiones extra una vez que se cancelan las divergencias UV, esto es porque Ms5p(p?) no depende
del momento externo p2 a diferencia de QED [34]. Hasta el momento, no se puede decir mucho sobre el desacoplo,
podriamos extender nuestros cdlculos a dos lazos si queremos ver explicitamente el desacoplo de la contribucién
KK. Por otro lado, veremos que la SVF de cuatro puntos esclarece mejor este aspecto.

Para la SVF de cuatro puntos tenemos una dependencia explicita de los momentos externos a nivel de un lazo. La
SVF de cuatro puntos (4.15) cuando se introduce €/2 = s se convierte en,

_ —e/2
iN? ! m? + p?z(z — 1) /2 X m?k) +p?2(z — 1)
T iy = —iuc € d R S E
ar5D(Pis €) AR + 3002 H {Ez}: /0 ? ( A2 ) + 47
P

k=1

x T(e/2) — i6A;. (4.36)
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Determinaremos en esta ocasién a d\; a partir de:

Tursp(s,t,u = —M?) = —il. (4.37)
entonces,
— —e/2
3iN? ! m? — M?z(z — 1) /2 — m%k) M?z(z — 1)
6\ = € d I'(e/2 . I'(e/2
10A1 327T2/”L /0 < ( A2 ) (e/ )+k§::1 A7y (€/2)],
(4.38)

cuya expansion asintética para valores pequefios de € es

3ix2 [t (2 2 2(z—1)M?
10\ Nl—/ dz{ — g + log(4m) — log (m 2(22 ) )
€

3272 1
il mpy, — 2(2 — 1) M?
Z = — g + log(4r) — log " . (4.39)
k=1

Tal que la SVF de cuatro puntos libre de divergencias UV se obtiene mediante la sustitucion de (4.39) en (4.36)
obteniendo

i\2 m2 4 oy — my+2(z—1)p
Larsp(pi) =—1 3;\2/ dzz [lo < - (( 1M2>+Zl < (k—z((z—l))]\42>‘|'

k)
(4.40)

El teorema de desacoplo en la Ec. (4.40) es explicito, cuando la masa de los modos pesados es mucho mayor que
nuestra masa cinematica, m) > M, tenemos

2 m2 _
Pursp(pi) = — A — -2 /dzZlog( Rkl ot ) (4.41)

322 m? —z(z — 1) M?

tal que Unicamente esta presente la contribucién del campo ligero. Ademas, la funcién 3 se puede calcular en este
esquema dependiente de masa usando [36]

0o\

AN=—M 4.42

3x2 ! 2(1 — z)M? = (1—z)M?
= d 4.43
167r2/0 z[m2221M2+kz::1mkzzl)M2 ’ (4.43)

en particular, cuando m < M, la funcién [ se aproxima a
3\2 T & 2(1 — 2)M?

AN =——=1]1 d . 4.44
Fsp() 1672 Jr/0 ZZ m%k) —z(z—1)M? (“444)

Adicionalmente, en el limite M < m(), TECuperamos el conocido valor de la teoria escalar auto-interactuante, ya
que toda contribucién de KK se desacopla, conduciendo al valor

3\2
BN = 162

Si por otro lado, permitimos a M ser extremadamente grande, es decir, M > m ) y M >> m, simultaneamente, el
valor para la funcién beta 5 formalmente se convierte en el valor que se obtiene mediante el esquema-(MS) (4.32),

(4.45)

esto es,

32 P& 2(1 — 2)M?

= 1

fsp(3) 1672 + /0 dzz m?,, — z(z — 1)M?
k=1""(k)

32 ! 322 3)2%¢(0)

= 1 = . 4.4
1672 { i A dZC(O)] 1672 © Tom2 (446)

Implicaciones similares pueden encontrarse en la Ref. [34] donde cantidades como auto-energias para el fotén y el
fermidn, asi como la funcién beta en QED son calculadas.
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Capitulo 5

Estructura a orden de un lazo de la teoria
)\qb4 con n dimensiones extra.

En este capitulo abordaremos la regularizacién y renormalizacién de las SVFs ligeras en la teoria A¢* con n di-
mensiones espaciales adicionales [74], lo cual es una extension de las expresiones envueltas en el Capitulo 4[40].
Veremos que las principales diferencias son técnicas, pues los procedimientos escencialmente son los mismos ba-
sados en [34] y [35]. La aparicidn de operadores de dimensién mayor que cuatro incluird un importante ingrediente
en el modelo pues las divergencias UV estaran relacionadas con potencias de los momentos externos. Similarmente
se usardn dos esquemas de renormalizacidn; el esquema MS y el esquema dependiente de masa, siendo este dltimo
donde el teorema desacoplo se muestra de manera explicita.

5.1. Descripcion renormalizada para las funciones de vértice estandar de
dos y cuatro puntos.

Nuevamente relacionamos las cantidades renormalizadas {¢, oE) A} con las cantidades desnudas {¢ 5, (b%), A}
a través de los factores de renormalizacién de la siguiente manera (comparar con (4.1)):

A
o =VZ6, 5 = \[Zwo®,  Ap= A (5.1)

La Lagrangiana desnuda es escrita como

Lp=LO+3 L0 N 2 4 g4+ £9) +3" 28 + i3, (5.2)
® ® ®

donde £©, £OF) y £(E) representan la versién renormalizada de las Lagrangianas dadas por el conjunto de
Ecs. (2.29), mientras £%>* contiene interacciones de dimensién canénica mayor que 4 escrita en términos de
cantidades renormalizadas. Notemos que, como fue anticipado, uno podria adivinar (5.2) haciendo la sustitucién

de Y72 | por Z( k) €N la expresion (4.2). El término EE%) representa el contratérmino estdndar de la teoria escalar
auto-interactuante, el cual es

1 1 oAn
LE) = 502 (9u0) (90) — Hom}¢” — 6%, (5.3)
donde
6z =27 —1, om2 =m%Z —m?, A = ABZ% = \. (5.4)

Desde nuestra Lagrangiana efectiva dada en la Ec. (5.2), podemos ver que nuestra Lagrangiana desnuda con-

formada por interacciones mayor que cuatro es EdB>4 = L4 4 Eff_‘l, que contiene a todos los operadores de
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dimensién mayor que cuatro. Para conocer su estructura, construiremos operadores que sean invariantes de Lo-
rentz de dimensién mayor que cuatro y por inspeccién podemos elegir aquellas interacciones especificando que
estas consistentemente remuevan a las divergencias que puedan surgir proporcionales a potencias de los momen-
tos externos Rp—: [34, 35], pues términos de la forma Fj (pg) (ver Ec. (4.26)) comienzan a ser distintos de 1. Tal
Lagrangiana debe tener una estructura como la siguiente

2

1 H o L -
Lot == . < >3X(T)DL£J¢ Xkl
2 = (R72) 7;0 r !
(k par)
2
k—1
n ( >8X()DL Ig. gxt-noltstly
r=0,
(k 1mpar)
2
5] k—1
41 5%k (k—1> NolElp . grt-mugl il 4
2 = (R72) =0, "
(k par)
2
=l
X
+ > < . >a (5.5)
r=0,
(k impar)
donde O := 9,0”. Ademis x : Ny — {0, 1} es la funcién indicatriz de los nimero impares, esto es,
1, r par
x(r) == { . ) (5.6)
0, r impar

tal que OY*"Y = 9, y 9Y®”) = 1. El simbolo |-| denota la funcién piso'. El cuadrado debe ser tomado con
respecto a la métrica de Minkowski, es decir, (4,)? = A,n""A,. Notemos que el segundo término dentro de
cada corchete contiene dos derivadas con indices de espacio tiempo abajo, sin embargo debido a los valores de ,
solamente una de estas dos derivadas sobrevive en cada término; entonces, el cuadrado conduce a un escalar de
Lorentz. En la Ec. (5.5) tenemos que da, = Zapgy — 1, donde a y ap(x) son las constantes de acoplamiento
renormalizada y desnuda respectivamente, que acompaiian a los operadores de dimensién mayor que cuatro. La
constante de acoplamiento oy, ya es una constante redefinida que ha absorbido los cocientes R~ /A, donde A se
entiende como la escala de energia donde la nueva fisica empieza a manifestarse (para mas detalles sobre o y A
ver Seccs. (2.2) y (2.3) ). La contribucién L‘c% en la Ec. (5.2) contiene interacciones entre el campo estdndar y
los modos KK las cuales no serdn necesarias para que las SVFs sean finitas, en cambio el sector £d>4 jugard un
papel importante al remover los polos que son proporcionales a (p?/R~2) que emergen en la SVF de cuatro
puntos.

En esta construccién, como mencionamos anteriormente, los efectos extradimensionales son debido a la presencia
de los modos excitados KK. A causa de los términos en Z(k) LK) hay contribuciones extra dimensionales a

las SGFs o funciones de Green asociadas a la teoria A¢*. Por ejemplo, a nivel de un lazo, la SVF de dos puntos
') (p) = T'yx(p) se convierte en

Tor(p) =p® —m® — | MO (p?) + > MB (p?) + M., () | . (5.7)
)

De nueva cuenta, la auto-energia contiene términos que representan a la particula ligera, M (©) (p?), y una suma de
particulas excitadas, Z( k) M) (p?), circulando alrededor del lazo, ver Fig. 5.1. El primero de ellos proviene del

IEl simbolo | -] se entiende como la funcién piso que a cada niimero real asigna el mayor nimero entero igual o menor que ese nimero real.
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término de auto-interaccion A¢* en £(9), Ec. (2.29a), mientras que el segundo es consecuencia del primer término
en £O%) (2.29b). No es dificil ver que las expresiones para dichas contribuciones tienen la misma estructura que

en (4.7)
4 .
ME) — A/M¥7 (5.8)

112 _ 2
2 ) (2m)tk M)

donde k representa {0, k}; ademds, la Ec. (5.7) se puede obtener directamente de la Ec. (4.5) sustituyendo Zzil
por Z( k)" El tercer término, M, ;. (p2), dentro del paréntesis en la Ec. (5.7) es el contratérmino estdndar, es de-
cir a

2 2 2
M.+ (p*) = 0mi; — p“dz. (5.9)
y mostraremos que no se necesitan mds términos para cancelar las divergencias UV presentes a nivel de un lazo

(k)

VRN

! \

\ !

\ /

+ N7
s

(k)

Figura 5.1: Contribuciones a las SVF de dos puntos I's(p) para n dimensiones extra sin contratérmino.

en (5.7). En otras palabras, los efectos de dimensiones extra con la geometria ya antes descrita sobre la auto-energia
de \¢* para un niimero entero arbitrario n se volver4 finita tinicamente con contratérminos de dimensién canénica
cuatro. De forma similar, la SVF de cuatro puntos I'4r(p;) a la aproximacién de un lazo, se convierte en

3] k
Tyr(p;) = —iA+ I‘llooppZ —|—ZlﬂllooppZ — ZZzak< 2) —i—ZZzéak( ) ,

k=1{p*} k=1{p*}

(5.10)
donde F(, 3001) y F(,kl)oop estdn correlacionadas con las particulas de modo cero y (k) circulando dentro del lazo,

respectivamente, ver Fig. 5.2, entonces

T (i) = Y Ark (5.11)
{r?}
donde o
1 i i
AT®E) (p) = —42/ . 5.12
() 2 (2m)* 12 — m(zk) (p—102- m%k) ( )

y> {2} Tepresenta una suma sobre las variables de Mandelstam. Estas expresiones son las extensiones de (4.9)
y (4.10) a n dimensiones extra, respectivamente. Nuevamente, los términos dentro del paréntesis en (5.10) pueden
obtenerse de (4.8) via la sustitucion de 220:1 por > (k)" Los dltimos dos términos en (5.10) surgen del sector LdB>4
que contiene a operadores de dimensién mayor que cuatro que producen términos en la forma de potencias de los
momentos externos. Ahora es explicito que (5.7) y (5.10) presentaran un nimero infinito de divergencias debido al

+ Z S

Figura 5.2: Contribuciones a las SVF de cuatro puntos I'y(p;) para n dimensiones extra sin el contratérmino.

ndmero infinito de integrales del momento interno. En la siguiente seccién usaremos regularizacién dimensional y
extenderemos los resultados presentados en una dimension extra con la finalidad de controlar estas divergencias,
y de esta forma daremos un significado a las contribuciones de n dimensiones extra para la masa y la constante de
acoplamiento sin truncar las series que involucran los modos KK. Nuestros resultados debidamente se reducen al
caso en ausencia de dimensiones extra.
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5.1.1. Regularizacion de las SVFs de dos y cuatro puntos en presencia de n dimensiones
extra.

Extenderemos ahora el procedimiento de regularizacién introducido para el caso de una dimension extra a varias
dimensiones extra, esta extension requiere el conocimiento de las funciones zeta inhomogéneas multidimensionales
de Epstein y su limite de baja energia (ver subseccion (3.3.3)). Las integrales divergentes UV en las Ecs. (5.8)
y (5.12) son un caso particular de la Ec. (4.12) para N = 1y N = 2, respectivamente. En el procedimiento
de regularizacién dimensional se vuelve natural definir s := N — D/2 pues es comin encontrar a las funciones
de Epstein en la literatura usando la variable s, en lo siguiente los limites s — —1 y s — 0 son los limites
cuadrimensionales para el espacio tiempo en I'sp y 'y, respectivamente. Mds adelante, introduciremos € := 4—D
lo cual es mas comun.

Aplicando regularizacién dimensional a las SVF de dos puntos (5.7), con s = 1 — D/2, y demandando el mismo
tamafio del radio para cada dimensién extra, R = R; = ... = R,,, obtenemos

2 2 2 A 2 477#2 e 28
FZR(p 75) =p —m — 32ﬂ_2m m2 +Z El )F(S)

donde las Ecs. (3.12) y (3.24) han sido utilizadas. Como pudo haber sido anticipado, el primer término dentro del
corchete proviene de £(?) y su término de auto-interaccién ¢*, mientras que el segundo término es la contribucién
extra dimensional. La suma finita de las funciones zeta inhomogéneas multidimensionales de Epstein Ef2 (s) sur-
gen de las sumas anidadas incluidas en el simbolo Z( k- Dela Ec. (5.13) las divergencias ultravioletas vendran de

+p%5z —om2,  (5.13)

I'(s) y el producto de Ef2 (s) conI'(s) (I = 1,...,n). Por lo tanto, un punto importante a tratar en la siguiente
seccion es aislar los polos con la finalidad de designar los contratérminos apropiados para cancelar las divergen-
cias. La independencia en el momento externo p? dentro del corchete en la Ec. (5.13) implica que 6 = O en la
Ec. (5.13).

Resultados similares se obtienen despties de hacer regularizacién dimensional para la SVF de cuatro puntos (5.10),

cons=2— D/2, estoes
m? +p?z(z—1)\ ° A2\ ¥ e= (1 e(pon)?
( A2 ) + (R—z ) Z (Z)Elcmz} (s)I'(s)
=1

L5 k L3 k
Z i (R 2) — i+ Y Y iday, (é’:) , (5.14)

=1{p?}

. s Z)\z s !
Tar(pis) = —il\g? +327r2u2 Z/ dz [T(s)
,2}‘

3

donde ¢(p, 2)? := (m? + p?z(z — 1))/R~? ya ha sido expresado anteriormente. El primer término dentro del
corchete es, otra vez, la correccién usual a un lazo a la constante de acoplamiento en la teorfa )\gb4, y el se-
gundo término proviene de Z( &) &) (pi) en (5.10) el cual describe a los modos excitados circulando alrededor
del lazo. Las posibles fuentes de divergencias UV en esta expresién vienen de los polos de I'(s) y el producto
EE (s)T(s).

5.2. Renormalizacion a un lazo de la SVF de dos puntos en presencia de
n dimensiones extra.

En las siguientes secciones extenderemos la propuesta utilizada para una dimensién extra a mds de ellas para
tratar los efectos a nivel de un lazo para la masa y la constante de acoplamiento [74]. Debido a la presencia
de un numero arbitrario de dimensiones extra, existe cierta complejidad al tratar con los términos divergentes
que surgen del modelo en el limite de baja energia Resulta que las divergencias UV debido a dimensiones extra
en I'sp y I'4g vienen de los productos Ef I, (I = 1,...,n) en el correspondiente hmlte cuadrimensional (ver
Ecs. (5.13) y (5.14)). Afortunadamente hay una expresion que relaciona a cada producto £} °T con una suma finita
de productos del tipo Efz I" al precio de trasladar el argumento (ver Ec. (3.76)), posteriormente, la mayor parte del
analisis se realiza sobre EfQF enelcasode | ¢ |« 1.
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En esta seccion disefiaremos un procedimiento andlogo a [34] y [35] con objeto de hacer la SVF de dos pun-
tos (5.13) finita para un n € N arbitrario proponiendo el contratérmino correspondiente dm? para cancelar
los infinitos UV a nivel de un lazo. Para extraer los polos de I';g en s — —1, o equivalentemente cuando
s+ 1 =¢/2 = 2 — D/2 tiende a cero, es conveniente usar la Ec. (3.78), valida para | ¢ |« 1, tal que pode-
mos intercambiar el problema de encontrar los polos de Ef2 I por la tarea de investigar los polos del producto de la
funcién gamma con la funcién zeta de Riemann. Por lo tanto, insertando (3.78) dentro de (5.13) obtenemos

Am? [ 4mp?\ € 1 < nor o= (—1)F (€ r—n
Ton(p2 €) =p2 — m2 — F(f—l) . . F({-—-14+k

n

xC(2k+e—247—n) 02’“62} —om?2 . (5.15)

El primer término dentro del corchete es el tipico término divergente presente en ausencia de modos KK y puede
tratarse como es usual. Enfocdndonos en el segundo término, vemos que contiene polos en diferentes valores de
r para algunos términos de k dado un nimero n de dimensiones extra; estos polos provienen ya sea de la funcién
gamma o la funcién zeta, de hecho, los polos estan determinados por las siguientes ecuaciones (ver los argumentos
de 'y ( enla Ec. (5.15)):

n—rp(n,k)—2k+2=25, jeNy (5.16)
n—rc(n k) —2k+2=-1, (5.17)
donde, para un k y n fijos, los valores rr y ¢ son tomados por r € {1,...,n} en los cuales las funciones I' y ¢

en (5.15) divergen, respectivamente, cuando € — 0. Las Ecs. (5.16) y (5.17) son las extensiones a las Ecs. (4.19)
y (4.20), respectivamente. Notemos que no hay un 7 para el cual rr = r¢, en palabras dirfamos que, si las funciones
I" y ¢ divergen, lo hacen independientemente en (5.15). Directamente de (5.16) y (5.17) encontramos que dado un
n hay un k£ maximo, tal que mas alla de ese valor ni la funcién I" o la funcién ¢ divergen. Por inspeccién dicho
k méximo sucede cuando k = [ 5] 4+ 1, por ejemplo, cuando n = 1y n = 2 tenemos k = 1y k = 2, como k
maximos respectivamente.

Si deseamos extraer las divergencias UV (e — 0) para cada valor de k, desde 0 a | 5 | + 1 vale la pena reescribir a
la Ec. (5.15) de la siguiente manera [34, 35, 74]

2 2\ €/2
Ton(p,€) = p? —m? — 2 (4”” ) {r (E _ 1) + gor@ —1)C(e — 2)c“2 + Hy(n)

3272 m? 2
FEReN Y 1+e ¢
— € 2kte—2 N G
+ ,; L/Ehk(n)l"( 5 )C(1+6)+gk(n)1" <2)C(6)+Hk(n)]c + H(n,c )} oms, .
(5.18)
donde
1 1
= —_— — 1 _— .
90 Q,HCn 2( 2,1), (5.19)
n—1
1 n—r n—r _92
Ho(n)zﬁzcrw P F( 5 —1>C(r—n—2)c , (5.20)
r=1
1 = (—1)* n—r
Hp(n) =1 > e il Gas —1)¢@2k4+r—n—2), (5.21)
P
r#En—2k+2
Hn,c?) = —— ic.w"? i D' (e nor C(2k 4+ —n—2) 2, (5.22)
O Tt 2 ! 2
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Los coeficientes fi(n) y gr(n) quedan determinados por las siguientes expresiones:
n—2k+3 k k
_ 1 n \(=D" oo 1 (=D)F
hi(n) =5 Z;<z1>k!” =i ™ Cnkss, (5.23)
n—2k+2 k k
_ 1 n (D" 1 (DY
gk(n) “on—1 Z (l _ 1) %l ™ = on1 gl T Cr_2k42- (5.24)

=1

El segundo término dentro de la llave en la Ec. (5.18) parece diverger debido al comportamiento de la funcién
gamma cuando € — 0, sin embargo, la funcién ¢ impide tal divergencia. Note que al tomar el limite apropiadamente
para este producto nos deja el siguiente resultado

¢3)

2m2c2’

7. E _ o e—2 __
tim gol" (5 — 1) (e = 1)e 2 = go (5.25)
Por otro lado, el cuarto término dentro de la llave en la Ec. (5.18) contiene las posibles fuentes de divergencias
para algiin k, dado un nimero n de dimensiones extra fijo. Haciendo uso de las siguientes expresiones asintéticas
cuando € ~ 0

4 p2c? 2 e 2¢(0) .
< - > r (5) ((e) ~ (== + (finite) + O(e) (5.26)
drp?c? et Vi )
sobre la Ec. (5.18) y sabiendo que ((0) = —1/2, el contratérmino §m? al reunir todos los polos de la forma

1/€ junto a la divergencia UV tipica (la que viene del primer término dentro de la llave en la Ec. (5.18)) toma la
siguiente estructura:

2 . Am? 1 ¢(0) (Am? n ﬂ n ok—2_k—1| (1
O =2 (e) T (167r2 S ; Ko\2k—2)¢ T )’ ©-28)
L3141
_/\m2 1 ¢(0) Am? n . (—)k n! 2k—2 k—1 1
~ 1672 (e> T (167r2> {2 —ht kZ:Q K (n—2k+2)(2k—201° " ] (e) '

(5.29)

Notemos que esta expresion es vdlida para cualquier valor de n € Ny, la cual se reduce al contratérmino bien
conocido cuando no hay dimensiones extra (n = 0) y a la Ec. (4.24) en el caso de n = 1. Es importante enfatizar
que para obtener una SVF de dos puntos a nivel de un lazo libre de divergencias UV, en el caso de n dimensiones
extra, no es necesario introducir operadores de mayor dimensién como contratérminos al nivel de la Lagrangiana.
El subindice n del lado derecho de (5.28) hace referencia al caso n-dimensional. Notemos que después de inser-
tar (5.28) dentro de la expresion (5.15), la SVF de dos puntos I'sz todavia contiene la serie con infinitos términos
mas alld del £ mdximo; sin embargo conforme € — 0, para | ¢ |< 1, dicha serie converge.

Como en el caso de una dimension extra, el teorema del desacoplo no es manifiesto en este esquema independiente
de masa. Observemos que en k = 0 y £ = 1 tenemos atn, dentro de las partes ‘finitas’ de (5.25), (5.26) y (5.27),
términos que estropean el teorema del desacoplo, los cuales son de la forma 1/c? o log(27c). La imposicién del
teorema del desacoplo en este esquema demandaria la insercién a mano de tales términos en dm?.

5.3. Renormalizacién a un lazo de la SVF de cuatro puntos en presencia
de n dimensiones extra.

Nos enfocaremos en estudiar a la SVF de 4-puntos (5.14) la cual diverge conforme s — 0. Con la intencién de
trabajar en la forma usual ¢ = 4 — D, definimos s = ¢/2. El primer término entre corchetes es el responsable
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de la divergencia UV habitual y el segundo contiene las contribuciones de campos excitados alrededor del lazo,
por lo tanto, estd relacionado con la presencia de dimensiones espaciales extra. Usando (3.78) uno puede escribir
el segundo término convenientemente como una expansién en serie de potencias en c?(p, z); después de hacer un
poco de algebra, la expresion (5.14) puede reformularse como:

iNZuc € ! m? +p*z(z — 1) /2
Tan(psse) = —ihuc + r(s / dz ()
* 3272 & (2) 0 47 p?
1 ¢ nr o (D)F [y B r—n 2\ e+2k
+2n_1 ;Cﬂf 2 ];0 ol ( 2 r §+k+ 5 Cle+ 2k +7r—n)F(p*)c
12 N 12 2\
+ i, <R_2> — A+ Y Y iday, <R_2> , (5.30)
k=1{p*} k=1{p?}

Ademas de la divergencia UV habitual encontrada en el primer término dentro de los corchetes en la Ec. (5.30),
existen divergencias en algunos términos de la serie del segundo término. Nos centraremos ahora en el segundo
término, ya que el primero es tratado en la literatura estdndar. Tal término exhibe polos en diferentes valores de r,
para algunos k y dado un nimero fijo n de dimensiones extra; como en el tratamiento de las correcciones a la masa,
estos polos estdn en las funciones gamma o zeta, y en el presente caso estdn determinados por las relaciones

n—rr(n, k) —2k=2j, jeNy (5.32)
n—re(nk)—2k=-1 (5.33)
que como antes rp y r¢ son valores de r € {1,...,n} en las cuales las funciones I' y ¢ divergen, respectivamente,

conforme € — (. Estas condiciones son la extension de las Ecs. (4.28) y (4.29) a mas dimensiones extra. Es facil ver
que no hay r para el cual rr y r¢ coincidan, es decir, nuevamente, las funciones gamma y zeta divergen de forma
independiente en (5.30). Como en el andlisis de la funcién de 2-puntos, dado un nimero fijo n de dimensiones
extra, existe el valor £ maximo, que mds alld del cual ni I incluso ¢ divergen, esto es & = | 5 |; por ejemplo, para
n=1yn=2,k=0yk =1, serfan los kK maximos respectivamente.

Analicemos las divergencias UV (¢ — 0) en cada valor de k desde 0 a | % ]. Similarmente como fue hecho para la

SVF de dos puntos, expresemos a la Ec. (5.30) de la siguiente manera [34, 35, 74]:

i ey [* m? + p?z(z — 1) ez e N
Lar(pise) = — i+ o5 {F (5) /0 dz (W) +Gol (5) ¢(e) + Ho(n)

{r*}
§;
1 - 1+e€ €
+ {h (n)F< )C(l +€) + g (=) Cle) + H, (n)] F (p2)02k+€} (5.34)
kz::l N 2 F (2) k
L5) k 3] 2 \ Kk
JrZZzak(R 2) Z'(F)\nJrZZzéak(RZ)_Q) ,
k=1{p*} k=1{p*}
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donde
. 1 1
do(n) ZFC,L =2 (1 - 271) ; (5.35)
- 1 = n—r_ [T —n

Hy(n) =5 ;cﬂr T ) S —m), (5.36)

. 1 - ner (—1)F r—mn
Hy(n) = a1 Z:l Crm 2 7 r (k + 5 ) CQ2k +1r —mn), (5.37)

rn—2k+1
r#n—2k
. 1 & nr e (=D)F 2k 4+7r—n
2y _ 2y .2k
H(n,c?) _FZCM = 3 I r( 5 )C(Qk—l—?"—n)Fk(p )2k, (5.38)
r=1 lz]+1
mientras que los coeficientes izk(n) y gr(n) pueden determinarse mediante las siguientes relaciones:
n—2k+1
: 1 n \(=DP 1 (DR,
hi(n) = o= ; (z B 1) T = e Cnak, (5.39)
n—2k .
_ 1 n \ (=% ., 1 (=DF ,

gr(n) = g1 1:21 (l B 1) AT Cn—2k- (5.40)

Entonces, la funciéon SVF de cuatro puntos renormalizada puede ser escrita de la siguiente manera [34, 35,
74]:

B ST € ! m? + p?z(z — 1) ez € -
Lap(pise) = — il + 392 {Z}} {F (5) /0 dz <47T/$2> + gol’ (5) ((e) + Ho(n)
p

[%]
1 - 1 N

+ {th(n)l“ < * 6> C(1+¢)+ g(n)l (%) C(e) + Hk(n)} Fk(pQ)c%Jre}

k=1

L) koo ik ok L) sk Tk sk

s+t +u s+t 4+

S Vo [T ) s+ sy [ T (5.41)
( (B > 2 ( (7 )

Es interesante que uno solamente necesita las formulas asintéticas (5.26) y (5.27) para escribir las expresiones
asintéticas de los términos divergentes y asi extraer las divergencias UV. Siguiendo el espiritu del esquema-(MS)
establecemos los contratérminos adecuados que cancelerdn a los polos que se originen en la Ec. (5.41). Entonces,
sumando todas las divergencias UV para un n fijo, las estructuras que representan a los contratérminos son:

. 3iN2 (1 .
0N, 1= = <6) —idayg, (5.42)

el primer término en la Ec. (5.42) es precisamente la divergencia UV en ausencia de dimensiones extra, el segundo
término es una contribucién independiente del momento de las dimensiones extra. Observemos que en este caso
uno necesita apelar a los términos contenidos en £27* para establecer a iday que son los coeficientes de un

polinomio en las {é, t, a} Finalmente, las constantes nimericas day y dag, estdn dadas por

k}nax 7
o ¢(0) 3»* n_ 1 _ (=) n 25 _j 1
dag =~ >t e 271 ; Ao ) () (5.43)
2k )2 (_)k(k!)Q Finax (_)j n 2 i 1
00k = = S 6 (k1) Zk 51 (n—2j>c i (e) (>44)

Jj=
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5.3. RENORMALIZACION A UN LAZO DE LA SVF DE CUATRO PUNTOS EN PRESENCIA DE N
DIMENSIONES EXTRA.

El contratérmino (5.42) debidamente se reduce al tipico contratérmino en la teoria auto-interactuante A¢* cuando
n = 0, ya que el £ maximo es cero y tnicamente el primer término en la Ec. (5.42) sobrevive. Similarmente, de
esta misma Ec. (5.42) para n = 1 recuperamos la Ec. (4.31). Como se hizo anteriormente, después de establecer
los contratérminos dentro de la Ec. (5.30) y tomar el limite cuando € es muy pequeiio, nos queda dentro de I'4z (p;)
una serie con términos mas alld del £ maximo, no obstante, en e — 0 se convierte en una serie convergente en el
régimen | ¢ |« 1.

Como consecuencia del andlisis anterior, haremos un resumen de los contratérminos que aparecen a nivel de la
Lagrangiana (5.2), primeramente tenemos a

S\

Dot ¢ 10 545

para cancelar la divergencia UV tipica y la contribucién independiente del momento de las dimensiones extra.
De hecho, en presencia de una sola dimensidin extra, no mas contratérminos son requeridos. Sin embargo, con la
finalidad de cancelar a los términos divergentes proporcionales a la funcién polinémica en p? / R~2 presente en los
casos n > 1, uno requiere contratérminos con derivadas de orden mayor; no es dificil ver que pueden ser obtenidos
del siguiente término el cual ya existe en £974

2
Finax k—1

1 k -1 T —r c—1
§ZR2k6ak Z ( . )8})}(T)DL2J¢.6X(’€ rpoliztly
k=1

r=0,
(K par)

2

k—1
+ Z <k - 1) 3})5(T)[|L%J¢ . 05““”[![%](;5 ) (5.46)

r
r=0,

(k impar)

Ademas, uno puede verificar que todos los nuevos operadores en (5.46) desaparecen cuando las masas de los
campos pesados, m%k), se hacen infinitamente grandes, esto es cuando R — 0 o equivalentemente cuando ¢* — 0.
Por lo tanto, el teorema de desacoplo se satisface [33] para dicha expresion (5.46). Sin embargo a nivel de la
SVF de cuatro puntos no es manifiesto en lo absoluto, de hecho en & = 0 en (5.30), dentro de la parte ‘finita’ de
las férmulas asintéticas, hay un término proporcional a log(27¢) lo cual estropea el teorema de desacoplo. Esto
sera recuperado en un esquema dependiente de masa como veremos en la siguiente seccion.

Para el caso n-dimensional, tenemos distintas funciones 5: Una relacionada con la constante de acoplamiento A,
y L%J de ellas relacionadas a los acoplamientos oy, contenidos en Lg~4 [34]. Por simplicidad, analizaremos sola-
mente a la funcién (3 la cual corresponde a la constante acoplamiento A, usando la definicién en la Ec. (4.32)

)
5(/\)*?_%#%
302 1 3)2 S (=) [ m .
= —— 2" — 1 — i . 4
1672 27 1672 ; 5! (n—Qj)c T (547

Cuando n = 0, el valor para la funcién beta /3 se reduce al valor en ausencia de dimensiones extra. Sin embargo
en el limite R~ — 0o 0 ¢ — 0, la funcién beta se convierte en:

3\2 32 1
= — 1-——1. 4
AN 1672 1672 { 2"] (5.48)

Hemos dicho que cuando n = 0, recuperamos la funcién beta usual en la teorfa A¢*, pero el teorema de desacoplo
en el sentido del limite de masa KK muy grande no es manifiesto. Lo anterior, como se mencion$ previamente,
no es ninguna sopresa ya que la reduccion del esquema-(MS) es independiente de la escala. La dependencia en la
escala puede ser restaurada en un esquema de substraccion dependiente de la masa.
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5.4. Desacoplo de la contribucion KK en presencia de n dimensiones ex-
tra.

Una vez mas, ya que el teorema de desacoplo no es explicito en el esquema-(MS), eligiremos un esquema de
substraccién dependiente de masa bajo la condicién cinemética p> = —M? [34, 40, 74]. El andlisis de la auto-
energia en presencia de n dimensiones extra no presenta una diferencia considerable comparado con el caso para
una sola dimensién extra, como sabemos la auto-energia en cualquier caso es independiente del momento y la
restriccion de auto-energia nula en la condicién cinemdtica (conmparar con (4.34)) conduce al resultado de que la
masa renormalizada no es impactada por dimensiones extra a nivel de un lazo. En contraste con el andlisis de la
SVF de cuatro puntos en el esquema de substraccién dependiente de masa, el cual es mds rico que su contraparte en
cinco dimensiones. Empezamos reemplazando s = ¢/2 dentro (5.14) y usando la forma explicita de cada funcién
zeta inhomogénea de Epstein,

m* 4+ p°z(z — 1)
Lara4n)D(Pir€) = — iApS —1—32 2u Z/ [(mﬂ

m(k) +p z(z—l) w2 ' 2 \*
+Z I'(e/2)| + Zzak <R‘2>
k=1{p?}

5]

k
—i0An Y Y iday, ( = 2) : (5.49)

k=1 {p2}

para determinar los contratérminos, imponemos las siguientes condiciones de renormalizacién [34]:

Cir@inp(p® = —M? €) = —iAu, (5.50)
d

@F4R(4+n)D(p2 =-M?¢) =0, (5.51)
d® 2 2

d(pz)2F4R<4+n>D(p =—M?¢) =0, (5.52)
dls] ) )

i )L y Tir@4n)p(p™ = —M*=,€) = 0. (5.53)

usando la primera condicién (5.50), escribimos entonces que

_ —€/2
3in2 [ m? — M2z(z— 1)\ My — M?2(z — 1)
— = T _E T'(e/2
i0An ol /0 dz ( yr > + % pr (¢/2)
3] o k 5] o\ k
-M —-M

la expresion asintdtica para la Ec. (5.54) cuando ¢ — 0 es escrita como

3ix2 t (2 2 2(z—1)M?
—i0A, ~ — Z—/ dz{ — g + log(4m) — log (m z(22 ) )
0 € I

3272
2 2
2 m?, —z2(z—1)M
- —vg +log(4n) — log (k) (
€ 12

+
(k)
Ve 5] M2\ F
fSZiak <R_2> 7322'50% <R_2) , (5.55)

k=1
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de este modo, insertando (5.55) de nuevo en (5.49), obtenemos

ix2 [t m? + z(z = 1)p? " Z(Z — bp?
r D= —id— e [ 23 |1 :
ar@+m)D(Pi) = —IA = oo /0 2 |losg (m2 —z(z — 1)M2) 2 log miy — 2(z = )M?

{p?} (k)
5] 9 \ k 3] ok L3] 9 \ k 3] o\ k
. . -M , . -M
+ Z QU (;2) — SZzak (R2> + Z 10ay, (152) -3 0o, (RQ) .
k=1 {p2} k=1 k=1 {p2} k=1
(5.56)
Las | 5] condiciones mds que tenemos, nos permitirdn determinar a los contratérminos dav, daa, - - - ,6aL% I

Empezaremos de la dltima condicién en (5.53) y de esta manera determinaremos a 5O‘L% > yaque la |5 |-ésima
2 5]
derivada agotard al polinomio dar; (RL,:) + dap (1:?*22) + 4+ 504% (;—:) ’ dejando solamente a una

constante que multiplica do| |z - Aplicando la condicion (5.53) en la Ec. (5.49) determinamos que el contratérmino
dan | es:
2

, (2] a2 ! 22— 1) 3] oo 1) 12
Z50<L%J (R_Z)L%J T 3972 /0 dz <m2 — M2z(z — 1)> +Z m%@ Ve E—Y

x (—1)L3! (LgJ - 1)!—@%]%. (5.57)

Donde hemos usado la férmula siguiente al hacer r = | % |

o () e o () () T

que al tomar el limite cuando ¢ — 0 se convierte en

1) 7 (m2+f;2(;_1))E/QF@:(‘N (i) e 69

mientras que la otra férmula ttil en nuestro desarrollo serd

12] Y o\ k=
dr , p2 > , ko (p?)
= o | — | = 0oy, . (5.60)
d(p?) = (R Z:J "k =)l (R-2)F

Notemos que sir = | & | entonces necesariamente los términos que sobreviviran deben cumplir con que k — | 5 | >
0, por lo tanto concluimos que k£ > [ % |, es por ello que en la Ec. (5.57) tenemos un solo término cuando & = | % |.
La situacion se vuelve algo mds sutil cuando se quiere determinar al contratérmino o » |1, en este caso debemos
usar las formulas (5.58) y (5.60) parar = || — 1, esta vez tendremos que k = | 5| y [ 5] — 1 lo cual conduce

2
al resultado:

Doz (1§-1)r dagy (L%J)! M Mz/lde BECR) 1)>L3“+

0! (r-2)ls-U T (D! (r-2)ts! (=M%) = 3272 - M?z(z —

[5)-1
2(z—1) ’ 2] Sy (151 -0 doyy (15))! )
% <m§k)—M2z(z—1)) (-1 (LEJ _1) 0! (r-2)lz1! ) (R-2)13] (=21%)
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el segundo término del lado derecho en la Ec. (5.61) es el contratérmino definido en la Ec. (5.57), después de
sustituir este resultado y hacer las cancelaciones pertinentes encontramos que 5QL% ]-16€s8

2]-1
. (13-1)r  ix /1dz 2(z—1) LfJ*uz 2(z—1) -
lg)-1 (R-2)l3-1 ~ 3272 m? — M?z(z — 1) ® miyy — M22(z = 1)

n L]
ST (5 ) L N 2z - 1) 4 2z —1)
(=1) (0)! * 32772/0 d (m2—M22(2—1)> Jr% m%@ - M3z(z—1)

2 (L5 —1)! , (L5) —1)!
x (71)L2JT (—M?) ﬂaL%J_lW_ (5.62)

Uno podria continuar realizando de manera iterada este procedimiento y encontrar que:

n

n . 3= =
. (L§—2J)! _ iA2 /1dz z(z—1) L2 2+Z 2(z—1)
l3]-2 (R-2)Lz -1 3272 J, m2 — M?z(z—1) ) miyy — M?2(z — 1)
.l 13)-1
. nl—3) a2t —1 L5211 ~1 :
X(_l)bJ_Q(bJ ) LA / " 2(z — 1) (- 2(z—1)
(0)! 3272 Jo m2 — M?z(z—1) o\~ M?2z(z—1)

, n 3]
NI (C ) ) L Sy L da-1) 2z—1)
x(=1) (1! (=2%) 32%2/0 d (m2M2z(zl)) +% m%k)fM%(zfl)

n 1)1 n| _9)]
_ LEJM A2\ M
x (=1)Lz @ (—M?) i) o (R—2)L%J727 (5.63)
de tal forma que el contratérmino oy » |, conl € {0,1,---,[ 5] — 1} se escribe de la siguiente manera:

| (21-00 & Az-1)  \HBET
o) (R-2)LE)-1 3272 32_:0/0 o m? — M?z(z — 1) i

L% —14] n . n
Z( 2(z—1) )) : (_1)L%J—1(L§J*I+J*1)! (=02 i (LiJ*i)!
®

mé) - M?z(z—1 () 2 (sz)[% -
(5.64)
si hacemos el cambio del indice | 5 | — I — k, la Ec. (5.64) se convierte en
o L3]-k 1 k+j k+j
) (k)! iA? k/ < z(z—1) > 2(z—1)
10, =— (-1) dz +
(R—2)* 3272 ]go o m? — M?z(z —1) % m?@ — M?z(z—1)
— 1)! N |
NG R L VO E N )L (5.65)
(4)! (R—2)*

Al sustituir la Ec. (5.65) en (5.54), obtenemos una expresién para el contratérmino §\,, que tiene la siguiente
estructura

_ —€/2
32 ! m2 — M?z(z — 1) /2 m%k) — M?2(2 - 1)
OAp, = ‘| d = I'(e/2

gt ], ( T2 ) ’ % dmis? “r

13 13)—k h+j sl ;
3\2 v [ 2(1—z)M? ’ 2(1—z)M? (k+j—1)
“we XV [l () X mte) | Caor
(5.66)
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que al hacer uso del contratérmino obtenido en (5.66), permite conocer explicitamente la forma de la SVF de cuatro
puntos, la cual escribimos como

, izt m2+z(z—1)p +Z(Z_1) ]
F4R(4+n)D(pi) = —i\— 32?/0\ dz {Zz} 10g (m2 (Z 1 M2> + Zlog 2k _ Z(Z _ 1)M2
2|2 . ks
LzJLQZk / ( 2(1 — z)M? )kﬂ+z< 2(1-2)M? ) ’
2 A2 2.0, _
32” s M2z(z = 1) o\l — M2z - 1) |
(k + - 1
J M2> . (5.67)

{pz}

En este nuevo esquema el teorema de desacoplo es explicito, pues de la Ec. (5.56) podemos observar que si hacemos
m%k) > M implica a su vez que R~ > M, dejando tinicamente a los términos asociados al campo ligero de la

teorfa auto-interactuante A¢*:

) m? + z(z —1p
F4D(pl) = —iA— 327 2 / dz{z2:}10g ( 2 _ Z _ 1)M2>
p

EEES iy 1 2 k+j . y K
2(1—2)M (k+j—1) »
3%2 /0 4 (m2 — M22(z — 1)) W (2 > (M2> . (5.68)

k=1 j=0 {r*}

N\ﬁ

Notemos que la contribuciéon KK se ha desacoplado de la SVF de cuatro puntos, dejando como primer término
a la parte estdndar de la teoria A¢*, en cambio, existe un segundo término que aparece al satisfacer las condi-
ciones (5.50) - (5.53). Este dltimo término desaparece al hacer n = 1 donde dichas condiciones no son requeri-
das.

Adicionalmente, la funcién beta 3 asociada al contratérmino J \,, puede ser calculada en este esquema dependiente
de masa usando la definicién en la Ec. (4.42) dejando el siguiente resultado

Do,
AN)=—-—M 5.69
Batn)p(A) BYYi (5.69)
3az ! 1—z)M? 1—z)M?
= / dz z(1-2) n Z . z(1—z)
1672 m? — z(z — 1)M? o M z(z —1)M?
3\2 Lz) L%—k’J( oy /1 ( 2z — 1) M2 >k+j m2
1672 == 0 m? — z(z — 1)M? m2 — z(z — 1)M?
kit
iy (emme N my (k +4)! 570,
B miyy — 2(z — 1)M? miy — 2(z = )M? | (k)I(5)! ’
cuando m < M, la funcién 3 toma la forma,
3\2 2(1 — z)M?
Basn)yp(N) = 1 +/ dz
‘ 1672 0 % m2 — 2(z — 1) M2
kit
3A2 i LZ / 5 (— 2te- ’ m,) (k+)!
1672 = = 0 B miy, — 2(z — 1)M? miy — 2(z = 1)M? | (k)!()!
(5.71)

en cambio si hacemos m < M < my,) en la Ec. (5.71), recuperamos el conocido valor para la teorfa escalar
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auto-interactuante A¢*, ya que toda contribucién KK se desacopla, quedando tinicamente el valor de

3\2
B = 163 (5.72)
Si hacemos M > m'y M > my) en la Ec. (5.69) nos conduce al siguiente resultado,
Basnyp(N) ? 1+ / dzz 1 (5.73)
32 1
—— |1—=. 5.74
z()zl S| -wn-wnea] em
my

que es efectivamente el valor que obtuvimos para la funcién beta en el esquema-(MS) dado por la Ec. (5.48).
Nuevamente implicaciones similares a estos resultados pueden verse en [34] pero en el contexto de QED.

Al analizar el contratérmino en la Ec. (5.66), después de hacer correr las sumas involucradas, se obtiene una serie
que tiene por estructura:

. 3 ! m? — M2z(z — 1) —e/2 m?E)—MQz(z—l) —e/2
(5/\n_ﬁu /O dz ( 47r,u2 ) +%):< 47TM2 F(G/Q)
2(1 — 2z)M?> 1—Z)M2
- ( — M3z zl) ;( (zl))
1 21—zm)M* ca-amz ]
+2 (mQMZZ(Zl)) +%( (k) — M2 Z(zl)>

2(1—2)M? \° 2(1— z)M? °]
2M2z(zl)) +%< (k) — M2 (zl)>_+

n n [5]
—_1)Lsl 2(1 — 2)M? 12 2(1 — 2)M?
i 2 (2(M2) 1) +)° Q(MQ) - . (5.75)
2] |\m? = %(z - 1) e\ gy — P2z - 1)
Si directamente calculamos la funcion beta mediante la definicion [4p) p(A\)=-M dgj\; , al aplicar la derivada
sobre cada término en la suma y reducir términos obtenemos que
06,

Batnmyp(A) =—M EXi

n [&]+1
_ 3N /1dz 2(z — 1)M? LQJH*Z 2(z = 1)M? ’ 5.76)
1672 J, m?2 — M?z(z—1) B (k) — M?z(z—1) T

El resultado en (5.76) revela una caracteristica interesante del modelo en estudio, pues nos dice que la intensidad
de la fuerza de B(44.,)p()) conforme varfa la energfa, incrementa como la potencia de | 5 | + 1 para algin n € N.
De la serie en (5.75) es posible deducir una formula para el contratérmino J\,, en términos del contratérmino d\;
mediante su derivacidn recurrente como a continuacion se presenta
%]
. - (_1) " 2\7
dA, = lim (M=)
=0 £ rl
r=

0"0\
a(M2)r

(5.77)

recordando que dA; es

3\2 ! m? — M?2(z — 1) /2
0A = 302 / dz ( PP ) —|—Z

2 2,0y — —e/2
(m““) M D) T(c/2).

4 p?
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Capitulo 6

Conclusiones y comentarios finales

En esta tesis hemos presentado las contribuciones a nivel de un lazo debido a dimensiones extra sobre la auto-
energfa y la funcién de vértice estandar de cuatro puntos asociada a la teorfa escalar auto-interactuante A\¢* en el
contexto de un modelo UED. Los casos para una y mds dimensiones extra han sido presentados separadamente
con el propdsito de contrastar las diferencias, especialmente cuando se remueven las divergencias UV.

Usando métodos estdndar para la construccién de la integral de trayectoria para los campos, derivamos de
primeros principios la funcional generatriz para una teoria de campo escalar de primer orden general defi-
nida sobre M* x N™. Formalmente mostramos, mediante expansiones de Fourier en los campos y el mo-
mento, que la funcional generatriz puede ser expresada ya sea como [ D® exp [z / wpan 4T Lg 1) (P, 8@)] 0
J k) D™ exp [i [0 dz L(¢*),89*))], donde los campos ¢*)(z) son los modos de Fourier de ®(z, )
cuando ciertas condiciones de periodicidad y paridad han sido impuestas sobre .

El modelo, en el caso de una dimensién universal extra, estd dado por una Lagrangiana dimensionalmente redu-
cida obtenida desde la Lagrangiana efectiva formada por la teorfa de campo auto-interactuante \( 5)<I’4 y todos los
operadores candnicos invariantes de Lorentz de dimension canénica mayor que cinco (ver (2.15)) definido sobre el
espacio tiempo cinco dimensional M* x S'/Zs,. La estructura de la teorfa de campo dimensionalmente reducida,
definida en el espacio tiempo de Minkowski M* estd dada por los siguientes sectores: (i) la teorfa pura de A¢?,
con ¢ el campo mas ligero de todos los modos de Kaluza-Klein que surgen naturalmente después de la compacti-
ficacion, (i) un sector que tiene un nimero infinito de interacciones entre el campo ¢ y los campos excitados KK,
(#41) un sector con un término cinematico e interacciones entre puros campos excitados KK ¢*), y (iv) un sector
que proviene de la reduccién dimensional de los operadores canénicos invariantes de Lorentz de dimensién mayor
que cinco. Este modelo ha considerado los contratérminos pertinentes para cancelar cualquier divergencia UV a
nivel de un lazo.

Sugerimos que tratar con los sectores (¢) y (i), junto a los contratérminos necesarios, nos permite investigar el
impacto de la quinta dimensién sobre la auto-energia y la funcién de vértice de cuatro puntos del modelo \¢.
Respecto a la auto-energia, usando regularizacién dimensional mostramos que a nivel de un lazo, aparte de la
particula escalar usual alrededor del lazo, aparece una contribucién dada por una superposicion infinita de modos
excitados KK que circulan dentro del lazo. Esta contribucidn, la cual contiene un nimero infinito de divergencias
UV, puede ser analiticamente reconocida con la funcién zeta inhomogénea unidimensional de Epstein producto
con la funciéon gamma. Las divergencias UV han sido removidas en dos esquemas distintos: en el esquema-(MS) y
en el esquema de substraccion dependiente de masa. En el esquema-(MS), las divergencias UV fueron removidas
por un contratérmino que reune a los polos que causan las divergencias UV, el cual a nivel de la Lagrangiana es
notablemente de dimensién cuatro, es decir, no existe la necesidad de incorporar operadores de mayor dimension
con la finalidad de cancelar las divergencias en la auto-energia. Se mostré que el problema de extraer los polos
divergentes puede analizarse simplemente reconociendo los polos presentes en las funciones gamma y zeta de
Riemann en un cierto limite de baja energia. Aunque el contratérmino disefiado en este caso se reduce al objeto
esperado conforme establecemos que el nimero de dimensiones extra es cero, este esquema de substraccion es
conocido por fallar en el cumplimiento del teorema de desacoplo, pues en el limite cuando las masas mds pesadas
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se hacen infinitamente grandes tales contribuciones no se desacoplan del modelo. Para restaurar el teorema de
desacoplo, uno puede sustraer dichos términos que estropean el desacoplo ad hoc, o usar un esquema de substrac-
ci6én dependiente de masa. Al aplicar esto dltimo, se mostrd que la auto-energia no es impactada por la dimension
extra, por lo menos a un lazo, pero tal comportamiento bien podria cambiar si nos vamos a 6rdenes mas altos de
lazo.

También se investigd el impacto de la quinta dimensién a las funciones de vértice de cuatro puntos del modelo
A¢*. Nuevamente, se probd que a nivel de un lazo, ademds de la particula ligera usual alrededor del lazo existe una
contribucién formada por un ndmero infinito de particulas excitadas KK circulando alrededor del lazo. Por lo tanto,
uno tiene que enfrentar a un nimero infinito de divergencias UV a un orden finito en la expansion perturbativa.
Usando regularizacion dimensional se mostré que el nimero infinito de estas divergencias puede ser encapsulado
de nuevo en el producto de la funcién zeta inhomogénea de Epstein con la funcién gamma. Como previamente se
menciond, este producto encuentra una forma maés tratable en el limite de baja energia, donde puede ser expresado
como una serie que contiene a los productos entre la funcién gamma y la funcion zeta de Riemann, tal que extraer
las divergencias UV se convierte en encontrar los polos de estas funciones. Se mostr6 que, a nivel de un lazo, uno
puede reunir los polos y definir el contratérmino correspondiente al usar el esquema-(MS). El resultado valioso es
que, como en el caso de la auto-energia ningtin operador de dimensién candnica mayor que cuatro ha sido necesario
al momento de cancelar estas divergencias. La funcién beta correspondiente ha sido también calculada. Tanto para
el caso de la funcién de vértice de cuatro puntos libre de divergencias como para la funcién beta no se satisface
manifiestamente el teorema de desacoplo en el esquema-(MS). La razén radica en la falta de una escala de energia
natural, esto cambia si un esquema de substraccion dependiente de la masa es implementado. Bajo la constriccion
cinemitica p> = —M? y ciertas condiciones de renormalizacién, se mostré que el teorema de desacoplo puede
ser restaurado, en particular la funcién beta se convierte en el valor de la teorfa usual A¢* en el limite cuando los
modos KK se hacen muy grandes respecto a la masa de substraccién M.

Todos los resultados mencionados anteriormente fueron extendidos al caso donde mds dimensiones extra se en-
cuentran presentes. La correspondiente teoria dimensionalmente reducida comprende basicamente los cuatro sec-
tores (i) — (iv) descritos en el caso para una dimensién extra, junto con los contratérminos, sin embargo en este
caso hay mas de una torre de Kaluza-Klein y el andlisis se vuelve méds complejo especialmente para la funcién
de vértice de 4 puntos y la funcién beta. Cuando la auto-energia se calcula en presencia de varias dimensiones
extra, aparte de la particula mas ligera alrededor del lazo, tenemos a particulas excitadas KK presentes alrededor
del lazo y mostramos que pueden ser expresadas en términos de productos de las funciones zeta inhomogéneas
multidimensionales de Epstein con la funcién gamma. La contribucién total a la auto-energia es independiente
del momento a nivel de un lazo. Usando el hecho de que las funciones zeta inhomogéneas multidimensionales de
Epstein por la gamma pueden ser expresadas como una suma finita de productos de funciones zeta inhomogéneas
unidimensionales de Epstein por la funcién gamma en distintos puntos de su dominio, entonces la contribucién de
los modos infinitos KK puede ser vista en términos de una suma de productos de la funcién gamma con la funcién
zeta de Riemann. Esto indica que las divergencias UV se encuentran codificadas en los polos de las funciones
gamma y zeta de Riemann. Mostramos que dichos polos pueden ser extraidos y sumados en el correspondiente
esquema-(MS). Es notable que tal contratérmino a nivel del Lagrangiano puede ser traducido en un término de
dimension candnica igual a cuatro.

El impacto de muchas dimensiones extra a la funcién de vértice de cuatro puntos A¢* ha sido también calculado
y renormalizado a nivel de un lazo. Similarmente a lo anterior, ademds de la particula ligera usual hay una su-
perposicion infinita de particulas excitadas alrededor del lazo, cada una de ellas tiene asociada una divergencia
Uv.

Ingenuamente uno pensaria que este caso es imposible de tratar, sin embargo, la superposicién infinita de particu-
las KK excitadas alrededor del lazo puede reescribirse analiticamente como el producto de la funcién zeta in-
homogénea multidimensional de Epstein multiplicada por la funcién gamma. Este producto al mismo tiempo se
puede escribir en términos de una serie que contiene a los productos de la gamma multiplicada por la funcién zeta
de Riemann, y la extraccion de las divergencias UV se reduce en identificar los polos de estas dos funciones. Al
sumarlos, se puede definir un contratérmino en el esquema-(MS). En este punto es donde encontramos la mayor
diferencia con el caso de una dimension espacial extra, ya que el contratérmino contiene un polinomio en las varia-
bles de Mandelstam, es decir, en el momento externo, y a nivel del lagrangiano debemos recurrir a operadores de
dimensién mayor. Tal contratérmino se reduce a los contratérminos de los casos cuando no tenemos dimensiones
extra y para una dimension extra en el esquema-(MS). La funcidn beta también es calculada y comparte también
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esta propiedad; sin embargo, el teorema de desacoplo no es explicito. Como antes, se puede recuperar si se usa el
esquema de substraccion dependiente de la masa, y la funcién beta sin dimensiones adicionales se recupera en el
limite donde la masa de las particulas excitadas KK se vuelve mucho mas grande que la masa de substraccion M,
es decir, mg) > M.

Es estimulante ver que todo el modelo dimensionalmente reducido ain contiene ingredientes los cuales pue-
den ser la fuente de investigaciones tedricas interesantes. Ademads del problema de sistematizar el estudio com-
pleto de las NSGF a nivel de un lazo, el término proporcional a —A¢ > (kin) d)@gb@qﬁ(ﬂ)A(li) en el poten-
cial (2.29b) contiene, una vez que el multi-indice Ay, es escrito explicitamente, un término proporcional a
b Y PR W H®), donde si (k) representa la cadena de nimero (ky,--- ,ky) entonces (2k) representa

(2k1,- - ,2k,). Tal término darfa lugar a la presencia de un nimero infinito de transiciones ¢ — #E) anivel de un
lazo con una particula ¢(E) dentro del lazo, ademas, también habra un nimero infinito de mezclas entre los modos
KK excitados; estos efectos se asemejan a las interesantes mezclas y-Z que aparecen en el modelo de Weinberg-
Salam el cual ha sido estudiado en la norma lineal y no lineal R¢ [44, 45] y cuya resolucion se basa en la eleccion
de una norma en particular.

Aunque todavia hay un debate en curso en la literatura sobre cdmo tratar el nimero infinito de divergencias UV,
proveniente del niimero infinito de interacciones entre el modo cero y los modos KK, la propuesta basada en un
esquema de substraccion dependiente de la masa es consistente con el teorema de desacoplo [33] y se reduce a la
regularizacién dimensional bien conocida en ausencia de dimensiones extra. Nuestros resultados también se redu-
cen a los presentados en [61] para el caso n = 1, aunque los casos que requieren mas maquinaria matematica son
aquellos con un mayor nimero de dimensiones extra. Mejor ain, el método presentado puede extenderse facilmen-
te a otras teorias de campo tensorial mds intrincadas. Las herramientas matematicas y los métodos implementados
en esta tesis han sido desarrollados mediante la colaboracion en los articulos [34, 35] que originaron las bases
conceptuales para la escritura de esta tesis.
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Apéndice A

Series de potencias para la funcion
modificada de Bessel de segundo tipo

A.1. Enfoque mediante los polinomios de Bessel

Los polinomios de Bessel y,(z) pueden ser definidos mediante la funcién de Bessel como a continua-
cion [63]

1 —n—1 ir 1 -n —ir 1
Jnt1/2(r) = Vanr {Z Yeyn, (-;) +i" e My, (;)} . (A.1)

Para mostrar esto, empezamos usando la expresion de Lommel para la funcién de Bessel J,,(z) por medio de una
integral de tipo Poisson [75]

_ (%)V ! 2\v=1/2 iz

Polinomios de Bessel para v = n + 1/2 conn € Ny
Si hacemos v = n + 1/2 con n € Ny en la Ec.(A.2), entonces
( n+1/2

Int1/2(2) = TENG / )" et (A3)

Integrando por partes la anterior ecuacion hasta agotar [75], obtenemos la siguiente expresion

z n+1/2 2n 1 - 1
(3) [ N1 d ] (A4)

Jn+l/2(2) = T\/’T‘(‘ _e’th 2; pems} % (1 _ t2)n
r= -1

ahora, derivando la expresion d” (1 — t2)n /dt” y evaluando en los limites de integracion obtenemos

k k
— 1 Lr TN 1 7’L+k‘ 1 —u ’n—i—l n—i—k 1
) = ¢ Zk' !( zw) Zk' (m) ] (B>

de la Ec.(A.5) identificamos a los polinomios de Bessel como

" (n+ k) sk
S o)

k=0
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APENDICE A. SERIES DE POTENCIAS PARA LA FUNCION MODIFICADA DE BESSEL DE
SE/GUNDO TIPO
A.2. ENFOQUE USANDO UNA REPRESENTACION INTEGRAL

como sabemos la relacién entre los polinomios de Bessel y las funciones modificadas de Bessel de segundo tipo

es [75]
2 1
Yn(z) = \/ Eel/fonfl/Q (:17) . (A7)

A.1.1. Polinomios de Bessel parav = a + 1/2 con o € R
De la Ec.(A.2) hacemos v = a 4+ 1/2 con « € R, obteniendo
( (x+1/2

Jag1/2(2) = CES)) \F/ )" ettat. (A.8)

En este caso, debemos integrar por partes nuevamente. Ya que o € R no deberiamos esperar agotar dicha integral,
de hecho deberiamos extender el proceso para un nimero muy grande de integraciones, tal que podemos escribir
esto como

(E)a+1/2 ,L'r+1 dar

reNg

) (A.9)

-1

tomando las derivadas sobre el objeto % (1 — t2)a y evaluando en los limites de integracién llegamos a la expre-
sién siguiente

1 piri—a-1 (v + k)! 1\" e=ir( 41 a+k 1\"
Ja+1/2(7"):\/% o Zkl !<_21'7a> ) Zkl 2%

e identificamos a los polinomios de Bessel para o € R como
= (o (a+ k) xk
Z El(a — k)! ’ (A.1D)
k=0

entonces, por inspeccion de la Ec.(A.7), podemos decir que

2 1
Ya(T) = \/ Eel/zKﬂkl/z (w) . (A.12)

A.2. Enfoque usando una representacion integral

. (A.10)

Partimos de la representacion

s e *? e £\ "2
Kp(z)=4/——— dte 1" 12 (14 = A.13
(2) 2z (n—1/2)!/0 ¢ +22 ( )

haciendo un expansién binomial al término obtenemos que

n n—1/2 B 0o (Tl . 1/2)' -
(sz) _kz:%k!(n—k—l/Q)!@Z) it

(A.14)

Sustituyendo la Ec.(A.14) en la Ec.(A.13) encontramos que

oo

_ [m e (n=1/2)0 (AN iy
Knlz) = \/;(n—l/Q)!I;Jk!(n—k—l/Q)! (22)/0 die™* TR, (A.15)
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APENDICE A. SERIES DE POTENCIAS PARA LA FUNCION MODIFICADA DE BESSEL DE
SEGUNDO TIPO
A.3. ENFOQUE MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Eligiendo n = 1/2 — s, entonces

B T e — (—s)! 1\ [ ks
Kijp_s(2) = \/;(s)! ] (22>/0 dte™ 't (A.16)

(A.17)

A.3. Enfoque mediante la transformada de Fourier

Empezamos aplicando la transformada de Fourier a la funcién K;,5_,(x) conduciendo al siguiente resulta-
do

[(1/2 -

F{K1j2-s(2)} \[ ™ cos[(1/ 11&;“05(2”)] (A.18)
T1/2 s(1y)

A19

2 i (A1)

Donde T, (z) son los polinomios de Chevyshev, esto dltimo puede reescribirse en términos de la funcién hiper-
geométrica de Gauss 2 F (a, b; ¢; z) como:

F{Ky s (@)} = \/’gFl s—1/2, 1/215;/2;1/2(1—2'2)’ (A20)

entonces escribimos a la funcién hipergeométrica de Gauss usando su representacion en serie

FiKias@} =2 k!Elis_j);s)! F(12/k2+: B (1= iy,

(A21)

Usamos la transformada inversa de Fourier y la propiedad de linealidad de la transformada de Fourier sobre este
resultado, lo cual conduce a

I
[]¢
N
—
—N
a
|~
||
®
(IR
N
??4_
=

K1/2_S(LE) F(1/2—k:) (1—iy)k_l/2}

2k+1

_ T —one= (k—2s)! 1\*
= VRt kZ:Ok!(—s—k)! (%) (A-22)
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Apéndice B

Funcion zeta inhomogénea de Epstein y su
representacion polilogaritmica

Partimos usando la relacion (3.34)

s—k

2 V(s —1/2) e — [k —s\ (2k — DI ey T
Ef (s) = > + 3 T(s) +];) ok TS)LLSHQ—H (e )W’ (B.D)

como paso siguiente, la funcién polilogaritmica admite la siguiente expansion asintdtica para |u| < 27

Li, (e) = : j [Hooy —log(~ Z C”* (B.2)
k;én 1

aplicada a nuestro caso, vemos que | — 2m¢| < 2, entonces |¢| < 1, escribimos esta dltima expresién como

Li_gipr (e727) :((:”_Cl)s[Hk « — log(2mc)] Z ok _S_HU( ome)! (B.3)

l;ék—s

sustituyendo la anterior ecuacién en la Ec.(B.1), obtenemos

EVN VrT(s—1/2) (128 —s + k\ (2k — D! (=27c)=stk [H_ 1y — log(2mc)]
By (s) =~ 2 2 I'(s) + Z 2’C —sth (—s 4 k)lestk I'(s)
s+HEY (k- S ¢( s+k—l+ 1) (—2mc)!
+ Z ( > ok g—s+k Z lll“ cstk (B.4)
s+k

identificamos el tercer término en la Ec.(B.4) y lo escribimos como

_ZS (s + k) (2k — 1) (=2mc)™*T* [H_. 4k — log(2mc)) i —2mc) TR [H_ yx —log (2mc)] ¢ 7%
(2k)

=\ 2k 2kg—sth (—s+k)lestk I'(s) — (2k)!!(=s — k)! I'(s) 2k g—sth’
(B.5a)
realizando la suma sobre el segundo término de la Ec.(B.5a), obtenemos que
s s+k _ —s—k _9,.2\—s — _1\(—s)'(s) ,—2s
Z 27Tc) [H_s4+1 — log (27c)] ;f .- (=2¢%)7° Z H_S+k (=1 c log(2rc).
0 (2k)! —k)! I'(s) 2kg—st I'(s) k)! (—s)!
(B.5b)
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POLILOGARITMICA
usando la férmula de reflexién de Euler, sin(7s)I'(s) = (i entonces
= 2wc> S H g —log @re)] ¢ F G (226) (=) Hoyi (a2 .
Z 2R (—s — &)1 (s) S = 2 amis — Ry~ (Ve log(2mc)sinrs).

0
(B.5¢)

centrando la atencién en el primer término de la Ec.(B.5c) el cual contiene a la funcién arménica, procedemos
como

(—2¢) " g~ (CDFH_g (20 qx (ZDF Pl
I(s) kzzo(zk)u(_s_k)!* T(s) ;)(%)u(_s_k)!/o = @

- (_1)—30—23 1 1— [21‘ _ $2]2
T - s)(s) /0 T—— (B.5d)

la integral en la Ec.(B.5e) puede ser resuelta usando el cambio de variable u = 1 — (z — 1)? lo cual conduce

a
1 212 1 —s
1—[22 — 2] 1 1—u—*s 1
™ "l dr == du=-H_, B.5

/0 1—z 2/0 1—u 72 (B.5¢)

insertando los resultados de la Ec.(B.5e) en (B.5c) permite escribir a (B.5b) como

0o 27TC —s+k [H—s-i-k _ log (27.‘.0)} c—s—k (_1)SC—QS 5 5
= H_, —log(4 in(rs). (B
2) 2k)! —k)! I'(s) ok r—s+k o [H_, — log(4n°c?)] sin(ns) (B.51)

Ahora, analizando el dltimo término en la Ec.(B.4), lo expresamos como
= [(—s+E\(2E-D! X ¢( 5+k—l+1)(—27rc)l_
Z 2k Okg—stk Z I'T'(s cstk
k=

0 75 s+k

(T - 3) (2r — DI T(2k + 25)(—1)*

lim lim (—1)" C(2k 4 2s)c?*

r——sk—0 2r 2571 T(2k+r+s+1)
= r—s\ (2r — DI S T(2k +2s)(—1)* ok
-1)" 2k +2
+;)( )(2r> 9s—1 I‘2k+r+s+1)C( +2s)e
B k: s
r—s\ 2r—D! <& ((—2k —2s) ok
_9 +rts+l B.6
+Z( )2rc'r+sﬂ-r 8;0(2k+7"+8+1)|( 7TC) ( )

Los primeros dos términos de la Ec.(B.6) nos dejan el siguiente resultado

r—s\ (2r — ) T(2k + 25)(—1)*
( 2r ) 2571 T(2k+r+s+1)

lim lim (—1)" C(2k + 2s)c*

r——s k—0

+i(_1)r(r—s) (2r — 1)! I'(2k + 2s)(—1)* C(2k + 28)2*
r=0

2r 2s—1 I‘2k—|—r+s+1)
- VAR 2%
Z: (-1) mg(zk + 2s)c?k. (B.7)
kot —

El tercer término en la Ec.(B.6) se convierte en

(T8 @D N 2k =28) e VAD(s—1/2) A2
Z < 2% >2rcr+sﬂ-r—s ;) k+7r+s+ 1),( 2me) 2 F(S) (B.8)

r=0
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POLILOGARITMICA

introduciendo los resultados de las Ecs.(B.5f,B.6 y B.7) sobre la Ec.(B.4), podemos escribir esto dltimo co-
mo

(_1)56728
™

k+s)

e ——— 2¢(2k +2s)c*k. (B.9)

H_, —log(4m2c?)] sin Ss)
( )

2
EY (s) =
k;ﬁ s
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Apéndice C

Interacciones de orden mayor que
cuatro.

C.1. Polinomios en términos de las variables de Mandelstam.

En las SVF de cuatro puntos aparecen polinomios en potencias de las variables de Mandelstam, dichos términos
provienen de operadores de dimensién canénica mayor que cuatro. El presente apéndice tiene como objetivo brin-
dar las ideas y herramientos detrds de la construccion para dichas interacciones de orden mayor. Iniciamos dando
una férmula que nos permite reproducir términos de la forma s+t 4w, s2 +t2 +u?, s3 + 3 +u?, .., s" +" +u",
con n un entero positivo, mediante la siguiente relacion

n 3
n n n __ 1 n k An—k k
"t +u _Wz<k)(—1) A ZA“ (C.1)
k=0 =1
donde
A=5s+1t+u, Al = —s+t+u, Ay =s—t+u, A3 =s+t—u. (C.2)

A su vez, si decimos que los cuadrimomentos entrantes son p; y pa, mientras los cuadrimomentos salientos son ps
y p4, establecemos las siguientes relaciones

—s+t+u=2p1 p2+2p3-ps s—t+u=2p;-p3+2ps-ps s+t —u=2py-p3+2p1 - ps.
(C.3)

Haciendo uso de las Ecs. (C.3) y (C.2) sobre la Ec. (C.1), surgen expresiones en términos de los cuadrimonetos
P1,P2,P3 Y P4y potencias de estos, de las cuales sabiendo que 0,,¢ — ip no es dificil determinar cada interac-
ci6én para un nimero n de dimensiones extra. Cuando n = 1, la interaccién que genera a i(s + ¢t 4+ u) es de la
forma:

1
50°0u00"$ = ($0,0) (9"9) . (C4)
Para n = 2, la interaccién que genera a i(s? + t? 4 u?) es:
5 (2(00)° + 20060,00"6 + 8,00 60,00"6) = (600 + 0,00"0) (606 + 0,60°0).  (C5)

En cambio, para n = 3, la interaccién que genera al término i(s® + t3 + u?) es de la forma:

(620,(30)0" (96) + 66760, (06)06 + 9 (O6)? ,60"6) = 3 (60,(00) + 3060,) (69(T6) + 3060"6) .
(C.6)

DN =
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APENDICE C. INTERACCIONES DE ORDEN MAYOR QUE CUATRO.
C.1. POLINOMIOS EN TERMINOS DE LAS VARIABLES DE MANDELSTAM.

Para n = 4 la interaccién que genera al término i(s* + t* + u*) se escribe como:

1
5 (6026 +40,(00) 06+ 3(09)°) (6026 + 40, (06) 96 + 3 (09)°) . (k)
Cuando tenemos n = 5, la interaccién que genera al término i(s® + t° + u®) es:

1
3 (60, (O%¢) + 50%¢9,¢ + 1000, (0¢)) (¢0* (0*¢) + 50%¢d" ¢ + 1000" (D)) . (C.8)
En general para un término de la forma i(s* 4 t* 4+ «*) con k un nimero natural par, la interaccién toma la
estructura:

k—1

1 k—1 r o—r
5|2 ( " )‘95(”5[2%-8*(“)@“2 g . €9)

r=0,
(K par)

En cambio, si k£ es un natural impar, la interaccién toma la forma

2
= (k-1 : e
s < ) >55<T>DL;J¢.3;§<M>DL =g | (C.10)

r=0,
(k impar)

| =

donde O := 9,0”. Ademis x : Ny — {0, 1} es la funcién caracteristica de los nimero impares, esto es,

x(r) = {1’ The (C.11)

0, r impar

tal que aﬁf@’“*” =0,y 8§(2T) = 1. El simbolo |-| denota la funcién piso. El cuadrado debe ser tomado con
respecto a la métrica de Minkowski, es decir, (4,)? = A,n"" A,. Notemos que el término dentro del corchete
en la Ec. (C.10) contiene dos derivadas con indices de espacio tiempo abajo, de hecho debido a los valores de x,
solamente una de estas dos derivadas sobrevive en cada término; sin embargo, el cuadrado conduce a un escalar de

Lorentz.
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