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Resumen

En este trabajo se realiza el estudio tedrico del sistema cuantico de dos atomos
de tres niveles en una cavidad electromagnética. Se inicia con una revision de algunos
conceptos preliminares pertinentes al momento de hacer referencia a dtomos en cavidades.
Se realiza una revisién de sistemas de un solo 4tomo en una cavidad con el fin de presentar
algunos resultados y andlisis que han permitido la descripcién de estos. Se presenta el
hamiltoniano que describe la dindmica del sistema de dos atomos de tres niveles en una
cavidad en el régimen de resonancia de dos fotones, donde la diferencia de energia entre
el estado base y el estado excitado es dos veces la energia de un cuanto de energia de la
cavidad, para lo cual, se usa el formalismo de momento angular. Se identifican en el sistema
constantes de movimiento que permiten la diagonalizacién del hamiltoniano por bloques, lo
cual lleva a encontrar eigenvectores y eigenvalores de matrices cuya dimension no es mayor
a b x 5. Se describe el fenémeno de colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi del
sistema. Al considerar el estado del campo inicial como un estado coherente, se estudia
el comportamiento en el espacio fase usando la funcién de Husimi; ademaés se presenta la
aproximacién en estados coherentes de los atomos para un estado inicial arbitrario.

Por dltimo se presenta el caso en donde la energia del estado intermedio no se
encuentra exactamente a la mitad de la energia del estado base y el estado excitado. Se
presenta de manera breve cédmo este sistema transita al modelo de dos fotones donde se
puede eliminar el estado intermedio y se comparan los resultados con algunos ya reportados

en la literatura.



Abstract

In this work the theoretical study of the quantum system of two three-level atoms
in an electromagnetic cavity is carried out. It begins with a review of some preliminary
concepts pertinent at the moment of making reference to atoms in cavities. A review of
systems of a single atom in a cavity is made in order to present some results and analyses
that have allowed the description of these systems. The Hamiltonian that describes the
dynamics of the system of two three-level atoms in the two-photon resonance regime is
presented. In this the energy difference between the ground state and the excited state is
twice the energy of an energy quantum of the cavity. The angular momentum formalism is
used. Constants of motion are identified in the system that allow the block diagonalization
of the Hamiltonian. The eigenvectors and eigenvalues are obtained from matrices whose
dimension is not greater than 5 x 5. The phenomenon of collapse and revival of the Rabi
oscillations of the system is described. Considering the initial field state as a coherent
state, the behavior in the phase space is studied using the Husimi function; in addition, the
approximation in coherent states for an arbitrary initial state of the atoms is presented.

Finally, the case is presented where the energy of the intermediate state differs
from the middle point energy between ground and excited state. It is briefly presented how
this system transits to the two-photon model where the intermediate state can be neglected

and the results are compared with some already reported in the literature.
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Capitulo 1

Introduccion

El avance tecnoldgico que se ha alcanzado en laboratorios actuales de dptica
cudntica, en relacién a sistemas de atomos en cavidades, ha permitido el estudio de la
interaccién entre luz y materia a un nivel donde los fenémenos cudnticos cobran primor-
dial relevancia. En estos sistemas el campo electromagnético puede ser descrito de manera
cuantica y la interaccion entre luz y materia se intensifica.

El ejemplo méas emblematico en sistemas de 4tomos en cavidades es aquel que con-
sidera un atomo de dos niveles en interaccién con un modo del campo electromagnético. Los
dos estados posibles del 4&tomo son el estado fundamental |g) y su estado excitado |e) [11].
El sistema es exactamente soluble y lleva el nombre de modelo de Jaynes-Cummings (MJC),
quienes lo introdujeron en 1963 [12]. Aunque el modelo es relativamente simple ha propor-
cionado varios resultados no triviales e inesperados como lo es el colapso y resurgimiento
de las oscilaciones de Rabi [§].

El fenémeno de colapso y resurgimiento de oscilaciones de Rabi ha sido ya estu-
diado con algunas generalizaciones a mas de un atomo [11] y se ha mostrado su utilidad
en la preparacién de estados atémicos [6,[(10]. Adicionalmente, se ha notado un creciente
interés en sistemas multiniveles [15], los cuales motivan el estudio de protocolos de infor-
macién cuantica basada en cutrits en sistemas de dtomos en cavidades, siendo un cutrit un
sistema de tres niveles. Entre los sistemas de interés que interaccionan con una cavidad
sobresale el estudio del 4tomo en configuracién escalera en donde se tiene un estado base,
un estado intermedio y un estado excitado. En el caso donde la energia del nivel intermedio
es altamente asimétrica en relacion al estado base y excitado, el sistema es equivalente a un

modelo que presenta transicién de dos fotones, es decir, se necesitan dos cuantos de energia
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de la cavidad para excitar al &tomo del estado base al estado excitado. Ademads del efecto
que muestra transicion de dos fotones, no se ha explorado mucho el modelo de un dtomo de
tres niveles en una cavidad [1}/2], menos el caso de dos dtomos [3}/14,[27]. Por lo tanto, el
estudio en términos de estados coherentes en el régimen alejado del modelo de dos fotones,
donde contribuyen los tres niveles atémicos, no ha sido abordado.

En este trabajo se presenta el estudio tedrico del sistema cuantico de dos atomos
de tres niveles en una cavidad en configuracién escalera. Para desarrollar este propdsito, se
plantearon los siguientes objetivos especificos: resolver de manera analitica y numérica el
modelo de dos dtomos de tres niveles en una cavidad en configuracién escalera. Aproximar
el estado total dependiente del tiempo en términos de estados coherentes de la cavidad.
Estudiar la transiciéon a un modelo de dos fotones.

La manera en la que se organiza el trabajo es la siguiente: el capitulo 2 presenta
algunos conceptos basicos que son necesarios en la descripcién de los sistemas de dos o
mas niveles atémicos que interactdan con el campo electromagnético. El capitulo 3 pre-
senta uno de los modelos més emblemaéticos en el estudio de a&tomos en cavidades conocido
como el modelo de Jaynes-Cummings, el cual se retoma para hacer un breve anélisis y
mostrar algunos resultados ya reportados, que dardn pautas para realizar la descripcién de
la dindmica de un sistema de un atomo de tres niveles. Posteriormente se emplean algunas
consideraciones e ideas para la descripcién del sistema de dos dtomos de tres niveles en
una cavidad electromagnética. Fn el capitulo 4 se estudia el sistema de dos atomos de tres
niveles dentro de una cavidad electromagnética, encontrando asi una solucién analitica que
permite realizar una aproximacién en estados coherentes de un estado inicial arbitrario que
evoluciona en el tiempo. Se presenta un breve analisis del entrelazamiento de las compo-
nentes atémicas que acompaiian el estado coherente y se analiza la dindmica del sistema.
En el capitulo 5 se estudia la transicién a un modelo de dos fotones para el sistema de dos
atomos de tres niveles dentro de una cavidad electromagnética. En este caso, la energia
del estado intermedio no se encuentra exactamente a la mitad de la energia del estado base
y el estado excitado. Ademds se asume que la desafinacién entre la frecuencia del estado
intermedio y la frecuencia del modo del campo electromagnético es bastante grande en com-
paracién con la constante de acoplamiento entre la cavidad y el atomo. Esto conlleva a que
el estado intermedio se desacople de la dindmica del sistema. En el capitulo 6 se presentan

las conclusiones.



Capitulo 2

Conceptos preliminares

En este capitulo se presentan conceptos basicos necesarios para la descripcién del
sistema de interés. Primero se aborda la cuantizaciéon del campo electromagnético y se
relaciona con el oscilador armoénico cudntico. Posteriormente, se da una breve introduccién
a los estados de Fock y estados coherentes. Finalmente, se presenta una descripcion de la
funcién de Husimi, conocida también como funcién @) la cual va a permitir una visualizacién

de la dindmica del sistema.

2.1 Cuantizacion del campo electromagnético

Sin realizar un tratamiento exhaustivo, en esta seccién revisaremos las ideas basicas
detras de la cuantizacion del campo electromagnético siguiendo principalmente la discusién
de las referencias [19}20]. Para cuantizar el campo electromagnético en el espacio libre se
puede partir del hecho de que estd compuesto por un campo eléctrico y un campo magnético,
los cuales obedecen las ecuaciones de Maxwell. En este caso es necesario considerar las
ecuaciones de Maxwell sin términos correspondientes a las fuentes, dadas en el sistema

internacional (SI), tienen la forma [20]

0B
oD
VxH= 5 (2.1b)
V.-B=0, (2.1c)
V.-D=0. (2.1d)
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Estas ecuaciones relacionan los vectores de campo magnético y eléctrico H y E, ademas de

los vectores de inductancia y desplazamiento B y D que siguen las relaciones

B = noH, (2.2a)
D = E, (2.2b)

donde pg es la permeabilidad en el espacio libre, ¢y es la permitividad en el espacio libre y

toeg =1/ 2, siendo ¢ la velocidad de la luz en el vacio.

Al tomar el rotacional de la ec. ([2.1a)) y usando las ecs. (2.1b)), (2.2a) y (2.21), se

obtiene que el campo eléctrico E(r, t) satisface la ecuacién de onda

V2E — Tz =0 (2.3)

Figura 2.1: Campo electromagnético con frecuencia w, dentro de una cavidad con paredes perfectamente
conductoras situadas en z = 0y z = L. Se asume que el campo eléctrico estd polarizado en la direccién = y

el campo magnético se encuentra en la direccién y.

A partir del esquema de la figura[2.1] se considera que el campo eléctrico se anulard
en las fronteras y esta polarizado a lo largo de la direccién x, de tal manera que al expandir

en los modos normales se obtiene
2w? .
E:E(Z7 t) = Z Vie()qn(t) Sin (kn'z)a (24)
n

donde wy, = nwe/L (con n = 1,2,...) es la frecuencia de cada modo, k, es el nimero de

onda relacionado con la frecuencia de cada modo, ¢, (t) es la amplitud del modo normal y V'
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es el volumen de la cavidad. Al usar la ec.(2.4) en la ec.(2.1b)) se obtiene que la componente

del campo magnético es

2wz €0 gn(t)
nZ)- 2.
E Veo K, cos (knz) (2.5)

La energia del campo electromagnético estda dada por

1
H = 2/ dr (€0 E*(r,t) + po H?(r, t))
\%4

1

(2.6)
-1 /VdT (co E2(2,1) + po H2(2,1)) .

Reemplazando las ecs. y , v evaluando la integral de volumen se puede escribir

la ec. €como
1

H =23 (@ a,+p7). (2.7)

n

El hamiltoniano del campo electromagnético se puede ver como una suma de las energias
de los osciladores armoénicos asociados con cada modo, donde p,, = ¢, corresponde al mo-
mento canénico del modo n. En otras palabras, cada modo del campo es por lo tanto
dindmicamente equivalente a un oscilador armoénico cuantico.

A partir de la ec. se puede cuantizar el campo electromagnético al identificar
las variables candnicas q y p, y reemplazarlas por sus correspondientes operadores q y p, los

cuales obedecen las relaciones de conmutacion

[Qnaﬁn’] = ih(gnn’a (28&)
[Cjna(jn’] = [ﬁnaﬁn’] =0. (2.8b)

Los operadores ¢ y p son operadores hermitianos y por lo tanto pueden representar una
observable fisica. No obstante, es conveniente introducir los operadores a! y &, nombrados

operador de creacién y aniquilacion, respectivamente. Los cuales se definen como

1

al efwnt — T (Wndn — Pn), (2.9a)
n
. 1 R .A
ay, e wnt = T (Wndn + iPn). (2.9b)

3

Considerando el cambio a operadores ¢ y p en la ec. (2.7) y haciendo uso de las ecs. ([2.9a))

y (2.9b)), se reescribe el hamiltoniano como

H= Zm (a;a ;) (2.10)
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Los operadores @ y a' satisfacen las relaciones de conmutacién

[&’na &T/] = 6nn’7 (2113)

[, dns] = [a],a] ] = 0. (2.11b)

2.2 Estados de Fock o de numero

En esta seccién, por facilidad, nos restringimos al caso de un solo modo del campo
electromagnético con frecuencia w escrito en términos de los operadores de creacién af y
aniquilacién a, como se presenta en la ec. (2.10). Se denota |n) como un eigenestado del

campo unimodal con un eigenvalor de energia F,, de modo que
X a1
Hln)=hw|a i+t |n) = Ey,|n) . (2.12)

Multiplicando por la izquierda el operador a, considerando la ec. (2.11a) y la relacién de

conmutacién [a, H] = hwa se obtiene

H(a|n)) = (B, — hw)a|n), (2.13)

donde se evidencia que el eigenestado (a|n)) tiene asociado un eigenvalor de energia FE,, —hiw.
A partir de esto se aclara que a se nombra operador de aniquilacién debido a que aniquila

un cuanto de energia fww. Para a|n) se tiene que
an) =Gnln—1), In—=1)=—In), (2.14)
donde |n — 1) es también un eigenestado del hamiltoniano pero con eigenvalor de energia
E, 1=F,— hw. (2.15)

La constante (, en la ec. (2.14) debe ser determinada de tal manera que se cumpla la

condicién de normalizacion

n—1n—-1)=1. (2.16)
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Al realizar el procedimiento de tal manera que se vaya disminuyendo la energia en multiplos
enteros de Aw se obtiene

H(al0)) = (Eo — hw)a|0), (2.17)

donde Ej es la energia del estado fundamental, por lo tanto Ey — hw hace referencia a un
eigenvalor de energia mas bajo que Fy. Debido a que en el oscilador arménico no se permiten
energias menores a Ey, pues ala es no negativo (no puede tener eigenvalores negativos) se

deduce que

a0y = 0. (2.18)

El estado |0) se denomina estado vacio o base porque en este hay ausencia de fotones.

Considerando esta relacién en la ec. (2.12) se puede obtener su eigenvalor de energia

. 1 1
H|0) = hw (a*& + 2) 0) = 5w [0)

1
Ey = ;. (2.19)

Considerando el valor de la energia del estado base y la ec. (2.15]), los eigenvalores de energia

para los estados excitados se pueden escribir como

1
En:hw<n+2>, n=0,1,2,... (2.20)

De acuerdo a lo anterior y haciendo uso de la ec. se obtiene para el operador de
nimero N = ata
ataln) = Nin) =n|n), (2.21)
el eigenestado |n) es tambien un eigenestado del operador de nimero.
Se puede ahora determinar la constante ¢, usando las ecs. y en la ec.
de modo que

(n—1jn—1) = ICiIZ (nlataln) = g:Q (nfn) =1, (2.22)

donde [¢,|> = n, por lo tanto tomando una fase real ¢ = \/n. La ec. (2.14) se reescribe

aln) =+nin—1). (2.23)

Si se procede de manera similar con el operador de creacién af, se puede deducir que

atln) =vn+1|n+1). (2.24)
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Si se usa de manera repetitiva el operador de creacién a', se puede escribir cualquier estado
|n) a partir del estado base |0) como
(af)”

In) = ! 10). (2.25)

5

Los eigenestados |n) son denominados estados de Fock o estados de numero de fotones.

Estos forman un conjunto completo de estados de modo que
oo
> |n)n| =1. (2.26)
n=0

Se puede interpretar la ec. (2.20)) como los eigenvalores de energia debido a la presencia de
n cuantos o fotones con energia Aw. En este caso los eigenvalores de energia son discretos,
lo cual contrasta con la teoria clasica electromagnética en donde la energia puede tener

cualquier valor.

2.3 Estados coherentes

Los estados coherentes tienen importancia en la mecanica cuantica, especialmente,
en la éptica cuantica. Estos son estados del oscilador arménico, los cuales imitan de la mejor
manera posible el movimiento clasico de una particula en un potencial cuadratico pues
mantienen su forma durante la evolucién temporal [19]. Para estos estados se tiene que el
producto de momento y posicion es el minimo permitido por el principio de incertidumbre
de Heisenberg. De acuerdo a esto, se puede decir que son los estados de la mecénica cuantica
mas cercanos a la descripcién clasica del campo. Los estados coherentes se pueden generar

a partir del operador de desplazamiento |25|, el cual es un operador unitario dado por
D(a) = exp{a&T - a*&} = e_|a‘2/26"me_a*&, (2.27)

donde a es un nimero complejo arbitrario. Para la segunda igualdad hemos usado un caso

especial de la formula de Baker—-Campbell-Hausdorff

€

XHY _ XV [XY)/2, (2.28)

para operadores que cumplen

X, [X,Y]] = [V, [X, Y]] = 0. (2.29)
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Algunas de las propiedades del operador de desplazamiento unitario D(a) son
+
D (a)a'D(a) = a + o, (2.30)

Se puede generar el estado coherente |a) aplicando D(«) al estado de vacio
la) = D(a)]0). (2.31)

Los estados coherentes son eigenestados del operador de aniquilacién a. Lo anterior puede
demostrarse usando la ec. (2.31)) y retomando las propiedades de la ec. (2.30]) de tal manera
que

Di(a)a|a) = D (@)aD(a) |0) = (& + a)]0) = a|0), (2.32)

al multiplicar por la izquierda D(a) a ambos lados se obtiene una ecuacion de eigenvalores
ala) =ala). (2.33)
Usando la ec. (2.28)) se obtiene otra propiedad ttil:
D(a+ ) = D(a)D(B) exp{—i Im(a3*)}. (2.34)
En términos de los estados de ntimero, los estados coherentes se pueden expresar como
o0
o) = Crln). (2.35)
n=0

Se define (n|a) = C), y se reemplaza la expansion en la ec. de eigenvalores ([2.33))

ala) =Y "VnCuln—1)=> aCyln),
n=1 n=0

oo 00 (2.36)
= Z\/n+1 Chpt1n) = Za Cpn) .
n=0 n=0
Lo anterior implica que V n > 0
Crpl = 2, (2.37)
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Evaluando para diferentes valores de n y remplazando lo que equivale cada Cj, 41 en términos

de Cy se obtiene

o'
Ch=—=0C
1 il 0
2
a a
Chy=—0C1 = — C 2.38
2 NG 1 NG 0 (2.38)
3
o' a
03 — ﬁ CQ = ﬁ C().
En general, se puede escribir C), en términos de Cy como
an
El estado coherente |a) debe estar normalizado, por lo tanto
Yo =C5 Y ——=Cie =1.
n=0 n=0 n (240)
— Cp = e~lol’/2,
Sustituyendo las ecs. (2.39)) y (2.40] se reescribe el estado coherente de la ec. (2.35) como
O al2
a) = — e /% n). 2.41
)= 3 T ) (241)

Se puede evidenciar que la probabilidad de detectar n fotones de un estado coherente es
una distribucién de Poisson

a|2n 6_‘05'2

P(n) = |(nfa)? = | , (2.42)

n!
donde |a? es el niimero promedio de fotones (7 = (a|afdla) = |a|?). En la figura [2.2 se

muestra un ejemplo de la distribucién de probabilidad del ntimero de fotones para m = 25.

0.3

. ..,mm Hﬁmm,..

0 10 20 30 40 50
n

Figura 2.2: Distribucién de probabilidad de un estado coherente para m = 25.
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2.4 Funcién QQ de Husimi

La funcién @@ de Husimi es una distribucion de cuasi-probabilidad que permite
representar un estado cudntico en el espacio fase, donde es siempre positiva |19]. Se define
la funcién de Husimi de un estado cudntico puro [¢) en términos de su traslape con un

estado coherente arbitrario de la siguiente manera

Q(Br, Bi) = =|(Bl)I%, (2.43)

1
T
donde S, y B; son la parte real y la parte imaginaria de beta, respectivamente, y determinan
el estado coherente |3). Por lo tanto cada valor de ) depende de estas dos variables, ademés

Br y B; abarcan el espacio fase de la funcion @, jugando el rol de posicién y momento

respectivamente. Otra forma de escribir la funcién Q es

QUr. 5) = — B19) (w15) (244

a partir de lo anterior y considerando que el operador de densidad de un estado puro es

p = )bl (2.45)
la ec. se reescribe como
1
QB 8) = — (BI718) . (2.16)

La funcién @) de Husimi es el valor esperado del operador de densidad p del campo con

respecto a estados coherentes |3) [20].

Funcién Q de un estado coherente

Primero se consideran dos estados coherentes |«) y |5):

=3 “f eIl 2 )

|
n—0 n:

NN
A partir de la condicién de ortogonalidad entre los estados |n) y |m) se obtiene
o0 % n
(aB) = ezl +AH § (an'ﬁ) _ e 3Ual I8P a" 8.

n=0
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se sigue de lo anterior
[(alB)[* = e7lo=AT", (2.47)

En caso que se tenga como estado cudntico especifico un estado coherente |}, haciendo uso

de la relacién de no ortogonalidad de la ec. ([2.47)) entre dos estados coherentes, se encuentra

1
s

QUr. 5) = —I(Bla)* = = exp{ |5 — al*}, (245)

.z 2 1 . . s . . .
la relacién |8 — a” se puede reescribir en funcién de las componentes reales e imaginarias

como
18— 0"2 =[(Br — ) +i(Bi — i) = (Br — 047’)2 + (Bi — OCz‘)Qa
por lo tanto la ec. (2.48]) toma la forma

Q(Br, 55) = ~ exp{~ (8, — )? — (5 — )2} (2.49)

Asi la funcién @ de Husimi de un estado coherente |«) es una campana gaussiana, como
se muestra en la Figura [2.3] Esta campana gaussiana es simétrica, es decir, las lineas de

contorno donde la campana gaussiana decae son circulos.

0

Im[] T Reld Re[/]
(a) (b)

Figura 2.3: (a) Funcién @ de un estado coherente |a), tomando a = 5. (b) Mapa de colores en el plano

complejo de la funcién de Hussimi para el estado coherente |a).

2.5 Interaccion atomo - campo

La interaccién entre el campo de radiacion E con una atomo de un solo electrén

de acuerdo a la aproximacion dipolar se puede describir con el hamiltoniano

H = I;[étomo + E[campo +er-E, (250)
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donde ﬁcampo es la energia del campo de radiacién, ﬁétomo es la energia del dtomo y r es
el vector de posicién del electrén. En el caso de la aproximacién dipolar se asume que el
campo es uniforme sobre todo el dtomo.

La energia del campo estd dada en términos de los operadores de creacion y
aniquilacién como se evidencia en la ec. , mientras que la energia del &tomo ﬂétomo y

er se puede escribir en términos de los operadores de transicién atémica

Gij = |i)dl (2.51)

aqui |i) es una conjunto completo de eigenestados del hamiltoniano del atomo, es decir,
>-; 1i)i| = 1. Por lo tanto se deduce que existe una ecuacién de eigenvalores para el dtomo,

Hgiomo 1) = Ei|i) , lo cual conlleva a

Hyiomo = Z E ‘ = Z E;Gi;. (252)
7

Adicionalmente, se puede escribir el operador er en esta base
er = Z ’ > |I'|j Z'Yz] 0'1]7 (2.53)
]
siendo 7;; = e (i|r|j) el elemento de la matriz de transicién del dipolo eléctrico. En relacién

al operador de campo eléctrico se considera que este se puede expandir en términos de ondas

planas, por lo tanto, su forma cuantizada en el marco de Heisenberg se escribe como

— hwl ~ —iwt+ik-r
= h. 2.54
t) % €11/ 2Veoal e + h.c, (2.54)

donde h.c se refiere al hermitiano conjugado.

Para este caso el campo eléctrico se evalia en la aproximacion dipolar tomando
la posiciéon del atomo puntual, por lo tanto, para un atomo en el origen al considerar la

ec.(2.54) en el marco de Schrédinger donde la dependencia temporal es atribuida a los

o hor oy
E = ; €] m(al + al). (255)

Para simplificar se toma una base de polarizacién lineal y el vector de polarizaciéon unitario

serd real. Al sustituir las ecs. (2.10)), (2.52)), (2.53)) y (2.55)) en la ec.(2.50) se obtiene

H=Y hwafa,+> Eii+h>. > g 6@ +a)), (2.56)
l i ij 1

estados, se obtiene que
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se omite el nivel cero de energia para el primer término y se define
S [y
o Yig €/ 3¢
g = LV (2.57)
Adicionalmente v;; se asume como real por simplicidad. Como ejemplo de la interaccién

atomo-campo, se tiene el caso de un dtomo de dos niveles. Si vey = Vg4 se tiene

a=9"=9" (2.58)
En este caso el hamiltoniano que describe el sistema partiendo de la ec.(2.56)) toma la forma
H =" hw afa, + (Be 6ee + Ey Ggg) + 1Y _ g1 (Geg + Gge) (a1 + a]). (2.59)
l l
El término correspondiente a la energia del dtomo en la ec.(2.59) se puede reescribir de tal

modo que

N R 1 R . 1
Ee Gee + Eg Ogg — §hwaitomo<0'ee - Ugg) + §(Ee + Eg)a (260)

se establece que (Ee — Ey) = hwatomo Y (Gce + 0gg) = 1. Ademas, el valor constante de
energia (E. + E4)/2 se puede ignorar sin afectar la dindmica al sistema.

Para simplificar la notacién se usa

62 = Gee — Ggg = le)el — l9)al (2.61a)
61 = beg = le)gl. (2.61b)
6- =64 = lg)el, (2.61c)

en notacién matricial 6,, &4 y 6 estan representadas por

) 1 0 ) 0 1 . 0 0
6, = Oy = o_ = . (2.62)
0 —1 00 10
Ademds 6, 64+ y 6_ satisfacen el dlgebra de las matrices de Pauli para spin 1/2:
6_,64] = -0, (2.63a)
6,6, =26_. (2.63b)
El operador 6_ toma un dtomo en el estado superior y lo manda al estado inferior mientras

que 64 toma un dtomo en un estado inferior y lo manda al estado superior. Se reescribe la

ec.(2.59) usando las ecs. (2.60)) y (2.61) como

. 1
H =" hw, ala, + 5 Watom + Ry gn (64 +6-)(an + af). (2.64)



Capitulo 3

Modelos de un atomo dentro de

una cavidad

En este capitulo se describe el sistema de un atomo de dos niveles interactuando
con un modo dentro de una cavidad electromagnética, se presenta una soluciéon analitica
del sistema a partir de la cual se realiza un analisis de la dinamica del mismo y se realiza
la aproximacion en estados coherentes de un estado que evoluciona en el tiempo. Siguiendo
el proceso de andlisis en el modelo de un 4tomo de dos niveles se presenta una extensién
de estos conceptos al caso donde el dtomo que interactiia dentro de la cavidad tiene tres

niveles.

3.1 Modelo de Jaynes-Cummings

El ejemplo méas emblemético en sistemas de atomos en cavidades es aquel que
considera un atomo de dos niveles en interaccion con un modo del campo electromagnético
(ver figura [3.1)), en la denominada aproximacién de onda rotante [9]. En este caso se
toma que la energia del a&tomo es resonante con un modo del campo electromagnético, pero
antiresonante con el resto. Por ello, no hay intercambio de excitaciones con otros modos. El
sistema es exactamente soluble y lleva el nombre de modelo de Jaynes-Cummings (MJC),
quienes lo introdujeron en 1963 |12]. Ha sido estudiado ampliamente no solo en el dmbito
de cavidades [21], sino que ha sido empleado para describir sistemas en trampas de iones
[24], donde ademas ha sido fundamental para tareas de cémputo cudntico con la celebrada

compuerta CNOT de Cirac-Zoller [7]. Recientemente, este modelo y sus extensiones a mas

15
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atomos |22| han sido considerados para describir la fisica de 4tomos y cavidades artificiales

en sistemas de circuitos superconductores [26).

—_ e

hwo
—_ &

Figura 3.1: Ilustracién de un atomo de dos niveles en una cavidad electromagnética: espacio entre dos

paredes conductoras.

3.1.1 Hamiltoniano de un atomo de dos niveles

El hamiltoniano que describe la dinamica del sistema de un atomo de dos niveles,

cuyos estados pueden escribirse como

le) = lg) = , (3.1)

v que interactia con un modo del campo electromagnético dentro de la cavidad, siguiendo

la ec. (2.64)) estda dado por

H= I;[campo + Hétomo + ﬁint
B (3.2)
=hwala+ @00+ hg (61 +6-)(a+ ah.
Se puede simplificar el hamiltoniano de interaccién aplicando la aproximacién de onda
rotante , la cual consiste en ignorar los términos 6af y 6_a. Para entender un poco lo
correspondiente a la matematica de la aproximacion, en este caso se puede considerar que
H; = ﬁcampo + ﬁétomo, por lo tanto, se reescribe la ec. 1} como
H=H 7+ I:Imt

N (3.3)

Hine = hg (64 +6-)(a+a).
Para este hamiltoniano se puede definir el estado ‘¢(I) (t)> en el marco de interaccién tal

que

6(0)) = exp{—%fm} 60). (3.4)
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Al sustituir la propuesta de la ec. 1' para el estado !qﬁ(I ) (t)> en el marco de interaccién

dentro de la ecuacién de Schrédinger se obtiene que

Sdlo)  rhy o oa
in S = (A + i) |6(0)) (3.5)
de lo que se sigue
L dle0®) oo
ih———t = A} |6 (1)) (3.6)
definiendo
ﬁi(n]t) = eiﬁjt/fl IA{int e—iﬁjt/fl (37)

donde I:Ii(nlt) corresponde al hamiltoniano ﬁmt en el marco de interaccién. Al sustituir el

hamiltoniano H; dentro de la ec. 1} y evidenciando que los operadores del atomo y
campo conmutan, se obtiene

I:I(I) — hg <6iw0€rzt/2 (5+ + 5,)6_iw0&zt/2 eiw?ﬁ&t(& + dT) e—iw&T&t) ) (3.8)

int

Para evaluar la parte atomica se considera la representacién matricial de &, a partir de la

ec. (2.62) de modo que

iwot/Q
piwodst/2 _ [ © 0

0 e—iwot/Q

De acuerdo a lo anterior y tomando la representaciéon matricial de 6_ de la ec. (2.62)) resulta

que
s et/
ewo0:t/2 5 —iwobat/2 _ eleot/ 0 00 e~ wot/ 0
) 0 e~ wot/2 1 0 0 eiwot/2
(3.9)
— 0 0 — a._ef’iu.)ot’
e*lwot 0

como consecuencia de la ec. (3.9) la parte atémica del hamiltoniano de interaccién en el

marco de interaccién se puede reescribir como
iwoé’zt/Q ~ ~ —iweo,t/2 _ - iwot ~ —iwot
e (64 +0d-)e =04 45 e . (3.10)

Para el campo es preciso considerar que la evolucién temporal del operador de aniquilacién

€s

&(t) _ eiw&Tdt d(O) efiw&T&t — d(o)efiwt'
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Considerando lo anterior se obtiene que
eiwdet(a + &T) e—z‘wamt = Ge Wt 4 ateiwt. (3.11)

Asi, sustituyendo los resultados de las ecs () y 1} en la ec. 1D el hamiltoniano H Z(iz

se puede escribir como

AD = g (64c0t + 5_emient) (de—iwt n &’[eiwt> ’ (3.12a)

int

= hg (&+ae*i<w*w0>t +opalel@teolt 4 g gemilwrwolt o &_aTe“w*woﬁ) . (3.12b)

Se evidencia que el segundo y el cuarto término, que hacen referencia a la no
conservacion de excitaciones, se multiplican por términos oscilatorios los cuales incluyen la
suma de la frecuencia de la cavidad y la frecuencia de transiciéon atémica. El término 6 a
describe el proceso en el cual el &tomo se va de un estado inferior a un estado superior de
excitacién y un fotén es destruido, mientras que _a' se refiere al proceso en el cual el 4tomo
se va de un estado superior a un estado inferior de excitacion y un fotén es creado. Por
otro lado, el primero y cuarto involucra un término que hace referencia a una diferencia de
frecuencias, la cual se define como A = w —wy. Ademas, el segundo y tercer término oscilan
con una frecuencia que es aproximadamente dos veces la frecuencia éptica, al contrario de
los otros dos términos que varian lentamente. Debido a que la ecuacién de Schrodinger es
una ecuacién diferencial de primer orden en el tiempo, se integra en el tiempo. Al realizar la
integracién en el tiempo resulta la suma y diferencia de las frecuencias en el denominador.
De tal manera que la contribucién que domina es la que corresponde a los términos que

, - . . . (1
varian lentamente. Por consiguiente, en el marco de interaccién se puede aproximar Hi(nt) a

AD = g <6+&6_Mt +6_at 6iAt) . (3.13)
El hamiltoniano de interaccion correspondiente en el marco de Schrodinger es

Hiw = hg (@a +o_at ) . (3.14)
Considerando el resultado de la ec. se puede reescribir la ec. como

A h
Hye = hwala+ Swos: + hy <a+a+&_af), (3.15)

el cual se conoce como hamiltoniano de Jaynes-Cummings y describe al sistema de un atomo

de dos niveles interactuando con un modo dentro de una cavidad electromagnética.
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3.1.2 Solucién analitica

En el sistema descrito por el hamiltoniano de la ec. se define un parametro
de desintonia A = w — wy, el cual se toma en este trabajo como A = 0. Por lo tanto, la
frecuencia del campo sera igual a la frecuencia de transicién atéomica. Ademaés, se identifica
una constante de movimiento

I=6.+d'a, (3.16)

la cual conmuta con el hamiltoniano, [ﬁ g0, 1 | = 0. Por lo tanto, H ¢ se puede representar
en la base de eigenestados de I, {|n — 1,e),|n,g)}, asi adopta una estructura diagonal por

bloques 2 x 2

0 0 0 0
0 H; 0 0
f{JC = ﬁg
0 0 0

En el marco de interaccién los bloques se representan como

. 0
H, =t gvn n=1{1,23,,..1. (3.17)

gvn 0

Los eigenestados y eigenenergias asociados a cualquier bloque H,, son

w\ _ L,
27) = 5 (In— 1) % In.g)). (3.18a)
EM = +h gv/n, (3.18b)

para n > 0. Cuando n = 0 solo hay un estado dado por |0, g) con energia EO = .

3.1.3 Aproximacién en estados coherentes

Para el modelo de Jaynes-Cummings donde se tiene un atomo de dos niveles que
interactia con un modo del campo electromagnético cuantizado, asumiendo resonancia
exacta y realizando aproximacién de onda rotante [9] como se expuso anteriormente, el

hamiltoniano de interaccién es independiente del tiempo y se escribe como

Hin = hgloya +6_all. (3.19)
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Si se quiere encontrar la evolucién temporal del estado inicial |1g) = |a) |g), donde |«) es

un estado coherente descrito por la ec. (2.41)), se tiene que

[p(8) =U®#)]e) l9) = Z n,9) - (3.20)

Considerando la solucion exacta del bloque ﬁn, se define la relacién de completez como

10, 9X0, 9| + i 3 ‘<I>l(m)> <c1>l(m)’ ~1. (3.21)

m=1[]==+

Se incluye en para obtener
ﬂ |a\ m
() =% J0,9) +ZZZ U |of™) (of

mll:tnO

n,g> . (3.22)

El operador de evolucién temporal actuando sobre los eigenestados de H™ resulta en

) )¢$)> = i YN ‘¢$)> . (3.23)

TL,g> a

Al usar el resultado de (3.18bf) en la ec. (3.23) y tomando el resultado de <<I>l(m)
partir de los eigenestados en (3.18a]), se puede reescribir (3.22)) como

2
\al

l(t)) = \[ [\[|0 g) ;\%( e~ lgv/nt

q)(n)> _ pigv/nt

<1>(")>>] (3.24)

Reemplazando ‘@$)> de la ec. (|3.18a]) en (3.24]) se obtiene

o o (igymelln—Le) +Ing)] g melln—1e) — In.g)]
(1)) [ﬂo,gw;m( NG V2 )]
(3.25)

Este es un resultado exacto, sin embargo, estd dado para un niimero infinito de componentes.
Para un mejor andlisis se recurrird a aproximaciones para estados coherentes que

, . 2 . ..
presentan un numero promedio de fotones alto, |a|” > 1. Se realizan 2 procedimientos: la

linealizacién de /n alrededor del niimero promedio de fotones

\F~f+f( .,

f
SR

(3.26)

n

%
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Y se trata a = y/ne'?, entonces al cambiar n — n + 1 en los estados |n — 1,¢) se usa la

aproximacion ‘ A
antl B (\/ﬁe“f’)" Ve at

prm— ~~ e .
(n+1)! Vol Vn+1 V!
Se reemplazan los resultados de las ecs. (3.26) y (3.27) en la ec. (3.25)), considerando que

e

e 2 =0, por lo tanto, se puede extender la sumatoria a cero para obtener

(3.27)

_lo?
2

R = . - i(p—gt/2v/m)
() =3 [e—mmme—w/wﬁ In) <€ \/ﬁle>+lg>>

i 2Vn
_ igVt/2 jignt/2vn In) (6 (é+at/ )|€> - |g>>] . (3.28)

3

V2
Se define

ni.éo 6_\/22 (aeq:ilgt/2ﬁ>n In) = ‘ae¢ilgt/2\/ﬁ> : -

\2 <l iPFilgt/2Vn le) + \g>) = |u(t)) .

Usando [ = +1 el resultado de la ec. (3.28]) se puede reescribir de manera simplificada como

) = 3 T e ). (3.30)
I==%1

La ecuacién anterior muestra una aproximacion de la evolucion temporal del estado cuando
el nimero promedio de fotones es grande. En esta los estados atémicos |v;(t)) resultan ser
independientes del estado inicial, mientras que las componentes del campo ‘ozejFilgt/ 2\/%>
son estados coherentes que giran sobre un circulo en el espacio fase con una frecuencia
w = g/2v/n que depende del acoplamiento con el 4tomo y el niimero promedio de fotones.

Esta forma aproximada de la solucién permite un mejor andlisis de la dindmica,
pues queda escrita en términos unicamente de dos estados coherentes del campo. Por
ejemplo, de la ec. ([3.30) es posible definir un tiempo ¢, como el momento en el cual estos

estados vuelven a juntarse, por lo tanto, se tiene que

‘ <a€—igtT/2\/%

aeigt#?ﬁﬂ ~1, (3.31)

de acuerdo a la propiedad de no ortogonalidad de dos estados coherentes diferentes definida
como

(0] B) = e~alal+5F -2 5) (3.32)
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se tiene que la ec. (3.31)) se puede reescribir de modo que
‘ <a€—igtT/2\/%

aeigtr/2ﬁ>‘ _ ‘6—1/2 lo|?(2—2 eigtr/ V) 1
(3.33)

— €—|a‘2(1—cosgtr/\/ﬁ) _ 1’
a partir de lo anterior se obtiene que el tiempo de resurgimiento para el modelo de Jaynes-

Cummings es

2mvam W - g
= == wo = —=
g wo 2/m
donde g es la frecuencia de Rabi y 7 es el niimero promedio de fotones en la cavidad. La se-

tr

(3.34)

gunda igualdad esta relacionada directamente con la frecuencia wp a la que giran los estados
coherentes en el espacio fase que se relaciona con la derivada de las eigenfrecuencias +g/n

encontradas para el bloque H,, linealizadas alrededor del nimero promedio de fotones.

3.2 Oscilaciones de Rabi

Un caso de interés en el MJC surge al considerar un estado coherente dentro de
la cavidad, es decir, el estado base del oscilador arménico, pero con un posible desplaza-
miento en posicién y momento [19,20]. En esta situacién, se presenta un fenémeno muy
interesante que fue descubierto de manera numérica al inicio de los anos ochenta [§]: la
probabilidad de encontrar el &tomo en el estado excitado oscila en el tiempo, sin embargo,
las oscilaciones eventualmente cesan o colapsan para resurgir a un tiempo posterior. Este
fenémeno cudntico contrasta con lo que se conocia hasta los afios setenta con el modelo de
Rabi semiclasico, que consideraba un dtomo de dos niveles (cudntico) en interaccién con un
campo electromagnético cldsico. En esta descripcién semi-clésica, la interacciéon produce
un cambio periddico en las poblaciones de los estados atémicos, lo cual se conoce como
oscilaciones de Rabi. En el modelo de Jaynes-Cummings, en cambio, el fenémeno es mas
rico: las oscilaciones de Rabi sufren colapsos y resurgimientos [11].

En la figura [3.2] se presenta el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi
para el modelo de Jaynes-Cummings, que se da al tiempo, ¢, presentado en la ec. (|3.34)
[9,(11] . Este comportamiento fue reportado por primera vez en [8] y ha sido reproducido
en otros trabajos |11].

El fenémeno de colapso y resurgimiento de oscilaciones de Rabi ha sido ya estu-
diado con algunas generalizaciones a més de un atomo [11] y se ha mostrado su utilidad

en la preparacién de estados atémicos [6,/10]. En este tipo de estudios resulta muy 1itil
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la representacion del estado de la cavidad en el espacio fase por medio de una funcién de
cuasiprobabilidad como la funcién de Husimi presentada anteriormente [19]. En este caso,
es posible notar que el colapso de oscilaciones de Rabi estd relacionado a la separacion de
componentes del estado foténico en el espacio fase a la mitad del tiempo de resurgimiento.
A manera de ejemplo, como se ha realizado en trabajos anteriores [9,11], en la ﬁgura se
muestra la funciéon de Husimi que representa el estado del campo dentro de la cavidad. Las
oscilaciones de Rabi se presentan cuando el estado coherente inicial se empieza a dividir.
El colapso de oscilaciones sucede cuando las dos componentes foténicas se encuentran bien
separadas (ver ﬁgura. El resurgimiento se da cuando la evolucién dindmica lleva estas
componentes a reencontrarse en el espacio fase a un tiempo ¢, (ver figura [11]. La
imperfeccién en el resurgimiento de la figura se explica entonces por la deformacién de

los estados foténicos que dejan de ser estados coherentes.

0.6 N

0.4 i

0.2

o

0.5 1 1.5
t/tr

Figura 3.2: Probabilidad de encontrar el &tomo en el estado excitado como funcién del tiempo para un dtomo
de dos niveles, que interactiia con el campo electromagnético dentro de una cavidad preparada inicialmente

en un estado coherente |a), con o = 4.

Aun cuando los estados del campo sufran deformaciones del estado original, se
ha mostrado [6,|10] que la aproximacién en estados coherentes resulta ser una excelente
forma de aproximar las componentes atémicas, ya que éstos siguen las trayectorias de las
componentes del campo [9]. Ademds, una aproximacién del estado total del sistema en
términos de estados coherentes es muy ttil para capturar propiedades importantes de las
componentes atomicas. Este tipo de estados aproximados fueron considerados inicialmente

por Gea-Banacloche |9] para el MJC.
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Figura 3.3: Funcién de Husimi en el plano complejo o espacio fase de un oscilador representando el estado
del campo electromagnético dentro de una cavidad, que interactia con un dtomo de dos niveles. Se muestra

al tiempo t =0, t = t¢,/2 y t = t,. Los pardmetros son los indicados en la Fig.

3.3 Sistema con un atomo de tres niveles

Durante los ultimos afnios en el campo de la dptica cuantica se ha prestado bastante
atencion al estudio de un sistema atémico de tres niveles interactuando con un modo o dos
del campo electromagnético para diferentes configuraciones [1,2]. En especial se ha conside-
rado el caso libre e interaccionando con pulsos de luz o un tratamiento semi-clasico en
situaciones de considerable interés como son: enfriamiento de dtomos [17] y la transferencia
de estados atémicos [4]. Sin embargo, hasta nuestro conocimiento, el caso completamente

cuéntico no ha sido tan explorado.

) 'hQ ©
E=0 Thy li>
- 18>

Figura 3.4: Ilustracién de un &tomo de tres niveles en una cavidad.

Se puede extrapolar el analisis del modelo de un dtomo de dos niveles presentado
anteriormente y conocido como el modelo de Jaynes-Cummings al caso en donde el atomo
que interactia dentro de la cavidad tiene tres niveles y su configuracion es como se muestra

en la figura[3.4
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3.3.1 Hamiltoniano

En el sistema de un atomo de tres niveles sus estados se pueden representar como
1 0

le)=10 iy =1 lg)=10] - (3.35)
0 1

De acuerdo a la ec. (2.52)) el hamiltoniano del 4&tomo se puede escribir como

Hétomo = Ee |6><6’ + EZ |7’><Z| + EQ |g><g|
= hQ2[e)e| — h&2|g)g] (3.36)
= h{lG,.

Donde hemos tomado como punto de referencia la energia del nivel intermedio, es decir,
E; = 0. En esta secciéon asumiremos que el nivel intermedio se encuentra justo en la mitad.
Para el hamiltoniano de interaccién se toma en cuenta lo planteado en las ecs.

(|2.53|), 2.55) y 1|2.57|i. Ademds, en este caso se tiene que ve; = Vig = Ygi = Vie POr lo que

a=g"=g°’=g"=g°" (3.37)

Con relacion a lo anterior y aplicando la aproximacion de onda rotante se tiene el hamilto-

niano de interaccién

Hini = hg (eua +o_at ) : (3.38)
donde
G4 = Gei + Gig = le)i] + [i)g] , (3.39)
O = 6gi + Gic = |g)i| + [i)e] , (3.39b)
62 = le)e| — [g)yl, (3.39¢)

y su respectiva representaciéon matricial esta dada por

010 000 10 0
6.=10 0 1 6-=1[10 0 s.=10 0 o |, (3.40)
0 010 00 -1

siendo 64 y 6_ los operadores de transicién atémica para este modelo.
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Finalmente, el hamiltoniano que describe la dindmica del sistema de un atomo

de tres niveles en interaccién con un modo del campo electromagnético a partir de los

resultados de las ecs. (3.36]) y (3.38)) es

FI = ﬁcampo + ﬁétomo + I:Iint

. (3.41)
H = hugata+ 106, + hg <&+a n &,af) .

Esto significa que la diferencia entre el estado excitado y el estado base estd dada por 2Q2 y

coincide con el doble de la frecuencia del modo electromagnético, por lo que a esta situacién

se le conoce como resonancia de dos fotones.

3.3.2 Solucién analitica

En el sistema descrito por el hamiltoniano de la ec. (3.41]) se considera el caso
wo = 2, por lo tanto, la frecuencia del campo serd igual a la frecuencia de transicién

atomica. De manera andloga al caso del MJC se identifica una constante de movimiento
I=6.+d'a, (3.42)

la cual conmuta con el hamiltoniano, [ﬁ , I ] =0, por lo tanto, H se puede representar en la
base de eigenestados de I, {|n — 1,e),|n,i),|n + 1,9)}, asi adopta una estructura diagonal
por bloques de 3 x 3, los cuales se pueden escribir en el marco de interaccién dado por Hip

como

0 gv/n 0
H,=h|gyn 0 gvVn+1|, n=1{1,2,3,...}. (3.43)
0 gvn+1 0
Si se toma que m es un valor significativamente grande, los eigenestados y eigenenergias

asociados a cada uno de los bloques H, se reportan en la tabla

EIGENENERGIA EIGENESTADO

0 B7) = (—In—Le) + [n+ 1,9))/V2
hgy2@n+1) | [85) = (In— L&) + V2 |n,i) + |n+ 1,9))/2
~hg/2@2n+1) | |OF)

Tabla 3.1: Eigenenergias y eigenestados para el sistema de un dtomo de tres niveles en una cavidad electro-

(In—1,e) = v2n,i) +|n +1,9))/2

magnética.
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3.3.3 Analisis y aproximacion en estados coherentes

Un caso de interés para analizar es aquel donde se considera un estado coherente
dentro de la cavidad, en esta situacion se presenta el colapso y resurgimiento de las os-
cilaciones de Rabi al momento de calcular la probabilidad de encontrar el sistema en un
estado especifico, como ejemplo, se calcula P; (la probabilidad de encontrar el 4&tomo en el
estado intermedio) y P. (la probabilidad de encontrar al 4tomo en el estado excitado). En
las figuras y se presenta el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi para

las situaciones mencionadas.

1

0.8 1 g

0.6 | N

[a 1

0.4 i

0.2 N

O 1 1
0] 0.5 1 1.5

t/tr

Figura 3.5: Probabilidad de encontrar el dtomo en el estado intermedio como funcién del tiempo para
un atomo de tres niveles, que interactiia con el campo electromagnético dentro de una cavidad preparada

inicialmente en un estado |a) |i), con & = 5. Donde ¢, = /21 + 1/g.

0.8 N

0.6 i

0.4 WN\/\/\/\/WWWWWWNM

0.2 i

t/tr

Figura 3.6: Probabilidad de encontrar el &tomo en el estado excitado como funcién del tiempo para un dtomo
de tres niveles, que interactia con el campo electromagnético dentro de una cavidad preparada inicialmente
en un estado |a) |€), con a = 5. Donde ¢, = mv/2n+ 1/g.
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Adicionalmente, se puede representar el estado de la cavidad por medio de la

funcién de Husimi (ver figuras y , asi como en el MJC, se asocia el colapso de las

oscilaciones de Rabi con la separacién de las componentes del estado foténico en el espacio

fase (ver figuras y 13.8b)).

t=0 t:tr/2 t:tr
5 05
08 5 5
03 0.4
T 0.6 - =
=0 o) 02 ) 03
£ 0 0
£ 0.4 E E 02
02 01 0.1
5 -5 5
5 0 5 5 0 5 5 0 5
Re[d] Re[d] Re[f]
(a) (b) (c)

Figura 3.7: Funcién de Husimi en el plano complejo o espacio fase de un oscilador representando el estado
del campo electromagnético dentro de una cavidad, que interactiia con un atomo de dos niveles. Se muestra

al tiempo t =0, t = ¢,/2 y t = t,. Los pardmetros son los indicados en la Fig.

t=0 t:tr/2 t:tr
5 05 05
5 5
0.8 0.4 0.4
= 06 —_ —_
T = 03 = 03
g0 =0 =0
E 04 £ 0.2 E 0.2
0.2 0.1 0.1
-5 -5 -5
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
Re[d] Re[d] Re[f]
(a) (b) (c)

Figura 3.8: Funcién de Husimi en el plano complejo o espacio fase de un oscilador representando el estado
del campo electromagnético dentro de una cavidad, que interactia con un dtomo de dos niveles. Se muestra

al tiempo ¢t =0, t = ¢,/2 y t = t,. Los pardmetros son los indicados en la Fig.

A partir de las figuras y se evidencia que el estado foténico se deforma,

lo cual responde a que las amplitudes de las oscilaciones de Rabi en los resurgimientos
en las figuras y son menores, es decir, son resurgimientos imperfectos. Aun asi
de manera similar al modelo de Jaynes-Cummings se puede realizar una aproximacién en

estados coherentes. Como ejemplo, al tomar como estado inicial |¢g) = |o) |g), siendo |g)
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el definido en ([3.35)), se hace uso de los eigenestados y eigenenergias de la tabla con lo

que se obtiene

1 1 —ilgBt ilgvyt
(D) = 5l )+ 3 l;e 195 e} (1)) (3.44)
donde
lvi(t)) = % (em’ et e) 41 V2 e i) + etlot |9>> ; v = \/2;?
_ L (o, )
v =5 (-l +19)) b=

El proceso para obtener este resultado es anédlogo al caso del MJC y omitimos presentarlo.
Del mismo modo que en el MJC, las oscilaciones de Rabi se presentan cuando el estado
coherente inicial se empieza a dividir, pero en el sistema de un atomo de tres niveles se
evidencia que en el caso donde se toma como estado inicial [1g) = |a) |7}, el estado coherente
se divide en dos componentes. Solo se evidencian dos componentes en las que se divide el
estado foténico debido a que el estado intermedio no se relaciona con el eigenestado asociado
a eigenfrecuencia cero que se muestra en la tabla

Por otro lado, en el caso en donde se tiene como estado inicial |ig) = |a) |e) o
lvo) = | |g) el resultado serd como se presenta en la figura [3.8] El estado inicial se divide
en tres componentes: una asociada al estado coherente que permanece estatico |a) y dos
componentes del campo ‘aeiimt> que giran sobre un circulo en el espacio fase con frecuencia
W' =gy.

En este caso el estado foténico se divide en tres componentes, por lo cual el tiempo
de resurgimiento puede definirse de diferentes maneras. Del andlisis en el MJC, se rescata
que el resurgimiento en las oscilaciones de Rabi esta relacionado con el momento en que las
componentes del campo se vuelven a encontrar. De acuerdo a lo anterior, en este caso se
define el tiempo de resurgimiento como aquel en el cual las componentes que estan girando
en el espacio fase con frecuencia w’ se vuelven a juntar. Por lo tanto, considerando el

resultado de la ec. (3.44)), se identifica el tiempo de resurgimiento como

[ (et =1, (3.45)

et >

de acuerdo a la propiedad de no ortogonalidad de dos estados coherentes diferentes definida

en la ec. (3.32), se tiene que la ec. (3.45) se puede reescribir de modo que

|<aefig'm =1

aeig'ytr> —

‘671/2 a2 (22 e2ig7tr)

2 (3.46)
— —lalP(1=cos2g7tr) _ |
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Con relacién a la ecuacidn anterior para este sistema de un atomo de tres niveles que
interactiia con un modo del campo electromagnético se define el tiempo de resurgimiento

de las oscilaciones de Rabi como
(3.47)



Capitulo 4

Sistema de dos atomos de tres

niveles dentro de una cavidad

En este capitulo se describe el sistema de dos atomos de tres niveles dentro de una
cavidad electromagnética, se presenta una solucién analitica del sistema la cual permite
realizar una aproximacién en estados coherentes de un estado que evoluciona en el tiempo
cuando el nimero promedio de fotones es considerablemente grande. Adicionalmente se
analiza el entrelazamiento de algunas de las componentes atémicas que acompanan al estado
coherente y lo que sucede cuando el estado dentro de la cavidad es un estado coherente para
diferentes estados iniciales. Se muestra que es posible generar un estado con méaximo grado

de entrelazamiento discriminando de manera adecuada las componentes del campo.

4.1 Descripcion del sistema

El sistema a estudiar consiste en dos dtomos cada uno con tres niveles atémicos:
le) corresponde al estado excitado, |i) al estado intermedio y |g) al estado base, los 4tomos
interacttian con un modo de radiacion electromagnética con frecuencia w. La frecuencia de
transicién entre |e), |i) y |g) es Q (ver figura [4.1]).

Haciendo una analogia de los estados atémicos a momento angular, se puede re-
currir a la teoria de la adicién de momento angular para realizar la descripcién del sistema
(ver apéndice . En este caso, se trata de niveles electrénicos y no de espin o momento

angular, por lo que se usara el término de seudo-momento angular. Con base en lo anterior,

31
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el hamiltoniano que describe la dindmica del sistema se puede escribir como:
H = hwila + hQS, + hg (aSy +a'S_). (4.1)

El primer término del hamiltoniano describe la energia del campo electromagnético en
términos de los operadores de creacién y aniquilacién a! y a. El segundo hace referencia a
la energia del 4&tomo usando S, y el tltimo describe la interaccién entre dtomos y campo dada
en términos de S_ y S’+. Estos operadores son conocidos como operadores de descenso y de
ascenso, respectivamente, siendo S = 571 En este caso los operadores son adimensionles
y se han escrito de modo que satisfacen las relaciones de conmutacién de momento angular,

por lo tanto

5, =S 4+ 5@ S = v2(jeXil, + liXgl). (4.2a)
S, =80 4 8@ S = (eXel; — laXl,)- (4.2b)

Definiendo el operador de seudo-momento angular total
S=5014+1®5,. (4.3)

Se puede mostrar que los operadores S o S+, S y 52 actian sobre la base de seudo-momento

angular total de la siguiente manera

S, |s;m) =m|s;m), (4.4a)
Sils;m) =+/(sFm)(stm+1)|s;m+1), (4.4b)
52 |s;m) = s(s+ 1) |s;m). (4.4c)

Donde el operador 52 estd definido como

52 =82 4 % (5;5, +8 +) (4.5)

e>

hQ )
@] o E=0 [i>
_ymed IhQ 2>

Figura 4.1: Ilustracién de dos dtomos de tres niveles dentro de una cavidad.
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4.2 Solucién analitica

Para resolver la dindmica del sistema descrito por la ec. (4.1), se toma el caso
donde w = ) y se eligen unidades en donde i = 1, por lo tanto, se reescribe el hamiltoniano

Ccomo
E[ = ﬁ[ + I;[int

0= (wde + wS’Z> + <g (a5, + &Tg_]) ’ (4.6)

siendo f[int la parte del hamiltoniano que da cuenta de la interaccion del sistema. En este

caso se identifica una constante de movimiento dada como
I=5+ada, (4.7)

considerando el conmutador [ﬁ ¥ |, se evidencia que [lﬁl I ] = 0, pues H; = wil. Por otro
lado, se tiene que

~ A ~ A~ ~

[Hine, 1] = g ([as+, S. +afa) +[ats_, S, + afa])
=g (&[§+, S.] + [a,ata)Sy +al[S_, 8.] + [T, aTa]S_)

(—aS+ +ad, +afs — aTS_)

De acuerdo a lo anterior se tiene que H e I conmutan. Por otro lado, [,§2,H] =0, lo
cual es evidente porque [§2, S'i] = 0 en teoria de momento angular. Tomando en cuenta
las constantes de movimiento, resulta conveniente trabajar en la base: {|n —m,s,m)}, con
s €{0,1,2} y |m| < s. Estos estados estan dados en términos de n —m fotones y estados de
seudo-momento angular total con proyeccién m es decir, |n —m, s, m) = |n —m) & |s;m).
Los estados |s;m) tomando en cuenta las ecs. y la tabla se pueden escribir en

términos de los estados del &tomo como se presenta a continuacién

12;-2) =19, 9) (4.92)
2-1) = —=(19.1) + li-). (4.9b)
20) = J=lo.e) + 2 i+ ele), (4.9¢)
2:1) = \}Q (e i) + i, €)) (4.94)
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12,2) = [n— 2,e,¢) (4.9¢)
1:-1) = —=(19.1) ~ li-). (4.99)
1:0) = = (le.9) = lg.e)). (4.98)
151) = = (le) — fie)). (4.90)
10;0) = —=(les 9) — Ii, ) + g, €)). (4.90)

S

3

Escrito en esta base el hamiltoniano toma una estructura diagonal de 9 x 9 para n > 2.
Debido a que el seudo-momento angular total es otra constante presente en el sistema, el
bloque se subdivide en otros de dimensién 1 x 1, 3 x 3 y 5 x 5. Los estados relacionados con
cada bloque son aquellos que comparten el mismo eigenvalor de seudo-momento angular

total s. En el marco de interaccion los bloques estdan dados como

e Bloque 1 x 1
0 (4.10)

e Bloque 3 x 3
0 gv2n 0
gv2n 0 gv/2(n+1) (4.11)
0 gy2(n+1) 0
e Bloque 5 x 5

0 2gv/n — 1 0 0 0
2gv/n —1 0 gvon 0 0

0 gvén 0 gy/6(n+1) 0 . (4.12)
0 0 gy/6(n+1) 0 2gv/n +2
0 0 0 29V + 2 0

Para calcular los eigenestados y eigenenergias asociados a cada unos de los bloques pre-
sentados en las ecs.(4.10) - (4.12)), se considera el caso en donde el nimero promedio de
fotones (7) es grande. Ademds, se aproxima v/n + 2,v/n + 1,\/n,v/n — 1y v/n — 2, como

n -+ % De acuerdo a estas consideraciones se obtienen los eigenestados aproximados y

eigenfrecuencias asociados a cada bloque que se presentan en la tabla Los eigenesta-
dos pueden calcularse de manera exacta, sin embargo las expresiones son extensas y no se

presentan aqui.
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EIGENFRECUENCIA EIGENESTADO
BLOQUE 1x 1
0 |®7) = |n,0,0)
BLOQUE 3 x 3
0 |®3) = (= |n—1,1,1) + |n+1,1,-1))/v2
9/2@2n 4+ 1) @) = (In — 1,1,1) +v2|n,1,0) + |n 4+ 1,1, —1))/2
—gv/2@2n + 1) [ = (Jn —1,1,1) = v2|n,1,0) + |n + 1,1, —1))/2
BLOQUE 5 x 5
0 |92 = (In —2,2,1) — vV2/V3|n,2,0) + |n + 2,2, —2))v/3/2V/2
—gv/2(2n+1) D7) = (—|n—2,2,2) + [n—1,2,1) — [n+ 1,2, —1) + [n + 2,2, —2)) /2
—2g/2@2n + 1) [®2) = (In —2,2,2) —2|n — 1,2,1) + V6 |n,2,0) = 2|n 4+ 1,2, —1) + |n + 2,2, —2))/4
9/2@2n 4+ 1) |O8) = (—|n —2,2,2) — |n— 1,2,1) + [n + 1,2, —1) + |n + 2,2, —2))/2
2g+/2(2n + 1) |@8) = (Jn — 2,2,2) +2|n — 1,2,1) + V6 |n,2,0) + 2|n + 1,2, —1) + |n + 2,2, —2)) /4

Tabla 4.1: Eigenfrecuencias exactas y eigenestados aproximados para el sistema de dos 4tomos de tres niveles

en una cavidad electromagnética.

4.3 Aproximacion en estados coherentes

En el modelo de dos atomos de tres niveles que interactian con un modo del campo

electromagnético el hamiltoniano de interaccién esta descrito por

Hint = g (&S+ + &TS*_) . (4.13)
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Para encontrar la evolucién temporal de un estado inicial arbitrario
‘\IIO> = ZCs,m |Oé> |S;m> s (414)

donde |a) es un estado coherente como se expresa en la ec. (2.41) y Cs , = (s, m|1)o) es la
amplitud de probabilidad, se extrapola la idea del procedimiento realizado para el modelo

de Jaynes-Cummings, por lo que se obtiene

=N U Cyn ) s, m) = ZU Z 550 Iy s,m) (4.15)

A partir de las soluciones exactas de los bloques 1 x 1, 3 x 3 y 5 x 5 presentadas en la tabla

se define la relacién de completez como
o 9 ) )
S [y (0| =1, (4.16)

se omiten los estados con j < 2, pues no contribuyen cuando |oz]2 > 1. Se incluye 1 en

(4.15)) obteniendo

s,m n=0 ]:2 =1 TL'
o o 9 (4.17)
— [Wem(t)) = Zzz%e_loé U(t) ‘(I)l(])> <CI>Z(J)’n s m>
n=0j—=2 =1 V¥

Posteriormente se realiza la suma en [, se reemplaza el resultado de cémo actia el operador
de evolucién temporal en cada uno de los estados ‘CI)l(j )> y se toman los resultados de los
productos internos <<I>l(j )’n,s,m>. El anterior procedimiento se presenta a detalle en el
apéndice |Bl llegando asi a la ec. (B.6)).

Al establecer para el anédlisis que el ntimero promedio de fotones es un valor con-
siderablemente grande, se realiza la linealizacién de cada una de las eigenfrecuencias de
la tabla alrededor de . Adicionalmente se reemplaza la equivalencia de cada uno de
los eigenestados ‘@l(j )> en términos de los eigenestados de I (ver tabla y se procede
de tal modo que se obtenga como factor comin en cada uno de los términos |n) (el pro-
cedimiento se describe en el apéndice . De acuerdo a lo anterior se obtiene la expresién

general de la expansién en estados coherentes para el sistema de dos atomos de tres niveles
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que interactian con un modo del capo electromagnético escrita como

= Z CS,m ‘\I’S,m(t»
(4.18)

2 1
[Wom(®) = ) @) + Zze (7 it =)t g 1))

11=0

Se puede deducir de la ec. que el vector de estado dependiente del tiempo se puede
expresar como una suma de cinco términos cada cual con componente atémica y foténica
de la siguiente manera: un estado coherente estatico |a) y cuatro componentes del campo
!aeiiw(1v2>t> son estados coherentes que giran sobre un circulo en el espacio fase con frecuen-
cias w1 9) que depende del acoplamiento con el 4tomo y el nimero medio de fotones en el
estado (ver ec. (B.17)). Hasta el momento se han reportado expresiones andlogas [23] en
términos de tres o cuatro estados coherentes dependientes del tiempo en sistemas de dos

atomos pero solo de dos niveles.

Para evidenciar qué tan cercana es la aproximacion de la ec. (4.18)) con el vector
de estado numérico exacto se recurre al calculo de la fidelidad, que nace de la necesidad de

cuantificar la cercania entre dos estados. Para este caso la definimos como

(F) = [{Wezac(t) Wapros (). (4.19)

Como ejemplo, se calcula la fidelidad para tres diferentes valores del nimero promedio
de fotones, donde se considera « real y se toma como estado inicial |¢)g) = |a) (]0,0) +
|1,0) /v/2). De acuerdo a las consideraciones anteriores, el vector de estado aproximado,

reemplazando en la ec. (4.18) el estado inicial, estd dado como

2Bt | . .
(1)) = \}i 010,0) + “ [P0 ) (VA [1,1) 4 V3 [1,0) — e V01, 1))
—iv2gpt ‘ , :
S fae VR (VR L) 4 VB L0) + VR L, 1))

(4.20)

En la figura se muestra la fidelidad F de la solucién numéricamente exacta respecto a
la aproximacién en estados coherentes para el estado inicial de nuestro ejemplo cuando el

nimero promedio de fotones es m = 25, m =49 y m = 100.
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0.951-

0.85F

0 02 04 0.6 08 1
t/t

Figura 4.2: Fidelidad de un estado inicial |t)o) = |a) (|0,0) + |1,0) /v/2) para diferentes valores del niimero

de fotones.

Los estados de momento angular total presentan entrelazamiento cuantico en la
base separada de los atomos. Debido a que la interaccion con el modo del campo electro-
magnético tiene el efecto de separar estas componentes de momento angular, este sistema
resulta 1til para generar estados atémicos entrelazados que puedan ayudar en protocolos de

informacién cudantica, tales como teleportacion. Este fenémeno se explica a continuacién.

4.4 Entrelazamiento

El entrelazamiento es un fenémeno completamente cuantico, en el cual el estado
cudntico de dos o més objetos se describe por un Unico vector de estado que se caracteriza
por

[12,..) # |P1) [2) - ... (4.21)

Para cuantificar el entrelazamiento se han establecido algunas definiciones y funciones que
nos indican el grado de entrelazamiento que puede tener un estado, ejemplo de estas son la

pureza de la matriz reducida, la entropia de Von Neumann, entre otras.

La pureza

La pureza, P, de un estado cudntico especifico esté definida como

P(p) = Tr{*}, (4.22)

esta operacién da cuenta de qué tan puro es el estado.
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De acuerdo a la definicién del operador de densidad dado por
p=_pilvifeil, (4.23)

donde |7;) es un estado arbitrario, los valores que puede tomar p; se encuentran entre 0 y 1
y cumplen con la condiciéon de normalizacién; es posible evidenciar cémo la pureza permite
diferenciar entre estados puros y estados mixtos. Por definicién, en el caso de un estado
puro se tiene que todos los p; son iguales a cero a excepcién de uno, el cual tiene un valor

igual a 1, por lo cual,
pp = X! (4.24)

Sustituyendo la ec. (4.24) en la ec. (4.22)) se obtiene que

P(pp) =Tr{pi} = 1. (4.25)

El resultado anterior se cumple para todo estado puro, mientras que en el caso de un estado

mixto la condicién es
o<y pi=1
i i
lo cual implica que

P(pm) = Tr{p2,} < 1. (4.26)

Si se tiene un estado completamente mixto, los valores de p; son iguales a %, lo cual conlleva

a que la pureza sea

< Plom) = {2} (427)

de acuerdo a los resultados de las ec. (4.25]) y (4.27)), se tiene que los valores limites entre

los que se encuentra la pureza son

% <P <1. (4.28)

La pureza permite distinguir entre estados separables y entrelazados, lo cual se realiza al
usar el operador de densidad reducido. Definiendo la matriz de densidad reducida p4 como

1
pa=Te{p} = > (mplplmp). (4.29)

m=—1

De acuerdo a lo anterior, siendo |¢4 p)

e Si P(pa) =1 el estado es separable.
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e Si P(pa) <1 el estado es entrelazado.

En este sistema de dos atomos de tres niveles dentro de una cavidad electromagnética es de
interés el andlisis del entrelazamiento de las componentes atémicas que acompanan a cada

estado coherente. Como ejemplo general se considera el estado
lna) = Vetle,g) — verlisi) + VI—cr —elge) . (4.30)
La matriz de densidad reducida p,4 es
pa = c1lefe| +cxfi)il + (1 — 1 — c2) [9)g] - (4.31)
El resultado de la pureza de la matriz de densidad reducida p4 anterior es
Plpa)=ci+ A+ (1—c1 — ) (4.32)

este resultado se representa en la figura

0.5

Cl C2

Figura 4.3: Representacién de la pureza del operador de densidad reducido del sistema A, obtenido de la ec.
[132).

Ahora se puede tomar como primer caso particular un estado de la base de seudo-
momento angular, el estado de la ec. (A.161) dado como
1
V3

La matriz de densidad del estado anterior dada en la base |m1,mg) estd dada como

10;0) = —=(le, 9) — [i,7) + |g, €))- (4.33)

p= g(‘e,g><e,g| - ‘€,g><Z,Z’ + |€,g><g,€’ - |l,l><€,g’ + ’171><7’72‘ -

i, i)(g, | + |9, eXe, gl — |g, )i, i| + |g,e)g, e]). (4.34)
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Usando p de la ec. (4.34) en la ec. (4.29)) se obtiene
1 N\
pa = Trip} = g(lefel + liXil +1gXgl), (4.35)

tomando el resultado anterior en la ec. (4.22)) se obtiene que

Plpa) =5 =3 (4.36)

Del resultado obtenido se puede concluir que el estado |0;0) es un estado entrelazado, que
representa el minimo valor que puede tomar P(p4) en la figura lo cual conlleva a que
es un estado con maximo grado de entrelazamiento o en este caso estado de Bell de dos

cltrits (cutrit: sistema de tres niveles). Por otro lado, al tomar el estado

1 2 . 1
2;0) = 7 |9, €) + \/;w + 7 le,9) (4.37)

el resultado del calculo de la pureza del operador de densidad reducido p4 es

6 1

P(pa) = 36 6 (4.38)

En relacién con el resultado obtenido para el estado |2;0) se puede concluir que aunque no
es un estado de méximo grado de entrelazamiento ya que su pureza es diferente a 1/N, es

un estado entrelazado ya que su pureza es diferente de cero.

Entropia de von Neumann

La entropia de von Neumann es otra medida de entrelazamiento para estados
puros. Para el caso de un sistema bipartita denotado como |V 4 ), se usa la entropia de

una de las matrices reducidas como medida del entrelazamiento E definida como

E(’\I’>A,B) = S(pa) = S(pB), (4.39)

donde
N
S(p) = —Tr{plogy p} = =Y _ Ailogy A , (4.40)
i=1
corresponde a la entropia de von Neumann definida en la representacién diagonal de la
matriz de densidad [5]. Donde cada A; es un valor propio de p y N es la dimensién del

sistema.
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Contraria a la pureza, que su valor es maximo para estados separables y valor

minimo estados entrelazados, la entropia de von Neumann esta definida entre
0<S(p) <logy N =1. (4.41)

Lo anterior indica que la entropia tiene valor cero solamente si p representa a un estado
puro y tomard el valor de logy N en el caso de un estado maximamente entrelazado, por
lo que ahora tenemos una medida que no solo da cuenta del entrelazamiento, ademé&s es
una funcién mondtonamente creciente de 0 a 1. En otras palabras, a medida que crece el
entrelazamiento el valor de la funciéon aumenta.

Para el sistema de nuestro interés, se puede analizar el entrelazamiento de las
componentes atomicas que acompanan a cada estado coherente. Estas componentes son
estados puros y en general estdn dados por una superposicién de estados de seudo-momento
angular total. Como ejemplo, se calcula la entropia de von Neumann de la matriz de
densidad reducida de un estado general escrito como en la ec. (4.30]), en este caso se calcula

la entropia de la matriz reducida del sistema A, obteniendo que

E(lpap)) = S(pa) = —c1loggcr — calogz e — (1 — ¢1 — ¢2) logsg(1 — ¢1 — ¢2). (4.42)

Donde ¢; y co son reales positivos y representan las probabilidades de los estados |e, g) y
i, g), respectivamente, en la ec. (4.30)). El resultado de la medida de entrelazamiento para
el estado general |p14 p) se representa en la figura

S(pa4)o.5

0.0L

Figura 4.4: Representacion de la entropia del operador de densidad reducido del sistema A, obtenido de la

ec. ([£.42).

Un caso interesante y digno de considerar por separado es el estado |0;0), al

momento de calcular la entropia S(p4) como medida de entrelazamiento se obtiene usando



Capitulo 4: Sistema de dos datomos de tres niveles dentro de una cavidad 43

[E35) en la ec.(EA0) que
E(]0;0)) = S(pa) = 1. (4.43)

El resultado anterior da cuenta de nuevo de que este estado presenta maximo entrelaza-
miento. Para el ejemplo del estado |0;0) este representa el maximo en la ﬁgura En la
siguiente seccién veremos cémo es posible generar este estado a partir de un estado separable

de dos atomos.

4.5 Resultados numéricos y discusién

Al considerar que el estado dentro de la cavidad es un estado coherente, la evolucién
temporal de un estado inicial arbitrario se puede escribir como una aproximacién en términos
de estados coherentes, lo cual resulta muy 1util para capturar propiedades importantes de

las componentes atomicas.

Para este sistema el resultado de la ec. muestra la aproximacién en términos
de estados coherentes de un estado inicial general. A partir de la aproximacion se establecen
dos tiempos de interés, el primero esta asociado al momento en el cual las dos componentes
fotonicas que giran alrededor de un circulo en el espacio fase con frecuencia wq se encuentran
de nuevo y el segundo tiempo asociado al momento del encuentro de las dos componentes
foténicas que giran con frecuencia we. Con base en las ecs. y se definen las
frecuencias como

V2g 2v/2g

W = —— Wy =

- . 4.44
Vom+ 1 SN | (4.44)

Debido a que las dos frecuencias son conmensurables, los tiempos de encuentro de las
diferentes componentes foténicos estan relacionados entre si, por lo tanto, el tiempo de
resurgimiento para el sistema de dos dtomos de tres niveles lo definimos como el momento
en el cual las componentes que estan girando en el espacio fase con frecuencia ws se vuelven
a encontrar; esto debido a que son las que giran alrededor de un circulo en el espacio
fase con mayor rapidez. De acuerdo al planteamiento anterior se identifica el tiempo de

resurgimiento como

—twals, ae

waty >

|(ce =1. (4.45)
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Usando la ec.(3.32)) se tiene que la ec. (4.45]) se reescribe como

—iwaty ae

twaty >

— 2(9_9 L2iwgt
{ae :‘6 1/2 |a?(2—2 e22tr)| _ 4

(4.46)

_ e—|a\2(1—0032w2t,~) - 1.

Con relacién a lo anterior se obtiene para este sistema un tiempo de resurgimiento dado

como

T m2n +1

ty=— = ——5—.
" w 2v/2¢

Para este sistema se analiza lo que sucede cuando se considera un estado coherente dentro

(4.47)

de la misma. A manera de ejemplo se toman cinco diferentes casos de estados iniciales, que

se presentan a continuacion:

e Caso L: [¥1) = |a) |2;0).

Caso II: |¥q1) = |a) |1;0).

Caso IIT: |Wy) = |a) L(]1;0) + [2;0)).

S

Caso IV: [Ury) = |a) 2= ([2;1) + |2; —1)).

S

Caso V: |Uy) = |a) L

v \@\050>+\/§!1;0>+|2;0>+ﬁ|2;—2>+%|2;2>).

/N

Caso 1

Al considerar el estado inicial |¥1) donde el estado dentro de la cavidad es un
estado coherente, se presenta el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi cuando
se calcula la probabilidad de encontrar el sistema en el estado [2;0). En la figura se
presenta el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi que en este caso sucede al
tiempo t,.

La representacién del estado de la cavidad por medio de la funciéon de Husimi
para este caso se presenta en la figura Asi como en el MJC se asocia el colapso de las
oscilaciones con la separacién de las componentes del estado foténico en el espacio fase (ver
figura . El resurgimiento esta relacionado con el momento en el cual las componentes

del estado foténico que se estdn moviendo sobre un circulo en el espacio fase vuelven a

encontrarse (ver figura [1.6d)).
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t/t
r

Figura 4.5: Probabilidad de encontrar al sistema en el estado |2;0) como funcién del tiempo para el caso de

dos dtomos de tres niveles, que interactidan con el campo electromagnético dentro de una cavidad preparada

t=0 t=t
r

08

> 03
06

0 0.2
04

5 02 01

5 0 5 5 0 5

Re[/] Re[d]
(a) (b) (c)

inicialmente en el estado inicial |¥r), con oo = 7.

t=t /2
r

0.25
5
= 0.2
= =) =
g § 0.15 g 0
0.1
0.05 -

Figura 4.6: Funcién de Husimi en el plano complejo o espacio fase de un oscilador representando el estado del
campo electromagnético dentro de una cavidad, que interactiia con dos dtomos de tres niveles. Se muestra

al tiempo ¢t =0, t = ¢,/2 y t = t». Los pardmetros son los indicados en la Fig.

En la figura se evidencia que el estado foténico se deforma, al tiempo ¢,., lo cual
responde a que el resurgimiento en la figura[4.5] sea imperfecto. En este caso se muestra que
el estado foténico inicial se divide en tres componentes (ver figura [£.6b): una asociada al
estado coherente que permanece estatico |a) y dos componentes ‘aeiiw2t> que giran sobre

un circulo en el espacio fase con frecuencia ws.

Caso 11

Si el estado inicial es |¥yr) donde el estado dentro de la cavidad es un estado
coherente, se presenta el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi cuando se

calcula la probabilidad de encontrar el sistema en el estado |1;0). En la figura se
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presenta el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi que en este caso sucede al

tiempo 2t,.

La representacién del estado de la cavidad por medio de la funciéon de Husimi
para este caso se presenta en la figura [4.8] Analogo al MJC se asocia el colapso de las
oscilaciones con la separacién de las componentes del estado foténico en el espacio fase (ver
figura . El resurgimiento estd asociado con el momento en el cual las componentes

del estado foténico que se estdn moviendo sobre un circulo en el espacio fase vuelven a

encontrarse (ver figura [1.8()).

En este caso se muestra que el estado fotonico inicial se divide en dos componentes
(ver ﬁgura: una asociada al estado coherente ‘aeiw1t> y la segunda asociada al estado
coherente ‘ae‘i‘*’lt> que giran sobre un circulo en el espacio fase con frecuencia wi. En la
figura se evidencia que el estado fotonico se deforma al tiempo 2t,., lo cual responde a
que el resurgimiento en la figura [£.7] sea imperfecto. La diferencia en el tiempo en el cual
se presenta el resurgimiento de las oscilaciones de Rabi en el caso II comparado con el caso
I, se debe a que la frecuencia con la que se mueven las componentes en las que se divide el

estado foténico es diferente.

Adicionalmente se puede evidenciar en la figura [£.7] que la amplitud de las oscila-
ciones de Rabi en este resurgimiento es mayor en comparacién con el caso I (ver figura 4.5)),

lo cual se puede conectar con la intensidad de las componentes foténicas en el tiempo que

se da el resurgimiento (ver figuras y [4.8¢).

0.8 N

0.6 b
o

Pl,

0.2 N

t/t
r

Figura 4.7: Probabilidad de encontrar al sistema en el estado |1;0) como funcién del tiempo para el caso de
dos dtomos de tres niveles, que interactian con el campo electromagnético dentro de una cavidad preparada

inicialmente en un estado inicial |¥1r) con @ = 7.
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t=0 t:tr t=21
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Figura 4.8: Funcién de Husimi en el plano complejo o espacio fase de un oscilador representando el estado del

campo electromagnético dentro de una cavidad, que interactiia con dos dtomos de tres niveles. Se muestra

al tiempo t =0, t = ¢,/2 y t = t,. Los pardmetros son los indicados en la Fig.

Caso III

Al considerar el estado inicial |¥yr) donde el estado dentro de la cavidad es un
estado coherente, se presenta el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi cuando
se calcula la suma de la probabilidad de encontrar el sistema en el estado |2;0) y el estado
|1;0). En la ﬁgura se presenta el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi que
en este caso sucede en dos momentos: el primero al tiempo ¢, y el segundo en el tiempo 2t,.

La representacién del estado de la cavidad por medio de la funciéon de Husimi para
este caso se presenta en la figura Asi como en el MJC se asocia el colapso de las
oscilaciones con la separacién de las componentes del estado foténico en el espacio fase. El
primer colapso de las oscilaciones de Rabi para este caso se representa en el espacio fase
con la figura y el segundo se representa en la figura El resurgimiento est4
relacionado con el momento en el cual las componentes del estado foténico que se estan
moviendo sobre un circulo en el espacio fase vuelven a encontrarse. Para este caso el primer
resurgimiento sucede cuando las componentes del estado foténico que se estan moviendo
en un circulo en el espacio fase con frecuencia ws se vuelven a encontrar (ver figura .
Un segundo resurgimiento se presenta cuando las componentes del estado foténico que se
mueven con frecuencia wy se vuelven a unir (ver figura .

En este caso se muestra que el estado foténico inicial se divide en cinco compo-
nentes (ver ﬁgura: una asociada al estado coherente que permanece estatico |«), dos
:i:iwlt>

componentes ‘ae que giran sobre un circulo en el espacio fase con frecuencia wy y dos
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componentes ‘aei“’2t> que giran sobre un circulo en el espacio fase con frecuencia ws.

t/t
r

Figura 4.9: Suma de la probabilidad de encontrar el sistema en el estado |1;0) y |2;0) como funcién del
tiempo para el caso de dos dtomos de tres niveles, que interactiian con el campo electromagnético dentro de

una cavidad preparada inicialmente en el estado inicial |¥rrr) con oo = 7.
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Figura 4.10: Funcién de Husimi en el plano complejo o espacio fase de un oscilador representando el estado
del campo electromagnético dentro de una cavidad, que interactia con dos dtomos de tres niveles. Se muestra

al tiempo t =0, t = ¢,/2, t = t,, t = 3t./2 y t = 2t,. Los pardmetros son los indicados en la Fig.

En la figura se evidencia que el estado foténico se deforma al tiempo %, lo
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cual responde a que el primer resurgimiento en la figura[4.9)sea imperfecto. Por otro lado, en
el tiempo 2t, el estado foténico también se deforma (ver figura |4.10€]), pero la intensidad de
la componente foténica es mayor, lo cual conlleva a que atin cuando el segundo resurgimiento

en la figura [4.9] no es perfecto, si es mayor comparado al primero.

Caso IV

Si el estado inicial es |¥1y) donde el estado dentro de la cavidad es un estado
coherente, se presenta el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi cuando se
calcula la suma de la probabilidad de encontrar el sistema en el estado |2;1) y el estado
|2; —1). En la figura se presenta el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi
que en este caso sucede al tiempo t,.

La representacién del estado de la cavidad por medio de la funciéon de Husimi
para este caso se presenta en la figura [4.12 Andlogo al MJC, se asocia el colapso de las
oscilaciones con la separacién de las componentes del estado foténico en el espacio fase (ver
figura . El resurgimiento esta asociado con el momento en el cual las componentes

del estado fotdénico que se estan moviendo sobre un circulo en el espacio fase vuelven a

encontrarse (ver figura [4.12¢)).

t/t
r

Figura 4.11: Suma de la probabilidad de encontrar el sistema en el estado |2;1) y |2; —1) como funcién del
tiempo para el caso de dos dtomo de tres niveles, que interactian con el campo electromagnético dentro de

una cavidad preparada inicialmente en el estado inicial |¥1y) con a = 7.

En este caso se muestra que el estado fotonico inicial se divide en dos componentes
(ver figuraf4.12bf): una asociada al estado coherente ‘ae’“2t> v la segunda asociada al estado
coherente ‘ae*’w2t> que giran sobre un circulo en el espacio fase con frecuencia ws. En la

figura se evidencia que el estado foténico se deforma al tiempo ¢,, lo cual responde a
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que el resurgimiento en la figura [4.11] sea imperfecto. La diferencia en el tiempo en el cual
se presenta el resurgimiento de las oscilaciones de Rabi en el caso IV comparado con el caso
II, se debe a que la frecuencia con la que se mueven las componentes en las que se divide el

estado foténico en cada caso es diferente.

t=t /2
r
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Figura 4.12: Funcién de Husimi en el plano complejo o espacio fase de un oscilador representando el estado
del campo electromagnético dentro de una cavidad, que interactiia con dos dtomos de tres niveles. Se muestra

al tiempo ¢t =0, t = ¢,/2 y t = t». Los pardmetros son los indicados en la Fig.

Caso V

Analizando la expansién en términos de estados coherentes, se encontré un estado
inicial para el sistema de dos dtomos de tres niveles donde la parte atéomica presentada en

la base de los estados del atomo es separable y tiene la forma

Py) = |a) [(c|e> +1|g>> X <i|e> +C’g>>] )
= |a) |:|€,€>+62‘e,g>—|-(112|g76>+’g,g>:| | (4.48)

donde el estado intermedio se encuentra vacio. Este estado es de interés porque con la
interaccion propuesta en el sistema al tiempo ¢ > ¢, genera un estado de Bell de dos cuitrits
el cual se presenta en la ec. (4.33), cuya medida de entrelazamiento es E(]0;0)) = S(pa) = 1.

El estado que se presenta en la ec. se puede escribir en eigenestados de seudo-
momento angular total |s;m), ya que se conoce su correspondencia con los eigenestados
|mq,mg) relacionados con los estados del dtomo. De acuerdo a lo anterior usando los

eigenestados |0;0), |1;0), |2;0), |2; —2) y |2;2), se obtiene que

rwv>:\a>[ 050) + f\ﬁ RO+ G2+ (@49
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Si el estado inicial es el anterior, al reemplazar en la aproximacién en estados coherentes de

la ec. (4.18]) se obtiene que

2 1
T(t)) = ﬁ ) 0; 0)+~ Z Com Y e (D o295t ae—<—1>"lw> ‘(I)ﬁ,(t)> . (4.50)
s,m r=1 [=0

Al tomar el estado inicial |[¥y) donde el estado dentro de la cavidad es un estado coherente,
se evidencia el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi cuando se calcula para

este caso la probabilidad total definida como
Pr=Po+Pio+Poo+ Pop+ P _o. (4.51)

En la figura se presenta el colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi que en

este caso sucede al tiempo ..

La representacién del estado de la cavidad por medio de la funciéon de Husimi para
este caso se presenta en la figura [f.14 As{ como en el MJC se asocia el colapso de las
oscilaciones con la separacién de las componentes del estado foténico en el espacio fase (ver
ﬁgura. El resurgimiento esta relacionado con el momento en el cual las componentes

del estado foténico que se estdn moviendo sobre un circulo en el espacio fase vuelven a

encontrarse (ver figura [4.14c]).
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Figura 4.13: Probabilidad Pr como funcién del tiempo para dos dtomos de tres niveles, que interactian
con el campo electromagnético dentro de una cavidad preparada inicialmente en un estado inicial |¥v), con
a="T.
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Figura 4.14: Funcién de Husimi en el plano complejo o espacio fase de un oscilador representando el estado
del campo electromagnético dentro de una cavidad, que interactia con dos dtomos de tres niveles. Se muestra

al tiempo t =0, t = ¢,/2 y t = t,. Los pardmetros son los indicados en la Fig. [4.13

De acuerdo a la figura se evidencia que el estado foténico se deforma al
tiempo t,, lo cual responde a que el resurgimiento en la figura [£.13| sea imperfecto. En este
caso se muestra que el estado foténico inicial se divide en cinco componentes (ver figura
4.14b)): una asociada al estado coherente que permanece estatico |a), dos componentes

iiw1t>

!ae que giran sobre un circulo en el espacio fase con frecuencia w; y dos componentes

|aeiiw2t> que giran sobre un circulo en el espacio fase con frecuencia ws. Se presenta un
comportamiento similar al caso III (ver figura con la diferencia que la intensidad de
las componentes en las que se divide el estado foténico es menor.

Se evidencia que iniciando con un estado separable de los dos dtomos, es posible
dentro de las leyes de la mecanica cudntica idear una medicién que colapse los dtomos a un
estado totalmente entrelazado. Para ello se necesitaria distinguir una de las componentes
fotonicas, la cual es perfectamente un estado coherente y es ortogonal a todas las demds
componentes para tiempos mayores al colapso de las oscilaciones de Rabi. Lo anterior se
puede realizar usando los métodos mencionados en [23].

Con base en los casos presentados se puede concluir que como las componentes en
las que se divide el estado fotdonico giran con diferente frecuencia, el tiempo en el cual se
da el resurgimiento de las oscilaciones de Rabi serd diferente de acuerdo al estado inicial.
Adicionalmente, tomando un estado inicial arbitrario en la ec. (4.18]) es posible identificar
la cantidad de componentes en las que el estado foténico se va a dividir ya que en esta
aproximacion se evidencia qué componente foténica acompana a cada uno de los términos

relacionados con la componente atémica. Como un ejemplo, se puede tomar la ec. (|4.20))

donde se evidencian tres diferentes componentes foténicas para un tiempo t > 0.



Capitulo 5

Transicion a un modelo de dos

fotones

En este capitulo se presenta el sistema de dos atomos de tres niveles dentro de
una cavidad cuando el estado intermedio tiene una energia AA. Se muestra una solucién
analitica del sistema al identificar que el hamiltoniano que describe la dindmica de este
tiene una representacién diagonal por bloques. Ademads se realiza una breve explicacién de
cémo obtener el hamiltoniano efectivo que representa un modelo de dos fotones. Finalmente
se discuten los resultados obtenidos por medio de operadores de seudo momento angular
total comparados con la situacién en que los operadores que describen el hamiltoniano del

sistema utilizan la base de los estados de excitacién del atomo.

5.1 Descripcion del modelo

El sistema a estudiar consiste en dos dtomos cada uno con tres niveles atémicos,
le) corresponde al estado excitado, |i) al estado intermedio y |g) al estado base, que inte-
ractian con un modo de radiacién electromagnética con frecuencia w. La figura [5.1] es una
representacion del modelo, en el cual, se considera que al estado intermedio se le asocia
una energia igual a AA. Asi como en el capitulo [4 se considera a cada uno de los dtomos
analogo a una particula con un seudo momento aungular s; y sg respectivamente, de modo
que considerando la teoria de adicién de momento angular se trabaja con operadores de

seudo momento angular total para la realizar la descripcién del sistema. De acuerdo a lo
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— le>
- 11>
hQ
® E=0—"'— — —Ih— -
IhQ
18>

Figura 5.1: Ilustracion de dos atomos de tres niveles dentro de una cavidad electromagnética donde al estado

intermedio se le asocia una energia igual a hA.

anterior para este sistema el hamiltoniano que da cuenta de la dindmica es

A~

Hypo = hwala + BQS, + hAS; g (aS. +afs ). (5.1)

El operador 3’“ en la ec. (D estd definido como

Sii =811 @1+ 1® Siz = [i)a], + [i)il, . (5.2)
Se sigue que se puede encontrar la representacién matricial del operador S;; en la base
|s;m), debido a que se conoce cémo estd dado cada eigenestado en la base |mj, ma), lo cual
se presenta en las ecs. ([4.9a])-([4.91).

El hamiltoniano de la ec. 1) y ec. 1D solo difieren por el término hAS;;, pero

se utiliza la misma base de eigenestados de seudo-momento angular total.

5.2 Solucién analitica

Para resolver la dindmica del sistema se considera que w = €, se eligen unidades
en las cuales i = 1 y se asume que A > ¢g. En relacién con lo anterior el hamiltoniano de

la ec. (5.1)) se puede reescribir como
Hyp = wala +wS, + ASi; + g (a5, +alfs). (5.3)

Se identifica en el sistema la constante de movimiento I de la ec. 1) la cual conmuta
con el hamiltoniano, [I:IMg,f ]. De modo que ﬁMg, se puede representar en la base de

eigenestados de I. Escrito en esta base, el hamiltoniano toma una estructura diagonal de
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bloques 9 x 9 para n > 2 que en el marco de interaccién se representa como

% 0 0 0 0 0 7MT2A 0 0

0 A gVv2n 0 0 0 0 0

0 gV2n 0 gv/2(n+1) 0 0 0 0 0

0 0 gv/2(n +1) A 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 29v/n — 1 0 0 0

0 0 0 0 2g9v/n — 1 A gv6n 0 0

- 2‘/3§A 0 0 0 gVén 43A g/6(n +1) 0
0 0 0 gy/6(n+1) A 2gv/n + 2

0 0 0 2gv/n + 2 0

(5.4)
En este caso el seudo-momento angular total no es una constante de movimiento, pero se
evidencia que el bloque 9 x 9 se subdivide a su vez en dos bloques. Un bloque de dimensién
3 x 3 y otro cuya dimensién es 6 x 6, el cual corresponde al acoplamiento de los eigenestados
del seudo momento angular total con s = 0 y s = 2. Los bloques dados en el marco de

interaccion son

e Bloque 3 x 3

A g\/% 0
gV2n 0 gy/2(n+1) (5.5)
0  gv2(n+1) A

e Bloque 6 x 6

0 2gv/n —1 0 0 0 0

2gv/n — 1 A Vgy/n 0 0 0

0 V6gy/n 43A Vogyn +1 0 3 56)

0 0 V6gv/n + 1 A 2gv/n + 2 0
0 0 0 29+/n + 2 0 0
2V2A 2A

0 0 —
3 3

0 0

En este caso, para el bloque 6 x 6 los eigenvalores son: uno igual a cero y los restantes
corresponden a las raices de un polinomio de orden cinco. Para calcular los eigenestados y
eigenfrecuencias asociados a cada uno de los bloques presentados en - , se establece
como condicién que el niimero promedio de fotones, 7, es grande. Las diferentes raices de

cada uno de los bloques dadas como v/n +2, vn+ 1, \/n, vn — 1 y v/n — 2 se aproximan
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a/n—+ % Con base en lo anterior, las eigenfrecuencias diferentes de cero que se obtienen

para cada bloque se presentan en la tabla

BLOQUE EIGENFRECUENCIAS

3x3 Ay LA+ \/A?+8¢%+16¢%n)

6 %6 A, (A £ /A2 +8¢2 +16¢%n) y A £ /A2 +8¢% + 16g2n

Tabla 5.1: Eigenfrecuencias de los bloques 3 X 3 y 6 X 6.

Se establece que 2v/2gv/2n + 1 < A. Por lo tanto, tomando las consideraciones
anteriores se obtienen los eigenestados y eigenfrecuencias aproximados asociados a cada

bloque que se presentan en la tabla

EIGENFRECUENCIA EIGENESTADO

BLOQUE 3 x 3

A |7 = (= |n—1,1,1) + [n+1,1,-1))/v2
—2¢%(2n +1)/A |®2) = |n, 1,0)
A+2¢%2n+1)/A %) = (n—1,1,1) +|n+1,1,-1))/2

BLOQUE 6 x 6

0 |®7) = —|n—2,2,2) /2+|n,2,0) /V6 — |n+2,2,-2) /2 + |n,0,0) /v/3
A |®2) = (In — 1,2,1) + [n +1,2,-1)) /2
—4g%(2n +1)/A |®2) = |n —2,2,2) /2+ |n,2,0) /vV6 + |n+2,2,—-2) /24 |n,0,0) /V/3
—2¢%/(2n +1)/A |®1) = (—|n —2,2,2) + |n+2,2,-2))/V2
A+2¢%(2n+1)/A |®D) = (—|n—1,2,1) + |n+ 1,2, -1))/v2
2A +4g%(2n +1)/A |®2) = (—v/2|n,2,0) + |n,0,0))/v3

Tabla 5.2: Eigenfrecuencias y eigenestados aproximados para el sistema de dos dtomos de tres niveles en
una cavidad electromagnética de la ﬁgura



Capitulo 5: Transicion a un modelo de dos fotones 57

5.3 Hamiltoniano efectivo

Para el sistema de dos atomos de tres niveles del esquema de la figura 5.1} al
considerar A > g y estableciendo que el estado intermedio no est4 inicialmente poblado, se
puede mostrar que el estado intermedio se desacopla de la dindmica del sistema. Es decir, si
inicialmente el estado intermedio tiene poblacion nula, permanecera de esta manera durante
toda la evolucién temporal. Para mostrarlo basta con evidenciar que existen estados que
contienen al estado intermedio y otros que no. Los eigenestados |®7),|®%),|®%),|P3) v | DY),

en términos de los estados del 4tomo usando las ecs. (A.16al)-(A.161)) y la tabla estan

dados como

1 1 1 1
’(I)TIL> =75 ’n_ 1767i> +5 ‘n_ 17i7€> +5 ‘n—’_ 1vgvz> Y ‘n—i_ 17iug>7
2 2 2 2
’(I)g> - }‘n_ 1767i> _l‘n_ 17i76> +1|n+17972> _1‘n+17i79>7
2 2 2 2
n 1 L1 . 1 L1 .
’(I)5> = i‘n_ 1a€72> —|—§|TL— 1,Z,€> +§|n+17972> +§|n+1alag>>
B0) = — S Leyi) — = fn—1d,e) + = [n+1,g.3) — = [n+ 1,4, 9)
8/ — 9 s € 2 3 Uy 2 » 9, 2 » 8, 9)
|<I>g> - - |n’i7i> )
no participaran cuando el estado inicial se toma como un estado arbitrario de dos atomos
de solo dos niveles. Por otro lado, los eigenestados |®}), |®f) y |®%) usando las ecs.
(A.16a)-(A.161) y la equivalencia entre estados de seudo-momento angular |m1, mg) y esta-

dos atémicos para el sistema de dos d4tomos que se presenta en la tabla se reescriben

de modo que

1 1 1 1
|<I>Z>:—§|n—2,e,e>—§|n+2,g,g>+§|n,e,g>—|—§|n,g,e>, (57&)

1 1 1 1
|<I>g>%§\n—2,e,e>+§|n+2,g,g)+§]n,e,g>+§|n,g,e>, (57b)

1
Oy - ——(In—2,¢e,¢e) — In+2,9,9)). 5.7c
|®7) \/§(| ) — | 9:9)) (5.7¢)
Definiendo
46°(2n + 1 2¢%\/(2n + 1

B ”6:‘9(Z+) w:_gf(AnH_ (5.8)

donde v 4, vg y v 7 corresponden a la eigenfrecuencia asociada a cada eigenestado como se

presenta en la tabla (recordando que se eligieron unidades en las que h = 1).
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Haciendo uso de los estados en (5.7)) y las eigenfrecuencias en (5.8)), se muestra que
la dindmica del sistema ahora esta descrita por bloques de dimensién 3 x 3, que representa

un hamiltoniano efectivo dado como

Heg = v 4 |®)) (| + v 6 [®5) (PG| + v 7|P7) (D7 (5.9)

Analizando los estados en las ecs. (b.7a)-(5.7¢c)), se puede verificar que dependen de los
estados e, e), |g,9) vy |¥) donde

_leg)tlg.e
v) = R (5.10)

La representacién matricial de los estados |e, e), |g,g) v |¥), se estable como

0 1 0
le;e) = 0 l9:9) = [0 ) =(1]- (5.11)
1 0 0

Con relacién a lo anterior, se puede entonces decir que el hamiltoniano efectivo
total tiene una estructura diagonal por bloques 3 X 3 para un n > 2 en la base {|n + 2) |g, g),
|n) 1), In—2)le,e)}. La representacién del hamiltoniano efectivo de la ec. (5.9) que

representa cada uno de los bloques 3 x 3 estd dado como

—2¢%(1+2n)/A  —V/2¢%(1 +2n)/A 0
Hegp = | =V2¢*(1+2n)/A  —2¢*(1+2n)/A  —V2¢°(1+2n)/A (5.12)
0 —V2¢%(1 +2n)/A  —2¢%(1+2n)/A

El hamiltoniano anterior es el resultado al que se llega cuando se considera que el estado
intermedio se desacopla de la dindmica del sistema debido a que no estd poblado en un
inicio, lo cual conlleva a que se describa la dindmica de dos atomos restringida a los niveles
le) v 19)-

Se reconoce de la representacion matricial de Hqg en que este se puede
tomar como Heg = C + Wy, siendo C un valor constante multiplicado por la identidad.
Bajo las suposiciones que se han realizado se puede tomar que la dindmica del sistema estd

bien descrita por el término W,, dado en la misma base que Heg y escrito como
0 —V2¢%(1+2n)/A 0
Wn = | —v2¢%(1 4+ 2n)/A 0 V2¢2(1 4 2n)/A (5.13)
0 V262 (1 +2n)/A 0
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Para conocer como es la evolucion temporal de un estado arbitrario del sistema se realiza
la diagonalizacién de cada bloque 3 x 3. Si se tiene como condicién que 7 >> 1, se pueden
encontrar una aproximacién a los resultados exactos, para este caso los eigenvalores que
representan las eigenfrecuencias diferentes de cero son ( siendo g — §)

25%(2n + 1)

~+
n A (5.14)
El bloque W,, presentado en (5.13]) es equivalente al que resulta de un término de interaccién

de dos fotones dado como

~

W=g (a2§+ + aT2S_) , g=—g2/A. (5.15)

5.4 Resultados y discusion

El resultado de la ec. (5.14) se puede comparar con el reportado en |10|, donde
se revisa de modo breve el modelo de Dicke para dos atomos de tres niveles asumiendo la
diferencia de frecuencia entre el estado excitado y el estado base como dos veces la frecuencia
del modo de la cavidad. En este caso los autores asumen que el estado inicial es de la forma
|¥) = |a)|¢) siendo |1p) un estado arbitrario de dos atomos de dos niveles, su analisis
conlleva encontrar el vector de estado dependiente del tiempo para lo cual es necesario
resolver el problema de eigenvalores de W. Se reportan que los eigenvalores diferentes de
cero del sistema son

 gege

O = +g(2n - 3) 9=-"x (5.16)

se puede recuperar el resultado reportado en [10], al realizar el cambio de n — n — 2y

considerando que la relacion de la constante de acoplamiento cuando el hamiltoniano que
describe el sistema estd en la base de seudo momento angular y los estados de excitacion es
g—g/V2.

Con lo anterior se puede evidenciar que la formulacién en términos de seudo mo-
mento angular total que se utilizé para escribir el hamiltoniano que describe la dindamica
del sistema permite realizar la descripcién del modelo de dos fotones en donde la dinamica
se restringe a los estados |e) y |g).

Las figuras y muestran el comportamiento de las oscilaciones de Rabi de
dos estados iniciales diferentes para el sistema de dos atomos de tres niveles dentro de una

cavidad cuando el estado intermedio tiene asociada la energia hA y tomado que g/A =
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0.002, lo cual cumple con la condicién A > g. En cada uno de los casos el resurgimiento
de las oscilaciones de Rabi es aproximadamente perfecto, lo cual no se evidencia en el
sistema presentado en el capitulo [l Por otro lado, si la energia del estado intermedio hA
es altamente asimétrica en relacién al estado base y excitado, el sistema es equivalente a un
modelo que presenta transicién de dos fotones, es decir, se necesitan dos cuantos de energia
de la cavidad para excitar al atomo del estado base al estado excitado.

Aqui hemos mostrado que nuestro tratamiento es equivalente al usado en [10] en
donde se llegd al mismo resultado utilizando el método de rotaciones pequenas introducido

en [13].

t/t
r

Figura 5.2: Probabilidad de encontrar el sistema en el estado |gg) como funcién del tiempo para dos dtomos
de tres niveles, que interactia con el campo electromagnético dentro de una cavidad preparada inicialmente

en un estado |a) |gg), con g/A =0.002 y o = 8.

t/t
r

Figura 5.3: Probabilidad de encontrar el sistema en el estado |ee) como funcién del tiempo para dos dtomos
de tres niveles, que interactia con el campo electromagnético dentro de una cavidad preparada inicialmente

en un estado |a) |ee), con g/A =0.002 y a = 8.

Para el sistema descrito por el hamiltoniano de la ec. (5.3), en el marco de inte-
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raccién los resultados de las eigenfrecuencias presentadas en la tabla son lineales en
n, lo cual conlleva a un comportamiento tipo oscilador armonico en el espacio fase. En
otras palabras, las componentes del campo ya no se deforman. Como ejemplo, si se toma
como estado inicial |2;2) = |e, e), la figura muestra en tres diferentes tiempos que los
estados no sufren deformaciones. En este caso, el hecho de que las componentes del campo

mantienen su forma, se asocia en las figuras[5.2] y [5.3] con los resurgimientos perfectos.

t=0 t:tr/2 t:tr
10 10 05 10
5 08 5 04 5 08
2 06 = 03 T 06
E 04 E O 02 E 0.4
- 0.2 a 0.1 5 0.2
-10 -10 -10
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
Re[f] Re[d] Re[A]
(a) (b) (c)

Figura 5.4: Funcién de Husimi en el plano complejo o espacio fase de un oscilador representando el estado
del campo electromagnético dentro de una cavidad, sistema de la Fig. Se muestra al tiempo t = 0,

t =t,/2yt=t,. Los pardmetros son los indicados en la Fig.
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Conclusiones

En este trabajo se han presentado dos sistemas de un atomo en cavidades. El
primero fue el modelo de Jaynes-Cummmings que es el ejemplo mas emblematico en este
tipo de sistemas, donde se exponen algunos resultados que ya se conocian en la literatura
como la aproximacién en estados coherentes reportada en [9] y el fendmeno de colapso y
resurgimiento de las oscilaciones de Rabi que surge al considerar un estado coherente dentro
de la cavidad y que se evidencié por primera vez al inicio de los afios ochenta [8]. El segundo
fue el sistema de un atomo de tres niveles donde se extrapolaron las ideas del modelo de
Jaynes-Cummings para realizar su descripcién, donde se evidencié que se puede realizar
una aproximacién en estados coherentes para el estado dependiente del tiempo siguiendo
un proceso andlogo a modelo de Jaynes-Cummings. En relacién con este segundo sistema
se presentan algunos casos donde se evidencia el fenémeno de colapso y resurgimiento de las
oscilaciones Rabi y se presenta la dindmica del campo en el espacio fase que es un aporte
que se ha realizado a la descripcién de este sistema.

Para poder realizar el estudio del sistema de dos atomos de tres niveles dentro
de una cavidad, se hizo una analogia de los estados atémicos a momento angular, por lo
cual se pudo recurrir a la teoria de la adicién de momento angular. Al haber tomado esta
idea para la descripcion del sistema, el hamiltoniano que da cuenta de la dindmica se pudo
escribir en términos de los operadores de seudo momento angular total. Por otro lado,
fue posible identificar en el sistema constantes de movimiento, la primera fue la constante
I presentada en la ec. , la cual permitié la diagonalizacién por bloques 9 x 9 del
hamiltoniano del sistema. La segunda fue el seudo-momento angular total el cual conmuta

con el hamiltoniano y permitié que el bloque se subdividiera en bloques de dimensién

62
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1x1,3x3y5 x5 yaque estados con valores diferentes de seudo momento angular no
se acoplan. La estructura por bloques permitié encontrar los correspondientes eigenestados
y eigenfrecuencias al diagonalizar las matrices de tamaifio finito de dimensién no mayor a
5 X 5.

Al haber considerado un estado coherente dentro de la cavidad fue posible desa-
rrollar la aproximacién en estados coherentes de un estado inicial arbitrario que evoluciona
en el tiempo, llegando a la ec. , resultado que no ha sido reportado previamente.
Este aporte para el estudio del sistema permite capturar propiedades importantes de las
componentes atémicas que para este sistema estan relacionas con los eigenestados de seudo
momento angular total. Desde el resultado de la aproximacion se puede concluir que el
vector de estado dependiente del tiempo se puede expresar de forma general como una
suma de cinco términos cada uno con componente atémica y foténica. Esto conlleva a que
al momento de representar la funcién de Husimi aparezca un maximo de cinco componentes
en las que se puede dividir el estado foténico. De acuerdo a lo evidenciado con cada caso en
las figuras el nimero de componentes en las que el estado foténico inicial
se descompone depende del estado inicial que se tome, debido a que cada componente del
campo se acompana de componentes atémicas especificas.

Se caracterizé el fendémeno de colapso y resurgimiento de oscilaciones de Rabi, lo
cual es una aportacion original de este trabajo para el caso de dos dtomos de tres niveles. El
colapso de las oscilaciones de Rabi se asocia con la separacion del estado foténico en varias
componentes. Los resurgimientos de las oscilaciones de Rabi se relacionan con el momento

en que se vuelven a encontrar dos componentes atomicas que se mueven sobre un circulo
en el espacio fase, que en este caso son ’aeﬂw?t> o} ‘aeﬂwlt>.

A partir de la aproximacién en términos de estados coherentes, se pudieron identi-
ficar las condiciones para generar un estado con méximo grado de entrelazamiento a partir
de un estado separable. Esto representa una proyeccién de Bell a un estado formado por
dos cttrits, lo cual representa una original y valiosa aportacién de este trabajo con posibles
aplicaciones a protocolos de informacién cudntica usando cutrits en lugar de cubits.

El haber encontrado como generar un estado de Bell tripartita a partir de estados
producto, como se presento en la ec. , da pauta para considerar este tipo de sistemas
para tareas relacionadas con informacién y computacién cuantica.

Finalmente, el tomar el seudo momento angular total para describir el sistema de

dos atomos de tres niveles dentro de la cavidad permitié evidenciar otra manera de realizar
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la transicién a un modelo de dos fotones tomando el sistema de la figura y obteniendo
los mismos resultados reportados en [10] donde el hamiltoniano que describe al sistema esta

en términos de operadores de transicién atémica.



Apéndice A

Momento angular y coeficientes de

Clebsch-Gordan

Al considerar el sistema de un atomo de tres niveles andlogo al caso donde se tiene
una particula de seudo-momento angular s; = 1, el hamiltoniano que describe la dindmica
del sistema se puede formular en términos de operadores de seudo-momento angular S.1,
SH y 5*,1, que cumplen las mismas relaciones de conmutacion de momento angular pero
en este caso se toman operadores adimensionales. Ademads, tomando los eigenestados de

S.1 como la base en la que se van a representar los operadores denotada como |s1,mq), la

manera en la que actia cada operador en los elementos de la base es como sigue

Sy ls1,ma) = ma |s1,m) (A.la)

5’+1 |31,m1) = \/(51 —mq (81 +mq + 1) |51,m1 + 1> , (Alb)

5771 |s1,m1) = \/(51 +my

)
)(51—m1+1)|51,m1—1>, (AlC)

donde S41 y S_1 son nombrados operadores escalera. Los valores permitidos para m a

partir del valor de s son

m=—s,s+1,...,s—1,s, (A.2)

en relaciéon con lo anterior, en el caso del sistema de un atomo de tres niveles se tiene que

my = —1,0, 1. (A.3)
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De acuerdo a la ec. (|A.1) y los valores que toma m segun la ec. (A.3)), la representacion

matricial de los operadores 5’21, g+1 y 5’,1 esta dada como

010 00 0 10 0
Siaa=v2]0 0 1 S1=v2|1 0 0 Sa=1o0o0 o, (A9
00 0 01 0 00 -1

a partir de la representacion matricial anterior se evidencia la similitud con los operadores
definidos en la ec. (|3.40)).

Se sigue de lo anterior que es posible recurrir a la teoria formal de la adicién de
momento angular para describir el sistema de dos atomos cada uno con tres niveles atémicos,
los cuales interactiian con un modo de radiacion electromagnética. Para el tratamiento de
manera analoga se considera al segundo 4tomo con un seudo-momento angular so = 1.

Se define para este caso el seudo-momento angular total como [1§]
S=591+1®5, (A.5)
En cuanto a la eleccién de la base de eigenestados se tienen dos opciones

1. Tomar simultdneamente eigenestados de S7, S3, S, v S.,. Se denotan estos como

|s182; mime) — |mq1,msa). En estd base las ecuaciones son

S, [ma, ma) = my [my,ma), (A.6a)

S, Im1,ma) = ma [m1, ma) (A.6b)

los operadores escalera, partiendo de como actian segun las ecs. (A.1b)) y (A.1d|), se

van a definir en esta base para uno de los dtomos como

Sy1|mi,ma) = /(s1 — m1)(s1 +mq + 1) |mq + 1,ma), (A.7a)
S_l ]ml,mg) = \/(81 + ml)(sl —mi1 + 1) ]ml — 1,m2> , (A7b)

estas definiciones son equivalentes para S;2 y S_o.

2. Tomar simultdneamente eigenestados de 52 62 5’22 y S.. Se denotan estos como

|s1s2; 8 m) — |s;m). En esta base la ecuacién es

S. |sym) = m|s;m), (A.8)
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los operadores escalera en esta base conjunta se definen como

Sylsim) =+ (s—m)(s+m+1)|s;m+1), (A.9a)
S_|s;m) =+/(s+m)(s—m+1)|s;m—1), (A.9b)

para este caso, por propiedad, se tiene que

|s1 — 82| <5< 81+ 89 (A.10)

Existe una transformacién unitaria que conecta las dos bases de eigenestados presentadas

anteriormente:
|51, 52:5 m) = > |s1, 89;m1 ma) (51,893 m1 mals1, sa;s m), (A.11)
mi1 mo

donde se us6 que

ZZ |s1, S2;m1 m2) (s1,82; 8 m| =1, (A.12)

mi mso
siendo el lado derecho de la igualdad el operador identidad cuando se da s; y so. Los
elementos de esta matriz de transformacion de la ec. (A.11]) son los coeficientes de Clebsch-

Gordan (C-G) que simplificando notacién se pueden reescribir como [16]
(s1,82; M1 Mal|sy, S2; 8 m) = (my, mals;m) . (A.13)

Si se aplica el operador S, = 5’21 + SZQ a 1) se obtienen las condiciones para los

eigenvalores

S, |s1, S2; 8 m) = m|s1,s2;8 m)

(Szl + Szz) |81, 825 m1 ma) = (M1 + m2) [s1, s2;m1 Ma),
de acuerdo a lo anterior se puede concluir que m esta sujeto a la regla de seleccién
(s1,82;m1 mal|sy, s2; 8 m)y =0 st m # mq + mo (A.14)

Si se aplica 5’+ y S_ a {j se considera como actian de acuerdo a las ec. 1} y
(A.9b)), se puede obtener una relacién de recursividad para C-G dada como

V(sEm)(s Tm+1) (my,mals;m F1) =+/(s1 Tm1)(s1 £my + 1) (mq £ 1,ma|s;m)

+ \/(82 F TrL2)<32 + mg + 1) <m1, mo = 1‘8; m> R (A.15)
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haciendo uso de la relaciéon de recursividad es posible escribir cada eigenestado de la base

|s;m) en términos de los eigenestados |mq,my) como se presenta a continuacién

2;2) = [1,1), (A.16a)
2:1) = = (1,0) +10.1). (A16b)
12:0) —\}6_1,1>+\/§|0,o>+\}611,—1>, (A.16¢)
12 1) = \}i(y_m) +10,=1Y), (A.16d)
2;-2) = |-1,-1), (A.16e)
151) = —=(1.0) = 10.1)), (A166)
1:0) = 2= (11, =1) = |-L.1)), (A16g)
[1i=1) = —=(1-1.0) = [0.~1)), (A.16h)
10:0) = — (|1, =1) — 0,0} + |-1, 1)), (A.161)

&

cada uno de los eigenestados del lado derecho de la igualdad se relacionan con los eigenesta-
dos que dan cuenta de los niveles atémicos de cada dtomo donde |e) corresponde al estado
excitado, |i) al estado intermedio y |g) al estado base. La correspondencia entre estos es

como se muestra en la tabla [A 1]

ESTADOS DE MOMENTO ANGULAR (jm;,m,)) | ESTADOS DEL ATOMO
I1,1) le, )
I1,0) le, 7)
1, -1) e, g)
|0, 1) |7, e)
|0, 0) |i,1)
0,—1) /i, 9)
|-1,1) |9, €)
|—1,0) |9, %)
-1,-1) 19, 9)

Tabla A.1: Equivalencia entre estados de momento angular y estados del dtomo para el sistema de dos

atomos de tres niveles.



Apéndice B

Aproximacion en estados
coherentes: dos atomos de tres

niveles

En el sistema de dos atomos de tres niveles en una cavidad electromagnética la
evolucién temporal de un estado inicial [Wo) = > . Csm|a)|s;m) considerando que el
hamiltoniano toma una estructura diagonal de bloques 9 x 9 que a su vez se subdivide en

bloques 1 x 1, 3 x 3 y 5 x 5, donde |a) es un estado coherente, se expresa de acuerdo a la

ec. (4.15) como:

(W (1) = Z Csm "IIS,m(t»
o (B.1)

0o o ja?
|Wsm(t) =U(t)|a) |s;m) =U(t) z%me 2 |n,s,m).

n=

Si la relacion de completez estd dada por

co 9
S |e) (e =1 (B.2)
j=2 I1=1
Incluir la ec. en resulta en
co oo 9 n o2 ) ]
Tom(®) =D D3 S = U)o (e

n=0j=2 =1

n,sjm>. (B.3)

Primero se procede a realizar la suma en [ en la ec. (B.3|) de modo que es necesario tener

en cuenta que el operador de evolucién temporal actuando sobre los eigenestados ‘<I>l(j ) > se

69
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expresa como (se eligen unidades en las que A = 1)
Ut) ‘@l(j)> _ i ‘@l@> . (B.4)

Por otro lado, los diferentes productos internos <<I>l(j ) ’n, s, m> al realizar la suma de [ son:

A
o
s
k)

3

N =N

<(I)gj) n, s,m> = 5j,n 5075 50,m
; 1 1
<(I)§J) n, s,m> = _ﬁ(sj_lm (5175 (517m + Eéj—’—l’n (51,5 5—1,m
<q)<j> > _1 NG
§ |msm) =g <5j—1,n 01,5 01,m + V2 0 01,5 00,m + 0jtr1n 01,6 5—1,m>
; 1
<‘I’51]) n, s,m> =3 <5j—1,n 018 O1m — V2 85 016 O0.m + 0jt1m O1s 5—1,m>
. 3 2
<<I>éj) n, s,m> = \55 <5j—2,n 02,5 02.m — 3 0jm 02,5 00,m + Oj42.n 026 5—2,m>

(- 0j—2.n 02,5 02.m + 0j—1,n 02,5 01,m — Oj+1,n 02,5 O—1m + Ojy2n 026
1

n,s, m> = Z <5j—2,n 52,5 62,m -2 5j—1,n 52,8 5l,m + \/6 6j,n 52,5 6O,m -2 5j+l,n 52,5

<,
1
3

(a0

5—17m + 5j—i—2,n 52,5 5—27m)

; 1
<(I)é]) n, 87m> =35 (- 0j—2.n 02,5 02,m — 0j—1,n 02,5 01,m + Oj+1,n 02,5 O—1m + Oj42.n 026 5—2,m>
ol RN §i1n 0250 V6680 620 Sittin o
g TS, M) = 4 7—2,m 02,s O2'm +2 j—1n 02;s V1 )m + V6 7,n 92,5 O0,m +2 7+1mn 025

0_1,m + 0j42n 025 5—2,m) .
(B.5)

Al contemplar los resultados de los diferentes productos internos que se evidencian en ([B.5))
y como actia el operador de evolucién temporal de acuerdo a la ec. (B.4)); la ec. (B.3)
luego de aplicar cada una de las deltas que incluyen j y n, cambiando la etiqueta j7 — n se

escribe como

00 70[7‘2 ol (n) 1 an_l 1 O[n+1
V(1)) = 2 | = 005 Gom | BV ) + | ——m s G151+ 016
Tem() = e [\/ﬁ 0,5 90, ‘ 1 > ( V2 -1 T Dl

o—iV29v/2n+1t < a1 an

n=2

5—1,m> ‘(I)(Qn)> + 5 01,5 O1,m + V2

31.s So.m
S —1)! 7
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n+1 i\/ig\/ZnJrlt n—1 n
e o 51,m> o{7) + ( b1 Gl — V2 —— G5 S

(n+1)! 2 (n—1)1 7" 7 (n)!
anJrl n \/g n72 1 \[
+751,s 571,m ‘q)i )>+ 25 2m_ 23 Om"’
(n+1)! 2v2 /(n -2 2‘/ )! 2v2
an+2 (n) ei\fg\/2n+t anf Oéni
—————— 0950 9m | |P + - 02.5 0o + —— 02.5 O1.m
(nt2) 2’)‘5> 2 V=2 T -

a1 n+2 (n) £12V29V2n+1t a2
,s V=1m + 0. S o m ¢ " + d S
\/ 2 ! (n+2)! e 02 ‘ 6 > 4 (n—2)! .
an Q! a2
om — 555m+\f 02,5 00,m — 2 ——= 025 01 + —F——=
% \/n 2 \am 2 0 CES . (n+2)!
—i\/ig\/Qn-l—lt a2 a1
d2,s O — 02609y — ———— 025 014, +
’ ) 2 Jin—2 T

n+2 —i2\/§g\/2n+1t n—2
O2.0-1m + 0‘2), 52,55_2,m> o) + < by, dom

\/n—|—1 ’ (n+ 4 (n—2)!
a™ an—i—l

an+2
52551m+\[ 52550m+ 275285 1m +

\/f (n)! (n+1)! (n+2)!

Sos O—om b ]

)

(B.6)

Para poder obtener la aproximacién en estados coherentes, primero se considera la lineali-

zacién de v/2n + 1 alrededor del ntimero promedio de fotones y se obtiene

1 2(n—n)
Ml Vsl 4= +.
van v 2 Vo1

(m+1) n
voan+1= + 4o
Von+1l Vor+1

donde se define

m+1) n

b= gt 1T antl

Por otro lado, si a = v/71e'® se tiene que

an+2 B (\/ﬁeub)n ﬁe%(ﬁ _ a’ 2id
Jr+2l VAl Jm+2)m+1)  Val
antl _ (\/ﬁeﬁﬁ)n \/ﬁekﬁ N a™ ei(Z)
Vi +1)! vl /(n+1)  Vn!
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an1 _ (VRe?)" \/ne” - am p—
V(n=1)! Vvl Vn Vn!
a2 B (V7el®)" ne=2i a o216

V=21 Vel m al
Reescribiendo la ec. a partir de los resultados de las ecs. y se obtiene

(B.9)

n
o2«

LN e et m\ o (L i R
\ws,m(t»—ge v [5o,sao,m\q>1 >+( 75 ¢ 0L Bl + o€ B S

e—1V2g7t ,—iv2gpt
2

o) +
eIV 207 V2Bt

( e 814 O1m + V2015 Oom + €9 0150 1m ) ’(I)gn)>

. 3 3

i f ( 672(25 5178 517m — \/5 51,5 (507m + e"b (5175 (5—17m ) ‘(pin)> + 2\\//>§
) 2 : etV 297t ig V2Bt j
<e—21¢ 52,3 62,m _ \/; 52,3 50,m + 622@5 5275 52,m) ‘(I)é”)> + f <_€—2z¢
e12V297t (122t
T
(G_Qid) 52,3 52’m _9 e—id) 52,8 617m + \/6 62,3 507m —2 ei¢ 6275 571,m + 62i¢' 52,3 672,m)
e—1V297t o —iv/29Pt
2

52,8 52,m + e_i¢ 52,8 51,m - eid) 52,8 571,m + €2i¢ 62,5 572,m> ‘Cbgn)> +

‘(I)gn)> + (_6_2i¢ 52,5 52,m - 6_i¢ 62,3 51,m + ei¢ 62,3 571,m + 62Z¢

—i2v/2g~t ,—i2+/2t
s ) i) £ T

d0,m +2 e’ 02,5 0—1.m + e?? 02,5 (5—2,m) "I’,ﬂ()n)> ] ’

(672%) 62,3 52,m +2 e 52,5 (51,m + \/6 52,5

(B.10)

Posteriormente se va a reemplazar cada uno de los estados ’CI)l(n)> de acuerdo a la tabla
para ello es necesario considerar un cambio en la sumatoria de acuerdo al estado al que se
hace referencia de modo que se pueda obtener en todas las expresiones el estado |n). El

respectivo cambio se realiza como sigue

e Para el estado |n — 1,1, 1), se realiza el cambio de n — n + 1. La suma va iniciar en

1, aparece una fase e'® y v es modificada a yy,41.

n n 1 Dond 1
onae =
N ES NG ) NG|

e Para el estado [n + 1,1, —1), se realiza el cambio de n — n — 1. La suma va iniciar en

Yntl =7 TN (Bll)

Tn+1 =

3, aparece una fase e ' y ~ es modificada a yy,_1.

_ n 1
CV2m+1 V2m+1

Yn—1 Yre1=7—1 (B.12)
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e Para el estado |n — 2,2,2), se realiza el cambio de n — n + 2. La suma va iniciar en

0, aparece una fase €*® y v es modificada a yy,42.

n 49 1
V2n+1 V2n+1

Tn+2 = Yn+2 =Y + 27} (B.l?))

e Para el estado |n + 2,2, —2), se realiza el cambio de n — n — 2. La suma va iniciar en
4, aparece una fase e %% y ~ es modificada a Yy,42.

n 9 1
V2n+1 V2n+1

Yo = VYn—2 =7y — 27 (B.14)

e Para el estado |n — 1,2, 1), se realiza el cambio de n — n + 1. La suma va iniciar en

1, aparece una fase e'® y v es modificada a vy,41.

e Para el ket |n + 1,2, —1), se realiza el cambio de n — n — 1. La suma va iniciar en 3,

aparece una fase e ® y v es modificada a v,_1.

La fase que se menciona en cada uno de los casos es el resultado de hacer el cambio corres-

pondiente de n al tomar o = v/7ie’® y proceder de manera similar como en la ec. 1}
Al tener en cuenta lo mencionado en cada uno de los items anteriores e incluir los

resultados de las ecs. - y considerando los eigenestados como se presentan en

la tabla en la ec. (B.10]) se obtiene

2

e la|

_lal2 Q" e 2ig
am(®) =32 €% = o o 10,030 —5— —= (=05 Bom + € 814 61 )
) n! t n!
’ \a\2 ' |2
\ﬁ (_ e T N 5,17m> In,1,—1) + nz_:l y
o _la?
e~ V297t g=iV29Bt ,—iV2gnt (5173617m + V2 € 01,5 60,m + i 915 571,m) In,1,1) + Z € 42
n=2
L . X ) ) 00 _le)?
T €A (6_% O O1m + V2 810 dom + € 015 571,m> n, 1,00+
m n=3 4
a'I’L

e IVEN IV NI (720 51 Gy V2 €T By o+ G 01 In 1, —1) +

o0
Z e 42 \o% oIV297t LiV2Bt Liv/2gnt (51,5 S1m — V2 € 51 4 So.m + €39 51 5_1,m) |n,1,1)

=1
—Z ¢ 42 % V201t (iV20t (/o (e*w 816 O1m — V2 614 Som + €9 51,85_1,,”) In,1,0) +
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Z c e ezx/ig'yt 62\/56t e—z\/ignt <6_2m5 01,5 01,m — \/5 e i 01,5 0o,m + 01,5 671m)
4 \/’rj ’ ’ ’ ) )

> 6_# a™ 3 2
L= +) ———=3 <52,5 Sam — \/; €% Gy 5 Bom + €117 52,552,m> n,2,2) -
o n
e « 3 Py 2 .
>~ \3 (a %9 6y, 62,m—\f362,s Som + €7 52,6 52,m> n,2,0) +
n=2

00 n
e 2 Y 2
ngz 4 — /7? (6 4i9 52,3 62,m - \/; € 2i¢ 52,3 6O,m + 52,5 52,m) |n7 2, _2> -

e 2 o . . . . . .
Z . ﬁ ezx/ﬁgwt ezgﬂ,@t ez?x/ignt (_ 52,5 52,m +€Z¢ 52,5 51,m o 631¢ 52,3 571,m _|_€4z¢
n:

3
2

2
_ e

> = o . A A A
5278 5—27’”) |nv 2, 2> + Z - 4 %e“/ﬁmt e’g‘/iﬁt el\/igﬂt <_ e 52’3 52’7” + 52,3 51,m
n—1 n.

o _le?
. . e 2 o . . . .
_627,¢ 52,3 5—1,m + e?nqb 52,3 (5—2,m) ‘n’2’ 1> § : 1 ﬁez\@g'yt ezgﬁﬁt e—zx/ignt (_e—3z¢
n:
n=3

a2
€ 2 Q@  ivagn
4 /n!

oi9V2Bt ,—i2V/2gnt (_674@ 825 Bom + o3 92,5 01,m — e~ 82,5 O—1,m + 2.5 5_2,,1) In,2,—2)

o)

s 2 noo . . . .
T Z (& a ezQﬂgfyt 612\/§g18t614\/§gnt (52 s (52 m— 2 €l¢ (52 s 51 m + \/6 621¢ 52 B 50 m
= 4 /n! ’ ) ) ’ ) ’

o
Bass Bam + €2 B O1n — Gaodtn € ag a1 2,—1) + 3
n=4

a\z

o0
—2631% 6y 4 6_1 m + €% 6y 5_27m) n,2,2) — Z e 42 o
n=1

n

€i2\/§g'yt ei2\/§gﬁt ez‘2ﬁgnt

Vn!
(e_id) 02,5 02,m — 2 02,5 O1,m + V6 €' 02,5 00,m — 2 e*? 02,6 0—1,m + e’ 52’5572’771) In:2,1)

> 6_¢ a” V6
+ Z —— ei2\/§g'yt €i2\/§gﬁt7 (6_2i¢ 52,3 62,m -2 e_i‘z’ 52’3 51,m + \/6 52,3 50,m
n=2 4 m 4

2

o _la?
. . e 2 % . . .
260 Gy 6y 4 €20 6y, b_s m) In,2,0) — Z ei2V207t Li2V2gBt —i2v2gnt
n=3 4 m
(6731‘(1) 62,5 52,m -2 672i¢ 52,851,771 + \/6 eii(z) 52,8 50,m -2 62,56—1,771 + ei(b 52,5 5—2,m>

2

al

o0 —
e 2 o ) . ) )
In,2,—1) + Z ﬁ ei2V207t (i2V/29Bt o—idy/2gn (e,42¢ 02,5 02,m — 2 e 30 92,5 O1,m
— n!

4
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e 6_% o™
+ \/6 e 52»8 607771 —2¢7 % 62,5 571,m + 52,5 672,m) ]n, 2, —2> - Z 4 m B_lﬁgw
n=0 :
ke e_mg"t (—02.5 o = € D5 1 + €9 G 6t + € B2 6-2m) [n,2,2)
_ Z e Oé —zfgvt —zﬁgﬁt e—zx/ﬁgﬂt (_e—zqﬁ 5273 52’m _ 52,5 51’m + equﬁ 52,3 5_17m+

2
lo|

63i¢ 52,3 5—2,m)

e a — ; 3 _
1 ' e iv2g7t e iv2g8t ez\/ignt (—6 3i¢p 52’3 52,m —e 2¢
n—3 vV n.
a\2

. P T , . .
2.6 D1 + 2.6 0oty + € G 0-2n ) [, 2, =)+ %e—lﬁw ¢ IV20Bt 22t
.

oo _le®

Y iy » e 3
<_6 4o 52,5 62,m —€ 3i¢ 52,5 61,m +e i@ 52,8 5—1,m + 52,5 5—2,m> \n, 2, _2>+ § Ti'
— vn

e~ 12V297t o —i2V29Bt ,—idV2gnt (52 o Oom +2 €985 ¢ 61 + V6 €29 6y 4 Bom + 2e3 0 S8 6 1m

|2
2

(&

e i24/2gyt e 12\/596156 i2v/2gnt (6 ip 52,5 62,m+2

)
4idh
+ e (5275 5—27m> |n, 2, 2>—|-nz_:1 1 m

cx|2 n
[0

ﬁ

e—i2\/§g’7t e—iQﬂgﬁt{ <e_2i¢ (52,5 52,m +2 €_i¢ 52,5 61,m + \/6 52,3 50,m +2 eid) 52,5 571,m

\a|2

52551m+\/661¢525 50m+262¢5255 lm+ € ¢5256 2m)

n . . . .
+ ede) 59 3(5 Qm) 047 712\/59’% 6712\/59515 622\/597715 <673z¢> 52,3 52,m +2

Ve

o]

0o
6727;(;5 52,5 51,m + \/6 eii(b 52,3 507m +2 52,5 5—17m + eid) 52,3 5—27m> |n7 2, _1> +

an

N o—i2V2g7t ,—i2v/3gBt idv/2g <6—4i¢ 5as02m + 2 €3 85y 81+ V6 5 65y ot
n.

27 8y 6t + 02 Doz ) I0,2,-2).
(B.15)
Se agrupan términos considerando que los primeros valores de n son cercanos a cero , es

decir, no contribuyen significativamente por lo que las diferentes sumas pueden comenzar

desde n = 0 (se restan los términos agregados pero estos son despreciables). De esta manera

la ec. (B.15]) se reescribe como
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.l o 1 i 1
Z e 2 |n> |:(5075 507m |0; 0> — B (—(5175 517m + et 5175 5_17m) ’1; 1> + 5

1 2 . .
(—6_21¢ 01,5 01,m + 01,6 (5—1,m) ’1; —1) + 1 <2> (62,3 d2,m — \/; e*¢ 02,5 00,m + et 02,

1 /3 ; 2 ; 1/3
Sam ) 2) - § /2 (ﬁw R 6_2,m> 20+ (3)

loe|?
4 2 4 1 X e . n
<64Z¢ (5275 52,m — \/g e 219 (52’5 50,m + (5275 5—2,m> |2; —2> + 1 E ¢ ' (aeﬂ\/ign>
n—0 .

e~iV205t ) { e~ iV2gmt < 01,5 O1,m + V2 et 01,5 00,m + % 01,5 5—1,m) [1;1) + V2 (efiq5

Ot Stam + V2 815 o+ € 01,5 -1, ) [1,0) V2 (€729 610 8y 10+ V2 €7 81 dom
+ 01,6 671,m) I1;—-1) — =12V (—52,5 Som — €9 Jos O1m + €3 89 61 + €M Gy
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Definiendo

(1+(—1)T)
w1 = V2gn wy = 2v/2gn op =2\ 2/ (B.17)

el estado estacionario que acompana el estado coherente |«)
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y los estados que se mueven de acuerdo a cada uno de las frecuencias definidas en la ec.
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dados por
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Se consideran las ecs. (B.17)-(B.20) para escribir la expresién general de la expansion en

estados coherentes como:
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