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Resumen

Se presenta un estudio completo de la estructura de electrodinámica escalar a orden de un lazo.
La teoría es regularizada usando el esquema dimensional. La teoría es renormalizada usando el
esquema de renormalización físico o de capa de masa. Se analizan algunos fenómenos físicos y se
comparan con resultados bien conocidos en electrodinámica espinorial.
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Introducción

Durante las décadas de 1930 y parte de 1940 la Teoría Cuántica de Campos (QFT por sus
siglas en inglés) tuvo que lidiar con resultados divergentes que pusieron en duda su estabilidad
como teoría. En consecuencia el proceso de renormalización fue propuesto por diferentes autores
tales como Kramers (1947-48), Bethe (1947), Lewis (1948), Schwinger (1948), Tomonaga (1946) y
Feynman (1948) [1]. En un principio el proceso consistió en diversos algoritmos que permitieron
obtener números comparables con resultados experimentales como el corrimiento de Lamb o el
momento magnético dipolar del electrón. El proceso que siguieron Lewis, Schwinger y Tomonaga
en la teoría de electrodinámica cuántica espinorial (QED por sus siglas en inglés) consistió en
modi�car parámetros de la teoría tales como la masa y la carga en la lagrangiana original,
de tal manera que al identi�car los parámetros renormalizados con las observables físicas, las
divergencias son absorbidas por factores de renormalización de los parámetros rede�nidos. Por
otra parte Feynman (1948) hizo uso de una energía de corte (cuto�). Las cantidades físicas
dependían de este parámetro, por lo que cuando el cuto� tiende a in�nito las cantidades
divergen. Con la rede�nición de los parámetros se pueden obtener cantidades físicas que no
sean divergentes en el límite al in�nito del cuto�. Dyson (1949) mostró que los resultados de
Feynman pueden derivarse de la formulación de QED de Tomonaga y Schwinger. Dyson [2]
tomó como base las ideas de Schwinger, Tomonaga y Feynman y demostró que al renormalizar
la carga y la masa toda divergencia de la matriz S a todo orden de la teoría perturbativa desaparece.

Basado en los resultados de Dyson, P.T. Matthews (1949) trabajó con la renormalización de
la matriz S para interacciones de mesones con nucleones [3]. Al desarrollar la teoría se percató de
que la renormalización de la masa y la carga no es su�ciente, es necesario introducir un término
de interacción de la forma δλφ4(x), donde el parámetro λ debe ser renormalizado. En 1950
Matthews estudió la renormalización de la matriz S para mesones cargados sin espín en el campo
electromagnético [4]. En el estudio de las divergencias de la teoría se encontró además de las di-
vergencias primitivas encontradas en QED, divergencias en los procesos de dispersión de Compton
e interacciones de Møller. Mientras que las divergencias en los procesos de dispersión de Compton
desaparecían como consecuencia de invariancia de norma, las divergencias de interacciones de
Møller requerían una interacción de la forma δλφ†2φ2, en analogía con la interacción de mesones
con nucleones. Rohrlich (1950) desarrolló la teoría de electrodinámica cuántica para partículas
cargadas sin espín [5], donde analizó las divergencias de la matriz de dispersión a todo orden en la
constante de estructura �na α. Se estableció el término de interacción λφ†2φ2 para demostrar que
la teoría es �nita a todo orden de la serie perturbativa mediante la renormalización de la masa,
carga eléctrica y del parámetro λ. El procedimiento que Rohrlich siguió consiste en separar las
partes divergentes por medio de expansiones de Maclaurin en términos del momento externo, y
con la renormalización de los parámetros veri�có que las divergencias desaparecen. Posteriormente
Salam (1952) demostró que la matriz S es renormalizable para teorías con partículas escalares
con carga en presencia de campos electromagnéticos [6]. Salam desarrolló con profundidad las
divergencias que no son tratadas en el trabajo de Rohrlich, demostrando la naturaleza �nita de
la teoría. Posteriormente Salam trabajó con la renormalización de electrodinámica escalar con el
formalismo de la función β (1952) [7] y bajo diferentes esquemas de aproximación (1964) [8].
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La electrodinámica espinorial es una de las teorías más estudiadas dentro de QFT, siendo la
teoría base para introducir el concepto de renormalización en diversos libros [9�14]. La teoría λφ4

consta de campos escalares reales, siendo esta otra teoría de discusión común [11] en el proceso de
renormalización. Sin embargo la teoría no es de norma, por lo que la imposición de invariancia
de norma obliga a trabajar con campos escalares complejos y como consecuencia la introducción
del campo electromagnético. Esta teoría es llamada electrodinámica escalar. A diferencia de QED,
en electrodinámica escalar se trabaja con campos escalares de espín nulo y no con espinores. No
obstante la introducción de invariancia de norma di�culta el estudio de la teoría, pues debemos
trabajar no sólo con diagramas de cuatro puntos similares a los que encontramos en la teoría λφ4

(interacciones de Møller), sino también con diagramas tipo seagull (dispersión de Compton) que
introducen divergencias y diagramas más complicados como diagramas de caja. La regularización
de las teorías λφ4 y QED en la literatura suele ser mediante el esquema de regularización
dimensional, propuesto por G. t'Hooft y M. Veltman en 1972 [15]. Dicho esquema se propuso
años después del tratamiendo de las divergencias en la teoría de electrodinámica escalar hecho por
Matthews (1950), Rohrlich (1950) y Salam (1952,1964), por lo que el estudio de la renormaliza-
ción de la teoría bajo el proceso de regularización dimensional fue esencial en el desarrollo de la tesis.

El estudio de los campos escalares es de gran importancia en el Modelo Estándar (SM) y
en el desarrollo de teorías más allá del Modelo Estándar. El hallazgo del bosón de Higgs en el
2012 [16] presentó una fuerte evidencia del rompimiento espontáneo de la simetría mediante
el mecanismo de Brout-Englert-Higgs (BEH) [17]. Sin embargo, el Modelo Estándar no logró
describir fenómenos físicos tales como las masas de los neutrinos o la materia oscura, por lo
que aún es una teoría incompleta. Esta incompletitud dió cabida a teorías más allá del Modelo
Estándar como la extensión del sector de Higgs. La introducción de modelos como dobletes [18]
y tripletes [19] del Higgs en la teoría trae como consecuencia la existencia de 5 escalares, de los
cuales dos son cargados [20]. Diferentes experimentos y mediciones en el LHC se han hecho en
búsqueda de bosones cargados [21], por lo que el estudio de campos escalares cargados no sólo es
importante como teoría renormalizable sino también como teoría más allá del Modelo Estándar.

El objetivo de la tesis es estudiar el comportamiento divergente de la electrodinámica cuántica
escalar (SQED por sus siglas en inglés) a nivel de un lazo, desarrollando de manera explícita cada
tipo de divergencia que presenta la teoría bajo procedimientos perturbativos mediante regulariza-
ción dimensional. En analogía con QED se presentan diversos resultados fenomenológicos que se
encuentran en la teoría. En el primer capítulo se construye a partir de la teoría de Klein-Gordon
para campos complejos la teoría de electrodinámica escalar mediante la introducción del concepto
de invariancia de norma para �nalmente obtener la lagrangiana del sistema. En el segundo capítulo
se da una breve introducción a la matriz S y a la teoría de perturbaciones como herramientas para
determinar las reglas de Feynman. En el tercer capítulo se introduce el concepto de renormalización
y se describe el esquema a seguir para renormalizar la teoría. Posteriormente se analiza cada una
de las divergencias de la teoría mediante la introducción de contratérminos en el esquema on-shell o
físico y se discuten efectos físicos resultantes de renormalizar la teoría. El cuarto capítulo presenta
los resultados y conclusiones de la tesis.
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Capítulo 1

Electrodinámica Escalar

En este capítulo se presenta la electrodinámica escalar como teoría que describe los comporta-
mientos de las partículas cargadas de espín 0. En la primera sección se construye la teoría libre del
campo escalar complejo a partir de la ecuación de Klein-Gordon y su relación con partículas carga-
das. En la segunda sección se presenta el concepto de derivada covariante y se deriva la lagrangiana
de la electrodinámica escalar invariante bajo transformaciones locales.

1.1. Campos escalares cargados

El campo escalar φ(x) corresponde a la representación trivial (0,0) del grupo de Lorentz, el cual
se transforma como:

φ′(x) = φ(Λ−1x), x′ = Λx. (1.1)

El campo escalar cumple la ecuación de Klein-Gordon, permitiendo construir una teoría que des-
cribe partículas de espín 0. Como se verá en esta sección para que un campo escalar tenga carga
es necesario que la lagrangiana correspondiente sea invariante bajo el grupo UQ(1), por lo que es
necesario trabajar con campos complejos.

1.1.1. Teoría libre de campos escalares cargados

Consideremos la lagrangiana consistente con la simetría de Lorentz (unidades naturales ~ =
c = 1):

LKG = (∂µφ
∗) (∂µφ)−m2φ∗φ, (1.2)

con

φ(x) =
1√
2

[φ1(x) + iφ2(x)] ,

φ∗(x) =
1√
2

[φ1(x)− iφ2(x)] ,

donde φ1 y φ2 son campos escalares reales. Tratando a φ y φ∗ como campos independientes, las
ecuaciones de Euler-Lagrange nos dan las ecuaciones de Klein-Gordon para cada campo:

(� +m2)φ = 0, (1.3)

(� +m2)φ∗ = 0. (1.4)
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Los momentos conjugados son:

π(x) = φ̇∗, π∗(x) = φ̇.

El Hamiltoniano del sistema es:

H =

∫
d3x

(
π∗π + ~∇φ∗ · ~∇φ+m2φ∗φ

)
. (1.5)

La corriente conservada asociada a la invariancia de la teoría bajo el grupo de las traslaciones
en el espacio-tiempo T (1, 3) es:

Tµν = (∂µφ) (∂νφ∗) + (∂µφ∗) (∂νφ)− gµνL, (1.6)

la cual recibe el nombre de tensor de energía-momento. La carga conservada asociada a la corriente
Tµν es:

P ν =

∫
d3xT 0ν =

∫
d3x

(
π∗∂νφ∗ + π∂νφ− g0νL

)
, (1.7)

con

P 0 =H =

∫
d3x

(
π∗π + ~∇φ∗ · ~∇φ+m2φ∗φ

)
, (1.8)

~P =−
∫
d3x

(
π∗~∇φ∗ + π~∇φ

)
. (1.9)

Note que la componente P 0 es igual al Hamiltoniano del sistema.

La lagrangiana (1.2) también es invariante bajo transformaciones globales del grupo electro-
magnético UQ(1), transformándose los campos como:

φ
′
(x) =eiαφ(x), (1.10)

φ
′∗(x) =e−iαφ†(x), (1.11)

con α constante. La corriente de Noether asociada a este tipo de transformaciones es:

Jµ = i (φ∗∂µφ− φ∂µφ∗) , (1.12)

llamada corriente electromagnética. La carga conservada es la carga electromagnética:

Q =

∫
d3xJ0 = i

∫
d3x (φ∗π∗ − φπ) . (1.13)
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1.1.2. Cuantización canónica de la teoría libre

El postulado de cuantización [22] establece las relaciones a tiempos iguales x0 = y0:

[φ(x), π(y)] =
[
φ†(x), π†(y)

]
= iδ3(~x− ~y),

[φ(x), φ(y)] = [π(x), π(y)] = 0 =
[
φ†(x), φ†(y)

]
=
[
π†(x), π†(y)

]
,

(1.14)

donde φ, φ†, π, π† son operadores. Las integrales de Fourier para los campos complejos son:

φ(x) =

∫
d3p

(2π)3

1√
2Ep

(
ape
−ip·x + b†pe

ip·x) , (1.15)

φ†(x) =

∫
d3p

(2π)3

1√
2Ep

(
bpe
−ip·x + a†pe

ip·x) , (1.16)

donde los operadores de creación a†p (b
†
p) y aniquilación ap (bp) cumplen

[
ap, a

†
p′

]
=
[
bp, b

†
p′

]
= (2π)3δ3(~p− ~p′),

[ap, ap′ ] =
[
a†p, a

†
p′

]
= 0 = [bp, bp′ ] =

[
b†p, b

†
p′

]
.

(1.17)

El Hamiltoniano en términos de los operadores de creación y aniquilación es:

H =

∫
d3pEp

(
a†pap + b†pbp

)
, (1.18)

siendo Ep la energía de cada modo de Fourier y donde se ha desechado el término de energía de
punto cero. Las cantidades conservadas Pµ y Q son ahora nuestras observables del sistema, las
cuales toman la forma:

Pµ =

∫
d3p

(2π)3
pµ
(
a†pap + b†pbp

)
, (1.19)

Q =

∫
d3p

(2π)3

(
a†pap − b†pbp

)
. (1.20)

Notemos que H† = H y ~P † = ~P . Podemos identi�car a la carga conservada Pµ como el generador
del grupo de las traslaciones T (1, 3) que cumple el álgebra de Lie:

[Pµ, P ν ] = 0. (1.21)

Es posible veri�car:

[Pµ, H] = 0, (1.22)

[Q,H] = 0, (1.23)

[Pµ, Q] = 0. (1.24)

Las primeras dos igualdades nos muestran que en efecto las cantidades son conservadas. La última
igualdad veri�ca la existencia de dos observables que conmutan entre sí, es decir, comparten la
misma base. El estado de vacío o estado base |0〉 es tal que cumple
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1.2. LAGRANGIANA DE LA ELECTRODINÁMICA ESCALAR

ap |0〉 = bp |0〉 = 0, (1.25)

y está normalizado como:

〈0 |0〉 = 1, (1.26)

por lo que se identi�ca como el estado sin partículas ni energía. De esta forma,

Pµ |0〉 = 0,

Q |0〉 = 0.

Debido a que Pµ es un operador autoadjunto, sus eigenvalores son reales:

Pµ |p〉 = pµ |p〉 . (1.27)

Es posible ver que a†q |p〉 y aq |p〉 son eigenestados de Pµ con eigenvalores (p + q)µ y (p − q)µ

respectivamente:

Pµ(a†q |p〉) = (p+ q)µ(a†q |p〉), (1.28)

Pµ(aq |p〉) = (p− q)µ(a†q |p〉), (1.29)

por lo que a†p (ap) crea (destruye) partículas de energía p0, momento ~p y masa m. Sin embargo
b†q |p〉 y bq |p〉 también son eigenestados de Pµ con eigenvalores (p+ q)µ y (p− q)µ respectivamente,
creando (destruyendo) partículas con la misma energía p0, momento ~p y masa m. Por lo tanto lo
que distingue unas partículas con otras debe relacionarse con el operador Q. La observable Q nos
dice que el número total de partículas creadas por a†p menos el número de partículas creadas por
b†p se conserva. Además se ve que:

Qa†p |0〉 =a†p |0〉 , (1.30)

Qb†p |0〉 =− b†p |0〉 , (1.31)

lo que nos dice que el estado a†p |0〉 (b†p |0〉) tiene carga +1 (−1) en algún tipo de unidades. Se
interpreta que a†p(b

†
p) crea partículas de carga +(−), mientras que ap(bp) destruye partículas de

carga +(−).

La importancia del estudio de las observables Pµ y Q se debe a su relación con los parámetros
de la masa m y la carga eléctrica e respectivamente, mismos que son renormalizados en la teoría
de electrodinámica escalar.

1.2. Lagrangiana de la electrodinámica escalar

Consideremos la lagrangiana:

L = LKG +
λ

4
(φ†φ)2. (1.32)
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L no describe una teoría libre, pues hemos introducido el término de interacción de la forma
λ(φ†φ)2. Esta lagrangiana es invariante bajo el grupo de transformaciones globales UQ(1). Con-
sideremos las transformaciones (1.10) y (1.11), ahora con α = α(x) una función dependiente del
espacio-tiempo:

φ
′
(x) =eiα(x)φ(x), (1.33)

φ
′†(x) =e−iα(x)φ†(x). (1.34)

La derivada ordinaria no se transforma de forma covariante:

∂µφ
′
(x) = eiα(x)∂µφ(x) + ieiα(x)(∂µα(x))φ(x),

esto se debe a que en cada punto del espacio-tiempo existe un espacio interno UQ(1), por lo que el
campo se transforma de manera diferente en cada punto.

1.2.1. Interpretación geométrica de la derivada covariante

La derivada de un campo en dirección del vector nµ se de�ne como:

nµ∂µφ = ĺım
ε→0

1

ε
[φ(x+ εn)− φ(x)] . (1.35)

Bajo las transformaciones locales (1.33) y (1.34) podemos ver que mientras que el campo φ(x+ εn)
se transforma con α(x+ εn), φ(x) se transforma con α(x), por lo que los campos se transforman de
diferente forma. La derivada no tiene un sentido geométrico claro. Nos interesa comparar φ(x+ εn)
no con φ(x), sino con el valor que tendría φ(x) si lo transportáramos del punto x al punto x+ εn
manteniendo �jos los ejes del espacio interno en x. Esto se puede interpretar como si se hiciera
un transporte paralelo entre los espacios internos [12]. Para compensar la diferencia de fase de las
transformaciones en los diferentes puntos del espacio-tiempo, podemos introducir una cantidad que
relacione ambos puntos, y se transforme como:

U(y, x)→ eiα(y)U(y, x)e−iα(x), (1.36)

simultáneamente con los campos transformados. U(y, x) recibe el nombre de comparador. De esta
forma φ(y) y U(y, x)φ(x) se transforman de la misma manera, por lo que ahora ya podemos
comparar ambos campos. De�namos la derivada covariante como:

nµDµφ = ĺım
ε→0

1

ε
[φ(x+ εn)− U(x+ εn, x)φ(x)] . (1.37)

Debido a que x y x+ εn di�eren in�nitesimalmente, escribimos:

U(x+ εn, x) = 1 + ieεnµAµ(x) +O
(
ε2
)
, (1.38)

donde e es la constante de acoplamiento del grupo UQ(1) y Aµ es un campo de norma. Así, la
derivada covariante toma la forma:

Dµφ(x) =∂µφ(x)− ieAµφ(x), (1.39)

Dµ =∂µ − ieAµ. (1.40)

Comparemos la expresión (1.39) con la forma en la que se calcula la derivada covariante en relati-
vidad general [23], donde la derivada de un vector contravariante tb es:
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∇atb = ∂at
b + Γbact

c, (1.41)

siendo Γbac los símbolos de Christo�el o conexiones. Por la similitud en las expresiones, al campo
Aµ suele llamarse conexión. De la forma en la que se transforma U(y, x), se puede ver que los
campos Aµ se transforman como:

A′µ = Aµ +
1

e
∂µα.

Compare la forma en la que se transforma Aµ con la forma en la que se transforman los símbolos
de Christo�el:

Γ
′a
bc =

∂x
′a

∂xd
∂xe

∂x′b
∂xf

∂x′c
Γdef +

∂2xh

∂x′b∂x′c
∂x
′a

∂xh
. (1.42)

Note que Aµ y Γabc no se transforman de forma covariante.

Al considerar la forma en la que se transforma Aµ, la derivada covariante sí se transforma como:

(Dµφ(x))′ = eiα(x)Dµφ(x).

Sustituyendo en (1.32) la derivada ordinaria ∂µ por la derivada covariante Dµ obtenemos la la-
grangiana:

L =
(
Dµφ

†) (Dµφ)−m2φ†φ+
λ

4
(φ†φ)2, (1.43)

la cual se transforma de manera covariante bajo las transformaciones locales (1.33) y (1.34).

Finalmente podemos construir la curvatura mediante el conmutador de las derivadas covariantes
[Dµ, Dν ]:

[Dµ, Dν ] = −ieFµν ,

donde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (1.44)

En teorías abelianas el tensor de curvatura es invariante bajo transformaciones de norma:

F ′µν = Fµν . (1.45)

Nuevamente comparemos esta forma con el tensor de curvatura de Riemann:

Rµνρ
σ = ∂νΓσµρ − ∂µΓσνρ + ΓαµρΓ

σ
αν − ΓανρΓ

σ
αµ. (1.46)

Notemos que tienen la misma forma con excepción de los dos últimos términos del tensor de
Riemann. En teorías no abelianas se logra ver una mayor similitud con los últimos términos [12].
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CAPÍTULO 1. ELECTRODINÁMICA ESCALAR
1.2. LAGRANGIANA DE LA ELECTRODINÁMICA ESCALAR

1.2.2. Construcción de la lagrangiana de electrodinámica escalar

Debido a la introducción del campo de norma Aµ, este debe contribuir a la lagrangiana me-
diante un término cinético que sea invariante bajo las transformaciones de norma. Consideramos
el término:

LEM =− 1

4
FµνF

µν . (1.47)

De esta manera, podemos construir una lagrangiana invariante de norma:

LSQED =
(
Dµφ

†) (Dµφ)−m2φ†φ+
λ

4
(φ†φ)2 − 1

4
FµνF

µν , (1.48)

esto es,

LSQED =
(
∂µφ

†) (∂µφ) + ie
(
φ†∂µφ− φ∂µφ†

)
Aµ + e2AµA

µφ†φ−m2φ†φ+
λ

4
(φ†φ)2 − 1

4
FµνF

µν .

(1.49)

Las ecuaciones de movimiento y la forma de la corriente conservada pueden derivarse mediante
el principio de acoplamiento mínimo, sustituyendo ∂µ por Dµ en (1.3), (1.4) y (1.12) más la
contribución del término de interacción λ(φ†φ)2.

Como consecuencia de construir una lagrangiana invariante bajo transformaciones locales surge
de manera natural el campo electromagnético, donde existe un acoplamiento del campo Aµ con la
corriente electromagnética producida por los campos φ y φ†. Si quisieramos introducir un término
de masa de la forma M2AµA

µ a la lagrangiana se puede ver que no es invariante bajo transforma-
ciones de norma, por lo que trabajamos con campos sin masa, relacionando aún más el carácter
electromagnético de la teoría. La introducción de un término de la forma λφ†φ†φφ fue propuesto
por Matthews en 1950 al estudiar la renormalización de la teoría de mesones cargados sin espín en
el campo electromagnético [4].
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Capítulo 2

La matriz S y la serie perturbativa

En este capítulo se da una breve introducción a la matriz S y se presenta la función de Green
de n puntos como herramienta para determinar las reglas de Feynman de una teoría.

2.1. La matriz S

La matriz S es el objeto matemático que describe procesos de colisión de�nida en el espacio
de estados. Mediante la matriz S se pueden formular distintas reglas que, según la teoría, nos
ayudan a construir amplitudes de probabilidad dadas por diagramas de Feynman que surgen en
un contexto perturbativo. En un proceso de dispersión se toman las siguientes consideraciones:

Los tiempos, así como las regiones del espacio, en las que ocurren las interacciones son
extremadamente pequeños en comparación con los tiempos transcurridos entre la preparación
del haz de partículas y el impacto en el detector de las partículas producto, así como las
distancias recorridas por los haces incidentes y resultantes.

Mucho antes de la colisión (t → −∞) las partículas están muy separadas unas de otras en
comparación a la escala en el proceso de interacción, por lo que la teoría puede ser considerada
esencialmente libre. Mucho después de la colisión (t→ +∞), las partículas se separan entre
sí lo su�ciente como para ser consideradas escencialmente libres.

El haz incidente es caracterizado por un espacio de Fock generado por los campos libres Φin
1, por lo que los estados |in α〉 representan las características individuales de las partículas
(masa, carga, espín, etc.). El haz �nal constituye estados de partículas libres |out α〉 generados
por los campos Φout. Ambos espacios son matemáticamente idénticos.

Los procesos de las partículas incidentes e interactuantes están sujetos a leyes de conservación
de 4-momento, momento angular, carga eléctrica, etc.

Sean

|α in〉 = |q1, ..., qn in〉
|β out〉 = |p1, ..., pm out〉

estados de n y m partículas respectivamente, con q y p representando eigenvalores de 4-momento,
carga, momento angular, etc. El producto escalar

1Φ representa cualquier tipo de campo interactuante, según la teoría.
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CAPÍTULO 2. LA MATRIZ S Y LA SERIE PERTURBATIVA
2.2. LA TEORÍA ASINTÓTICA

〈β out| α in〉 (2.1)

representa la amplitud de probabilidad de que el estado |α in〉 evolucione con el tiempo al estado
|β out〉. Estas amplitudes de probabilidad de�nen secciones e�caces de procesos de dispersión y
tiempo de vida de partículas inestables. Existe un operador S que transforma estados in en estados
out:

〈β in|S = 〈β out| , 〈β out|S−1 = 〈β in| , (2.2)

lo cual conduce a que los elementos de la matriz S dados por la ecuación (2.1) se puedan escribir
como:

〈β out| α in〉 = 〈β in|S |α in〉 = Sβα. (2.3)

El operador S tiene las siguientes propiedades:

1. Estabilidad del vacío. El estado de vacío es, por suposición, único. Esto es:

〈0 in|S = 〈0 out| = 〈0 in| ,

el cual se supone normalizado a la unidad:

S00 = 〈0 out| 0 in〉 = 〈0 in|S |0 in〉 = 〈0 in| 0 in〉 = 1. (2.4)

2. S transforma a los campos in y out como:

φin(x) = Sφout(x)S−1. (2.5)

3. El operador S es unitario.

4. S respeta todas las simetrías de la teoría.

2.2. La teoría asintótica

Para establecer la relación entre el campo asintótico Φas = Φin,Φout y el campo interactuante
Φ debemos establecer la condición asintótica mediante los elementos de matrices [22]:

ĺım
t→−∞

〈α|Φ(x) |β〉 = Z1/2 〈α|Φin(x) |β〉 , (2.6)

ĺım
t→+∞

〈α|Φ(x) |β〉 = Z1/2 〈α|Φout(x) |β〉 , (2.7)

donde Z está relacionada con la renormalización del campo. Esta relación fue establecida por
H. Lehmann, K. Symanzik y W. Zimmermann en 1955 [24]. Por ejemplo, en el caso de campos
de Klein-Gordon consideramos el campo interactuante promediado sobre una región espacialoide
φf (t):

φf (t) = i

∫
d3xf∗(~x, t)

←→
∂ 0φ(~x, t), (2.8)

donde f(~x, t) es solución de la ecuación de Klein-Gordon:

(� +m2)f(x) = 0, (2.9)
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CAPÍTULO 2. LA MATRIZ S Y LA SERIE PERTURBATIVA
2.3. LA MATRIZ S MEDIANTE EL PROCESO DE REDUCCIÓN DE LSZ

y

A
←→
∂ 0B ≡ A∂0B − (∂0A)B. (2.10)

La condición asintótica es de la forma:

ĺım
t→±∞

〈α|φf (t) |β〉 =
√
Z 〈α|φfas |β〉 , (2.11)

donde

φfas = i

∫
d3xf∗(~x, t)

←→
∂ oφas(~x, t) (2.12)

son los campos asintóticos promediados en una región espacialoide.

2.3. La matriz S mediante el proceso de reducción de LSZ

Se busca la forma de calcular elementos de la matriz S mediante el proceso de reducción
de Lehmann-Symanzik-Zimmermann LSZ [24], el cual consiste en expresar a los elementos de
matriz Sβα = 〈β out| α in〉 en términos de los campos interactuantes y conectarlos con los campos
asintóticos. Los estados |α in〉 y |β out〉 son generados por la teoría asintótica:

|q1, ..., qn in〉 =a†in(q1) |q2, ..., qn in〉

=a†in(q1)a†in(q2)...a†in(qn) |0〉 , (2.13)

|p1, ..., pm in〉 =a†out(p1)a†out(p2)...a†out(pm) |0〉 , (2.14)

donde para los campos escalares:

a†as(qi) = −i
∫
d3xifqi(xi)

←→
∂ x0

1
φas(xi), (2.15)

con fqi solución de tipo Klein-Gordon y φas(x1) el campo asintótico. Se tiene:

Sβα = 〈p1, ..., pm out| q1, ..., qn in〉

= 〈p1, ..., pm out| a†in(q1) |q2, ..., qn in〉

= 〈β − q1 out| α− q1 in〉+ 〈β out| (a†in(q1)− a†out(q1)) |α− q1 in〉 ,

con 〈β − q1 out| el estado que viene de remover la partícula q1 a 〈β out| si está presente. Por sencillez,
supondremos en lo que sigue que qi 6= pj para todo i, j, de tal manera que todos los términos de
este tipo estarán ausentes. Sustituyendo las expresiones de los operadores a†as obtenemos:

Sβα = −i 〈β out|
∫
d3x1fq1(x1)

←→
∂ x0

1
[φin(x1)− φout(x1)] |α− q1 in〉 .

La integral se considera a un tiempo arbitrario x0
1. Al tomar x0

1 → −∞ por la condición asintótica
podemos sustituir φin por 1√

Z
φ(x1), y en el límite x0

1 → +∞ podemos sustituir φout por 1√
Z
φ(x1),

donde φ(x1) son los campos interactuantes. Así:

Sβα =
i√
Z

(
ĺım

x0
1→+∞

− ĺım
x0
1→−∞

)∫
d3x1fq1(x1)

←→
∂ x0

1
〈β out|φ(x1) |α− q1 in〉 .
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CAPÍTULO 2. LA MATRIZ S Y LA SERIE PERTURBATIVA
2.4. TEORÍA DE PERTURBACIONES Y SERIE DE DYSON

Después de algunas manipulaciones algebraicas, obtenemos:

Sβα =
i√
Z

∫
d4x1fq1(x1)(

−−−−−→
�1 +m2) 〈β out|φ(x1) |α− q1 in〉 , (2.16)

lo cual completa el problema de remover la partícula q1 del estado |α in〉. Siguiendo el proceso para
remover las n+m partículas, el elemento de matriz S para el proceso de dispersión de n partículas
iniciales, caracterizadas por el vector de estado |α in〉 = |q1, ..., qn in〉, y de m partículas �nales,
con vector de estado |β out〉 = |p1, ..., pm out〉 es:

Sβα =

n∏
i=1

∫
d4xi

m∏
j=1

∫
d4yj Fqi(xi)

−→
OxiG(y1...ym x1...xn)

←−
O yjF

†
pj (yj), (2.17)

donde las F son funciones y O operadores diferenciales tales que

−→
OF = 0, (2.18)

es decir, F cumple las ecuaciones de campo libre. La función de Green de n + m puntos para los
campos escalares es:

G(y1...ym x1...xn) = 〈0|T (φ(y1)...φ(ym)φ(x1)...φ(xn)) |0〉 , (2.19)

donde T es el ordenamiento temporal, el cual ordena los productos de los operadores en orden crono-
lógico del tiempo mayor al menor 2 La función de Green de n+m puntos representa la amplitud de
probabilidad de que n+m partículas sean creadas o destruidas en los puntos (y1, ..., ym, x1, ..., xn).
Es posible generalizar la forma de los elementos de la matriz S para que contengan campos esca-
lares, de Fermi y de norma.

2.4. Teoría de perturbaciones y serie de Dyson

La función de Green para campos interactuantes no puede ser calculada de manera exacta,
ya que los campos interactuantes de�nen una teoría no lineal, por lo que debe recurrirse a teoría
de perturbaciones. La idea esencial de la teoría de perturbaciones es relacionar los campos inter-
actuantes φ(x) con los campos libres φas mediante un operador que realice una transformación
unitaria. Consideremos la relación entre campos interactuantes y campos asintóticos φas dada por

φ(x) = U−1(t)φasU(t), (2.21)

así como

π(x) = U−1(t)πasU(t). (2.22)

Buscamos relacionar los operadores de la teoría de campo libre, caracterizada por el hamilto-
niano

2Como ejemplo, consideremos el ordenamiento temporal de dos campos escalares φ(x) y φ†(y), el cual es de�nido
como

T (φ(x)φ†(y)) = θ(x0 − y0)φ(x)φ†(y) + θ(y0 − x0)φ†(y)φ(x), (2.20)

donde θ(x0 − y0) es la función escalón de Heaviside dada por

θ(x0 − y0) =

{
0 si x0 < y0
1 si x0 > y0.

De esta forma, los operadores de campo están ordenados cronológicamente del tiempo mayor al menor. Es posible
generalizar la expresión (2.20) para más de dos operadores de campo.
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CAPÍTULO 2. LA MATRIZ S Y LA SERIE PERTURBATIVA
2.4. TEORÍA DE PERTURBACIONES Y SERIE DE DYSON

Has = Has(φas, πas), (2.23)

con los operadores de la teoría interactuante, caracterizada por el hamiltoniano

H(φ, π) = H0 +H, (2.24)

donde H0 tiene la forma del hamiltoniano de la parte libre de la teoría y HI es el hamiltoniano de
interacción. En la imagen de Heisenberg se cumplen las ecuaciones de movimiento:

∂φas(x)

∂t
= i [Has(φas, πas), φas] ,

∂πas(x)

∂t
= i [Has(φas, πas), πas] ,

(2.25)

para la teoría libre, y

∂φ(x)

∂t
= i [H(φ, π), φ] ,

∂π(x)

∂t
= i [H(φ, π), π] ,

(2.26)

para la teoría interactuante. Se tiene entonces:

∂φas
∂t

=
∂

∂t

(
U(t)φ(x)U−1(t)

)
=
∂U

∂t
φ(x)U−1 + U

∂φ(x)

∂t
U−1 + Uφ(x)

∂U−1

∂t

=
∂U

∂t
U−1

(
Uφ(x)U−1

)
+ iU [H(φ, π), φ]U−1 +

(
Uφ(x)U−1

)
U
∂U−1

∂t
,

pero

U
∂U−1

∂t
= −∂U

∂t
U−1,

por lo que

∂φas
∂t

=
∂U

∂t
U−1

(
Uφ(x)U−1

)
+ iU [H(φ, π), φ]U−1 −

(
Uφ(x)U−1

) ∂U
∂t
U−1

=
∂U

∂t
U−1φas − φas

∂U

∂t
U−1 + iU [H(φ, π), φ]U−1

=

[
∂U

∂t
U−1, φas

]
+ i [H(φas, πas), φas] ,

donde ahora el hamiltoniano de la teoría interactuante está expresado en términos de los campos
asintóticos. Se tiene:

[
∂U

∂t
U−1, φas

]
= −i {[H(φas, πas), φas]− [Has(φas, πas), φas]}

= −i [HI(φas, πas), φas] .

Notemos que la parte libre del hamiltoniano de la teoría interactuante se anula con el hamilto-
niano de la teoría asintótica, pues ambos están expresados en términos de campos asintóticos. Así
obtenemos:
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2.4. TEORÍA DE PERTURBACIONES Y SERIE DE DYSON

∂U(t)

∂t
U−1(t) = −iHI(φas, πas),

ó

∂U(t)

∂t
= −iHI(φas, πas)U(t), (2.27)

la cual es la ecuación de evolución temporal para U(t). La solución de U(t) es esencial para el
desarrollo de la serie perturbativa. La ecuación (2.27) puede reescribirse como:

∂U(t, t′)

∂t
= −iHI(φas, πas)U(t, t′), (2.28)

donde

U(t, t′) = U(t)U−1(t′) (2.29)

también es solución, y se cumple :

U(t, t) = 1 para t = t′. (2.30)

De (2.29) se ve que se satisface:

U(t, t′) = U(t, t′′)U(t′′, t′). (2.31)

Considerando la condición de frontera:

ĺım
t→t′

U(t, t′) = 1, (2.32)

una solución de (2.28) es:

U(t, t′) = 1− i
∫ t

t′
dt1HI(t1)U(t1, t

′). (2.33)

Teniendo en cuenta que

U(t1, t
′) = 1− i

∫ t1

t′
dt2HI(t2)U(t2, t

′) para t1 > t2,

podemos iterar:

U(t, t′) = 1− i
∫ t

t′
dt1HI(t1)

[
1− i

∫ t1

t′
dt2HI(t2)U(t2, t

′)

]
= 1− i

∫ t

t′
dt1HI(t1) + (−i)2

∫ t

t′
dt1

∫ t1

t′
dt2HI(t1)HI(t2)U(t2, t

′) para t1 > t2.

Iterando n veces, se obtiene:

U(t, t′) = 1 + (−i)
∫ t

t′
dt1HI(t1) + (−i)2

∫ t

t′
dt1

∫ t1

t′
dt2HI(t1)HI(t2)

+ ...+ (−i)n
∫ t

t′
dt1

∫ t1

t′
dt2...

∫ tn−1

t′
dtnHI(t1)HI(t2)...HI(tn) + ... ,
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con t1 ≥ t2 ≥ ... ≥ tn. Introduciendo el ordenamiento temporal T se obtiene la expresión

U(t, t′) =

∞∑
n=0

(−i)n
∫ t

t′
dt1

∫ t1

t′
dt2...

∫ tn−1

t′
dtnT (HI(t1)...HI(tn))

=

∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫ t

t′
dt1

∫ t

t′
dt2...

∫ t

t′
dtnT (HI(t1)...HI(tn)), (2.34)

que podemos escribir de manera compacta como:

U(t, t′) = T
(
e−i

∫ t
t′ dtHI(t)

)
. (2.35)

Es posible expresar al hamiltoniano de interacción HI de la forma

HI =

∫
d3xHI ,

donde HI es la función de densidad hamiltoniana, por lo que el operador U(t, t′) se puede escribir
como

U(t, t′) = T
(
e−i

∫ t
t′ d

4xHI(φas,πas)
)
. (2.36)

Usando las relaciones (2.29), (2.31) podemos determinar la función de Green de n puntos para
campos escalares:

G(x1...xn) =
〈0|T (φas(x1)...φas(xn)e−i

∫
d4xHI ) |0〉

〈0|T (e−i
∫
d4xHI ) |0〉

=

∑∞
m=0

(−i)m
m!

∫
d4y1...d

4ym 〈0|T (φas(x1)...φas(xn)HI(y1)...HI(ym)) |0〉∑∞
m=0

(−i)m
m!

∫
d4y1...d4ym 〈0|T (HI(y1)...HI(ym)) |0〉

,

(2.37)

siendo HI (φas, πas) la densidad hamiltoniana de interacción o hamiltoniana de interacción, la cual
se construye a partir de los campos libres o asintóticos. Esta expresión recibe el nombre de serie
de Dyson. La serie perturbativa permite establecer ciertas reglas de tipo general llamadas reglas
de Feynman, las cuales describen interacciones de 2 puntos, 3 puntos, etc., llamadas funciones de
Green vértice. En el cálculo de las funciones de Green en la teoría se consideran las funciones
vértice como funciones de Green amputadas, es decir, no se consideran las patas externas de los
diagramas de Feynman.

2.5. Teorema de Wick

Podemos expresar a la serie perturbativa en términos de productos de propagadores y constantes
de acoplamiento a partir del Teorema de Wick. Este teorema establece que un producto ordenado
en el tiempo se puede expresar en términos de ordenamientos normales. Un ordenamiento normal
se de�ne exclusivamente para campos asintóticos. Se denota por : : y se de�ne como:

: φas(x)φas(y) : ≡ Colocar todos los operadores a a la derecha de los operadores a†. (2.38)

En el caso de campos fermiónicos, para cada permutación impar se debe introducir un signo menos.
El teorema de Wick se puede establecer como:
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T (φas(x1)...φas(xn)) = : φas(x1)...φas(xn) :

+ [〈0|T (φas(x1)φas(x2)) |0〉 : φas(x3)...φas(xn) : + Permutaciones]

+ [〈0|T (φas(x1)φas(x2)) |0〉 〈0|T (φas(x3)φas(x4)) |0〉 : φas(x5)...φas(xn) :

+ Permutaciones] + ...+{
[〈0|T (φas(x1)φas(x2)) |0〉 ... 〈0|T (φas(xn−1)φas(xn)) |0〉+ Permutaciones], n par,
[〈0|T (φas(x1)φas(x2)) |0〉 ... 〈0|T (φas(xn−2)φas(xn−1)) |0〉φas(xn) + Permutaciones] , n impar.

(2.39)

Considerando al estado del vacío en ambos lados y notando que

a(p) |0〉 = 0, y 〈0| a†(p) = 0,

se obtiene:

〈0|T (φas(x1)...φas(xn)) |0〉 =

{
0, n impar,∑
p δp 〈0|T (φas(x1)φas(x2)) |0〉 ... 〈0|T (φas(xn−1)φas(xn)) |0〉 , n par,

(2.40)
con δp denotando el signo de la permutación en el caso de fermiones.
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Capítulo 3

Renormalización de electrodinámica
escalar a orden de un lazo

La teoría de renormalización surge como consecuencia de las divergencias que aparecen en
Teoría Cuántica de Campos, las cuales deben ser sometidas a diversos procesos a �n de encontrar
un sentido físico. El hecho de que aparezcan divergencias a partir de diagramas a orden de un
lazo signi�ca que tanto los parámetros como los campos que aparecen en la lagrangiana original,
son in�nitos. A estas cantidades las llamaremos cantidades desnudas y las denotaremos con un
subíndice B . Como consecuencia de las interacciones entre partículas, sus propiedades tales como
la masa o la carga eléctrica son rede�nidas, de tal forma que al renormalizar los campos y los
parámetros obtenemos una teoría �nita. El proceso de renormalización puede ser visto como el
vestir a una partícula mediante las interacciones.

En este capítulo se analizan las divergencias que surgen en electrodinámica escalar, se presenta
el esquema de regularización que se usará y se renormaliza la teoría a orden de un lazo en el
esquema de renormalización conocido con el nombre de on-shell o físico.

3.1. Divergencias de la electrodinámica escalar

En Teoría Cuántica de Campos existen divergencias al calcular amplitudes de probabilidad en
diagramas a orden de un lazo, los cuales son diagramas conectados con un solo ciclo. Los diagramas
con lazos corresponden a las correcciones cuánticas de la teoría clásica, cuyas consecuencias se
mani�estan en fenómenos físicos tales como el corrimiento de Lamb, la polarización del vacío o
el momento anómalo dipolar [9]. Dichas divergencias pueden ser ultravioletas (efectos de altas
energías o pequeñas distancias), las cuales pueden ser tratadas mediante renormalización, o
divergencias infrarrojas (efectos a grandes distancias) que surgen como consecuencia de la ausen-
cia de masa en el fotón y las cuales suelen tratarse mediante la introducción de una masa �cticiamγ .

En el cálculo de diagramas de la teoría SQED podemos encontrar integrales de la forma:

∼
∫

d4k1 d
4k2 · · · d4kL PD(k)

(k2
1 −m2) · · · (k2

j ) · · · (k2
n)
, (3.1)
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donde se tienen polinomios PD(k) en el numerador que dependen de los momentos internos del lazo
según la forma de los vértices. Para localizar los diagramas que son divergentes podemos realizar el
conteo de potencias de los momentos internos del lazo k que serán integrados. Siguiendo las reglas
de Feynman podemos localizar los diagramas divergentes al considerar el momento del lazo, de los
propagadores del foton, de la partícula cargada y los vértices. Introducimos el concepto de grado
super�cial de divergencia 1 d, el cual se de�ne como:

d = Nk −Dk, (3.2)

siendo Nk las potencias del momento k en el numerador y Dk las potencias de dicho momento en
el denominador. Si d ≥ 0 las integrales divergen. Las divergencias pueden ser de tipo logarítmica
(d = 0), lineal (d = 1), cuadrática (d = 2) o de mayor grado.

Consideremos el análisis de la teoría de electrodinámica escalar (1.49) sin el término de interac-
ción λ(φ†φ)2. Al determinar las reglas de Feynman (Sección 3.3.1) se tienen dos tipos de vértices:
el vértice de tres puntos (dos escalares un fotón) y de cuatro puntos (dos escalares dos fotones). En
nuestro análisis de conteo de potencias consideremos únicamente el vértice de 3 puntos, ya que los
diagramas con vértices de dos escalares y dos fotones pueden derivarse a partir de la contracción
de diagramas con vértices de 3 puntos [5]. Usemos la siguiente notación:

Es = número de líneas externas del escalar

Ep = número de líneas externas del fotón

Is = número de líneas internas del escalar

Ip = número de líneas internas del fotón

V = número de vértices

L = número de loops

El vértice de 3 puntos tiene dos líneas escalares y una línea de fotón, por lo que tenemos las
relaciones:

2V = Es + 2Is, (3.3)

V = Ep + 2Ip, (3.4)

donde se han contado dos veces las líneas internas debido a que están unidas entre dos vértices. El
número de lazos es:

L = Is + Ip − (V − 1), (3.5)

donde el término entre paréntesis surge como consecuencia de las funciones δ en cada uno de los
vértices menos una función δ que representa la conservación total del momento. El numerador Nk
para esta teoría está dado por:

Nk = 4L+ V, (3.6)

debido a las potencias derivadas del elemento d4k más la contribución del vértice de 3 puntos. El
denominador es:

1Llamado así por la posible aparición de subdiagramas divergentes en un diagrama que cambie su carácter
divergente
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Dk = 2(Is + Ip), (3.7)

por la forma de los propagadores del escalar y el fotón. De esta forma el grado de divergencia
super�cial es:

d = 4− Es − Ep. (3.8)

Se deduce de esta relación que los diagramas divergentes que encontramos a orden de un lazo
son: autoenergía del campo escalar, autoenergía del fotón, función vértice de tres puntos (dos
escalares un fotón), acoplamiento de tres fotones, función vértice de cuatro puntos (dos escalares
dos fotones, cuatro escalares). Los diagramas con líneas externas escalares impares son descartados
por conservación de la carga, diagramas con número impar de fotones externos son descartados
al poder cancelarse con diagramas con el �ujo de la carga en dirección opuesta y la divergencia
en el proceso de dispersión de luz por luz se cancela por invariancia de norma. La divergencia
correspondiente a la función vértice de cuatro escalares no puede ser cancelada al renormalizar
los parámetros de la carga y la masa, por lo que debe agregarse a la lagrangiana un término de
interacción de la forma λ(φ†φ)2 para que la teoría pueda ser renormalizada [4, 5].

3.2. Esquema de Regularización

El método de regularización consiste en aislar las divergencias de los diagramas. Existen dife-
rentes esquemas entre los cuales están la introducción de un parámetro de corte Λ en la integral a
resolver, por ejemplo:

∫ Λ

0

d4k

(2π)4

i

k2 −m2

i

(p− q)2 −m2
,

donde el resultado obtenido depende del parámetro Λ, el cual está sujeto al límite Λ→∞. El mé-
todo de Pauli-Villars consiste en la introducción de partículas pesadas auxiliares a la lagrangiana.
La introducción de estas partículas conllevan a la modi�cación de, por ejemplo, el propagador del
fotón:

1

(k − p)2 + iε
−→ 1

(k − p)2 + iε
− 1

(k − p)2 − Λ2 + iε
,

con Λ una masa muy grande. Podemos pensar al segundo término como el propagador de un fotón
pesado �cticio, lo que nos permite tener una integral convergente pero dependiente de Λ. Una vez
evaluadas las integrales y rede�nidos los parámetros físicos, al tomar el límite en el in�nito, las
cantidades renormalizadas deben ser independientes de los reguladores, esto es, independientes del
esquema de regularización elegido. Sin embargo el uso de un parámetro de corte puede no preservar
las simetrías de la teoría, mientras que el método de Pauli-Villars puede complicar los cálculos. Se
usará el esquema de regularización dimensional [15] (Apéndice A) , el cual, aunque no es intuitivo,
resulta conveniente, ya que preserva todas las simetrías de la teoría.

3.3. Lagrangiana renormalizada

La lagrangiana original o lagrangiana desnuda de la electrodinámica escalar está dada por:

LB = (DBµφB)†(Dµ
BφB)− VB

(
φ†B , φB

)
− 1

4
FBµνF

µν
B , (3.9)

donde
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VB

(
φ†B , φB

)
= m2

B

(
φ†BφB

)
+
λB
4

(
φ†BφB

)2

, (3.10)

con

DBµ = ∂µ − ieBABµ, (3.11)

FµνB = ∂µAνB − ∂νA
µ
B , (3.12)

la derivada covariante y el tensor de curvatura respectivamente. Esta teoría es invariante bajo los
grupos ISO(1, 3)× UQ(1), ya que bajo el grupo de norma UQ(1) se tiene:

φ′(x) = eiα(x)φ(x),

φ
′†(x) = e−iα(x)φ†(x),

A′µ(x) = Aµ(x) +
1

e
∂µα(x),

F ′µν = Fµν .

(3.13)

Como consecuencia de las divergencias que surgen a partir de cálculos de diagramas a orden
de un lazo, tanto los parámetros de la teoría como los campos son in�nitos. Podemos establecer
una relación entre los campos desnudos y los campos renormalizados (�nitos) mediante factores de
renormalización como sigue:

φB = (Zφ)1/2φ , AµB = (ZA)1/2Aµ , (3.14)

así que la lagrangiana reescalada toma la forma

LB =Zφ(∂µφ)†(∂µφ) + ieBZφZ
1/2
A Aµ(φ†∂µφ− φ∂µφ†) + e2

BZφZAAµA
µ(φ†φ)

−m2
BZφ(φ†φ)−

λBZ
2
φ

4
(φ†φ)2 − ZA

4
FµνF

µν . (3.15)

Relacionamos al parámetro eB que asociamos a la carga eléctrica desnuda con la carga eléctrica
renormalizada e mediante la siguiente relación

eBZφZ
1/2
A = eZe, (3.16)

de tal forma que la lagrangiana toma la forma

LB =Zφ(∂µφ)†(∂µφ) + ieZeAµ(φ†∂µφ− φ∂µφ†) + e
Z2
e

Zφ
AµA

µ(φ†φ)

−m2
BZφ(φ†φ)−

λBZ
2
φ

4
(φ†φ)2 − ZA

4
FµνF

µν . (3.17)

Ahora, un paso importante es dividir la lagrangiana desnuda en dos partes:

LB = LSQED + LSQEDc.t. ,

donde

LSQED = (Dµφ)†(Dµφ)− V (φ†, φ)− 1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2 (3.18)
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está escrita en términos de solo cantidades renormalizadas, debido a lo cual recibe el nombre de
lagrangiana renormalizada; mientras que

LSQEDc.t =δφ(∂µφ)†(∂µφ) + ieδeAµ(φ†∂µφ− φ∂µφ†) + e2

(
Z2
e

Zφ
− 1

)
AµA

µ(φ†φ)

− δ2
m(φ†φ)− δλ

4
(φ†φ)2 − δA

4
FµνF

µν ,

(3.19)

es la lagrangiana de contratérminos, en la cual se han de�nido las siguientes cantidades

δA = ZA − 1, δφ = Zφ − 1, δλ = λBZ
2
φ − λ,

δe = Ze − 1, δ2
m = m2

BZφ −m2.
(3.20)

El último término de (3.18) es el término que �ja la norma. Surge como consecuencia de que,
dado que la teoría es de norma, el propagador del fotón no está bien de�nido.

La lagrangiana renormalizada LSQED contiene los parámetros físicos m, e y λ, mientras que la
lagrangiana LSQEDc.t. contiene los contratérminos que absorben los corrimientos in�nitos que existen
entre los parámetros desnudos y los físicos. La determinación de estos contratérminos depende de
ciertas condiciones de renormalización, las cuales de�nen un esquema de renormalización. Una vez
determinados los contratérminos, las divergencias de la teoría deben desaparecer. La invariancia
de norma requiere que Ze = Zφ, esto es, δe = δφ, ya que entonces la lagrangiana de contratérminos
LSQEDc.t adquiere una forma similar a la lagrangiana renormalizada, es decir, es invariante de norma.
Que se cumpla lo anterior implica que debe existir una relación entre las funciones vértice de los
acoplamientos φ†φ y φ†φγ. A este tipo de relaciones se les conoce con el nombre de identidades de
Ward.

3.3.1. Reglas de Feynman

Las reglas de Feynman que surgen de la lagrangiana renormalizada LSQED son:

=
i

p2 −m2
=
−igµν

p2

= −iλ = 2ie2gµν

23



CAPÍTULO 3. RENORMALIZACIÓN DE ELECTRODINÁMICA ESCALAR A
ORDEN DE UN LAZO

3.3. LAGRANGIANA RENORMALIZADA

= −ie(p− p′)µ,

donde se ha tomado la norma de Feynman-'t Hooft ξ = 1.

Las reglas de Feynman que surgen de la lagrangiana de contratérminos LSQEDc.t. son:

= i(p2δφ − δ2
m) = −i(gµνq2 − qµqν)δA

= −iδλ = 2ie2

(
Z2
e

Zφ
− 1

)
gµν

= −ie(p− p′)µδe.

Notemos que los contratérminos aparecen como términos de interacción en la lagrangiana. Al
calcular las funciones de Green de la teoría de electrodinámica escalar a orden de un lazo, las con-
tribuciones de los contratérminos deben ser consideradas. Los contratérminos deben ser ajustados
de acuerdo con las condiciones de renormalización de tal forma que las divergencias ultravioletas
que aparecen en los cálculos a orden de un lazo sean canceladas.
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3.4. Autoenergía del campo escalar

De�namos los diagramas irreducibles 1PI (one particle irreducible por sus siglas en inglés)
como aquellos que no pueden ser separados en dos al remover una línea interna. Las Figuras 3.1
(a) y 3.1 (b) ilustran los casos de un diagrama irreducible y reducible, respectivamente.

(a) Diagrama Irreducible (b) Diagrama Reducible

Figura 3.1: Tipos de diagramas

Denotemos por −iΓ2 la suma de todos los diagramas 1PI más las contribuciones del contratérmino:

la cual corresponde a la función de Green amputada de dos puntos del campo escalar. En la �gura,
se han incluido las patas externas por claridad. El propagador del campo escalar completo se
obtiene incluyendo las patas externas, así como propagaciones virtuales internas que pegan entre
sí a dos funciones vértice de dos puntos. Esto es [9],

= + + + ...

=
i

p2 −m2
+

i

p2 −m2
(−iΓ2(p2))

i

p2 −m2
+ ...

=
i

p2 −m2

[
1 +

Γ2(p2)

p2 −m2
+

(
Γ2(p2)

p2 −m2

)2

+ ...

]

=
i

p2 −m2

∞∑
n=0

Γ2(p2)

p2 −m2

=
i

p2 −m2

1

1−
(

Γ2(p2)
p2−m2

)
=

i

p2 −m2 − Γ2(p2)
, (3.21)

con m la masa renormalizada. Así la función vértice de dos puntos renormalizada es denotada por
−iΓ2(p), donde Γ2(p) es dada, orden por orden, en la serie perturbativa. Se procederá a calcularla
a orden de un lazo.
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La función vértice renormalizada tiene la forma:

− iΓ2(p2) = −iΓ1−l
2 (p2)− iΓc.t.2 (p2), (3.22)

con

Γc.t.2 (p2) = −(p2δφ − δ2
m) (3.23)

la contribución del contratérmino, y

−iΓ1−l
2 (p2) = + +

la contribución a orden de un lazo calculada con la lagrangiana renormalizada. En los diagramas
se han incluido las patas externas por claridad. Usando regularización dimensional (Apéndice A),
se tiene para el primer diagrama:

−iΓ(1)
2 = (µ2)2−D2 (−iλ)

∫
dDk

(2π)D
i

k2 −m2

=
iλ

(4π)2

−m2Γ

(
1− D

2

)(
m2

4πµ2

)−(2−D2 )
 , (3.24)

donde µ es la escala con unidades de masa que acompaña al esquema de regularización dimensional.
Se introduce para corregir las unidades de las constantes de acomplamiento. Considerando ε = 4−D
obtenemos:

− iΓ(1)
2 = − iλ

(4π)2
m2Γ

(
−1 +

ε

2

)( m2

4πµ2

)− ε2
. (3.25)

Por otra parte, el segundo diagrama tiene la forma:

−iΓ(2)
2 = (µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
[−ie(k + 2p)α]

−igαβ

k2 −m2
γ

[−ie(k + 2p)β ]
i

(k + p)2 −m2

= −e2(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(k + 2p)2[

k2 −m2
γ

]
[(k + p)2 −m2]

,

donde se ha introducido una masa �cticia mγ para el fotón con el �n de regular las divergencias
infrarrojas. Introduciendo una parametrización de Feynman (Apéndice A), tenemos:

−iΓ(2)
2 = − ie2

(4π)2
Γ(2)

∫ 1

0

dx
(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

(k + 2p)2

[(k + l)2 −∆2
2]

2 , (3.26)

donde l = (1−x)p y ∆2
2 = m2(1−x)−p2x(1−x)+m2

γx. Haciendo el cambio de variable k → k− l
y desechando integrales de rango impar, ya que son cero por simetría, obtenemos:
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−iΓ(2)
2 = − ie2

(4π)2
Γ(2)

∫ 1

0

dx
(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

k2 + (1 + x)2p2

(k2 −∆2
2)

2

= − ie2

(4π)2

∫ 1

0

dx
[
−
(

2− ε

2

)
∆2

2Γ
(
−1 +

ε

2

)
+ (1 + x)2p2Γ

( ε
2

)]( ∆2
2

4πµ2

)− ε2
. (3.27)

Para el tercer diagrama se tiene:

−iΓ(3)
2 = (µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
(2ie2gαβ)

−igαβ

k2 −m2
γ

= −2ie2(4− ε)
(4π)2

m2
γΓ
(
−1 +

ε

2

)( m2
γ

4πµ2

)− ε2
. (3.28)

Si tomamos el límite cuando mγ → 0, vemos que

− iΓ(3)
2 = 0 . (3.29)

Por lo tanto, el último diagrama no contribuye a la función vértice.

La función vértice de dos puntos renormalizada Γ2(p2) toma la forma:

Γ2(p2) =
λ

(4π)2
m2Γ

(
−1 +

ε

2

)( m2

4πµ2

)− ε2
+

α

4π

∫ 1

0

dx
[
−
(

2− ε

2

)
∆2

2Γ
(
−1 +

ε

2

)
+(1 + x)2p2Γ

( ε
2

)]( ∆2
2

4πµ2

)− ε2
− (p2δφ − δ2

m), (3.30)

donde α = e2

4π es la constante de estructura �na.

Las condiciones de renormalización en el esquema on-shell o físico que de�nen la masa física
están dadas por:

Γ2(p2 = m2) = 0,

dΓ2

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

= 0.
(3.31)

Notemos que en la expresión (3.21) el polo se ha recorrido. Ya que se de�ne la masa como el polo
del propagador, esto es, en p2 = m2, buscamos que la autoenergía evaluada en p2 = m2 sea cero
y así preservar la masa física. La segunda condición es consecuencia de preservar el residuo i del
polo. Con estas condiciones se determinan los contratérminos δφ y δ2

m. De la segunda condición de
renormalización se obtiene:

δφ =
α

4π

∫ 1

0

dx

{
−x(1− x)

(
2− ε

2
− ε

2
(1 + x)2 m

2

∆ 2
2

)
+ (1 + x)2

}
Γ
( ε

2

)( ∆ 2
2

4πµ2

)− ε2
, (3.32)

donde ∆ 2
2 = (1 − x)2m2 + xm2

γ . Por otra parte, de la primera condición de renormalización se
tiene:
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δ2
m = − λ

(4π)2
m2Γ

(
−1 +

ε

2

)( m2

4πµ2

)− ε2
+

α

4π

∫ 1

0

dx
{(

2− ε

2

)
∆ 2

2Γ
(
−1 +

ε

2

)
−
[
m2x(1− x)

(
2− ε

2
− ε

2
(1 + x)2 m

2

∆ 2
2

)]
Γ
( ε

2

)}( ∆ 2
2

4πµ2

)− ε2
. (3.33)

Sustituyendo δφ, δ2
m y reordenando términos, Γ(p2) toma la forma:

Γ2(p2) =
α

4π

∫ 1

0

dx

{
−
(

2− ε

2

)
∆2

2Γ
(
−1 +

ε

2

)[( ∆2
2

4πµ2

)− ε2
−
(

∆ 2
2

4πµ2

)− ε2]

+ (1 + x)2p2Γ
( ε

2

)[( ∆2
2

4πµ2

)− ε2
−
(

∆ 2
2

4πµ2

)− ε2]

+

{
(p2 −m2)x(1− x)

(
2− ε

2
− ε

2
(1 + x)2 m

2

∆ 2
2

)
Γ
( ε

2

)
+
(

2− ε

2

)
(p2 −m2)x(1− x)Γ

(
−1 +

ε

2

)}( ∆ 2
2

4πµ2

)− ε2}
. (3.34)

Sustituyendo las expansiones de las funciones Gamma y
(

∆ 2
2

4πµ2

)− ε2
, dadas por (Apéndice A):

Γ
( ε

2

)
=

2

ε
− γE +O

( ε
2

)
, (3.35)

Γ
( ε

2
− 1
)

= −2

ε
+ γE − 1−O

( ε
2

)
, (3.36)(

∆2
2

4πµ2

)− ε2
= 1− ε

2
log

(
∆2

2

4πµ2

)
+O

(( ε
2

)2
)
, (3.37)

en (3.34) y simpli�cando obtenemos la función vértice de dos puntos renormalizada en el esquema
on-shell:

Γ2(p2) =
α

4π

∫ 1

0

dx

{
[2(m2(1− x) +m2

γx) + p2(3x2 + 1)] log

(
∆ 2

2

∆2
2

)
− (p2 −m2)x(1− x)

m2(3 + 3x2 − 2x) + 2xm2
γ

∆ 2
2

}
. (3.38)

Se puede ver que no hay divergencias ultravioletas, además de que se cumplen ambas condiciones
de renormalización. Aún existen divergencias infrarrojas, por lo que aún es necesario preservar la
masa �cticia mγ , sin embargo el tratamiento de estas divergencias no será abordado en esta tesis.

3.5. Autoenergía del fotón

Al igual que el propagador del escalar, de�nimos el propagador del fotón como la suma de
diagramas irreducibles de la forma:

≡ iΠµν(q). (3.39)
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El tensor Πµν , el cual recibe el nombre de tensor de polarización del vacío, debe estar dado por
una combinación lineal de los tensores gµν y pµpν . Invariancia de norma requiere que Πµν satisfaga
la identidad de Ward:

qµΠµν = 0 = qνΠµν . (3.40)

Esta identidad surge de la siguiente consideración. A nivel del lagrangiano podemos ver que, por
invariancia de norma, la interacción entre dos fotones debe estar dada por un término de la forma

FµνF
µν = 2Aµ (−gµν� + ∂µ∂ν)Aν ,

hasta un término de super�cie. El término entre paréntesis es transformado en el espacio de mo-
mentos como:

−gµν� + ∂µ∂ν −→ q2gµν − qµqν ,

por lo que el tensor de polarización del vacío debe ser, por invariancia de norma, de la forma:

Πµν(q) = i(q2gµν − qµqν)Π(q2), (3.41)

siendo Π(q2) la función de polarización del vacío. La expresión (3.41) cumple la identidad de Ward.

Como en el caso del propagador del campo escalar, el propagador completo del fotón se puede
construir como sigue [9]:

= + + + ...

=
−igµν
q2

+
−igµρ
q2

[iΠρσ]
−igσν
q2

+ ...

=
−igµν
q2

+
−igµρ
q2

[
i(q2gρσ − qρqσ)Π(q2)

] −igσν
q2

+ ...

=
−igµν
q2

+
−igµρ
q2

∆ρ
νΠ(q2) +

−igµρ
q2

∆ρ
σ∆σ

νΠ2(q2) + ...

donde ∆ρ
ν = δρν − qρqν

q2 . Ahora, notando que

∆ρ
σ∆σ

ν =

(
δρσ −

qρqσ
q2

)(
δσν −

qσqν
q2

)
= δρν −

qρqν
q2
− qρqν

q2
+
qρqν
q2

= ∆ρ
ν ,

podemos escribir

=
−igµν
q2

+
−igµρ
q2

(
δρν −

qρqν
q2

)[
Π(q2) + Π2(q2) + ...

]
=
−igµν
q2

+
−igµρ
q2

(
δρν −

qρqν
q2

)[
1 + Π(q2) + Π2(q2) + ...

]
+
igµρ
q2

(
δρν −

qρqν
q2

)
=
−igµρ
q2

(
δρν −

qρqν
q2

)
1

1−Π(q2)
+
−i
q2

(
qµqν
q2

)
=

−i
q2[1−Π(q2)]

(
gµν −

qµqν
q2

)
+
−i
q2

(
qµqν
q2

)
. (3.42)
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Los términos qµqν pueden ser desechados debido a que al calcular elementos de matriz S en un
proceso dado, el fotón se acopla a una línea de campo escalar, esto es, el propagador siempre se
acopla a corrientes conservadas. Así, como consecuencia de la identidad de Ward, podemos ignorar
dichos términos. Entonces, para propósitos de calcular elementos de matriz S, podemos trabajar
con

=
−igµν

q2[1−Π(q2)]

. (3.43)

Dado que Π(q2) es regular en q2 = 0, el propagador completo del fotón siempre tiene un polo en
q2 = 0. Esto quiere decir que el fotón permanece sin masa a todo orden de la serie perturbativa.
Si el propagador está renormalizado, Π(q2) contiene la contribución del contratérmino.

Se procederá a calcular el tensor de polarización renormalizado a orden de un lazo, el cual está
dado por:

iΠµν(q) = iΠµν
1−l(q) + iΠµν

c.t.(q), (3.44)

con

iΠµν
c.t.(q) = −i(q2gµν − qµqν)δA (3.45)

la contribución del contratérmino. Los diagramas correspondientes a la contribución a orden de un
lazo son:

iΠµν
1−l(q) = + .

Para el primer diagrama se tiene:

Πµν
(1)(q) = (µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
[−ie(2k + q)µ][−ie(2k + q)ν ]

i

k2 −m2

i

(k + q)2 −m2

= e2(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(2k + q)µ(2k + q)ν

[k2 −m2][(k + q)2 −m2]
. (3.46)

Por otro lado, el segundo diagrama toma la forma:

Πµν
(2)(q) = (µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
(2ie2gµν)

i

k2 −m2

= −e2(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
2gµν [(k + q)2 −m2]

[k2 −m2][(k + q)2 −m2]
. (3.47)

La suma de las contribuciones de los diagramas es:

iΠµν
1−l(q) = e2(µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
(2k + q)µ(2k + q)ν − 2gµν [(k + q)2 −m2]

[k2 −m2][(k + q)2 −m2]
(3.48)

=
ie2

(4π)2
Γ(2)

∫ 1

0

dx
(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

(2k + q)µ(2k + q)ν − 2gµν [(k + q)2 −m2]

[(k + l)2 −∆2
P ]2

, (3.49)
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donde se ha realizado parametrización de Feynman, siendo l = xq y ∆2
P = m2 − x(1 − x)q2.

Haciendo el cambio de variable k → k − l y desechando integrales tensoriales de rango impar, se
tiene:

iΠµν
1−l(q) =

iα

4π
Γ(2)

∫ 1

0

dx
(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

4kµkν + (1− 2x)2qµqν − 2gµν [k2 + q2(1− x)2 −m2]

(k2 −∆2
P )2

=
iα

4π
Γ(2)

∫ 1

0

dx
(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

[
4
D

(
1− D

2

)
k2 − 2((1− x)2q2 −m2)

]
gµν + (1− 2x)2qµqν

(k2 −∆2
P )2

,

(3.50)

donde se ha usado la relación kµkν → k2gµν

D (Apéndice A). Resolviendo las integrales y reordenando
términos, se tiene:

iΠµν
1−l(q) =

iα

4π

∫ 1

0

dx
{
−2(1− x)(1− 2x)q2gµν + (1− 2x)2qµqν

}
Γ

(
2− D

2

)(
∆2
P

4πµ2

)−(2−D2 )
.

(3.51)

Se puede ver que al resolver la integral del parámetro x, es equivalente cambiar las expresiones
−2(1− x)(1− 2x)→ −(1− 2x)2. Así,

iΠµν
1−l(q) = − iα

4π

∫ 1

0

dx(1− 2x)2Γ

(
2− D

2

)(
∆2
P

4πµ2

)−(2−D2 )
(q2gµν − qµqν)

= i(q2gµν − qµqν)Π1−l(q
2), (3.52)

donde

Π1−l(q
2) = − α

4π

∫ 1

0

dx(1− 2x)2Γ
( ε

2

)( ∆2
P

4πµ2

)− ε2
. (3.53)

Este resultado surge como consecuencia de la invariancia de norma (ver expresión (3.41)).

La función de polarización renormalizada es:

Π(q2) = − α

4π

∫ 1

0

dx(1− 2x)2Γ
( ε

2

)( ∆2
P

4πµ2

)− ε2
− δA. (3.54)

Notemos que en el propagador del fotón el polo de la función está en q2 = 0, lo que nos dice
que el fotón no tiene masa. Para preservar la masa nula del fotón en la expresión (3.43), debemos
asegurarnos de que no haya ningún otro polo debido a Π(q2), por lo que usaremos la condición de
renormalización:

Π(q2 = 0) = 0, (3.55)

de donde resulta que

δA = − α

4π

∫ 1

0

dx(1− 2x)2Γ
( ε

2

)( m2

4πµ2

)− ε2
. (3.56)

Sustituyendo δA y usando los desarrollos dados por las ecuaciones (3.35) y (3.37) , la función de
polarización renormalizada es:

31



CAPÍTULO 3. RENORMALIZACIÓN DE ELECTRODINÁMICA ESCALAR A
ORDEN DE UN LAZO

3.5. AUTOENERGÍA DEL FOTÓN

Π(q2) = − α

4π

∫ 1

0

dx(1− 2x)2 log

(
m2

m2 − x(1− x)q2

)
, (3.57)

que en efecto no tiene divergencias ultravioletas, además de que se cumple la condición de renor-
malización establecida.

3.5.1. Polarización del vacío

En esta sección se estudia el fenómeno de la polarización del vacío y la corrección al potencial
de Coulomb como consecuencia de considerar las contribuciones de los diagramas a orden de un
lazo en el propagador del fotón. Consideremos el proceso de dispersión φφ† → φφ†:

.

La amplitud de probabilidad a nivel de árbol es proporcional a

∼ e2

q2
,

mientras que la amplitud a orden de un lazo es proporcional a

+ + ∼ 1

q2

(
e2

1−Π(q2)

)
,

donde Π(q2) es la función de polarización renormalizada dada por la ecuación (3.57). Es posible
de�nir una carga eléctrica efectiva eef dependiente del momento transferido q, la cual se puede
escribir como:

e2
ef =

e2

1−Π(q2)
. (3.58)

Las cargas están rodeadas de una nube virtual de fotones, los cuales desaparecen y resurgen por
medio de la creación de pares de partícula-antipartícula (Figura 3.2). De manera análoga a un
dieléctrico que es polarizado por la presencia de una carga, podemos interpretar que el vacío es
polarizado, lo cual produce el apantallamiento de la carga. De esta forma, el valor de la carga cambia
según la distancia en la que las nubes virtuales de la partícula objetivo y la partícula proyectil se
acerquen entre sí, esto es, el valor de la carga aumenta conforme el momento transferido sea muy
grande (distancias cortas), mientras que disminuye a largas distancias.
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Figura 3.2: Polarización del vacío

De manera análoga es posible construir la constante de estructura �na efectiva, la cual se escribe
como:

αeff =
α

1−Π(q2)
, (3.59)

cuyos valores medidos experimentalmente son:

α =
1

137,035999084(21)
a q2 = 0,

α ≈ 1

128
a q2 = m2

W ,

donde mW es la masa del bosón W± [25], lo cual nos muestra que la constante de estructura en
efecto depende del momento transferido.

Ahora analicemos lo que sucede con el potencial de Coulomb. El propagador completo del fotón
con las contribuciones a orden de un lazo es dado por

Dµν(q2) =
−ie2gµν

q2 [1−Π(q2)]
=
−igµν
q2

(
e2

1−Π(q2)

)
. (3.60)

En el límite no relativista se puede tomar p = (Ep,p) ≈ (m,p) y p′ = (Ep′ ,p
′) ≈ (m,p′), de

forma que q2 ≈ −|p − p′| = −q2. El propagador del fotón en el límite no relativista q2 ≈ −q2, a
primer orden es:

Dµν(−q2) ≈ igµνe
2

q2

[
1 + Π(−q2)

]
,

donde la función de polarización renormalizada (3.57) cuando q2 � m2 se puede escribir como:

Π(−q2) ≈ α

4π

∫ 1

0

dxx(1− x)(1− 2x)2 q2

m2

=
α

120π

q2

m2
. (3.61)

Por lo tanto, en el límite no relativista, el propagador completo del fotón al considerar las contri-
buciones a orden de un lazo es dado por:

Dµν(−q2) ≈ igµνe
2

q2

[
1 +

α

120π

q2

m2

]
. (3.62)

La aproximación de Born [9] relaciona amplitudes de dispersión con el potencial mediante la si-
guiente expresión:
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Ṽ (q) = iD00(−q2) =

∫
d3xe−iq·xV (x), (3.63)

por lo que aplicando la transformada inversa de Fourier en (3.63), sustituyendo la ecuación (3.62)
y resolviendo la integral en el espacio de los momentos, el potencial de Coulomb es de la forma

V (x) =

∫
d3q

(2π)3
e−iq·xiD00(−q2)

=− e2

∫
d3q

(2π)3

[
e−iq·x

q2
+

α

120πm2
e−iq·x

]
=− e2

[
1

4πr
+

α

120πm2
δ(x)

]
=−

[
α

r
+

α2

30πm2
δ(x)

]
. (3.64)

Como consecuencia de considerar las contribuciones de los diagramas a orden de un lazo en el
propagador del fotón, existe una corrección en el potencial de Coulomb V (x). La primera parte de
(3.64) corresponde al potencial de Coulomb debido a una carga puntual, mientras que la segunda
parte es una corrección análoga al término de Uehling en electrodinámica espinorial [9,13], lo que
nos sugiere que la fuerza electromagnética es más intensa conforme nos acerquemos a la carga. Sin
embargo, en electrodinámica espinorial la corrección al potencial de Coulomb es

V (x)QED = −
[
α

r
+

4α2

15πm2
δ(x)

]
, (3.65)

por lo que a pesar de que en ambas teorías exista un término de tipo Uehling que corrige el potencial
de Coulomb, estos son diferentes.

3.6. Función Vértice

Ahora se estudia la estructura de la función vértice φ†φγ a orden de un lazo, donde se toma la
corriente sobre capa de masa pero al fotón se le considera virtual.

Figura 3.3: Función vértice de dos escalares un fotón

Hasta orden de un lazo, la función vértice está dada por:

− ieΓµ(p, p′) = −ieΓµt.l.(p, p
′)− ieΓµ1−l(p, p

′)− ieΓµc.t.(p, p′), (3.66)

donde la contribución de nivel de árbol es

Γµt.l.(p, p
′) = (p+ p′)µ, (3.67)
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mientras que la contribución del contratérmino es dada por

Γµc.t.(p, p
′) = (p+ p′)µδe. (3.68)

Los diagramas correspondientes a la contribución a orden de un lazo son:

−ieΓµ1−l(p, p
′) = + +

+ .

Antes de calcular los diagramas debemos ver la forma que debe tener Γµ. Los únicos tensores
disponibles son pµ y p′µ, por lo que esperamos tener:

Γµ(p, p′) = A(p+ p′)µ +B(p− p′)µ.

Al contraer con qµ = pµ−p′µ por la identidad de Ward podemos ver que el primer término del lado
derecho de la igualdad es igual a cero. Sin embargo el segundo término en general no se anula, por
lo que debemos tener B = 0. De esta forma, esperamos tener un término de la forma:

Γµ(p, p′) = F1

(
q2
)

(p+ p′)µ, (3.69)

siendo F1

(
q2
)
el factor de forma. Note que si F1 = 1 obtenemos la contribución a nivel de árbol.

Se procede a calcular los diagramas que contribuyen a orden de un loop. La amplitud del cuarto
diagrama es:

−ieΓ(4)µ
1−l (p, p′) = (µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
(−iλ)

i

k2 −m2
[−ie(2k − q)µ]

i

(k − q)2 −m2

= eλ(µ2)2−D2 Γ(2)

∫ 1

0

dx

∫
dDk

(2π)D
(2k − q)µ

[(k − l)2 −∆2
3v]

2
, (3.70)

donde l = (1−x)q y ∆2
3v = m2−q2x(1−x). Haciendo el cambio de variable k → k+ l y desechando

integrales tensoriales de rango impar se tiene:

−ieΓ(4)µ
1−l (p, p′) =

ieλ

(4π)2
Γ(2)

∫ 1

0

dx
(4πµ2)2−D2

iπD2

∫
dDk

(1− 2x)qµ

[k2 −∆2
3v]

2

=
ieλ

(4π)2

∫ 1

0

dx(1− 2x)qµΓ
( ε

2

)( ∆2
3v

4πµ2

)− ε2
. (3.71)

Con el propósito de estudiar la estructura algebraica del integrando, considere el siguiente cambio
de variable:
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x′ = 2x− 1, x→ 1, x′ → 1 x→ 0, x′ → −1.

Sustituyendo se tiene ∆′23v = m2 − q2x(1− x) = m2 − q2

4 (1− x′2), y entonces

−ieΓ(4)µ
1−l (p, p′) = − ieλ

(4π)2
Γ
( ε

2

)
qµ
∫ 1

−1

dx′
x′

2

(
m2 − q2

4 (1− x′2)

4πµ2

)− ε2
. (3.72)

Ahora, note que el integrando es una función con la siguiente propiedad:

g(x′) = x′

(
m2 − q2

4 (1− x′2)

4πµ2

)− ε2

g(−x′) = −x′
(
m2 − q2

4 (1− x′2)

4πµ2

)− ε2
= −g(x′),

esto es, es una función impar, por lo que

−ieΓ(4)µ
1−l (p, p′) = − ieλ

(4π)2
Γ
( ε

2

)
qµ
∫ 1

−1

dx′
x′

2

(
m2 − q2

4 (1− x′2)

4πµ2

)− ε2
= 0. (3.73)

Por lo tanto, el cuarto diagrama no contribuye en la función vértice a orden de un lazo. La contri-
bución a un lazo del primer diagrama tiene la forma:

−ieΓ(1)µ
1−l (p, p′) =(µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
[−ie(2p′ + k)β ]

i

(k + p′)2 −m2
[−ie(2k + p′ + p)µ]

i

(k + p)2 −m2
[−ie(2p+ k)]α

(
−igαβ
k2 −m2

γ

)
=− e3(µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
(2k + p+ p′)µ(2k · p+ 2k · p′ + k2 + 4m2 − 2q2)

[k2 −m2
γ ][(k + p)2 −m2][(k + p′)2 −m2]

, (3.74)

donde se ha agregado una masa mγ para regular la divergencia infrarroja. Se ha usado la condición
on-shell p2 = p′2 = m2 y 2p · p′ = 2m2 − q2, siendo q = p− p′. Por otra parte, la contribución del
segundo diagrama es:

−ieΓ(2)µ
1−l (p, p′) =(µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
[−ie(2p+ k)α]

i

(k + p)2 −m2
[2ie2gµβ ]

(
−igαβ
k2 −m2

γ

)
=2e3(µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
(2p+ k)µ(k2 + 2k · p′)

[k2 −m2
γ ][(k + p)2 −m2][(k + p′)2 −m2]

, (3.75)

mientras que la contribución del tercer diagrama está dada por:

−ieΓ(3)µ
1−l (p, p′) =(µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
[−ie(2p′ + k)β ]

i

(k + p′)2 −m2
[2ie2gµα]

(
−igαβ
k2 −m2

γ

)
=2e3(µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
(2p′ + k)µ(k2 + 2k · p)

[k2 −m2
γ ][(k + p)2 −m2][(k + p′)2 −m2]

. (3.76)
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Así, la contribución a orden de un lazo es:

−ieΓµ1−l(p, p
′) = e3(µ2)2−D2

∫
dDk

(2π)D
Tµ

[k2 −m2
γ ][(k + p)2 −m2][(k + p′)2 −m2]

=
ie3

(4π)2
Γ(3)Ip

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

Tµ

[(k + l)2 − ∆̂2
3v]

3
, (3.77)

con l = xp+ yp′, ∆̂2
3v = ∆2

3v +m2
γz, ∆2

3v = −xyq2 +m2(1− z)2 y Ip =
∫ 1

0
dxdydzδ(x+ y+ z− 1).

El numerador tiene la forma:

Tµ =− (2k + p+ p′)µ(2k · p+ 2k · p′ + k2 + 4m2 − 2q2) + 2(2p+ k)µ(k2 + 2k · p′)
+ 2(2p′ + k)µ(k2 + 2k · p).

Haciendo el cambio de variable k → k − l, reacomodando términos e ignorando las integrales
tensoriales de rango impar, se obtiene:

−ieΓµ1−l(p, p
′) =

ie3

(4π)2
Γ(3)Ip

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

Nµ

[k2 − ∆̂2
3v]

3
, (3.78)

donde Nµ = Tµ(k → k − l):

Nµ =

[
q2[z + 1− xy(2 + z)]−m2(2 + 3z − z3) + k2

(
1

D

)
[D(2 + z)− 2(1− z)]

]
(p+ p′)µ.

(3.79)

En Nµ se ha usado el hecho de que Ip y ∆̂2
3v son invariantes bajo el intercambio de x por y, por lo

que las integrales paramétricas asociadas con los coe�cientes de pµ y p′µ son idénticas. También se
han usado las relaciones kµkν → k2gµν

D , x+ y+ z = 1 y la condición de capa de masa. Resolviendo
las integrales se tiene:

Γµ1−l(p, p
′) =− α

4π
Ip

Γ
( ε

2

)( ∆̂2
3v

4πµ2

)− ε2
1

2
[6(1 + z)− ε(2 + z)]− fm + gq

∆̂2
3v

 (p+ p′)µ, (3.80)

con

fm =−m2(2 + 3z − z3), (3.81)

gq =q2[z + 1− xy(2 + z)]. (3.82)

Así, de las ecuaciones (3.67), (3.68) y (3.80), vemos que la función vértice hasta orden de un
lazo está dada por:

Γµ(p, p′) = [1 + f(q2) + δe](p+ p′)µ, (3.83)

donde
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f(q2) =− α

4π
Ip

Γ
( ε

2

)( ∆̂2
3v

4πµ2

)− ε2
1

2
[6(1 + z)− ε(2 + z)]− fm + gq

∆̂2
3v

 . (3.84)

Comparando con (3.69), el factor de forma es:

F1(q2) = 1 + f(q2) + δe. (3.85)

F1(q2 = 0) = 1 implica que e es la carga eléctrica a muy bajas energías, es decir, es la carga
medida por la ley de Coulomb a grandes distancias. Para que esto se cumpla, la condición de
renormalización debe ser:

Γµ(q = 0) = 2pµ, pµ = p′µ. (3.86)

Aplicando la condición de renormalización y despejando δe, tenemos:

δe =
α

4π
Ip

Γ
( ε

2

)( ∆̂ 2
3v

4πµ2

)− ε2
1

2
[6(1 + z)− ε(2 + z)] +

m2(2 + 3z − z3)

∆̂ 2
3v

 , (3.87)

donde ∆̂ 2
3v = m2(1− z)2 +mγz. Sustituyendo δe y reacomodando términos, se tiene:

Γµ(p, p′) =

1− α

4π
Ip

1

2
[6(1 + z)− ε(2 + z)]Γ

( ε
2

)( ∆̂2
3v

4πµ2

)− ε2
−

(
∆̂ 2

3v

4πµ2

)− ε2
−fm

(
1

∆̂2
3v

− 1

∆̂ 2
3v

)
− gq

∆̂2
3v

]}
(p+ p′)µ. (3.88)

Usando los desarrollos dados por las ecuaciones (3.35) y (3.37), �nalmente se obtiene:

Γµ(p, p′) = [1 + f(q2)](p+ p′)µ, (3.89)

con

f(q2) =− α

4π
Ip

{
3(1 + z) log

(
∆̂ 2

3v

∆̂2
3v

)
− 1

∆̂2
3v∆̂

2
3v

[fmxy+

(z + 1− xy(2 + z))∆̂ 2
3v

]
q2
}
. (3.90)

Esta es la función vértice renormalizada que resulta de usar el esquema on-shell o esquema de
renormalización físico.

3.6.1. Comparación entre Zφ y Ze

Recordemos la estructura de la lagrangiana de contratérminos:

LSQEDc.t =δφ(∂µφ)†(∂µφ) + ieδeAµ(φ†∂µφ− φ∂µφ†) + e2

(
Z2
e

Zφ
− 1

)
AµA

µ(φ†φ)

− δ2
m(φ†φ)− δλ

4
(φ†φ)2 − δA

4
FµνF

µν ,
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la cual se busca que sea invariante de norma. Esto se cumple si δφ = δe, esto es, Ze = Zφ, de tal
forma que

LSQEDc.t =δφ(∂µφ)†(∂µφ) + ieδφAµ(φ†∂µφ− φ∂µφ†) + δφe
2AµA

µ(φ†φ)

− δ2
m(φ†φ)− δλ

4
(φ†φ)2 − δA

4
FµνF

µν

=δφ(Dµφ)†(Dµφ)− δ2
m(φ†φ)− δλ

4
(φ†φ)2 − δA

4
FµνF

µν (3.91)

es invariante de norma, y en consecuencia se cumple identidad de Ward. Si este es el caso, la
relación entre la carga desnuda y la carga renormalizada toma la forma eB = Z

−1/2
A e, lo que nos

dice que la renormalización de la carga eléctrica depende de la renormalización del campo de
norma y no de la partícula que la porte, re�ejando así su carácter universal.

Estudiemos la función de tres puntos mediante la identidad de Ward-Takahashi (Apéndice
B) [9]. Considere la relación diagramática mostrada en la �gura:

qµ ·




= e


−


.

En términos de amplitudes, esto se puede escribir como:

i

p2 −m2 − Γ(p)
[−ieqµΓµ(p, p′)]

i

p′2 −m2 − Γ(p)

= e

(
i

p2 −m2 − Γ(p)
− i

p′2 −m2 − Γ(p)

)
,

donde se han incluído las patas externas de los diagramas. En términos de funciones vértice, esta
expresión se puede escribir como:

qµΓµ(p, p′) = [p′2 −m2]− [p2 −m2] (3.92)

donde los términos entre corchetes son las funciones vértice de dos puntos con momento p′ y p
respectivamente. A bajas energías q → 0 se tiene:

qµΓµ = 0, (3.93)

veri�cándose la identidad de Ward on-shell, es decir, cuando p2 = m2 = p′2.

Ahora veamos que se cumple identidad de Ward a orden de un lazo. Recordemos la forma de
δφ:

δφ =
α

4π

∫ 1

0

dx

{
−x(1− x)

(
2− ε

2
− ε

2
(1 + x)2 m

2

∆ 2
2

)
+ (1 + x)2

}
Γ
( ε

2

)( ∆ 2
2

4πµ2

)− ε2
,
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donde ∆ 2
2 = (1 − x)2m2 + xm2

γ . Note que ∆ 2
2 = ∆ 2

3v|z=x = ∆. Desarrollando δφ en torno a los
polos, se tiene:

δφ =
α

4π

∫ 1

0

dx

{[
2

ε
− log

(
∆

4πµ2

)
− γE

]
(1 + 3x2) + x(1− x)

[
1 + (1 + x)2m

2

∆

]}
. (3.94)

Por otro lado, notando que Ip =
∫ 1

0
dz(1 − z), renombrando z → x y sustituyendo los desarrollos

correspondientes en torno a los polos, δe toma la forma:

δe =
α

4π

∫ 1

0

dx(1− x)

{[
6

ε
− 3 log

(
∆

4πµ2

)
− 3γE

]
(1 + x)− (x+ 2) +

m2(2 + 3x− x3)

∆

}
.

(3.95)

Para que se cumpla la identidad de Ward a orden de un lazo buscamos que se cumpla:

δe = δφ. (3.96)

Si resolvemos la integral de los coe�cientes que acompañan a los términos 2
ε y γE de los contratér-

minos δe y δφ, se ve que se cumple:

(
6

ε
− 3γE

)∫ 1

0

dx(1− x2) =
4

ε
− 2γE =

(
2

ε
− γE

)∫ 1

0

dx(1 + 3x2),

por lo que debemos comparar el resto de las expresiones de δe y δφ, esto es, se deben comparar

∫ 1

0

dx(1− x)

{
−(x+ 2)− 3 log

(
∆

4πµ2

)
(1 + x) +

m2(2 + 3x− x3)

∆

}
=

∫ 1

0

dx

{
x(1− x)− log

(
∆

4πµ2

)
(1 + 3x2) +

m2x(1− x)(1 + x)2

∆

}
, (3.97)

o equivalentemente, se debe satisfacer

2

∫ 1

0

dx log

(
∆

4πµ2

)
(3x2 − 1) =

∫ 1

0

4x(1− x)(x2 − 1)m2 + 2x(1− x2)m2
γ

∆
. (3.98)

Consideremos la integral:

2

∫ 1

0

dx log

(
∆

4πµ2

)
(3x2 − 1).

Integrando por partes se tiene:

u = log

(
∆

4πµ2

)
, du =

−2m2(1− x) +m2
γ

∆
dx,

dv = 3x2 − 1, v = x(x2 − 1).

2

∫ 1

0

dx log

(
∆

4πµ2

)
(3x2 − 1) = 2

∫ 1

0

dx x(1− x2)
−2m2(1− x) +m2

γ

∆

=

∫ 1

0

dx
4x(1− x)(x2 − 1)m2 + 2x(1− x2)m2

γ

∆
, (3.99)

que en efecto satisface (3.98). Por lo tanto δe = δφ, esto es, Ze = Zφ, cumpliéndose la identidad de
Ward. Se puede demostrar que la identidad de Ward se cumple a todo orden de la serie perturbativa.
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3.7. Función Vértice de 4 escalares

Calculemos la amplitud de la función vértice de cuatro puntos mostrada en la Figura 3.4.
Nuestra notación y convenciones se muestran en esta �gura.

Figura 3.4: Función vértice de 4 escalares

Hasta orden de un lazo, la función vértice recibe las siguientes contribuciones:

− iλΓ(s, t, u) = −iλΓt.l.(s, t, u)− iλΓ1−l(s, t, u)− iλΓc.t.(s, t, u), (3.100)

con

Γt.l.(s, t, u) = 1 (3.101)

la contribución de nivel de árbol, y

Γc.t.(s, t, u) =
δλ
λ

(3.102)

la contribución del contratérmino al vértice. Los diagramas que contribuyen a orden de un lazo
son:

= (µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(−iλ)

i

(k + p1 + p2)2 −m2
(−iλ)

i

k2 −m2

= (µ2)2−D2 λ2

∫
dDk

(2π)D
1

[(k + p1 + p2)2 −m2][k2 −m2]
. (3.103)
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= (µ2)2−D2 λ2

∫
dDk

(2π)D
1

[(k + p1 − p3)2 −m2][k2 −m2]
. (3.104)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(−iλ)

i

(k + p1)2 −m2
[−ie(k + 2p1)α]

−igαβ

k2

i

(k − p2)2 −m2
[−ie(k − 2p2)β ]

=− (µ2)2−D2 λe2

∫
dDk

(2π)D
(k − 2p2)α(k + 2p1)α

[(k + p1)2 −m2][(k − p2)2 −m2]k2
. (3.105)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(−iλ)

i

(k − p3)2 −m2
[−ie(k − 2p3)α]

−igαβ

k2

i

(k + p4)2 −m2
[−ie(k + 2p4)β ]

=− (µ2)2−D2 λe2

∫
dDk

(2π)D
(k + 2p4)α(k − 2p3)α

[(k − p3)2 −m2][(k + p4)2 −m2]k2
. (3.106)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(−iλ)

i

(k − p4)2 −m2
[−ie(k − 2p4)α]

−igαβ

k2

i

(k − p2)2 −m2
[−ie(k − 2p2)β ]

=− (µ2)2−D2 λe2

∫
dDk

(2π)D
(k − 2p2)α(k − 2p4)α

[(k − p2)2 −m2][(k − p4)2 −m2]k2
. (3.107)
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=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(−iλ)

i

(k + p1)2 −m2
[−ie(k + 2p1)α]

−igαβ

k2

i

(k + p3)2 −m2
[−ie(k + 2p3)β ]

=− (µ2)2−D2 λe2

∫
dDk

(2π)D
(k + 2p3)α(k + 2p1)α

[(k + p1)2 −m2][(k + p3)2 −m2]k2
. (3.108)

= (µ2)2−D2
1

2

∫
dDk

(2π)D
(2ie2gαβ)

−igβσ

(k + p1 + p2)2
(2ie2gρσ)

−igαρ

k2

= (µ2)2−D2 2e4D

∫
dDk

(2π)D
1

(k + p1 + p2)2k2
. (3.109)

= (µ2)2−D2 2e4D

∫
dDk

(2π)D
1

(k + p1 − p3)2k2
. (3.110)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(2ie2gρσ)

−igαρ

(k + p1)2
[−ie(k − p1)α]

i

k2 −m2

−igβσ

(k − p2)2
[−ie(k + p2)β ]

=− (µ2)2−D2 2e4

∫
dDk

(2π)D
(k + p2)σ(k − p1)σ

(k + p1)2(k − p2)2[k2 −m2]
. (3.111)
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=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(2ie2gρσ)

−igαρ

(k − p3)2
[−ie(k + p3)α]

i

k2 −m2

−igβσ

(k + p4)2
[−ie(k − p4)β ]

=− (µ2)2−D2 2e4

∫
dDk

(2π)D
(k − p4)σ(k + p3)σ

(k + p4)2(k − p3)2[k2 −m2]
. (3.112)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(2ie2gρσ)

−igαρ

(k − p4)2
[−ie(k + p4)α]

i

k2 −m2

−igβσ

(k − p2)2
[−ie(k + p2)β ]

=− (µ2)2−D2 2e4

∫
dDk

(2π)D
(k + p2)σ(k + p4)σ

(k − p4)2(k − p2)2[k2 −m2]
. (3.113)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(2ie2gρσ)

−igαρ

(k + p1)2
[−ie(k − p1)α]

i

k2 −m2

−igβσ

(k + p3)2
[−ie(k − p3)β ]

=− (µ2)2−D2 2e4

∫
dDk

(2π)D
(k − p3)σ(k − p1)σ

(k + p1)2(k + p3)2[k2 −m2]
. (3.114)
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=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
i

(k + p4)2 −m2

i

(k − p3)2 −m2

−igαβ

(k + p1 − p3)2

−igρσ

k2
[−ie(p1 + p3 − k)α][−ie(p2 + p4 + k)β ][−ie(k + 2p4)ρ]

[−ie(2p3 − k)σ]

=(µ2)2−D2 e4

∫
dDk

(2π)D
(p2 + p4 + k)α(p1 + p3 − k)α

[(k + p4)2 −m2][(k − p3)2 −m2]

(2p3 − k)ρ(k + 2p4)ρ
(k + p1 − p3)2k2

. (3.115)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
i

(k + p1)2 −m2

i

(k + p3)2 −m2

−igαβ

(k + p1 + p2)2

−igρσ

k2
[−ie(k + 2p1)ρ][−ie(k + p1 − p2)α][−ie(k + p3 − p4)β ]

[−ie(k + 2p3)σ]

=(µ2)2−D2 e4

∫
dDk

(2π)D
(k + p1 − p2)β(k + p3 − p4)β

[(k + p1)2 −m2][(k + p3)2 −m2]

(k + 2p3)ρ(k + 2p1)ρ
(k + p1 + p2)2k2

. (3.116)

Las variables de Mandelstam son cantidades de�nidas en un proceso de colisión binario. Para
el proceso de dispersión descrito por la amplitud de la función vértice de 4 escalares, las variables
de Mandelstam son de�nidas de la siguiente forma:

s = (p1 + p2)2 = (p3 + p4)2, (3.117)

t = (p1 − p3)2 = (p2 − p4)2, (3.118)

u = (p1 − p4)2 = (p2 − p3)2. (3.119)

En general, las variables de Mandelstam cumplen la siguiente propiedad:

s+ t+ u =

4∑
i=1

m2
i , (3.120)

donde mi son las masas de las partículas involucradas en el proceso de dispersión. En el caso de
la amplitud de la función vértice de 4 escalares, las variables de Mandelstam cumplen la siguiente
propiedad:

s+ t+ u = 4m2. (3.121)
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Aplicando parametrización de Feynman, haciendo el corrimiento k → k − l y resolviendo la
integral en el espacio de momentos, se tiene para el primer diagrama:

−iλΓ
(1)
1−l =

iλ2

(4π)2
Γ(2)

∫ 1

0

dx
(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

1[
k2 −∆2

4v1

]2
=

iλ2

(4π)2

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)(∆2
4v1

4πµ2

)− ε2
, (3.122)

donde ∆2
4v1 = m2− sx(1−x) y con s una de las variables de Mandelstam. Procediendo de manera

análoga, para el segundo diagrama se tiene:

−iλΓ
(2)
1−l =

iλ2

(4π)2

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)(∆2
4v2

4πµ2

)− ε2
, (3.123)

donde ∆2
4v2 = m2 − tx(1 − x) y con t otra de las variables de Mandelstam. Haciendo uso del

programa FeynCalc [26], el tercer diagrama se puede escribir en términos de las funciones escalares
de Passarino-Veltman como sigue:

−iλΓ
(3)
1−l =− iλe2

(4π)2

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

iπ2
[
−B0(s,m2,m2) + 2B0(m2, 0,m2)

+2(2m2 − s)C0(m2,m2, s,m2, 0,m2)
]
,

donde

B0(s,m2,m2) =
1

iπ2

∫
dDk

1

[k2 −m2][(k + p1 + p2)2 −m2]
,

=
1

iπ2
Γ(2)

∫ 1

0

dx

∫
dDk

1[
k2 −∆2

4v1

]2 .

B0(m2, 0,m2) =
1

iπ2

∫
dDk

1

k2[(k +m)2 −m2]

=
1

iπ2
Γ(2)

∫ 1

0

dx

∫
dDk

1

[k2 −∆2
4v1′

]2
,

con ∆2
4v1′

= m2(1− x)2. Además,

C0(m2,m2, s,m2, 0,m2) =
1

iπ2

∫
dDk

1

[k2 −m2](k +m)2[(k + p1 + p2)2 −m2]

=
1

iπ2
Γ(3)Ip

∫
dDk

1

[k2 −∆2
4v3

]3
,

con Ip =
∫ 1

0
dxdydz δ(x + y + z − 1) y ∆2

4v3 = m2(1 − x)2 − yzs . Observe que las funciones B0

tienen divergencias ultravioletas, sin embargo las funciones C0 son �nitas en general. Resolviendo
las integrales en el espacio de los momentos, se tiene
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−iλΓ
(3)
1−l =− iλe2

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)2

(
∆2

4v1′

4πµ2

)− ε2
−
(

∆2
4v1

4πµ2

)− ε2− 2(2m2 − s)Ip
1

∆2
4v3

 .

(3.124)

El cuarto diagrama es de la misma forma que el tercer diagrama (notar que ambos corresponden
al canal s). Así,

−iλΓ
(4)
1−l =− iλe2

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)2

(
∆2

4v1′

4πµ2

)− ε2
−
(

∆2
4v1

4πµ2

)− ε2− 2(2m2 − s)Ip
1

∆2
4v3

 .

(3.125)

En lo que respecta al diagrama 5, se encuentra que

−iλΓ
(5)
1−l =− iλe2

(4π)2

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

iπ2
[
−B0(t,m2,m2) + 2B0(m2, 0,m2)

+2(2m2 − t)C0(m2,m2, t,m2, 0,m2)
]
.

De manera análoga al diagrama 3 obtenemos:

−iλΓ
(5)
1−l =− iλe2

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)2

(
∆2

4v1′

4πµ2

)− ε2
−
(

∆2
4v2

4πµ2

)− ε2− 2(2m2 − t)Ip
1

∆2
4v5

 ,

(3.126)

donde ∆2
4v5 = m2(1−x)2−yzt. El diagrama 6 tiene la misma forma que el diagrama 5, pues ambos

corresponden al canal t, por lo que

−iλΓ
(6)
1−l =− 2iλe2

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)2

(
∆2

4v1′

4πµ2

)− ε2
−
(

∆2
4v2

4πµ2

)− ε2− 2(2m2 − t)Ip
1

∆2
4v5

 .

(3.127)

Por otra parte, la contribución del diagrama 7 está dada por

−iλΓ
(7)
1−l =

2ie4(4− ε)
(4π)2

Γ(2)

∫ 1

0

dx
(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

1[
k2 −∆2

vss

]2
=

2ie4(4− ε)
(4π)2

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)(∆2
vss

4πµ2

)− ε2
, (3.128)

donde ∆2
vss = −sx(1− x). De manera análoga tenemos para el diagrama 8:

−iλΓ
(8)
1−l =

2ie4(4− ε)
(4π)2

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)(∆2
vts

4πµ2

)− ε2
, (3.129)

con ∆2
vts = −tx(1− x). El diagrama 9 arroja una contribución de la forma
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−iλΓ
(9)
1−l =− 2ie4

(4π)2

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

iπ2

2

[
4B0(s, 0, 0)− 2B0(m2, 0,m2)

+(8m2 − s)C0(m2,m2, s, 0,m2, 0)
]
,

donde

B0(s, 0, 0) =
1

iπ2

∫
dDk

1

k2(k + p1 + p2)2
,

=
1

iπ2
Γ(2)

∫ 1

0

dx

∫
dDk

1[
k2 −∆2

vss

]2 ,
C0(m2,m2, s, 0,m2, 0) =

1

iπ2

∫
dDk

1

k2[(k +m)2 −m2](k + p1 + p2)2

=
1

iπ2
Γ(3)Ip

∫
dDk

1

[k2 −∆2
4vcs

]3
,

con Ip =
∫ 1

0
dxdydz δ(x + y + z − 1) y ∆2

4vcs = m2x2 − syz. Resolviendo estas integrales en el
espacio de los momentos se tiene:

−iλΓ
(9)
1−l =− ie4

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)4

(
∆2
vss

4πµ2

)− ε2
− 2

(
∆2

4v1′

4πµ2

)− ε2− (8m2 − s)Ip
1

∆2
4vcs

 .

(3.130)

El diagrama 10 corresponde al canal s, por lo que

−iλΓ
(10)
1−l =− ie4

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)4

(
∆2
vss

4πµ2

)− ε2
− 2

(
∆2

4v1′

4πµ2

)− ε2− (8m2 − s)Ip
1

∆2
4vcs

 .

(3.131)

Por otra parte, la contribución del diagrama 11 se puede escribir como:

−iλΓ
(11)
1−l =− 2ie4

(4π)2

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

iπ2

2

[
4B0(t, 0, 0)− 2B0(m2, 0,m2)

+(8m2 − t)C0(m2,m2, t, 0,m2, 0)
]
.

Note que esta expresión adquiere la misma forma del diagrama 9 cuando se intercambia s por t.
Por lo tanto, podemos escribir:

−iλΓ
(11)
1−l =− ie4

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)4

(
∆2
vts

4πµ2

)− ε2
− 2

(
∆2

4v1′

4πµ2

)− ε2− (8m2 − t)Ip
1

∆2
4vct

 ,

(3.132)

con ∆2
4vct = m2x2 − tyz. Por otra parte, el diagrama 12 corresponde al canal t y la amplitud se

puede escribir como
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−iλΓ
(12)
1−l = − ie4

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)4

(
∆2
vts

4πµ2

)− ε2
− 2

(
∆2

4v1′

4πµ2

)− ε2− (8m2 − t)Ip
1

∆2
4vct

 .

(3.133)

En lo que respecta a los diagramas de caja, la amplitud del primero de estos diagramas se puede
escribir en términos de funciones de Passarino-Veltman como sigue:

− iλΓ
(13)
1−l =

ie4

(4π)2

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

(−iπ2)

[
4(4m2 − s− t)

4m2 − t
(
B0(m2, 0,m2)−B0(t, 0, 0)

)
−B0(s,m2,m2)

+4(2m2 − s)C0(m2,m2, s,m2, 0,m2)− 2(32m4 − 8m2(2s+ t) + 3st)

4m2 − t
C0(m2,m2, t, 0,m2, 0)

−4(s− 2m2)2D0(m2,m2,m2,m2, s, t,m2, 0,m2, 0)
]
,

donde la función escalar de cuatro puntos se de�ne por:

D0(m2,m2,m2,m2, s, t,m2, 0,m2, 0) =
1

iπ2

∫
dDk

1

[k2 −m2](k +m)2[(k + p1 + p2)2 −m2](k +m)2

=
1

iπ2
Γ(4)Ipd

∫
dDk

1

[k2 −∆2
4vd1

]4
,

con Ipd =
∫ 1

0
dwdxdydz δ(w + x+ y + z − 1) y ∆2

4vd1
= m2(1− w − y)2 − sxz − twy. Resolviendo

las integrales en el espacio de los momentos, se tiene:

− iλΓ
(13)
1−l = − ie4

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)4(4m2 − s− t)
4m2 − t

(∆2
4v1′

4πµ2

)− ε2
−
(

∆2
vts

4πµ2

)− ε2− (∆2
4v1

4πµ2

)− ε2
−4(2m2 − s)Ip

1

∆2
4v3

+
2(32m4 − 8m2(2s+ t) + 3st)

4m2 − t
Ip

1

∆2
4vct

−4(s− 2m2)2Ipd
1

(∆2
4vd1

)2

}
.

(3.134)

La amplitud para el segundo diagrama de caja es:

− iλΓ
(14)
1−l =

ie4

(4π)2

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

(−iπ2)

[
4(4m2 − s− t)

4m2 − s
(
B0(m2, 0,m2)−B0(s, 0, 0)

)
−B0(t,m2,m2)

+4(2m2 − t)C0(m2,m2, t,m2, 0,m2)− 2(32m4 − 8m2(2t+ s) + 3st)

4m2 − s
C0(m2,m2, s, 0,m2, 0)

−4(t− 2m2)2D0(m2,m2,m2,m2, s, t, 0,m2, 0,m2)
]
,

el cual puede verse que tiene la misma forma que los términos de la caja 1 intercambiando t por
s, donde ahora

D0(m2,m2,m2,m2, s, t, 0,m2, 0,m2) =
1

iπ2

∫
dDk

1

k2[(k +m)2 −m2](k + p1 + p2)2[(k +m)2 −m2]

=
1

iπ2
Γ(4)Ipd

∫
dDk

1

[k2 −∆2
4vd2

]4
=

1

iπ2
Ipd

1

(∆2
4vd2

)2
,
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con ∆2
4vd2

= m2(1− x− z)2− sxz− twy. Resolviendo las integrales en el espacio de los momentos,
se tiene:

− iλΓ
(14)
1−l = − ie4

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)4(4m2 − s− t)
4m2 − s

(∆2
4v1′

4πµ2

)− ε2
−
(

∆2
vss

4πµ2

)− ε2− (∆2
4v2

4πµ2

)− ε2
−4(2m2 − t)Ip

1

∆2
4v5

+
2(32m4 − 8m2(2s+ t) + 3st)

4m2 − s
Ip

1

∆2
4vcs

−4(t− 2m2)2Ipd
1

(∆2
4vd2

)2

}
.

(3.135)

Considerando las contribuciones dadas por las ecuaciones (3.101), (3.102) y (3.122-3.135), la
función vértice de 4 puntos toma la forma:

λΓ(s, t, u) =λ+ λΓλ2 + λΓλ + λΓe4 + λΓb + δλ, (3.136)

donde

λΓλ2 =− λ2

(4π)2

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)[(∆2
4v1

4πµ2

)− ε2
+

(
∆2

4v2

4πµ2

)− ε2]
, (3.137)

λΓλ =4
λe2

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)4

(
∆2

4v1′

4πµ2

)− ε2
−
(

∆2
4v1

4πµ2

)− ε2
−
(

∆2
4v2

4πµ2

)− ε2+ hλ(s, t, u)

 ,

(3.138)

λΓe4 =− 2e4(4− ε)
(4π)2

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)[(∆2
vss

4πµ2

)− ε2
+

(
∆2
vts

4πµ2

)− ε2]

+
4e4

(4π)2


∫ 1

0

dx 4Γ
( ε

2

)(∆2
vss

4πµ2

)− ε2
+

(
∆2
vts

4πµ2

)− ε2
−

(
∆2

4v1′

4πµ2

)− ε2+ he4(s, t, u)

 ,

(3.139)

λΓb =
e4

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

) 4u

s+ u

(∆2
4v1′

4πµ2

)− ε2
−
(

∆2
vts

4πµ2

)− ε2
+

4u

t+ u

(∆2
4v1′

4πµ2

)− ε2
−
(

∆2
vss

4πµ2

)− ε2− (∆2
4v1

4πµ2

)− ε2
−
(

∆2
4v2

4πµ2

)− ε2+ hb(s, t, u)

 ,

(3.140)

con u otra de las variables de Mandelstam y hλ(s, t, u), he4(s, t, u), hb(s, t, u) funciones compuestas
por las partes �nitas de los diagramas de orden λ, e4 sin cajas y los diagramas de caja respectiva-
mente.

Debido a que Γ es una función de las variables de Mandelstam s, t, y u, debemos elegir un
punto dentro de la cinemática del sistema para de�nir el parámetro físico λ. Considerando que se
cumpla la ecuación (3.121), elegiremos como punto cinemático el punto simétrico dado por
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s0 = t0 = u0 =
4

3
m2. (3.141)

Usando el esquema de renormalización on-shell o esquema físico, demandamos que se cumpla

Γ4 (s0, t0, u0) = 1, (3.142)

lo cual conduce a un contratérmino δλ dado por

δλ =− λΓλ2 − λΓλ − λΓe4 − λΓb, (3.143)

donde

λΓλ2 =− λ2

(4π)2

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)(∆ 2
4v1

4πµ2

)− ε2
+

(
∆ 2

4v2

4πµ2

)− ε2 , (3.144)

λΓλ =4
λe2

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)4

(
∆ 2

4v1′

4πµ2

)− ε2
−

(
∆ 2

4v1

4πµ2

)− ε2
−

(
∆ 2

4v2

4πµ2

)− ε2+ hλ(s0, t0, u0)

 ,

(3.145)

λΓe4 =− 2e4(4− ε)
(4π)2

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)(∆ 2
vss

4πµ2

)− ε2
+

(
∆ 2
vts

4πµ2

)− ε2
+

4e4

(4π)2


∫ 1

0

dx 4Γ
( ε

2

)(∆ 2
vss

4πµ2

)− ε2
+

(
∆ 2
vts

4πµ2

)− ε2
−

(
∆ 2

4v1′

4πµ2

)− ε2+ he4(s0, t0, u0)

 ,

(3.146)

λΓb =
e4

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)2

2

(
∆ 2

4v1′

4πµ2

)− ε2
−

(
∆ 2
vts

4πµ2

)− ε2
−

(
∆ 2
vss

4πµ2

)− ε2
−

(
∆ 2

4v1

4πµ2

)− ε2
−

(
∆ 2

4v2

4πµ2

)− ε2+ hb(s0, t0, u0)

 , (3.147)

con

∆ 2
4v1 = ∆

2

4v2 = m2

[
1− 4

3
x(1− x)

]
, ∆ 2

4vct = ∆
2

4vcs = m2

(
x2 − 4

3
yz

)
,

∆2
4v1′

= ∆ 2
4v1′

= m2(1− x)2, ∆ 2
4vd1

= m2

[
(1− w − y)2 − 4

3
(xz + wy)

]
,

∆ 2
4v3 = ∆ 2

4v5 = m2

[
(1− x)2 − 4

3
yz

]
, ∆ 2

4vd2
= m2

[
(1− x− z)2 − 4

3
(xz + wy)

]
,

∆ 2
vts = ∆ 2

vss = −4

3
m2x(1− x).

(3.148)
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Note que el intercambio de w ↔ x y y ↔ z no afecta a la integral Ipd , por lo que

∆ 2
4vd1

= ∆ 2
4vd2

= m2

[
(1− w − y)2 − 4

3
(xz + wy)

]
.

Sumando la contribución del contratérmino, haciendo los desarrollos en el entorno de los polos y
simpli�cando, se encuentra que la función vértice está dada por:

Γ(s, t, u) = λ+ λΓλ2
R

+ λΓλR + λΓe4R + λΓbR , (3.149)

con

λΓλ2
R

=− λ2

(4π)2

∫ 1

0

dx log

(
∆ 2

4v1 ∆ 2
4v2

∆2
4v1

∆2
4v2

)
, (3.150)

λΓλR =4
λe2

(4π)2

{
−
∫ 1

0

dx log

(
∆ 2

4v1 ∆ 2
4v2

∆2
4v1

∆2
4v2

)
+ hλ(s, t, u)− hλ(s0, t0, u0)

}
, (3.151)

λΓe4R =
4e4

(4π)2

{
2

∫ 1

0

dx log

(
∆ 2
vss ∆ 2

vts

∆2
vss ∆2

vts

)
+ he4(s, t, u)− he4(s0, t0, u0)

}
, (3.152)

λΓb =
e4

(4π)2

{∫ 1

0

dx

[
4u

s+ u

[
log

(
∆2
vts

∆2
4v1′

)]
+

4u

t+ u

[
log

(
∆2
vss

∆2
4v1′

)]
− 2 log

(
∆ 2
vts ∆ 2

vss

∆ 2
4v1′

∆ 2
4v1′

)

− log

(
∆ 2

4v1 ∆ 2
4v2

∆2
4v1

∆2
4v2

)]
+ hb(s, t, u)− hb(s0, t0, u0)

}
. (3.153)

El término de interacción de la forma λ(φ†φ)2 nos permite introducir un nuevo parámetro λ que es
renormalizado de forma que el contratérmino correspondiente absorbe las divergencias ultravioletas
de la función vértice de cuatro escalares. Para lidiar con las divergencias infrarrojas se debe agregar
una masa �cticia mγ al propagador del fotón. Dichas divergencias no fueron consideradas en este
análisis.

3.8. Función Vértice: 2 fotones 2 escalares

Calculemos la amplitud de la función vértice de 2 fotones y 2 escalares, como se muestra en la
Figura 3.5. La notación y convenciones que usaremos se muestran en esta �gura.

52



CAPÍTULO 3. RENORMALIZACIÓN DE ELECTRODINÁMICA ESCALAR A
ORDEN DE UN LAZO

3.8. FUNCIÓN VÉRTICE: 2 FOTONES 2 ESCALARES

Figura 3.5: Función vértice de 2 fotones 2 escalares

Hasta orden de un lazo, esta función vértice recibe las siguientes contribuciones:

2ie2Γνν(s, t, u) = 2ie2Γµνt.l. + 2ie2Γµν1−l(s, t, u) + 2ie2Γµνc.t.(s, t, u), (3.154)

donde

Γµνt.l. = gµν (3.155)

es la contribución de nivel de árbol, y

Γµνc.t. =

(
Z2
e

Zφ
− 1

)
gµν (3.156)

es la contribución del contratérmino. Como consecuencia de invariancia de norma, y por tanto de la
identidad de Ward, se cumple la relación Ze = Zφ. De esta forma, la contribución del contratérmino
en esta función vértice es dada por:

Γµνc.t. = δeg
µν , (3.157)

con δe el contratérmino previamente determinado al momento de estudiar la función vértice de 3
puntos (dos escalares un fotón). Como consecuencia de invariancia de norma, el contatérmino δe
debe cancelar todas las divergencias que surgan en la función vértice de dos fotones y dos escalares.
Por otra parte, los diagramas que contribuyen a orden de un lazo son:

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[2ie2gµν ][−iλ]

i

k2 −m2

i

(k − p1 − p2)2 −m2

=− 2e2λ(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
gµν

[k2 −m2][(k − p1 − p2)2 −m2]
.

(3.158)
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=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[−ie(k + k + k1)µ][−ie(k − k2 + k)ν ]

[−iλ]
i

(k + k1)2 −m2

i

(k − k2)2 −m2

i

k2 −m2

=e2λ(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(2k + k1)µ(2k − k2)ν

[(k + k1)2 −m2][(k − k2)2 −m2][k2 −m2]
.

(3.159)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[−ie(k + k + k2)ν ][−ie(k − k1 + k)µ][−iλ]

i

(k + k2)2 −m2

i

(k − k1)2 −m2

i

k2 −m2

=e2λ(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(2k + k2)ν(2k − k1)µ

[(k + k2)2 −m2][(k − k1)2 −m2][k2 −m2]
.

(3.160)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[−ie(−p2 + k − p2)β ][−ie(k + p1 + p1)α]

[2ie2gµν ]
i

(k + p1)2 −m2

i

(k − p2)2 −m2

−igαβ
k2

=2e4gµν(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(k − 2p2)β(k + 2p1)β

[(k + p1)2 −m2][(k − p2)2 −m2]k2
.

(3.161)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[2ie2gµα][2ie2gνβ ]

−igαβ
k2

i

(k + k2 − p2)2 −m2

=− 4e4(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
gµν

[(k + k2 − p2)2 −m2]k2
. (3.162)
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=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[2ie2gνα][2ie2gµβ ]

−igαβ
k2

i

(k + k1 − p2)2 −m2

=− 4e4(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
gµν

[(k + k1 − p2)2 −m2]k2
. (3.163)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[2ie2gµα][−ie(−p2 + k − p2)β ][−ie(k − p2 + k − p2 + k2)ν ]

i

(k − p2)2 −m2

i

(k + k2 − p2)2 −m2

−igαβ
k2

=2e4(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(k − 2p2)µ(2k − 2p2 + k2)ν

[(k − p2)2 −m2][(k + k2 − p2)2 −m2]k2
. (3.164)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[2ie2gνα][−ie(−p2 + k − p2)β ][−ie(k − p2 + k − p2 + k1)µ]

i

(k − p2)2 −m2

i

(k + k1 − p2)2 −m2

−igαβ
k2

=2e4(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(k − 2p2)ν(2k − 2p2 + k1)µ

[(k − p2)2 −m2][(k + k1 − p2)2 −m2]k2
. (3.165)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[2ie2gνα][−ie(−p1 + k − p1)β ][−ie(k − p1 + k − p1 + k1)µ]

i

(k − p1)2 −m2

i

(k + k1 − p1)2 −m2

−igαβ
k2

=2e4(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(k − 2p1)ν(2k − 2p1 + k1)µ

[(k − p1)2 −m2][(k + k1 − p1)2 −m2]k2
. (3.166)
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=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[2ie2gµα][−ie(−p1 + k − p1)β ][−ie(k − p1 + k − p1 + k2)ν ]

i

(k − p1)2 −m2

i

(k + k2 − p1)2 −m2

−igαβ
k2

=2e4(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(k − 2p1)µ(2k − 2p1 + k2)ν

[(k − p1)2 −m2][(k + k2 − p1)2 −m2]k2
. (3.167)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[−ie(k + k + k1)µ][−ie(k + k1 + p1)α]

[−ie(−p2 + k − k2)β ][−ie(k − k2 + k)ν ]
i

k2 −m2

i

(k + k1)2 −m2

i

(k − k2)2 −m2

−igαβ
(k + k1 − p1)2

=− e4(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(2k + k1)µ(2k − k2)ν

[k2 −m2][(k + k1)2 −m2]

(k + k1 + p1)α(k − k2 − p2)α
[(k − k2)2 −m2](k + k1 − p1)2

. (3.168)

=(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
[−ie(k + k + k2)ν ][−ie(k + k2 + p1)α]

[−ie(−p2 + k − k1)β ][−ie(k − k1 + k)µ]
i

k2 −m2

i

(k + k2)2 −m2

i

(k − k1)2 −m2

−igαβ
(k + k2 − p1)2

=− e4(µ2)2−D2
∫

dDk

(2π)D
(2k + k2)ν(2k − k1)µ

[k2 −m2][(k + k2)2 −m2]

(k + k2 + p1)α(k − k1 − p2)α
[(k − k1)2 −m2](k + k2 − p1)2

. (3.169)

De�namos las variables de Mandelstam para el proceso de dispersión correspondiente a la
amplitud de la función vértice de 2 fotones y 2 escalares de la siguiente forma:
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s = (p1 + p2)2 = (k1 + k2)2, (3.170)

t = (k2 − p2)2 = (k1 − p1)2, (3.171)

u = (k1 − p2)2 = (k2 − p1)2. (3.172)

Para este proceso de dispersión, las variables de Mandelstam cumplen la siguiente propiedad:

s+ t+ u = 2m2, (3.173)

ya que dos de las partículas involucradas en el proceso son fotones de masa nula.

Aplicando parametrización de Feynman, haciendo el corriemiento k → k + l y resolviendo la
integral en el espacio de los momentos, se tiene para el primer diagrama:

2ie2Γµν(1) =− 2ie2λ

(4π)2
gµνΓ(2)

∫ 1

0

dx
(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

1

[k2 −∆2
4fe1]2

=− 2ie2λ

(4π)2
gµν

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)(∆2
4fe1

4πµ2

)− ε2
, (3.174)

donde ∆2
4fe1 = m2 − sx(1 − x) y con s una de las variables de Mandelstam. Haciendo uso del

programa FeynCalc, el segundo diagrama se puede escribir en términos de las funciones escalares
de Passarino-Veltman como sigue:

2ie2Γµν(2) =
ie2λ

(4π)2

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

iπ2

[
B0(s,m2,m2)(gµν − 4

s
kµ1 k

ν
2 ) +

4

s
kµ1 k

ν
2B0(0,m2,m2)

+C0(0, 0, s,m2,m2,m2)

(
2m2gµν − 4m2

s
kν1k

µ
2 −

1

s
kµ1 k

ν
2 (4m2 + s)

)]
,

con

B0(0,m2,m2) =
1

iπ2

∫
dDk

1

[k2 −m2][k2 −m2]
,

=
1

iπ2
Γ(2)

∫ 1

0

dx

∫
dDk

1

[k2 −m2]
2 ,

C0(0, 0, s,m2,m2,m2) =
1

iπ2

∫
dDk

1

[k2 −m2][k2 −m2][(k + k1 + k2)2 −m2]

=
1

iπ2
Γ(3)Ip

∫
dDk

1

[k2 −∆2
4fe2]3

,

donde ∆2
4fe2 = m2 + s(1− z). Resolviendo las integrales en el espacio de los momentos, se tiene

2ie2Γµν(2) =
ie2λ

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)(gµν − 4

s
kµ1 k

ν
2 )

(
∆2

4fe1

4πµ2

)− ε2
+

4

s
kµ1 k

ν
2

(
m2

4πµ2

)− ε2
−
(

2m2gµν − 4m2

s
kν1k

µ
2 −

1

s
kµ1 k

ν
2 (4m2 + s)

)
Ip

1

∆2
4fe2

}
. (3.175)
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Por otro lado, el tercer diagrama está dado por:

2ie2Γµν(3) =
ie2λ

(4π)2

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

iπ2

[
B0(s,m2,m2)(gµν − 4

s
kµ1 k

ν
2 ) +

4

s
kµ1 k

ν
2B0(0,m2,m2)

+C0(0, 0, s,m2,m2,m2)

(
2m2gµν − 4m2

s
kν1k

µ
2 −

1

s
kµ1 k

ν
2 (4m2 + s)

)]
.

Notemos que es la misma expresión que la obtenida del segundo diagrama, por lo que el tercer
diagrama se puede escribir como:

2ie2Γµν(3) =
ie2λ

(4π)2


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)(gµν − 4

s
kµ1 k

ν
2 )

(
∆2

4fe1

4πµ2

)− ε2
+

4

s
kµ1 k

ν
2

(
m2

4πµ2

)− ε2
−
(

2m2gµν − 4m2

s
kν1k

µ
2 −

1

s
kµ1 k

ν
2 (4m2 + s)

)
Ip

1

∆2
4fe2

}
. (3.176)

Al sumar las contribuciones de los tres primeros diagramas dadas por las ecuaciones (3.174), (3.175)
y (3.176), resolviendo las integrales en el espacio de los momentos y realizando los desarrollos en
el entorno de los polos, obtenemos la siguiente expresión:

2ie2Γµνλ =
2ie2λ

(4π)2

{
−4

s
kµ1 k

ν
2

∫ 1

0

dx log

(
m2

∆2
4fe1

)
−
(

2m2gµν − 4m2

s
kν1k

µ
2

−1

s
kµ1 k

ν
2 (4m2 + s)

)
Ip

1

∆2
4fe2

}
. (3.177)

Se puede observar que la suma de las contribuciones de los tres primeros diagramas es �nita. En
efecto se espera este resultado, pues la contribución del contratérmino no contiene un término λ
ni es del mismo orden en el parámetro e, lo que nos dice que el contratérmino debe anular las
divergencias que surgan en los siguientes diagramas.

Procediendo con el cálculo de los siguientes diagramas, la contribución del cuarto diagrama
está dada por:

2ie2Γµν(4) =
2ie4

(4π)2
gµν

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

iπ2
[
−B0(s,m2,m2) + 2B0(m2, 0,m2)

+2(2m2 − s)C0(m2,m2, s,m2, 0,m2)
]
.

Resolviendo las integrales en el espacio de los momentos se obtiene la expresión:

2ie2Γµν(4) =
2ie4

(4π)2
gµν


∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)2

(
∆2

4v1′

4πµ2

)− ε2
−

(
∆2

4fe1

4πµ2

)− ε2− 2(2m2 − s)Ip
1

∆2
4v3

 .

(3.178)

En lo que respecta al quinto diagrama, se encuentra que:
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2ie2Γµν(5) =− 4ie4

(4π)2
gµνΓ(2)

∫ 1

0

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

∫
dDk

1

[k2 −∆2
4fe3]2

=− 4ie4

(4π)2
gµν

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)(∆2
4fe3

4πµ2

)− ε2
, (3.179)

con ∆2
4fe3 = m2(1 − x) − tx(1 − x) y t otra de las variables de Mandelstam. De manera análoga

tenemos para el diagrama 6:

2ie2Γµν(6) =− 4ie4

(4π)2
gµν

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)(∆2
4fe4

4πµ2

)− ε2
, (3.180)

con ∆2
4fe4 = m2(1−x)−ux(1−x) y con u otra de las variables de Mandelstam. Antes de trabajar

con los diagramas restantes, notemos que la contribución del contratérmino es de orden e2, por lo
que dicha contribución debe de anular las divergencias que surgan tanto de las contribuciones dadas
por las ecuaciones (3.178), (3.179) y (3.180), como las contribuciones del resto de los diagramas de
orden e2. El contratérmino δe desarrollado en el entorno de los polos es:

δe =
e2

(4π)2

{
4

ε
− 2γE −

∫ 1

0

dx

[
3 log

(
∆2

3v

4πµ2

)
(1− x2) + (x+ 2)(1− x)

−m
2(2 + 3x− x3)(1− x)

∆2
3v

]}
. (3.181)

Si sumamos las contribuciones de los diagramas dadas por las ecuaciones (3.178) a (3.180) y
desarrollamos en el entorno de los polos, se tiene:

Γµν(4−6) =
e2

(4π)2
gµν

{∫ 1

0

dx

[
−6

ε
+ g(4−6)(s, t, u)

]
− 2(2m2 − s)Ip

1

∆2
4v3

}
, (3.182)

donde g(4−6)(s, t, u) es una función �nita que contiene logaritmos.

Al introducir las contribuciones de los diagramas 7 al diagrama 10 en FeynCalc, obtenemos una
expresión que depende de los momentos externos, del tensor métrico gµν , de las funciones escalares
de Passarino-Veltman A0, B0 y C0, además de las variables de Mandelstam s, t (diagramas 7 y 9)
y u (diagramas 8 y 10). Tanto los diagramas 7 y 8 como los diagramas 9 y 10 adquieren la misma
forma al intercambiarse t por u. Nos interesa saber si no hay divergencias al sumar la contribución
del contratérmino con los diagramas de orden e2, para ello recordemos que las divergencias están
en las funciones escalares de Passarino-Veltman A0 y B0, por lo que estudiar los coe�cientes de
dichas funciones nos ayudará a saber si las divergencias se anulan con el contratérmino. En general
la solución de las funciones escalares A0 tienen la forma:

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

A0(m2
0) =

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

1

iπ2

∫
dDk

1

k2 −m2
0

=− 1

iπ2
m2

0Γ
(
−1 +

ε

2

)( m2
0

4πµ2

)− ε2
, (3.183)
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mientras que la solución de las funciones escalares B0 son dadas por:

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

B0(p2,m2
0,m

2
1) =

(4πµ2)2−D2

iπ
D
2

1

iπ2

∫
dDk

1

[k2 −∆2
B0

]2

=
1

iπ2

∫ 1

0

dxΓ
( ε

2

)( ∆2
B0

4πµ2

)− ε2
, (3.184)

donde ∆2
B0

depende de la parametrización de Feynman realizada. Usando las ecuaciones (3.35) a
(3.37), se tienen las siguientes expresiones:

−Γ
(
−1 +

ε

2

)( m2
0

4πµ2

)− ε2
=

2

ε
− γE + 1− log

(
m2

0

4πµ2

)
+O

( ε
2

)
,

Γ
( ε

2

)( ∆2
B0

4πµ2

)− ε2
=

2

ε
− γE − log

(
∆2
B0

4πµ2

)
+O

( ε
2

)
.

Centremos nuestra atención en el término que contiene las divergencias: 2
ε . A la suma de los coe�-

cientes de las funciones B0 se deben sumar los coe�cientes de las funciones A0(m2) multiplicados
por m2, ya que las soluciones de las funciones A0(m2) involucran un factor m2 (ver ecuación
(3.183)). La suma de dichos coe�cientes nos permite obtener el coe�ciente de 2

ε . Si bien las solu-
ciones de las funciones B0 están integradas en x mientras que las de las funciones A0 no dependen
de x, note que al integrar los valores constantes y evaluarlas en los límites el resultado es la misma
constante, es decir,

2

ε

∫ 1

0

dx =
2

ε
,

por lo que sin problemas podemos sumar los coe�cientes de A0 y B0 para obtener el coe�ciente de 2
ε .

Nombrando CiA0
, CiB0

, i = 7, 8, 9, 10 a los coe�cientes del diagrama 7 al diagrama 10 de las
funciones A0 y B0 respectivamente, la suma de los coe�cientes de las funciones A0 y B0 para cada
diagrama es:

CiA0
+ CiB0

=
1

2
iπ2gµν . (3.185)

Así, al sumar las contribuciones de los diagramas del 7 al 10 y considerando el coe�ciente del
término 2

ε dado por (3.185), se obtiene la expresión:

Γµν(7−10) =
e2

(4π)2

[
4

ε
gµν + g(7−10)(s, t, u)

]
, (3.186)

donde g(7−10)(s, t, u) es una función �nita de la suma de las contribuciones de los diagramas
del 7 al 10. El coe�ciente del término 2

ε es el tensor métrico gµν , lo cual es lo esperado, pues la
contribución del contratérmino δe es acompañada del tensor métrico, por lo que esperamos que se
anulen los términos que contienen las divergencias.

En lo que respecta a los diagramas de caja, al introducir en FeynCalc las amplitudes correspon-
dientes se puede ver que ambos diagramas adquieren la misma forma al intercambiar la variable
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t por u. Haciendo el mismo análisis de coe�cientes de las funciones escalares A0 y B0 para deter-
minar los coe�cientes del término que contiene la divergencia 2

ε , obtenemos que la suma de dichos
coe�cientes son dados por:

CcjA0
+ CcjB0

= iπ2gµν , (3.187)

con CcjA0
, CcjB0

, j = 1, 2 los coe�cientes de los diagramas de caja de las funciones A0 y B0 respec-
tivamente. Al sumar las contribuciones de los diagramas de caja y considerando el coe�ciente del
término 2

ε dado por (3.187), se obtiene la expresión:

Γµν(11,12) = − e2

2(4π)2

[
4

ε
gµν + g(11,12)(s, t, u)

]
, (3.188)

donde g(11,12)(s, t, u) es una función �nita de la suma de las contribuciones de los diagramas de caja.

Centremos nuestra atención en los términos que contienen las divergencias en los diagramas,
es decir, en los términos que contengan a 2

ε . Denotando por Γ̂µνc.t. como la parte divergente que
contiene la contribución del contratérmino dado por las ecuaciones (3.157) y (3.181), se tiene:

Γ̂µνc.t. =
e2

(4π)2
gµν

4

ε
. (3.189)

Por otro lado, la parte divergente de la suma de las contribuciones de los diagramas 4 al 6 dadas
por la ecuación (3.182), denotada por Γ̂µν(4−6), se escribe como:

Γ̂µν(4−6) = − e2

(4π)2
gµν

6

ε
. (3.190)

De manera análoga, podemos escribir la parte divergente de la suma de las contribuciones de los
diagramas 7 al 10 dada por la ecuación (3.186), la cual es denotada por Γ̂µν(7−10), como sigue:

Γ̂µν(7−10) =
e2

(4π)2
gµν

4

ε
. (3.191)

Finalmente, denotemos por Γ̂µν(11,12) a la parte divergente de la suma de las contribuciones de los
diagramas de caja dada por la ecuación (3.188), la cual se escribe como:

Γ̂µν(11,12) = − e2

(4π)2
gµν

2

ε
. (3.192)

Al sumar todas las contribuciones de las ecuaciones (3.189) a (3.192) se obtiene:

Γ̂µνc.t. + Γ̂µν(4−7) + Γ̂µν(8−11) + Γ̂µν(12,13) =
e2

(4π)2
gµν

[
4

ε
− 6

ε
+

4

ε
− 2

ε

]
= 0.

Podemos ver que en efecto las divergencias ultravioletas de los diagramas son canceladas por la
contribución del contratérmino δe, mismo que surge como consecuencia de invariancia de norma.
Por lo tanto, la función vértice de 2 escalares y 2 fotones renormalizada es �nita a orden de un
lazo. Las divergencias infrarrojas no son consideradas en este analisis.
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Capítulo 4

Conclusiones

En esta tesis se ha presentado un estudio completo de la renormalización a orden de un lazo de
la electrodinámica escalar. A nivel de árbol, la teoría contiene interacciones de dos puntos φ†φ y
AµAν , de tres puntos φ†φAµ, y de cuatro puntos (φφ†)2 y φ†φAµAν , las cuales están caracterizadas
por las funciones vértice Γ2(p2) y Πµν(q) = Π(q2)(q2gµν−qµqν), Γµ(p, p′) y Γ(s, t, u) y Γµν(s, t, u),
respectivamente. A orden de un lazo, dichas funciones vértice reciben contribuciones divergentes
de la lagrangiana renormalizada, LSQED, las cuales deben ser canceladas por las contribuciones de
la lagrangiana de contratérminos LSQEDc.t. . Estas lagrangianas surgen de desdoblar la lagrangiana
desnuda original, LB , expresándola en términos de las cantidades renormalizadas φ, Aµ, m, λ y e
y los contratérmiinos respectivos δφ, δA, δ2

m, δλ y δe:

LB =LSQED + LSQEDc.t. ,

LSQED =(Dµφ)†(Dµφ)−m2φ†φ− λ

4
(φ†φ)2 − 1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2,

LSQEDc.t =δφ(∂µφ)†(∂µφ) + ieδeAµ(φ†∂µφ− φ∂µφ†) + e2

(
Z2
e

Zφ
− 1

)
AµA

µ(φ†φ)

− δ2
m(φ†φ)− δλ

4
(φ†φ)2 − δA

4
FµνF

µν .

Las divergencias ultravioletas que surgen a orden de un lazo son regularizadas mediante el esquema
dimensional.

Los contratérminos son determinados a través de las condiciones de renormalización, procedi-
miento que se conoce como esquema de renormalización. Aunque existen muchos de ellos, en esta
tesis se ha adoptado el esquema de renormalización on-shell o físico, determinado por las siguientes
condiciones:

Γ2(p2 = m2) = 0,

dΓ2

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

= 0,

las cuales determinan los contratérminos δφ y δ2
m;
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Π(q2 = 0) = 0,

que determina δA;

Γµ(q = 0) = 2pµ,

la cual determina δe; y

Γ4

(
s0 = t0 = u0 =

4

3
m2

)
= 1,

que determina δλ. Estas condiciones son su�cientes para determinar todos los contratérminos aso-
ciados con los parámetros físicos, lo cual signi�ca que la cancelación de la divergencia asociada
con la función de cuatro puntos Γµν(s, t, u) debe estar garantizada por invariancia de norma. En
efecto, se demostró de manera explícita que se veri�ca la identidad de Ward

δe = δφ,

lo cual implica que el contratérmino que cancela la divergencia de Γµν(s, t, u) es justamente δe,
esto es,

Z2
e

Zφ
− 1 = δe,

lo cual conduce a una lagrangiana de contratérminos que es invariante de norma en forma mani-
�esta:

LSQEDc.t. =δφ(Dµφ)†(Dµφ)− δ2
mφ
†φ− δλ

4
(φ†φ)2 − δA

4
FµνF

µν .

La invariancia de norma, dada a través de la identidad δe = δφ, conduce, además, a la siguiente
relación entre la carga desnuda eB y la carga renormalizada e:

eB = Z
− 1

2

A e,

lo cual nos muestra que la renormalización de la carga depende de la renormalización del campo

electromagnético AµB = Z
1
2

AA
µ, pero no de la renormalización del campo de la partícula que lo

porta, lo que le da un carácter universal.

Otro punto a destacar es la importancia de la presencia del término λ
4 (φ†φ)2 en la teoría, ya que

si bien es cierto que este vértice no es generado vía derivada covariante, éste recibe contribuciones
divergentes a orden de un lazo inducidas por los vértices de norma φ†φAµ y φ†φAµAν , así que su
presencia es necesaria para generar el contratérmino correspondiente.

Finalmente, el fenómeno de polarización del vacío y sus efectos sobre el potencial de Coulomb
fueron discutidos.
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Apéndice A

Regularización dimensional

En los cálculos a orden de un lazo nos interesa resolver integrales de la forma:

IN =

∫
d4k

(2π)4

1∏N
i=1Di

, (A.1)

donde

D1 = k2 −m2
1

D2 = (k + p1)2 −m2
2

D3 = (k + p2)2 −m2
3

...

Aplicando parametrización de Feynman podemos rescribir la integral como:

IN = Γ(N)

∫ 1

0

dx1...dxNδ

(
N∑
i=1

xi − 1

)∫
d4k

(2π)4
[x1D1 + x2D2 + ...+ xNDN ]

−N
. (A.2)

La ventaja de usar la parametrización de Feynman es que siempre es posible reescribir el denomi-
nador en la forma [(k + l)2 −∆2]−N , y aplicando un corrimiento en la variable de integración la
integral toma la forma:

IN = Γ(N)

∫ 1

0

dx1...dxNδ

(
N∑
i=1

xi − 1

)∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −∆2)N
, (A.3)

lo que nos permitirá resolver la integral en el espacio de los momentos.

Para aislar las divergencias de las integrales de los lazos podemos usar el esquema de regulari-
zación dimensional [15]. Este esquema de regularización consiste en suponer que la integral está
de�nida en un espacio complejo de dimensión D, haciéndose mani�esta la divergencia en el límite
D → 4 en forma de polos. Mediante la regularización de la integral podemos extraer las partes
�nitas y las divergentes y así trabajar con estas. Para ello es necesario introducir una escala µ
con unidades de masa que nos permite corregir las unidades de las constantes de acoplamiento al
cambiar la dimensión. Después de realizar parametrización de Feynman se tendrán integrales de
la forma:
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IN = Γ(N)(µ2)
4−D

2 IP

∫
dDk

(2π)D
1

(k2 −∆2)N
=

i

(4π)2
IPΓ(N)

(4πµ2)2−D2

iπD2

∫
dDk

(k2 −∆2)N
, (A.4)

con IP ≡
∫ 1

0
dx1...dxNδ

(∑N
i=1 xi − 1

)
la integral paramétrica. También se pueden presentar inte-

grales tensoriales. Las soluciones de las integrales que aparecen en los diagramas de lazo son:

Γ(N)
(4πµ2)2−D2

iπD2

∫
dDk

(k2 −∆2)N
= (−1)N (∆2)2−NΓ

(
N − D

2

)(
∆2

4πµ2

)−(2−D2 )
, (A.5)

Γ (N)
(4πµ2)2−D2

iπD2

∫
dDk

k2

(k2 −∆2)N
=
D

2
(−1)N−1(∆2)3−NΓ

(
N − 1− D

2

)(
∆2

4πµ2

)−(2−D2 )
.

(A.6)

Notemos que en (A.5) paraN ≥ 3 los resultados son �nitos, por lo que es posible usarD = 4 (ε = 0).

En el cálculo de integrales tendremos expresiones de la forma:∫
dDk kαkβ

(k2 −∆2)N
= Agαβ , (A.7)

con A un escalar de Lorentz a determinar. Para obtenerlo se debe contraer la expresión anterior
con gαβ : ∫

dDk k2

(k2 −∆2)N
= Agαβg

αβ = AD,

de forma que

A =
1

D

∫
dDk k2

(k2 −∆2)N
. (A.8)

Así,

∫
dDk kαkβ

(k2 −∆2)N
=

1

D

∫
dDk k2gαβ

(k2 −∆2)N
, (A.9)

por lo que en integrales de esta forma es válido realizar el cambio:

kαkβ → k2gαβ

D
. (A.10)

La expansión de la función Γ(z) cerca del polo −n es:

Γ(z − n) =
(−1)n

n!

[
1

z
+ Ψ(n+ 1) +O(z)

]
,

donde

Ψ(n+ 1) = Ψ(1) + 1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
, siendo Ψ(1) = −γE .

Así tenemos las expansiones:
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Γ
( ε

2

)
=

2

ε
− γE +O

( ε
2

)
,

Γ
( ε

2
− 1
)

= −2

ε
+ γE − 1−O

( ε
2

)
,(

∆2
2

4πµ2

)− ε2
= 1− ε

2
log

(
∆2

2

4πµ2

)
+O

(( ε
2

)2
)
,

(
∆2

2

4πµ2

)− ε2
−

(
∆2

2

4πµ2

)− ε2
=
ε

2
log

(
∆2

2

∆2
2

)
+O

(( ε
2

)2
)
,

que son usadas en los resultados obtenidos tras usar regularización dimensional.
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Apéndice B

Identidad de Ward-Takahashi

Consideremos una amplitud de probabilidad M con n líneas escalares entrando y n saliendo.
Sean pi y qi los momentos entrantes y salientes respectivamente, la amplitud de probabilidad es
de la forma:

M(k, p1, ..., pn; q1, ..., qn) = .

La amplitud de probabilidad M0 representa la amplitud M sin el fotón de momento k. Para
obtener kµMµ deM0 deben sumarse sobre todos los diagramas que contribuyen aM0, y en cada
diagrama sumar todas las posibles formas en las que el fotón de momento k puede ser insertado.
De esta forma se tiene la identidad de Ward-Takahashi:

∑
inserciones

kµ ·




= e

∑
i


−


, (B.1)

donde el círculo sombreado representa cualquier diagrama que contribuya a la amplitud M0.
Sumando sobre todos los posibles diagramas obtenemos:

kµMµ(k, p1, ..., pn; q1, ..., qn) = e
∑
i

[M0(p1, ..., pn; q1, ..., qi − k, ...)

−M0(p1, ..., pi + k, ...; q1, ..., qn)] . (B.2)

Si la parte derecha de la identidad es igual a 0, se tiene como caso especial a la identidad de Ward.
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