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Resumen

Se presenta un estudio completo de la estructura de electrodindmica escalar a orden de un lazo.
La teoria es regularizada usando el esquema dimensional. La teoria es renormalizada usando el
esquema de renormalizacion fisico o de capa de masa. Se analizan algunos fendémenos fisicos y se
comparan con resultados bien conocidos en electrodinamica espinorial.
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Introduccion

Durante las décadas de 1930 y parte de 1940 la Teoria Cudntica de Campos (QFT por sus
siglas en inglés) tuvo que lidiar con resultados divergentes que pusieron en duda su estabilidad
como teoria. En consecuencia el proceso de renormalizacion fue propuesto por diferentes autores
tales como Kramers (1947-48), Bethe (1947), Lewis (1948), Schwinger (1948), Tomonaga (1946) y
Feynman (1948) [1]. En un principio el proceso consistio en diversos algoritmos que permitieron
obtener niimeros comparables con resultados experimentales como el corrimiento de Lamb o el
momento magnético dipolar del electréon. El proceso que siguieron Lewis, Schwinger y Tomonaga
en la teoria de electrodindmica cudntica espinorial (QED por sus siglas en inglés) consistié en
modificar parametros de la teoria tales como la masa y la carga en la lagrangiana original,
de tal manera que al identificar los parametros renormalizados con las observables fisicas, las
divergencias son absorbidas por factores de renormalizaciéon de los pardmetros redefinidos. Por
otra parte Feynman (1948) hizo uso de una energia de corte (cutoff). Las cantidades fisicas
dependian de este parametro, por lo que cuando el cutoff tiende a infinito las cantidades
divergen. Con la redefiniciéon de los parametros se pueden obtener cantidades fisicas que no
sean divergentes en el limite al infinito del cutoff. Dyson (1949) mostré que los resultados de
Feynman pueden derivarse de la formulacion de QED de Tomonaga y Schwinger. Dyson [2]
tomd como base las ideas de Schwinger, Tomonaga y Feynman y demostré que al renormalizar
la carga y la masa toda divergencia de la matriz S a todo orden de la teoria perturbativa desaparece.

Basado en los resultados de Dyson, P.T. Matthews (1949) trabaj6 con la renormalizacion de
la matriz S para interacciones de mesones con nucleones [3]. Al desarrollar la teoria se percatéd de
que la renormalizacién de la masa y la carga no es suficiente, es necesario introducir un término
de interaccién de la forma dA¢*(z), donde el pardmetro A debe ser renormalizado. En 1950
Matthews estudio la renormalizacion de la matriz S para mesones cargados sin espin en el campo
electromagnético [4]. En el estudio de las divergencias de la teoria se encontré ademas de las di-
vergencias primitivas encontradas en QED, divergencias en los procesos de dispersiéon de Compton
e interacciones de Mgller. Mientras que las divergencias en los procesos de dispersion de Compton
desaparecian como consecuencia de invariancia de norma, las divergencias de interacciones de
Moller requerian una interacciéon de la forma dA¢t?¢?, en analogia con la interaccion de mesones
con nucleones. Rohrlich (1950) desarrollo la teoria de electrodinamica cuantica para particulas
cargadas sin espin [5], donde analizo6 las divergencias de la matriz de dispersion a todo orden en la
constante de estructura fina a. Se estableci6 el término de interaccion ApT2¢? para demostrar que
la teoria es finita a todo orden de la serie perturbativa mediante la renormalizacién de la masa,
carga eléctrica y del pardmetro A. El procedimiento que Rohrlich siguié consiste en separar las
partes divergentes por medio de expansiones de Maclaurin en términos del momento externo, y
con la renormalizacion de los parametros verifico que las divergencias desaparecen. Posteriormente
Salam (1952) demostré que la matriz S es renormalizable para teorias con particulas escalares
con carga en presencia de campos electromagnéticos [6]. Salam desarrollé con profundidad las
divergencias que no son tratadas en el trabajo de Rohrlich, demostrando la naturaleza finita de
la teoria. Posteriormente Salam trabajo con la renormalizacion de electrodinamica escalar con el
formalismo de la funcion 8 (1952) |7] y bajo diferentes esquemas de aproximacion (1964) [8].
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La electrodindmica espinorial es una de las teorias méas estudiadas dentro de QFT, siendo la
teoria base para introducir el concepto de renormalizacién en diversos libros [9H14]. La teoria A¢*
consta de campos escalares reales, siendo esta otra teoria de discusion comun [11] en el proceso de
renormalizacion. Sin embargo la teoria no es de norma, por lo que la imposicién de invariancia
de norma obliga a trabajar con campos escalares complejos y como consecuencia la introduccion
del campo electromagnético. Esta teoria es llamada electrodindmica escalar. A diferencia de QED,
en electrodindmica escalar se trabaja con campos escalares de espin nulo y no con espinores. No
obstante la introduccién de invariancia de norma dificulta el estudio de la teorfa, pues debemos
trabajar no sélo con diagramas de cuatro puntos similares a los que encontramos en la teoria A¢*
(interacciones de Mgller), sino también con diagramas tipo seagull (dispersion de Compton) que
introducen divergencias y diagramas mas complicados como diagramas de caja. La regularizacion
de las teorias A¢* y QED en la literatura suele ser mediante el esquema de regularizacion
dimensional, propuesto por G. t'Hooft y M. Veltman en 1972 [15]. Dicho esquema se propuso
anos después del tratamiendo de las divergencias en la teoria de electrodindmica escalar hecho por
Matthews (1950), Rohrlich (1950) y Salam (1952,1964), por lo que el estudio de la renormaliza-
cion de la teoria bajo el proceso de regularizacion dimensional fue esencial en el desarrollo de la tesis.

El estudio de los campos escalares es de gran importancia en el Modelo Estandar (SM) y
en el desarrollo de teorias més alld del Modelo Estandar. El hallazgo del bosén de Higgs en el
2012 [16] presentd una fuerte evidencia del rompimiento espontaneo de la simetria mediante
el mecanismo de Brout-Englert-Higgs (BEH) [17]. Sin embargo, el Modelo Estandar no logro
describir fenomenos fisicos tales como las masas de los neutrinos o la materia oscura, por lo
que aun es una teoria incompleta. Esta incompletitud di6 cabida a teorias més alla del Modelo
Estandar como la extension del sector de Higgs. La introduccion de modelos como dobletes 18]
y tripletes [19] del Higgs en la teoria trae como consecuencia la existencia de 5 escalares, de los
cuales dos son cargados [20]. Diferentes experimentos y mediciones en el LHC se han hecho en
busqueda de bosones cargados |21], por lo que el estudio de campos escalares cargados no solo es
importante como teoria renormalizable sino también como teoria més alla del Modelo Estandar.

El objetivo de la tesis es estudiar el comportamiento divergente de la electrodindmica cudntica
escalar (SQED por sus siglas en inglés) a nivel de un lazo, desarrollando de manera explicita cada
tipo de divergencia que presenta la teoria bajo procedimientos perturbativos mediante regulariza-
cién dimensional. En analogia con QED se presentan diversos resultados fenomenologicos que se
encuentran en la teoria. En el primer capitulo se construye a partir de la teoria de Klein-Gordon
para campos complejos la teoria de electrodinamica escalar mediante la introduccién del concepto
de invariancia de norma para finalmente obtener la lagrangiana del sistema. En el segundo capitulo
se da una breve introduccion a la matriz S y a la teoria de perturbaciones como herramientas para
determinar las reglas de Feynman. En el tercer capitulo se introduce el concepto de renormalizacion
y se describe el esquema a seguir para renormalizar la teoria. Posteriormente se analiza cada una
de las divergencias de la teoria mediante la introduccién de contratérminos en el esquema on-shell o
fisico y se discuten efectos fisicos resultantes de renormalizar la teoria. El cuarto capitulo presenta
los resultados y conclusiones de la tesis.




Capitulo 1

Electrodinamica Escalar

En este capitulo se presenta la electrodindmica escalar como teoria que describe los comporta-
mientos de las particulas cargadas de espin 0. En la primera seccién se construye la teoria libre del
campo escalar complejo a partir de la ecuaciéon de Klein-Gordon y su relacién con particulas carga-
das. En la segunda seccion se presenta el concepto de derivada covariante y se deriva la lagrangiana
de la electrodinamica escalar invariante bajo transformaciones locales.

1.1. Campos escalares cargados

El campo escalar ¢(z) corresponde a la representacion trivial (0,0) del grupo de Lorentz, el cual
se transforma, como:

¢ (x) = p(A " ), ' = Az. (1.1)

El campo escalar cumple la ecuacién de Klein-Gordon, permitiendo construir una teoria que des-
cribe particulas de espin 0. Como se vera en esta secciéon para que un campo escalar tenga carga
es necesario que la lagrangiana correspondiente sea invariante bajo el grupo Ug(1), por lo que es
necesario trabajar con campos complejos.

1.1.1. Teoria libre de campos escalares cargados

Consideremos la lagrangiana consistente con la simetria de Lorentz (unidades naturales i =
c=1):

Lrg = (0,9%) (0"¢) — m*¢* ¢, (1.2)
(#) = [ (&) + ido(2)]
o(x _ﬂ 1(x) + 192 ()],
6% (2) = [0 (2) — in(2)],

V2

donde ¢ y ¢2 son campos escalares reales. Tratando a ¢ y ¢* como campos independientes, las
ecuaciones de Euler-Lagrange nos dan las ecuaciones de Klein-Gordon para cada campo:

(O+m?)¢ =0, (1.3)
(O+m?)¢* =0
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Los momentos conjugados son:

El Hamiltoniano del sistema es:

H= /de (71'*77 +Vo* Vo + m2¢*¢) . (1.5)

La corriente conservada asociada a la invariancia de la teoria bajo el grupo de las traslaciones
en el espacio-tiempo T(1, 3) es:
T = (0"9) (8"¢") + (0"¢") (0"¢) — g"" L, (1.6)

la cual recibe el nombre de tensor de energia-momento. La carga conservada asociada a la corriente
THY es:

pr :/d3xT0” = /d?’x (W*@”gb* + 7" — gO"E) , (1.7)

con
PO —H = /d% (7r*77 VA v m2¢*¢) , (1.8)
P=— /d% (w*%* n w%) : (1.9)

Note que la componente P° es igual al Hamiltoniano del sistema.

La lagrangiana (1.2) también es invariante bajo transformaciones globales del grupo electro-
magnético Ug(1), transformandose los campos como:

¢ (z) =e¢(x), (1.10)
¢ (z) =e "¢ (2), (1.11)

con « constante. La corriente de Noether asociada a este tipo de transformaciones es:

TH =i (6" 0" — pOMe"), (1.12)

llamada corriente electromagnética. La carga conservada es la carga electromagnética:

Q= /d?’xJO :i/d3x (p*m* — o). (1.13)

4
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1.1.2. Cuantizacién canonica de la teoria libre

El postulado de cuantizacion [22] establece las relaciones a tiempos iguales xg = yo:

[6(2), 7(y)] = [¢' (), 7" (y)] = i6*(& — 7),
[6(2), ¢(y)] = [r(2). 7(y)] = 0= [¢'(2), 9" ()] = [7"(x), 7 ()],

donde ¢, ¢, m, 7' son operadores. Las integrales de Fourier para los campos complejos son:

(1.14)

d3 1 —ip-x ip-T
o(x) :/ (27:)93 o (ape pT 4 b;r,e p ) , (1.15)
(;ST(x) :/ (27:)73 o (bpe PT a;ge p ) , (1.16)

donde los operadores de creacion af, (b)) y aniquilacion a, (b,) cumplen

-

lapsaly | = [byr0} | = @m0 - ),

(1.17)
[ap, ap] = {a;‘j,ap} =0=[by,by] = [b;,,b;,} .
El Hamiltoniano en términos de los operadores de creacién y aniquilacion es:
H = / d*pE, (ala, + blb,) (1.18)

siendo F, la energia de cada modo de Fourier y donde se ha desechado el término de energia de
punto cero. Las cantidades conservadas P* y @ son ahora nuestras observables del sistema, las
cuales toman la forma:

d3
PH —/ ) p“ (a;r)ap + b;bp) , (1.19)

(afa, — biby) . (1.20)

Notemos que H' = H y Pt = P. Podemos identificar a la carga conservada P* como el generador
del grupo de las traslaciones T'(1,3) que cumple el dlgebra de Lie:

[P*,P"] = 0. (1.21)
Es posible verificar:

[P*, H] =0, (1.22)

(@, H] =0, (1.23)

[P*,Q] = 0. (1.24)

Las primeras dos igualdades nos muestran que en efecto las cantidades son conservadas. La tltima
igualdad verifica la existencia de dos observables que conmutan entre si, es decir, comparten la
misma base. El estado de vacio o estado base |0) es tal que cumple
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1.2. LAGRANGIANA DE LA ELECTRODINAMICA ESCALAR

ap |0) = b, [0) =0, (1.25)

y estd normalizado como:

010y =1, (1.26)

por lo que se identifica como el estado sin particulas ni energia. De esta forma,

P*10) =0,
Q10) = 0.

Debido a que P* es un operador autoadjunto, sus eigenvalores son reales:

PHp) =p"|p). (1.27)

Es posible ver que af [p) y aq|p) son eigenestados de P* con eigenvalores (p + q)* y (p — q)*
respectivamente:

Pr(al|p) = (p+ )" (al ), (1.28)
P(aq|p)) = (p — 9)*(al ), (1.29)

por lo que af, (a,) crea (destruye) particulas de energia pg, momento 7y masa m. Sin embargo
bg |p) v bq |p) también son eigenestados de P* con eigenvalores (p+¢)* y (p— q)* respectivamente,
creando (destruyendo) particulas con la misma energia pg, momento p'y masa m. Por lo tanto lo
que distingue unas particulas con otras debe relacionarse con el operador ). La observable ) nos
dice que el numero total de particulas creadas por a;f) menos el nimero de particulas creadas por
b; se conserva. Ademas se ve que:

Qaf,|0) =af |0}, (1.30)
@b} 10) =~ b} |0), (1.31)

lo que nos dice que el estado af |0) (bf,]0)) tiene carga +1 (—1) en algin tipo de unidades. Se
interpreta que a;(b;) crea particulas de carga +(—), mientras que a,(b,) destruye particulas de
carga +(—).

La importancia del estudio de las observables P* y @ se debe a su relaciéon con los parametros

de la masa m y la carga eléctrica e respectivamente, mismos que son renormalizados en la teoria
de electrodindmica escalar.

1.2. Lagrangiana de la electrodindmica escalar

Consideremos la lagrangiana:

L:mm+%w%ﬁ (1.32)
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L no describe una teoria libre, pues hemos introducido el término de interaccion de la forma
A(¢T$)?%. Esta lagrangiana es invariante bajo el grupo de transformaciones globales Ug(1). Con-
sideremos las transformaciones y (L13), ahora con o = a(x) una funcién dependiente del
espacio-tiempo:

¢ (x) =@ (), (1.33)
¢'f(z) =e @ gl (2). (1.34)

La derivada ordinaria no se transforma de forma covariante:

8.0 () = D8, p(x) + i@ (D a(x))e(x),

esto se debe a que en cada punto del espacio-tiempo existe un espacio interno Ug (1), por lo que el
campo se transforma de manera diferente en cada punto.

1.2.1. Interpretacién geométrica de la derivada covariante

La derivada de un campo en direccion del vector n* se define como:

nt0,¢ = lim ! [p(z + en) — d(z)] . (1.35)

e—0 €

Bajo las transformaciones locales ([1.33)) y podemos ver que mientras que el campo ¢(x +en)
se transforma con a(z +en), ¢(x) se transforma con a(x), por lo que los campos se transforman de
diferente forma. La derivada no tiene un sentido geométrico claro. Nos interesa comparar ¢(z + en)
no con ¢(x), sino con el valor que tendria ¢(z) si lo transportaramos del punto x al punto = + en
manteniendo fijos los ejes del espacio interno en z. Esto se puede interpretar como si se hiciera
un transporte paralelo entre los espacios internos [12]|. Para compensar la diferencia de fase de las
transformaciones en los diferentes puntos del espacio-tiempo, podemos introducir una cantidad que
relacione ambos puntos, y se transforme como:

Uy, z) — em(y)U(y, x)e*m(w), (1.36)

simultaneamente con los campos transformados. U(y, x) recibe el nombre de comparador. De esta
forma ¢(y) y Uy, z)p(x) se transforman de la misma manera, por lo que ahora ya podemos
comparar ambos campos. Definamos la derivada covariante como:

n*D,¢ = lim ! [p(x + en) — U(z + en, z)d(z)] . (1.37)

e—0 €

Debido a que z y = + en difieren infinitesimalmente, escribimos:

Uz + en,z) = 1 +ieen” A, (z) + O (€%) (1.38)

donde e es la constante de acoplamiento del grupo Ug(1l) y A, es un campo de norma. Asi, la
derivada covariante toma la forma:

D, ¢(z) =0,0(x) —ieA,o(z), (1.39)
D, =0, — icA,. (1.40)

Comparemos la expresion (1.39) con la forma en la que se calcula la derivada covariante en relati-
vidad general [23], donde la derivada de un vector contravariante t° es:
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Vat? = 0,t° + T t°, (1.41)

siendo T, los simbolos de Christoffel o conexiones. Por la similitud en las expresiones, al campo
A, suele llamarse conezion. De la forma en la que se transforma U(y,x), se puede ver que los
campos A, se transforman como:

1
AL = AH =+ ga“Ol.

Compare la forma en la que se transforma A, con la forma en la que se transforman los simbolos
de Christoffel:

W 0z’ 9z¢ Ozl _, Pxl dx'e

e = I _— . 1.42
be ™ Pyd 9z'b §g'c” of + ox'ox’c dxh ( )

Note que A, y I'f, no se transforman de forma covariante.

Al considerar la forma en la que se transforma A,,, la derivada covariante si se transforma como:

(Duo(x)) = "D, ¢(x).

Sustituyendo en (1.32) la derivada ordinaria 0, por la derivada covariante D, obtenemos la la-
grangiana:

A
L= (Dug’) (D"¢) = m?¢le + (66)?, (1.43)
la cual se transforma de manera covariante bajo las transformaciones locales ((1.33) y (1.34).

Finalmente podemos construir la curvatura mediante el conmutador de las derivadas covariantes
[D,,D,]:

[D,,D,] = —ieF,,,
donde

Fl = 0,A, — 0,A,. (1.44)

En teorias abelianas el tensor de curvatura es invariante bajo transformaciones de norma:

Fl, =F,. (1.45)

Nuevamente comparemos esta forma con el tensor de curvatura de Riemann:

Ry ? = 8,19, — 9,09, +T4,I7, —T2,I7 (1.46)

pTav vp ap”

Notemos que tienen la misma forma con excepciéon de los dos ultimos términos del tensor de
Riemann. En teorias no abelianas se logra ver una mayor similitud con los altimos términos [12].
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1.2.2. Construcciéon de la lagrangiana de electrodindmica escalar

Debido a la introduccién del campo de norma A, este debe contribuir a la lagrangiana me-
diante un término cinético que sea invariante bajo las transformaciones de norma. Consideramos
el término:

1
‘cE]W = ZF[U/F'L“/' (147)

De esta manera, podemos construir una lagrangiana invariante de norma:

Lsqrp = (Du6!) (D6) — m?6'9 + 5 (610)? — LFw ", (1.48)

esto es,

Lsqrn = (0,01) (06) + ie (6106 — 90"61) Ay + P A, A"16 — m?6l6 -+ 2 (616)” — Ly .
(1.49)

Las ecuaciones de movimiento y la forma de la corriente conservada pueden derivarse mediante

el principio de acoplamiento minimo, sustituyendo 9, por D, en (L.3), (1.4) y (1.12) mas la
contribucién del término de interaccion A(¢f¢)?.

Como consecuencia de construir una lagrangiana invariante bajo transformaciones locales surge
de manera natural el campo electromagnético, donde existe un acoplamiento del campo A, con la
corriente electromagnética producida por los campos ¢ y ¢. Si quisieramos introducir un término
de masa de la forma M QAHA/‘ a la lagrangiana se puede ver que no es invariante bajo transforma-
ciones de norma, por lo que trabajamos con campos sin masa, relacionando atin mas el caracter
electromagnético de la teoria. La introduccién de un término de la forma AoTof¢pé fue propuesto
por Matthews en 1950 al estudiar la renormalizacion de la teoria de mesones cargados sin espin en
el campo electromagnético [4].







Capitulo 2

La matriz S y la serie perturbativa

En este capitulo se da una breve introduccién a la matriz S y se presenta la funcién de Green
de n puntos como herramienta para determinar las reglas de Feynman de una teoria.

2.1

La matriz S

La matriz S es el objeto matematico que describe procesos de colisién definida en el espacio
de estados. Mediante la matriz S se pueden formular distintas reglas que, segin la teoria, nos
ayudan a construir amplitudes de probabilidad dadas por diagramas de Feynman que surgen en
un contexto perturbativo. En un proceso de dispersién se toman las siguientes consideraciones:

Los tiempos, asi como las regiones del espacio, en las que ocurren las interacciones son
extremadamente pequenos en comparacion con los tiempos transcurridos entre la preparacion
del haz de particulas y el impacto en el detector de las particulas producto, asi como las
distancias recorridas por los haces incidentes y resultantes.

Mucho antes de la colisiéon (¢ — —o0) las particulas estan muy separadas unas de otras en
comparacién a la escala en el proceso de interaccion, por lo que la teoria puede ser considerada
esencialmente libre. Mucho después de la colision (¢t — +00), las particulas se separan entre
si lo suficiente como para ser consideradas escencialmente libres.

El haz incidente es caracterizado por un espacio de Fock generado por los campos libres ®;,,
EL por lo que los estados |in ) representan las caracteristicas individuales de las particulas
(masa, carga, espin, etc.). El haz final constituye estados de particulas libres |out ) generados
por los campos ®,,;. Ambos espacios son mateméaticamente idénticos.

Los procesos de las particulas incidentes e interactuantes estan sujetos a leyes de conservacion
de 4-momento, momento angular, carga eléctrica, etc.

Sean

‘Oé’LTL> = ‘Q17 con ’L’fl>

|8 out) = |p1, ..., pm out)

estados de n y m particulas respectivamente, con ¢ y p representando eigenvalores de 4-momento,
carga, momento angular, etc. El producto escalar

1® representa cualquier tipo de campo interactuante, segin la teorfa.
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2.2. LA TEORIA ASINTOTICA

(B out| ain) (2.1)

representa la amplitud de probabilidad de que el estado |ain) evolucione con el tiempo al estado
|G out). Estas amplitudes de probabilidad definen secciones eficaces de procesos de dispersion y
tiempo de vida de particulas inestables. Existe un operador S que transforma estados in en estados
out:

(Bin| S = (B out|, (Bout| S™! = (Bin], (2.2)

lo cual conduce a que los elementos de la matriz S dados por la ecuacion ([2.1) se puedan escribir
como:

(Bout| ain) = (Bin| S |ain) = Sgq. (2.3)

El operador S tiene las siguientes propiedades:

1. Estabilidad del vacio. El estado de vacio es, por suposiciéon, tinico. Esto es:

(0in|S = (0out| = (0in|,
el cual se supone normalizado a la unidad:
Soo = (Oout| 0in) = (0in|S|0in) = (0in| 0in) = 1. (2.4)
2. S transforma a los campos in y out como:
bin(x) = Stous(x)S™L. (2.5)

3. El operador S es unitario.

4. S respeta todas las simetrias de la teoria.

2.2. La teoria asintética

Para establecer la relacion entre el campo asintético @, = @y, Poyr v €l campo interactuante
® debemos establecer la condicion asintética mediante los elementos de matrices [22]:

i (o] ®(2)[8) = 22 (o] €1n(x) |8) (2:6)
tEELHOO (a| @(z)|8) = 72 (o] Pout(2) |B), (2.7)

donde Z estd relacionada con la renormalizacién del campo. Esta relacion fue establecida por
H. Lehmann, K. Symanzik y W. Zimmermann en 1955 [24]. Por ejemplo, en el caso de campos
de Klein-Gordon consideramos el campo interactuante promediado sobre una regién espacialoide

¢ (t):

o) =i [ dar @0 o1, 28)
donde f(Z,t) es solucion de la ecuacion de Klein-Gordon:

(O+m?)f(z) =0, (2.9)
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CAPITULO 2. LA MATRIZ S Y LA SERIE PERTURBATIVA
2.3. LA MATRIZ S MEDIANTE EL PROCESO DE REDUCCION DE LSZ

AT 0B = A8B — (8,A)B. (2.10)

La condicién asintética es de la forma:

Jim (ol ¢ (8)[8) = VZ (| 8], 15). (2.11)
donde
of =i / B f(7,1) T obas(T,t) (2.12)

son los campos asintéticos promediados en una regién espacialoide.

2.3. La matriz S mediante el proceso de reduccién de LSZ

Se busca la forma de calcular elementos de la matriz S mediante el proceso de reduccion
de Lehmann-Symanzik-Zimmermann LSZ [24], el cual consiste en expresar a los elementos de
matriz Sz, = (B out| ain) en términos de los campos interactuantes y conectarlos con los campos
asintoticos. Los estados |ain) y |8 out) son generados por la teoria asintotica:

|15 s Gn iN) —ajn(ch) g2, -+, @n 0

)
(

=aly (@1)aly (¢2)--aly (4n) [0) (2.13)
|p1> <oy Pm Zn> _aj;ut(pl) out(pQ) :r)ut(p ) ‘0> ) (214)

donde para los campos escalares:

aly (i) = —i / @1 f0,(25) D spdus (), (2.15)

con fq, solucién de tipo Klein-Gordon y ¢.s(x1) el campo asintético. Se tiene:

Sga = (D1 .., Pm OUt| q1, ..., qn IN)
:<p1a---»pm0Ut‘ajn(Q1)‘Q27- aqn2n>
= (B — quout| a — quin) + (Bout| (af, (q1) — al,(@1)) o — qrin)

con (8 — ¢ out| el estado que viene de remover la particula ¢; a (8 out| si esté presente. Por sencillez,
supondremos en lo que sigue que ¢q; # p; para todo ¢, j, de tal manera que todos los términos de
este tipo estarin ausentes. Sustituyendo las expresiones de los operadores a:;s obtenemos:

Sga = —i (B out| /algsnlfq1 (xl)%}m? [Din (1) — Pout(z1)] | — g1 in) .

La integral se considera a un tiempo arbitrario z?. Al tomar 29 — —oo por la condicién asintética
podemos sustituir ¢;, por ﬁqﬁ(ml), y en el limite 0 — +oco podemos sustituir ¢, por ﬁqﬁ(ml),
donde ¢(x1) son los campos interactuantes. Asi:

Sga = lim — lim )/d z1 fou (1) x? (Bout| p(x1) |a — g1 in) .

{
VZ w‘l’—H-oo a:[f—>—oo
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CAPITULO 2. LA MATRIZ S Y LA SERIE PERTURBATIVA
2.4. TEORIA DE PERTURBACIONES Y SERIE DE DYSON

Después de algunas manipulaciones algebraicas, obtenemos:

Spe = ﬁ / 421 for (22) (O + 122 (B out] () | — g im) (2.16)

lo cual completa el problema de remover la particula ¢; del estado |ain). Siguiendo el proceso para
remover las n+m particulas, el elemento de matriz S para el proceso de dispersiéon de n particulas
iniciales, caracterizadas por el vector de estado |ain) = |q1,..., ¢, in), y de m particulas finales,
con vector de estado |5 out) = |p1, ..., pm out) es:

n m (_
Spa = H/d4xi H /d4yj F,, (xi)BIiG(yl...ym xl...xn)Oijgj (y5), (2.17)
i=1 j=1
donde las F' son funciones y O operadores diferenciales tales que

OF =0, (2.18)

es decir, F' cumple las ecuaciones de campo libre. La funcion de Green de n + m puntos para los
campos escalares es:

Gy1--Ym x1---xpn) = 0| T(d(y1)---O(Ym )O(21)...0(x,)) |0, (2.19)

donde T es el ordenamiento temporal, el cual ordena los productos de los operadores en orden crono-
l6gico del tiempo mayor al menorE]La funcion de Green de n+m puntos representa la amplitud de
probabilidad de que n+m particulas sean creadas o destruidas en los puntos (Y1, ..., Ym, T1, -5 Tnr )
Es posible generalizar la forma de los elementos de la matriz S para que contengan campos esca-
lares, de Fermi y de norma.

2.4. Teoria de perturbaciones y serie de Dyson

La funcion de Green para campos interactuantes no puede ser calculada de manera exacta,
ya que los campos interactuantes definen una teoria no lineal, por lo que debe recurrirse a teoria
de perturbaciones. La idea esencial de la teoria de perturbaciones es relacionar los campos inter-
actuantes ¢(z) con los campos libres ¢,; mediante un operador que realice una transformacion
unitaria. Consideremos la relacién entre campos interactuantes y campos asintéticos ¢, dada por

d(z) = U™ (1) ¢asU (1), (2.21)

asi como

w(z) = U= ()mas U (2). (2.22)

Buscamos relacionar los operadores de la teoria de campo libre, caracterizada por el hamilto-
niano

2Como ejemplo, consideremos el ordenamiento temporal de dos campos escalares ¢(x) y ¢'(y), el cual es definido
como

T(p(z)9" () = 0(x0 — yo)B(x)o" (¥) + O(yo — z0)d' (v) (), (2.20)

donde 6(zo — yo) es la funcion escalon de Heaviside dada por

_ 0 sizo<wyo
0(zo yO)f{ 1 sizo>yo.

De esta forma, los operadores de campo estan ordenados cronolégicamente del tiempo mayor al menor. Es posible
generalizar la expresion (2.20) para méas de dos operadores de campo.

14
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2.4. TEORIA DE PERTURBACIONES Y SERIE DE DYSON

Has = Has(qbaszﬂ-as)v (223)

con los operadores de la teoria interactuante, caracterizada por el hamiltoniano

H(¢,m) = Hy + H, (2.24)

donde Hj tiene la forma del hamiltoniano de la parte libre de la teoria y H; es el hamiltoniano de
interacciéon. En la imagen de Heisenberg se cumplen las ecuaciones de movimiento:

Oas(7) .
aTt() =1 [Has(¢asv 7Tas)7 ¢as] 3 (225)
Tr(lS x .
(r% *Z[Has(qsasv’]ras)y’]ras]a
para la teoria libre, y
O¢(x) _
i[H(¢,m), ¢],
o, ) (2.26)

5 = i[H(p,7), 7],

para la teoria interactuante. Se tiene entonces:

06us O )
50 = 5 UBe@)U™ (1)
_ A 06() ;1 oU—!
= 5 0 W+ U— U+ Ue(e) =
—1
aa[j HUG@)UTY) + U [H(g,m), 9] U + (Ugi)(x)U*l)Uagt ,
pero
ou~'  oUu. . _,
A T
por lo que
6 as aU _ i 3 - 8U B
aagU ¢CLS ¢as U +’LU[ ((;5,77)’(;5] []—1
8U
|: Bt ’ ¢as:| [H(¢a5’ ,/TO«S)v ¢as] )

donde ahora el hamiltoniano de la teoria interactuante esta expresado en términos de los campos
asintoticos. Se tiene:

0
|: B(t] 9 ¢a.s:| = _i {[H(Cbasa 7Tas)y ¢a5] - [Has ((basa 7Tas)7 (bas]}
—1 [HI (¢asa 71'as)a ¢as] .

Notemos que la parte libre del hamiltoniano de la teoria interactuante se anula con el hamilto-
niano de la teoria asintética, pues ambos estan expresados en términos de campos asintoticos. Asi
obtenemos:
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2.4. TEORIA DE PERTURBACIONES Y SERIE DE DYSON

UM 1y _
7U (t) = —iH(Pas, Tas),
acafiit) = —iHI(¢asa ’/TaS)U(t)V (227)

la cual es la ecuacion de evolucién temporal para U(t). La solucion de U(t) es esencial para el
desarrollo de la serie perturbativa. La ecuacion (2.27)) puede reescribirse como:

donde

AU (t,t')

también es solucién, y se cumple :

De (2.29) se ve que se satisface:

Considerando la condicion de frontera:

una solucion de (2.28) es:

o = tHi(fas mas)U(ET), (2.28)
Ut,t) =U®)U () (2.29)
Uit,t)=1 para t =t (2.30)
Ut,t")y =Ut, " U",t). (2.31)

lim U(t,t) = 1, (2.32)
Ult,t'y=1- i/ﬂt dt Hy(t1)U (t1,t"). (2.33)

Teniendo en cuenta que

podemos iterar:

t1
Ulty, )y =1 —i/ dto Hy(t2)U (t2, 1) para t; > to,
t/

Ut,t)y=1- z’/t/t dt1Hy(tq) {]1 —z‘/tl dtgH,(tg)U(tQ,t’)}

=1 7i/ dtlH] tl / dtl/ dtQH[ ( )U(tg,t/) para t; > to.
t/

Iterando n veces, se obtiene:

t
U(t,ty =1+ (— )/ dt1Hy(t) /dtl/ dto Hy(t1)Hy(t2)

tn—1
/ dtl/ dts.. / dt H[ tl H](tg) H[(tn) + ...,
t’ t’ t’
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2.5. TEOREMA DE WICK

con t; >ty > ... > t,. Introduciendo el ordenamiento temporal T se obtiene la expresion
o0

Utt) =3 (=i /t ity /tlldtg.../t/n_ldtnT(HI(tl)...HI(tn))

n=0
:g%(;!)" /;dtl /;dtg.../;dtnT(HI(tl)...HI(tn)), (2.34)

que podemos escribir de manera compacta como:

Ut,t)=T (e*iff/ dtHf(t)) : (2.35)

Es posible expresar al hamiltoniano de interaccion H; de la forma

H; = / d>zHy,

donde H; es la funcion de densidad hamiltoniana, por lo que el operador U(¢,t') se puede escribir
€omo

Ut ) =T (et Sl et o)) (2.36)

Usando las relaciones (2.29)), (2.31) podemos determinar la funcién de Green de n puntos para
campos escalares:

(0] T(Pas (1) Pas (er)e_if d%?—[;) 0)
(0] T (e~ d*=3r) |o)

e o SO [y d g (O] T(Gas(@1)- Gas (20)Hi (y1)-- Hi (ym)) [0)
S0 SO [ dbyn e dy (O] T(Ha (1) Hi (ym) 0)

siendo Hy (¢as, Tas) la densidad hamiltoniana de interaccidn o hamiltoniana de interaccion, la cual
se construye a partir de los campos libres o asintoticos. Esta expresion recibe el nombre de serie
de Dyson. La serie perturbativa permite establecer ciertas reglas de tipo general llamadas reglas
de Feynman, las cuales describen interacciones de 2 puntos, 3 puntos, etc., llamadas funciones de
Green vértice. En el célculo de las funciones de Green en la teoria se consideran las funciones
vértice como funciones de Green amputadas, es decir, no se consideran las patas externas de los
diagramas de Feynman.

(2.37)

3

2.5. Teorema de Wick

Podemos expresar a la serie perturbativa en términos de productos de propagadores y constantes
de acoplamiento a partir del Teorema de Wick. Este teorema establece que un producto ordenado
en el tiempo se puede expresar en términos de ordenamientos normales. Un ordenamiento normal
se define exclusivamente para campos asintéticos. Se denota por : : y se define como:

(9% (x) ¢ (y): = Colocar todos los operadores a a la derecha de los operadores af. (2.38)

En el caso de campos fermionicos, para cada permutacion impar se debe introducir un signo menos.
El teorema de Wick se puede establecer como:
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2.5. TEOREMA DE WICK

T(Pas(21) - Pas(Tn)) = : Pas(@1)..Gas(@n) =

+ [(0| T(¢as(x1)Pas(x2)) [0) : Gas(x3)...das(xr) : + Permutaciones|

+ [0 T(¢as (1) Pas(22)) 0) (O] T(Pas(23)Pas(24)) [0) = Pas(25)..-Pas(n) :
+ Permutaciones| + ...+

{ [<0| T(¢as ((El)(bas E$2

) (0| T(bas(®n—1)@as(xn)) |0) + Permutaciones], n par,
[<O| T(¢as(£1)¢as $2)) 0

T
(0] T(das(Tn—2)Pas(Tn-1)) |0) pus(x,) + Permutaciones|, n impar.
(2.39)

10) ...
10) ...

Considerando al estado del vacio en ambos lados y notando que

a(p)l0) =0, y  (0]al(p) =0,

se obtiene:

0, n impar,
0| T (¢as Qas(2n)) |0) =
(O aste2) @100 = { 3 5, 0 o012 0 O st 1)n) 0 e,
(2.40)
con 9, denotando el signo de la permutacién en el caso de fermiones.
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Capitulo 3

Renormalizacion de electrodinamica
escalar a orden de un lazo

La teoria de renormalizacién surge como consecuencia de las divergencias que aparecen en
Teoria Cuantica de Campos, las cuales deben ser sometidas a diversos procesos a fin de encontrar
un sentido fisico. El hecho de que aparezcan divergencias a partir de diagramas a orden de un
lazo significa que tanto los parametros como los campos que aparecen en la lagrangiana original,
son infinitos. A estas cantidades las llamaremos cantidades desnudas y las denotaremos con un
subindice p. Como consecuencia de las interacciones entre particulas, sus propiedades tales como
la masa o la carga eléctrica son redefinidas, de tal forma que al renormalizar los campos y los
pardametros obtenemos una teoria finita. El proceso de renormalizacién puede ser visto como el
vestir a una particula mediante las interacciones.

En este capitulo se analizan las divergencias que surgen en electrodindmica escalar, se presenta
el esquema de regularizacién que se usard y se renormaliza la teoria a orden de un lazo en el
esquema de renormalizaciéon conocido con el nombre de on-shell o fisico.

3.1. Divergencias de la electrodinamica escalar

En Teoria Cuéntica de Campos existen divergencias al calcular amplitudes de probabilidad en
diagramas a orden de un lazo, los cuales son diagramas conectados con un solo ciclo. Los diagramas
con lazos corresponden a las correcciones cuénticas de la teoria clasica, cuyas consecuencias se
manifiestan en fenémenos fisicos tales como el corrimiento de Lamb, la polarizacién del vacio o
el momento anémalo dipolar [9]. Dichas divergencias pueden ser ultravioletas (efectos de altas
energias o pequenas distancias), las cuales pueden ser tratadas mediante renormalizacién, o
divergencias infrarrojas (efectos a grandes distancias) que surgen como consecuencia de la ausen-
cia de masa en el fotén y las cuales suelen tratarse mediante la introduccién de una masa ficticia m..

En el calculo de diagramas de la teoria SQED podemos encontrar integrales de la forma:

\ — /
%y\ﬁ\/\}/ N / d*k1 d*ky - - - d*kr Pp(k) (3.1)
. = m2) () (K2)’ |
/ \ ’
ﬂ\/\/\/\/\/\’w\/g
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donde se tienen polinomios Pp (k) en el numerador que dependen de los momentos internos del lazo
segun la forma de los vértices. Para localizar los diagramas que son divergentes podemos realizar el
conteo de potencias de los momentos internos del lazo k que seran integrados. Siguiendo las reglas
de Feynman podemos localizar los diagramas divergentes al considerar el momento del lazo, de los
propagadores del foton, de la particula cargada y los vértices. Introducimos el concepto de grado
superficial de divergencia EI d, el cual se define como:

d = Ny, — Dy, (3.2)

siendo Ny las potencias del momento k en el numerador y Dy las potencias de dicho momento en
el denominador. Si d > 0 las integrales divergen. Las divergencias pueden ser de tipo logaritmica
(d =0), lineal (d = 1), cuadratica (d = 2) o de mayor grado.

Consideremos el anélisis de la teoria de electrodindmica escalar sin el término de interac-
cion A\(¢f$)2. Al determinar las reglas de Feynman (Seccién se tienen dos tipos de vértices:
el vértice de tres puntos (dos escalares un fotén) y de cuatro puntos (dos escalares dos fotones). En
nuestro andlisis de conteo de potencias consideremos tnicamente el vértice de 3 puntos, ya que los
diagramas con vértices de dos escalares y dos fotones pueden derivarse a partir de la contraccién
de diagramas con vértices de 3 puntos [5]. Usemos la siguiente notacion:

» F, = numero de lineas externas del escalar
» E, = namero de lineas externas del fotén

= [, = namero de lineas internas del escalar

» [, = numero de lineas internas del fotén
= V' = numero de vértices

= [, = nimero de loops

El vértice de 3 puntos tiene dos lineas escalares y una linea de fotén, por lo que tenemos las
relaciones:

oV = E, + 2I,, (3.3)
V =E, +2I, (3.4)

donde se han contado dos veces las lineas internas debido a que estan unidas entre dos vértices. El
ntmero de lazos es:

L=I,+1,—(V-1), (3.5)

donde el término entre paréntesis surge como consecuencia de las funciones ¢ en cada uno de los
vértices menos una funciéon § que representa la conservacion total del momento. EI numerador Ny
para esta teoria esta dado por:

Ne=4L+V, (3.6)

debido a las potencias derivadas del elemento d*k maés la contribucion del vértice de 3 puntos. El
denominador es:

!Llamado asi por la posible aparicion de subdiagramas divergentes en un diagrama que cambie su caracter
divergente
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Dy, = 2(I, + 1), (3.7)

por la forma de los propagadores del escalar y el fotén. De esta forma el grado de divergencia
superficial es:

d=4-E,—E,. (3.8)

Se deduce de esta relacién que los diagramas divergentes que encontramos a orden de un lazo
son: autoenergia del campo escalar, autoenergia del fotén, funcién vértice de tres puntos (dos
escalares un foton), acoplamiento de tres fotones, funcién vértice de cuatro puntos (dos escalares
dos fotones, cuatro escalares). Los diagramas con lineas externas escalares impares son descartados
por conservacién de la carga, diagramas con nimero impar de fotones externos son descartados
al poder cancelarse con diagramas con el flujo de la carga en direcciéon opuesta y la divergencia
en el proceso de dispersion de luz por luz se cancela por invariancia de norma. La divergencia
correspondiente a la funcion vértice de cuatro escalares no puede ser cancelada al renormalizar
los parametros de la carga y la masa, por lo que debe agregarse a la lagrangiana un término de
interacciéon de la forma A(¢T¢)? para que la teorfa pueda ser renormalizada [4,5].

3.2. Esquema de Regularizaciéon

El método de regularizacion consiste en aislar las divergencias de los diagramas. Existen dife-
rentes esquemas entre los cuales estan la introducciéon de un parametro de corte A en la integral a
resolver, por ejemplo:

/A d*k ) )
o @R = (= g —

donde el resultado obtenido depende del parametro A, el cual estd sujeto al limite A — co. El mé-
todo de Pauli- Villars consiste en la introduccion de particulas pesadas auxiliares a la lagrangiana.
La introduccion de estas particulas conllevan a la modificacion de, por ejemplo, el propagador del
foton:

1 1 1
k—pZtic  (k—pPtic (h—p?_AZtic

con A una masa muy grande. Podemos pensar al segundo término como el propagador de un foton
pesado ficticio, lo que nos permite tener una integral convergente pero dependiente de A. Una vez
evaluadas las integrales y redefinidos los parametros fisicos, al tomar el limite en el infinito, las
cantidades renormalizadas deben ser independientes de los reguladores, esto es, independientes del
esquema de regularizacion elegido. Sin embargo el uso de un parametro de corte puede no preservar
las simetrias de la teoria, mientras que el método de Pauli-Villars puede complicar los calculos. Se
usara el esquema de regqularizacion dimensional [15] (Apéndice , el cual, aunque no es intuitivo,
resulta conveniente, ya que preserva todas las simetrias de la teoria.

3.3. Lagrangiana renormalizada

La lagrangiana original o lagrangiana desnuda de la electrodinamica escalar estd dada por:

Lp = (Dpuop) (Dhés) — Vs (¢T37¢B) - iFBngu, (3.9)

donde
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A 2
Ve (¢ 08) = m% (shon) + = (shon) (3.10)
con
DB,u :8H —ieBAB#, (311)
FIY = gAY, — gv AL, (3.12)

la derivada covariante y el tensor de curvatura respectivamente. Esta teoria es invariante bajo los
grupos ISO(1,3) x Ug(1), ya que bajo el grupo de norma Ug(1) se tiene:

¢'(z) = e @ (),
¢ (z) = e @ gl (2),
1
Al () = Ay() + ~8,0(x),
Fl, = Fu.

(3.13)

Como consecuencia de las divergencias que surgen a partir de célculos de diagramas a orden
de un lazo, tanto los parametros de la teoria como los campos son infinitos. Podemos establecer
una relacion entre los campos desnudos y los campos renormalizados (finitos) mediante factores de
renormalizacién como sigue:

o5 = (Zy)" ¢ , Al =(Za)VA" | (3.14)

asi que la lagrangiana reescalada toma la forma

Ly =Z4(8,0)1(0"¢) +iepZs ZY* A, (81076 — 90" ¢1) + €22, 24 A, AP (91 )
ABZ2
4

Z
—mpZy(919) = =2 (6710)° — TP Fu F. (3.15)

Relacionamos al pardmetro ep que asociamos a la carga eléctrica desnuda con la carga eléctrica
renormalizada e mediante la siguiente relacion

epZyZY* = eZ., (3.16)

de tal forma que la lagrangiana toma la forma

2
Lo =75(0,6)'(0"0) + ieZ, Au(6106 — 60 61) + €75 A, AM(610)
¢

)‘BZ¢2>
4

Za

- m%Z¢(¢T¢) - (¢T¢)2 - TFNVFHV~ (317)

Ahora, un paso importante es dividir la lagrangiana desnuda en dos partes:

Lp=Lsorp + ﬁf?_ED

)

donde

Lsqrp = (D) (D) = V(6!,0) = {FuP" = 5(0,4")° (318)
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esta escrita en términos de solo cantidades renormalizadas, debido a lo cual recibe el nombre de
lagrangiana renormalizada; mientras que

L%“%ﬁA@@Wm@+umAAwm¢~MMM+é(gi—QAWM@W)

5 5 (3.19)
— 6 (810) = T (670)° = EL ",
es la lagrangiana de contratérminos, en la cual se han definido las siguientes cantidades
= — = — = 2 —
6A—ZA 1, (5¢ Z¢ 1, (5,\ )\BZ¢ )\, (320)

Se =Ze—1, 02, =m%Zy —m>.

El dltimo término de (3.18)) es el término que fija la norma. Surge como consecuencia de que,
dado que la teoria es de norma, el propagador del fotén no esta bien definido.

La lagrangiana renormalizada Lsgrp contiene los parametros fisicos m, e y A, mientras que la
lagrangiana LE?_ED contiene los contratérminos que absorben los corrimientos infinitos que existen
entre los parametros desnudos y los fisicos. La determinacién de estos contratérminos depende de
ciertas condiciones de renormalizacion, las cuales definen un esquema de renormalizacion. Una vez
determinados los contratérminos, las divergencias de la teoria deben desaparecer. La invariancia
de norma requiere que Z, = Z4, esto es, 0. = d4, ya que entonces la lagrangiana de contratérminos
Ef_?ED adquiere una forma similar a la lagrangiana renormalizada, es decir, es invariante de norma.
Que se cumpla lo anterior implica que debe existir una relacion entre las funciones vértice de los
acoplamientos ¢T¢ y ¢f¢y. A este tipo de relaciones se les conoce con el nombre de identidades de

Ward.

3.3.1. Reglas de Feynman

Las reglas de Feynman que surgen de la lagrangiana renormalizada Lsgrp son:

"""" T : ANAAANANNNNN, _ 18
p2 — m?2 A" A" p
. ¢ A" A"
\ /
X’ ¢,
Ay e
\ /
Y /
\ /
N /
AN /s
N /
N 9
v _ Y
N = —iA /N = 2ie Guv
7/ N / A
/ . / \
/ N s N\
// N ’ \
’ AN / \
p N / \
, N e \
Y \ / N
e ¢ ¢ ¢
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Al!

donde se ha tomado la norma de Feynman-'t Hooft £ = 1.

Las reglas de Feynman que surgen de la lagrangiana de contratérminos Lf ?_ED son:
aq q
- — —— e ——— 02 2 ; 2
5-- -3 =i(p~0p — O1) Y YWY = —i(9uvq” — qudv)0a
i A A"
AN ¢
N e
\ /
AN s
N /
N /
N\ /
N s
N s
ZQ
. )
@ = —10, ~A = 2ie (Ze - ) Juv
, N ; S ®
y \ 7/ N
/ N\ /s hY
/ N / N
/ N / N\
/ N s N
/s A
’ + 5\ /+ K
e "N é ¢,
A#
. /
h = —ie(p — p') 0.
Vs AN
e A
/s AN
/ N
/ N
/ N\
y) \
//p p \\

Notemos que los contratérminos aparecen como términos de interacciéon en la lagrangiana. Al
calcular las funciones de Green de la teoria de electrodindmica escalar a orden de un lazo, las con-
tribuciones de los contratérminos deben ser consideradas. Los contratérminos deben ser ajustados
de acuerdo con las condiciones de renormalizacion de tal forma que las divergencias ultravioletas
que aparecen en los calculos a orden de un lazo sean canceladas.
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3.4. Autoenergia del campo escalar

Definamos los diagramas irreducibles 1PI (one particle irreducible por sus siglas en inglés)
como aquellos que no pueden ser separados en dos al remover una linea interna. Las Figuras [3.]]
(a) y (b) ilustran los casos de un diagrama irreducible y reducible, respectivamente.

St
g,
S S

(a) Diagrama Irreducible (b) Diagrama Reducible

Figura 3.1: Tipos de diagramas

Denotemos por —il's la suma de todos los diagramas 1P més las contribuciones del contratérmino:

ir, I %+%++ -

la cual corresponde a la funcién de Green amputada de dos puntos del campo escalar. En la figura,
se han incluido las patas externas por claridad. El propagador del campo escalar completo se
obtiene incluyendo las patas externas, asi como propagaciones virtuales internas que pegan entre
si a dos funciones vértice de dos puntos. Esto es [9],

o o o.pr 1P 1PT
= i + . T T d& T T

5 (=iT2(p ))m

. 2
1 1 Ly (p?) T2 (p?)
TP —m? +p2—m2+ P —m2 + o
s
P2 —m2 P P? —m2
7 1

TP om?y ()

1)2 —m?2

T2 —m2 +p2—m

1
S -m2 =Ta(p?)

(3.21)

con m la masa renormalizada. Asi la funcion vértice de dos puntos renormalizada es denotada por
—il2(p), donde I'y(p) es dada, orden por orden, en la serie perturbativa. Se procedera a calcularla
a orden de un lazo.
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La funcién vértice renormalizada tiene la forma:
— il (p?) = —il3 7 (p?) —ilS™ (p?), (3.22)
con

05" () = —(0*06 — 07,) (3.23)

la contribucién del contratérmino, y

k Kk
A
Iy
—ily 7 (") = vy + +
M a_ , _ B>, _ _ _ __
b D P k¥p p P

la contribucién a orden de un lazo calculada con la lagrangiana renormalizada. En los diagramas
se han incluido las patas externas por claridad. Usando regularizacién dimensional (Apéndice ,
se tiene para el primer diagrama:

i) = (i E -y | él;i o
. (4%:)2 ot (1 R §> <41:L;)_(2_§) ’ (3.24)

donde p es la escala con unidades de masa que acompana al esquema de regularizaciéon dimensional.
Se introduce para corregir las unidades de las constantes de acomplamiento. Considerando e = 4—D
obtenemos:

ol

2

(1) A 2 € m B
-yl =- (47r)2m r (71 + 5) (47r,uQ) ’ (3:25)

Por otra parte, el segundo diagrama tiene la forma:

. A dP . —ig®B ) 7

—zrg ) = (n?)*~ 2 / (2m)D [—ie(k + 2p)a]k:2—79m3/[7w(k M 2p)ﬁ]m
— 222 % dk (k +2p)°
= W) / (2m)P [k2 = m2] [(k +p)? — m?]’

donde se ha introducido una masa ficticia m. para el fotén con el fin de regular las divergencias
infrarrojas. Introduciendo una parametrizacion de Feynman (Apéndice [A)), tenemos:

_D
2

e e ! mn?)? p,  (k+2p)
rs (4W)2r(2)/0 da—" 2 /d k[(k+l)2—A§]2’ (3.26)

1T 2

donde I = (1—x)py A3 = m?(1—x)—p*x(1 —z)+m2x. Haciendo el cambio de variable k — k —1
y desechando integrales de rango impar, ya que son cero por simetria, obtenemos:
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(4 2\2-L2 (1
/d:c Um) "= /de Ll )
™2 —A3)
2 2

: <;:;>2/de{< Dar (i) vasarr ()] (55) o

Para el tercer diagrama se tiene:

—iry) =

D _iqaB
—iFgB) — (MQ)Q—%/ d”k (226 QQB)L

(2m)P k? —m2
2ie(4 — € N
(<1 ) ( 4w2> . (3.28)

Si tomamos el limite cuando m., — 0, vemos que

—ir¥ =o0. (3.29)

Por lo tanto, el ultimo diagrama no contribuye a la funcion vértice.

La funcién vértice de dos puntos renormalizada I's(p?) toma la forma:

€ m2\ 2 o [} €
T2 (p?) =@mQP (-1+3) (4@) o || (2 g) a8 (-1 5)
+(1+ 2)2p°T (g)} (4?52) (%6, — 02, (3.30)

2
donde o = 7 es la constante de estructura fina.

Las condiciones de renormalizacion en el esquema on-shell o fisico que definen la masa fisica
estan dadas por:

Ty (p? = m?) =0,
dly . (3.31)
dp? o

p2=m?2

Notemos que en la expresion el polo se ha recorrido. Ya que se define la masa como el polo
del propagador, esto es, en p?> = m?, buscamos que la autoenergia evaluada en p? = m? sea cero
y asi preservar la masa fisica. La segunda condicién es consecuencia de preservar el residuo i del
polo. Con estas condiciones se determinan los contratérminos d, y 02,. De la segunda condicion de

renormalizacion se obtiene:

£
2

(5¢,:40;T/01dx{—x(1—x)(2—;—;(1+x)222%>+(1+m)2}1"<;)(4?52) . (3.32)

donde A% = (1 — 2)?m? + mm%. Por otra parte, de la primera condicién de renormalizacién se
tiene:
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B = —cnir (<145) (4%2)13 e {(2- ) mar (14)

- {m%(l — ) (2 - g - g(l —|—x)2212§)} r (;)} <4i§2> . (3.33)

Sustituyendo d,, 62, y reordenando términos, I'(p?) toma la forma:

Ty(p?) = ;“T/Olda:{— (2— %) AZD (—1+ %)

e )

ol

2\ "3
_ € 2 2 _ _ € 2
+ (2 2)(p m?)z(1 x)F( H2>}(4w2> } (3.34)
Sustituyendo las expansiones de las funciones Gamma y ( 4§52>_§, dadas por (Apéndice :
€ 2 €

r(5)=c-mw+0(3): (3:35)

€ 2 €
F(571>:7E+7E7170(§), (3.36)

A2 75_ € A2 €\2
<4w2> —1—210g(47w2 +o((3) ) (3.37)

en (3.34) y simplificando obtenemos la funcién vértice de dos puntos renormalizada en el esquema
on-shell:

Do) = /01 dx {[2(m2(1 —a) +m2a) + p*(32° + 1)] log (i)

:47T

DN po b

— (* = m*)a(l - 2)

m2(3 + 3x2 — 2z) + 2zm?
( ) AN (3.38)

A3

Se puede ver que no hay divergencias ultravioletas, ademés de que se cumplen ambas condiciones
de renormalizacion. Aun existen divergencias infrarrojas, por lo que atn es necesario preservar la
masa ficticia m., sin embargo el tratamiento de estas divergencias no serd abordado en esta tesis.

3.5. Autoenergia del fotén

Al igual que el propagador del escalar, definimos el propagador del foton como la suma de
diagramas irreducibles de la forma:

N IPENAY =i (g). (3.39)
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El tensor I1*”, el cual recibe el nombre de tensor de polarizaciéon del vacio, debe estar dado por
una combinacién lineal de los tensores g” y p*p”. Invariancia de norma requiere que I1#" satisfaga
la identidad de Ward:

qMH”V =0= qUHl“/, (340)

Esta identidad surge de la siguiente consideracion. A nivel del lagrangiano podemos ver que, por
invariancia de norma, la interaccién entre dos fotones debe estar dada por un término de la forma

F, F*W =24, (—g"O+0"0") A
hasta un término de superficie. El término entre paréntesis es transformado en el espacio de mo-
mentos como:

—g"O+0"0"  — g™ — ¢"¢",
por lo que el tensor de polarizaciéon del vacio debe ser, por invariancia de norma, de la forma:

1" (q) = i(q°g" — ¢"q")11(q"), (3.41)
siendo I1(¢?) la funcién de polarizacion del vacio. La expresion (3.41) cumple la identidad de Ward.

Como en el caso del propagador del campo escalar, el propagador completo del foton se puede
construir como sigue [9):

NN AV YV VYV VYAV VRaVAVAVE | >) RAVAVAVIRIGVIVE | >) [EAVAVE | ) RAV.VNT

—1ig —iGup ;. —ig
qzﬂv + qQMP [’LHPU] qu/ + ..
—ig —iGup 1. —1ig
= — + —FLi(¢*g" — ¢"¢") (")) —5% + ...
q q q
= Wy T AR TH(P) + 2 A, A TIX(6P) +
q q q

donde AP, =

q°qu
q2

APLAY, — (5,)0 B q”qa> (5% B q"qu)
¢ ¢

p p p
:5pV_qu_qgu+qgu:pr
q q q

podemos escribir

= _Zgz“” + % ( ) %)+ () + .. ]

:—Zgzﬂu+—f192W<p ) [1+ TI(?) +T1%(¢*) + ...]+iz‘f<apy—q2§”>

B % (5/)” - ngy> 1- H(qz) tE q° (q;gu)

~ i (o ) <7 (%) (342)
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Los términos ¢,q, pueden ser desechados debido a que al calcular elementos de matriz S en un
proceso dado, el fotén se acopla a una linea de campo escalar, esto es, el propagador siempre se
acopla a corrientes conservadas. Asi, como consecuencia de la identidad de Ward, podemos ignorar
dichos términos. Entonces, para propoésitos de calcular elementos de matriz S, podemos trabajar
con

VMVVEYVY g (3.43)
1 —-TI(¢?)]

Dado que II(¢?) es regular en ¢?> = 0, el propagador completo del fotén siempre tiene un polo en
¢®> = 0. Esto quiere decir que el fotén permanece sin masa a todo orden de la serie perturbativa.
Si el propagador est4 renormalizado, I1(¢?) contiene la contribucion del contratérmino.

Se procedera a calcular el tensor de polarizacién renormalizado a orden de un lazo, el cual esta
dado por:

i1 (q) = i1y (q) + 411E% (), (3.44)
con

1LY (q) = —i(¢*g" — a"4”)da (3.45)

la contribuciéon del contratérmino. Los diagramas correspondientes a la contribucién a orden de un
lazo son:

i (q) = VAV N L

H A / ’
— 4 q
kFq ANANNAAANNN
Para el primer diagrama se tiene:

) )
k2 —m? (k+ q)> — m?

W0) = (2% [ G loiet + 0 )—ie(2k +)"

_20,22-2 dk  (2k +q)*(2k + ¢)"
LI Fem e )

(3.46)

Por otro lado, el segundo diagrama toma la forma:

D .
() = (22 % [ L (giergry L
@) (2m)P k2 —m?

_ 2, 2y2-D dPk 29" [(k + ) — m?]
=0 [ o o il s (347

La suma de las contribuciones de los diagramas es:

I D m v _ iy 2 _ m2
Bl I T et I (3.48)

ie? L (dmp?)? (2k + @)"(2k + q)” — 29" [(k + q)* — m?]
v [ [ (k17 - B3

, (3.49)

12
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donde se ha realizado parametrizacion de Feynman, siendo | = zq y A% = m? — z(1 — z)¢%.

Haciendo el cambio de variable £k — k — [ y desechando integrales tensoriales de rango impar, se
tiene:

2 2— % AP kY 1—2 2 p v 2gHv 2 2 1— 2 _ 2
™ (g) /dx 23 /dD krE” 4+ (1 - 2x)°¢Mq 92[k +¢*(1 —2)* —m?]
P (2 — AZ)?
_ Zar(z)/1 (4mps2) % / — 5K —2((1 - 2)’¢* —m?)] g" + (1 - 22)*¢"¢”
dr o ir® (k2 — AZ)? :

(3.50)

donde se ha usado la relacién k*k¥ —
términos, se tiene:

ng - (Apéndice. Resolviendo las integrales y reordenando

T (q )—Z“T/ dr {—2(1 — z)(1 — 22)¢°g" + (1 — 22)%¢"q }r(z—) (ﬁ; >_(2_€).

(3.51)

Se puede ver que al resolver la integral del pardmetro z, es equivalente cambiar las expresiones
—2(1 —2)(1 — 22) — —(1 — 2z)2. Asi,

— /dm_gz o(a-2) (25) " e
= (q 9" = "¢ ) -i(q?), (3.52)

donde

T :——/ dz(1 — 22)? (2) (ﬁ; )_;,. (3.53)

Este resultado surge como consecuencia de la invariancia de norma (ver expresion (3.41))).

La funcién de polarizacién renormalizada es:

1

a € A2\ "2
H(qQ) — 1 i dl‘(l _ 21‘)2F (5) (471-52) —04. (354)

Notemos que en el propagador del fotén el polo de la funcién estd en ¢> = 0, lo que nos dice
que el fotén no tiene masa. Para preservar la masa nula del foton en la expresion , debemos
asegurarnos de que no haya ningtn otro polo debido a II(¢?), por lo que usaremos la condicion de
renormalizacién:

I(¢> =0) =0, (3.55)
de donde resulta que

2 5

54 =— 40; dx(lfo) F(e) (4’:” >_ . (3.56)

Sustituyendo d4 y usando los desarrollos dados por las ecuaciones (3.35)) y (3.37)) , la funcion de
polarizacién renormalizada es:
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1

a m?
(¢%) = 1 ), dx(1 —22)?log <n12—m(1—30)(]2>’ (3.57)

que en efecto no tiene divergencias ultravioletas, ademéas de que se cumple la condicién de renor-
malizacién establecida.

3.5.1. Polarizaciéon del vacio

En esta seccion se estudia el fenomeno de la polarizacion del vacio y la correccion al potencial
de Coulomb como consecuencia de considerar las contribuciones de los diagramas a orden de un
lazo en el propagador del fotén. Consideremos el proceso de dispersiéon ¢! — po!:

N / AN ~ Ve N s
~ e ~ ] I ~ I
Y x oy ! f oy f
~ s ; ~ Loy s ~ s 1 e2
PAACEINAVAYS 1 PAVAVAVIVIVAYS n VAV ES9ATAVS ~
s 1 - LN Iy LN Iy LN 2 _ 2 ’
Ed * « * « LY q 1 H(q )
I ~ e ~ e ~
; N ’ ~ ’ ~

donde II(¢?) es la funcién de polarizacién renormalizada dada por la ecuacion (3.57). Es posible
definir una carga eléctrica efectiva e.; dependiente del momento transferido ¢, la cual se puede
escribir como:

2 e

€ = T (3.58)

Las cargas estan rodeadas de una nube virtual de fotones, los cuales desaparecen y resurgen por
medio de la creacion de pares de particula-antiparticula (Figura [3.2). De manera analoga a un
dieléctrico que es polarizado por la presencia de una carga, podemos interpretar que el vacio es
polarizado, lo cual produce el apantallamiento de la carga. De esta forma, el valor de la carga cambia
segun la distancia en la que las nubes virtuales de la particula objetivo y la particula proyectil se
acerquen entre si, esto es, el valor de la carga aumenta conforme el momento transferido sea muy
grande (distancias cortas), mientras que disminuye a largas distancias.
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s ,CJ 1 6
W s
3 1

Figura 3.2: Polarizacién del vacio

De manera anéloga es posible construir la constante de estructura fina efectiva, la cual se escribe
como:

o

Qeff = 1— H(QQ), (359)

cuyos valores medidos experimentalmente son:

1 2
= =0
“ 7 137,03500008421) T T
1 2 2
a T28 aq = My,

donde myy es la masa del bosén W [25], lo cual nos muestra que la constante de estructura en
efecto depende del momento transferido.

Ahora analicemos lo que sucede con el potencial de Coulomb. El propagador completo del foton
con las contribuciones a orden de un lazo es dado por

. 2 ; 2
—i€? g —iGu e
D, (¢%) = = ( ) . 3.60
wlT) = 1-1(¢*)] ¢ \1-T(¢?) (3.60)
En el limite no relativista se puede tomar p = (Ep,p) ~ (m,p) y p' = (Ep,p’) = (m,p’), de
forma que ¢*> ~ —|p — p’| = —q?. El propagador del fotén en el limite no relativista ¢> ~ —q?, a

primer orden es:

- 2
igue
D;u/<_q2) ~ 22 [1 + H(_q2)} )

donde la funcién de polarizaciéon renormalizada (3.57) cuando g% < m? se puede escribir como:

a ! q’
I(—q?) %E/o draz(l—2)(1 - Qm)zﬁ

(0% q2

T120m m2?° (3.61)

Por lo tanto, en el limite no relativista, el propagador completo del fotén al considerar las contri-
buciones a orden de un lazo es dado por:

. 2 2
igue a q
D, (—q?) ~ 2 1+ = 1. 3.62

po (=) q2 [ 1207rm2} ( )

La aproximacion de Born [9] relaciona amplitudes de dispersion con el potencial mediante la si-
guiente expresion:

33



CAPITULO 3. RENORMALIZACION DE ELECTRODINAMICA ESCALAR A
ORDEN DE UN LAZO
3.6. FUNCION VERTICE

7(q) = i Doo(— / B e TxY (x), (3.63)

por lo que aplicando la transformada inversa de Fourier en (3.63)), sustituyendo la ecuacion (3.62))
y resolviendo la integral en el espacio de los momentos, el potencial de Coulomb es de la forma

V(x)z/ it e "% Doo(—q?)

(2m)?
iq-x «a )
—iq-x
[q2 T 20mm2 € ]

¢ [
[41 1207rm26( )]

_ [T + a&(x)} . (3.64)

30mm?

Como consecuencia de considerar las contribuciones de los diagramas a orden de un lazo en el
propagador del foton, existe una correccion en el potencial de Coulomb V(x). La primera parte de
corresponde al potencial de Coulomb debido a una carga puntual, mientras que la segunda
parte es una correccion analoga al término de Uehling en electrodindmica espinorial [9,[13], lo que
nos sugiere que la fuerza electromagnética es mas intensa conforme nos acerquemos a la carga. Sin
embargo, en electrodinamica espinorial la correccion al potencial de Coulomb es

« 402

V(x)gep = — [T + 5(X)} 7 (3.65)

157mm2

por lo que a pesar de que en ambas teorias exista un término de tipo Uehling que corrige el potencial
de Coulomb, estos son diferentes.

3.6. Funcioén Vértice

Ahora se estudia la estructura de la funcién vértice ¢T¢y a orden de un lazo, donde se toma la
corriente sobre capa de masa pero al fotén se le considera virtual.

p p'

—_—_— e — = — — > — = -

¢ ¢
q >A"

Figura 3.3: Funcién vértice de dos escalares un foton

Hasta orden de un lazo, la funciéon vértice esta dada por:

—iel'*(p,p’) = —ielt, (p,p') — el _;(p,p") — ieT:, (p,p'), (3.66)

donde la contribucién de nivel de arbol es

Iy (pp') = 0+ )", (3.67)
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mientras que la contribuciéon del contratérmino es dada por

Ty (p0") = (p+ ). (3.68)

Los diagramas correspondientes a la contribucién a orden de un lazo son:

k k
—iel'l_y(p,p') = a B + +
1—1 - > > = a_ ., _ —_- -
’ P kip T P —5 K¥p r I3
q ; "
q§u
N
+ kb Ykq
(N
S
p p

Antes de calcular los diagramas debemos ver la forma que debe tener I'*. Los tnicos tensores
disponibles son p* y p*, por lo que esperamos tener:

I'(p,p") = Alp+p")* + B(p — p")*.

Al contraer con g, = p,, — p;L por la identidad de Ward podemos ver que el primer término del lado
derecho de la igualdad es igual a cero. Sin embargo el segundo término en general no se anula, por
lo que debemos tener B = 0. De esta forma, esperamos tener un término de la forma:

I'(p,p") = F1 (¢°) (p+p)", (3.69)

siendo Fy (¢?) el factor de forma. Note que si Fy = 1 obtenemos la contribucion a nivel de arbol.

Se procede a calcular los diagramas que contribuyen a orden de un loop. La amplitud del cuarto
diagrama es:

D i )
zel"(4)#(p p) = (“2)2_% / (d kj?) (—id) k2 —m?2 [—ie(2k - q)”]m

2m) m

de 2k q)"
=e\(u / da:/ CAL (3.70)

donde [ = (1—x)qy A%, = m?—q¢?z(1—z). Haciendo el cambio de variable k — k+1[ y desechando
integrales tensoriales de rango impar se tiene:

4 2% 2 i
zeF()“( p)— ze)\ /dm ) /de:k2 mq

D
TS AL

_ (Z’;Q/Ol dx(1 — 22)g"T (2) (ﬁrif ) . (3.71)

Con el proposito de estudiar la estructura algebraica del integrando, considere el siguiente cambio
de variable:
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¥ =2z -1, z—1,2 =1 z2—0,2 — —1.

Sustituyendo se tiene A2 =m? — ¢?z(1 — z) = m? — %(1 — %), y entonces

e\ ¢ 1 o [(m?— ﬁ(l . :CIQ) -3
el Wy = - 22 p (£ “/ de' = 1 : 3.72
wel'y % (P p') (47)? (2) 9 1 ) 47 ( )

Ahora, note que el integrando es una funcion con la siguiente propiedad:

m? — ﬁ(l — %) i
_ 1
g(ﬂc’) =g ( Ar 2
m? — ﬁ(l — 1) ~#
_ 1
g(_x/) = < 477,“/2 - g(xl)a

esto es, es una funcion impar, por lo que

A ey [ (m e a7
e @iy oy __teA L€ u/ ' 1 —0. 3.73
€T 0 8) =~ (Q)Q LM drp? (379)

Por lo tanto, el cuarto diagrama no contribuye en la funcién vértice a orden de un lazo. La contri-
bucién a un lazo del primer diagrama tiene la forma:

ey / —7 7k : / 1 . / w
_zerg_)l (p,p') :(,UQ)Q 2 /W[—ze@p + k)ﬁ]m[—ze(Qk + 9 +p)"
m[—ie&p + k))* (m)

:_63(M2)2—%/ dPk 2k +p+p)* 2k -p+2k-p' + K +4m> - 2¢°)
(

oD (k2 —m2l[(k+p)? — mA(h+ )2 —m?] (3.74)

donde se ha agregado una masa m., para regular la divergencia infrarroja. Se ha usado la condicién
on-shell p? = p2 =m? y 2p-p' = 2m? — ¢2, siendo ¢ = p — p’. Por otra parte, la contribucién del
segundo diagrama es:

D ; i
—iel P (p,p') =(u?)*~ % / (gw)kj:; [—ie(2p + k)a]m[%ggw] <1€2_gni%>

—963 (22— % dk (2p + k)" (K + 2k - p')

) / @D I —n2|[(k+ p) —ml [kt g2 2] 7Y

mientras que la contribucién del tercer diagrama esta dada por:

D ; L
—z’eFf’j;‘(p, ) :(/L2)27% / (;lﬂ_)kD [—ie(2p" + k)ﬁ}mpi(gg#a} <l{;2—gaﬂi%)

o3 22-2 [ A7k (20" + k)" (k* + 2k - p)

=2e”(u”) / (2m)D [k2 — m%][(k )2 —m?|[(k+p)2 —m?] (3.76)

36



CAPITULO 3. RENORMALIZACION DE ELECTRODINAMICA ESCALAR A
ORDEN DE UN LAZO
3.6. FUNCION VERTICE

Asi, la contribucion a orden de un lazo es:

el N — e3(u2)2—% "k ™
Fl—l(P»P ) =e’(u”) / (2m)D [k:2 — mQ][(k —|—p) — mQH(k + )2 —m?]
_ ie3 (4mp?)?= Dy,
- (4W)2r(3) ins /d [(k+1)2 —AZ,]3 (3.77)

con | =ap+yp, A2, = A2, + m2z, A3, = —xyq® + m*(1—z)* y I, = fol dzdydz6(z +y+ 2z —1).
El numerador tiene la forma:

T =— 2k +p+p )2k -p+2k-p + k> +4m? — 2¢®) + 2(2p + k)" (k* + 2k - p')
+2(2p" + k)*(k? + 2k - p).

Haciendo el cambio de variable & — k — [, reacomodando términos e ignorando las integrales
tensoriales de rango impar, se obtiene:

e Arp?)?~% NH
—jeT™ ’:Zerl(“i/DiA .
L) = Gt O [ e A i
donde N¥* =TH(k — k—1):
1
Nt =Pz +1—ay(2+2)] —m?*(2+ 32— 2 )+k2<D>[D(2+z)2(1z)] (p+ )™

(3.79)

En N* se ha usado el hecho de que I, y A%U son invariantes bajo el intercambio de z por y, por lo
que las integrales paramétricas asociadas con los coeficientes de p* y p'* son idénticas. También se
han usado las relaciones k* k¥ — kzlg;u ,+1y+2z =1y la condicién de capa de masa. Resolviendo
las integrales se tiene:

e (A3,) "
My (pp) = — r()<Aﬂ> L6042 2+ 9] - I oy (3s0)

«
NP
dm 3v

con

fm = —m2(24 32— 2%), (3.81)
9 =¢*[z +1—zy(2+ 2)]. (3.82)

Asi, de las ecuaciones (3.67), (3.68) y (3.80), vemos que la funcion vértice hasta orden de un
lazo esta dada por:

T (p,p') = [+ f(¢°) + b)(p + 1), (3.83)

donde
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2 o € A%v - 1 fm + Yq
= 2plr(s S[6(142) — (2 _Im T 9a % 84
@) == =547 (3) <4M2> 5001+2) (24 2)] - = (3.84)
Comparando con (3.69), el factor de forma es:
Fi(q®) =1+ f(¢*) + 6. (3.85)

Fi(¢?> = 0) = 1 implica que e es la carga eléctrica a muy bajas energfas, es decir, es la carga
medida por la ley de Coulomb a grandes distancias. Para que esto se cumpla, la condicién de
renormalizacién debe ser:

T*(q =0) = 2p*, pH = p't. (3.86)

Aplicando la condicién de renormalizacion y despejando d., tenemos:

o« € ng S m2(2+ 3z — 23)
de =~ Ip{T (5) <47w2> S6(1+2) —e(2+2)] + ? (3.87)

donde A2, = m?(1 — 2)? + m, 2. Sustituyendo &, y reacomodando términos, se tiene:

I (p,p') = 1—%1,) %[6(1+z)—e(2+z)]F (%) <A3v> _ (As>

4 p? 4 p?
1 1 g
S
A311 A%v A3v

Usando los desarrollos dados por las ecuaciones (3.35) y (3.37), finalmente se obtiene:

} (p+p)". (3.88)

T (p,p') = 1+ f(@®)](p+p')", (3.89)

con

2 «a Agv 1
=— —] 31+Z lo = - — mT
f(q) p{ ( ) g( §v> AgvAgv [f Yy

(z+1 _xy(2+z)>Z§U} q2}. (3.90)
Esta es la funcion vértice renormalizada que resulta de usar el esquema on-shell o esquema de

renormalizacion fisico.

3.6.1. Comparacion entre Z, y Z.

Recordemos la estructura de la lagrangiana de contratérminos:

LIDEP —5,(8,0)7(0"¢) + ied A (oT0" ¢ — p0"p1) + €2 <Z - 1) A, AM(¢T9)

1 o
— 6 (810) = T (676)° = T EL ",
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la cual se busca que sea invariante de norma. Esto se cumple si 04 = d., esto es, Z. = Zy, de tal
forma que

L3P —5,(8,0)1(0"¢) + iedy A (oT0"d — 90" ¢1) + 54e2 A, A¥ (61 9)
5 )
- 572n(¢T¢) - Z)\((bf(b)Q - IAFNVFILV

o ]
=60(D,u) (D) = 67,(6'0) = 7-(619)” — T Fyu (3.91)

es invariante de norma, y en consecuencia se cumple identidad de Ward. Si este es el caso, la
. . —1/2

relacion entre la carga desnuda y la carga renormalizada toma la forma ep = Z, ' “e, lo que nos

dice que la renormalizacién de la carga eléctrica depende de la renormalizaciéon del campo de

norma y no de la particula que la porte, reflejando asi su caracter universal.

Estudiemos la funciéon de tres puntos mediante la identidad de Ward-Takahashi (Apéndice
[9]. Considere la relacion diagramatica mostrada en la figura:

P’y pioop

# q i i i

qu AVAVAV : =e | - 9
pi pl p'l

En términos de amplitudes, esto se puede escribir como:

1 i
- [—jeq, T* N—
pz _ m2 _ F(p) [ Zeq# (pvp )] p’2 _ mg _ F(p)

i i
= e —_ s
(p2 —m?—=D(p) p?—m?— F(p))
donde se han incluido las patas externas de los diagramas. En términos de funciones vértice, esta

expresion se puede escribir como:

/2

@I (p.p) = [p”* — m?] — [p* — m?] (3.92)

donde los términos entre corchetes son las funciones vértice de dos puntos con momento p’ y p
respectivamente. A bajas energias ¢ — 0 se tiene:

g =0, (3.93)

verificandose la identidad de Ward on-shell, es decir, cuando p? = m? = p’2.

Ahora veamos que se cumple identidad de Ward a orden de un lazo. Recordemos la forma de
5¢:

5y = :;T/Oldx{—x(l—x) (2—;—;(1+x)22§) +(1+x)2}F<;) (ﬁé) :
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donde A2 = (1 — x)?m? + xm%. Note que A3 = A% |.—, = A. Desarrollando d,4 en torno a los
polos, se tiene:

5¢:£T/Oldx{{i—log<4i2) —VE} (1+ 322) + 2(1 — z) [1+(1+x)2”ﬂ}. (3.94)

Por otro lado, notando que I, = fol dz(1 — z), renombrando z — x y sustituyendo los desarrollos
correspondientes en torno a los polos, d. toma la forma:

1 2 3
a 6 A m*(2 + 3z — z°)
O =— dz(l — - —3l1 — | - 1 — 2))+ ——= 5.
[ {2 = ston (o) <3| () - (o 2y 4 TR
(3.95)
Para que se cumpla la identidad de Ward a orden de un lazo buscamos que se cumpla:
0e = 04. (3.96)

Si resolvemos la integral de los coeficientes que acompanan a los términos % y v de los contratér-
minos d. y d4, se ve que se cumple:

6 ! 4 2 !
( - 3’YE) / dr(l —2?) = - — 2yg = ( — ny) / dz(1 + 32?),
€ 0 € € 0

por lo que debemos comparar el resto de las expresiones de d. y dy, esto es, se deben comparar

/Old:c(l—x){—(m+2)—310g(4732)(1+m)+W}

A o mir(l—x)(1+ )2
:/0 dx {x(l —1z) —log (47r,u2> (14 32%) + A ) (3.97)
o equivalentemente, se debe satisfacer
! A ) Yzl — z)(2? — 1)m? + 2z(1 — 2%)m2
2/0 dz log <47w2)(3:c -1 _/0 A . (3.98)

Consideremos la integral:

Z/Idx lo = (322 — 1)
0 & 4y '

Integrando por partes se tiene:

A —2m*(1 —x) +m?
u = log (47W2 ), du = A dx,
dv = 32% — 1, v=xz(x?-1).

1 1 2 2
A ) o, —2m*(1 —x) +m
2/0 dxlog(4ﬂu2)(3x —1):2/0 dx (1 — z°) A 2

/1 4x(1 — )(2* — 1)m? 4 22(1 — 2%)m2
= dx ,
0 A

que en efecto satisface (3.98). Por lo tanto 0. = 0y, esto es, Z. = Zy4, cumpliéndose la identidad de
Ward. Se puede demostrar que la identidad de Ward se cumple a todo orden de la serie perturbativa.

(3.99)
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3.7. Funcién Vértice de 4 escalares

Calculemos la amplitud de la funcién vértice de cuatro puntos mostrada en la Figura [3.4
Nuestra notacion y convenciones se muestran en esta figura.

¢, 9
AY /
\ /

PP
I
A 1
\ s
\ /
A
/ Y
/ Ay

/
/ A}
Y Yy

Figura 3.4: Funcién vértice de 4 escalares
Hasta orden de un lazo, la funcién vértice recibe las siguientes contribuciones:

— AL (s, t,u) = —iATe g (s, t,u) — iAT 1 (s, t,u) — iDL (s, t,u), (3.100)

con

Lei(sityu) =1 (3.101)

la contribuciéon de nivel de arbol, y

Lot (s t,u) = % (3.102)

la contribucién del contratérmino al vértice. Los diagramas que contribuyen a orden de un lazo
son:

¢\ k 45
\\pj /’h\\ p; //
“ 7 v
~ / A 4 D
~y ‘K/ _ 2272/61]{1_ 2 i)
,’/‘\ AN ()™ (27r)D( ! )(k+p1+p2)2—m2( ‘ )kQ—m2
B A AN
4" k4 PP St
D
2\2—L 42 d-k 1
_ 2\ . (3.103
() /(277)13 [(k 4+ p1 + p2)? — m?][k? — m?] ( )
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¢ . ) ¢
\s.pf E}/
/\\L/“
/ \ o p o [ dPk 1
R N A : 104
+P]p\\ f”( (M ) 2 /(27T)D [(k+p1 —p3)2 —mQ][lf2—m2] (3 0 )
~ //
Pz/,f/ \\tpg
¢1‘// \\¢+
P
g ~_ kD - ¢
N B
RN D . s
I3 T 2\2-L d”k . : ‘ ig
oo - —iA —ie(k + 2p1)a] —o—
PR, (1) 2/(27r)D( i )(k+p1)27m2[ ie(k + 2p1)a) =
gh - - - Aokn B \\¢f
P
[ .
T pa) =zl etk = 2p2)g]
n D o
2y2-2y2 [ 47k (k — 2p2)*(k + 2p1)a
T A (31
R o e = el
¢\\\ p KB _é__¢
\I\ /,// . pug_D de i _ig(lﬁ
o - 7 —IA —ie(k — 2p3)q
L 2% [ G5 N Gy el = 20—
P B kg __pi_¢f
Z .
et p)? —m? [—ie(k + 2p4) 3]
D (03
2)2- 3 )2 d”k (k +2pa)®(k — 2p3)a
T A (31
e e (2m)P [(k — p3)2 — m2][(k + pa)? — m2]k> (3106)
¢ ¢
\\\p] Ps(//
\X/
/ \\ de . B »
=P v P — 2\2—L )\ B g
’ \\\ (/j’) /(27T)D( 1 )(k—p4)2—m2[ Ze(k 2p4)a] k2
/ﬁ a
! k |
LP 2o+
# "
7: .
o) =z etk = 2p2)g]
228 g2 [ K (k — 2p2)° (k — 2pa)a
- A . 1
W [ s = e 107
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9, 9,
‘B Pl
l koo
QNN AN
\Gi /ﬁ/ de af
EPN, S —(2)2-% A k49 —1g
e = [ ) g e 2l
e
b p
¢1’// \\q§+
1 .
m[*w(/@ + 2p3) 4]
D «@
__ 2 2_%)\ 2/ d ]f (k‘—l—ng) (k+2p1)a . 3108
W5 | P [T p — [k + po)? — e 108
¢ I ¢
\\p] Pj(//
o~ . 2y2- D 1 dPk . o —igh° . 2 —ig*’
) = gy G Y (2i€%g,,
P . (n*)" = 2/(%)[,( ie gaﬁ)(k+p1+p2)2( 1€ 9p0) 3
//p p4 ~
A &) gt
de: 1
2)2-%39¢ 4D/ 1
D (k+p1+p2)2k? (3109)
¢\ ) ¢
S P P;(/
de 1
277 4
k+prp k 2 2¢ D/ Bl r—TL (3.110)
// \\
Py P
¢+{// \\\¢f
dPk —ig®r i
— " (2ie%g,p) 2 [—ie(k — v
27‘[‘) ( Ze gP )<k+p1)2[ Ze(k pl)a] k2 _m2
1g .
m[—w(k‘ + p2)s]
2\2—-D o 4 dPk (k+p2)?(k —p1)s
=— 22 . 111
R [ e e G
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D —iq%P i
2P 2 e) il
—iagbc
T etk —posl
_ 272-L2 4 d"k (k —pa)?(k + p3)o
=— (%) 2e / @)D (ot pa)2(k — ps2k2 —m?]" (3.112)

,igﬁcf _
W[—ze(k +p2)5]
_ 2\2-2, 4 dk (k +p2)?(k + pa)o
= (UA)* T2 / 2P 7p4)2(k27p2)2[k‘; ¥ (3.113)

—ig®P

W[_i@(k _pl)a}m
—ighe
Ty ek = p)s]
_ 22 [k (k—ps)7(k— 1),
=-Ww)Tee / 2m)P (k + p1)2(k + p3)2[k2 — m?]’ (3.114)
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VIR R
D - ' . o
s S gt [ z —ig"?
. : . (2m)D (k4 ps4)? —m? (k — p3)? —m? (k4 p1 — p3)?
R R TR
—igPT ‘ ‘
7[*16(271 +p3 — k)ol[—ie(p2 + pa + k) gl[—ie(k + 2pa),]
[—ie(2ps — k)]
:(uz)z—gez;/ A’k (p2+pa+E)*(p1+p3 —Fa
2m)P [(k + pa)? — m?][(k — p3)? — m?]
(2p3 — k)P (k + 2p4),
. 3.115
(k +p1 — p3)?k? ( )
P k
e VAVAAVAVAVEE
I % D ) ) -
k+P;: :k+P). :(MQ)Q_% / d”k (3 (3 —14g B
. A | . (2m)P (k+p1)? —m? (k +p3)? —m? (k +p1 + p2)?
L A
—igh® . . .
7[—26(/’€ + 2p1)pl[—ie(k + p1 — p2)al[—ie(k + p3 — pa)s]

[_ie(k + 2p3)a]
—(2)2- 2 et dPk  (k+p1—p2)’(k +ps — pa)s
=) / 2m)P [(k +p1)? = m?][(k + p3)* — m?]
(k+p1+p2)2k?

(3.116)

Las variables de Mandelstam son cantidades definidas en un proceso de colisién binario. Para
el proceso de dispersion descrito por la amplitud de la funcién vértice de 4 escalares, las variables
de Mandelstam son definidas de la siguiente forma:

s = (p1+p2)® = (p3 + pa)’, (3.117)
t=(p1—p3)® = (p2 —ps)* (3.118)
u=(p1 —P4)2 = (p2 —P3)2~ (3.119)

En general, las variables de Mandelstam cumplen la siguiente propiedad:

4
stttu=Y m, (3.120)
=1

donde m; son las masas de las particulas involucradas en el proceso de dispersién. En el caso de
la amplitud de la funcién vértice de 4 escalares, las variables de Mandelstam cumplen la siguiente
propiedad:

s+t +u=4m? (3.121)
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Aplicando parametrizacion de Feynman, haciendo el corrimiento ¥ — k& — [ y resolviendo la
integral en el espacio de momentos, se tiene para el primer diagrama:

4 2\2—
/ g 4T /de:
i Aiv )?

iA2 ! e\ (AL,
_(4@2/0 dzT (5) (47w2) 7 (3.122)

donde A3, =m?—sxz(1—x)y con s una de las variables de Mandelstam. Procediendo de manera
andaloga, para el segundo diagrama se tiene:

—z)\I‘ll)l

: 1 2 5
@) A e\ (Al
—iar®, = (47r)2/0 aar () (477;"" , (3.123)

donde Aiw = m? —tz(1 — x) y con t otra de las variables de Mandelstam. Haciendo uso del
programa FeynCalc [26], el tercer diagrama se puede escribir en términos de las funciones escalares
de Passarino-Veltman como sigue:

D
2y2-2

? (dmp
(471’) Z’]‘(‘%

+2(2m® — 5)Co(m*,m?,s,m?,0,m?)] ,

(3
—MFQZ =

im* [=Bo(s,m*,m*) 4+ 2By(m*,0,m?)

donde
1 1
B 2, m? :—/de
O(S;m ,m ) 7:71_2 [k‘Q—m2][(k+p1—|—p2)2—m2]’
—T / dx/de
i ]
4U1
1 1
B 2 2 - D
olm™, 0,m") =3 2/d " k2[(k +m)? — m2]
= d dD
2772 / x/ 4U1,]2’
con A4v , =m?(1 — x)%. Ademas,

1 1
2 2 2 2y _ L D
Co(m*,m*,s,m=,0,m*) = — /d k[kQme}(k+m)2[(k+p1+p2)27m2]
1 1
= =TI, | d°k—5—m—
72 (3) p/d k[ Azzlvg]37

con I, = fo dedydz6(x +y+ 2 — 1) y A, = m*(1 —x)? — yzs . Observe que las funciones By
tienen divergencias ultravioletas, sin embargo las funciones Cy son finitas en general. Resolviendo
las integrales en el espacio de los momentos, se tiene
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_g 1

‘ - 1 A2\ 2 A2
N (3) iXe? / € 4v, dv, 2
VSN IS r(=)1|2 N\ =3 —2(2m” = s)1,
Al (4m)% | Jo do (2) 4rrp? dmp? (2m” = 9) "AL,,
(3.124)

El cuarto diagrama es de la misma forma que el tercer diagrama (notar que ambos corresponden

al canal s). Asi,

e’ ! € Aj i A2 \7? 1
—ixr®, = dl“(f) o Sl ) Zw —202m? — 8)I,——5—
A (4m)2 ] Jo 3 4 p? 47 (2m” =) pAiUS
(3.125)
En lo que respecta al diagrama 5, se encuentra que
ie2 (42 2-L
—MF@I =— (24;)2 ( 772.;2 > in? [—Bo(t,m*,m?) + 2By(m?,0,m?)
+2(2m® — t)Co(m?,m?,t,m?,0,m?)] .
De manera analoga al diagrama 3 obtenemos:
i\e? ! € Af E A2 N\T? 1
—iar® — ! /dl“<f) 9 | o Y —202m? — ), ——— b |
P T T e Y e 2 Ay drp? (2m” =0l Af,,
(3.126)

donde A3, = m?(1—x)?—yzt. El diagrama 6 tiene la misma forma que el diagrama 5, pues ambos

corresponden al canal ¢, por lo que

2ire? | [ ¢ A3, 0\ P Az Nk 1
—iar®, = wr(5) 2l o) (o —22m? — t)I,——
A (4m)2 | Jo ) 4 p? 47 (2m ) YA
(3.127)
Por otra parte, la contribucién del diagrama 7 esta dada por
1 2ie*(4—¢) U ()22 [, 1
—iAl Y, :721‘(2)/ dx = /d k 5
(47) 0 im? (k2 — A2 ]
2iet(4—¢) (! ey (A2 \7F
29 ger <7) Zves ) 3.128
ey ) (5 .12
donde A% = —sxz(1 — ). De manera anéloga tenemos para el diagrama 8:
2iet(4 —¢€) ! e\ (A2 \F
—ir® =7/ aal (5) (2 129
A1 (4m)? 0 v 2 47 ’ (3 )
con A2 = —tz(1 — ). El diagrama 9 arroja una contribucién de la forma
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donde

1 1
B Ay S —
0(8,0,0) =35 / k2(k + p1 +p2)2’

—T / dx/de 5
R ]

1
2 2 2 ) — D
Co(m ,m*,s,0,m 70)_ 2/d ka[(k+m)2

(s

1
—m?|(k + p1 +p2)?

1 b 1

4.

con I, fo dedydzd(x +y + 2z — 1) y A}, = m?2? — syz. Resolviendo estas integrales en el
espacio de los momentos se tiene:

-4 1 A2 \ 8 A2 -3 1
; 9 _ te € Vss 4vqr 2
- = - s /0 daT (5) 1 (47w2) —2 <47w12) — (8m® = )L, 55—

dves
(3.130)
El diagrama 10 corresponde al canal s, por lo que
;4 1 A2 -3 2 —3
_irto — _ e /d r(f) 4 Zvee doy — (8m2 — )1
R ERCTORR U S GV R dmp? =y
(3.131)

Por otra parte, la contribucién del diagrama 11 se puede escribir como:

2iet (4ru2)?=%2 ir?
e T I [450(1.0,0) ~ 2Ba(oe?, 0.)

+(8m? — t)Co(m?,m?,t,0,m?,0)] .

—iar{t) = —

Note que esta expresion adquiere la misma forma del diagrama 9 cuando se intercambia s por t.
Por lo tanto, podemos escribir:

.4 1 A2 N\ % A2 -3 1
_aapy — e / daT (£ |4 Zvee DY —(8m? —t
A= (4m)2 ] Jo o (2) 4 p? 4 p? (8m 1 PAZ (0

4vee

(3.132)

con Aivct = m?2? — tyz. Por otra parte, el diagrama 12 corresponde al canal ¢ y la amplitud se

puede escribir como
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ol 1 A2 \ 2 A2 —% 1
—aar(?) = - / al (5) [4( ) —2( oy — (8m? — ) [~y —
A1 (4m)2 1 Jo 2 4 p? 472 (8m ) pA?cht

(3.133)

En lo que respecta a los diagramas de caja, la amplitud del primero de estos diagramas se puede
escribir en términos de funciones de Passarino-Veltman como sigue:

iet (drp?)> %, [4(4m? —s—t
(4w>2( e (4m2——t) (Bo(m?,0,m") = By(t,0,0)) = Bo(s,m*,m”)
2(32m* — 8m?(2
+4(2m? — 5)Co(m?,m?, s,m*,0,m?) — (32m im2( St+ t) + 3st)
mZ _

CO(m27m2at707m27 0)

—4(s — 2m?)2Do(m?, m? m? m?, s, t,m?, O,mz,O)] ,

donde la funcion escalar de cuatro puntos se define por:

1 1
D 2 2 2 2 t 2 0 2 0 :7/de
O(m ,m-o,m-,m-,s,t,m ,U,m-, ) im2 [k27m2](k+m)2[(k:+p1+p2)27m2](k+m)2
1 1
=—I'4)I e —
7;7_[_2 ( ) pd/ [k27A121,Ud1]4’

con I, = fol dwdzdydzd(w +z+y+2z—1)y A7, =m?*(1 —w —y)? — szz — twy. Resolviendo
las integrales en el espacio de los momentos, se tiene:

— Z)\F(lg) = ie4 /1 dxT (E) 4(4m2 — t) Aivl/ h — 4A3‘S o _ Aiul
1= (4m)? ) Jo 2 4m? —t 4 p? 4 p? 472

1 2(32m* — 8m?(2s + t) + 3st) 1 1
—4(2m? — 8)I —4(s —2m?)?I, ——— %
( m S) pA2 + 4m2 ¢t PAivct (8 m ) Pa (szdl)g

4’03
(3.134)

e

La amplitud para el segundo diagrama de caja es:

et (4mp?)> % A(4m? — s — t
re” (dmpt)" (—in?) M(Bo(m2,0,m2)—30(s,0,0))—Bg(t,m27m2)

_op _
A1 (4m)2  in% 4m? — s
2(32m* — 8m?(2t ¢
+4(2m? — t)Co(m?, m?, t,m?,0,m?) — (82m” — 8m” (2t + 5) + 35 )Co(mg,mQ,s,O,m270)

4m?2 — s
—4(t — 2m?)?Do(m?, m?, m?, m?, s, t, O,mZ,O,mQ)] ,
el cual puede verse que tiene la misma forma que los términos de la caja 1 intercambiando ¢ por

s, donde ahora

1 1
Do(m?,m?,m? m?, s,t,0,m>,0 2:7/de
o(m=,m=,m*,m*,s,t,0,m*,0,m") im2 k2[(k +m)?* —m?|(k + p1 + p2)?[(k + m)* — m?]
1 1 1 !
-~ T(4)] Ak ——s—7= o3
in2 ( ) Pd/ [k2 7A121Ud2]4 g2 Pd (Aivﬂy’
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con A3, |

se tiene:

g et / Caar (£ |2 s ) AL, T (AL
(4m)2 | Jo 2 dm? — s 47 4 p?

2

=m?(1—x — 2)? — szz — twy. Resolviendo las integrales en el espacio de los momentos,

% Ai/UQ
472

1 2(32m* — 8m?(2s + t) + 3st) 1 1
—4(2m? —t)I —4(t —2m?)?*I,, ———— b .
( m ) pAivs + 4m2 — s pA?LvCS ( m ) Pd (Aivd2)2

(3.135)

Considerando las contribuciones dadas por las ecuaciones (3.101)), (3.102)) y (3.122(3.135)), la
funcién vértice de 4 puntos toma la forma:

)\F(Sat, u) =+ )\F)\Z + )\F)\ + )\Fe4 + /\Fb -+ (S/\7 (3136)
donde

A2 ! € AZ, —3 A2, -3

Al == (47)? /0 del (5) [(4ﬂu;> * <47TM22) ’ (3.137)
Ae? ! A2, 3 A2\ 72 2 \7#

Al 4 dxT [ = 4 1/ o v . Vo h .
A (4 )2 ,/0 . (2> <47T/,L2 (47TM2> (47-‘-“2) + )\(S, ,'LL) )
(3.138)

no
N————
|
vl
_|_
7N
=~
= ‘SDM
o e
N———

4:64 1 € A 5 A?Lul, -3
T e /0 de AT (5) (47:#2 = <4w2 +hei(s,tu) o,

(3.139)

(3.140)

con u otra de las variables de Mandelstam y hy(s,t,u), hea(s,t,u), hy(s, t, u) funciones compuestas
por las partes finitas de los diagramas de orden ), e? sin cajas y los diagramas de caja respectiva-
mente.

Debido a que T' es una funcién de las variables de Mandelstam s, ¢, y u, debemos elegir un
punto dentro de la cinemaética del sistema para definir el parametro fisico A. Considerando que se
cumpla la ecuacion ((3.121)), elegiremos como punto cinemético el punto simétrico dado por
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4 2
50:t0:u0:§m.

(3.141)
Usando el esquema de renormalizacion on-shell o esquema fisico, demandamos que se cumpla

F4 (So,to,Uo) = 1, (3.142)

lo cual conduce a un contratérmino §, dado por

Sy =—Alyz — ATy — AT s — AT, (3.143)
donde
_ R N S R N N T
ALy = — daT ( - 2 3.144
A (4m)? /0 “ (2) <47Tu2 + 47 p? ’ ( )

T oy ' ¢ A2\ (A \ P (m2\ P
)\F :47 d F (*) 4 1/ _ V1 _ Vo h ’t ’ ’
’ (4m)? /o ! 2 <47m2 4 p? 42 + hx(s0, to, uo)

(3.145)

4et 1 € A2 —3 A2 —3 Ziv -3
— da AT (7) kY Bue | " - |
" (4m)? /0 v 2 <4ﬁu2 + 42 A2 + hes (S0, to, o)

(3.146)

a2\ * (Bz))?
—( 4’“) —( 4"“) + (0, to, uo) ¢ , (3.147)

con

Vet 3
x - 4
A%, =A%, =m?(l-2) Af,,, =m*[(1-—w—y)*— g(:cz +wy)|,
(3.148)
A3, =A%, =m? {(1 — )% — yz] , Af,=m? |(1—2—2)%— -(zz+wy)|,
A?,ts = %W = ——m?z(1 —x)
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Note que el intercambio de w <+ = y y <+ z no afecta a la integral I,,,, por lo que

Aj

>l
N
I

m? (1—w—y)2—§(xz+wy) .

vd1

Sumando la contribucion del contratérmino, haciendo los desarrollos en el entorno de los polos y
simplificando, se encuentra que la funcién vértice estd dada por:

T(s,t,u) = A+ A2 + Alx, + Alea + ATy, (3.149)
con
)\2 1 Zi Zi
Ay = — dxl Tdvy T vy 1
A (47r)2/0 x Og<Aim A (3.150)
Ae? 1 A2 A2
Aan =473 7, 2ol | a2z | (s tu) = halso,t 3.151
AR (47‘(’)2 { /0 X og(Aim Aiug + ,\(S» ,U) )\(80, OaUO) , ( )

1 A2 ZQ
2/ dx log # + hea(s,t,u) — hea (80, to, uo) ¢ s (3.152)
0

VUss Vts

4et
P
i T (472

AT 64 /1 d du 1 Azts + du 1 A’l%ss 21 Z%ts ngs
= €T O O — O e
ERNCTOER /Sl PRl Rl WV | Il R Ve *\&%., 5%,
A% A2
~log (M) + hy(s, t,u) — hb(So’to’UO)} : (3.153)
4711 4’[)2

El término de interaccion de la forma A\(¢!$)? nos permite introducir un nuevo parametro A que es
renormalizado de forma que el contratérmino correspondiente absorbe las divergencias ultravioletas
de la funcién vértice de cuatro escalares. Para lidiar con las divergencias infrarrojas se debe agregar
una masa ficticia m, al propagador del fotén. Dichas divergencias no fueron consideradas en este
analisis.

3.8. Funcién Vértice: 2 fotones 2 escalares

Calculemos la amplitud de la funcion vértice de 2 fotones y 2 escalares, como se muestra en la
Figura La notacién y convenciones que usaremos se muestran en esta figura.
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Hasta orden de un lazo, esta funcién vértice recibe las siguientes contribuciones:

2ie® TV (s, t,u) = 2ie’ Tt + 20T (s, t,u) + 2ie® %Y (s, t,u),

donde

es la contribucién de

A /¢
/
/
kf g//
/
/
\
A
kP
A
N
A vg

Figura 3.5: Funcién vértice de 2 fotones 2 escalares

Hyo v
Ft.l. -

nivel de arbol, y

Z2
= (3 -1) e

(3.154)

(3.155)

(3.156)

es la contribucién del contratérmino. Como consecuencia de invariancia de norma, y por tanto de la
identidad de Ward, se cumple la relaciéon Z. = Z,. De esta forma, la contribucién del contratérmino
en esta funcion vértice es dada por:

7 "y
]'—\c‘t. - (Segl ’

(3.157)

con J. el contratérmino previamente determinado al momento de estudiar la funcién vértice de 3
puntos (dos escalares un foton). Como consecuencia de invariancia de norma, el contatérmino .
debe cancelar todas las divergencias que surgan en la funcién vértice de dos fotones y dos escalares.
Por otra parte, los diagramas que contribuyen a orden de un lazo son:

3/’/¢
\F/ﬂ 2y2-2 " 2
~ = 2 2ie“ g ][—i
L = [ ity i
P, “\gﬁ'f

D yiy
2—262)\(/1,2)2_%/((1 k 9

2m)P [k = m?][(k — p1 — p2)? — m?]’

(3.158)
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AN e p -f .
1 .. 7 D d-k . .
B ol et / el kot k) el — ks + 1))
PN Ve S A
7 ) )

(k+k1)2 —m? (k—k2)?2 —m? k2 —m?

/ de (2k + k1 )" (2k — ko)¥
[(k+ k)2 — m2][(k — ko)2 — m2][k2 —m?]’

2

m\b

(3.159)
Avf\f\/%/\/\,,\ ek, H/’¢ .
| -~ -
R o=l =(u?)* % / @2n)D [—ie(k + k + ko)"][—ie(k — k1 + k)*][—i)]
sl Tl BT g
(k+ k)2 —m2 (k —k1)2 — m2 k2 — m?2
—e2\(u2)2 # / dk (2K + k2)¥ (2k — k)"
8 (2m)P [(k + k2)? — m?][(k — k1)? — m?][k? — m?]’
(3.160)
B
A Ak k+pj/ s
-7 o [ dPk , .
B R [ lielm k=) et + )]
PN kb & 5 _gt
2
[2ie?gH"] ‘ ! —Jap

(k+p1)?2—m2 (k—p2)?2—m2 k2
%/ deJ (k —2p2)P(k +2p1)s
[(k +p1)? —m?][(k — p2)? — m?]k?
(3.161)

dD

k. —ig i
2 2 pa ) 2 vp ap
2myp 2 e e — g =

D dPk g
[ o e = (3.162)
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dP —igap i

K2 (k+ k1 — pa)? —m?

k . valfo,;
2m)D [2ie?g"][2ie?g""]

—~

- _484(u2)2—%/ dPk 9" . (3.163)
(2m)P [(k + k1 — p2)? — m?]k?

dPk
2m)P

[2ic2g"|[~ie(—ps + k — po)P|[—ie(k — pa + k — pa + k2)"]

7 1 —1gag
(k —p2)? —m?2 (k+ kg —p2)? —m? k2
=2¢(u?)? "% / dPk (k — 2p2)"(2k — 2p3 + k2)"
@m)P [(k = p2)? — m?[(k + kg — p2)? — m?]k?’

(3.164)

dPk
2m)P

[2ie?g"|[~ie(=pz + k — p2)°|[~ie(k — p2 + k — pa + k1)"]

‘ i _igaﬁ
(k—pa)2 —m2 (k+ky —p2)2 —m2 k2
_D de,‘ (k_2p2)y(2k—2p2+k1)“
—0et (2123 / | |
) (2m)P [(k — p2)2 — m?][(k + k1 — p2)? — m2]k? (3.165)

dPk
2m)P

[2ie?g"*][—ie(—p1 + k — p1)°][—ie(k — p1 + k — p1 + k1)"]

‘ i _igaﬁ
(k—p))2—m2(k+k —p1)2—m2 k2
_D de (k_2p1)y(2k—2p1+k;1)ﬂ
—0et (2123 / | |
) (2m)P [(k — p1)?2 — m?][(k + k1 — p1)? — m?]k? (3.166)
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dPk

2m)D [2ie?g"*)[~ie(—p1 + k — p1)")[~ie(k — p1+k — p1 + k2)"]

i i —igas
(k=p1)? =m? (k+ky —p1)* —m?> k?
_D de’ (k’ — 2p1)“(2k‘ — 2p1 + ]{2)’/
—94(,2)2- 5 / ) .
W | eGP [ p)? -k + ke — i) e 16D

Aﬂw\/\/\;...k.i].cf ....... ]@’.
5 o [ dPk
ki ety 2Pt [ el kot k)il b )
Avw\/\/\}:.....‘...ﬁ. gt
k S
, . o
[—Ze(—pg + k — kz)ﬂ] [_’Le(k — ]f2 + k) ]m
) 1 _igaﬁ
(k+ k1)? —m? (k — k2)? —m? (k + k1 — p1)?
N / APk (2k + k1) (2k — ko)”
—Tew @m)P k2 — m2|[(k + k1)% — m?]
(k+ k1 +p1)*(k — k2 — p2)a
. 3.168
[(k — k2)?2 —m?2](k + k1 — p1)? ( )
Annhan, Kk B ¢
: b [ dPk
ket e N 7 / (2m)D [—ie(k + k + k2)"][—ie(k + k2 + p1)?]
i . P u
4 f\/\é\/\/\; s B ¢
[—ie(—pa + k = k1) )[=ie(k — k1 + k)] 57—
1 1 _igaB
(k+k2)2—=m? (k— k)2 —m?2 (k + ky — p1)?
R / APk (2k + k2)" (2k — k)"
—Tew @)D k2 — m2|[(k + k2)% — m?]
(k+ka+p1)*(k— ki —p2)a (3.169)

[(k = k1)? = m?]|(k + ky — p1)*

Definamos las variables de Mandelstam para el proceso de dispersién correspondiente a la
amplitud de la funcién vértice de 2 fotones y 2 escalares de la siguiente forma:
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s = (p1+p2)? = (k1 + ka)?, (3.170)
t = (ky —p2)® = (k1 — p1)?, (3.171)
u = (]{71 — p2)2 = (kg —p1)2. (3172)

Para este proceso de dispersion, las variables de Mandelstam cumplen la siguiente propiedad:
s+t+u=2m?2 (3.173)
ya que dos de las particulas involucradas en el proceso son fotones de masa nula.

Aplicando parametrizacion de Feynman, haciendo el corriemiento & — k + [ y resolviendo la
integral en el espacio de los momentos, se tiene para el primer diagrama:

012 — 226)\ /d (4mp 2)25/ 1
@ B [ k2 — Ap)?

2ie?\ ! Affer o
- v
(471')29 / del ( ) (47w ’ (3.174)

donde A}, = m? — sz(l —z) y con s una de las variables de Mandelstam. Haciendo uso del
programa FeynCalc, el segundo diagrama se puede escribir en términos de las funciones escalares
de Passarino-Veltman como sigue:

2

N w
22621"‘(‘2) 2 2 [BO(S m?, m?) (g’ kY EY) + — k4 kY Bo (0, m?, m?)
+C(0,0,5,m? m? m?) <2m29”” kY kY — —KVKS (4m® + s))] ,
con
1 1
Bo(0,m?*,m?) = dPk
0( , M, m ) 27_‘_2 [kg_mg][kQ_mQ]a
=T / dm/dD
e _ m2
Co(0,0,5,m? m? m?) :i/d% !
in? K2 — m2][k2 — m2][(k + k1 + k2)2 — m?]
1 1
=—T3)I de7,
i7T2 ( ) p/ [k’ A?;feg}

donde A2 fe2 = m? + s(1 — z). Resolviendo las integrales en el espacio de los momentos, se tiene

) 1 A2 —% 2\ "2
o2pur _ € A (E) Nz 7% H.v 4fel é v m
2ie’I'y) = (in)? /0 dzT 5 (g Skl k%) T2 + Skl kY g2

} . (3.175)

PAz

4m? 1
- (2m2g“” — T vkl — RERY (Am? + s)>
s s 4fe2
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Por otro lado, el tercer diagrama esta dado por:

- 2 A2 2—-L
20Tl = L AQ( )
(4m) T2

4 4
in? [Bo(s,mQ,mQ)(g“” — —K'EY) + KV kY Bo(0,m?, m?)
s s
Am? 1
+C(0,0,5,m? m? m?) <2m29”” — %k?k’g — ;k{‘ké’(4m2 + s))] :

Notemos que es la misma expresiéon que la obtenida del segundo diagrama, por lo que el tercer
diagrama se puede escribir como:

i€\ 1 ¢ 4 Az, 0\ oy m2 \ 2
e =14 daT (7) w_ Zppgy fe SRy
e (4m)? /0 ) (g s 2) 47 * s 172\ 4rp?
4m? 1 1
— (Qng’“’ — ﬂk‘fk‘; — — kMY (4m? + s)) IPAT : (3.176)
s s 1fe2

Al sumar las contribuciones de los tres primeros diagramas dadas por las ecuaciones ([3.174]), (3.175|)
y (3.176)), resolviendo las integrales en el espacio de los momentos y realizando los desarrollos en
el entorno de los polos, obtenemos la siguiente expresion:

. L 2ie?\ 4 y ! m? L 4m?
27,62F'L;\‘ :(47(_)2 {—Sklfkg /O dx log <A2> — <2m29“ — ?kl kg
4fel

1 1
——EFEY (4m? + s)> Iy———¢. (3.177)
S A4fez

Se puede observar que la suma de las contribuciones de los tres primeros diagramas es finita. En
efecto se espera este resultado, pues la contribucién del contratérmino no contiene un término A
ni es del mismo orden en el parametro e, lo que nos dice que el contratérmino debe anular las
divergencias que surgan en los siguientes diagramas.

Procediendo con el célculo de los siguientes diagramas, la contribucién del cuarto diagrama
estd dada por:

2ie’T) =
OO Tamp? Tirs

Resolviendo las integrales en el espacio de los momentos se obtiene la expresion:

2ie ! e AL\ P (AL 1
. 9 v v vyr 4fel 2
20T} =" /0 dar () |2 <4w2 | T —2(2m® = ), 57—

4vg

(3.178)

En lo que respecta al quinto diagrama, se encuentra que:
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4iet U (dmp2)2—% 1
2ie’TH = — T2 APk
e’ T 29 ( )/0 / (k2 — A?Lfe3]2

4ie* 1 6 A?Lf , -3
- _ pv € e
(477)29 /0 dxl (2) ( A2 J (3.179)

con A3, = m*(1 —x) —tz(l —x) y t otra de las variables de Mandelstam. De manera analoga
tenemos para el diagrama 6:

icrny = A / dar (5) = (3.180)
(©) (477)29 0 2 47 p? ’ '

con A, = m*(1—x)—ux(l—x)y con u otra de las variables de Mandelstam. Antes de trabajar

con los diagramas restantes, notemos que la contribucién del contratérmino es de orden e2, por lo
que dicha contribucién debe de anular las divergencias que surgan tanto de las contribuciones dadas
por las ecuaciones (3.178), (3.179) y (3.180]), como las contribuciones del resto de los diagramas de
orden e2. El contratérmino 6. desarrollado en el entorno de los polos es:

e [4 ! A3,
S :(477)2{6_2WE_/0 dx [3105; <47r:;2>(1—m2)+(x+2)(1—x)

m2(2+3xA—2$3)(1 —x)] } (3.181)
3v

Si sumamos las contribuciones de los diagramas dadas por las ecuaciones (3.178) a (3.180) y
desarrollamos en el entorno de los polos, se tiene:
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1
v v 6 2 1
I‘é‘476) :7(471_)29” {/0 dx [_e —|—g(4_6)(s,t,u)} —2(2m° — s)Ip—AQ }, (3.182)

4vg

donde g(4—¢)(s,t,u) es una funcion finita que contiene logaritmos.

Al introducir las contribuciones de los diagramas 7 al diagrama 10 en FeynCalc, obtenemos una
expresion que depende de los momentos externos, del tensor métrico g"”, de las funciones escalares
de Passarino-Veltman Ay, By y Cop, ademas de las variables de Mandelstam s, ¢t (diagramas 7 y 9)
y u (diagramas 8 y 10). Tanto los diagramas 7 y 8 como los diagramas 9 y 10 adquieren la misma
forma al intercambiarse ¢ por u. Nos interesa saber si no hay divergencias al sumar la contribucion
del contratérmino con los diagramas de orden e?, para ello recordemos que las divergencias estdn
en las funciones escalares de Passarino-Veltman Ay y By, por lo que estudiar los coeficientes de
dichas funciones nos ayudara a saber si las divergencias se anulan con el contratérmino. En general
la solucién de las funciones escalares Ag tienen la forma:

D D
(471-#2)2 2 Ao(m2)—(47rlu2)2 z 1 /dD 1
ins 0 ins im? k2 — m(Z)
1, € m2 \ 2
= —mil (—1 7) 0 : 1
—ym? + 2 ( 47w2) (3.183)
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mientras que la solucion de las funciones escalares By son dadas por:

(4mp?)?~% 2 o o (4mp?)*F 1 D 1
—F—8B p-,mg,m =~ D 2 Ak ——a—
iﬂ'g 0( 0 1) i?T% 271'2 [k,z _ A2BO]2
1 ! € AZB 3
- [ 4 r<7) 0 7 3.184
in? Jo ) (47ru2> ( )

donde A% depende de la parametrizacion de Feynman realizada. Usando las ecuaciones (3.35) a
(3.37), se tienen las siguientes expresiones:

€ m2\ 2 m €
() ()2 e () c0(3),
+2 (47'('/.LQ € 7B+ o8 4y A 2
€ A% 2 2 AQB €
() <2 () o)
2 (mﬂ) e B8 <4M2 T3

Centremos nuestra atencién en el término que contiene las divergencias: % A la suma de los coefi-
cientes de las funciones By se deben sumar los coeficientes de las funciones A (m?) multiplicados
por m?, ya que las soluciones de las funciones Ag(m?) involucran un factor m? (ver ecuacién
(3.183))). La suma de dichos coeficientes nos permite obtener el coeficiente de % Si bien las solu-
ciones de las funciones By estan integradas en x mientras que las de las funciones Ay no dependen
de z, note que al integrar los valores constantes y evaluarlas en los limites el resultado es la misma

constante, es decir,
1
2 2
- dr = —,
€ Jo €

por lo que sin problemas podemos sumar los coeficientes de Ag y By para obtener el coeficiente de %

Nombrando C;, , CiBO, i =7,8,9,10 a los coeficientes del diagrama 7 al diagrama 10 de las
funciones Ay y By respectivamente, la suma de los coeficientes de las funciones Ag y By para cada
diagrama es:

1
Ciag + Cig, = 5in*g"". (3.185)

Asi, al sumar las contribuciones de los diagramas del 7 al 10 y considerando el coeficiente del
término % dado por (3.185)), se obtiene la expresion:

2
e 4
F?71/—10) = (dm)? EQW + 9(7—10)(s, t,u) |, (3.186)
donde g(7_10)(s,t,u) es una funcién finita de la suma de las contribuciones de los diagramas
del 7 al 10. El coeficiente del término % es el tensor métrico g"¥, lo cual es lo esperado, pues la
contribucién del contratérmino d. es acompafnada del tensor métrico, por lo que esperamos que se
anulen los términos que contienen las divergencias.

En lo que respecta a los diagramas de caja, al introducir en FeynCalc las amplitudes correspon-
dientes se puede ver que ambos diagramas adquieren la misma forma al intercambiar la variable
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t por u. Haciendo el mismo analisis de coeficientes de las funciones escalares Ag y By para deter-
minar los coeficientes del término que contiene la divergencia %, obtenemos que la suma de dichos
coeficientes son dados por:

c c -2
Ciay + Clny =17 Guu, (3.187)

con C;AO, CJ?BO, j =1,2 los coeficientes de los diagramas de caja de las funciones Ay y By respec-

tivamente. Al sumar las contribuciones de los diagramas de caja y considerando el coeficiente del
término % dado por (3.187)), se obtiene la expresion:

v e? 4 .
F?u,m):—m ggu + 901,12 (s, t,u) |, (3.188)

donde g(11,12)(s,t, u) es una funcion finita de la suma de las contribuciones de los diagramas de caja.

Centremos nuestra atencién en los términos que contienen las divergencias en los diagramas,
es decir, en los términos que contengan a % Denotando por T'2" como la parte divergente que

contiene la contribucién del contratérmino dado por las ecuaciones (3.157)) y (3.181)), se tiene:

2
~ e

Hy
c.t. (477)29 € .

Por otro lado, la parte divergente de la suma de las contribuciones de los diagramas 4 al 6 dadas
p1s)

por la ecuacién (3.182), denotada por f‘(‘i’_ﬁ), se escribe como:

(3.189)

f“u” 62 l/6

— kv
(o =~ (3.190)

diagramas 7 al 10 dada por la ecuacién (3.186), la cual es denotada por g como sigue:

De manera analoga, podemos escribir la parte divergente de la suma de las contribuciones de los
19
(7—10)

2

« 4

uv € v

(7-10) = —(4 )29“ - (3.191)

Finalmente, denotemos por fé‘{’l 12) & la parte divergente de la suma de las contribuciones de los

diagramas de caja dada por la ecuacién (3.188]), la cual se escribe como:

2

AV __ ¢ uvg
F(11,12)* (4#)29 o (3.192)

Al sumar todas las contribuciones de las ecuaciones (3.189)) a (3.192) se obtiene:

2
A A - A e 4 6 4 2
| R 1 THY =g |-—=—4+ - —=| =0.

ct. T hu_ry T ls1) Tz (4@29 c e + c e

Podemos ver que en efecto las divergencias ultravioletas de los diagramas son canceladas por la

contribucion del contratérmino d., mismo que surge como consecuencia de invariancia de norma.

Por lo tanto, la funcion vértice de 2 escalares y 2 fotones renormalizada es finita a orden de un

lazo. Las divergencias infrarrojas no son consideradas en este analisis.
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis se ha presentado un estudio completo de la renormalizacién a orden de un lazo de
la electrodinamica escalar. A nivel de arbol, la teoria contiene interacciones de dos puntos ¢f¢ y
A, A,, de tres puntos ot ¢A,,y de cuatro puntos (612 y (;ST(;SA#AV, las cuales estan caracterizadas
por las funciones vértice Iy (p?) y IT*(q) = T(¢?)(¢?g"* — q*q”), TH(p,p) y T(s,t,u) y TH (s, t,u),
respectivamente. A orden de un lazo, dichas funciones vértice reciben contribuciones divergentes
de la lagrangiana renormalizada, LsgEp, las cuales deben ser canceladas por las contribuciones de
la lagrangiana de contratérminos ECS_?ED. Estas lagrangianas surgen de desdoblar la lagrangiana
desnuda original, £Lp, expresandola en términos de las cantidades renormalizadas ¢, A,, m, Ay e

y los contratérmiinos respectivos dg, 04, 82,00 Y Ot

S
Lp =LsqoED + LIQED

A 1 1
Lsqrp =(Dud)!(D"9) = m*¢le — J(816)° = LR P - 5

: (0,4,

LIPEP —5,(8,0)7(0"¢) + ied. A (¢T0"p — p0"d1) + €2 (Z - 1) A AR (o1 9)
0

é
- 572n(¢)T¢)) - ZA(¢T¢)2 - Z uVFlw~

Las divergencias ultravioletas que surgen a orden de un lazo son regularizadas mediante el esquema
dimensional.

Los contratérminos son determinados a través de las condiciones de renormalizacién, procedi-
miento que se conoce como esquema de renormalizacién. Aunque existen muchos de ellos, en esta
tesis se ha adoptado el esquema de renormalizacién on-shell o fisico, determinado por las siguientes
condiciones:

Fz(pQ = m2) = 07

&2 -0
2 9
dp »

2—m2

las cuales determinan los contratérminos d, y 02;
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que determina 6 4;

T*(q¢ =0) = 2p*,

la cual determina 6.; y

que determina Jy. Estas condiciones son suficientes para determinar todos los contratérminos aso-
ciados con los parametros fisicos, lo cual significa que la cancelaciéon de la divergencia asociada
con la funcién de cuatro puntos I'*”(s, ¢, u) debe estar garantizada por invariancia de norma. En
efecto, se demostré de manera explicita que se verifica la identidad de Ward

Se = b4,

lo cual implica que el contratérmino que cancela la divergencia de T'*(s,t,u) es justamente O,
esto es,

lo cual conduce a una lagrangiana de contratérminos que es invariante de norma en forma mani-
fiesta:

(. 0a da v
LZE"0 =05(Dud) (D"9) = 07,876 — L (810)* — L Fu P
La invariancia de norma, dada a través de la identidad d. = dg4, conduce, ademads, a la siguiente
relacién entre la carga desnuda ep y la carga renormalizada e:

_1
ep=2,"%e,

lo cual nos muestra que la renormalizaciéon de la carga depende de la renormalizaciéon del campo

1
electromagnético A%, = Z2 A", pero no de la renormalizacion del campo de la particula que lo
porta, lo que le da un caracter universal.

Otro punto a destacar es la importancia de la presencia del término %((ﬁT(b)Q en la teoria, ya que
si bien es cierto que este vértice no es generado via derivada covariante, éste recibe contribuciones
divergentes a orden de un lazo inducidas por los vértices de norma qSTqSAM y quqSAHAZ,, asi que su
presencia es necesaria para generar el contratérmino correspondiente.

Finalmente, el fenémeno de polarizacion del vacio y sus efectos sobre el potencial de Coulomb
fueron discutidos.
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Apéndice A
Regularizacion dimensional

En los céalculos a orden de un lazo nos interesa resolver integrales de la forma:

d*k 1
In :/WHfV_lDi’ (A1)

donde

D1 :kQ—mf
Dy = (k+p1)* — mj
D3 = (k+p2)2 —mg

Aplicando parametrizacién de Feynman podemos rescribir la integral como:

1 N 4
d*k _
In :F(N)/ dxy...drxyno (in—1> /W[l‘lDl +x2D2+...—|—xNDN] N, (A2)
0 i=1

La ventaja de usar la parametrizacion de Feynman es que siempre es posible reescribir el denomi-
nador en la forma [(k + [)?> — A%?]~", y aplicando un corrimiento en la variable de integracion la
integral toma la forma:

1 N 4
Iy = F(N)/O dz1...dz NG (Z_: ;- 1) / (37:54 & _1A2)N7 (A.3)

lo que nos permitira resolver la integral en el espacio de los momentos.

Para aislar las divergencias de las integrales de los lazos podemos usar el esquema de regulari-
zacion dimensional [15]. Este esquema de regularizacién consiste en suponer que la integral esta
definida en un espacio complejo de dimensiéon D, haciéndose manifiesta la divergencia en el limite
D — 4 en forma de polos. Mediante la regularizaciéon de la integral podemos extraer las partes
finitas y las divergentes y asi trabajar con estas. Para ello es necesario introducir una escala pu
con unidades de masa que nos permite corregir las unidades de las constantes de acoplamiento al
cambiar la dimensién. Después de realizar parametrizacién de Feynman se tendran integrales de
la forma:
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4—D D ru2)2—% D
IN:F(N)(M2)T[P/ (Zﬁ)’i) - _1A2) (47T) _IpT(N) (4 Zr% /(k2(iAk2)N’ (A.4)

con Ip = fo dzi...dxno (ZL 1% — 1) la integral paramétrica. También se pueden presentar inte-

grales tensoriales. Las soluciones de las integrales que aparecen en los diagramas de lazo son:

(471—/1'2)2_% dPL o - B B A72 _(2_%)
(V) iﬂ% / (k2 — A2)N — (=1)7 (A7) r (N 5 > <4ﬂu2) ’ (A.5)
7y 2 27% 2 2 —(2—%)
rN) . Zr% /de(]@ _kAQ)N = g(*l)Nﬂ(A%S*NF (N -1- 2) (4ﬁu2> .
(A.6)

Notemos que en (A.5) para N > 3 los resultados son finitos, por lo que es posible usar D = 4 (e = 0).

En el calculo de integrales tendremos expresiones de la forma:
dPk kokP
/ Sl ey (A7)
(k2 — AZ)N
con A un escalar de Lorentz a determinar. Para obtenerlo se debe contraer la expresién anterior
con gapa-

dPk k2
— af _
/m = Agapg™ = AD,

de forma que

de k2
-2 / (A.8)

dPkkekP dPk k2g~s
|4 EATE = D / s (A.9)

por lo que en integrales de esta forma es valido realizar el cambio:

k2 af
kert — 59

(A.10)

La expansion de la funcion T'(z) cerca del polo —n es:

(s —n) = (_nl!)n %-i-\I/(n-i-l)—%-O(z) ,

donde

1 1 1
Un+1)=9(1)+1+ 5t 3 + ..+ —, siendo ¥(1) = —yg.
n

Asi tenemos las expansiones:
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v

1

orevo(3)

€

)=

(2 ) +7E12O(2)’
By <4ﬁ;2>2:1_;1095(4?;2>+O((;)2)’

(ﬁ) 2‘(@%2) log <§z>+0((§>2>’

que son usadas en los resultados obtenidos tras usar regularizaciéon dimensional.
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Apéndice B

Identidad de Ward-Takahashi

Consideremos una amplitud de probabilidad M con n lineas escalares entrando y n saliendo.
Sean p; y ¢; los momentos entrantes y salientes respectivamente, la amplitud de probabilidad es
de la forma:

M(kapla s Pns gy -y qn) = /\/13/\/

.\
-~

Tsse T

p, L. B

La amplitud de probabilidad Mg representa la amplitud M sin el fotéon de momento k. Para
obtener k, M*" de M, deben sumarse sobre todos los diagramas que contribuyen a My, y en cada
diagrama sumar todas las posibles formas en las que el foton de momento k puede ser insertado.
De esta forma se tiene la identidad de Ward-Takahashi:

N (ql'l" qn?} (:‘llgq{k)/) \ (q1'|" qn)/
% A oa w A LY R
NS |

VY an
S ke | #VWY =S

555
5

)
inserciones Pan er/L % Van S TN m
< 4 N i < 4N
/ | 5 / | N\ / | N
(P, ...B) (p,...B,) (Pq-(PFK) )

donde el circulo sombreado representa cualquier diagrama que contribuya a la amplitud M.
Sumando sobre todos los posibles diagramas obtenemos:

kyMP(K,D1y s Prs Qs oo @) = ez [Mo(P1y ooy Drs @1y ooy @ — Ky o)

(2

—Mo(P1yees Di F Ry @1y e )] - (B.2)

Si la parte derecha de la identidad es igual a 0, se tiene como caso especial a la identidad de Ward.
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