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Introducciéon

Una medida se puede interpretar como el tamano de un conjunto y, por ello una medida se
puede ver como una generalizacion de los conceptos de longitud, area y volumen. La idea de asignar
un namero a un subconjunto de los nimeros reales fué la idea basica del concepto de la nociéon
de una medida. Esta idea atrajo a matematicos como Borel, Baire y Carathéodory. El primero
en incluir una teorfa general de medidas exteriores fué Constantin Carathéodory (1873-1950),
para asi dar un sustento a la teoria de conjuntos medibles y funciones contablemente aditivas.
En el trabajo de Carathéodory podemos encontrar muchos nuevos conceptos tales como la teoria
conjuntista de medidas y, la construcciéon de una medida exterior sobre todos los subconjuntos
de un conjunto dado y, de ahi elegir una clase de subconjuntos que satisfagan la propiedad de
aditividad numerable (conjuntos medibles). Este método es conocido como la construccion de
Carathéodory y en donde se obtiene el concepto de Medida de Lebesgue que es muy importante
en varias areas de la matematica y, en muchas aportaciones a la teoria de la axiomatizacién en la
Teoria de Probabilidades, dada por Kolmogoroff en 1933.

La Teorfa de la Medida tuvo un gran desarroll6 a finales del siglo XIX y a principios del siglo
XX, por Emile Borel, Maurice Fréchet y Johann Radon, entre otros. En los nimeros reales, la
funcion longitud ! de un intervalo acotado I con extremos r y s se define como I(I) := s — r. Es
natural preguntarse, jes posible extender éste concepto de longitud a subconjuntos arbitrarios de
R? Una respuesta a esta pregunta es lo que conocemos como la Medida Exterior de Lebesgue
originada en 1901. Al ano posterior a esto, se desarroll6 la integral de Lebesgue. Ambos conceptos
fueron incluidos en 1902 como parte del trabajo doctoral del matematico francés Henri Lebesgue
(1875-1941) mediante el titulo Intégrable, Longueur, Aire, siendo uno de los primeros en hacerlo
con formalidad y aplicarlo en una gran cantidad de problemas de Analisis Real y Complejo.
Henri Lebesgue primeramente, anuncié su trabajo de Teoria de la Medida e Integracién en cinco
articulos publicados a partir de junio de 1899 hasta abril de 1901 en la revista Comptes Rendu
de la Academia Francesa de Ciencias, en donde desarrollé las ideas de Borel sobre medidas con
gran transparencia y generalidad, he introdujo la Medida de Lebesgue axiomaticamente como una
funcion definida en los conjuntos acotados de la linea real en donde: La medida de un conjunto el
cual es la union finita o numerable de conjuntos disjuntos a pares, es la suma de las medidas de
ellos; dos conjuntos iguales tienen la misma medida; la medida del intervalo (0,1) es 1.

Se sabia desde esa época que la clase de todos los conjuntos llamados Lebesgue medibles tiene
la misma cardinalidad que el conjunto potencia P(R). Asi surge la pregunta natural: ;Esta familia
es igual al conjunto potencia de R? Un resultado debido a S.M. Ulam (1930), el cual asumiendo la
hipétesis del continuo, probé que esto es falso. Ahora, ;Qué logramos decir si no consideramos ésta
hipétesis? Por un lado podriamos intentar construir un subconjunto A C R tal que no es Lebesgue
medible, o asumir que si tal conjunto existe se obtiene una contradiccion. G. Vitali (1905), F.
Bernstein (1908), H. Rademacher (1916) y otros, asumiendo el Axioma de Eleccion construyerén
tal conjunto. Para su ejemplo Vitali emple6 la propiedad de la invarianza en translacion de la
medida de Lebesgue, en cambio que el de Bernstein aplica propiedades de regularidad. Por su parte
Rademacher prob6 que cada conjunto de medida positiva incluye un conjunto no medible. Como
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e Introduccion

en aquella época no se admitia el Axioma de Eleccién por no ser claro, Lebesgue no se atrevio a
aceptarlo. En el afio 1970, R. Solovay probo6 que si se incluye el enunciado “todos los subconjuntos
de R son Lebesgue medible” como un axioma de la Teoria de Conjuntos, éste es consistente
con los demaés, si no suponemos el Axioma de Eleccién. Actualmente sabemos que el Axioma
de Determinacion implica que todos los subconjuntos de los ntimeros reales son Lebesgue medibles.

Las medidas han sido muy importantes en las aplicaciones como en la Teoria de la probabilidad
y, en algunas otras areas de la ciencias exactas. Mencionaremos algunas importantes a continuacion:

a) La Medida de Dirac (fisica). En matematicas, una medida de Dirac asigna un tamafio a un
conjunto basandose tnicamente si dicho conjunto contiene o no un elemento fijo predeterminado.
Esto formaliza, de alguna manera, la llamada funcion delta de Dirac; la cual es una distribucion
introducida por primera vez por el fisico britdnico Paul Dirac y, como distribucion, define un
funcional en forma de integral sobre un cierto espacio de funciones. Esto es una de las herramientas
importantes en fisica y otras areas.

b) Las medidas de probabilidad. Actualmente el uso de la estadistica y probabilidad son muy
importantes en las aplicaciones politicas y sociales de un gobierno. Esto les permite actuar en
las deficiencias que se tengan en una poblacion y realizacion de presupuesto. La probabilidad
matematica es una parte importante de la Teoria de la Medida y, cada estudiante de la Teoria de
la Medida deberia tener conocimiento de los conceptos fundamentales y las especificas relaciones
de funciones de este tema. Ademas, la probabilidad ofrece un rango de ejemplos de la Teoria de la
Medida y aplicaciones en la matematica pura.

La idea basica de la construccion de una medida exterior radica en el uso de aquellos
subconjuntos cuyo longitud ya conocemos (en el caso de la medida de Lebesgue son los intervalos
semiabiertos). Posteriormente tomamos un conjunto arbitrario y lo cubrimos de manera numerable
con conjuntos cuya medida ya conocemos y sumamos las longitudes de todos los que componen
la cubierta. Esto nos aproxima al tamano que le queremos asignar al conjunto dado. El tamano
de nuestro conjunto sera el infimo sobre todas las sumas de las longitudes de los elementos de las
cubiertas numerables consideradas.

En esta tesis introduciremos medidas exteriores sobre los ntmeros reales por medio de
selecciones de dos puntos las cuales generalizan de manera natural la medida de Lebesgue en
los nimeros reales. Estas medidas se introdujeron de manera sistematica en el articulo [7]. Se
ha mostrado su efectividad en el entendimiento de los estudiantes de la nocién de medida en
cursos que se han impartido del tema. Con estas medidas se ha creado un tema relevante en el
area de la Teoria de la Medida y que por sus propiedades pretende dar resultados, ejemplos y
contraejemplos relevantes. Una cuestion interesante de estas medidas es que nos han llevado a
nuevas investigaciones sobre los temas de o-ideales de subconjuntos de los ntumeros reales (ver
[15]). Es por esto que en esta tesis se pretende hablar mas de las propiedades de estas medidas
y para que se tomen como notas para un curso basico de Teoria de la Medida. A continuacion
hablaremos de las selecciones de dos puntos para el entendimiento de esta introduccién.

Una funcion f con dominio en la coleccion de conjuntos de dos puntos de un conjunto dado X
y rango igual a X, se llama seleccion de dos puntos si la funcion evaluada en {z,y}, toma el valor
ya sea x o y para todo subconjunto {z,y} de X. En esta tesis, solo consideraremos las selecciones
de dos puntos de la linea real R. Un ejemplo clésico de seleccién de dos puntos nos lo da el orden
estandar de los ntimeros reales.

Las selecciones de dos puntos f nos definen un preorden « <y ysiysolosi f({z,y}) =z oz =y,
para todo subconjunto {z,y} de X. La topologia 7y generada por la seleccion de dos puntos f es
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la que tiene como subbase a la familia de todos los intevalos (+—,z);f = {y € X : y <y a} y
(,=)r={ye X z =<5y}

Las topologias inducidas por las selecciones de dos puntos han sido estudiadas por diversos
autores (ver por ejemplo los trabajos [18], [21], [20], [2], [14], [16], [11] ¥ [12]). Cabe mencionar que
en estas investigaciones citadas se han demostrado propiedades y se han descrito contraejemplos
que muestra la relevancia de estas topologias. Una investigacion a futuro es estudiar estas
topologias en relacién con las medidas que se obtienen con selecciones de dos puntos tal y como
se ha hecho en la Teoria de la Medida de Lebesgue en su relaciéon con la medida de Lebesgue.
Con este parréfo solo queremos mostrar la importancia de las selecciones de dos puntos en topologia.

El propésito principal de esta tesis es dar a conocer las nuevas medidas para que el alumno del
curso de la teorfa de la medida le interese y sea diestro en el manejo del concepto de medida. Para
iniciar este trabajo daremos los conceptos béasicos en el primer capitulo. En el segundo capitulo
intoducimos formalmente nuestras medidas exteriores donde mostraremos su propiedades bésicas,
nuevas propiedades, nuevos ejemplos que en conjunto son resultados interesantes como un tema
de la Teorfa de la Medida. Compararemos las propiedades de nuestras medidas exteriores con las
propiedades conocidas de la medida de Lebegue mediante varios ejemplos. De esta manera veremos
que nuestras medidas aparte que algunas de ellas se comportan como la de la medida de Lebesgue
otras se comportan de manera muy cadtica. Una cueston interesante de este tema es que se pueden
definir 2° medidas exteriores distintas de este tipo, y esto nos proporciona un sin fin de propiedades
analiticas diversas, tal y como se vera en este segundo capitulo. Actualmente en la Teoria de la
medida no se estudian las propiedades combinatorias de la familia de los conjuntos nulos de una
medida. Esto en un hueco en el conocimiento de los alumnos en la nocién de la medida. Por ejemplo
los alumnos no saben que esta familia forma un o-ideal, los cuales han sido ampliamente estudiados
dentro de la teoria de conjuntos. Es por esto que en el tercer capitulo hablaremos de la importancia
de los o-ideales de los conjuntos nulos de las medidas exteriores provenientes de selecciones de dos
puntos. Una propiedad que se probara es que la cofinalidad de un o-ideal proveniente de una de
nuestras medidas tiene cofinalidad < ¢. Probaremos que el Axioma de Martin nos garantiza que
cualquier o-ideal con cofinalidad < ¢ es el o-ideal de conjuntos nulos de una medida proveniente de
una seleccién de dos puntos. También mostraremos que la Hipotesis del Continuo es equivalente a
la existencia de una medida exterior especial definida mediante una selecciéon de dos puntos. Para
terminar este trabajo, en el cuarto capitulo, estableceremos relaciones para que dos selecciones de
dos puntos nos introduzcan la misma medida exterior.






Capitulo 1. Preliminares

El objetivo de este capitulo es dar las definiciones y los resultados fundamentales que seran
considerables y utilizados en esta tesis, donde algunos de estos seran enunciados brevemente pero
no obstante son igual de importantes, al igual mencionaremos notaciones y observaciones de algunos
conceptos.

0.1. Conceptos basicos

En esta seccion se presentan los conceptos de Teoria de Conjuntos y Teoria de la Medida que
nos serviran para desarrollar esta tesis.

0.1.1. Preliminares de Teoria de Conjuntos

Dado un conjunto X, denotaremos a la coleccion de los subconjuntos de X con P(X) y a la
cardinalidad de X con | X |.

Definicion 0.1. (i) Un conjunto o es un ordinal si y sdlo si es bien ordenado por €., y es
transitivo, es decir x € y implica x Cy, y si ¢,y € z entonces ¢ < y st y solo si x €, y es un
orden lineal.

(#9) Dado un ordinal o, definimos su sucesor como S(a) := aU{a}. Un ordinal o es un ordinal
sucesor si para algin ordinal B, se tiene que o = S(B). Todo ordinal que no es un ordinal
sucesor ni es el 0 se llama ordinal limite.

(#i1) Un cardinal es un ordinal que no es biyectable con ninguno de sus elementos. Un cardinal
se dice que es regular si no es el limite de menos que k cardinales menores que K.

Las letras griegas «, 3,7, 1, € y ¢ representaran nimeros ordinales. La letra griega w representa
el primer nimero ordinal infinito, asociado al conjunto de los nimeros naturales, y w; representa el
primer niimero ordinal no numerable. Ry y Ry son el primero y segundo nimeros cardinales infinitos.

La cardinalidad de la linea real (del continuo) se denotard por ¢, es decir, | R |= ¢ = 20,

Definicion 0.2. Para un conjunto infinito X y un numero cardinal x, definimos [X]N ={F C

X : | F |= &} y de manera similar definimos [X] Yy [X]ZK. Particularmente, dado un conjunto

distinto del vacio X,

[X]°={FCX :|F|=2},
es el conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de dos puntos de X.
A continuacion enunciamos lo que se conoce como una familia k-casi disjunta.
Definicion 0.3. Sea k un cardinal infinito.

1. Six,y C k, entonces diremos que © yy son k-casi disjuntos si y solo si | x Ny |< k.
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2. Sea A C [FE]H decimos que A es una familia k-casi disjunta (k-AD) si para cada A,B € A
distintos se tiene que | AN B |< k.

3. Decimos que una familia A k-casi disjunta en k, es mazimal k-casi disjunta, si no esta
contenida propiamente en alguna otra familia k-casi disjunta.

Observacion 0.4. I. Si A es una familia k-casi disjunta maximal tenemos que, para cada
B e [/ir" existe A € A tal que | AN B |= k.

II. Cuando k = Ry se escribird solamente familia casi disjunta en lugar de familia Ng-casi disjunta.
Algunos ejemplos de familias k-casi disjuntas son las siguientes.

Ejemplo 0.5. Sea k un cardinal infinito.

1. Una familia de conjuntos ajenos por pares es aquella donde cualesquiera dos elementos

. . . ., . . K 7. . .. .
diferentes tienen interseccion vacia. Si A C [I{] es una familia ajena por pares, también es k-casi
ajena.

2. Para k, existe una familia de P(A), ajena por pares y de cardinalidad k. En efecto: Si k > R
y A es un conjunto tal que |A| = K, como |A x A| = |A|, entonces existe una funcion biyectiva
f:Ax A— A. Sidefinimos B, = f(A x {a}) para cada a € A, entonces cada conjunto B, tiene
cardinal exactamente k. Ademds, A ={B, :a € A} es una familia de cardinalidad x formada por
conjuntos ajenos por pares.

3. Existe una familia casi disjunta y de cardinalidad igual a c¢. En efecto: Consideramos a R el
conjunto de los numeros reales con la topologia usual. Como Q es numerable, solo bastard construir
una familia A C P(Q) que satisfaga las condiciones de la definicion 0.3. Puesto que Q es denso
en R, para cada r € R\Q eziste una sucesion A, C Q que converge a r. Sea A= {A, :r € R\Q}
entonces, A es una familia casi disjunta, ya que, sir,s € R\Q, y suponemos que | A, N A |= Ny,
podemos construir por recursion una subsucesion de A, que converge a s, y por ser R un espacio
métrico tenemos que r = s. Por lo cual, sir,s € R\Q son distintos entre si entonces, A, y As son
casi disjuntos. Por iltimo notemos que si r € R\Q, dado que A, C Q, tenemos que | A, |= Ry, lo
que implicaria que A tiene cardinalidad 2%°.

0.1.2. Medida Exterior

Enseguida se definirdn conceptos importantes de la Teoria de la Medida, tal y como lo es la
siguiente definicion.

Definiciéon 0.6. Sea X un conjunto. Una medida exterior es una funcion p : P(X) — [0, +o0]
que cumple las siguientes condiciones:

(1) u(0) = 0.
(2) Monotonia: Si A C B, entonces u(A) < u(B).

(3) Subaditividad: Para toda sucesion (Ay,)nen en P(X) se tiene que

u( U An> <> (A

neN neN

Un ejemplo de medida exterior es la siguiente, la cual también es considerada como la més
simple.
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Ejemplo 0.7 (Medida Exterior Nula). Dado un conjunto infinito X, definimos u(A) = 0 para
todo A € P(X).

A continuacion enlistamos méas ejemplos de medidas exteriores.
Ejemplo 0.8. Para cualquier conjunto infinito X, definamos
0 st A =10,

n(A) =
+oo si A#0D.

Ejemplo 0.9 (Medida de Contar). Para cualquier conjunto infinito X, definamos

|A| st A es finito,
n(A) =
400 si A es infinito.

Ejemplo 0.10. Para cualquier conjunto infinito X, definamos

0 si A es numerable,
v(A) =

+o0o  si A es no numerable.

En el siguiente ejemplo, se extiende el concepto de longitud de un intervalo a subconjuntos de
R maés generales. De igual manera estara familiarizada con nuestra definicién de medida exterior
mediante selecciones de dos puntos (ver el siguiente capitulo).

Ejemplo 0.11 (Medida Exterior de Lebesgue). La medida exterior de Lebesgue de A C R es

AA) = mf{z by — an|: AC U(an,bn]}.

neN neN

Claramente A\(R) = 400 y si C es el conjunto de Cantor entonces A(C) = 0.

Ejemplo 0.12 (Medida Exterior de Borel-Stieltjes). Sea f : R — R wuna funcidn mondtona
creciente continua por la derecha. La medida exterior de Borel Stieltjes en R generada por la
funcion f es

Ar(A) :an{z |f(bn) = flan)| - AC U(ambn}}a

neN neN
para cada A C R.

0.1.3. o-Algebra y Medidas

Los siguientes conceptos nos ayudaran para definir los espacios de medida. Se mencionan algunas
propiedades relevantes de los o-algebras y medidas que tendran mucha relevancia en la construccion
de nuestras nuevas medidas y sus respectivos resultados.

Definicion 0.13. Una familia A C P(X) se llama una o-algebra si
e X c U,
e si Ac A, entonces X\ A€ A, y
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o si{A,:n €N} CA, entonces |J, oy An € A.

A continuacion se enuncian algunos ejemplos de o-algebra.
Ejemplo 0.14. Para cualquier conjunto no vacio X, {X,0} es una o-algebra.
Ejemplo 0.15. P(X) es una o-algebra.

Ahora se daré la definicion de medida la cual es relevante para esta tesis.

Definicién 0.16 (Medida). Dada una o-algebra A, una medida es una funcién p: A — [0, +00]
que cumple las siguientes condiciones:

e u(0)=0,y
o Aditividad: Si {A,, : n € N} son disjuntos entre si, entonces

u( U An> = u(An).

neN neN

Algunos ejemplos de medida son mencionados enseguida.
Ejemplo 0.17. La medida exterior nula.
Ejemplo 0.18. La medida de contar (ver ejemplo 0.9).
Ejemplo 0.19. La medida del ejemplo 0.10.
Al par (X, A) donde X es un conjunto de R y A es una o-algebra, se le llama espacio medible.

Definicion 0.20 (Espacio de Medida). Si A es una o-algebra y una funcion p: A — [0,4+00] es
una medida, a la terna (X, A, 1) se le conoce como un espacio de medida.

La siguiente definicién es muy ttil y nos facilitaréa el estudio de nuestras nuevas medidas.
Definicién 0.21. Sea p: P(X) — [0, +00] una medida exterior y A C X.

s Decimos que A es medible si para cada B C X se cumple que
w(B) = (AN B) + u(B\ A).

w Siu(A) =0, entonces decimos que A es p-nulo (o nulo).
Notacién 0.22. M, :={A C X : A es medible}.

Observacién 0.23. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Para cualesquiera conjuntos A, B C X,
se tiene que B = (BN A)U (B\A). Asi podemos decir que siempre sucede que

w(B) < p(BNA)+ p(B\A).

Entonces para ver que un conjunto A sea medible basta demostrar que para cualquier conjunto
B C R se cumpla que
u(B 0 A)+ u(B\ A) < u(B).

Los siguientes conjuntos son los ejemplos mas simples de conjuntos medibles.

Ejemplo 0.24. Para cualquier (X, A, u) espacio de medida tenemos que:
X, 0eM,.

Teorema 0.25. Si p: P(X) — [0,+00] es medida exterior, entonces



6 Capitulo 1. Preliminares

1) M, es o-algebra.

2) (X', My, pyy,) es un espacio de medida.
Notacion 0.26 (Conjunto Nulo). N, :={A C X : A es nulo }.
Ejemplo 0.27. 0 € N,,.
Ejemplo 0.28. Si pu es la medida nula, entonces N,, = P(X).
Observacion 0.29. N, C M,,.

Demostracion. Sea A € N, y sea B C R un conjunto cualquiera.
Por un lado, tenemos que BN A C A de esto se sigue que 0 < u(BN A) < u(A) =0y que
w(B\A) < p(B). Asi, también tenemos la desigualdad

w(BNA)+u(B\A) < pu(B).
Y ademaés por otra parte por la observaciéon (.23 tenemos que
w(B) < p(BNA)+p(B\ A).

Por lo tanto, A es medible. |

0.1.4. o-Ideal

Las siguientes definiciones y propiedades enlazan a nuestras nuevas medidas exteriores con la
teorfa de conjuntos.

Definicién 0.30. Sea X un conjunto infinito. Una familia T C P(X) se llama ideal si
(a) D .
(b) SiAeI yBCA, entonces BeT.
(¢) T es cerrado bajo uniones finitas.
Un ideal T se llama o-ideal (P-ideal) si es cerrado bajo uniones numerables.
Algunos ejemplos de ideales son:

Ejemplo 0.31. {0} y P(X) son ejemplos triviales de o-ideales.

Ejemplo 0.32. Si X es infinito, entonces [X] < es un ideal Y [X] = o5 un o-ideal.

A continuacion veremos que las medidas exteriores nos proporcionan mas ejemplos de o-ideales.
Teorema 0.33. Sip: P(X) — [0, +00] es una medida exterior, entonces N,, es un o-ideal.
Demostracion. Veamos que se cumple cada inciso de la definicién 0.30.

(a) Claramente § € N,,.

(b) Si B €N, y AC B, entonces por la monotonia de p, se tiene que 0 < p(A) < p(B) <0, asi
que A eN,.

(c) Sea {A, :n € N} C N,. Entonces por la o-subaditividad de p tenemos que pu( U, ey An) <
Y onen H(An) =0, luego se tiene que |,y An € N,

Asi, por lo tanto NV, es un o-ideal. |
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Para establecer algunos resultados del capitulo 3 necesitamos la siguiente operacién de ideales.

Definicion 0.34. La suma de dos ideales T y J es:
ITeJg={IuJ:I1e€TyJeJ}

La suma de dos ideales Z@® J es también un ideal. Més atin, si Z y J son o-ideales, entonces Z® J
es un o-ideal. En efecto:

(a) Es evidente que ) € Z&® J, pues Z y J son o-ideales.

(b) SiBeZdJy AC B, entonces A C IUJ para algunos [ € Zy J € J. Luego, como
A=(ANnT)U(ANJ), tenemos que A€ Td J,yaque (ANI)eZy (ANJ)e J, debido a
que Z y J son o-ideales.

(¢) Sea {A, : n € N} C ZT& J. Entonces tenemos que para cada n € N, A,, = I, U J,, para
algunos I, € Ty J, € J. Luego, puesto que Z y J son o-ideales tenemos que |J, . An =

Unenn U Jn) = (UpenIn) U (Upen Jn) €6 J.

0.2. Selecciones de dos puntos

Las selecciones de dos puntos en los ntmeros reales son parte fundamental de esta tesis, ya que
nos ayudarén a construir nuevas medidas exteriores sobre los ntimero reales, como se veré en los
capitulos siguientes.

0.2.1. Definicién de seleccién de dos puntos

A continuacion empezaremos definiendo lo que es una seleccién de dos puntos.

Definicion 0.35. Una seleccion de dos puntos en un conjunto infinito X es una funcion [ :

[X]2 — X tal que f(F) € F para cada F € [X]z.

Nuestras selecciones de dos puntos seran solamente sobre los nimeros reales, por lo cual se
omitira el conjunto en donde estan definidas.

Enseguida damos la definicion de seleccion de dos puntos opuesta a una seleccion de dos puntos,
la cual utilizaremos para varios ejemplos y demostraciones dentro de los siguientes capitulos.

Definicion 0.36. Si f es una seleccion de dos puntos, entonces f~ se define como

f~{z,y}) = x si y sdlo si f({z,y}) =y.

A f~ sele llama seleccion de dos puntos opuesta a f.

0.2.2. Pre-orden inducido por una selecciéon de dos puntos

Ahora daremos ejemplos de selecciones de dos puntos que ayudaran a empatizar mas con la
definicion de la misma y a la vez nos llenara de ambicion sobre sus diversas caracteristicas.

Ejemplo 0.37. Un ejemplo de una seleccion de dos puntos es la seleccion de dos puntos Euclideana
fE: [R]2 — R dada por
fe{z,y}) = siy solo si x <y,

para cada par {x,y} € [R}z.

La siguiente definicion es sobre el pre-orden que inducen las selecciones de dos puntos.
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Definicién 0.38. Si f : [X]2 — X es una seleccion de dos puntos y dados x,y € X, entonces
definimos ¢ <y y st y solo si f{z,y}) =2z, yo <fysiz=y dx<yy.

Observacién 0.39. En general, esta relacion <y es reflexiva, antisimétrica y lineal. Sin embargo,
puede fallar la transitividad.

El siguiente ejemplo muestra la no transitividad de esta relacion.

Ejemplo 0.40. Definimos la seleccion de dos puntos f : [R]2 — R por

2 six=1yy=2,
f{z,y}) =43 sixze (1,2 yy =3,
x <y en otro caso,

para cada {x,y} € [R}Q. Entonces tenemos que f({3,2}) =3 si y sélo si3 <; 2y f({1,3}) =1 si
y solo si 1 <y 3. Pero f({1,2}) =2 y por lo tanto 2 <y 1.

0.2.3. Definicion de f-intervalos

Con el pre-orden expuesto en la definicion 0.38 tenemos la siguiente definicion.

Definicion 0.41. Si f es una seleccion de dos puntos en el conjunto X y r,s € X, entonces los
f-intervalos son los siguientes:

o (rn=)p={zeX r<sa}ly,s)={recX:v<ys},

o rn)p={zeX :r<saly(slp={reX:a<;s},

o (rnsly={zeX :r<ja<sstylrs)y={zeX :r<yz<;ss},

o (r,s)f:= {xEX : T<f£C<f8} y [r,s]y ::{xeX : rgfngs}.

Para la seleccion de dos puntos Euclideana fg, los fg-intervalos se denotardn simplemente por

o (rns)={yeR : r<y<s},

e (rns)j={yeR : r<y<s},

o (rn=)={yeR : r<y} et

Observacién 0.42. En la notacidn del caso del intervalo Fuclideano (a,b), entenderemos que a <
b. Pero, en general la notacion (a,b) s no requiere que a <y b ya que como se observd anteriormente
la relacion <y mo es siempre transitiva.

0.2.4. Ejemplos de selecciones de dos puntos

Ahora enunciaremos mas ejemplos de selecciones de dos puntos en los cuales se nota como actta
su relacion de pre-orden sobre algunos subconjuntos de la linea real.

Ejemplo 0.43. Podemos definir una seleccion de dos puntos f para ver que los f-intervalos y los
intervalos Fuclidianos pueden ser muy diferentes.
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Considere el intervalo Euclidiano (a,b), d ¢ (a,b) y su punto medio c. Defina

x siz€ (a,c yy=a,

a sir=ayy=d,
fla,y}) =
d six=byy=d,

T x <Yy en otro caso.

para cada {z,y} € [R]*. Entonces tenemos que (a, b)s = (¢, b)u{d} y por lo tanto (a,b) Z (a,b)s
(a,b).

Ejemplo 0.44. Los f-intervalos pueden consistir de un solo punto.

Definiremos una seleccion de dos puntos f de manera que el f-intervalo (0, l)f tiene un solo
punto:

0 six=1yy=0,

f{z,y}) =11 siz=1yye(0,1),

z x <Yy en otro caso.

para cada {z,y} € [R]*. Asi f({0,4}) =0y F({3.1}) = 3 es decir, 0 <; £ y 3 <; 1 y porlo
tanto (0,1), = {3}.

Ejemplo 0.45. Se puede definir una seleccion de dos puntos f para ver que los f-intervalos
pueden ser igual al conjunto vacio.

Definamos a f como sigue:

0 stx=1yy=0,
[z, y}) =491 siz=1yye(0,1),

r x <Yy en otro caso.

para cada {x,y} € [R]Q. En este ejemplo obtenemos que (0, 1)f = 0.

Ejemplo 0.46. Veamos que los f-intervalos también pueden ser igual a un subconjunto dado de
los niimeros reales.

Sea ) £ A CR\{0,1}. Definamos la seleccion de dos puntos f de la siguiente manera:

0 siz=0yy€ (—00,0),
fz.yh) =13 siz=3yye(l+00),

z x <y en otro caso.

para cada {z,y} € [R]>. Entonces tenemos que |0, 1], = A.
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0.3. Axioma de Martin

En esta seccion enunciaremos el Axioma de Martin (M A) y varios resultados importantes
derivados del mismo. En el capitulo 3 de esta tesis, emplearemos varios de estos resultados. El
Axioma de Martin se originé a partir del estudio de pruebas de consistencia y ha sido utilizado
de gran manera en distintas areas de la matematica, para las cuales se parte de la negaciéon de la
Hipotesis del Continuo.

A continuaciéon daremos los conceptos principales para formular el Axioma de Martin.

Definicion 0.47. Un orden parcial es un par (P, <) donde P es un conjunto no vacio y < es una
relacion binaria en P tal que

1. < es reflexiva. Para cada p € P se cumple que p < p.

2. < es transitiva. Si p,q,r € P satifacen que p < q y q <1 se concluye que p < r.
Al par (P, <) también se le conoce como conjunto pre-ordenado o casi-ordenado.

o A los elementos del conjunto pre-ordenado P se les llama condiciones.

e Se dice que un elemento p € P extiende a una condicion q € P sip < q.

En algunos conceptos escribiremos solamente P haciendo enfasis al conjunto pre-ordenado
(P, <).

Diremos que un orden parcial (P, <) es antisimétrico si para cualesquiera p,q € P tales que p < ¢
v ¢ < p se concluye que p = g. Cada que en un orden antisimétrico ocurra p < g pero p # ¢ lo
denotaremos como p < gq.

Enunciaremos a continuacion algunas definiciones relevantes.

Definicion 0.48. Sea P = (P, <) un conjunto pre-ordenado:

(a) Dos elementos p,q € P son compatibles en P, si existe r € P tal que r < p yr < q, lo cual
denotaremos con p || q.

(b) Dos elementos p,q € P son incompatibles en P si no existe un elemento r € P tal que r <
yr <gq,y se denota por plq.

(¢) Un subconjunto A C P es una anticadena de P si: para todo p,q € A : pLlgq, es decir, si todos
sus elementos son incompatibles entre si. Si sucede que todos sus elementos son compatibles entre
st, diremos que A es un conjunto enlazado.

(d) Un subconjunto D C P es denso en P si para todo p € P, existe d € D tal que d < p.

Enseguida definimos una propiedad importante dentro del estudio de conjuntos pre-ordenados
y posteriormente del Axioma de Martin.

Definicion 0.49. Un conjunto pre-ordenado (P, <) satisface la condicién de la cadena contable
(c.c.c) siy sdlo si toda anticadena en P es a lo mds numerable.

Notemos que la condicién de la cadena contable es una propiedad que en si se refiere a antica-
denas. Para contextualizarnos mas con dichas definiciones enunciadas anteriormente daremos los
siguientes ejemplos.
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Ejemplo 0.50. 1. Cualquier orden (parcial) es un pre-orden.
2. Si P = (P, <) un conjunto pre-ordenado con | P |< w, entonces P satisface la c.c.c.

3. Si X es un conjunto no vacio, entonces P = (P(X)\{0} C) es un conjunto pre-ordenado.
Tenemos que dos condiciones p y q son incompatibles si y sélo si p N q = (. Ademds, sea
A CP(X)\{0} entonces A es una anticadena si sus elementos son ajenos por pares; por lo que, P
satisface la c.c.c. siy solo si | X |< Ro.

4. Si (X, T) es un espacio topoldgicoy P ={p C X : p# 0, p es abierto en X} conp < q si y sdlo si
p C q. Entonces P = (P, <) es un conjunto pre-ordenado. Tenemos que p,q € P son incompatibles
si y solo si pNq = 0. Generalmente, se dice que un espacio topoldgico (X, T) satisface la c.c.c. si
el conjunto pre-ordenado P satisface la c.c.c.

La siguiente definicién es esencial para nombrar el Axioma de Martin.

Definicion 0.51. Si D es un subconjunto denso de un conjunto pre-ordenado P = (P, <), entonces
un subconjunto G de P se llama filtro D-genérico en P si satisface las siguientes condiciones:

(a) Para todo a € G, siq€ P ya<gq, entonces q € G.
(b) Para todo a,b € G, existe ¢c € G tal que c < a yc <b.
(¢) DNG #0.

St 9 es una familia de conjuntos densos en P, entonces G es un filtro P-genérico si es un filtro
D-genérico para cada D € 9. Se dice que G C P es un filtro en P si cumple los incisos (a) y ().

Definicion 0.52 (A-sistema). Una familia A de conjuntos es un A-sistema, si existe un conjunto
fijo r, llamado raiz del A-sistema, si para cualesquiera a,b € A distintos se tiene que a Nb=r.

La prueba del siguiente lema se puede consultar en [9)].

Lema 0.53 (Lema de Sanin o A-lema). Si A es una familia no numerable de conjuntos finitos,
entonces existe B C A un A-sistema no numerable.

Dadas las definiciones anteriores, estableceremos el Axioma de Martin.

Definicién 0.54. Sea k un cardinal infinito, entonces M A(k) es el siguiente enunciado: Si (P, <)
es un conjunto pre-ordenado no vacid que satisface la condicion de la cadena contable (c.c.c) y P
es una familia de a lo mds k subconjuntos densos de P, entonces existe un filtro -genérico en P.

El AXIOMA DE MARTIN (MA) es el enunciado siguiente: es verdadero M A(k) para todo
cardinal infinito k¥ con Ry < k < ¢.

Lema 0.55 (Rasiowa-Sikorski). MA(Rg) es verdadero.

Demostracion. Sean (P, <) un conjunto pre-ordenado y & = {Dy, D3, ...} una familia numerable
de conjuntos densos en P. Dado que P # (), tomemos a p un elemento cualquiera de P y fijemos
po = p. Para cada n > 0, sea p, tal que p, < p,—1 vy pn € D, esto es posible ya que cada D,, es
denso. Veamos que el conjunto G = {z € P : © > p, para algin n € N} es un filtro 2-genérico
en Py que p € G. En efecto, como p = py € P entonces tenemos que p € G. Ahora si r € P,
a € Gy a < r; entonces puesto que a € G implica la existencia de un n € w tal que p,, < a, asi
r € G. Ademas, si a,b € G existen m,n € w tales que p,,, < ay p, < b. Sin pérdida de generalidad
supongamos que m < n. Entonces p,, € G es una extension comun a b y a. Finalmente, para todo
n € w, p, € GN Dy; es decir, G N D, # 0. Por lo tanto G es P-genérico. |
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Teorema 0.56. Si k > ¢, entonces M A(k) es falso.

Demostracion. Supongamos, que k > ¢ y que M A(k) es verdadero.

Sea P = J, ¢, 2"; es decir, el conjunto de todas las sucesiones finitas de ceros y unos. Para
p,q € P definimos p < ¢ si y solo si dom(p) 2 dom(q) y p es una extension como funcion de q.
Entonces p y ¢ son compatibles si y sélo si para cualquier n € (dom(p)) N (dom(q)) se tiene que
p(n) = q(n), es decir, son compatibles como funciones. Como | P |= Ny, entonces P satisface la
c.c.c. Definamos para cada h € 2%, D, = {p € P : p # h |gom(p)}, ¥ definamos para cada n € w,
E,={pe€ P :n e dom(p)}. Cada E, es un subconjunto denso en P: si p € Py n ¢ dom(p),
basta definir ¢ : dom(p) U {n} — 2 como q(k) = p(k) para cada k € dom(p) y ¢(n) = 0; asi,
g <pyq € E,. También cada Dy, es un subconjunto denso en P: si p € P\Dy y n ¢ dom(p),
claramente podemos tomar ¢ € E,, tal que ¢ < p y g(n) # h(n); entonces ¢ € Dy, y q¢ < p.
Sea 2 = {D}, : h € 2} U{E, : n € w}. Observemos que esta colecciéon tiene cardinalidad c.
Supongamos que G es un filtro P-genérico en P; entonces, por (b) de la definicion 0.48, G es un
sitema compatible de funciones, y por (c¢) de la misma definicion, f =|JG : w — 2 es una funcion;
en efecto, supongamos que p,q € G y | € w son tales que (I,m) € py (I,n) € p, para algunos
m,n € w. Mostremos que m = n; sea 7 € GG una extension comin de p y ¢, entonces (I,m) y
(I,n) son elementos de 7, y como 7 es una funcién, necesariamente m = n. Ademés, si h: w — 2
es cualquier funcion, dado que existen p € GN D, y n € dom(p) tales que p(n) # h(n), como
f(n) = p(n) se sigue que f # h. Asi tenemos que, f € 2“ pero, para cualquier h € 2%, f # h; lo
cual es imposible. |

Una cuestién muy interesante es que como MA(Xg) es siempre verdadero, se sigue que el
Axioma de Martin (M A) es una consecuencia de la Hipotesis del Continuo.

A continuacién presentaremos una version méas débil del Axioma de Martin la cual esta rela-
cionada con el concepto de pre-orden o-centrado, por ello enunciaremos las siguientes definiciones.
De lo que resta de esta seccion estaremos suponiendo M A + —~CH.

Definicion 0.57. Sea P = (P, <) un conjunto pre-ordenado.

1. Diremos que (P,<) es o-centrado (o-enlazado) si P se puede ver como una union a lo mds
numerable de conjuntos centrados (enlazados), es decir, P =, c,, Pn, donde cada P, es centrado
(enlazado) y, donde C C P es centrado si todo subconjunto F C C no wvacio y finito, tiene una
cota inferior en P, es decir, existe p € P tal que para cada f € F se tiene que p < f. Asi notamos
que todos los conjuntos o-centrados (o-enlazados) también satisfacen la c.c.c.

2. Si k es un cardinal infinito con Kk < ¢, entonces MA(K)o—centrado €S €l siguiente enunciado:
Si (P, <) es un conjunto pre-ordenado o-centrado, 9 es una familia de a lo mds k subconjuntos
densos en P, entonces existe un filtro 9-genérico en P.

El AXIOMA DE MARTIN o-centrado, M A,_centrado, €S €l siguiente enunciado: Para todo
K <c M(A)("{)afcentrado'

Estamos en posicion de mencionar algunas aplicaciones del Axioma de Martin.

Definicion 0.58. i) Sea M un subconjunto de R se dice que es magro o de primera categoria
de Baire, si es union numerable de conjuntos nunca densos, es decir, si existen {K, : n € w}
conjuntos nunca densos de R tales que M C | J K, donde para cadan € w K,, es nunca denso

st int(K,) = 0.

necw

11) Un subconjunto de los nimeros reales serd de seqgunda categoria si no es de primera categoria.
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Definicion 0.59. Se denota por cov(M) a la minima cantidad de conjuntos nunca densos que se
necesitan para cubrir a la recta real R; es decir,

cov(M) = inf{| A|: A es una cubierta de subconjuntos magros de R.}

Puesto que la minima cantidad de conjuntos nunca densos que se necesitan para cubrir a la
recta real, segin el teorema de categoria de Baire, es no numerable y por otro lado, los conjuntos
singulares son nunca densos en la recta real. Asi, podemos cubrir a R con a lo més ¢ conjuntos
magros pero Ng conjuntos magros no son suficientes para cubrirlo. Por lo tanto tenemos que,
Ry < cov(M) < c. Posteriormente al teorema que a continuaciéon se presenta tendremos que, si
aceptamos M A + ~C'H, la minima cantidad de subconjuntos magros que cubren a los reales sera

cov(M) = c.

Observemos que X C R es nunca denso si y sblo si X es nunca denso, asi en la definicién 0.58
1) podemos suponer que cada conjunto K,, es un cerrado nunca denso.

Lema 0.60 (Solovay). Supongamos MA(k). Sean o/, ¢ C P(w), donde | & |< Kk, | € |< K, y
supongamos que para cada a € € y para cada subconjunto finito E C of tenemos que | a\|J F |= w;
entonces existe d C w, tal que para cada x € & |dNx |<w y para caday € € | dNy |= w.

Demostracion. El lector puede ver la prueba en [9]. n

Teorema 0.61. Supongamos MA,_centrado- Sean Vg < k < ¢ y {M, : o < K} una familia
formada por subconjuntos de primera categoria en R. Entonces |, ., Mo es también de primera
categoria.

Demostracion. Para demostrar que |J, ., M, es también de primera categoria, debemos probar
que existe {H, : n € w} familia de cerrados nunca densos tal que J,., Mo € U, ., Hn, Pero
como cada M, esta contenido en una unién numerable de subconjuntos cerrados nunca densos,
solo bastara demostrar que cada vez que tengamos una coleccion de x subconjuntos cerrados nunca
densos K, de R entonces existe una coleccion numerable de cerrados nunca densos {H,, : n € w}
tal que U, ., Ko € U,e, Hn- Puesto que el complemento de un conjunto cerrado nunca denso es
un conjunto abierto denso, lo mencionado anteriormente es analogo a demostrar que existe una
sucesion de subconjuntos abiertos densos {V,, : n € w} tal que

V<) U

new a<k

donde U, es un subconjunto abierto denso en R y es el complemento de K, para cada a < k.
Enumeremos todos los intervalos abiertos con extremos racionales en R por

B={B;:icw}

y contemplemos que éste forma una base para la topologia de R; es decir, para cada abierto O,
tenemos que O = |J{B; : B; C O}.

Para cada j € w, definamos a ¢; = {i cw : B; C B;} v,
para cada a < k, definimos a,, = {i € w: B; € Uy }.

Luego, veamos que € = {c¢; : j € w} y & = {an : @ < k} cumplen con las hipotesis del lema 0.60
(Solovay). Sean j € w y F' C k un conjunto finito, entonces

cj\Uaa:{iew:Big(Bjﬂ mUa)}.

aEF acl
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Ahora bien, puesto que {U, : @ € F'} es una coleccion finita de abiertos densos, sucede que
ﬂaeF U, es denso, por lo cual B; N ﬂaeF U, es abierto e infinito, y como que QQ es denso en R,
sucede que ¢;\ | J,cp @a es infinito. Ahora utilizando el Lema de Solovay, existe d C w tal que para
todo x € & ocurre que d Nz es finito y para todo y € € ocurre que y N d es infinito. Por lo que,
para cada n € w definamos al conjunto V,, = (J{B; : i € d Ai > n} el cual es abierto y denso en R.
En efecto, fijemos n € w y sea O un abierto en R. Como B es base, existe i € w con B; C O. Como
d N ¢; es infinito, existe [ € dN¢; con | > n, por ello, B; C B;NO C V,, N 0. Ademaés, sea j € w.
Como | dN¢; |= R, resulta que para cada n € w existe i > n tal que i € d 'y B; C Bj. Asi pues
V, N Bj # (. Por altimo, veamos que Mhew Vo € Nacr Ua- Sea a € Kk, como dNa, es finito, existe
n € w tal que dNay C n, luego tenemos que para toda ¢ > n con ¢ € d se tiene que B; C U,, y

por consiguiente V,, C U,. Por lo tanto, | J, ., M es de primera categoria. |

Corolario 0.62 (M A,_centrado + "CH). cov(M) =c.

A continuacion daremos un resultado importante del Axioma de Martin sobre la Teoria de
la Medida y veremos que bajo este axioma, tenemos que la unién de < ¢ conjuntos de medida
Lebesgue cero tiene medida cero, pero antes enunciamos la siguiente definicion.

Definicion 0.63. Sea A la medida de Lebesgue.

Se denota por add(N') a la minima cantidad de subconjuntos de R de medida de Lebesgue cero tal
que su union ya no es de medida de Lebesque cero, es decir,

add(N) =inf{| A: ACN y | JA¢ N},

donde N = {N C R : A\(N) = 0}, como vimos anterioremente en la definicion 0.21 los elementos
de este conjunto los llamaremos nulos.

Puesto que A es o-aditiva, sucede que Ry < add(N), pero por otro lado, como los conjuntos
singulares de R son nulos, tenemos que add(N) < ¢.

Lema 0.64. Sean B el conjunto de todos los intervalos abiertos con extremos reacionales, y sea
C el conjunto de todas las uniones finitas de elementos de B. Sea U un subconjunto abierto de R
tal que A(U) < 00. Sea § > 0, entonces existe Y € C tal que \(U AY) < 6.

Demostracion. Para ver esta demostracion el lector puede consultar [5]. |

Notemos que el conjunto C' es una base numerable de R, asi el lema anterior nos seré ttil, ya
que todos los conjuntos abiertos de la recta real, pueden ser aproximados por elementos de esta
familia.

Teorema 0.65. Supongamos MA. Sean Ry < k < ¢, y {M, : « < k} una familia de subconjuntos
de R de medida de Lebesque cero. Entonces | M, tiene medida de Lebesque cero.

a<k

Demostracion. Sea A la medida de Lebesgue. Para demostrar que J,_,. M, tiene medida de Le-
besgue cero, recordemos que un subconjunto M C R tiene medida 0 si y s6lo si para todo € > 0,
existe un abierto U C R tal que M C U y es tal que A(U) < e. Fijemos ¢ > 0, debemos encontrar
un abierto U con A(U) < ey (J o, Mo € U. Consideremos al conjunto pre-ordenado P = (P, <),
con

P ={pCR:pesabiertoy A(p) < €},

donde p < g si y s6lo si ¢ C p, entonces p y g son compatibles si y solo si A(p U q) < €, en este
caso p U ¢ es una extension comin de p y ¢g. Luego P satisface la c.c.c.; en efecto, supongamos,
por contradiccion, que A = {p, : @ < w1} es una anticadena en P. Por como definimos a P,
sucede que si a < wy, tenemos que € — A\(py) > 0, asi existe ng tal que 0 < % < € — Apa), luego

A=Unecnfoip €A Ap) <e— 2}, Entonces, como A tiene cardinalidad Ny, es decir, es no
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numerable, existe m € w tal que el conjunto A, = {a € w1 : A(pa) < € — =)} es no numerable.
Ahora bien, si o € A, entonces p,, es un abierto de R y A(p,) < €. Por el lema anterior, para cada
a € A, y para § = %, podemos fijar ¢, € C tal que A(py A ¢o) < 0. Sean o y 5 dos elementos
distintos de A,,, entonces como p,,ps € A son incompatibles, y por lo cual A(py Upg) > €. Por
otro lado, A(pa Npg) < A(pa) < €—34. Y asi,

APalpp) = A(Pa Ups)\(Pa NPp)) > A(Pa Ups) = A(pa Npg) > € — € + 36 = 34.
Ademas, poAps C (calieg) U (palicy) U (pgleg) de modo que
Apalipg) < Aealieg) + A(palicy) + A(pplica),
pero como A(paAce) <8y AMpsgleg) < 6§ esto implica que
Acaleg) > A(palpg) — A(palica) — A(pplieg) > 36 —6 — 5 = 6.

Por consiguiente, si o, 8 € A,, son distintos entre si, entonces ¢, y cg también lo son. Asf el hecho
de que ¢, es distinto de cg, implica que | A,, |<| C' |, con lo cual contradice la numerabilidad de C.
De lo dicho anteriormente, dicha anticadena no puede existir y entonces P tiene la c.c.c. Definamos
a una familia de densos que aseguraran que el objeto que buscamos contenga a cada elemento de
{M, : a < k}. Para cada a < & definimos al conjunto D, = {p € P : M, C p}. Cada conjunto
D, es denso en P; en efecto, sea p € P, por como se definio a P, tenemos que A\(p) < ¢, por lo
cual € — A(p) > 0. Entonces, como M, tiene medida de Lebesgue cero, existe un conjunto abierto
V CR, con M, CV,tal que A(V) < e — A(p); es decir, A\(V) + A(p) < ¢, por lo cual A(V Up) < e.
Entonces tenemos que M, Cpy VUpe€ D,. Y como V Up < p, por lo tanto D, es denso en P.
Consideremos a 2 = {D, : @ < k}, por el M A, existe un filtro G que es P-genérico en P.
Sea U = |JG; entonces U es abierto. A continuacion veamos que U contiene a |J, ., Mo y que
tiene medida menor a €; sea a < K, como G N D, # (), para cada a < k existe p, € G N D, tal
que My C po € U; por ello, J,.,, Mo € U. Ahora notemos que si n € wy {p; : i < n} C G,
debido a la caracterizacion de la compatibilidad en P y puesto a que G es un filtro, obtenemos
que U ypi € Gy, ast A(U]_,pi) < e Por lo tanto, si A C G es a lo mas numerable, dada
la subaditividad de A implica que A(|J A) < e. Por tltimo, demostaremos que A(U) < €. Por lo
dicho anteriormente, si encontramos un conjunto a lo méas numerable A C P tal que | JA4 = UG
tendremos nuestro objetivo. Puesto que U C R, y R es segundo numerable,implica que U también
es segundo numerable, y por lo que es Lindelof, y como G es una cubierta abierta de U, existe
{H, :n € w} C G una subcubierta numerable de G, tal que U = | J,,., Hn, podemos concluir que
AU) = XM(U,eo, Hn) < €. Y por lo tanto, |J,,., Ma tiene medida de Lebesgue 0. [

a<k

Corolario 0.66 (M A+ —CH). add(N) = c.

En Teoria de Conjuntos se estudia los invariantes cardinales del continuo, los cuales estan
constituidos por ciertos aspectos combinatorios del conjunto de ntimeros reales. Los siguientes son
ejemplos de algunos invariantes cardinales del Continuo:

1. Sea X un conjunto no vacio y A C P(X), la cofinalidad de A se define como sigue:

cof(A) =min{B C A : para cada A C A existe B € B tal que A C B}.

2. Sea J un ideal sobre X con |JJ = X. Definimos al niamero de homogeneidad de 7, non(J)
como sigue:

non(J)=min{| E: ECXANE ¢ J}.

Dadas f,g € w¥, escribiremos f <* g si existe n € w tal que para cada k > n se tiene que

f(k) < g(k).
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3. b es el minimo tamano de una familia B C w®, tal que para todo f € B no existe g € w* que
cumpla que f <* g.

4. 0 es el minimo tamano de una familia D C w® tal que para todo f € w* existe g € D que
cumple que f <* g.

El Diagrama de Cichén (ver figura 1.1) representa la relacion de algunas desigualdades entre
los cardinales de la Teoria de Conjuntos. Las definiciones de cada uno de ellos son las antes
enunciadas, la definicion 0.59 y la definicién 0.63. Se entendera dicho diagrama como sigue: si k y
~ son cardinales del diagrama, entonces el simbolo x — « significa que xk < 7.

cov(N) — non(M) —— cof(M) —— cof(N) —— ¢

|
b
|
add(N) —— addM) —— cov(M) —— non(N)

Figura 1.1: Diagrama de Cicho6n

La veracidad de las anteriores desigualdades se pueden encontrar en: [1], [19] y [10].



Capitulo 2. Medidas exteriores
mediante una seleccién de dos puntos

En este capitulo mencionamos a las nuevas medidas exteriores en la linea real. Una medida
exterior al igual que la medida exterior de Lebesgue, tiene la importancia de estar definida para
todos los conjuntos en P(R) y ademéas es una funcion que extiende la nocién de longitud de un
intervalo, pues utiliza la longitud de los intervalos para determinar el tamano de un subconjunto
de R. Asi este capitulo como veremos a continuacion, nos garantiza una relacién y comparacion,
en analogia con la medida exterior de Lebesgue, al igual que nos permite establecer una medida
para un subconjunto de R respecto a una seleccién de dos puntos f.

0.4. Medidas exteriores especiales

A continuacién enunciaremos la principal definicién de esta tesis, la medida exterior inducida
por una selecciéon de dos puntos.

Definicion 0.67. Sea f : [R} ? 5 R una seleccion de dos puntos en R y A C R, la medida exterior
inducida por f es la funcion Ay : P (R) — [0, +00| definida para cada A C R como

)‘f(A) = an{z |bn _an‘ A C U(ambn]f}v

neN neN

si existe una cubierta numerable de A mediante f-intervalos semiabiertos y si no existe tal cubierta
definimos Aj(A) = +o0.

Esta funcion Ay : P (R) — [0,4+00] es una medida exterior sobre los niimeros reales R la cual
generaliza a la medida exterior de Lebesgue.

A continuacion demostraremos que esta funcion es una medida exterior sobre los niimeros reales.
Teorema 0.68. Para cada seleccion de dos puntos f, Ay es una medida exterior en R.
Demostracion. Veamos que se cumple cada inciso de la definicién 0.6.

(1) Para el conjunto vacio es evidente que su medida exterior es cero y para cualquier conjunto
A # () se cumple Af(A) > 0.

(2) Para la monotonia tenemos que si A C B entonces toda cubierta numerable por f-intervalos
semiabiertos de B también cubre a A. Si no existe tal cubierta la desigualdad se da claramente.

(3) Para la subaditividad, sea (Aj)nen una sucesion de conjuntos en R. Si alguno de éstos
conjuntos no puede ser cubierto por una sucesién de f-intervalos tampoco podra serlo la
unién de ellos. Por lo cual, la desigualdad buscada se obtiene de manera inmediata. En el
caso en que exista la cubierta se toman en cuenta los siguientes casos:

17
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o Primer caso, si ), .y Af(An) = 400 la desigualdad deseada es clara.

¢ Segundo caso, supongamos que ésta suma es finita. Sea € > 0 arbitrario y para cada n € N
escogemos una cubierta {(an,j,bn ;] : 7 € N} de f-intervalos semiabiertos tales que cubran
ad,y

€
D ooy = anjl < Ap(An) + o0 (1)
JEN

Lo anterior es posible porque s es el infimo sobre todas las sumas de las longitudes de los
f-intervalos de las cubiertas numerables de A,. Haciendo By, = {J;cn(an,j, bn,j]f, tenemos

U An - U U(an,jabn,j]f = U B,.
neN neN jeN neN
Sea 0 : N — N x N una biyeccion. Reordenando por medio de o tenemos lo siguiente:
U U @ni:0n505 = (@00, b -
neN jeN ieN
Como la ), (as(), bo(iy]f es convergente y por la desigualdad (2.1) se obtiene:

)‘f( U An) = /\f( U Bn) = )‘f( U U(an,jvbn,j]f)

neN neN neNjeN

- /\f( U (@), ba(i)]f>

1€EN

< Z | bo iy — Go(s) |

€N

= 2> Ibuj—any|

neN jeN

< Z )\f(An) + €.

neN

Al ser € arbitrario, se tiene la propiedad deseada.
[ |

A esta medida exterior Ay la llamaremos f-medida exterior, M denotara a los subconjuntos
Ar-medibles y Ny denotara a todos los conjuntos A s-nulos.

Hay que observar que si f = fg, entonces Ay, = A es la medida exterior de Lebesgue.

0.5. Propiedades basicas

A continuacion daremos una definicion la cual es importante para los ejemplos y demas resul-
tados relevantes a lo que se refiere nuestra nueva medida exterior.

Definicion 0.69. Sea f una seleccion de dos puntos y r € R. Decimos que r es f-minimal si
r <;x, para cada x en R\ {r}. Six <; r para cada x € R\ {r}, entonces r se llama f-mazimal.

Observacion 0.70. Observemos que cada seleccion de dos puntos f admite como mdzimo un punto
f-minimal y también como mdzximo un punto f-mazximal. Asi mismo los puntos f-minimales y f-
maximales juegan un papel importante en ciertas propiedades dentro de nuestras medidas exteriores
inducidas por selecciones de dos puntos.
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Observacion 0.71. Hagamos algunos comentarios sobre los f-intervalos. Esta claro que sir € R
es f-mazimal para alguna seleccion de dos puntos f, entonces (r,s); = 0 para todo s € R\ {r}, y
sir es f-minimal, entonces (s,r)s =0 para todo s € R\ {r}.

El siguiente teorema nos menciona acerca de que en las f-medidas exteriores tenemos que la
medida exterior de un punto es 0.

Teorema 0.72. Sean X € [R]w, x € X y f una seleccion de dos puntos sin f-minimal ni f-
mazimal, entonces \r({z}) = 0.

Demostracion. Sean x € X y (ap)nen una sucesion en R.

(*) Supongamos que la sucesion (a,)ner es tal que a, = =y a, <y z para todo n € N, entonces
como z € (an,z|s para todo n € N, tenemos que para todo € > 0 existe un entero N tal que si
n € N, n > N entonces A\¢({z}) < |z — a,| < e. Por lo tanto A\¢({z}) = 0.

Ahora supongamos que no se cumple (x). Puesto que f es una seleccion de dos puntos sin
f-minimal ni f-maximal, entonces existen puntos s,t € R tales que x € (s,t)s. Y puesto no se
cumple (%) tenemos que, existe N > 0 tal que para todo y € (v — %, x+ %) se tiene x <j y.

Afirmacién. Existe a € R tal que si a <; x entonces para cada y € (a,z) (obieny €
(x,a)) se tiene que x <y y.

Prueba de la Afirmacion: Sin pérdida de generalidad, sea b < =z y definamos
a = sup{y € (b,z) : y <; x}, luego a <; x y ademés como a < = — 3 < z, tenemos
que para cada y € (a, ) se tiene que = <; y.

Ahora bien, si (a,)neny € R es una sucesion convergente a a y usando la Afirmacién notemos
que a < a, < z para cada n € {1,...,N — 1} entonces por la misma Afirmacién obtenemos que
x <jf ap, esto implica que = € (a,a,]s. Y por lo tanto Af({z}) = 0. |

Los siguientes corolarios son derivados del teorema 0.72.

Corolario 0.73. Para cada seleccion de dos puntos f y para cada v € R tenemos que

0

M) = {m

Corolario 0.74. Sea f una seleccion de dos puntos y r € R.
o Sir es f-mazximal, entonces A\¢({r}) = 0.

o r es f-minimal si y solo si Af({r}) = +oo.

El siguiente lema nos dice que un conjunto numerable tiene medida exterior inducida por una
seleccion de dos puntos sin f-minimal cero.

Lema 0.75. Sea f una seleccion de dos puntos. Si s € R es un f-minimal entonces A\y(N) = 0,
para todo N € [R\{s}] =

Demostracion. Se sigue del teorema anterior. [ |

Teorema 0.76. Sean f y g dos selecciones de dos puntos sin f,g-minimales. Si existe M € [R} s

tal que x <y y <=2z <gy y |Mn{z,y}| <1 para cada {z,y} € [R]Q, entonces Ag(A) = Ag(A)
para todo A C R.



20 Capitulo 2. Medidas exteriores mediante una seleccién de dos puntos

Demostracion. Observacion: AN (an,by)f = AN (ay, byly. En efecto,
€ AN (an,bp]y <= xz€Aya, <pz<yb,.
= z€Aya, <4z <y5b,.
= z€Aya, <4z < by
<~ z € AN(ap,byly-

Ahora para la medida exterior inducida por las selecciones de dos puntos f y ¢ tenemos los
siguientes casos:

Caso 1. Sea A C R y sea {(ay,by]f : n € N} una cubierta numerable de f-intervalos semiabiertos
para A. Asi tenemos por la observacion anterior, para cada k € N:

>
Q
—
=
~—
N
>
i)
/
(G
&)
3
=
=
N——
VAN

(e tt) = v okt

= Z‘bﬁiaﬁv

n=1

es decir A\j(A) < Af(A). Por otro lado, para cada k € N, tenemos que:

<Af(L:Ja bily) g:lAf(a bils) = ZA(a 1y)
SR

entonces Af(A) < Ag(A). Por lo tanto Af(A) = Ag(A).

IN

Caso 2. Si A C R no se puede cubrir por una cubierta numerable de f-intervalos entonces por
la observacion del inicio tampoco se podra cubrir por una cubierta numerable de g-intervalos y
viceversa. Entonces tenemos que A;(A) = 400y Ag(A) = +o0.

Por lo tanto concluimos que, A¢(A) = Agy(A). |

El siguiente teorema nos dice que bajo las f-medidas exteriores podemos tener que la medida
exterior de R bajo la existencia de una seleccion de dos puntos f es 0.

Teorema 0.77. Existe una seleccion de dos puntos f tal que Af(R) = 0.
Demostracion. Definamos al siguiente conjunto S = R\{0, 1 : n € N}, y consideremos la sucesién

() en: Ahora definamos a la seleccion de dos puntos f de la siguiente manera:

0 six=0yy€S,

fe({z,y}) siz= n%rl y y =+, para cada n € N,

f{z,y}) =

x sixGSyy:%,paracadanGN,

fe({z,y}) sizeSyyes.
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Por lo tanto tenemos que S C (07 %] - Entonces

Ar(R) = Ap(S) + Af({o,% ‘ne N}) —0.
n

A continuacion demostraremos que existe una seleccion de dos puntos tal que para un conjunto
de tamano ¢, su f-medida exterior es +o0.

Teorema 0.78. Si A € [R]C, entonces existe una seleccion de dos puntos f sin f-minimal tal que

)\f(A) = +o00.

Demostracion. Enumeremos a todas las sucesiones de R como {S. : € < ¢} y cada S, como {z,
n € N}. Ahora vamos a definir a la seleccion de dos puntos f por induccién transfinita. Tomemos
ro € A\So y definamos ro < 20 para cada n € N. Ahora sea f < ¢ y supongamos que para cada
€ < 0 hemos elegido un nimero real r. € R para cada € y fijemos 19 € A\[UE<9 SeU{re:e< 9}}
y definamos rg <y x;, para cada n € N, para cada e < 0 y rg <y re para cada € < 6. Y para los
demas conjuntos faltantes definamos el orden Euclideano.

Sea {(an,bn]r : n € N} una familia numerable de f-intervalos semiabiertos. Supongamos que
A C U2 (an, by)s. Luego existe 6 < c tal que % = a,, para cadan € N. Por construccién tenemos
que 7o <f 2% = a,, entonces rg € A\ J>,(an,bn]s, lo cual es una contradiccion. Asi concluimos
que, Af(A) = +o0. [ |

A continuaciéon mencionaremos un par de teoremas relevantes con las f-medidas exteriores para
familias de diversos tamanos.

Teorema 0.79. Sea {4, : a < ¢} € [R]c ajenos entre si y, 0 < 1o para cada o < ¢, entonces
existe una seleccion de dos puntos f tal que Af(Aqy) = ro para cada o < c.

Demostracion. Consideremos para cada o < ¢, aq,ba € R\, Aa U{ace,be 1 € < a} yry =
bo — G > 0. Primero definamos para cada t € A y para cada a < ¢

aq <pt <y by

Ahora sea R = {S € R¥Y : § = (24 )jencona < cfijoyparatodon € N (42 #
Ta,2j+1) con o < ¢ fijo} = {Sc 1 € < ¢} y cada Se como (zf, ;)jen con o < ¢ fijo. Supongamos que
la seleccion de dos puntos f y el nimero t& € A, para cada € < 0 < ¢ se han definido de manera
conveniente. Consideremos la sucesion Sy fijemos t§ € Ay \ [{t¢ : € < 0} U, .y Se]. Definamos la
seleccion de dos puntos f en el punto tg con respecto a z7, ; para cada j € N, a < ¢ fijo, como sigue:
o Si existe j € N tal que t§ =

Ty, o; para algin € < 6 definamos zf, ;1 <7 1§.

e Si existe j € N tal que t§ =z, 5, para algin € < ¢ definamos t§ <r zg, 5,

<fl

e Para cada j € N i

J+1

La selecciéon de dos puntos f matendra el orden Euclideano donde no ha sido definida. Por
definicién tenemos que A, C (aq,ba]s y por ello obtenemos que A (Ay) < by — g = Ta.

Supongamos que A, C i l(aa], ba,jlr- Sea 6 < ¢ de tal forma que la sucesion Sy = (xi,zj)jeN
con n € N fijo, cumpla que a, = xgﬂj y bo = xgé72j+1 con j,n € N y n-fijo. Por definicién de la
seleccion de dos puntos f se cumple lo siguiente:

i 7’9¢( a2]7 a2]+1]f Slxa?]#aayva]-i-l#b
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o1y ¢ (xg,2j7ba]f si xg@j % g

ey ¢ (amfvi,zj+1]f si xi,zjﬂ # ba,

lo cual implica que rg ¢ Ujj(xg’2j7m272j+l]f sixl o # aa y 2l 9,1 # bo para cada j,n € N con

n-fijo. Por lo tanto la tnica posible cubierta por f-intervalos de A, debe contener a (aq,bq]r. Asi
concluimos que A\f(Aqy) = by — aq = 74- n

Teorema 0.80. Sean {A, : @ < wi} € [Rr tales que | Ay N Ag |< w para todo a < B < wy ¥,
0 < 7o € R para cada o < ¢, entonces existe una seleccion de dos puntos f tal que A\j(Ay) = 74
para cada o < .

Demostracion. Sea {A, : @ < w;} la familia tal que cumple la hipotesis y consideremos para cada
a < € aq,bq € R\ U(Kw1 Ao U{ae,be : € < al y rq = by — aq > 0. Definamos a la familia
{4, : @ < w;} como sigue:

b= Ao, Al = A\(Ao), A = A\(Ag U A1), .., Al = A\ (U 4e)-

(<

Esta claro que los elementos de {4, : @ < w1} son ajenos entre si. Ahora sea la seleccion de
dos puntos f como en el teorema anterior, entonces tenemos que As(AL) = r, para cada o < ws.
Y puesto que Ay = A, U (Uge, Aa N Ag) v | Ao N Ag |[< w concluimos que Af(Aq) = Af(Ay,). Es
decir Af(Aq) = ra. [ |

Enseguida enunciamos corolarios donde se aprecian més resultados sobre las f-medidas exte-
riores de ciertos conjuntos.

Corolario 0.81. Sean A € [R]c y, 0 < r € R entonces existe una seleccion de dos puntos f tal
que Ap(A) =r.

Corolario 0.82. Sean {4, : n € N} C [RT ajenos entre si y, 0 < r, € N para cada n € N
entonces existe una seleccion de dos puntos f tal que A¢(A,) =y, para cada n € N.

Corolario 0.83. Sean A € [R]c, {Aq ta < c} € [R\ A]c ajenos entre si y, 7o > 0 para cada
a < ¢. Entonces existe una seleccion de dos puntos f tal que A\j(Ay) =71o y Ap(A) =0.

Corolario 0.84. Para cada r > 0 existe una seleccion de dos puntos f y existe A € [R} “ tal que
)\f (A) =T

En lo que respecta al teorema 0.80 nos gustaria formular la siguiente pregunta que nos gustaria
resolver en un futuro.

Pregunta 0.85. Sean {A, : a < ¢} € [R]c tales que | Ay N Ag |< w para todo @ < B < ¢ y,
0 <74 € R para cada o < ¢, entonces jexistird una seleccion de dos puntos f tal que A\j(Ay) =74
para cada o < ¢?

Teorema 0.86. Para cada N C R existe una seleccion de dos puntos f tal que N C Ny y
A (R\N) = +o0.

Demostracion. Sea s € R\N definamos s <; r para todo r € R\{s}. Sea K € N tal que + # s para
cada K < k. Ahora denotemos a N* por N* = N\(%)keN’ ademas definamos k%rl <gr <y % para
todo r € N*, para los puntos faltantes se mantiene el orden Euclideano. Por lo tanto A¢(R\N) =
+00.

El siguiente teorema nos proporciona una relacion entre la medida exterior de Lebesgue y una
f-medida exterior dada mediante alguna seleccién de dos puntos f.
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Lema 0.87. Si0 < A(E) < +00 y E C (a,b) entonces, existe d € (a,b) tal que 0 < M\(Ey), A\(E2) <
M E) para Ey = (a,d) N E, Es = (d,b) N E.

Demostracion. Sea E C (a,b). Como 0 < A(E) para 0 < € se tiene que € < A(F). Consideremos
una cubierta numerable de intervalos semiabiertos {(x,,y,] : n € N} para el conjunto E; es decir,
E C U, en(@n, yn]. Observemos que E = |J,,cn(Zn, yn] N E. Ahora bien, por esta observacion y por
la definicion de A(F) tenemos que se cumple lo siguiente:

oo oo

A(E) = /\( U (xnayn] N E) = Z )‘((xmyn] N E)7
n=1 n=1

y ademés tenemos que para todo n € N se sigue que | y, — z, |< €. Entonces existen m; =

(Tny s Y JNE Yy ma = (Tny, Yny] N E tales que 0 < A(myq) y 0 < A(myz). Sin pérdida de generalidad,

SuUpongamos que Y, < T, y definamos a d € (a,b), E1, E; C R como sigue:

d= w v By = (a,d) N E, Ey = (d,b) N E.
Por lo consiguiente, tenemos que 0 < A(m1) < A(E1) < A(E) y 0 < A(mz2) < A(E2) < A(E). Por lo
cual, concluimos que 0 < A(E1), A(E2) < A(E). |

Teorema 0.88. Si 0 < A(E) < 400, entonces para todo € > 0, existe una seleccion de dos puntos
f tal que 0 < Af(E) < A(E) —e.

Demostracion. Sea E = (a,b) y d € (a,b). Definimos a la seleccion de dos puntos f como sigue:
a <y (a,b) \d <f b.

1) Por definiciéon de la seleccion de dos puntos f tenemos que A¢ ((a, b)) < b*Ta.

2) Puesto que (a,d) C (a,b) tenemos que *5% = ¢ ((a,d)) < As((a,b)).

De 1) y 2) obtenemos que 25% < A((a,b)) < 252 lo cual implica que Af((a,b)) = %5 y como

se tiene que A((a,b)) = b — a asi se sigue la desigualdad As((a,b)) < A((a,b)). Por lo tanto,
0 < Af(E) < A(B).

Ahora bien, sin pérdida de generalidad, supongamos que E C (a,b) y (¢,d) N (a,b) = @ con
d < a. Definamos para cada r € F la seleccion de dos puntos f como sigue:

c<fr<fd.

Entonces tenemos que E C (c,d)s esto implica que A¢(E) < d — ¢ < A(E) y por el lema anterior
se sigue que 0 < A\f(E) < A(E). Asi concluimos que 0 < A\f(E) < A(E) —e. [ |

El siguiente teorema hace referencia a la existencia de una seleccién de dos puntos f para la cual
cada subconjunto del conjunto de los niameros reales, su f-medida exterior es igual a su medida
exterior de Lebesgue.

Teorema 0.89. Para todo E C R existen una seleccion de dos puntos f y r € R tales que
E+re My yri(E)=XE).

Demostracion. Sean a,b € R. Elijamos un nimero positivo r € R de tal manera que (E+r)NE = 0.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que n%rl < s para cada n € N y para cada s € E + r.

Definamos la seleccién de dos puntos f de la siguiente manera:
x sixEE—l—r\{%ﬂ}yy:ﬁ,
f({xay}): 7%_;'_1 SleE+T\{%ﬂ}yy:7%ﬂa

T x < y en otro caso
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para cada {z,y} € [R]2 y para cada n € N. Segun la definicién de la selecciéon de dos puntos f

tenemos que para cada s € E + r se cumple que s € ( — %H’ n+1)f para cada n € N. Aplicando

la monotonia de la f-medida exterior obtenemos lo siguiente:

1 1 2
)g

)\f(E+T)S/\f(<_n+1’n+1)f n+1’

para cada n € N. Esto implica que )\f((E + r)) = 0. Y ademaés tenemos que los Ay-nulos son Ag-
medibles, asi también E + r es Ay-medible. Como (x,y] N E = (z,y]; N E para z,y € R distintos,
concluimos que A;(E) = A\(E) para todo £ C R. [ |

Ahora veremos un ejemplo relevante contrario con el hecho de que todo intervalo euclideano
(a,b) es Lebesgue medible.

Ejemplo 0.90. Eziste una seleccion de dos puntos f tal que (0,1)¢ es no Ay-medible.

Demostracion. Nuestra seleccion de dos puntos f esta definida como sigue:

r  sire(3,4)ys=1,
0 sire(3,4)ys=0,
r sire(2,3)ys=0,
f{r,s})=4q¢-1 sire(2,3)ys=-1,
r  sire(2,4)ys=06,

5 sire(2,4)ys=5,

r si x < y de otra forma.

para cada {r,s} € [R} ?. Tenemos las siguientes propiedades:
°(2,4) = (2»4)f7 (2,3) = (233)f y (3,4) = (374)f‘
e (0,1)f=(0,1)U(3,4) y (—1,0)f = (—1,0) U (2,3).

* (5,6)5 = (5,6)U(2,4).
Por lo anterior, tenemos que A;((2,4)) = Ar((2,3)) = As((3,4)) = 1. Ahora bien, si E = (0,1);
y A = (2,4)7, entonces £ A = [(0,1) U (3,4)] N (2.4) = (3,4) = (3,4);, ¥ E° N A = [(~00,0) U
[1,3]U[4,+00)]N(2,4) = (2,3) = (2,3)s. Entonces, \f(ENA) = A\;(E°N A) = 1. Por otro lado,
tenemos (2,4) C (5,6)y, esto implica que debemos tener A¢((2,4)¢) < 1. Por consiguiente,

AMENA)+ X (E°NA)=2>1=A¢(A).
Asi concluimos que, (0,1) no puede ser Ay-medible. [ |
Enseguida nos cuestionamos acerca de la siguiente pregunta.
Pregunta 0.91. Para toda seleccion de dos puntos f se cumple \y(E) = Ay (E).

Para responder la pregunta anterior tenemos los siguientes dos ejemplos cada uno con su res-
pectivo caso deductivo.
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Ejemplo 0.92. Consideremos a € R y supongamos que a es un f-minimal para nuestra seleccion
dada. Entonces por el corolario 0.7/ obtenemos que Af({a}) = 400 y, ahora si suponemos que a
es un f-mazimal y dada la definicion 0.36 se tiene que Ag-({a}) = 0.

Ejemplo 0.93. Definamos a nuestra seleccion de dos puntos como sigue:

r sir<lyse(l,+00),
f{r,s})=4s si0<ryse (+o0,0],

r stz <y de otra forma.

Entonces por la definicion de nuestra seleccion de dos puntos opuesta f~ obtenemos que [0,1) - =
{0} y su medida exterior inducida bajo nuestra seleccion definida es Ay([0,1)-) = 0 pero por otro
lado por la definicion usual de nuestra seleccion de dos puntos f obtenemos que Ar([0,1)f) = 4o00.

A continuacion enlistamos preguntas abiertas sobre este capitulo.

Pregunta 0.94. Dada una seleccion de dos puntos f jexiste g seleccion de dos puntos tal que
Ar(A) < Ag(A) para todo A € [R]c?

Pregunta 0.95. Si 0 < \;(E) para cada € > 0 sexiste una seleccion de dos puntos f tal que
0 <Af(E) < Ag(E) —€?

Pregunta 0.96. Para cada E C R no numerable ;existe una seleccion de dos puntos f tal que E
no es Ayp-medible?

Pregunta 0.97. Supongamos que las selecciones de dos puntos f y g satifacen que existe N €

[R] tal que f({z,y}) # g({z,y}) para todo {w,y} € [N]* y f({z,y}) = g({z,y}) pora cada
Hz,y} NN| < 1. ;Es cierto que para cada E C R se cumple que \j(E) = A\g(E)?



Capitulo 3. o-Ideales de conjuntos
nulos

Dada una seleccion de dos puntos f en R, Ny denotara el o-ideal que consiste en todos los
conjuntos Ag-nulos y la familia de los subconjuntos As-medibles se indicardn con M. En este
capitulo, nos concentraremos en el estudio de los o-ideales de la forma Ny en donde f es una
selecciéon de dos puntos.

Primero veremos que hay 2° o-ideales distintos por pares de la forma Ny, donde f es una
seleccion de dos puntos en R. Posteriormente introducimos la nocién de cofinalidad de un o-ideal
la cual nos dice que los ideales de la forma N tienen cofinalidad < ¢. Daremos algunas condiciones
para que un o-ideal de R sea exactamente la familia Ny de subconjuntos Ag-nulos para alguna
seleccion de dos puntos f. Detalladamente describiremos un o-ideal en R que no es de la forma Ny
para ninguna seleccion de dos puntos f. Mostraremos que CH es equivalente a varias condiciones
que involucran selecciones de dos puntos muy especiales en R. Posteriormente, usaremos el Axioma
de Martin para mostrar que todo o-ideal con cofinalidad < ¢ es de la forma Ny para alguna seleccion
de dos puntos f.

0.6. o-Ideales de la forma N ¥

Iniciaremos esta seccién con la siguiente observacién. Para ver que un o-ideal 7 es el o-ideal de
los conjuntos nulos de R basta ver lo siguiente:
Si 7 es un o-ideal de R, entonces definamos

0 siAeT
w(A) =
+oo siA¢T

Entonces NV, = Z.

A continuacion enunciamos algunos conceptos basicos para entrar de lleno a la impresionante
teoria que se recabo de la familia de conjuntos nulos y su gran importancia en la Teoria de la
Medida y la Teoria de Conjuntos.

Notacién 0.98. Dados un ordinal fijo «, (8,m),[8,7n),(8,1] y [8,n] denotardn los distintos tipos
de intervalos de o con respecto al orden de o para cada < n < a. El orden usual en la linea real
R se denotard simplemente con <.

Recordemos que en esta tesis, M representara la familia de conjuntos Lebesgue medibles de R
y N para los subconjuntos Lebesgue nulos de R.

Ejemplo 0.99. Para cada seleccion de dos puntos f, Ny es un o-ideal y si la seleccion f no tiene
[f-minimal, entonces [R] 9 c Ny

26
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Ya que los conjuntos nulos forman un o-ideal es muy natural considerar la siguiente pregunta.

Pregunta 0.100. ;Cudles son los o-ideales T sobre R para los cuales existe una seleccion de dos
puntos f de manera que T = Ny ?

Un caso particular de esta pregunta es la siguiente.

Pregunta 0.101. ;FEzxiste una seleccion de dos puntos f de modo que Ny sea exactamente el
o-ideal de subconjuntos magros de R?

Nuestra proxima tarea es la construccion de 2¢ o-ideales distintos entre si de la forma N7,
donde f es una selecciéon de dos puntos en R. La construccién se basa en el siguiente teorema.

El siguiente lema facil se ha usado con frecuencia para construir ejemplos y contraejemplos
(ver, por ejemplo, [7]).

Lema 0.102. Sea A C R y sea f una seleccion de dos puntos en R. Supongamos que existe
una sucesion (Tn)nen que converge a x, en la topologia Fuclidiana, tal que para cada n € N,
T <fa<fTy, oz, <fa<jux para cade a € A (pero a lo sumo un subconjunto numerable).
Entonces A\f(A) = 0.

Para continuar con el estudio de los ideales de los nulos de la forma Ny, tenemos que recordar
la definicion de la suma directa de dos ideales Z y J:

Iog={IuJ:I1e€TyJeJ}.

En el comentario de la definicion 0.34 demostramos que si Z y J son dos o-ideales, entonces Z & J
también es un o-ideal.

Teorema 0.103. Para cada X C R y para cada seleccion de dos puntos f sin minimal, existe una
seleccion de dos puntos g tal que

Nf@P(X) :Ng.

Demostracion. Sea X C R y sea f una seleccion de dos puntos sin minimal.

o Si | R\X |< w, por el Corolario 0.73, y puesto que f no tiene minimal, obtenemos que
Af(R\X) = 0y por lo tanto Ny & P(X) = P(R). En efecto: por un lado tenemos por definicion
de la suma de ideales que Ny @ P(X) = {NUM : N e Ny y M € P(X)} C R esto implica que
Ny@ P(X) C P(R), y por otro lado; sea A € P(R) y A = (ANX) U (A\X), de aqui tenemos
que ANX C X entonces ANX C P(X) y como ANX® = AnN(R\X) C R\X y puesto que
R\X € Ny ya que Af (R\X) = 0y el Ny es un o-ideal entonces A N (R\X) € Ny por lo tanto
A e Ny @P(X). Por lo dicho anteriormente concluimos que Ny &P (X) = P (R) y por el Teorema
0.77 proporciona una seleccion de dos puntos g de tal manera que Ny, = P(R). Asi obtenemos que

Nf@'P(X) :Ng.

o Por lo tanto, supongamos que | R\X |> w. Fijemos una sucesion no trivial {z,, : n € N} C R\ X
que converga a un punto x € R\ X. Ahora, definamos la seleccion de dos puntos g como sigue:

r sir=xyseX,
g({r,s})=14s sir=uz, paraalginn € Ny s € X,

f({{r,s}) de otra manera

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que g no tiene un minimal (de lo contrario, modificamos
la funcion marcando cambios simples). Afirmamos que g cumple con los requisitos. Demostraremos
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que es suficiente probar la equivalencia, A\y(Y) = 0 si y solo si ¥ = AU B para algunos A C X y
B € Ny. Esta equivalencia se desprendera de la siguiente afirmacion.

Afirmacién 1: Dado Y C R\ X, tenemos que Ay(Y) =0 si y sélo si Af(Y) =0.

Prueba de la Afirmacién 1: Sea Y C R\ X. De la definicién de g, es evidente que g({r, s}) =
f({r,s}) cada vez que r € R\X y s € R. Entonces, A\¢(Y) = 0 si y solo si para cada positivo k € N
existen {r¥ : n € N}, {s* : n € N} C R tales que

1
ko ok k_ k
Y U (Tn’S7L]f y Z | Sp —Tn |< L
neN neN
lo que equivale a decir que por cada positivo k € N existen {r¥ : n € N}, {s¥ : n € N} C R tales

que
YUk shloy Y Ish—rl<
neN neN

T =

Claramente, esta tltima afirmacion es equivalente a A\;(Y) = 0. Por lo cual, la afirmacién esta
probada.

De la afirmacion deducimos que Ny C Ny @ P(X). Ahora elijamos A C X y B € Ny. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que B C R\ X. Segun la definiciéon de g y el Lema 0.102, tenemos
que A\g(A) = 0. También segin la Afirmacién 1, A\;(B) = 0 y entonces A\;(AU B) = 0. Por otro
lado, si Ay(Y) = 0, entonces A\g(Y\X) = 0. Por lo tanto, por la Afirmacion 1, Y\X € N;. La
prueba se concluye debido a que Y = (Y N X) U (Y'\X). [ |

A continuacion enunciamos dos corolarios que reflejan la importancia del teorema antes men-
cionado.

Corolario 0.104. Existen 2° pares de o-ideales distintos entre si de la forma N.

Demostracion. Consideremos el o-ideal de los conjuntos de Lebesgue nulos A/. Por el teorema
0.103, sabemos que para cada A ¢ N existe una seleccion de dos puntos g tal que Ny = N @ P(A).
Como podemos encontrar 2° conjuntos no Lebesgue medibles de R tenemos entonces que hay 2°
o-ideales de la forma N @ P(A), distintos entre si, donde A C R. [ |

Corolario 0.105. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

<w

(1) Ewiste una seleccion de dos puntos f tal que Ny = [R]

(2) Para cada X C R eziste una seleccion de dos puntos f tal que Ny = [R] =g P(X).

Demostracion. La implicacion (1)=(2) se desprende del Teorema 0.103 y (2)=-(1) es trivial al
poner X = (). [ |

El corolario anterior sugiere la siguiente pregunta.

Pregunta 0.106. Supongamos que existe X C R tal que [R\X] = ¢ y una seleccion de dos puntos

[ tal que Ny = [R] = ® P(X). Segin esta suposicion, ses cierto que existe una seleccion de dos
<w

puntos g tal que Ny = [R] =2

Ahora daremos algunos o-ideales en R que no son de la forma Ny para ninguna seleccion de
dos puntos f. Para hacer esto, debemos recordar que la cofinalidad de un ideal Z, denotada por
cof(Z), es la cardinalidad minima de un subconjunto B C Z, tal que para cada I € Z existe B € B,



0.6 o-Ideales de la forma N 29
tal que I C B. (Ver pagina 22).

Si A es una familia no vacia de subconjuntos no vacios de R, entonces Z(A) = {X C R :
existe {A, : n € N} C Atal que X C |J, oy An} denotard el o-ideal generado por A. Observemos
que cof(Z(A)) < ’A’w para cada familia no vacia A de subconjuntos no vacios de R.

Ejemplo 0.107. El o-ideal de los conjuntos magros de R tiene cofinalidad < c.

Sea A la familia de todos los subconjuntos cerrados densos en ninguna parte. Sabemos que A tiene
tamano c. Veremos que el o-ideal de los subconjuntos magros de R es generado por A. Denotemos a
nuestro o-ideal por . En efecto: sea P € Z. Tenemos entonces que P C |, cy Bn donde para cada
n € N, B, es nunca denso, y ademds como B,, es nunca denso entonces B,, es también nunca denso
para cada n € N, por lo que P C |, oy Bn € Upen Bn, ¥ como el conjunto {{B,} : n € N} C A,
esto implica que P € Z(A). Por otro lado, sea Q € Z(A). Entonces existe {A, : n € N} C A tal que
Q € U,en An- Por lo tanto Q € I, es decir Z(A) C Z. Y por lo descrito anteriormente tenemos

que T =T(A). Asi concluimos que la cof(T) < }.A‘w <c.

El siguiente resultado es conocido, pero nos gustaria incluir una prueba de ello.
Lema 0.108. Para cada seleccion de dos puntos f, cof (Ny) < c.

Demostracion. Sea A la familia de todos los subconjuntos de R de la forma: (), oy (U en(rh, sE]¢),
donde {(rk, sk]; : n, k € N} satisface

n’» n
ko ok L
Z | sy — 1y |< z para cada k € N.
neN
Por la definicion de Ay es evidente que Ny = Z(.A). Como hay ¢ f-intervalos por pares diferentes,

debemos tener que |A|w <. |

Recordemos que, dado un numero cardinal infinito x, una familia infinita A C [X]K en un
conjunto infinito X se llama k-casi disjunta, brevemente xk — AD-familia, si | AN B |< k para
distintos A, B € A (ver definicion 0.3). Observe que si | A |= £k y A es una k — AD-familia en R y
cof (k) > w, entonces cof (Z(A)) =| A].

Ejemplo 0.109. Sea x el menor cardinal tal que ¢ > ¢. Entonces tenemos que w1 < kK < ¢ y
¢<* = ¢. Identificamos R con ¢<*. Entonces, para cada s € ¢* definimos As = {s |o: @ < K} C <",
Consideremos el o-ideal Z(A) sobre ¢<* generado por la familia A = {As : s € ¢*}. Ya que
cof(Z(A)) >| A |= " > ¢, debemos tener que Z(A) # Ny para cada seleccion de dos puntos f.

La siguiente pregunta es muy natural después de ver el ejemplo anterior.

Pregunta 0.110. Dada una familia A arbitraria de subconjuntos infinitos de R de tamano c,
sexiste un modelo de ZFC' en el que Z(A) = Ny para alguna seleccion de dos puntos f?

La respuesta a la pregunta 0.110 es afirmativa bajo CH, como se mostrara en el Teorema 0.123

A continuacion, estudiaremos los ideales de la forma [R] ““@7(A), donde 0 # A C P(R)\ {0}.

El siguiente teorema proporcionara algunas condiciones que garantizan que el o-ideal [R] ‘a7 (A)
es de la forma Ny. Primero, probamos algunos resultados preliminares.

Lema 0.111. Para cada seleccion de dos puntos f y para cada conjunto infinito D C R existe una
seleccion de dos puntos g tal que D no tiene g-minimal y

|((7"a sy \ (7 S]g) U ((r, slg \ (7, 5]f)| Sw

para cada r,s € R.
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Demostracion. Supongamos que d es el f-minimal dentro de D. Tomemos un subconjunto infinito
numerable N C D que contenga a d. Enumeramos N como {r, : n € N} de tal manera que d = ry.
La seleccion de dos puntos g se define de la siguiente manera: g({ry,,rm}) = r, siempre que n > m
y g sea igual a f en los otros pares de puntos. Es evidente que D no tiene un g-minimal y como g
es igual a f, excepto por un subconjunto numerable, la segunda propiedad se mantiene. |

Sea o un namero ordinal de cardinalidad ¢ y sea ¢ : [0, &) — R una biyeccion. Luego, transferi-
mos el orden de a a R utilizando ¢ y definimos la seleccién de dos puntos f, sobre R por la regla
Jo({r,s}) =rsiysolosi ¢ (r) <, ¢~'(s). Cuando las caracteristicas de la biyecciéon ¢ no son
relevantes, simplemente indicaremos con f, a la seleccién de dos puntos correspondiente.

Lema 0.112. Sea f. una seleccion de dos puntos inducida por una biyeccion ¢ : [0,¢) — R.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes para cada conjunto A C R.

(1) Az (A) =0,
(2) Ar.(4) <00,y
(3) existe un r € R tal que a <y, r para todo a € A.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que A C R\ {¢(0)} ya que
Ar.({¢(0)}) = 0. La implicacion (1) = (2) es evidente.

(2) = (3). Dado que Af(A) < oo entonces podemos encontrar una familia

{{an,bn} : n,m € N} C [R]2 tal que A C U, en(an,bnls.. Sea & = sup{¢p~'(b,) : n € N}
Como ¢~ ![A] C [0,&], obtenemos que a <;, ¢(£) para todos los a € A.

(3) = (1). Ya que | A |< ¢, podemos encontrar una sucesion (x,)nen convergente a ¢(0), de
manera que ¢~ (x,) > ¢~ !(r) para cada n € N. Entonces A C (¢(0),z,]y., para cada n € N. Por
Lemma 1.1, Af, (A) = 0. [

Notemos que el Lema 0.112 podria fallar para los ordinales mayores que ¢. Por ejemplo, podemos
considerar el ordinal ¢ + 1 y cualquier biyeccion ¢ : [0,¢] — R. Siguiendo argumentos similares a
la prueba de la implicacion (3) = (1), podemos elegir una sucesion (z,)nen convergente a ¢(c).
Consideremos el conjunto A = {r € R: Vn € N(z,, <y, r)} y observemos que | A |[=cy s, (A4) = 0.

Por lo tanto, deducimos que si hay A € Ny, N [R] ‘ entonces ¢ < a.

Teorema 0.113. (c es regular). Sea A = {A¢ : £ < ¢} una familia de subconjuntos no vacios de
R de tal manera que:

(@) [ R\ (Uy<¢ An) |= ¢ para cada § < ¢, y
(i4) R=Ue Ae.
Entonces existe una seleccion de dos puntos [ tal que Ny = [R]« DI(A).

Demostracion. Supongamos que ¢ es regular. Enumeremos Mw como {N¢ : £ < ¢} y establecemos
Be = UWENg A, para cada £ < ¢. Usando el siguiente hecho: Cada subconjunto no numerable de R
contiene una sucesién convergente no trivial y su punto limite, por este hecho tenemos que, para
cada ¢ < ¢ podemos encontrar z¢ € R y una sucesién no trivial S¢ de R, de modo que:

(1) Se converge a x¢,

(2) x¢ & Se,y

(3)  [BeU(Uyee(By U Sy U{a}))] N (Sc U{ae}) = 0.
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Definamos la seleccién de dos puntos f de la siguiente manera:

s sir € Bey s € S¢ para algtin £ < c,
f{r,sh):=<r sir € Bg y s = x¢ para algin € < ¢,

fe({r,s}) de otra manera.

Primero, probamos que Ny C [R]<“@®Z(A). Sea M € N;. Entonces existe una familia numerable
de f-intervalos {(rk, sk]; : n € Nk € N} tal que M C U,cn(rk,sk]ry Y, on | 88 =1k |<
1 para cada k € N. Como R = U, <¢ Ay, existe § < ¢ tales que {rk:n ke NyU{sk :n,k € N} C
Be. Sea j = M\ (BeU{z¢}US¢). Por la definicion de f, sabemos que f({z,y}) = f.({z,y}) por cada
x € BeU{z¢}USe y cada y € M. Por lo tanto, M C Un,keNO"Z’Smfc y ast ¢~1(M) C [0, s], donde
s = sup{sk : n, k € N}, lo que implica que | M |< ¢. Esto muestra que Ny C [R]<*@®Z(A). Por otro
lado, es evidente que Z(A) C Ny. Fijemos L € [R]<¢. Al aplicar el Lema 0.112 y la regularidad de ¢,
tenemos que Ay, (L) = 0. Como en el caso anterior, elejimos una familia numerable de niimeros reales
{rk, sk :n,k € N} de tal manera que L C {J,,cn(rE, s%]s vy 3, cn | 88 —rk |< ¢ para cada k € N.
Sea ¢ < ¢ tal que {rk, s* : n,k € N} C B.. Consideremos el conjunto L' = L\(B¢ U {z¢} U S¢).
Observemos que f({z,y}) = f.({z,y}) por cada = € B, U{z:} US, y cada y € L. Esto implica
que L' C Un,kEN(TfL — sk y entonces L' € Ny y por lo tanto L € Ny. Asi, hemos probado la
contencion [R]<“ & Z(A) C Ny. [ ]

La siguiente pregunta esté relacionada de alguna manera con el teorema 0.103.

Pregunta 0.114. Dadas dos selecciones de dos puntos f y g sin minimal, ;existe una seleccion
de dos puntos h tal que Ny & Ny = Ny ?

En la siguiente seccidon, veremos que la pregunta anterior tiene una respuesta positiva bajo CH.

Observamos que hay o-ideales en R que no son de la forma Z4 para una ¢ — AD-familia A.
Por ejemplo, el o-ideal de subconjuntos magros de la linea real. Este ideal sera considerado en las
siguientes secciones.

0.7. Nj-Ideales bajo CH

En esta seccion el objetivo principal resultado es demostrar que CH es equivalente a la existencia
de una seleccion de dos puntos f para la cual:

0 si|Al<w
Ar(A) =
+o00 de otra manera.

Para nuestro propositos consideremos la medida en R definida por:

0 si|Al<w
p(A) =
+o00 de otra manera.

Es evidente, a partir del Lema 0.112, que C'H implica que Ay, = p 'y, por lo tanto, Ny, = [R] s,
En el proximo teorema, demostraremos que C'H es equivalente a la existencia de una seleccion de
dos puntos f para la cual Ay, = u. Este teorema serd una consecuencia de los siguientes lemas.
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Definicion 0.115. Sea o < ¢ un numero ordinal. Decimos que una seleccion de dos puntos f
genera un conjunto a-ordenado si existe un subconjunto indexado {rg : 8 < a} C R tal que
rg <j Ty siempre que B <y < a, o1y <y rg siempre que 8 <y < a.

Dado X C R, r € R y una seleccién de dos puntos f, establecemos los siguientes conjuntos;
L(T)jc( = (r)ynNXy R(r)f = (r,—)¢ N X. En particular, tenemos que L(r)D} = (7)) ¥
R(r)§ = (r,—); para cada r € R.

Lema 0.116. Supongamos que f es una seleccion de dos puntos en R para la cual existen X €
[R] e yY € [X] sz, tal que, para cada r € Y, tenemos que | L(r)ff < wi o R(r);( |< wy.
Entonces [ genera un wo-orden en Y .

Demostracion. Supongamos que f, X y Y satisfacen la hipotesis. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que | L(r);( |< w; para cada r € Y, el caso cuando | R(r)? |< w; para cada
r € Y, se maneja de manera analoga. Encontraremos recursivamente los puntos del conjunto
wo-ordenado. Elijamos rg € Y arbitrariamente. Por supuesto, el conjunto {ro} es un conjunto 1-
ordenado en Y. Sea o < wsy y supongamos que, para cada 8 < «, se ha elegido un nimero real
rg € Y de tal forma que 7, < 7g siempre que v < 8 < «a. Por hipétesis, sabemos que el conjunto
Xo = Upca L(rg)ff tiene cardinalidad como méaximo w;. Como | Y |> ws, podemos encontrar
ro € Y\X,o. Entonces queda claro que rg < r, para cada 8 < a y, por lo tanto, el conjunto
{rg : B < a} es un conjunto (o + 1)-ordenado. Al continuar con esta construcciéon, de manera
inductiva obtenemos un conjunto B = {r, : @ < wa} el cual es un conjunto we-ordenadoen Y. M

Lema 0.117. Supongamos que ¢ > wy. Si f es una seleccion de dos puntos la cual genera un con-
junto wo-ordenado A en R, entonces A contiene un subconjunto X de tamano wy tal que A¢(X) = 0.

Demostracion. Sea A = {r¢ : £ < wa} el conjunto wy-ordenado generado por f. Sin pérdida de
generalidad, suponga que A no tiene puntos aislados, en la topologia Euclidiana, y que r¢ <y r¢

siempre que £ < ( < ws, el otro caso es analogo. Como A es separable en la topologia Euclidiana,
podemos elegir un subconjunto I € [wg} = tal que {r¢ : £ € I} sea denso en A. Consideremos a

B =min{I} y v = sup{I}. Entonces tenemos que I C [3,7]. Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que | [8,7] |= w1, ya que si el intervalo [3,~] es numerable entonces nos vamos hacia
a la derecha y tomamos un 4’ tal que cumpla que | [5,7'] |= w1, y agregamos v’ € I esto es posible
ya que A tiene cardinalidad ws. Nuestro conjunto requerido es X = {r¢ : £ € (5,7]}. De hecho, ya
que A es un conjunto wp-ordenado, X C (rg,74]s. Fijemos € > 0. Como el conjunto {r¢ : £ € I}
es denso en X, podemos elegir £; como el menor § € [3,7) tal que | r¢ —r, |< §. Al usar este
proceso, por estar dentro del cardinal w en una cantidad finita de pasos, podemos encontrar un
conjunto finito tal que {& : ¢ <1} € TU{B,~v} tal que v = &, B = &, X C Ui (re;,mei41lp ¥
| re,41 — ¢, |< 5Fr para cada i < [. Entonces, obtenemos que Ay(X) < e. Por lo tanto, la medida
Ap-exterior de X es igual a 0. |

Lema 0.118. Para cada seleccion de dos puntos f y para cada X C R, se cumple una de las
siguientes condiciones:

i. X contiene un subconjunto de tamano wi y medida \y-exterior cero, o
ii. {a € X | L(a)ff [<wi o | R(a)f |< w1} tiene cardinalidad a lo mds w;.

Demostracion. Es evidente que, si | X |< wy, entonces (i) se cumple. Supongamos que | X |> wq
y supongamos, sin pérdida de generalidad, que A = {a € X | L(a);{ |< w;} tiene cardinalidad al
menos wo. Por el Lema 0.116, f genera un conjunto de wg-ordenado contenido en A. Por el Lema
0.117 A contiene un subconjunto de tamafno w; y medida Ag-exterior 0. |

Estamos listos para enunciar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 0.119. Las siguientes declaraciones son equivalentes:
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1) CH.

2) Existe una seleccion de dos puntos f tal que | (<, 7)s |< w para cada r € R.

(1)
(2)
(3) Ewiste una seleccion de dos puntos f tal que | (r,—)s |< w para cada r € R.
(4)

Eziste una seleccion f de dos puntos, tal que cada f-intervalo (r,s|; es numerable para cada
r,s € R.

(5) Ewiste una seleccion de dos puntos f y un subconjunto D C R, tal que | D |=cy| (r,s]yND |<
w para cada r,s € R.

(6) Ewiste una seleccion de dos puntos f tal que, Ay = p.

Demostracion. Para la implicacién (1) = (2) usamos la seleccion de dos puntos f. = f,,. Para la
implicacion (2) = (3) consideramos la seleccion de dos puntos opuesta f~ de f. Las implicaciones
(3) = (4) y (4) = (5) son directas.

(5) = (6). Sean f una seleccion de dos puntos y D un subconjunto de R que satisfaga las
condiciones requeridas por (5). Por el Lema 0.111, sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que D no tiene el f-minimal. Fijemos una biyecciéon ¢ : D — R. Definamos la seleccién de dos
puntos g : [R]z — R por la regla: ¢(r) <, ¢(s) si y solo si » <y s. Entonces se cumplen las
siguientes condiciones:

(7) todas los g-intervalos son numerables y

(#4) no existe un g-minimal.

Tenemos que (i) implica que Ag(A) = +oo para cada A C R no numerable y, por (ii) y los
corolarios 0.73 y 0.74, Ay(A) = 0 para cada A € [R] =

(6) = (4). Sea f una seleccion de dos puntos tal que Ay = u. Supongamos que
existen dos ntmeros reales 7 y s tal que | (r,s]y |[> w. Entonces (r,s]f ¢ Ny, pero
w((r,s]r) = Ap((r, s]5) <| s —r|< oo lo cual es imposible.

(4) = (1). Sea f una selecciéon de dos puntos tal que cada f-intervalo de la forma (r,s]; es
numerable. Fijemos A € N, . Entonces existe una familia numerable de pares ordenados {(rp, sn) :
Tn, o € R, para cada n € N} tal que A C |J,, cn(7n, Sn]s. Asi | A |< w. Esto demuestra que R no
tiene un subconjunto no numerable de medida f-exterior cero. Ahora, asumamos la negacion de
CH. Entonces, por el Lema 0.118, debemos tener que

[{reR:|(«—7)f|Swio |(r—)f|<wi}|<wi.

Como | R |> ws entonces, existe un nimero real a tal que | (a, —)s |> we. Al aplicar nuevamente
el mismo lema al conjunto (a, —)s obtenemos

(a,—

| {re (@, —)p | L) [Swio [ RE)ET <wn} < wr

Por lo tanto, existe b € (a, —»)y tal que | L(b)gca’_>)f |> wa. Ahora bien como L(b)gca’_”f C (a, by,
| (a,b]f |> wa, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, CH se mantiene. [

Sobre la base de los resultados ya establecidos enunciamos la siguiente definicion.

Definicion 0.120. Diremos que una seleccion de dos puntos f satisface la condicion nula contable
(c.n.c.) si Np = [R]=%.

Corolario 0.121. [CH| Eziste una seleccion de dos puntos f que satisface el c.n.c.
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Demostracion. Por el teorema 0.119, sabemos que C'H es equivalente a que exista una seleccion

de dos puntos f tal que Ay = p. Y por lo tanto, obtenemos que Ny = [R] Sw; es decir, f satisface
la c.n.c. |

En relacion con el ultimo corolario, consideraremos la siguiente afirmacién que denotamos por
CNH (Hipdotesis Numerable Nula): Existe una seleccion de dos puntos f en R que satisface de c.n.c.

La siguiente pregunta, aiin no ha sido resuelta y es bastante interesante si es afirmativa.
Pregunta 0.122. ;Es CNH equivalente a CH?

El siguiente teorema da una respuesta a la pregunta 0.100 bajo la suposicion de CH y por
consiguiente también responde afirmativamente la pregunta 0.101, bajo C H. Ademas dicho teorema
caracteriza los o-ideales con cofinalidad < ¢ bajo la suposicion de CH, los cuales resultan ser Ny
para alguna selecciéon de dos puntos f.

Teorema 0.123. [CH| Z es un o-ideal en R con cof(Z) < ¢, si y sdlo si existe una seleccion de
dos puntos f tal que Ny =T.

Demostracion. Supongamos CH. Sea A = {A¢ : £ < w1} una familia de subconjuntos no vacios
de R que generan el o-ideal Z. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |R\ Un<£ An| = wi
para cada £ < wy, de lo contrario, obtendriamos que Z(A) = Z = P(R), para este caso la seleccion
de dos puntos definida en el teorema 0.77 hace el trabajo. Entonces, tenemos que la familia A
satisface las condiciones (i) — (i) del Teorema 0.113, por lo que, existe una seleccion de dos puntos

f tal que Ny = [R]SwGBI(A):I. [ |

Corolario 0.124. [CH| Eziste una seleccion de dos puntos f tal que Ny es exactamente el o-ideal
de subconjuntos magros de R.

Demostracion. La afirmacion se deduce del hecho de que el o-ideal de los subconjuntos magros de
R es generado por la familia de todos los subconjuntos cerrados densos de ninguna parte de R que
tiene el tamano c. |

En el siguiente corolario, respondemos a la pregunta 0.114 bajo la suposicion de CH.

Corolario 0.125. [CH| Para cada par de selecciones de dos puntos [ y g existe una seleccion de
dos puntos h tal que Nj, = Ny & N.

Demostracion. Sea f 'y g selecciones de dos puntos. Como c¢f(Ny) < ¢y ¢f(Ny) < ¢, tenemos
entonces cf (Ny & Ny) < ¢, por el teorema 0.123 existe una seleccion de dos puntos h tal que

N =N; @ N, -

0.8. Nj-Ideales bajo el Axioma de Martin

En esta ultima seccion probaremos que el Axioma de Martin “ MA” implica la existencia de una
seleccion de dos puntos f, de modo que Ny es exactamente el o-ideal de subconjuntos magros de R.

Recuerde que un ideal 7 es un < c¢-ideal si esta cerrado por uniones de subfamilias de tamano
<.

Es bien conocido que, bajo el Axioma de Martin, la uniéon de < ¢ conjuntos magros es magro,
y la unién de < ¢ conjuntos de medida Lebesgue cero tiene medida 0. Sin embargo, este no es el
caso de nuestras medidas exteriores que hemos considerado hasta ahora. De hecho, consideremos
una A particion de R tal que | A |= wy y | A |= ¢ para cada A € A. Usando el Teorema 0.113,

podemos encontrar una seleccion de dos puntos f tal que Ny = [N} = SZ(A)y R ¢ Ny. Por lo
tanto, en una Modelo de M A+7C'H, este o-ideal Ny no es cerrado bajo < ¢ uniones.
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Teorema 0.126. Sea Z un < c-ideal propio de R que contenga []R]<C con cof(Z) = ¢. Entonces
existe una seleccion de dos puntos f tal que Ny =1

Demostracion. Supongamos que A = {A¢ : £ < ¢} genera el ideal Z. Por induccion transfinita,
para cada & < ¢, definiremos los puntos z¢ y los conjuntos Sés y X és de tal manera que:

(1) Se es una sucesion no trivial que converge a x¢ para cada § < c,

(2) Xy = Ao,X§ = (mn<£X77) UAg si0 < g < ¢ es limite y X§+1 = Xg UA§+1 @] Sg @]
{x¢} para cada & < c,

(3) SeUxe C R\ (AU (U, ¢ Xy)) para cada & < ¢,y
4) ’Xﬁ\UnSEH A,| < ¢ para cada € < c.

Entonces, la primera etapa estd determinada por (1)-(3). Sea £ < ¢ y supongamos que hemos
definido los puntos z,, y los conjuntos S;s y X/s para cada n < £ que satisfacen (1) — (3). Dado
que Z es un < c-ideal, que contiene [R]< C 7, tenemos que | R\(A4¢ U (U, ¢ X»)) |= c. Entonces
podemos elegir z¢ y S¢ que satisfacen las condiciones (1) y (3). Finalmente, el conjunto X¢ se
define por (2) y (4) se deduce de la construcciéon. Ahora vamos a definir la seleccién de dos puntos
f de la siguiente manera:

r sir € X¢ys=x¢ para algtin £ <,
f{r s}):=<s sir € Xey s e Se para algin € <,

fe({r,s}) de otra manera.

Notemos que f no tiene un minimal. Observemos que la seleccion de dos puntos f esta bien
definida debido a (3). Ademas, A\;(X¢) = 0 para cada { < ¢. Entonces T C Ny. Para finalizar
la prueba demostraremos que Ny C Z. De hecho, fijemos B € Ny y para cada k € N, sea
{(rk,sk]; :mn € N,k € N} una familia de f-intervalos numerables tal que

’n.’n
BCU naanZ|s

neN neN

?r\'—‘

Elijimos £ < ¢ de tal forma que {r¥ : n,k € N} U {sk : n,k € N} C X. Por (4), obtenemos que
|X5\Un§£+1 Ay| < ¢y por lo cual X¢ € Z. Por lo tanto, BN X, € Z. Ahora bien, sea B’ = B\ X.

Afirmacién 1: B'N (S, U {z,}) = 0 para cada ordinal  que satisfaga £ <n < c.

Prueba de Afirmacién 1: Sea b € B'. Ya que r¥ s* ¢ X¢, tenemos que s <p rk <y Tyy
s <y sk <j x,, para cada k,n € Ny para cada s € S,. Entonces b ¢ Uggn (S’ U{xn}) porque para
cada k € N existe n € N de tal manera que rf < b < sﬁ. Esto demuestra que B’ N (S, U{z,}) =0
para cada £ <7 < c.

Por la definicion de la seleccion de dos puntos f y la Afirmacion 1, obtenemos que f({b,x}) =
fe({b,z}) para cada b € B’ y cada z € X¢. Entonces Af(B’) = As. (B’) = 0, lo que implica que

B € [R}«. Entonces B’ € Z. Ademas puesto que (BN X¢) UB' = (BN X¢) U (BN Xg) =
BN (Xg U Xg) = B esto implica que B € Z. Por lo cual, Ny C T. ]

Corolario 0.127. Si Z es un < c-ideal de R con cof(Z) = ¢, y UZ = R, entonces existe una
seleccion de dos puntos f tal que Ny =1
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Demostracion. Como Z es un < c¢-ideal, entonces [UI] < C T y aplicamos el teorema anterior. W

Corolario 0.128. [M A] Eziste una seleccion de dos puntos f, tal que Ny es exactamente el o-ideal
de subconjuntos magros de R.

Demostracion. Sea T el o-ideal de los conjuntos magros de R. Entonces por un lado tenemos que
bajo el Azioma de Martin la unién de < ¢ conjuntos magros es magro, por lo que Z cumple que es
un < c-ideal propio de R, ademas por el M A y el Diagrama de Cichon (ver pagina 22), tenemos
que cof(Z) = ¢. Por el corolario 0.127 concluimos que existe una seleccion de dos puntos tal que
N =1 |

Para finalizar la seccién formulamos la siguiente pregunta que no pudimos contestar.

Pregunta 0.129. En ZFC, ;Existe una seleccion de dos puntos f tal que Ny sea exactamente el
o-ideal de subconjuntos magros de R?



Capitulo 4. Equivalencia y
congruencia de las selecciones de dos
puntos

En este tltimo capitulo, estudiaremos algunas condiciones para que dos selecciones de dos
puntos f y ¢ induzcan la misma familia de conjuntos medibles de R.

Definicion 0.130. Sean f y g dos selecciones de dos puntos y N C R. Decimos que f y g son:
(1) f yg son M-equivalentes si My = M,.

y g son congruentes mod N, en simbolos f =y g, siT <, s st y s6lo si T <f s siempre que
2 tes mod N, en simbolos f = 1<y s siysolosiT <y s si
| {r,s} NN |< 1.

(3) f y g son débilmente congruentes mod N, en simbolos f =} g, sir <g s si y sélo sir <j s
siempre que {r,s} NN = 0.
Es facil ver que la relaciéon de congruencia mod N implica la relaciéon de débilmente congruente

mod N.

Ejemplo 0.131. Consideremos a N =N, la seleccion de dos puntos Euclideana fg y la seleccion
de dos puntos [ que se define de la siguiente manera:

rosir<sy{r,sfNN=0,

f({r;s}) =
s sir<sy{r,s}NN #0.

Entonces f y fr son débilmente congruentes mod N pero no congruentes mod N.

Para hacer mas claro nuestro anterior ejemplo, tomemos a —1, —2 € R entonces —2 <y, —1 es
decir =2 < —1 y como {—1,—2} NN = (), entonces —2 <y —1. Por lo tanto f =y fg. Pero fy fg
no son congruentes mod N, pues si tomamos 1,2 € R tenemos que 1 <y, 2 es decir 1 < 2, y como
{1,2} NN # () entonces por definicion de f concluimos que 2 <y 1. Asi f 2y fg.

Ejemplo 0.132. Consideremos a Z y a las selecciones de dos puntos fr la selecion Fuclideana y
g la cual se define a continuacion

r sin<r<n+1lys=mn,
g{r,s})=qn+1 sin<r<n+lys=n+1,
S de otra forma.

Es claro que tenemos la congruencia débilmente mod Z pero no la congruencia mod Z.

37
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Ejemplo 0.133. Para toda seleccion de dos puntos Euclideana fg se tiene que My, = Mfg. En
particular la seleccion de dos puntos Fuclideana fg y la seleccion de dos puntos Fuclideana opuesta
fg son M-equivalentes pero no son congruentes mod N para cualquier subconjunto N de R.

Pregunta 0.134. ;Es el resultado del ejemplo (0.133 cierto para toda seleccion de dos puntos?

El siguiente teorema nos permite construir facilmente dos selecciones de dos puntos distintas
que sean M-equivalentes.

Lema 0.135. Si N C R tal que f =y g y ENN =0, entonces A\f(E) = A\g(E). St ademds f y g
no tienen minimales, entonces A\f(E) = Ag(E) para todo E C R.

Demostracion. Observemos que E C (J,cn(Tn, Snlf = Unen(7ss Snlg ¥ usando la definicion de
medida exterior mediante selecciones de dos puntos finalizamos la demostraccion. |

Teorema 0.136. Si f y g son dos selecciones de dos puntos sin minimales para las cuales existe
N € [R]” tal que g({r,s}) =1 si y sélo sir <y s cuando | {r,s} NN |< 1 entonces f y g son
M-equivalentes.

Demostracion. La prueba se sigue inmediantamente del lema anterior. |

Corolario 0.137. Si N € [R}w y f =N g, entonces f y g son M-equivalentes.

En el teorema 0.136 vimos que la congruencia mod N con respecto a un conjunto numerable
implica la M-equivalencia. Esto motiva la pregunta natural de cuando dos selecciones de dos
puntos f y g son M-equivalentes cuando son débilmente congruentes mod N para ciertos N C R.
A continuacién describiremos dos selecciones de dos puntos f y g tales que f =} ¢ para un
conjunto finito NV tal que My # M,. Para mostrar esto, demostraremos que, para un punto fijo
x € R determinado, cada seleccion de dos puntos f es débilmente congruente mod {x} con otra
seleccion de dos puntos g para la cual la linea real tiene cero medida g-exterior. Para establecer
esta afirmacion estableceremos el siguiente lema.

Lema 0.138. Sea A C R y f una seleccion de dos puntos. Supongamos que existe una sucesion
(Tn)nen que converge a x en la topologia Euclidiana tal que

oo
Z\x—mn |< o0
n=0

v Ac (U)o (Ueos).
n=~k

n=k
para cada k € N. Entonces, Af(A) = 0.

Demostracion. Sea (x,)nen una sucesion que converge a x que satisfaga las condiciones requeridas.
Fijemos € > 0 arbitrario y elijamos k € N tal que

= €
Z|m—xn\< 3
n==k

Por hipotesis,

AC ( [_jk(x,xn]f) U ( Gk(:nn,x]f)

De donde se sigue la siguiente desigualdad
Af(A) §22 |z — 2z, |<e
n=~k

Como ¢ fue elegido arbitrariamente obtenemos que A¢(A4) = 0. n
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Teorema 0.139. Para cada seleccion de dos puntos f y para cada x € R existe una seleccion de
dos puntos g tal que A\y(R) =01y g =i f

Demostracion. Sean f una seleccion de dos puntos y € R. Elijamos f y elijamos una sucesion
(Zn)nen que converja a x que satisfagan lo siguiente

o0
Z|x—xn |<§y0<|x—xn| para cada n € N.

n=0

Enumeremos la familia de todas las subsucesiones no triviales de (x,,)nen por {Se¢ : & < ¢}. Para
cada & < ¢, definamos

Le={r e R:r <; s para cada s € S¢},
Re={reR:s<yrparacadase Se}y Xe=L¢URe.

La seleccion de dos puntos requerida g debe satisfacer que

9|[ ]2=f\[

2 .
R\{z} R\{z}]

Veamos que R = UE <¢ X¢- De hecho, elijamos r € R arbitrariamente y consideremos los conjuntos
L={neN:r<jz,} yR={neN:uz, <fr}. Luego tenemos que al menos uno de estos
dos conjuntos es infinito. Si | L |= w y £ < ¢ son tales que S¢ = (%, )ner, entonces es evidente
para r € L¢. Se obtiene una conclusién similar para el caso en que R es infinito. Definiremos g
sobre {{z,r} : r € R\{z}} ya que en los otros puntos g estaremos de acuerdo con la seleccion de
dos puntos f. Fijemos r € R\{z} y tomamos £ < ¢ como el menor ordinal para el cual z € X¢.
Sir € L¢, entonces definimos z <, r, y si r € R, entonces definimos r <, x. Es claro que g es
una seleccion de dos puntos bien definida, tal que g %?I} f. Segun el Lema 0.138 obtenemos que
)\f (R) =0. [ |

Corolario 0.140. Para cada seleccion de dos puntos f con P(X) € My y para cada = € R, existe
una seleccion de dos puntos g tal que g =7,y f y Mgy =P(R) ¢ M.

Vamos a modificar el lema anterior pero ahora en lugar de usar un punto usaremos dos puntos,
para este prop6sito necesitaremos el siguiente lema.

Lema 0.141. Sea f una seleccion de dos puntos. Supongamos que X € [R]c satisface que

| X\ U (. snlf| = ¢,

neN

para cada familia de f-intervalos numerables {(r,,sn]r : n € N}. Entonces, X puede dividirse
en dos conjuntos disjuntos de tal forma que cada uno de ellos no puede ser cubierto por ninguna
familia de f-intervalos numerables.

Demostracion. Usaremos la induccién transfinita para definir los conjuntos requeridos. Enumera-
mos al conjunto ([R]2)w como {S¢ : € < ¢} y acada Sg como {(r§, s) : n € N}. Elegimos z} y 22

dos puntos diferentes en X\ J,,cn (73, 5] ¥ supongamos que para cada ¢ < ¢ hemos seleccionado
cuidadosamente dos niimeros reales

xé,x% S X\( U (rfl,sfb]f U {a:ﬁ, m<(yi= 1,2}).
neN
Por hipétesis, tenemos que

‘X\( U(rfwsfl]fu{xé:C<§yi:1,2}>‘ =c

neN
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Asi que podemos elegir dos ntumeros reales distintos mé y xf en este conjunto. Esto termina con la
induccion. Ahora definimos X; = {z; : £ < ¢} y X2 = X\X;. Es evidente que {X;, X5} es una
particion de X y {27 : £ < ¢} C Xa. Sea {(7n, 0]y : 7 € N} una familia numerable de f-intervalos
tomamos & < ¢ tal que 1, = 18 y s, = 85 por cada n € N. Esté claro que la familia {(r,,,s,]; : n €
N} no puede cubrir ninguno de los conjuntos X1 y X» ya que {z{,zF} N (Unen(rn,snlf) =0. =

Teorema 0.142. Sea f una seleccion de dos puntos. Supongamos que X satisface la hipdtesis
del Lema 0.1/1. Entonces, para cada par de puntos distintos a,b € R existe una seleccion de dos
puntos g tal que f =7, g, A(X) =[b—a | y {X1, X2} es una particion de X tal que X; ¢ Mg
para todo i =1, 2.

Demostracion. Supongamos que X C R satisface que

2\ U sl =

neN

para cada familia numerable de f-intervalos {(r,, s,]; : n € N}. Sea a,b € R con a < b. Definimos
la seleccion de dos puntos g como a <, x <4 b para cada z € X y g({y,2}) := f({y, z}) en caso
contrario. Es evidente que g %?a,b} f. Por el Lema 0.141, existe una particion {X1, Xo} de X de
modo que ninguno de sus elementos se puede cubrir por ninguna familia de f-intervalos numerables.
Dado que el g-intervalo (a,b], contiene el conjunto X, debemos tener que A\y(X) < b —a y por
lo tanto A\g(X1) < b—ay A\g(X2) < b— a. Ahora bien, sea {(ry, s,y : n € N} una familia de
g-intervalos numerables. Si (a,b]y € {(rn, sn]y : 7 € N}, entonces tenemos que

Z|sn—7’n |>b—a.

neN

Por lo tanto, supongamos que (a,blg & {(rn, snlg : n € N}. Siguiendo la notacién del 0.141, existe
¢ <ctalquer, =18y s, = s para cada n E N. Ademaés, tenemos que r$ & a o s ¢ b para
cada n € N. Por otro lado, ya que z; ¢ Unen (75 n]f, tenemos que g <s rf o s <y g, para
cadai =12y n 6 N. Por lo tanto, obtenemos que l‘E <y ré o st <g T¢ para cada i = 1,2y
n € N. Es decir, :c ¢ Unen(rs, s8] por cada i = 1,2 y n € N. Todos estos resultados implican
que A\g(X) = A (Xl) = Ag(X2) =b—a. Como X = X1 U X2, obtenemos que ninguno de los tres

conjuntos pueden ser g—medibles. |

Ahora centramos nuestra atencion en la seleccion de dos puntos f., donde < f. es un orden
isomorfo del orden de ¢. Observemos que, de la condicion My, = 77( ), no podemos aplicar el
Corolario 0.140 para encontrar una seleccion de dos puntos g tal que g =% f., para unos N € [R]w,
y My & My,

Lema 0.143. Sea f una seleccion de dos puntos tal que A¢((r, s]¢) = 0 para cadar, s € R. Entonces
Af(X) € {0, +00} para cada X CR.

Demostracion. Sea X C R. Por supuesto, si X no puede ser cubierto por una cubierta numerable
de f-intervalos, entonces Af(X) = +o00. Supongamos que existe una familia numerable {(r,, s,]y :
n € N} tal que X C U, cn(7n, 8n]s. Entonces

Z/\f T, Sn)f) = 0.
neN

Por supuesto, en este caso, también obtenemos que X € M. |

Teorema 0.144. Para cada nimero ordinal « de cardinalidad ¢, y para cada biyeccion ¢ : [0, ) —
R, se cumple que Ay, (X) € {0, +o00} para cada X C R.
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Demostracion. Supongamos que ¢ < a < ¢¥ luego fijamos una biyeccion ¢ : [0,«) — R. Probare-

mos por induccion transfinita que (¢(0), ¢(§)]y, € Ny, para cada ordinal § con 0 < § < a.
Primero observemos que | (¢(0), ¢(§)]y, |< ¢ para todo & < ¢.

Por lo tanto, podemos encontrar una sucesiéon S que converga a ¢(0), de modo que S N

(0(0),9(8)]s, =0y ¢(£) <y, s para todo s € S. Entonces, por Lemma 0.102, Az, ((¢(0), ¢(£)],) =

0. Por lo tanto, podemos suponer que ¢ < & < a y (¢(0),¢(n)]y, € Ny, para cada n < . Si

& = n+1, entonces la afirmacion se sigue directamente de la hipotesis inductiva de (¢(0), ¢(€)]¢, =

(6(0), 6(n)]y, U{6(9)}- ’

Ahora, supongamos que £ es un ordinal limite. Necesitamos considerar dos casos:

Caso 1: cof(§) = w. Sea (N, )nen una sucesion estrictamente creciente de ordinales tal que n,, 7 €.
Luego,

(@065, = (| (0(0), 6(m)lz, ) U{6()}-

neN

Entonces, la hipétesis inductiva implica que A, ((¢(0), #(£)]s,) = 0.

Caso 2: cof(§) > w. Supongamos que [¢(£), p(v))s, no es un conjunto cerrado en la topologia
Euclidiana de R. Entonces existe un ntmero ordinal n < £ y una sucesion de ordinales (1,)nen,
con ¢ <7, para cada n € N, de modo que la sucesion (¢(n,))nen converge a ¢(n) en la topologia
Euclideana. Por el Lema 0.102, tenemos que Ay, ((#(n), ¢(£)]s,) = 0. Como la hipétesis inductiva
garantiza que Ay, ((¢(0), ¢(n)]y,) = 0, obtenemos que Ay, ((¢(0), ¢(¢)]s,) = 0.

Por lo tanto, podemos suponer que [¢(§), ¢(v)), es un conjunto cerrado en la topologia euclidiana
de R. Entonces, (¢(0),¢(&))s, es un conjunto abierto en el topologia Euclidiana. Sea n > £ de
modo que ¢(n) sea un punto de acumulacion, en la topologia Euclidiana, de (¢(0), $(§))y, . Luego,
elegimos una sucesion de ordinales (7, )nen en el intervalo (0,&) para que (¢(n,))nen converga a
¢(n) en R. Consideremos el namero ordinal n = sup{n, : n € N}. Ya que cof(§) > w, tenemos
que 7 < &. Entonces, por el Lema 0.102, tenemos que A, ([¢(n), #(€)]y,) = 0. Asi, finalmente

obtenemos que Ay, ((¢(0), ¢(¢)]s,) = 0. |

Estamos convencidos de que el problema particular de encontrar selecciones de dos puntos
que son M-equivalentes a fr parece ser muy interesante. De alguna manera relacionado con esto,
tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 0.145. Sean A C R y sean f y g dos selecciones de dos puntos tales que f =4 g.
Entonces

(%) (r,s]f\A = (r,s]4\A4 para cada r,s € R, y (r,s]y = (r,s]y para cadar,s € R\A y
(%) Ap(X\A) = A\g(X\A) para cada X CR tal que Ap(X\A) < 0.

Demostracion. Por definicion, la afirmacion (x) se sigue directamente del hecho de que r <y z <; s
siy solosir <,z <4 s, para cada r,s € R y para cada x ¢ A. Para probar («x), fijamos
X C R y supongamos que Af(X\A) < oo. Consideremos una sucesion arbitraria de la forma

C={{an,bn} :n,me N} C [R]2. Observemos que de la condicién (*) obtenemos que

X\A C U (@n,byn)s siy solosi X\A C U ((an, bu]f\A).
meN meN

siy solo si X\A C U ((an,bnlg\A) siy solosi z\A C U (an,bnlg
meN meN
Por hipotesis existe una familia numerable de f-intervalos de X que atestigua que Af(X\A) <

co. Siguiendo la observacién tenemos que A (X\A) < Af(X\A) < oo. De nuevo, por la misma
observacion, Ag(X\A) < Ag(X\A). Por lo tanto, Af(X\A) = A\g(X\A). [ |
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Pregunta 0.146. ;FEs cierto que si dos selecciones de dos puntos f y g son M-equivalentes implica
que f =n g para algin N € Ny NN, ?



Conclusion

Con esta tesis sobre nuevas medidas exteriores de la linea real, el alumno puede entender mejor
la nocién de medida en un curso de Teoria de la Medida, puesto con la teoria expuesta sobre esta
nuevas medidas exteriores se pueden crear muchos ejemplos interesantes.

La construccion de estas nuevas medidas exteriores incidi6 positivamente en la posibilidad de
medir el tamano de subconjuntos arbitrarios de R mediante selecciones de dos puntos. Teniendo
como resultado que la medida exterior inducida por una selecciéon de dos puntos generaliza a la
medida exterior de Lebesgue.

Se dio un ejemplo de una seleccion de dos puntos de tal forma que todo subconjunto de R es
Ar-nulo y por lo que teniamos que My = Ny = P(R). Otros ejemplos mas exoticos que este
altimo se construyen en esta tesis. Lo cual demuestra la versatilidad del tema para la comprension
de lo que es una medida exterior. Ademéas probamos que se pueden definir 2° medidas exteriores
distintas de entre si, y de esta forma se proporciona una gran cantidad de propiedades y ejemplos.

En esta tesis se da una caracterizacion de la Hipotesis del Continuo en términos de la existencia
de una medida exterior inducida bajo una seleccién de dos puntos. Con esta caracterizacion se
contribuyé ampliar la lista de propiedades equivalentes a la Hipotesis del Continuo. Con el Axioma
de Martin se obtiene que el o-ideal de los subconjuntos magros de los nimeros reales es igual
al conjunto de los nulos de una de estas medidas exteriores. Con estos resultados mencionados
se puede ligar la Teoria de la Medida con la Teoria de Conjuntos. Ademés en este trabajo se
establecierén dos relaciones para que dos selecciones de dos puntos induzcan los mismos conjuntos
medibles.

Esperamos que esta tesis se pueda usar como un texto de apoyo en un curso de Teoria de la Medida.
De igual manera, esperamos también que el alumno pueda aplicar estos resultados en temas de la
probabilidad y la fisica.
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