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Capitulo 1

Introduccion

En topologia general nos encontramos, a menudo, con la cuestion de como un cierto espacio
esta ubicado o localizado en un espacio méas grande. Para darnos unaidea, los hechos siguientes
son bien conocidos:

1.- Un espacio X es pseudocompacto si X es Gs—denso en su compactacion de Stone-Cech.

2.- Todo espacio Tychonoff X se puede ver como subespacio del espacio de todos los
subconjuntos cerrados de X con la topologia de Vietoris.

3.- El espacio €, (X) de funciones continuas real valuadas definidas en un espacio Tychonoff
es un subespacio de R¥ dotado con la topologia producto.

4.- Cualquier espacio Hausdorff puede considerarse un subespacio de su extension de
Katetov.

Situaciones que involucran propiedades topoldgicas relativas se encuentran en topologia en
incontables ocasiones. Por ejemplo, varios resultados importantes sobre compacidad numerable
relativa fueron obtenidos por Grothendieck; ademas Tkachuk y Chigogidze analizaron la version
relativa de la dimensién topoldgica (veal2] ).

La idea principal detras de la localizacion es la siguiente:

Con cada propiedad topolégica P uno puede asociar una version relativa formulada en
términos de la localizacién de Y en X de una manera tan natural que cuando Y coincide con X,
entonces esta propiedad relativa coincide con 2.
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Consideremos, por ejemplo, la propiedad P = compacidad y tomemos la definicion siguiente:
Y € X, es compacto en X si toda cubierta abierta de X, admite una subcoleccion finita que cubre
aY. En este caso, es evidente que si Y = X, la propiedad definida coincide con la nocion
compacidad.

La primera exposicion de propiedades topoldgicas relativas fue dada en [5]; posteriormente
Gordienko; Dow y Vermeer obtuvieron un resultado importante sobre la version relativa de la
propiedad de Lindeldf, lo cual permitié resolver un problema plateado por Ranchin y el cual
permanecié abierto durante mucho afios.

En 1996, Arhangel’skii, presenta un primer estudo sistematico sobre propiedades topolégicas
relativas; haciendo énfasis en axiomas de separacion relativos y sobre propiedades relativas de
tipo compacidad (vea [3] ). Sin embargo desde antes ya habia obtenido algunos resultados de
este tipo, en su trabajo, A generic theorem in the theory of cardinal invariants of topological
spaces, Arhangel’skii, donde presenta versiones relativas de varios teoremas importantes. En
dicho trabajo, Arhangel’skii, comenta que para obtener buenas definiciones relativas que
permitan verificar el cumplimiento de teoremas clasicos en version relativizada se debe seguir la
idea en la definicién de la cardinalidad relativa (vea [2]); a saber: Sea P una propiedad topolégica
hereditariamente cerrada. Diremos que Y tiene P en X desde adentro, si todo subconjunto de Y,
el cual es cerrado en X tiene la propiedad P.

En cualquier caso, la aproximacion desde adentro nos dota de invariantes cardinales relativos
bastante interesantes y naturales. Por ejemplo, se dice que Y es compacto (Lindelof, normal) en
X si todo subepacio cerrado de X, contenido en Y es compacto (es Lindel6f, es normal,
respectivamente). Asi, en general, L(Y,X) < k (el grado de Lindel6f de Y en X, es menor o igual
que k), siparatodo A € Y, el cual es cerrado en X, L(A) < k. Esto Ultimo resalta la conexion entre
relativizacion con una manera muy natural de explorar propiedades topoldgicas en espacios:
analizando la propiedad en subespacios pequefios de espacios para determinar si el espacio la
tiene, conocida como teoria de reflejo. Hodel presenta en su obra [14] un estudio panoramico

sobre teoria de reflejo en funciones cardinales.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Conjuntos

En esta seccién hacemos un breve recuento de algunos conocimientos de la teoria de
conjuntos que seran utiles en el desarrollo de este trabajo; con la finalidad de hacer, en la
medida de lo posible, que nuetra obra sea autocontenida. No obstante, los temas expuestos
tanto en esta seccion como en el presente capitulo se daran sin mucho detalle, pero con
referencias para que el lector interesado pueda adentrarse o profundizar en ellos. Para un

estudio detallado sobre teoria de conjuntos recomendamos [13], [17].

Definicion 2.1.1 Un conjunto a es un nimero ordinal (o simplemente un ordinal) si:
(i) a es transitivo (es decir, todo elemento de a es subconjunto de «),
(ii) a es bien ordenado por la relacion de pertenecia restringida a a, que se define por

€,={(a,b):a€abeayac€b}

Se puede demostrar que todo elemento de un ordinal, también es un ordinal. Si @ es un
ordinal, el conjunto a U {a}, se llama sucesor de a y es denotado « + 1 (se puede probar que
el sucesor de cualquier ordinal es un ordinal). Esto permite una clasificacion de ordinales: un
numero ordinal «, es llamado ordinal sucesor si a« = 8 + 1 para algun ordinal 5. En otro caso

a es llamado ordinal limite.

Denotemos al minimo ordinal limite distinto de cero como w. Los ordinales menores que w

(elementos de w) son llamados ordinales finitos 0 nimero naturales.



Para cada par de ordinales a, fdefinimos: a < B siy solo si « € 5. Es importante mencionar que
esta relacion posee los atributos de un buen orden.
Definicion 2.1.2 Un ordinal a, se llama ordinal inicial o cardinal, si « no es equipotente a

cualquier B € a (es decir, no existe una funcién inyectiva con dominio « y rango ).

Si k es un cardinal, denotamos «*, al menor cardinal mayor que k. Un cardinal de la forma x™,
se llama cardinal sucesor. Un cardinal li mite es aquel cardinal que no es sucesor. De aqui que,

k es un cardinal limite si para todo cardinal 1 < k, 1t < k.

Definicion 2.1.3 Una sucesion transfinita es una funcién cuyo dominio es un ordinal 6 y se

denota por (y,: p € 6). Ademas es llamada como una 6 —sucesion o sucesion de longitud 6.

Sea (y,: p € ) una sucesion transfinita de ordinales de longitud 8. Decimos que la sucesion es

creciente siy, < yg, siempre que p < < 6.

Definicion 2.1.4 Sea 6 un ordinal li mite, y sea (y,: p € 8) una sucesion creciente de ordinales en

y. Decimos que la sucesion A = (y,:p € 6) es cofinal eny, si no existe a <y talque A € a.

La cofinalidad de y, denotada cf(y), es el menor ordinal li mite, 6, tal que existe una 6 —sucesion
crecientela cual es cofinal en y. Se puede ver que cf (y), siempre es un niumero cardinal.
Definicion 2.1.5 Un cardinal infinito k es regular si cf (k) = k; en otro caso, se dice que k es un
cardinal singular. Asi k es singular si cf (k) < k..

Es posible demostrar que todo cardinal sucesor e infinito es regular. Sea E un conjunto.
Denotamos, P(E), al conjunto potencia de E, [E]** es la coleccion de todos los subconjuntos de
E con cardinalidad < k, en el caso que se tenga [E]<® se referird a la coleccién de todos los
subconjuntos de E con cardinalidad finita. Y finalmente [E]* denota la coleccién de todos los

subconjuntos de E con cardinalidad «.



El siguiente teorema es de gran ayuda.

Teorema 2.1.1 Si x un cardinal infinito, entonces:
@ 1[x]=¢| = «,

(it) si A es un cardinal tal que 1 < a, entonces |[k]<*| < k* y también, |[x]*| < x*.

2.2. Topologia

Si bien el presente trabajo de tesis requiere elementos basicos tanto de teoria de conjuntos
como de topologia, a continuacion haremos una exposicion sencilla de las nociones de topologia
con las que trabajaremos, el lector interesado en el tema puede consultar [12].

Definicidon 2.2.1 Un espacio topoldgico es un par (X,T), donde X es un conjunto y T una

coleccion de subconjuntos de X que satisface:

. X,0€eT
. UgAdg ETSIA, ET.
® ?=1AiETSiAiET

A los elementos de T les llamaremos abiertos y a T topologia para el conjunto X.

Cuando no exista confusion escribiremos solo X para referirnos al espacio topologico (X, T).

Ejemplo 2.2.1 Sea X cualquier conjunto, la coleccion T = {X, @} es una topologia para X; ésta

topologia es llamada topologia trivial o indiscreta.

Ejemplo 2.2.2 Si X es un conjunto, entonces la coleccién T = P(X) es una topologia en X; la

coleccion T es llamada topologia discreta.

Ejemplo 2.2.3 Sea R el conjunto de los nUmeros reales y T la coleccion de subconjuntos de R
tales que: U € T siy so6lo si para todo x € U, existen a,b € R tal que x € (a,b) c U, ademas del
conjunto vacio. Entonces T es una topologia en R Nos referimos a T como topologia usual de

Ry al par (R, T) el espacio real



Ejemplo 2.2.4 Considérese en Rl a coleccién T, formada por @, Ry todos los subconjuntos
U de R tales que U es union de intervalos de la forma [x,y). T; es topologia para R, el

espacio (R, Ty) se conoce como Linea de Sorgenfrey. Denotaremos por K. a tal espacio.

Ejemplo 2.2.5 Si X es un conjunto no vacio, la coleccion:

T.={A c X: X\ A es finito 60 X} es una topologia para X. La coleccién T, es llamada topologia co-

finita.
Ejemplo 2.2.6 Si X es un conjunto no vacio; la coleccion

T, ={A S X:X \ A es numerable o todo X} U {@} es una topologia en X y se conoce como

topologia co-numerable.
Revisemos que T, es topologia:

() Inmediatamente de la definiciébn de T, se tiene que @, X € T.

(i) Sea {Uglqey T esto es, X\U, es numerable para todo a €] ; puesto que
X\ UaejUqg) = Ngej(X\Uy) y dado que Nge(X\U,) €s un conjunto numerable,
Ugey Uq ET.

(iii) Sean 4;,...,4, € T. Sabemos que

X\ ﬁAi = O(X\Ai)
i=1 i=1

el cual resulta numerable por ser la union finita de conjuntos numerables.

De (i), (ii) y (iii) se concluye que T, es una topologia para X.
Definicion 2.2.2 Sea (X, T) un espacio topoldgico, diremos que A € X es cerrado si X \ 4
es abierto..

La prueba de las afirmaciones siguientes se obtiene de las leyes de De Morgan.
i) X y @ son conjuntos cerrados
i) Ngey Ag €S Cerrado si A, es cerrado para cada a
- n -
i) ,UlAi es cerrado si 4; es cerrado parai € {1, ...,n}
=
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Definicion 2.2.3 Sea (X, T ) un espacio topolégicoy A < X,
a) Unpunto x € X, se llama punto clausura de A, si dado cualquier conjunto U abierto con x €
U, setieneque UN A # Q.

b) Un punto x € X, es punto interior de A si, existe un abierto U, tal que x € U € A.

Sean (X,T) un espacio topolégico y AcX <con A=+#@ . Consideremos
F={EcCX:ACEyE escerrado}; claramente ¥ es no vacia pues X € F; luego, por la

proposicion anterior se tiene que NF es un conjunto cerrado.

Analogamente, si G ={E € X:E € A, con E abierto} tenemos que UG es un conjunto abierto,

debido a (ii) de la Definicion 2.2.1.

Definicion 2.2.4 Sea X un espacio topoldgico y A4 un subconjunto de X.

a) La clausura de 4, denotado por 4 o ¢lx(A), es el conjunto A = NF, donde F es la familia
{E<S X:AC EYE es cerrado}.

b) El interior del conjunto A es el conjunto
int(A) =A=UgG donde, G ={E € X:E C A, con E abierto}.

Se observa inmediatamente de la definicién anterior que: A es el conjunto abierto mas grande

contenido en 4 y, que A4 es el cerrado mas pequefio que contiene a A.

Definicion 2.2.5 Sea X un espacio topoldgico
i) Una coleccion B de subconjuntos abiertos de X, es base parala topologia T de X,
si para cada x € X y cada abierto U de X que contiene a x, existe B € B tal que
xXEBCU
1)) Una coleccion B, formada por abiertos que contienen al punto x es una base local
de x € X, si dado cualquier abierto U, tal que x € U, existe B € B, de tal manera

quex€BCU.



Si B es base para la topologia del espacio X, nos referimos a los elementos de B como basicos.
Ademads, si B, es una base del punto x, se llama vecindad del punto x a cada elemento B € B,.
Si la base no esta dada en forma implicita o en forma explicita, entenderemos por vecindad del
punto x, a cualquier conjunto abierto que lo contenga.

Ejemplo 2.2.7 Si (X, T) es un espacio topologico, T es base para T.

Ejemplo 2.2.8 Si (X,T) es el espacio discreto, entonces la coleccion B = {{x}:x € X} es base
paraT.

Ejemplo 2.2.9 Sea R el espacio real, entonces la coleccion

B={({p,q9):p<qyp q € Q}es base paraR..

Ejemplo 2.2.10 Si (X,T;) es un espacio metrizable, las bolas B,.(x) 6 B(x,r) forman una base
para T, y las bolas centradas en cada punto forman una base local para cada punto.

Ejemplo 2.2.11 La coleccion B = {[x,r):x <r,x € Ryr € Q} es base para el espacio K;.
Ademas, cada U € B es abierto y cerrado en K;

La importancia de las bases radica en el hecho de que con éstas se caracteriza a los abiertos de
un espacio; es decir, si B es base para la topologia T de X entonces, U € T si, y solo si para todo
x € U, existe B € Btal que x € B € U. Asi, si B es base para alguna topologia T entonces U es

elemento de T si se puede ver como la unién de elementos de B.

También las bases se pueden emplear para caracterizar a los puntos de la clausura de un
conjunto. Sea B una base para el espacio topoldgico (X,T) y E un subconjunto no vacio de X.
Entonces x € E siy solo si paratodo B € B con x € B, existe y € BNE.

Proposicion 2.2.1 Sea X un conjunto no vacio. Una coleccién B de subconjuntos de X es base
para "alguna ™ topologia en X si, y sélo si B satisface:

i) Para cada x € X, existe B € B, tal que x € B.

1)) Six € By N B, con By, B, € B; existe B; € Btalque x € B; € B; N B,.

1 El término "alguna” se debe al hecho de que si X esta dotado de una topologia T, no necesariamente T y la
topologia generada por la coleccion B coinciden.



Demostracién. =) Se sigue de la definicion de base

&) Sea T ={ACX:paratodox € A, existe B € Btal que,x € B < A}. A continuacion
probaremos que t es una topologia.

Observe que de (i), se tiene que X € T y, de paso, se tiene que T # @. Por otro lado, € T

trivialmente.

Nuevamente, (i) implica que la unién arbitraria de elementos de T pertenece aT.

SeanA,,A, €T ,x € A; N A, entonces x € A, y x € A, por lo que existen B,, B, € B de manera
quex € By S A, Yx € B, € A, asisetiene que x € B; N B, entonces hay B; € B talque x € B; <
B; N B, y por tanto x € B; € A; N A,. Esto es, T es una topologia para X y por la construccion B

es base paraT.

Observe que la proposicion anterior proporciona ademas un método para construir topologias

para un conjunto X a partir de una coleccion de subconjuntos de X.

Definicion 2.2.6 Sea (X, T) un espacio topoldgico.

i) Un subconjunto D de X se dice que es denso en X si, D = X.

o

i) Un subconjunto E de X es nada denso si, E = 0.
Observe que si D es un subconjunto cerrado y denso en X, entonces D = X. Asi, el Unico cerrado
y denso en un espacio X es X. Note ademas que si X es un espacio discreto, entonces X

contiene sélo un conjunto denso, a saber, X

Ejemplo 2.2.12 El conjunto de los nimeros irracionales asi como el de los racionales son ambos
densos en el espacio real R

No es dificil verificar que si X es un espacio topolédgico y D un subconjunto de X, entonces D es
denso en X siy sélo si todo abierto no vacio de X intersecta a D.
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Definiciéon 2.2.7 Un Espacio topolégico es separable si contiene un subconjunto denso
numerable.
Dado un subconjunto Y de un espacio topologico X, hay una manera natural de definir una

topologia en Y, con base en la topologia definida en X.

Definicion 2.2.8 Sea X un espacio topolégico con la topologia T. Si Y es un subconjunto de X,
la coleccion

Ty ={Y nU|U es un abierto en X}
es unatopologia en Y, denominada la topologia de subespacio. Con esta topologia, Y es llamado

un subespacio topoldgico de X.

Diremos que V € Y es abierto en Y si VV es un conjunto abierto en el espacio topoldgico Y. Por lo
tanto, un conjunto es abierto en el subespacio topoldgico Y si es igual a la interseccion de un

conjunto abierto en X con'Y.

Hay que verificar que la topologia de subespacio es realmente una topologia.
()  Notemos que tanto @ y Y son abiertosen Y puestoque =0 nYyY =XnY.
(i)  Siguiendo, hay que verificar que la interseccion finita de conjuntos abiertos de Y es abierta
en Y. Supongamos que V;,V,, ...,V son abiertos en Y. Entonces para cada i =1,2,...,n

existe U; abierto en X tal que V; = U; n'Y, entonces

monv,n.nl,=UnY)nU,nY)n..U,nY)=U;NnU,Nn..nU,)NY

Como cada U,, U,, ..., U, es abierto en X, se tiene U; N U, N ...N U, sera un abierto en X que
intersecta a 'Y, con lo que se concluye que V; NV, n..NnV, es un abiertoen Y.
(iii) Por ultimo, revisemos que la union arbitraria de abiertos de Y serd un conjunto

abierto en Y. Supongamos {V,,} es una coleccion de conjuntos abiertos en Y.



Entonces para cada a existe un conjunto abierto U, en X tal que V, = U, nY. Por lo que:
uv,=uUU,nY)=WUU,)NY

Ahora, UU, es un abierto en X, que intersecta a Y, por lo que UV, es un abiertoen Y.

Los cerrados en un subespacio topolégico también son resultado de la interseccién de cerrados

del espacio X con el subespacio Y.

Proposicion 2.2.2 Sea Y subespacio del espacio topolégico X, F € Y es un conjunto cerrado en

Y siy solo si existe un cerrado G en X talque F =G NnY

Demostracion.
=] Sea F un cerrado en Y, lo que significa que Y\F es un abierto en Y. Por lo que existe un
abierto U en X tal que Y\F =Y n U. Entonces G = X\U es un conjunto cerrado en X y

F=Y\(Y\F) =Y\(UNY)=Y\U=YnX\U)=YNG

<] SeaF =G NY con G cerrado en X, el complemento de F se puede expresar como:
Y\F=Y\(GNY)=Y\G =Y nX\G)

como X\G es abierto en X, Y\F es abierto en Y, por lo que F es cerradoen Y.

En general, los abiertos (cerrados) del subespacio no son abiertos (cerrados) en el espacio total.

Ejemplo 2.2.13Consideremos Y = [0,1] un subconjunto de R con la topologia euclidiana. En el
subespacio topoldgico Y, los conjuntos abiertos resultan de la interseccion de conjuntos abiertos

(x,y) de R con Y, es decir, son conjuntos de la forma:

i) (a,b) =(x,y)nY,donde0<a<b<1,
i) [0,a) para0<a <1
10

iii) (a,1]parad<a<1



Para el caso i), los conjuntos abiertos de Y también son conjuntos abiertos en R. Sin embargo,

los abiertos en Y de la forma ii) y iii) no seran abiertos en R.

Lema 2.2.1 Sea Y un subespacio del espacio topolégico X. SiY es abierto en Xy U S Y es
abierto en X entonces U es abierto en X.
Demostracién. Dado que U es abierto enY, U =Y NV para algun V abierto en X, comoY yV

son ambos abiertos en X, tambiénloserdY nV = U.

Lema 2.2.2 Si B es base para la topologia T de X, entonces la coleccion:

By ={BNY:B € B}
es base para la topologia de subespacioenY.
Demostracion. Sea V abierto en Y y x € V. Por definicién, V =Y n U con U abierto en X; puesto
gque x €V, se tiene que x eY NnU, entonces x € U luego, existe BE B tal que xe Bc U.
Entonces x e BNY c BN U, lo que termina la prueba.
En lo sucesivo, denotaremos int,A para el interior de A respecto de..., y clyA para la clausura
del conjunto A relativa a...; asi, por ejemplo, si Y es un subespacio de Xy U € Y, el interior y la

clausura de U relativo a Y, lo denotamos por inty (U) y clyU respectivamente.

Proposicion 2.2.3 Sean Y un subespacio de X y A subconjunto de Y. Entonces:
i) dery(A) =dery(A)NY
i) cly(A) = cly(A) NY.
i) inty(A) 2 inty(A)NY

V) fre(A) € fre(A)nY

Demostracion.
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i) Como A C Y, se tiene que para cualquierU S Xyx €Y, An (U\{x}) # @ y ademas
AN ((UnY)\{x}) # @; lo que se concluye dery(A) = dery(A)NY

i) Se sabe que cly(A) = Audery(A) y cly(A) = AUdery(A). Por inciso anterior
dery(A) = dery(A) NY por lo que se llega a que cly(A) = cly(A) NY.

iii) Como intx(A) es abierto en X contenido en A, se tiene que inty(A) NY es un
abierto en Y contenido en A por lo que Y n inty(A) <€ inty(A).

iv) Sea x € fry(A), entonces x € Y. Para ver que x € fry(A4), tomemos un abierto U
en X que contiene a x, entonces U NY es un abierto que contiene a x, asique @ # (UNY) N

ACUNAYyd+UNnY)n(Y\A) cUnNX\A)

Las propiedades de los espacios topoldgicos difieren en general de las que se verifican
en los espacios métricos, sin embargo, algunas veces es conveniente suponer que nuestro
espacio topolégico satisface alguna propiedad adicional, que siempre es verdadera en los

espacios métricos; como es el caso de las siguientes.

. T,: Dados dos puntos distintos x, y € X existen dos abiertos U y V tales que x €
UyegU,yeVyxeV.

. T, o Hausdorff: Dados dos puntos distintos x, y € X existen conjuntos abiertos y
ajenos U; yU, talque x e U; y y € U,.

. T5: En adicién con T;, dado un cerrado F y un punto x € X \ F, existen conjuntos
abiertos ajenos U; y U, talque F € U; y x € U,.

. T,: En adicion con T;, dados dos conjuntos disjuntos cerrados F; y F,, existen
conjuntos abiertos ajenos U; y U, talque F; C U Y F, € U,.

A estas proposiciones les llamaremos axiomas de separacion. La proposicion siguiente
nos dice que usar la condicién T; es equivalente a decir que cada conjunto singular es

cerrado.
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Proposicion 2.2.4 Un espacio topolégico es T; siy so6lo si los conjuntos singulares son cerrados.

Demostracion.

=) Sea x € X, arbitrario. Veamos que X\{x} es abierto. Si y € X\{x}, dado que X es Tj,
existen abiertos U y V tales que xe U, yg U, yeV y x € V. Evidentemente V S X\{x}.
Luego, X\{x} es abierto y por lo tanto {x} es cerrado.

&) Sean x,y € X, x # y. Por hipotesis, {x} y {y} son cerrados; luego, X \ {x} y X \ {3}
son abiertos que satisfacen lo requerido.

Como consecuencia inmediata de la definicién de topologia de subespacio, se tiene que
para i < 3, T; es hereditario; es decir, todo subsespacio de un espacio T;, coni = 1,2,3, es T;.

Otra consecuencia inmediata es que:
T,=>T;=>T,=>T;.

Los ejemplos siguientes muestran que los reciprocos en la proposicién anterior no

siempre son validos.

Ejemplo 2.2.14 Sea (X, T,) el espacio co-finito con |X| > &,. Note que si x € X entonces X\{x}
es abierto y por consiguiente {x} es cerrado; luego, por la Proposicion [t1] el espacio (X,T) es T;.
Por otro lado, supongamos que U y V son abiertos ajenos y no vacios en X. Entonces U < X\V/,
lo cual implica que U es finito; entonces |X \ U| = X,. Pero esto contradice el hecho de ser U

abierto; por tanto, no existen abiertos ajenos y no vacios. Asi, X es un espacio T; y no T,.

Ejemplo 2.2.15 Sean R el espacio real y,
B={U=V\C:V abierto en Ry C numerable}
La coleccion B es base de una topologia en R. En efecto, R € B, pues R = R\ @; de aqui se

tiene que para todo x € R, existe B € B tal que x € B.
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Por otro lado, si V; \ Cy, V, \ C, € B, entonces



W\C) N (\G) = WanC)n (Ve nC3) =VinVy)n(CfNCs)
= V1 N Vz N (Cl U Cz)c == V1 N VZ\(C1 V) Cz) € B

y por tanto paratodo B,C e Byx € BN C, existe U € Btal que x € U € B n C. De donde, por la
Proposicion 2.2.1 se tiene que B es base de alguna topologia T, en Ry claramente T, es mas

fina que la topologia usual de R.

El espacio (R, T,) es un espacio T, efecto, sean x,x, € R con x # x,. Si x < x,, existe a,b,c € R
tal que b < x < a < xy, < cy por tanto (b,a) N (a,c) = @ con (b,a), (a,c) € B<T,, ademas x €
(b,a) y Xg € (a,c) por tanto (R, T.) es T,

Ahora bien, el conjunto Q@ de los numeros racionales es cerrado en el espacio (R,T,), pues
claramente R \ Q € T.. Supongase que existen U y W abiertos ajenos en (R, T,) de tal manera
que x e Uy Q c W para algun x € R\ Q; dado que U € T, podemos suponer sin pérdida de
generalidad U =V \ C luego, por ser V abierto en el espacio real, VN Q # @ lo cual implicaV n
W #@; mas aun, (W\C)NW # @ pues si V\C)NnW =@ entonces VNW)\C=VnWW\
C) =0 ydadoque VnW # @ lo cual implicaque W < C, pero esto no puede ocurrir. Asi que V N

Q # @. Por tanto (R, T.) no es T;.

Ejemplo 2.2.16 Denotemos por P al semiplano superior, en R?, es decir:

P={(x,y):x,yERYy0 <y}
con la topologia euclidiana Ty L = {(x,y):x,y E R,y =0}. SeaX =P UL YyT" la coleccion
formada por T y todos los elementos de laforma {x} U D, donde x esun puntoen L y D es un

disco tangente a L en x . T* es topologia para el conjunto X

Note que cada vecindad de cada x € L contiene a lo mas un punto de L, de aqui que todo
subconjunto de L es cerrado en X; en particular Q c Le I c L son cerrados.
14
Claramente Q e I, no tienen vecindades ajenas; asi, X no es T,. Sin embargo, X es T;. En
efecto, sean A un subconjunto cerrado en X y x un punto que no estd en A. Obsérvese que si

ambos, x y A estdn en P nada que probar puesto que la topologia euclidiana satisface el axioma



T;. Luegosix € Ly A € P, existen abiertos ajenos U y V en la topologia euclidiana tales que x €
Uy AcV,; de aqui que existe un disco contenido en P n U y tangente a L en x, de manera

andloga se prueba el casoenque Ac Ly x € L.

Definicion 2.2.9 Sea X un espacio topologico, U € P(X) Diremos que:

(I11) U es cubierta abierta para X si X = UU y, paratodo U € U, U es abierto en X.

(I12) SiU es una cubierta de X, decimos que U admite una subcubierta para X, si existe V € U
tal que V cubre a X; es decir, UV = X.

(I3) X es compacto, sitoda cubierta abierta de X admite una subcubierta finita.

Ejemplo 2.2.17 Sea X el espacio co-finito (Ejemplo 2.2.5) y U una cubierta abierta de X. Observe
que si U € U entonces X \ U es finito, digamos, X \ U = {x4,..., x,} ahora bien, para cada x; con
i €{1,...,n}, existe U € U de tal forma que x; € U;, puesto que U es una cubierta de X. Es
inmediato que la coleccién formada por U, Uy,..., U, forma una subcubierta finita de X. Por tanto,

X es compacto.

Ejemplo 2.2.17 El espacio real R no es compacto, pues la coleccion U = {(—n,n):n € R} es,

claramente, una cubierta abierta de R que no admite subcubiertas finitas.

Teorema 2.2.1 Un subconjunto Y de un espacio topolégico X es compacto si éste es compacto

como espacio topoldgico con la topologia de subespacio de X.
Definicion 2.2.10 Sea X un conjunto no vacio. Decimos que F € P(X)satisface la propiedad de
la interseccion finita (PIF) cuando se verifica el siguiente hecho:
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si cualquier subcoleccion finita de F tiene interseccién no vacia, entonces F tiene interseccion

no vacia.

Proposicion 2.2.5 Sea X un espacio topologico. Son equivalentes:



(1) X es compacto.
(I2)  Toda coleccién, no vacia de conjuntos cerrados con interseccion vacia admite una
subcoleccién finita de cerrados con interseccion vacia.

(13) Toda familia de cerrados que satisface la PIF, tiene interseccién no vacia.

Demostracion.

[1.= 2.] Sea F una familia no vacia de subconjuntos cerrados de X tal que NF = @. Claramente
la coleccion U = {X \ F: F € F} es una cubierta abierta de X; luego, dado que X es compacto,
existe V € [U]<“ tal que X =UV . Evidentemente la familia {F € F:X\F € V} es una
subcoleccién de F con interseccion vacia.
[2.= 3.] Es inmediato.

[3.= 1.] Supongamos que X no es compacto, entonces existe una cubierta abierta,U, de X que
no admite subcubiertas finitas. Sea F = {X\ U:U € U}. Entonces F es una coleccion de
subconjuntos cerrados en X que satisface la PIF; luego, por 3., NF #@. Lo cual es una

contradiccion, pues NF = X \ UU.

La compacidad esta intimamente relacionada a la nocion de conjunto cerrado como se puede

ver en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.6 Sea X un espacio topoldgico.
i) Si F € X es cerrado y X compacto, entonces F compacto.

i) SiX es T, y K es subespacio compacto de X, entonces K es cerrado.
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Demostracién. i) Sean X un espacio compacto, F un subconjunto cerrado de X y U una
cubierta abierta de F. Note que tal U induce una familia de abiertos en X, digamos F. Entonces
FU{X \ F} es una cubierta abierta de X, el cual es compacto, luego FU{X \ F} admite una

subcubierta finita, digamos {X \ F,U;,...,U,}; donde U; € F paracadai € {1,...,n}. Entonces



los conjuntos U; NY €U, i €{1,...,n} y cubren a F, asi U tiene una subcubierta finita para F.
Por tanto F es compacto
ii) Supongase ahora que X es Hausdorff y que K es un subespacio compacto de X. Probaremos
gue X \ K es abierto. Sea y € X \ K. Puesto que X es Hausdorff para cada x € K existen abiertos
ajenos U, y V, tales que x € U, y y € V,.. Los conjuntos {U,: x € K} forman una cubierta abierta
para K, asique existe una subcoleccion finita {Uy, ,Uy,,..., Uy, } la cual cubre a K. Sea V =
L1V, YU = Ui, Uy,; claramente V es un abierto en X que contiene a y y, por otro lado K € U.
Se afiirmaqueUNV = @.

Efectivamente, supongamos que U NV # @, entonces

n

() vx,.)n(o Uy) # 0
i i=1

=1 1=

lo cual implica que (Ni-, Vxl.)nUx]. # @ paraalgun j € {1,...,n}, lo que a su vez implica innij *
@ paratodoi € {1,...,n}; en particular para i = j. Lo cual contradice la eleccion de V. y Uy,. Por

tanto U NV = @. Con lo que se termina la prueba.

Teorema 2.2.2 Si X es Hausdorff y compacto, X es normal.
Demostracién. Primero demostraremos el siguiente hecho:
SiAescerradoen Xy x € X \ 4, entonces existen U y V abiertos ajenos tale que x e U y
ACV.
Note que si A es cerrado en X, por la Proposicion [cerrcom], se tiene que A es compacto.
Por otro lado, puesto que X es Hausdorff, para cada a € A existen U, y V,
17
abiertos ajenos tales que a € U, y x € V,. Obsérvese que U = {U,: a € A} es una cubierta
abierta para 4; luego, por ser A compactos, existen U, ,...,U,,, € U de tal manera que A <
iv1Uq,. Claramente U = Ui, Uy, Y V = N, V,, Son abiertos que satisfacenque Ac U ,
{x}cVyUnvV=0.
Ahora sean A y B dos cerrados ajenos, no vacios, en X. Note que para cada punto b € B
, existen vecindades U, y V,, ajenas, para A y b respectivamente. Las coleccion V = {V;,:b €

B} es una cubierta abierta de B. El cual es compacto; luego, existen Vy, ,...,V, €7V de tal



formaque B < UX,V,. Tomando U = N, U, yV = U~ V., Se tienen dos abiertos ajenos
q i=1 i i=1 i i=1 i

paraAy B.
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Capitulo 3

Relativizacion

3.1. Axiomas de separacion

Iniciamos nuestro estudio con un breve analisis de los axiomas de separacion. En lo

sucesivo, Y es un subconjunto no vacio del espacio topolégico X.

Definicion 3.1.1

(1) Diremos que Y es T; en X si paratodo y € Y, el conjunto {y} es cerrado en X.

(2) Diremos que Y es Hausdorff en X (0 T, en X), abreviadamente Y es H en X, si para
cualesquiera dos puntos diferentes y, y y, de Y existen dos subconjuntos abiertos y
disjuntos, Uy V de X talesque y, e Uy y, € V.

(3) Y es Fuertemente Hausdorff en X, abreviadamente Y es FH en X, si para cualesquiera
dos puntos diferentes y € Y y x € X; existen abiertos ajenosUyV en X talesquey e Uy

x€EV.

Algunos hechos que se desprenden inmediatamente de la definicion anterior son:

1. SiX esunespacioT;, parai € {1,2}, entonces Y es T; en X.

2. SiXesT;, parai€ {1,2}, entoncesY es FH en X.
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3. SiY es FH en X, entonces Y es H en X.

(14) SiYesFHoHenX,entoncesY es T, en X.

(a) Y es Ty en X, si {y} es cerrado (b)Y esHen X. (¢) Y esFHen X.
en X

Figura 3-1: Diagrama del subespacio Y del espacio topolégico X que cumple con €l axioma de

separacion Th, H o FH

En los ejemplos siguientes veremos que los reciprocos en estas implicaciones no son
ciertas. Antes daremos un par de ejemplos para ilustrar que un espacio que no es T;, puede

tener subespacios T; en X, para i € {1,2}.

Ejemplo 3.1.1 Sean X ={a,b,c,d} y Tx = {¢,X,{a, b}, {c,b},{a},{a,c,d},{a b,c}}. El
espacio (X, Tyx) no es Ty, porque {c} no es cerrado en X, ya que d € X\{c} y no hay un abierto
UenXtalqued eUyU < X\{c}. Vemos que el subconjunto Y = {b} es T; en X. Para ésto,
debemos ver que {b} es cerrado en X, es decir, se debe verificar que X\{b} es abierto en X.
Por lo que se tiene los casos siguientes:

Sea x € X\{b}

. Six =a, a € {a} € X\{b}
. Six =c, c€{cd} c X\{b}
. Six=d,d€{cd} € X\{b}

Por lo tanto, por i), ii), iii), Y es T;.
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Con todo, X, es un espacioque noes T; YY € X es un subespacio T; en X.
El ejemplo siguiente presenta un espacio, X, que no es Hausdorff con un subsespacio Y,

el cual es Fuertemente Hausdorff (y por ende Hausdoff) en X

Ejemplo 3.1.2 Sean X' = {1/n:n € N}, q,p ¢ X'. Definimos una topologia Ty sobre X = X' u
{p, q} como sigue:
(15) ¢ y X son abiertos
(16)  Paracadax € X', {x} es abierto
(17) Para x € {p, q}, las vecindades son {x} U (X'\Z); donde Z € [X']<*.
Primero veremos que X no es T,. Para esto, vamos a mostrar que p y g no se pueden
separar con vecindades ajenas. Consideremos los elementos basicos para p y g, siguientes:

U={p}uX'\Z)yV ={q}u (X'\Z,), donde Z;,Z, € [X']<“. Entonces:

unv =[{p}uX"\Z)]n [{q} U X\Z)]
= [{p} n{q}] U [(X"\Z1) N (X'\Z2)]
= [¢p] U [X' n (Zf N Z3)]

=X'\(Z; V Z3)

Tanto Z; como Z, son finitos entonces su union sera finita, por lo que X'\(Z, U Z,) # ¢,
por lo consiguiente X no es T,.

Ahora, seaY = X'.

Afirmamos que Y es FH en X.

En efecto, seanyeY yx € X, comoy €Y, U= {y}es un abierto del punto y, por lo
consiguiente se tendran dos casos:

. Si x € X', se reduce al caso que se encuentra el la parte de arriba.

. Si x € {p,q} . Supongamos primero que x=p y sea V ={x}U (X'\Z) una

vecindad para el punto x, donde Z = {y} entonces
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UnvV=un[xuE\D]=[{3n{HUyInX\DDI=¢ U =2¢.
. El caso en que x = g, se justific de manera similar.

De lo anterior se concluye que Y es FH en X,y por ende Y es H en X.

En el ejemplo siguiente Y es un subconjunto T; en X, el cual no es H en X.

Ejemplo 3.1.3 Sean X = R, Y = Z, donde X es un conjunto que posee la topologia cofinita o
del complemento finito Revisemos primero que Y es un espacio T;. Sea y € Y y afirmemos
que {y} es cerrado en X, pues dado que si A=X\{y}, se tiene que X\4 = X\(X\{y}) = {y¥} que
es finito, lo que significa que A es abierto en X y por tanto {y} es cerrado en X.

Solo falta ver que Y no es H en X. Sean y;,y, € Y dos elementos distintosde Y y U,V dos
subconjuntos abiertos de X tales que y; € Uy y, € V. Supongamos que U NV = ¢ entonces
X=X\¢p =X\{UnV)=X\U)U X\V). Como Uy YV son abiertos entonces X\U y X\V son
conjuntos finitos por lo que (X\U) U (X\V) = X sera finito, lo cuél no es cierto dado que X es

un conjunto infinito. Por lo tanto Y no es T,.

En el ejemplo siguiente presentamos un espacio X con un subconjunto Y el cual es H en

X, perono FH en X.

Ejemplo 3.1.4 Sea X el conjunto definido en el Ejemplo 3.1.2 y consideremos al conjunto Y =
X' U {p}.

Verifiguemos primero que el espacio Y es T; en X, por lo que se tiene que demostrar que
para todo y € Y, el conjunto {y} es cerrado en X.

Sea y €Y. Se tiene los siguientes casos:
Caso 1 Siy € {p} entonces hay que ver que X\{p} es abierto en X. Sea x € X\{p}, entonces

x€X oxe{q}
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- Six € X' = {x} es un abierto en X y {x} < X\{p}

Si x € {q}= {q} U (X\Z) es un abierto para x, donde Z € [X']** y x € [{q} U

(X\2)] € X\{p}.

Caso2 Siye X', entonces hay que revisar que X\{y} es abierto en X. Sea x € X\{y},

entonces x € X' 0o x € {p,q}
2.1 SixeX = {x} < X\{y}, con{x}abiertode xy y & {x}.
2.2 Six € {p,q}. Supongamos que x = p entonces el conjunto {p} U (X\Z), es
abierto para el punto x, definamos a Z = {y} entonces x € [{p} U (X\Z)] €
X\{y}
Por lo tanto, por el Caso 1y 2, el conjunto Y es T; en X.

Seguiremos por verificar que Y es H en X.

Sean x,y € Y con x # y, revisemos los casos siguientes:

Casol Sixe{p}=>yeX, seanU = {p} U (X\Z), donde Z = {y}, un abierto para el punto x
y V = {y} un abierto para y entonces
Unv=[{p}uE\DIn{}=[p}u@\oPIn ) =¢
Caso2 Six € X' entonces se dan dos casos posibles:

2.1 yeX.Comoxye€X = U= {x},V ={y} sonabiertos para los dos puntos en

X,porloqueUnNV ={x}n{y}=¢

2.2 1y € {p}. Es similar al Caso 1, invirtiendo los elementos x, y.

Por lo anterior, el espacio Y es H en X.

Finalmente, debido a que los puntos p € Y y g € X no tienen vecindades ajenas en X,

concluimos que Y no es FH.

Por lo tanto, el espacio Y no es FH en X perosi T, en X.
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El diagrama siguiente resume las relaciones que se establecen cuando Y cumple alguno

de los axiomas de separacion dados anteriormente.

YesFHenX = YesHenX = YesTienX

Pasamos ahora al siguiente axioma de separacion: Regularidad. Este axioma admite

diversas versiones relativas, como veremos a continuacion:

Definicion 3.1.2 Sea X un espacio topologico y Y € X. Diremos que Y es:

(18) Regular en X, abreviadamente Y es R en X, si para cada yeY y cada
subconjunto cerrado P de X, tal que y ¢ P, existen abiertos ajenos U y V de X tales que y €
UyPnycv

(19) Fuertemente regular en X, abreviadamente Y es FR en X, si para cada punto x €
X y cada subconjunto cerrado P de X, que no contiene a x, existen conjuntos abiertos
disjuntos U,V de Xtalquex e UyPNnY cV.

(110) Internamente regular en X, abreviadamente Y es IR en X, si paracaday €Yy
cada subconjunto A de Y, el cual es cerrado en X y tal que y ¢ A existen conjuntos abiertos
disjuntos U,V en Xtalqueye Uy A cC V.

(111) Superregular en X, abreviadamente Y es SR en X, si para todo y € Y y cada
subconjunto cerrado P de X tal que y ¢ P, existen conjuntos abiertos disjuntos U,V de X tal
queyeUyPclV.

Es inmediato de la definicion, que si X es un espacio regular, entonces cualquier

subconjunto Y de X satisface cualquiera de las nociones dadas en la definicion anterior.

Teorema 3.1.1 El esquema siguiente establece las relaciones que existen entre las
nociones de la definicion anterior.
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YesFRenX = YesRenX = YeslIRenX
)
YesSRenX

Demostracion.
1) Primeramente veremos que siY es FR en X, entoncesY esRenX. SeayeYyP
un conjunto cerrado de X tal que y¢ P como y € X y Y es FR entonces existen
abiertos ajenos U,V de X talque ye Uy PNnY c V.

2) Ahora veremos que siY esR en X, entoncesY es/Ren X. SeanyeY, ACY tal
que A es cerrado en X y que no contiene a y. Como Y es regular en X se cumple que existen
dos conjuntos abiertos disjuntos U,V de X tal quey e Uy AnY c V, ademas se tiene que
AcY, AnY=AyAnY cVentoncesAcV.PorlotantoY es IR en X.

3) Para concluir, mostraremos que siY es SR en X, entoncesY esRen X. Seay €
Yy P un cerrado en X tal que y ¢ P, como Y es SR en X existen U,V abiertos ajenos en X

talesquey e Uy P c V, en particular PNY c P c V, porlotantoY es R en X.

La pruebas estan completa.

(a) YesRen X (b) Y esFRen X (c) Y esIRen X (d) Y es SR en X

Figura 3-2: Diagrama del subespacio Y de un espacio topoldgico X que cumple con ser P en
X.donde P e {R,FR,IR,SR}

Los reciprocos en el teorema anterior no se cumplen como se puede observar en los
ejemplos siguientes.
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Ejemplo 3.1.5 Consideremos el espacio X definido en el Ejemplo 3.1.2 y agreguemos un
nuevo punto {z}; donde z € R, para construir el espacio Z = X U {z}. Tomamos como base
local para z a la coleccién formada por los conjuntos de la forma U U {z}; donde U es un
abierto en R tal que (P\X) c Uy X € [P]<“.

Entonces X es IR en Z y no es regular en Z.

Veamos, primeramente que X no es regular en Z. Tomemos 0 € X y F =P U {z}.
Notemos que F es cerrado en Z. Ahora sean U, y Ur abiertos ajenos en Z tal que 0 € U, y
F NX < Ugp. Claramente U’y = X N Ur €s un abierto en X ajenoaU’',NnCy0€U'yyP S U’y
pues Y no es regular en X.

Ahora veamos que X es IR enZ. Seax € Xy F € X cerrado en Z. Por demostrar que
existen Uy y Ur abiertos ajenos en Z tal que x € U, y F € Ur. Note que si F € X es cerrado
en Z implicaria que z & F, de lo contrario z € X, lo cual no es posible. Ademas P € F, sino se
cumpliera, es decir, si P € F implicaria que z € F ya que z es punto de acumulacion de P, por
lo que también seria punto de acumulacién de F en Z entonces z € Cl,(F) = F € X por lo
tanto nos diria que z € X, lo que no es cierto por como tomamos a Z. Por lo consiguiente no
nos interesa saber quien es F. Asi, si x € F entonces existen a,b € R tal que x € [a,b] y
[a,b] N F = ¢, donde U, = (a,b) y Ur = Z\[a, b] son abiertos ajenos en Z tal que x € U, y
F S Ugp. Porlotanto X esIRen Z .

Una cuestion natural es ¢,qué relacion hay entre la regularidad de Y, y el hecho de que Y

satisfaga alguna de las nociones dadas en la Definicion 3.1.27?

Proposicion 3.1.1 SiY<S X es P en X, para P € {R,FR,IR,SR}, entonces Y es un espacio

regular.

Demostracidn. Puesto que las demostraciones son muy similares, haremos solamente la prueba

para el casoenqueY esRenX.

Seany €Yy F cerrado enY tal que y ¢ F. Como F es cerrado en Y, existe F' cerrado en X tal

que F =F' nY,ademéas y ¢ F', puesto que si y € F' se tendria que y € F, lo cual no se cumple.
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Ahora bien, dado que y € Y, F' es cerrado en X y Y regular en X, existen U’ y V' abiertos ajenos
enXtalesqueye U yF nY cV'. Definamos U =U'nYyV =V'nY abiertos en Y. Entonces,
UnV=U0nY)nV'nY)=UnV)NY =¢. Ademas, Fc F'nY cV'y FCY entonces F <
V'nY =V, de donde F € V. Sabemos que y es un elemento tanto de Y y U’ lo que implica que

yeW'nY)=UyasiyeU.Porlotanto Y es regular.

De la proposicion anterior nace la pregunta siguiente: ¢ Es cierto que si Y es un espacio regular,
con la topologia de subespacio, entonces Y es P en X, para P € {R,FR,IR,SR}?

La respuesta es trivialmente cierta para el caso P = IR; es decir, Si Y € X regular, con la
topologia de subespacio, entonces Y es IR en X.

El ejemplo siguiente muestra que la respuesta es negativa para P € {FR, R}.
Ejemplo 3.1.6 Definimos los siguientes conjuntos P = {ﬁ:n Ew}, X=RyY=PuU{0}. Una
subbase para la topologia de R son los intervalos abiertos de la forma (a,b) con a < b, Va,b € R
y el conjunto R\P.
Se revisara que el subespacio Y es regular, pero Y no es regular en X.
Veamos primero que Y es regular (como subespacio de X). Seay € Y entoncesy € P 0
y € {0}.

) SiyeP implica que y=——. Se tiene que n<n+1<n+2 para n € w\{0}

1 1 1 .
entonces b = —>——=>——=a Tomemos el intervalo formado por los puntos ay b,

entonces (a,b) NY = {ﬁ}
1)) Si y € {0}. Un abierto para este punto es R\P, entonces (R\P) nY = {0}
Por los incisos i), ii) se tiene que Y es discreto y por lo tanto Y es regular.
Ahora veamos que Y no es regular en X. Se quiere verque siy €Y, F un cerrado en Y tal
gue y € F, no existen abiertos ajenos U,V de X talesquey e UyFnY c V.
El conjunto P es cerrado en X ya que R\P es abierto en X, el punto 0 €Y y 0¢ P.

Ademas si Uy V son abiertosen X talque 0 e Uy P € V entoncesU NV # ¢

27



Tomemos ay, by €ER con a, <0<b, tal que (ag by)\P S U . Por la propiedad
arquimediana existe n, € N tal que bl < ny + 1 entonces ﬁ € (ag,bp) NV, pues qp < 0 <
0 0

1
no+1

1 1 . 1
< by por lo tanto a€ @by —S€ePc V). Luego, existen a,, b, € R tal que €

(az, by) € (ag,by) NV . Fijlemos q € (a,, by) N (Q\P). Como (a,, by) € (ag,by) NV, g€V
ademas q € (aq, by)\P € U.Entoncesqe tunV.

Se concluye que 0 y P no se pueden ser separados con abiertos ajenos en X. Por lo tanto
Y no es regular en X.

Para terminar con la parte de regularidad relativa, analizaremos las implicaciones

naturales, referentes a la bien conocida implicacion: Regular implica Hausdorff.

Teorema 3.1.2 Sea Y subespacio del espacio X, tal que Y es regular en X entonces se
cumplen las siguientes condiciones:

1) YesT,enX

2) YesFHenX

Demostracién. SeaY € X y Y regular en X
1) Seanx,yeYtal quex#yyF ={x}cerrado en X (esto porque X es T;), cony ¢
{x}. ComoY es R en X, existen U,V abiertos ajenos de Xtal quey e Uy {x}nY c
V, en particular x € {x} c V PorlotantoY es T, en X.

2) Sean x € X,y € Y tal que x # y. Entonces {x} es un cerrado en X tal que y & {x},
como Y es regular en X existen abiertos ajenos Uy VtalqueyeUyY n{x} S V. Luegoy €
Uyx €eVconUyV ajenos. Porlotanto Y es FH en X.

La prueba esta completa.

El ejemplo siguiente prueba que ser FH no implica la regularidad de Y en X.

Ejemplo 3.1.7 Fijemos un ultrafiltro libre U y una familia maximal casi ajena (MAD), A, sobre
weconANU=¢, comoenellema8en. SeaVY={UlVU(w+1)Xw)yF={w}Xw.

Considere el conjunto X =Y U A con la siguiente topologia:
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1) Los puntos de w X w son aislados.

2) {[(w + D\n] X {ne}In € w}.
3) {UW} VU (w x U)|U € U} es una base abiertaenY y

4) {{A} VU [(w + 1) X (A\ny)]Ino € w} son una base abierta para los puntos de A.
@ ® & 8 & & & 8 & F 8 @ F . & 8 & & & = @ - 8 & & @ F
u L * = @ " 8 o @ * ° ® L I‘,( - * 2 8 & ° ° @ . 2 8 ° @
. " & % 8 & & & & & & 8 ¢ ® o * & 8 & & 8 =8 @ " 2 & & @
LI I B N L B L I I L B L B L B
* " ® ® ° 8 ° ® @ ® @ ® @ | 9 0 | e == .{LJJI:,}
& & & & B & & & & B & @ & & @ d‘# & & & & & & @
A o o0 000000 A oo o000 0000
(a) Los puntos de w x w son aislados (b) Base para los puntos de F
* * * @ ° 2 9 ° ¢ * ® ° @ F * * ® @ ° @ ® 2 * ® ® ® @ F
{u} * & & & 8 @ 9 8 & @& ° @ u * & & o|le & & @0 & ° ° & 0
. & & & & & & & B & & & & @ O & & & &)@ & & & & & & & &
® @ & & & 4 @ 8 8 & & @& @ ® 8 & @8 & 8 5 & & & B @
® & & & & & & & ® & & & @ - s & & : " & 8 8 & & & 8 @
*« & & & &8 & & & & & & & @ - s & @ : " & 8 8 &8 & &5 8 @&
w Tty w
Ao oooocoo0ooo A @® o 08000 09
(c) Vecindad de I (d) Base abierta para los puntos de A

Figura 3-3: Topologia del espacio X =Y U A

Notemos que X es un espacio Hausdorff, con un subespacio Y que no es regular dado
que el conjunto cerrado F de Y no puede ser separado de U, por lo tanto Y no es regular en
X. Ademas, Y es internamente compacto en X (ver Ejemplo 9 en [10]). Afirmemos que Y+ es
fuertemente Hausdorff en 2%. En efecto, seaF, e Y* yF, € 2X conF;, # F,. Si F, € Y*, dado
que Y es internamente compacto en X, es facil obtener una separacion en 2% para los puntos
F, y F,. Por lo consiguiente, supongamos que F, ¢ Y*. Sea 4 € (F,\Y) N A. Ahora, para cada
f € F; podemos elegir una base de
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vecindades Uy en X tal que A ¢ Ur. Entonces, F; € U;<, Us, donde cada f; € F;. El caso
principal en cuando f; = U para algun i < n. Sin perdida de generalidad supongamos que
fi=Uyaque

s, = vice + vv) x et | (onmoy

isn k<isn
y Us, ={U} U (w X U) donde, U es un ultrafiltro, U N A = ¢. Finalmente, dados nyg =
max{ng,n,mili <n} , Wy =UienUs, ¥y Wo={A}U[(w+1)x (A\ny)] . Entonces F, €
Wi, F, e Wy y W, nW, = ¢. Por lo que, Y* es fuertemente Hausdorff en 2%,
A continuacién centraremos nuestra atencién al caso del axioma de separacion llamado:

Normalidad.

Definicion 3.1.3 Sea Y € X un espacio topolégico.

(1) Y es Normal en X(abreviadamente Y es N en X) si cualquier par de conjuntos A4, B,
ajenos y cerrados en X, existen dos conjuntos abiertos disjuntos U y V en X tal que
los conjuntos ANYCUyBNYCV.

2) Y es Casi Normal en X (abreviadamente Y es CN en X) si para cualquier par de
conjuntos 4, B, ajenos y cerrados en X, existen dos subconjuntos abiertos y ajenos Uy V en
YtalesqueANYCUyBNYCV.

3) Y es Fuertemente Normal en X (abreviadamente Y es FN en X) si cualquier par
de conjuntos A4, B, ajenos y cerrados en Y, existen dos subconjuntos abiertos y disjuntos U y
VdeXtalqueAcUyBcCV.

(4) Y es Internamente Normal en X (abreviadamente Y es IN en X) si paracada A <
YyBCcY, los cuales son subconjuntos cerrados y ajenos en X , existen dos conjuntos
abiertos y disjuntos U,V en X tales que de los conjuntosAc Uy B c V.

(5) Y es Supernormal en X (abreviadamente Y es SN en X) si para cada par de
conjuntos cerrados y ajenos A, B en X, con A € Y, existen un par de conjuntos abiertos y

ajenosen X talesque AcUyBCV.
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Y P
‘//////, ‘;\\ //'///
,* 7

(d) Y esINen X () Y esSNen X

Figura 3-4: Diagrama del subespacio Y de un espacio topolégico X que cumple con ser P en
X, donde P € {N,CN,FN,IN,SN}.

Es inmediato de la definicién anterior que si X es un espacio normal y Y es subconjunto

de X, entonces Y es P en X, para P € {N,CN,FN,IN,SN}.

En el resultado siguiente presentamos las relaciones existentes entre estas nociones.

Lema 3.1.1 Sean X un espacio y Y un subconjunto de X, Las afirmaciones siguientes se

verifican.
1) SiY es FN en X, entonces Y es Normal en X.
2) SiY es Normal en X, entonces Y es IN en X.

3) SiY es Normal en X, implica que Y es CN en X.

4) SiY es SN en X, entoncesY es IN en X.

Demostracion.

1) Sean Ay B cerrados ajenos en X. Denominemos A'=ANYyB =B nNY,los cuales

son cerrados y ajenos en Y. Como Y es FN en X, sabemos que existen
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dos subconjuntos abiertos disjuntos, Uy V en X tal que AnY =A"cU,BnY =
B' c V. Por lo tanto Y es normal.

2) Sea A y B dos subconjuntos de Y, los cuales son cerrados y ajenos en X, como Y
es IN en X entonces existen U y V conjuntos abiertos y disjuntos en X tal que AnY c Uy
BnYcV,enparticularA=AnYcUyB=BnYcV.Porlotanto,Y es IN en X.

3) Supongamos que Y es normal en X. Sean A y B dos subconjuntos cerrados y
ajenos en X, como Y es normal en X implica que hay dos abiertos ajenos Uy V en X tales
que ANYCUyBNY cV, también se tiene que UNnY =U"y V nY =V'los cuales son
subconjuntos abiertos y ajenos enY. Ademas AnYcUNY=U'yAnYcVnY =V Por
lo tanto Y es CN en X.

4) Sean A, B € Y los cuales son cerrados y ajenos en X, Y es SN por lo que hay dos
subconjuntos U y V abiertos y ajenosen X talque A € Uy B € V, por lo que se concluye que
YesINenX.

La prueba esta completa.

El siguiente esquema representa las relaciones que se desprenden, segun el lema
anterior.

YesFNenX = YesNenX = YesINenX
(] )
YesCNenX YesSNenX

Los reciprocos de las relaciones que se establecen en el lema [relanorm] no se cumple, para
lo cual revisaremos el ejemplo siguiente. Donde obtendremos un espacio X que contenga un
subespacio Y el cual sea IN en X pero no sea SN en X, con lo que partiremos con el Deleted

Tychonoff Plank.
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Ejemplo 3.1.8 (Deleted Tychonoff Plank). Si w, es el primer ordinal no numerable y w es el
primer ordinal infinito, entonces el Tychonoff Plank T esta definido como [0, w;] X [0, w],
donde la topologia de ambos espacios esta dada por la topologia de intervalos. El subespcaio

X =[0,w:] X [0, w]\{wy, w}, es llamado el deleted Tychonoff Plank.

Recordemos que X es un espacio Tychonoff que no es normal, debido a que los conjuntos
A={(w,n)|0<n<w}yB={(a,w)|0<a< w;}, son cerrados y ajenos en X los cuales no
tienen una separaciéon en X. Esto ocurre dado que, si suponemos que U c X es una vecindad
de A. Para cada punto (w4,n) € A hay un ordinal «,, < w, tal que {(a,n)|a, < a < w,} c U.

(0,w) B (w1,w)

(0,0) (w1,0)

Figura 3-5: Deleted Tychonoff Plank

Sea « el limite superior para los a,,; como es un ordinal se cumple que a@ < w;, puesto
gue w, tiene innumerables predecesores mientras que a tiene un nimero contable de ellos.
Asi el conjunto (@,w;] X [0,w) c U. Asi, cualquier vecindad de (a + 1,w) € B debe de
intersecarse en U. En consecuencia, cualquier vecindad V de B interseca a U.

TomemosaY =AU {(0,1),(0,2),(0,3)}. Esclaro que Y es IN en X, esto se cumple puesto
que para cada par de ordinales a, f € w con a # 8, podemos encontrar un intervalo que los
separe.
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Por dltimo, revisemos que Y no es SN en X, esto se cumple si tomamos los conjuntos 4, B
definidos anteriormente, donde A € Y y B c X, los cuales son conjuntos cerrados y ajenos que

no pueden ser separados por vecindades ajenas.



El teorema que presentamos a continuacion, es una version relativizada de la conocida version

para la normalidad.

Teorema 3.1.3 Si Y es un subespacio de X, los siguientes enunciados son equivalentes:
1) Y es es supernormal en X.
2) Para cada A C Y cerrado en X y cada conjunto U abierto en X que contenga a 4,

existe un conjunto V abiertoen X talque ACV SV c U.

Demostracion.
1) = 2) Supongamos que Y es SN en X. Sean ACY un cerrado en X y U un
subconjunto abierto en X tal que A € U. Notemos que A y X\U son conjuntos ajenos los
cuales son cerrados en X. Entonces sea IV y W dos conjuntos abiertos y ajenos en X tal
que AcVyX\UcW, porloque A SV CV. Revisemos que VNW = ¢, es decir, hay
que verificar que V. N W = ¢, si no ocurre existe x € V. n W, lo que significa que x € V' y
x € W, entonces x € VN W que es una contradiccion, por lo anterior VN W = ¢, como
consecuenciaV n (X\U) =¢ asiV c U.Porlotanto ACV SV c U.
1) = 2) Sean Ay B dos conjuntos cerrados y ajenos en X tal que A € Y. Dado que A ©
X\B abierto en X, existe un subconjunto abierto V en X tal que ACV SV € X\B,
notemos que V es cerrado en X y X\V es abierto en X que contiene a B. Tomando a U, =
X\By Vs =X\V, donde U, NVz = ¢, se llega a que hay dos subconjuntos U, y Vg los
cuales son abiertos y ajenos en X que separana Ay a B.

La prueba esta completa.

El siguiente ejemplo es el caso de un subespacio Y de un espacio topoldgico X el cual es normal
pero no es normal en X.
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Ejemplo 3.1.9 (Plano de Niemytzki o plano Moore) Constituido por el espacio X = P U Y, donde
P ={(x,y) € R? | y > 0}, con la topologia Euclideana T, y el conjunto Y = {(x,0) | x € R}. Esto

es, X = {(x,y) € R? | y = 0}, definimos la topologia T, que genera al espacio X agregando a t



los conjuntos de la forma {z} U D, donde z € Y y D es un disco abierto en P, el cual es tangente
aY en el punto z.

Revisemos que el espacio Y es cerrado y discreto. Sea z € X\Y, con z = (a,b), b > 0, entonces
hay un disco D(z,“z’—l) tal que z € D(z,'zﬂ) c X\YyD(z ':J) NnY = ¢, por lo que z no puede ser
punto de acumulacion de Y. Por otra parte, sea z € Y, entonces hay un abierto {z} U D de z,
donde D es un disco abierto en P el cual es tangente aY en el punto z, por lo que ({z} UuD) n
Y = {z}. Por lo tanto, Y es un conjunto cerrado y discreto. Ademas, puesto que paracaday €Y,
una base de vecindades para y contiene solo un punto de Y, se concluye que todo subconjunto

de Y es cerrado. Por lo anterior, se puede concluir que Y es normal.

Figura 3-6: Abiertos en el Plano de Niemytzki

Se quiere ver que Y no es SN en X , por lo que tomemos el conjunto de los racionales Q y el de
los irracionales 1, los cuales son dos subconjuntos de Y, que son ajenos y cerrados. Sea Uy V
dos conjuntos abiertos en X tales que Q c Uy I c V. Para cada punto y € I le corresponde un
disco D, c V de radio r, tangente a Y en el punto y, definamos el
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conjunto S, = {x € I|r,, > 1/n}. Entonces la coleccion {S,} junto con los puntos de Q forman una
cubierta contable del espacio (Y, 1), donde 7 es la topologia Euclidiana, el cual es de segunda

categoria. Por lo tanto, algunos de los conjuntos S, fallan en ser densos en ninguna parte en

(Y, 1), por lo que para un entero n, hay unintervalo (a,b) c Y enelcual {y € Y|, > ni} es denso.
0



Entonces cada vecindad para cada uno de los racionales en (a, b) debe de intersecar V, por lo

gue U y V no pueden ser ajenos.

3.2. Compacidad relativa

Una de las propiedades de cubiertas mas conocidadas y estudiadas en topologia es la
propiedad de compacidad. En esta seccién haremos un breve estudio sobre la relativizacion

de la compacidad.
Definicion 3.2.1Y es compacto en X si y solo si para toda cubierta abierta de X existe una
subcubierta finita de X para Y.
El siguiente resultado surge de forma inmediata de la definicion de compacidad.
OBSERVACION:
3.1 SiY es compacto en X yY = X entonces X es compacto.
3.2 SiY es compacto en X y Z es un subconjuto arbitrario de Y, entonces Z es compacto
en X.
Ejemplo 3.2.1 Sean X = [—1,0] U N con la topologia de subespacio en R. Note que N es un
subespacio cerrado, discreto e infinito en X; luego, X no puede ser compacto. Sin embargo,
Y = [—1,0] resulta compacto en X (pues Y es compacto).

El lema siguiente proporciona una caracterizacion de la compacidad relativa.
Lema 3.2.1 Y es compacto en X siy solo si Y es compacto en YX.
(=) Sea U una cubierta abierta de Y". Paracada U € U, existe V; abierto en X tal que U = Y n
Vy. Denominemos V = {V;: U € U} U {X\?X}. Claramente V es cubierta bierta de X, por hipotesis

. . =X
existe una subcubierta W de V tal que Y € UW. Por lo tanto Y es compactoen Y .
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: , =X =X
(<) Sea U cubierta abierta de X. Notar que Y < X. Denotemos aU' ={UNY :U € U}, donde
: . =X =X
U' es una cubierta abierta deY . Como Y es compacto enY , existe V € U'tal que Y < (U; n
—X —X —X —X . n =X
Y YuWU;nY )uWUznY )n..uU,NnY ), es decir ngL_Jl(UknY ), por tanto Y es

compacto en X.

La prueba esta completa.
Una de las caracterizaciones bien conocidas para la compacidad es aquélla que involucra a la
propiedad de la interseccidn finita. El teorema siguiente presenta una version relativizada de este
hecho.

Teorema 3.2.1 Y es compacto en X si y solo si toda familia ¢ de subconjuntos de Y que cumple

la PIF, se cumple que ﬂ{ﬁxz PeC}#+ o.

Demostracion.
o . —X
(=) Por contradiccion, supongamos que existe C € P(Y) y cumple la PIF talque N{P :P € C} =
—X —X .
¢. Notar que X € U{X\P :P €C}. Seax € X, tal que x € N{P :P € C}, por lo que existe P' € C

—X —X
tal que x € X\P' entonces x € X\P' . Como Y es compacto en X, existen P,,P,,Ps,...,B, €ECY

o=

n —X n —X , n
cada P, CY, tal queY < ,Ul(X\Yi ). Ahora kﬂlPl- c 1PL- Cc X\Y, ademéas de que kﬂlPl- cYlo
i= = —

k

n
que implicaria que kriji = ¢ lo cual no puede ocurrir ya que C cumple con la PIF.

(<) Por contradiccion, supongamos que Y no es compacto en X, es decir, existe U cubierta
abierta de X tal que no existe una subcubierta finita para Y. Sea C ={Y n(X\U):U € U}.
Afirmamos que C € P(Y) es una familia de subconjuntos de Y puesto que para cada U € U se
tiene que YNn(X\U)cY . Ademas sea [YnX\U)D]IN[Y NnX\U)]=Yn[X\(U;VU,)] .
Supongamos que Y n [X\ (U, U U,)] = ¢ entonces Y < U; U U, lo cual no es posible ya que Y no
es compacto en X. Por lo tanto ¢ cumple con la PIF. De la hipotesis, ﬂ{ﬁx: P € C} # ¢, ademas
NP :PeC=NTNED) :UeU NI nX\U :U€eUW=nN{T" nX\U):UEU = NX\
U:U€)nY =Y n[X\U{U:U € U] = ¢ lo cual no es posible.
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Entre los resultados importantes en compacidad es el hecho de que satisfacen ser ambos

Hausdorff y compactos, son normales. Ahora presentamos una versién relativizada de ésto.
Teorema 3.2.2 SiY es FH en X y compacto en X, entonces Y es IN en X.
Demostracion. Primero demostraremos que Y es IR en X. Sean A € Y cerrado en X y x € Y\A.
Note que si A es cerrado en X, por el lema 3.1.1 se tiene que A es compacto en X.
Ahora bien, dado que Y es FH en X, para cada X € X existen U, y V, abiertos ajenos, en X, tales
que x € U, y y € V,. Obsérvese que la coleccion U = {U,:x € X\{y}} U {X\A} es una cubierta
abierta de X. Luego dado que A es compacto en X, existe V € [U]< tal que A € UV. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que V ={U,,...U, } y que para cada i, Uy, # X\A.
Pongamos U = U{Uy,,...Uyx,} YV = U{l,... 1, }. Entonces yeV,AcUyVnU=9. Por lo
tanto Y es IR.
Ahora, sean A y B dos subconjuntos de Y, cerrados y ajenos en X. De lo anterior tenemos que
para cada b € B, existen abiertos ajenos (en X) U, y V, tales que A< U, y b € V}; luego, la
coleccion {V,: A € V,} U {X\B} es una cubierta abierta de X y dado que B es compacto en X,
existen (sin pérdida de generalidad), by, b,,...b, € B tales que B < U{V,,,...V,, }. No es dificil
verificar que U = N{Uy,,...Up } Y V = U{V},,... V), } son abiertos y ejenos en X talesque A < U y
BCcV.PortantoY es IN en X.
Otro hecho bastante conocido en compacidad es aquel que establece que todo subespacio
compacto de un espacio Hausdorff es cerrado. Para el caso de la compacidad relativa no siempre
se verifica este hecho.
Ejemplo 3.2.2 Tomemos a X = R con la topologia usual. Ya hemos visto que [0,1] es compacto
en X. Luego, de la Observacion 3.2, obtenemos que Y = (0,1), es compacto en X v,

evidentemente, Y no es cerrado en X.
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Terminamos  esta  seccion con otra  relativzacion para la  compacidad.
Definicion 3.2.2 Y es internamente compacto en X si y sélo si para todo Z € Y cerrado en X,

Z es compacto.



Veamos si existe alguna relacién entre compacidad en X la nocion de internamente
compacto en X.
Proposicion 3.2.1 Si Y es compacto en X entonces Y es internamente compacto en X.
Demostracién. Sea Z c Y cerrado en X. Por demostrar que Y es compacto. Por la observacion
3.2, tenemos que Z es compacto en X, y dado que Z es cerrado en X, concluimos que Z es
compacto.
El reciproco del lema anterior no necesariamente se cumple como se observa en el
ejemplo que sigue.
Ejemplo 3.2.3 Tomemos a X como en el Ejemplo 3.2.1 y seaY = N. Dado que Y es cerrado y
discreto, tenemos, por una lado que los subconjuntos de Y que son cerrados en X son los finitos;
luego, éstos son compactos (por ser finitos) y por lo tanto, para todo A € Y tal que A = clx(A) se
tiene que A es compacto. Asi, Y es internamente compacto en X y, claramente, Y no es

compacto en X.

3.3. relativizacion de algunas desigualdades cardinales

Entre los resultados mas importantes en la teoria de los invariantes cardinales
topoldgicos, resaltan los que proporcionas cotas superiores para la cardinalidad de espacios
topoldgicos. Entre otros, los siguientes son bastante conocidos en ésta teoria. El lector

interesado en la teoria de los invariantes cardinales puede consultar [16].

(11) Para cada espacio Hausdorff X, |X| < 2¢(X0x(X):
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(112) Si X es un espacio Ty, entonces |X| < 25X¥X).

(113) Para X Hausdorff se verifica que |X| < 2Lx(X),

Las pruebas originales de (I1) e (13) usan argumentos de calculo de particiones Sapirovskif
demostré el siguiente resultado. Su demosracion esta inspirada en la prueba de la
desigualdad (13), dada por Arhangel’ski.

Si X es un espacio Hausdorff y k = s(X), entonces existe un subconjunto S de X tal que
IS| < 2¢ y X = [S],.. Pol modificé la técnica empleada por Sapirovskii para demostrar el
resultado previo y da demostraciones alternas para (I11) e (13) (vea [14]). En [14], Hodel
emplea esta técnica para demostrar la desigualdad (12) y resalta en dicho articulo, que el
trabajo de Pol y Sapirovskii es una aproximacion unificada para las tres desigualdades, una
técnica de prueba, un algoritmo.

Autores como Hodel [15], Stavrova [21], y otros han obtenido resultados que capturan la
parte comun en la técnica de prueba de Pol y Sapirovskil.

En esta seccidon presentamos un resultado de este tipo, debido a Arhangel’skii [2], que
captura la escencia en la técnica de la técnica de Pol y y Sapirovskii, pero que ademas,
permite obtener desigualdades de forma relativa. Antes daremos algunas nociones que seran
empleadas para establecer y demostrar dicho teorema (Teorema 3.3.1).

Sean t un nimero cardinal infinito, y 4 un nimero cardinal no mayor a la cofinalidad de t.
Entonces u = |{A € Z:|A| < A}|, donde Z es un conjunto de cardinalidad t. Observe que si
1=kt =21, entonces u=|{Ac Z:|A| < A}| ={A c Z:|A| < k}| = 2. En particular, si t =
w; = A, entonces u = 2“. De ahora en adelante, y mientras no se diga lo contrario, X es un
conjunto no vacio y @ #Y € X. También, £ ser4 una familia de subconjuntos de Y de
cardinalidad no mayor que y; es decir, £ < [Y]*#, tal que para cada F € [Y]=#, existe L € L tal
que F € L. Obviamente una tal familia £ existe; por ejemplo, £ = [Y]#, satisface la
propiedad. Una t -sucesion creciente en £ es una sucesion transfinita {F,:a < 7} de

elementos de L tal que si a < f <7 entonces F, € Fp
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Un sensor s es el par (A, F), donde A es una familia de subconjuntos de Y y F es una
familia de familias de subconjuntos de X.

Supondremos, en lo sucesivo, que con cada sensor s = (A, F) tenemos asociado un
subconjunto @(s) de X, llamado @—clausura de s.

Diremos que un sensor s = (A, F) es pequeiio, si cumple las condiciones siguientes:

. |A| <Ay [F| <4,

. ParacadayenF, |y| <A
. ParacadaAd e A, |A| < A
. Y\O(s) # ¢.

Dado H un subconjunto de Y y y una familia de subconjuntos de X. El sensor s = (A, F)
se dird que es generado por el par (H,y), si paracada A € A, A< HYy si para cadan v,
necF.

Sea Q el conjunto de todas las familias U de subconjuntos de X tal que |U| < u. Si g es una

funcion de £ hacia 9, § € £, entonces Uy (§) =V {g(E):E € ¢}. Note que para cada L € L,

g(L) es una familia de subconjuntos de X tal que |£(L)| < u; es decir, g(L) € [P(X)]=*.
Definicion 3.3.1 Sea g una funcién de £ a 9, y ¢ una subfamilia de L.

(114)  Un sensor s se llama bueno para ¢, si éste es generado por el par (U ¢, Uy ($)) Y
U&ca(s).

(115) Una (g,0) —hélice en £ es una t —sucesion creciente, con ¢ € £ tal que ningin
sensor pequenio, s, es bueno para §.

Ahora estamos en posibilidad de establecer y demostrar el teorema genérico, debido a
Arhangel’skii y. Como ye hemos dicho, éste es una poderosa herramienta que captura la
parte comun en muchas desigualdades ya establecidas y que puede emplearse para obtener
nuevos resultados.

Teorema 3.3.1 Para cada funcidbn g de £ hacia Q, existe una sucesion que crece
rapidamente en £, es decir, hay una hélice en L.
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Demostracién. Construiremos una hélice en L por recursion transfinita. Sea F, cualquier
elemento de Z; fijemos a < 7, y asumimos que Fp € L esta definido para cada § < a. Hacemos
Hy =U{Fg:p <a}y U, =U{g(Fp): B < a}. Claramente, |[Hy| < ny |Uy| < p.

Para cada sensor pequefio s generado por (H, U,), fijemos un punto m(s) € Y\O(s) .
Agregamos todos estos puntos a H,, con lo que obtenemos un conjunto B,. Observemos que
|B,| < u. Por lo tanto, F, € L puede ser elegido para que B, C F,.

Vamos a mostrar que la t —sucesion, ¢ = {F,: a < 1} crece rdpidamente. Definamos P =U ¢ y
supongamos lo contrario. Entonces, hay un sensor pequefio s = (A, F) generado por el par
(P,Ug(8)) tal que P c B(s). Dado que la cofinalidad de 4 es menor que la de 7, entonces hay
a<ttalque Ac H,, paracadade AyncU,, para cadan enF. Entonces m(s) EF, c P C
O(s), la cual es una contradiccion con la eleccion de m(s).

Para concluir este trabajo, a continuacion vamos a presentar tres aplicaciones del teorema
anterior. Estos resultados son versiones relativas y numerables de teoremas bien conocidos en
la teoria de los invariantes cardinales de espacios topoldgicos.

Seguiremos con la notacién presentada en la seccion anterior, ademéas de que si se elige una
sucesion creciente € en £, se escribira P =U é. Finalizando, si en un argumento definimos la
0 —clausura so6lo para sensores s de un tipo particular, eso significa que sélo esos sensores
estan efectivamente involucrados en el argumento y para todos los demas sensores de la

O —clausura pueden ser tomados como el conjunto vacio.

Diremos que Y es inicialmente k—Lindel6f en X, si para cada cubierta abierta U de X, con
cardinalidad menor o igual que k, existe existe una subfamilia numerable de U la cual cubre a'Y.
No es dificil verificar que Y < [Y],. € cly(X), quesiY € Z, entonces [Y],. € [Z],. También [[Y],].-

Ademas, Si X es primero numerable, entonces YX)<w

Corolario 3.3.1 Sea X un espacio Hausdorff y primero numerable, Y un subespacio denso de X
el cual es inicialmente 2“-Lindeldf en X. Entonces |X| < 2 y el subespacio Y es Lindeltf en X.
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Demostracién. Puesto que X es primero numerable, fijamos, para cada x € X, una base
local numerable, B,,, de x en X. Supongamos que t = X&; = A, entonces u = 2®. Para F € L,
definimos g(F) =U {B,: x € F}. Entonces |F| < 2® y |g(F)| < 2®. Ademas, 0((¢,{y})) =Uy,
y O(s) = ¢ para todos los demas sensores. Por el Teorema [main], existe una hélice ¢ =
(Fira <X }enL.SeanP = U{F:a <X }YF = U{F,:a < K}

Afirmamos que F es cerrado en X. En efecto, sea x € cly(F). Por cada B € B, tomamos
un punto xz € F N B y denotemos F, al conjunto formado por tales puntos. Claramente F, <
Fyx € cly(F). Ahora, dado que F, C F y |F;| < w, existe a < R tal que E, € F, € clx(F,) <
F. Por tanto x € F y por ende F es cerrado en X.

Vamos a mostrar que Y € F. Supongamos que no es asi. Fijemos un punto y € Y\F.
Claramente, la familia y ={V € U,(§):y € V}U{X\F} es cubierta abierta de X de
cardinalidad menor o igual que 2 y como Y es inicialmente 2¢ —Lindelof, existe una
subfamilia numerable n' de y tal que Y cu n’. Sea eta = n'\{X\F}.

Notemos que P c (FNnY) cun c Y\{y}. Entonces s = (¢,{n}) es un sensor pequefio
bueno para &, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, Y c F y |Y| < |F| < 2¢. Finalmente,

dado que X = cly(Y) c F, concuimos que [X| < 2¢.

El nimero de Souslin o celularidad de Y en X, denotado c(Y, X), es el menor cardinal
infinito k tal que la cardinalidad de toda familia de subconjuntos abiertos en X y ajenos por
pares, cada uno de los cuales intersecta a Y , es menor o igual a k .

El lema siguiente es pieza clave en la demostracion del Corolario 3.3.2.

Lema 3.3.1 Sic(Y,X) < w, entonces para cada familia y de subconjuntos abiertos de X
existe una subfamilia numerable n de y tal que (Uy) nY cu 7.

Demostracién. Sea € la familia de todos los subconjuntos abiertos VV de X tal que V nY es
distinto del vacid y existe U € y tal que V c V. Tomemos cualquier familia maximal ajena ¢
de elementos de £. Entonces ¢ es numerable puesto que c¢(X,Y) < w. Para cada V € ¢,
fijemos U, € y tal que V c Uy,.
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Entonces n = {Uy:V € £} es como queremos. En efecto, si tomamos y e Y\uny W € y tal
que y € W entonces podemos encontrar Ve &talqueyeVcWyUn)nV =¢. Por lo
que, ¢ U {I'} es una subfamilia ajena de £ estrictamente mayor que &, lo que contradice el
suponer de que ¢ es el maximal de € .

El corolario siguiente es una version relativizada de la deisgualdad 11), dada al inicio de

esta seccion.

Corolario 3.3.2 SiY es un espacio T, en X, el nimero de Souslin de Y en X es contable y X es
primero numerable en todos los puntos de Y, entonces |Y| < 2¢.

Demostracion. Puesto que X es primero numerable en todos los puntos de Y, paracaday €Y,
B, es una base local numerable de y en X
Definamosa O((d,F)) = U{y:y e FLt=R, =4, u=2°y g(F) =U{By:x € F}, para F € L. Por
el Teorema [main], existe una hélice ¢ en £L. Vamos a mostrar que Y = P. Supongamos lo
contrario, y fijlemos y € Y\P. Para cada V € B, sea P, = P\V y y, = {U € Uy(§): U NV = ¢}.
Entonces y, cubre a P, y U {P,:V € B,} = P. Dado que c(X,Y) < 2%, por el Lema [lemacoroZ2],
podemos encontrar una subfamilia numerable 7, de y, tal que P, cU (1,). Como (Uny) NV =
¢. Notemos que y & (U ny).

Ademés, tenemos que P = U{P,:V € B} c U{Un,:V € B,}. Por lo que (¢,{ny:V € B,}) es un
sensor pequefio y bueno para ¢ lo cual es una contradiccion. Por lo anterior, se llega a que P =

Yy, por lo tanto, |Y| = |P| < 2¢.

Definicion 3.3.2 Llamaremos a X un espacio estrictamente quasi-Lindel6f, si para cada
subconjunto cerrado P de X y para cada familia numerable {y;:i € w} de familias de
subconjuntos abiertos de X tales que P cU{Uy;:i € w} se puede elegir una subfamilia

numerable n; de y; para cada i € w de modo que P cU {Un;:i € w}.

Proposicion 3.3.1 Si X es Lindelof entonces X es estrictamente quasi-Lindel6f.
El siguiente corolario es un resultado del Lema 3.3.1
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Proposicion 3.3.2 Si c¢(X,X) < w, entonces X es estrictamente quasi-Lindelof.

El corolario que presentamos a continuacion, y con el cual terminamos nuestro trabajo,

es una generalizacién comun (por las proposiciones anteriores) a las desigualdades 11) e 13).

Corolario 3.3.2 Sea X un espacio primero numerable, T, y estrictamente quasi-Lindeltf.
Entonces |X| < 2%
Demostracion. Seat = X; = 1, u = 29 y g(F) =U {B,:x € F}. Por lo que existe £ = {F,:a < &;}
en L. Es suficiente con demostrar que el conjunto P =U ¢ es denso en X, puesto que |P| < 2¢y
X es primero numerable y T,.

Supongamos lo contrario y fijemos a z € X\P . Para V € B, definamos y, = {U €

Uy (§):Y NV = ¢}. Dado que X es primero numerable, P ={UF,:a < &}, porlo cual Uy(§) =

N {B,:x € P}. Entonces P cU {Uy;,:V € B,}, ya que X es T,. Notemos que la familia B, es
numerable, por lo que podemos elegir una subfamilia numerable 7, de y;, para cada V en B,

de modo que
P cu{Uny:V € B,}
Definamos al sensor s como

s = (¢, {ny:V € B}

Debemos mostrar que el sensor s es bueno para ¢, lo cual se sigue del hecho de que s

es generado por (U &, U, (£)) y todas las familias que pertenecen a s son numerables. Puesto
que (Uyy) NV = ¢, se deduce que (Uny) NV = ¢, ademds, V es abierto que implica que
Uny NV = ¢ para todos los V € B,. Por lo anterior, se llega a que z no pertenece a O(s) y s

es un sensor pequefio bueno para £, lo que contradice la hip6tesis. Por lo tanto | X| < 2.
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