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Resumen

La teoria de la computabilidad se centra en el estudio de la complejidad de los
objetos matematicos en funcién de la dificultad de dar un algoritmo para calcularlos.
Después del trabajo fundacional en el area de Turing en 1936, hubo desarrollos
de Kleene, Post, Turing, Church y Markov que sirvieron de base a la teoria.
Algunos de estos resultados se pueden encontrar en [Dav]. En este trabajo tomamos
algunas de las definiciones basicas de alli y las modificamos para darle al lector
una mirada mas completa. Otro enfoque que usa un tipo diferente de maquina se
puede encontrar en [Cut]. En este trabajo modificamos una maquina de Turing
anadiéndole direccionamiento indirecto y asi convirtiéndola en una maquina de
acceso aleatorio. También presentamos de manera formal las principales definiciones
y resultados dados en [Cut]. Nuestros propésitos principales son: el mostrar la
existencia de un programa universal, mostrar ejemplos explicitos de conjuntos no
computables, introducir la nocién de que un conjunto sea enumerado por una
funciéon computable e introducir los grados de Turing.

Como aplicacién de la teoria, se plantean interrogantes sobre las propiedades de
computabilidad de las estructuras matematicas como el problema de la palabra de
grupos, la existencia de campos isomorfos de forma no computable y en general la
existencia de copias isomorfas no computables de una estructura desde un punto de
vista sintactico. En este trabajo definimos cuando una estructura es computable
en relaciéon con un oraculo y mostramos algunas propiedades. Después de esto,
abordamos el problema de que dos estructuras isomorfas no necesariamente tienen
las mismas propiedades de computabilidad, tales como tener el mismo grado de
Turing y tener relaciones que son computables a partir de una pero no a partir de la
otra. Exploramos una razén por la que esto podria suceder y es que entre estructuras
isomorfas no hay necesariamente un isomorfismo computable. Observamos este
problema cuando una estructura es computable. Estudiamos una caracterizacion
sintactica de una solucion uniforme, en el sentido de obtener los isomorfismos
de un programa unico que puede utilizar como oraculo el grado de Turing de la
otra estructura isomorfa y también estudiamos una caracterizacién sintactica de la
respectiva solucion no uniforme. En este trabajo seguimos la linea de estudio de
[Mon] y ampliamos algunas pruebas mostradas ahi.
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Introduccion

., Qué es un algoritmo? En este trabajo adoptamos la definicién que da la RAE: «es
un conjunto ordenado y finito de operaciones que permite hallar la soluciéon de un
problemay.

La nocién de algoritmo ha acompanado a la humanidad desde sus primeros afios de
existencia. Después de suficiente experiencia, empezamos a seguir una secuencia de
pasos determinados para poder manufacturar las primeras herramientas de piedra,
también para poder controlar el fuego, para construir armas sofisticadas como el
arco y la flecha y para llevar a cabo labores mas sofisticadas como la agricultura.

Si nos adelantamos més en el tiempo también tenemos como ejemplos a la serie de
pasos que seguian los egipcios para obtener el volumen de piramides truncadas y
a la serie de pasos, conocida como criba de Eratostenes, que se debia seguir para
encontrar los nimeros primos menores que un nimero dado.

La idea de realizar una serie de pasos determinados y en ocasiones repetitivos para
resolver una tarea nos trajo la idea de construir maquinas que de forma automatica
pudieran realizar estas tareas. Como ejemplo tenemos a las maquinas calculadoras
construidas a mediados del siglo XVII por el matematico Blaise Pascal y de manera
independiente por el matematico y filésofo Gottfried Leibniz.

La idea de obtener resultados a partir de una serie mecanizada de calculos no sélo
se limité a obtener resultados de operaciones aritméticas sino también a obtener
deducciones de un conjunto de premisas. Leibniz, también, dentro de sus cavilaciones
se preguntaba si era posible construir un lenguaje universal en el que se pudiera
expresar todo el conocimiento humano de una forma sencilla y simple y que ademas
se pudieran derivar verdades dentro de este lenguaje a partir de una serie de célculos.

En 1928, David Hilbert en una postulaciéon de un problema similar a esta cuestion,
se planted si dado un sistema légico, es posible encontrar un método efectivo o
algoritmo general para que dado un enunciado en el lenguaje del sistema éste
determine si el enunciado es demostrable en el sistema o no.

Para dar una respuesta a este problema era necesario dar una definicion formal
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en términos del lenguaje matematico de la nocién informal de método efectivo
o de algoritmo. En 1936 el matemético Alonzo Church en su articulo titulado
A-definibilidad y recursividad describié un sistema formal denominado A-calculo
sobre el cual afirmé que la nocién de una funcién calculable efectivamente era
aquella que era A-definible en su sistema. Dentro de este sistema pudo dar una
respuesta negativa al problema de Hilbert.

Por otra parte, en el mismo ano el matematico Alan Turing en su articulo de
nombre On computable numbers an its applications to the Entscheidungsproblem
define un objeto matematico denominado hoy en dia como mdquina de Turing sobre
la que afirmo6 que captura la nocion informal de algoritmo. En este articulo, al igual
que Church, también da una respuesta negativa al problema de Hilbert. Mas tarde
en 1937 en su articulo Computabilidad y A-definibilidad, Alan Turing demostro que
el A-calculo de Church era equivalente a su sistema. Por estas razones, a la creencia
que estas nociones describen formalmente la nociéon informal de algoritmo se le
conoce como Tesis de Church-Turing.

En los anos siguientes, 16gicos y matematicos como Stephen Kleene, Emil Post,
Alan Turing, Alonzo Church y Andrey Markov en una serie de articulos y
libros cimentaron las bases de lo que hoy en dia conocemos como Teoria de la
Computabilidad.

Con los avances obtenidos hasta ese momento en esta area y en algebra, los légicos
y matematicos Piotr Novikov y William Boone resolvieron respectivamente de
manera independiente en sus articulos On the algorithmic unsolvability of the word
problem in group theory y The word problem de manera negativa el problema de la
palabra.

Siguiendo en esta linea, el matematico Serguey Ivanovich Adyan en su articulo
Algorithmic unsolvability of problems of recognition of certain properties of groups
continio con el estudio de la existencia de algoritmos para resolver distintos
problemas en teoria de grupos.

En 1956, de manera conjunta los mateméaticos Albrecht Frohlich y John Shepherdson
en su articulo Effective procedures in field theory dieron respuesta a problemas de
aplicacion de la teoria de la computabilidad en la teoria de campos, incluyendo la
demostracion de la existencia de estructuras isomorfas pero que no son isomorfas
de manera computable.

A principios de los anos 60, por una parte el matematico Michael Rabin en su
articulo Computable algebra, general theory and theory of computable fields y por
otra parte el matematico Anatoli Maltsev en sus articulos Constructive algebras
I y On recursive abelian groups estudiaron problemas de decidibilidad en otras
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estructuras algebraicas.

En los anos 70, los matematicos George Metakides y Anil Nerode e
independientemente los matematicos de la escuela siberiana de matemaéticas
constructivas como Yuri Ershov utilizaron nuevas técnicas para ampliar el estudio
de més tipos de estructuras en términos de la teoria de la computabilidad.

En anos posteriores se continiio con el estudio de técnicas para resolver y analizar
problemas en esta rama de la teoria de estructuras utilizando férmulas de longitud
infinita para estudiar la complejidad de éstas. A mediados de los anos 90 se realizd
un compendio realizado en conjunto por los matematicos Chris Ash y Julia Knight
titulado Computable Structures and the Hyperarithmetical Hierarchy en el cual se
muestra el trabajo desarrollado que de entre los demés problemas que aborda,
el problema de encontrar condiciones sintacticas para que exista un isomorfismo
computable entre dos estructuras computables isomorfas.

Recientemente se ha publicado un libro hecho por el matematico Antonio
Montalban titulado Computable Structure Theory: Within arithmetic que aborda la
problematica antes mencionada y que tiene puntos en comtun con el libro de Chris
Ash y Julia Knight pero contiene otra forma de presentar los resultados.

En el capitulo I mostraremos las bases de la Teoria de la Computabilidad enunciando
primero el modelo de computo de maquinas de Turing. Este modelo es el que con
mayor facilidad puede ser explicado formalmente y similar al que Alan Turing
propuso en 1936. Definiremos nociones de computabilidad para funciones usando
este modelo. Posteriormente daremos un modelo de cémputo con mayor facilidad
de ser utilizado para demostrar resultados mas importantes dentro de la teoria.
También daremos una nocién de computabilidad para funciones con este modelo.
Y hablaremos de la relacién que existe con la nociéon dada por el otro modelo.
Mostraremos propiedades de funciones computables y veremos que podemos asignar
de forma computable un nimero natural en especifico a un programa. El estudio de
méquinas de Turing estd basado en [Dav]. Los demds temas que aparecen en este
capitulo estdan basados en [Cut] y ademés son presentados con un enfoque distinto.

En el capitulo IT daremos resultados importantes como el de mostrar la existencia
de un programa que puede obtener el resultado de cualquier otro en cualquier
entrada siempre y cuando estos ultimos esten definidos. También mostraremos
ejemplos explicitos de conjuntos que no son computables y una herramienta que nos
facilitara dar ejemplos explicitos de este tipo de conjuntos. Los temas presentados
en este capitulo estan basados en [Cut].

En el capitulo III daremos una definicién formal de la nocién de enumerar un
conjunto de forma computable, también daremos la definicién de un par de
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relaciones de equivalencia sobre los conjuntos de ntimeros naturales denominadas
m equivalencia y Turing equivalencia respectivamente. El tema de computabilidad
enumerable estd basado en [Dav] y en [Cut].

En el capitulo IV damos los elementos necesarios de la teoria de estructuras y
modelos. Este material estd basado en [CK]. Posteriormente damos una forma de
codificar férmulas de un lenguaje de primer orden con ntimeros naturales, de modo
que podamos dar una definiciéon de computabilidad de una estructura. Daremos
algunas propiedades y mostraremos que en términos de computabilidad podemos
suponer que una estructura sélo tiene relaciones. La presentacion de esta parte esta
basada en [Mon] y aborda detalles sobre algunas definiciones y demostraciones.

En el capitulo V abordamos el problema de la existencia de estructuras que
son isomorfas pero que tienen distintas propiedades de computabilidad como lo
es el tener distinto grado de Turing. Abordaremos una razén por la que esto
puede ocurrir, como lo es el que no exista un isomorfismo computable entre dos
estructuras. Daremos dos abordajes a esta problemética las cuales denominaremos
como version uniforme y versiéon no uniforme. En la version uniforme mostraremos
una caracterizacion sintactica de la existencia de un solo programa que nos produzca
isomorfismos entre una estructura computable y sus estructuras isomorfas contables
utilizando como oraculo a éstas ultimas. En la versién no uniforme daremos una
caracterizacion sintactica similar a la version uniforme, sélo que evitaremos el
hecho de que los isomorfismos se puedan producir con un solo programa. Para
ello anadiremos un nuevo tipo de lenguaje para estudiar nuestras estructuras. Este
capitulo se basa en [Mon] y se amplian algunas definiciones y demostraciones.



Notacion y Preliminares

Dados dos conjuntos A, B diremos que A C B si y s6lo si para todo x € A
implicamos que € B. Diremos que A = B siysélosi A C By B C A. Denotamos
por AU B al conjunto uniéon de A con B; AN B denota al conjunto interseccion
de A con By A\ B al conjunto de elementos que estdn en A pero que no estan en B.

Dados un conjunto I y un conjunto de conjuntos F = {A,, : n € I}, denotamos

a la union de F por U F, que también denotamos por |J A,. Si I = N entonces la
nel

o0
union la denotamos por U A,.
n=1

De manera similar denotamos la intersecciéon de F como (F 6 como () A,, 6
nel

bien si I = N por ﬁ A,.
n=1

Dados dos conjuntos A y B denotamos por f : A — B a una funcién f con
dominio A y codominio B. Al conjunto de funciones con dominio A y codominio
B lo denotamos por ZA. Si el dominio de la funcién f es un subconjunto de A
entonces denotamos a f como f : A - B y diremos que f es una funciéon parcial
de A a B. Observemos que en particular una funciéon es un caso particular de
una funcién parcial. Si f, g son funciones parciales, diremos que f C g si y solo si
dom f C dom g y para todo x en dom f tenemos que f(z) = g(x). Si f: A-» Bes
una funcién parcial, denotamos por dom f al dominio de f y por im f a la imagen
de f que es el conjunto {y € B | 3x € dom f (f(x) =y)}.

Denotamos por w al conjunto de ntmeros naturales {0,1,2,3,...}. Por N
denotamos al conjunto de nimeros naturales menos el elemento 0, es decir al
conjunto {1,2,3,...}. Denotamos por n al conjunto de los primeros n nimeros
naturales {0, 1,...,n — 1}, es decir n es el ntimero natural n visto como ordinal.

Dados un conjunto A y n € w con n > 1, definimos A" = {(ko,...,k,_1) :
ko, ...,kn_1 € A} como el conjunto de tuplas de A de tamafio n. Denotamos por
(o, ¢]

AN = |J A", es decir A<N es el conjunto de tuplas finitas no vacias de elementos
i=1
de A.
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Un elemento v € A<N de la forma (ky, ..., k,_1) también lo podemos ver como
una funciéon f € ®A cuyo dominio es {0,1,...,n—1} y es tal que f(i) = k; para cada
0 <i<mn-—1.Y viceversa, una funcién f € ®A con dominio {0, 1,...,n} la podemos
ver como la tupla finita (f(0), ..., f(n—1)). Por lo tanto en ocasiones consideraremos
a ambas definiciones de manera indistinta. En cualquier caso diremos también que
v es una sucesion finita de elementos de A. Si v = (ko, ..., k,—1) denotaremos por
v; a k;, el cual también denominaremos ¢-ésimo elemento de ~. Usando la notacién
previa, también denotaremos a v como {7y, ..., Yn_1}-

En ocasiones nos referiremos al dominio de 7 como el dominio de su funcién
equivalente, el cual equivaldria a los primeros n — 1 elementos si la longitud de v, la
cual denotamos por len(y), es n y a la imagen de v como la imagen de su funcién
equivalente.

Dados una sucesién finita v de longitud n y & < mn — 1, denotamos por
v | k a la tupla (v(0),...,7(k)). Nos referiremos a esta tupla como la tupla =y
truncada en sus primeros k elementos. Si ¢ = (ko,...,kn») es una tupla finita
de longitud m con elementos en w tal que para cada 0 < i < m se tiene que
0 < k; < n—1, denotamos por v [ ¢ a la tupla (y(ko), ..., v(kn)). En ocasiones,
de preferencia, pediremos que la longitud de ¢ sea menor o igual que la longitud de 7.

Dadas dos sucesiones finitas o, v € A<V, diremos que o C 7 si y sélo si o esté
contenida en v si tanto ¢ como « son vistas como funciones.

Dada una familia de conjuntos {A, : n € I} denotamos por [] A, al conjunto
nel

{f:IT— UA,:Ynel(f(n)e€ A,} Sil = w entonces al producto anterior
nel

también lo denotamos por [] A,. Si I = w y tenemos que cada A, = A para algin
new

conjunto A entonces al producto lo denotamos por “A.

Similar al caso de tuplas finitas, si tenemos un conjunto A, a cada funcién
f € “A le podemos asociar una tupla «infinita» v de longitud w que satisface
que para cada n € w, f(0),...,f(n — 1) son los primeros n elementos de v en
el orden en el que se presentan. En este caso a v, la podemos denotar también
como (f(0), f(1), f(2),...). Y viceversa a una tupla infinita v digamos de la forma
(ko, k1, k2, ...) le podemos asociar la funcién f € “A tal que f(i) = k(i) para cada
1 € w. Por lo tanto podemos ver a una funciéon en f € “A como a una tupla infinita
y viceversa. Por consiguiente consideraremos a ambas definiciones de manera
indistinta. En ambos casos diremos que tenemos una sucesion infinita de longitud w
con elementos en A. Si v = (ko, k1, ko, ...) denotaremos por v; a k;, el cual también
denominaremos i-ésimo elemento de . También denotaremos a y como {v; : i € w}.
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Dados una sucesion v € YA y n € w, denotamos por v [ k a la sucesion finita
{Y0,71, -+, Yn—1}- Si 0 es una sucesion finita de longitud m y todo elemento de sigma
estd en w entonces denotamos por ¢ | o a la tupla finita (7(c(0)), ..., v(o(n — 1))).

Si v es una sucesion infinita en “A y ¢ es una sucesion finita 6 infinita entonces
diremos que o C 7 si y sélo si o esta contenida en v cuando ambas son vistas como
funciones.
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Capitulo 1

Introducciéon a la Teoria de la
Computabilidad

1.1. Maquinas de Turing y Maquinas de Acceso
Aleatorio

En este trabajo entenderemos de manera informal que un algoritmo es un
conjunto ordenado y finito de instrucciones que tras ser ejecutadas en el orden
en el que se presentan o que éstas indiquen nos permitan resolver un determinado
problema.

Con la ejecucion de las instrucciones se realizan una o varias transformaciones
sobre determinados objetos, las cuales en algunos casos para ejecutarse necesitan
informacion extra sobre éstos u otros objetos.

Supondremos que los objetos en cuestion son finitos. Por lo tanto podremos
asociarles una sucesién finita de simbolos o bien un niimero natural. A la informacion
extra que se requiera la interpretaremos mediante conjuntos de ntimeros naturales.
De este modo, en nuestro estudio nos interesaremos unicamente en numeros
naturales como objetos, los cuales representaremos como una sucesion finita de
simbolos tomados de un alfabeto previamente determinado o simplemente como
nimeros naturales.

Nuestra intencion serd representar formalmente las transformaciones mediante
la manipulacion de sucesiones de simbolos en base a instrucciones con una sintaxis
previamente definida. A esta representacion la denominaremos modelo de computo.
Para ello, primero, describiremos graficamente al modelo de computo, de modo
que podamos tener una idea de su comportamiento y posteriormente haremos una
descripcion formal.

Comenzaremos con el modelo de Maquinas de Turing, posteriormente
introduciremos el de Mdquinas de Acceso Aleatorio que también llamamos RAM
por sus siglas en inglés.



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA COMPUTABILIDAD?2

1.1.1. MaAquinas de Turing

Gréaficamente, una maquina de Turing es una mdquina que consiste de una cinta
bidimensional horizontal dividida en celdas del mismo tamano y un cabezal sobre
la cinta tal como se muestra en la figura 1.1.

Pedimos que la cinta sea potencialmente infinita en longitud en ambas
direcciones, es decir que siempre que lo necesitemos siempre seamos capaces de
extender la cinta anadiendo celdas a la derecha o izquierda.

Las celdas de la cinta pueden contener o bien un simbolo de un alfabeto elegido
previamente o bien se puede encontrar en blanco (sin ningtn simbolo).

El cabezal de la cinta se posa sobre una y sélo una celda de la cinta. Este
contiene el estado actual de la maquina, una cantidad finita de instrucciones y
posibles simbolos y estados de la maquina. También puede recuperar y modificar el
simbolo que se encuentra en la cinta en un momento dado y ademas puede saber
cuantos simbolos s; se encuentran en toda la cinta cuando se le requiera.

En una unidad de tiempo de la maquina, ocurren los siguientes pasos en el orden
en el que se enuncian.

VERIFICACION DE CONDICION DE DETENCION. El cabezal obtiene el simbolo
de la celda sobre la que se encuentra. Si no encuentra ningin simbolo, éste
indica que se encuentra en una celda en blanco. Después busca si existe alguna
instruccion que diga qué hacer en el estado actual de la maquina sobre el
simbolo obtenido. Si existe se ejecuta el siguiente paso, si no la maquina se
detiene.

LECTURA. El cabezal lee la instrucciéon obtenida. Identifica si la instruccién
necesita informaciéon de un conjunto de niimeros naturales o no. En caso de
que si, lee los estados por los cuales se puede modificar. Ademéas obtiene el
numero de simbolos s; que se encuentran en toda la cinta. En caso contrario,
lee el estado por el cual hay que cambiar y distingue de entre los siguientes
casos: en caso de que deba modificar el simbolo de la celda, lee el simbolo por el
cual hay que hacerlo; en caso contrario, no busca nada e indica el movimiento
que tiene que realizar el cabezal, siendo una celda a la derecha o una celda a
la izquierda los movimientos permitidos.

BUSQUEDA. Busca y posteriormente guarda el estado (o los estados)
obtenido(s) en el paso anterior. En caso de que tenga que modificar el simbolo
obtenido, busca y guarda el simbolo por el cual se debe cambiar. En caso
contrario ignora esto tultimo y se ejecuta el siguiente paso.



3 1.1. MAQUINAS DE TURING Y MAQUINAS DE ACCESO ALEATORIO

Cabezal
Celda de la cinta
/—/H
52 83 S1 S0 So Sg
Cinta

Figura 1.1: Maquina de Turing

SOLICITUD DE INFORMACION. En caso de que se solicite informacion, el cursor
responde a la pregunta si el nimero de simbolos s; obtenido anteriormente
pertenece a un conjunto de nimeros naturales determinado y obtiene una
respuesta afirmativa o negativa. En caso contrario, se ejecuta el paso siguiente.

MODIFICACION, MOVIMIENTO O ELECCION. Si la instruccién solicita
informacion se usa la respuesta de la instruccion anterior y dependiendo a
esto elige el estado por el cual hay que modificar. En caso de contrario se
distinguen los siguientes casos: en caso de que la instruccion dicte que se debe
modificar el simbolo, el cabezal reemplaza el simbolo que se encuentra en la
celda por el simbolo que encontré en el paso anterior y permanece posado
sobre la misma celda; en caso contrario, el cabezal se mueve una celda a la
derecha o una celda a la izquierda segtn la instruccion se lo haya indicado, sin
modificar el simbolo de la celda sobre la cual se encontraba.

ACTUALIZACION DE ESTADO. Si la instruccién solicité informacién se
reemplaza el estado actual de la maquina por el estado obtenido en el paso
MODIFICACION, MOVIMIENTO O ELECCION; en caso contrario, se reemplaza
el estado actual de la maquina por el estado obtenido en el paso BUSQUEDA.
Se ejecuta el paso VERIFICACION DE CONDICION DE PARADA.

Formalmente, usamos cantidades finitas de simbolos tomados de conjuntos
determinados que representaran los estados de la maquina, los simbolos que se
pueden escribir sobre la cinta y los simbolos de movimiento, respectivamente. Con
dichos simbolos podremos describir las instrucciones de la maquina, el contenido de
la cinta junto con el estado de la maquina en una unidad de tiempo determinada y
el computo de la maquina en una entrada determinada.
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Definimos los conjuntos de simbolos, Q = {q1,¢2,qs3,...} que se usardn para
representar los estados de la maquina, S := {s, $1, 2, ...} para representar los
simbolos de escritura o letras de la maquina. Ademéas usaremos los simbolos Ry L
para denotar el movimiento derecho e izquierdo del cabezal, respectivamente. A las
sucesiones finitas de simbolos tomados de los conjuntos anteriores les llamaremos
expresiones.

Por conveniencia, y por fines practicos, al momento de describir una sucesion de
simbolos en la cinta, si una celda esta en blanco, en simbolos representamos esto
con el simbolo sy, que para simplificar escribimos como B. También, al simbolo s;
lo simplificamos con el simbolo 1!.

Ahora bien, nos interesa decir qué entendemos por instrucciones de la maquina
en base a expresiones. Para ello s6lo consideramos aquellas que constan de
cuatro elementos como las que se muestran a continuacion; incluimos también la
interpretacion de los simbolos que las conforman.

Sean i, k,l,j,r € wconi,l,r>1y ACuw.

Expresiéon que denota Interpretacién
la instruccion

q; es el estado interno de la maquina; el
cabezal de la maquina senala una celda

qiSkS;q que tiene al stmbolo s;; el cabezal
cambia éste simbolo por s;; la maquina
cambia al estado interno ¢

q; es el estado interno de la maquina; el
cabezal de la maquina senala una celda que

qiskRq tiene al simbolo s;; el cabezal se mueve
una celda a la derecha; la méquina cambia
al estado interno ¢

q; es el estado interno de la méaquina; el
cabezal de la maquina senala una celda que

giskLq tiene al simbolo s;; el cabezal se mueve
una celda a la izquierda; la maquina cambia
al estado interno ¢

INo consideramos a 1 aritméticamente sino sélo como simbolo.
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q; es el estado interno de la maquina; el
cabezal de la maquina senala una celda que
tiene al simbolo sg; el cabezal obtiene el

Qi SEQQy numero de simbolos 1 hay en la cinta;
si dicho niimero pertenece a A, el estado
interno de la maquina cambia a ¢;, en caso
contrario la maquina cambia a g,

Unicamente a este tipo de expresiones les llamamos cuddruplas. A las
cuadruplas del ultimo tipo descrito las llamaremos cuadruplas de tipo oraculo
respecto a A.

Representamos a la maquina descrita con anterioridad como un conjunto finito
de cuddruplas con una condiciéon particular.

Definicién 1.1.1. (Maquina de Turing)

(i) Una méaquina de Turing es un conjunto finito no vacio de cuadruplas que
no tiene dos cuadruplas distintas que coinciden en sus dos primeros simbolos.

(i) Dado un conjunto A C w, una maquina de Turing con oriculo A es
una maquina de Turing que contiene al menos una cuadrupla de tipo oraculo
respecto a A.

Es importante mencionar que existen otro tipo de definiciones de maquinas de
Turing. Por ejemplo hay aquellas que tienen mas cintas o mas cabezales o aquellas
que de un paso a otro permiten realizar dos acciones a la vez o bien aquellas que
solo son potencialmente infinitas en una sola direccién. Todas estas definiciones son
«equivalentes», en el sentido en el que todos estos modelos de computo calculan las
mismas funciones.

La razén por la que usamos el modelo de cémputo descrito con anterioridad
se debe a que es méas sencillo explicarlo que los demés y también que en algunas
ocasiones no tenemos que preocuparnos si en algin momento dado necesitamos
agregar mas celdas en alguna direccion.

Dicho esto, procedemos ahora a decir cémo entenderemos los simbolos que
se encuentran en la cinta en un momento dado en base a expresiones. Para ello
consideraremos aquellas que representan el contenido de la cinta y que ademés nos
indiquen el estado interno de la maquina en un determinado instante.

Definicién 1.1.2.

(i) Una descripcidon instantanea « es una expresiéon que contiene un tnico
simbolo ¢;, no contiene R ni L y es tal que ¢; no es el ultimo simbolo de ésta
expresion.
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(77) Si T es una maquina de Turing y « es una descripcién instantanea, decimos
que « es una descripcion instantanea de T si y sélo si el simbolo ¢; que
estd en a pertenece también a alguna cuadrupla de T.

(7i) Sean T una maquina de Turing y una descripcién instdntanea de T, o =
Pg;s;(Q) para algunas expresiones P, () posiblemente vacias. Diremos que ¢; es
el estado de T en « y que s; es el simbolo escaneado por T en «. La
expresion que se obtiene al remover a ¢; de a se denomina la sucesion de
simbolos de la cinta de T en «.

(iv) Sea T una maquina de Turing y sea « una descripcién instantanea de T,
denotaremos por (a) al nimero de simbolos 1 que ocurren en «.

Ahora diremos como representar un computo de una méaquina de Turing con
expresiones.

Para esto nos importara indicar cuando de dos descripciones instantaneas de una
maquina de Turing T una se sigue de la otra tras aplicar una cuadrupla de T.

Definicién 1.1.3. (a) Sean T una méaquina de Turing y «, 5 descripciones
instantaneas de T. Decimos que  ocurre después de a respecto a T,
lo cual denotamos por @ — 3 (T) (o cuando no sea necesario precisar a T,
a — () si y sélo si alguno de los siguientes casos ocurre:

(i) Existen expresiones Py (), posiblemente vacias, tal que
aes Pg;s;Q B es PqspQ

y la cuaddrupla ¢;s;s,q; pertenece a T.

(7i) Existen expresiones Py (), posiblemente vacias, tal que

aes Pg;s;s,pQ B es Ps;qs,Q
y la cuddrupla g¢;s;Rq pertenece a T.

(i7i) Existen expresiones Py ), posiblemente vacias, tal que

@ es $;q;sEQ B es Pqs;siQ
y la cuadrupla ¢;siLq; pertenece a T.

(iv) Existe una expresién P, posiblemente vacia, tal que
aes Pg;s; B es Psjqso

y la cuddrupla ¢;s;Rq pertenece a T.

(v) Existe una expresion @), posiblemente vacia, tal que

aes ¢;5;Q B es q505;Q

y la cuddrupla ¢;s;L¢q; pertenece a T.
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(b) Sean A C w, T una méaquina de Turing con ordculo A y «,  descripciones
instantaneas de T. Decimos que § ocurre después de « respecto a T y
respecto al oraculo A, lo cual denotamos por a« —4 5 (T) (o cuando no sea
necesario precisar a T, o —4 ) si y s6lo si

(vi) Existen expresiones Py @), posiblemente vacias, tal que

aes PgspQ , Bes Pgsp@Q y (o) €A

o bien
aes PgspQQ , BesPgs,Q y (a)gA

y la cuadrupla ¢;srq;q, pertenece a T.

Algunas observaciones inmediatas de las definiciones anteriores son las siguientes:

Observacion. (i) Dado A C w, si T es una méaquina de Turing (con oraculo A) y
a, (3, v son descripciones instantaneas de T tales que « — (3 (T), (« —a
(T),y « = v (T), (¢ =47 (T)), entonces 5 = .

i) Dado A C w, si T y T son mdquinas de Turing (con oraculo ales que

1) Dado A C i Ty T iquinas de Turi iculo A) tal
T C Ty «, son descripciones instantaneas de T tales que a — 5 (T),
( =4 B (T)), entonces «a, § son descripciones instantaneas de T’ tales que

a— B (T), (a—=af (T).

La intenciéon ahora serd considerar tuplas finitas de descripciones instantaneas
de una maquina de Turing T, donde la primera descripcién instantanea de la tupla
tendré una forma particular.

Definicién 1.1.4.

(a) Dada una maquina de Turing T, un cémputo de T es una tupla finita no
vacia (g, @, ..., ) de descripciones instantaneas de T tal que:

(i) Para cada 1 <i <k, o = ;41 (T).

(77) No existe una descripcion instdntanea 5 de T tal que ay — 3 (T).

En tal caso, diremos que oy es el resultado de «; respecto a T y esto lo
denotamos por Rest(a;) = ag. Y decimos también que el computo inicia en
7.

(b) Dados A C w y una méquina de Turing T con oraculo A, un A-cé6mputo de
T es una tupla finita no vacia (aq, ag, ..., ax) de descripciones insténtaneas de
T para la cual:

(i) Existen dos conjuntos M, N C {1,...,k—1} talque |[M| > 1, MNN =0y
MUN = {1,...,k—1} de tal modo que sii € M entonces o; —4 a;4+1 (T)
y si j € N entonces a; — a4 (T).
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(i) No existe una descripcién insténtanea S de T tal que ap —4 5 (T) 6

a — B (T).

En tal caso, diremos que «y, es el resultado de a; respecto a T con oraculo
Ay esto lo denotamos por Res#(a;) = ag. Y decimos también que el computo
inicia en ;.

Dado que consideraremos tnicamente computos cuyas entradas sean nimeros
naturales, o bien tuplas de nimeros naturales, a cada ndmero natural n &
w le asociamos la expresion m = 1---1 y a cada tupla finita no vacia de

n—+1-veces
ntimeros naturales (ni,ny,...,n) € w® le asociamos la expresion (ni, ny, ..., ny) =
mBnsB .. ..

Definicién 1.1.5. Dados n € w con n > 1, A C w y una maquina de Turing T,
posiblemente con ordculo A, definimos la funcién parcial n-aria inducida por T
como la funcion parcial ¥4 : W™ - w o, si T es con oraculo A, la funcién parcial

.. . . ./ . n,A n
n-aria inducida por T con oraculo A como la funcién parcial " @ W = w,
tal que:

(Rest(ay)) si  existe un cémputo de T que

inicia en oy = q1 (21, ..., 2,,)
¢%‘($17"'7In): 1 ql( 1y ey n)

inde finida  si ocurre cualquier otro caso

O en caso de que T tenga oraculo A:

(Resi(an)) si existe un A-computo de T que

nA inicia en o = q1 (1, ..., Tp)

v (T, ) =
inde finida s ocurre cualquier otro caso
e o 1,A

Para fines practicos, a ¥4 la denotamos tinicamente como ¢y y a 14" como ¥4,

Definicién 1.1.6. Dados n € wconn > 1, A C wy f: w" - w una funciéon
parcial. Decimos que,

(i) f es parcialmente Turing-computable si y s6lo si existe una méaquina de
Turing T tal que ¥ = f.

(ii) f es parcialmente A-Turing-computable si y sélo si existe una maquina
de Turing T con ordculo A tal que @D%’A = f.

(iii) f es Turing-computable si y sélo si f es parcialmente Turing-computable y
dom f =w".
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(iv) f es A-Turing-computable si y sblo si f es parcialmente A-Turing-
computable y dom f = w".

De ahora en adelante, en lugar de decir que una funcién es parcialmente Turing-
computable diremos tnicamente que es parcialmente computable, o bien si una
funcién es Turing-computable diremos que es computable y de la misma forma con
las versiones relativas a un conjunto A C w.

Esto no se debe a una mera convencién en los términos utilizados, como
mencionamos en la introduccién, existe una definiciéon informal de algoritmo, sobre
la cual reposa la nocion de que una funcién sea «computabley, la cual se refiere a que
exista un algoritmo que siempre que tome un elemento en el dominio de la funcién,
éste devuelva el valor de la funcién valuada en dicho elemento. A lo largo de la
definiciéon de una maquina de Turing hemos mencionado como éste objeto abstracto
puede representar una forma cercana de la idea de algoritmo. Esto tltimo, a pesar
de ser explicado con suficiente detalle, no es una demostracién de que la idea de
algoritmo es capturada completamente por una maquina de Turing, mas bien es
una creencia conocida Tesis de Church-Turing.

En pocas palabras éste postulado nos dice que toda funcién computable en el
sentido informal es computable por una maquina de Turing y viceversa. En este
trabajo admitiremos la tesis de Church-Turing y algunas veces, por comodidad,
demostraremos que una funcién es computable simplemente describiendo un
algoritmo que computa la funciéon asumiendo que uno puede construir una maquina
de Turing basada en dicho algoritmo que compute la funcién; a este método de
demostracion lo llamamos prueba por tesis de Church-Turing.

El hecho de que podamos realizar este tipo de prueba no debe hacer que
despreciemos el estudio de las maquinas de Turing y posteriormente de las
maquinas de acceso aleatorio, ya que éstos son objetos formales, denotados en
lenguaje matematico, que nos ayudan a darle solidez no sélo a los resultados que
queremos estudiar si no a toda la Teoria de la Computabilidad.

Sin mas, a continuacion mostraremos algunos ejemplos de funciones computables
usando maquinas de Turing.

Ejemplo 1.1.1. La funcién S : w — w tal que S(z) = = + 1 es computable.

Demostracion. En efecto, considere la maquina de Turing T cuya tnica cuadrupla
es:

11Rqo

Afirmamos que para todo m € w, ¥r(m) = S(m).
En efecto, sea m € w,

@ = 1™

=q11™

— 1QQ1m
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Por lo tanto,
Yr(m) = (1g21™)
=m+1
= S(m)
Concluimos que ¥ = S y por lo tanto que S es computable. O

Ejemplo 1.1.2. La funcién f : w X w — w tal que f(z,y) = = + y es computable.

Demostracion. Sea T la maquina de Turing cuyas cuddruplas son:

@11Bq Borra un simbolo 1

g1 BRqg Ignora los  demas
@1Rq simbolos 1 e identifica

q2BRqs3 el primer simbolo B.
q31Bg; Borra un simbolo 1.

Afirmamos que para cualesquiera ni,ny € w, f(ny,ns) = ¥a(ng, no).
En efecto, sean ny,ny € w,

@By = ¢ 1M Bt
= q 11" B1™2t!
—  B1" B1met!
— Bgy1™ B1™ !
— Bl1™g,B1™ ™!
— B1™ Bgg1m ™!
= B1™ Bgs11™
— B1™ Bg;B1™

Por lo tanto,
V2 (n1,ny) = (B1™ Bgs B1™)
=N+ No

- f(nh n2>

Concluimos que 4% = f y por lo tanto que f es computable. O

De la misma forma, podemos demostrar que funciones mas interesantes son
computables. Sin embargo, el ejemplo anterior nos da una idea de lo tedioso que
puede llegar a ser esto. Es por ello que a continuacién mostraremos un modelo de
computo mas flexible y del mismo «poder», en el sentido de que computa las mismas
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funciones que el recién mostrado. Con este modelo demostraremos resultados mas
importantes para la teoria que el inicamente verificar casos particulares de funciones
computables.

1.1.2. MaAquinas de Acceso Aleatorio

Graficamente, una maquina de acceso aleatorio es una mdquina que consiste de
una cinta bidimensional dividida en celdas del mismo tamafio que denominaremos
registros y de un controlador conectado a la cinta.

La cinta serd infinita inicamente en una direccién y cada registro puede contener
un numero natural. El controlador contiene una cantidad finita y ordenada de
instrucciones que llamaremos programa y que le permite obtener y modificar el
contenido de cualquier registro. Dentro de las instrucciones posibles, tendremos a
aquellas que nos permiten obtener y enviar contenidos a cualquier registro cuyo
indice depende del contenido de cualquier otro registro.

En una unidad de tiempo de la maquina ocurren los siguientes pasos:

VERIFICACION DE CONDICION DE PARADA. El controlador verifica en un
contador el nimero de la instrucciéon a ejecutar. Si este nimero es menor igual
al nimero de la dltima instruccion, se ejecuta el siguiente paso, si no la maquina
se detiene.

LECTURA DE INSTRUCCION. El controlador identifica o consulta el contenido
de algin o algunos registros para obtener el nimero del o de los registros
cuyo contenido es necesario para que la instruccion pueda ejecutarse. Ademas
identifica si la instruccion necesita informacion extra.

OBTENCION DE CONTENIDO. El controlador obtiene el contenido del o de los
registros del paso anterior. En caso de que sean dos contenidos, los obtiene en
el orden en el que la instruccién lo requiere.

SOLICITUD DE INFORMACION. Si la instruccién necesita informacién extra
entonces el controlador la solicita a un conjunto de nimeros naturales y en
caso contrario se ejecuta el siguiente paso.

MODIFICACION DE CONTENIDO. En el controlador se realizan la(s)
modificacion(es) declaradas por la instruccién sobre el (los) contenido(s)
obtenido(s), también usando la informacién obtenida en el caso anterior en
caso de ser necesario.

MODIFICACION DE CINTA. El controlador modifica los registros que indica la
instruccion conforme al orden que ésta dicta y con los nimeros obtenidos por
el paso anterior. Aumenta en uno el contador de instrucciones y vamos al paso
VERIFICACION DE CONDICION DE PARADA.
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Controlador
5 8 2 11 4 22 100
R/_/
Cinta Registro

Figura 1.2: Maquina de Acceso Aleatorio

El hecho de que en una unidad de tiempo podamos acceder al contenido de
cualquier registro da significado a acceso aleatorio en el nombre de estas maquinas.
En contraste con el acceso secuencial con el que se comportan las maquinas de
Turing, que para acceder al contenido de una celda de la cinta, debemos acceder al
contenido de las que se encuentran a la derecha o izquierda de éstas.

Dicho esto, pasamos a describir formalmente el comportamiento de las maquinas
de acceso aleatorio. Para ello consideramos un conjunto de simbolos R :={r, : n €
N} que servirdn para referirnos a los contenidos de los registros e I := {I,, : n € N}
que usaremos para referirnos a instrucciones de la maquina.

A continuacién damos un listado formal de las instrucciones permitidas por la
maquina:

Instrucciones cero. Para cada n € N, la instruccién Z,, que indica que el
contenido r,, debe cambiarse por el nimero 0. También escribimos esta
instruccién como r,, < O.

Dado n € N, sea Z,, : wN x N = w<N x N la funcién tal que:

((z1, ..., B s ), i+ 1) sin<k

N posiciéon n
Zn((xlg...7$k>7l) - ((.fCl,-"a"L‘k”O?"‘? \Of/ ),Z“‘].) sik<n

posicién n
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Instrucciones sucesor. Para cada n € N, la instruccion S,, que indica
que el contenido r,, debe cambiarse por r, + 1. También escribimos esta
instruccién como r,, < 1, + 1.

Dado n € N, sea S, : wN x N = w<N x N la funcién tal que:

(x1, sy + 1, 28), 0+ 1) sin<k
Sn((21, .y w8),1) = § (21, .., 78, 0, ..., 0, L )yi+1) sik<n

posicién n

Instrucciones decremento. Para cada n € N, la instruccién D,, que
indica que r,, debe cambiarse por r, — 1 sir, > 1y por 0 si r, = 0.
También escribimos esta instruccién como r,, < r,—1.

Dado n € N, sea D,, : w<N x N = w<N x N la funcién tal que:

(1, ey — 1,y zp), i+ 1) sin<k A z,>0

D, N (1, ..,0, e, mg), i+ 1) sin<k A x,=0
(@1, ), 1) (21,0 28,00, 0 )yi+1) sik<n
posicién n

Instrucciones de transferencia. Para cada m,n € N, la instrucciéon
T, que indica que r,, debe cambiarse por r,,. También escribimos esta
instruccién como r,, < 7.

Dados m,n € N, sea T}, ,, : o< x N = w<N x N la funcién tal que:

((z1, ..., Im, s ooy Ty ey Tk ), 0+ 1) sin<m<k
posicién n
((T1y ooy Ty vovy @ sy Tg), 0+ 1) sim<n<k
posicién n
Tonn (21, oy k), 7) = < (21, oy Ty ooy Tk, 0, ..., 0, Im, Jyi+1) sim<k<n
posiciéon n
((z1, ..., \(L sy Tg), 0+ 1) sin<k<m
posicién n
((z1,...,zk),i+ 1) sik <m,n

Instrucciones de salto. Para cada m,n,k € N, la instruccién J,, , 1 que
indica que si r,, y 7, son iguales entonces el contador que dice cual debe
ser la instruccién que debe ejecutarse pasa a ser el niimero k, en otro caso
dicho contador s6lo aumenta en uno.
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Dados m,n,s € N, sea J;, s : 0N X N = w<N x N la funcién tal que:

((fL‘l,

7xk)75)

si (=2, N nym<k) 0

(xm =0 A m<k<n) 6

Jm,n,s((xh ) Ik)? 7’) =

(1, zp), 0+ 1)

Escribimos esta instruccion como:

si r, =r, entonces

ir a instruccién nimero s
en otro caso

ir a instruccién siguiente

(xn, =0 An<k<m) 6

kE<m,n

si ocurre otro caso

Instrucciones de carga. Para cada m,n € N, la instruccién L, ,, que
indica que 7, debe ser sustituido por el contenido del registro cuyo indice

es Ty,. A esta instruccion la escribimos como r,, < 7, .

Dados m,n € N, sea Ly, ,, : w<N x N — w<N x N la funcién tal que:

i <
(21,29, ..., x; ,..,xk),i+1) >t m’”—k/\
N O<j=z,<k
posicién n
sim,n <k
41 T
((xlv 71:/6)72_’_ ) A Ty = 0
. , sim,n <k
Lopn((x1,.yxp),1) = ((x1, 29, ... \(L s k), 0+ 1) Ak < a_:m
posicion n
si0<m<k
(1, g, ..., 7k, 0, ..., 0, \xf./ yi+1l) ANO<uz,=j<k
posicién n Nk <n
(1, ., zg), 1+ 1) si ocurre otro caso

Instrucciones de almacenamiento. Para cada m,n € N, la instruccion
Gm.n que indica que el contenido del registro cuyo indice es r,, debe ser
sustituido por r,. A esta instrucciéon la escribimos como r,.,, < 7.
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Dados m,n € N, sea G, : wN x N = wN x N la funcién tal que:

(21,2 x xg),i+ 1) sim,m < kA
1y L2y ceey n e tk)y O<:Em=j§k
posicién j

sim,n <k

(21, 0oy 2i) i + 1) PR

sim,n<kA

Gm,n((‘rla”'axk)’i) = )
(($1,[E27...,$k,0,...,0, \I‘:L )7Z+1) k<xm:j

posicién j

sim<k<nA

((z1, ...y \(L sy k), 0+ 1) 0<a,=j<k

posiciéon j

(1, oy xp), i+ 1) si ocurre otro caso

Instrucciones de suma. La instruccion @,,, que indica a r,, lo debemos
sustituir por la suma de r, y r,,,. A esta instruccion la denotamos por

Ty < Tp + Tm-

Dados m,n € N, sea Q. : w<N x N — w<N x N la funcién tal que:

((T1y ey T F Ty ooy Ty ey Tk ), 0+ 1) sin <m < k

posicién n
((1y ooy Tony ooy Ty + Ty ooy X))yt + 1) sim <n <k
Qm,n((xla 7xk)7l) = posicién n
(1, ey Ty ooy Ty 0,..,0, )i+ 1) sim<k<n
posicion n
(1, .oy mg), i+ 1) si ocurre otro caso

Instrucciones oraculo. Dado un conjunto de nimeros naturales A C w,
la instrucciéon O2 que indica que si r, pertenece al conjunto A entonces
dicho contenido se modifica por el nimero 1, en caso contrario se modifica
por el nimero 0.
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Dado n € N, sea 04 : wN x N — w<N x N la funcién tal que:

(('xlv--'aXA(xn)v"ka)?i—i_l) Slngk

———
A N posicién n
On((«r17-.-7xk>7l> - ((xl,---axk’707“'707 XA(Z.TL)>7Z+]‘> Slk<n
—_——

posicién n

También escribimos esta instruccién como:

si r, € A entonces
Ty 1

en otro caso
rn 0

A continuacién una breve definicién:
Definicién 1.1.7. (i) Al conjunto

INST := {Z,:neN}yU{S,:neN}U{D,:neN}U{T,,:m,neN}U
U{Lpmn :m,n € N} U{Jpns:n,m,s € N}U
U{Qmn : m,n € N} U{G,,,, : m,n € N}

lo llamamos conjunto de instrucciones RAM.
(i) Dado A C w, al conjunto
INST# := INSTU{O%:n e N}
lo llamamos conjunto de instrucciones RAM con oraculo A.

Teniendo claro que entendemos por instrucciéon y conjunto de instrucciones
ya podemos decir qué entenderemos por programa. A continuacién damos una
definicién formal de esto.

Definicién 1.1.8. (i) Diremos que una tupla finita P = (I,...,I;) €

(w<N x N)waNfN es un programa RAM si y sélo si para cada 1 < j < k,
I, € INST. Denotamos por PROG al conjunto de todos los programas RAM.

(i) Dado A C w, diremos que una tupla finita P4 = (I,,..,I;) €
((w<N x N)W<NXN)<N es un programa RAM con oraculo A si y sdlo si
existen M, N C {1,....,k} tal que |[M| >1, MNN =0y MUN = {1,...,k}
tal que si j € M entonces I; = O para alguna n € Ny si s € N entonces
I, € INST*. Denotamos por PROG# al conjunto de todos los programas
RAM on oréaculo A.
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Un pequeno paréntesis es que al momento de dar un programa RAM,
posiblemente con oraculo, por lo regular enlistaremos las instrucciones de éste de la
manera informal de modo que sea més sencillo entender la instruccion.

Ahora bien, todo programa induce una funcién de control que hace actuar las
funciones instruccion sobre tuplas finitas de nimeros naturales y ademas lleva un
contador sobre qué instruccion se esta ejecutando.

Definicién 1.1.9. (i) Sea P = (I,...,I;) un programa RAM. Definimos la

(i)

funcién de control de P, Ctrip : (0N x N)Uw — (w<N x N) Uw como la
funcion tal que:

Ctrlp(m) =m

1 sik<r

Ctrlp (21, ), 7) = {Ir((xl, X)) sir <k

Dado A C w, sea P4 = (I, ..., I;,) un programa RAM con ordculo A. Definimos
la funcién de control de P4, Ctripa : (0N x N)Uw — (w<N x N)Uw como
la funcién tal que:

Ctripa(m) =m

{Ir((xl, X)) sir <k

CtTlPA((xl) ,..,xn),r) = T sik<r

Nos interesa saber si tras iterar la funciéon de control de un programa I en algtn
momento obtenemos que el valor de dicha funcién en una tupla especifica devuelve
un nimero natural.

Definicién 1.1.10. (i) Dados n € N, (z1,...,2,) € w™ y P un programa RAM,

(i)

(iii)

(iv)

decimos que P se detiene en (x1, ..., z,), lo cual denotamos por P(xy, ..., z,) |
si y sélo si existe m € w tal que Ctrig((xy,...,x,),1) € w. En caso de que P
no se detenga en (x1, ..., x,) escribiremos P(z1, ..., z,) T.

Dados n € N, (z1,...,2,) € w", @« € w y P un programa RAM, diremos
que P converge a « en (1, ...,x,), lo cual denotamos por P(z,...,x,) | «
si y sélo si P se detiene en (z1,...,x,) y o = Ctrig((zy,...,x,), 1), donde
m = IzneiE{CtTlf’((ml’ ey @), 1) € W}

Dados A C w, n € N, (z1,...,7,) € w" y P4 un programa RAM con
oraculo A, decimos que P# se detiene en (z, ...,,), lo cual denotamos por
PA(zq, ..., x,) | siy sélo si existe m € w tal que Ctrifs ((z1,...,7,),1) € w. En
caso de que P no se detenga en (zy, ..., 7,) escribiremos PA(xy, ..., z,) 1.

Dados A C w, n € N, (z1,..,7,) € w", @« € w y P4 un programa
RAM con oraculo A, diremos que P4 converge a a en (zy,...,7,), lo cual
denotamos por PA(xy,...,z,) | a siy sélo si P4 se detiene en (x1,...,2,) y
a = Ctrig.((z1, ..., z,), 1), donde m = rznel'E{Ctrlf,A((xl, e Tp), 1) € w}.
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Definicién 1.1.11. (i) Dados n € N, (x4, ...,x,) € w" y P un programa RAM.
Si P(xy,...,x,) | o para alguna o € w, decimos que t € w es el tiempo de
ejecucion de P en (z1,...,z,) siy sélosit = rzneiarjl{Ctrlﬁ((xl, e Xp), 1) € w}.

(ii) Dados A C w, n €N, (1, ...,2,) € w" y P4 un programa RAM con oréculo A.
Si PA(z1, ..., 7,) | a para alguna a € w, decimos que y t € w es el tiempo de
ejecucién de P4 en (z1,...,7,) siy sélo si t = rglein{Ctrlé,A((xl, ), 1) €

w}.

En la definicién anterior, observemos que el tiempo de ejecucién, en caso de
que exista, es mayor o igual a 2 ya que se necesita al menos una ejecucion de Ctrl
para obtener el niimero de una instruccién mayor a la cantidad de instrucciones del
programas y otra ejecucion de C'trl para obtener un nimero natural.

De forma similar a la definicién con maquinas de Turing, todo programa RAM,
posiblemente con oraculo A para algin conjunto A C w, induce una funciéon n-aria
para cada n € N.

Definicién 1.1.12. (i) Dados n € N y P un programa RAM, definimos la
funcion n-aria inducida por P como la funciéon parcial &p : w" -» w
tal que:

n a si P(xq,...,x,) |
Op (2, .y y) =< . . : .
inde finida si ocurre cualquier otro caso
(i) Dados A C w, n € N y P un programa RAM con ordculo A, definimos la
funcién n-aria inducida por P4 como la funcién parcial ®pa : w™ - w tal
que:

Q si PA(zy,...,z,) L a

@%A(xl,...,xn) =9 .o . .
inde finida si ocurre cualquier otro caso

e T Al
Para fines practicos, de ahora en adelante sustituiremos ®5, ®p", por ®p, ®f.

Dicho esto ya podemos decir cuando una funciéon es computable en el sentido
RAM.

Definicién 1.1.13. Dados A Cw,n € Ny f : w" -» w una funcién parcial, decimos
que:

(i) f es parcialmente RAM-computable si y sélo si existe un programa RAM
P tal que &3 = f.

(ii) f es parcialmente A-RAM-computable si y sélo si existe un programa
RAM con ordculo A P4 tal que @3, = f.
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(7ii) f es RAM-computable si y sélo f es parcialmente RAM-computable y dom
f=w"

(iv) f es A-RAM-computable si y sélo f es parcialmente A-RAM-computable
y dom f = w".

Como ocurre con maquinas de Turing, cuando una funcién sea (parcialmente
A-) RAM-computable, unicamente diremos que esta funcién es (parcialmente
A-) computable. A diferencia del caso anterior, la razén por la que hacemos este
cambio no es solo la tesis de Church-Turing si no también se debe también al
hecho de que toda funcién (parcialmente A-) RAM-computable es (parcialmente
A-) Turing-computable y viceversa. Por lo tanto, suponiendo cierta la tesis de
Church-Turing y tomando en cuenta el resultado de equivalencia mencionado
anteriormente, tenemos que una funcién es (parcialmente A-) computable en el
sentido informal si y s6lo si es (parcialmente A-) Turing-computable si y sélo si es
(parcialmente A-) RAM-computable.

Unas observaciones importantes e inmediatas son las siguientes:

Observacion. Para todo A C w y n € N, si una funciéon parcial f : w" - w es
parcialmente computable entonces también es parcialmente A-computable.

Demostracion. Sea P = (Iy,...,I;) el programa RAM tal que ®p = f. Sea I =
O4'. Definimos el programa con oraculo A, Q4 = (Iy, ..., I, I;,1). Notemos que el
programa Q4 es el programa P con una instruccién adicional, a la cual s6lo se puede
acceder cuando el programa P estd a un sélo paso para detenerse debido a que se
encuentra en una tupla que tiene como niimero de instrucciéon a k + 1. Si Q4 se
detiene en una tupla es porque se debio detener el programa P en la misma tupla
con el mismo resultado ya que la instruccion anadida no afecta el primer elemento
de la tupla obtenida por P. Y viceversa, el resultado de P, al no involucrar la nueva
instruccion, el resultado de Q4 debe ser el mismo. Por lo tanto, PG = f- Y con
esto concluimos que f es parcialmente A-computable. O

Otra observacién importante es la siguiente:

Observacion. Una funcién parcial f : w"™ - w es parcialmente computable si y sélo
si es ()-parcialmente computable.

Demostracion. Por la observacion anterior, tenemos que si f es parcialmente
computable en particular es ()-parcialmente computable. Ahora bien, si f es (-
parcialmente computable. Sea QP el programa tal que @g@ = f. Notemos que para
todo n € w, O?L = Z,. Por lo tanto, toda instruccién en Q? de la forma O?L para
algun n € w, la sustituimos por Z, para formar un programa P sin instrucciones
con oraculo (), tnicamente con instrucciones de los demds tipos. Es evidente que

®p = f. Con esto concluimos que f es parcialmente computable. n
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A continuacién mostraremos como los ejemplos de funciones anteriormente
demostradas via Turing-computabilidad son facilmente demostrables ser RAM-
computables y por lo tanto computables.

Ejemplo 1.1.3. La funcién C' : w — w tal que C'(x) = 0 es computable.

Demostracion. Sea P = Z;, o bien sea P el programa con la tnica instrucciéon I :
r1 < 0. Por lo tanto, dado n € w, Ctri3(n,1) = Ctrip(Z1(n,1)) = Ctrip(0,2) = 0.
De modo que, P(n) | 0. Por lo tanto ®p = C. Con lo cual concluimos que C' es
computable. O

Ejemplo 1.1.4. La funcién S : w — w tal que S(z) = = + 1 es computable.

Demostracion. Sea P = S, o bien sea P el programa con la tnica instruccion
I, : r; < 1 + 1. Entonces, dado n € w, Ctrip(n,1) = Ctrip(Si(n,1)) = Ctrip(n +
1,2) = n+ 1. De modo que, P(n) | n + 1. Por lo tanto ®p = S. Con lo cual
concluimos que S es computable. O

Ejemplo 1.1.5. La funcién f : w X w — w tal que f(z,y) = = + y es computable.

Demostracion. Sea P = (Qy1. Dados n,m € w, tenemos que Ctrip((n,m),1) =
Ctrlp(Q21((n,m),1)) = Ctrlp((n + m),2) = n + m. Por lo tanto, ®3(n,m) =
n+m = f(n,m), es decir que ®% = f, de lo que concluimos que f es computable. [J

Ejemplo 1.1.6. La funciéon Pred : w — w tal que

r—1 si x>1
Pred(z) = { 0 s -0
es computable.
Demostracion. Sea Q = D;. Dado n € w, si n = 0 entonces Ctrlé(n,l) =

Ctrlg(D:1(0,2)) = Ctrlg(0,2) = 0. Luego, ®q(n) = 0 = Pred(n). Ahora bien,
si n > 0 entonces Ctrig(n,1) = Ctrig(D:(n,2)) = Ctrig(n —1,2) = n — 1. Por lo
tanto, ®q(n) = n — 1 = Pred(n). Concluimos que ®q = Pred, es decir que Pred
es computable. O

Ejemplo 1.1.7. Sean n,7 € w tal que 1 < < n. La funcién 7] : w" — w tal que
(1, ..., Ty) = x; es computable.

Demostracion. Sea P el programa cuya tnica instruccion es 7; 1, o bien 1 < ;. Sean
Ty, .y Tno1 € w, tenemos que Ctrip((zy,...,xn_1),1) = Ctrip(Ti1 (21, ..., 2,), 1)) =
Ctrip((x;, ..., Tn_1),2) = z;. Por lo tanto, para cualesquiera ®p(zy,...,z,) = x;
' (xq, ..., x,). Luego ®% = 7, lo cual implica que 7} es computable. O

Ejemplo 1.1.8. La funcién sg : w — w tal que

{1 si x>0

sg(x): 0 si z=0

es computable.
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Demostracion. Sea P el siguiente programa:

I, : si ry = ry entonces
ir a instrucciéon numero 4
en otro caso
ir a instruccion siguiente
L:ri«0
I3:rp«<nr+1

Sea m € w. Si m = 0 entonces Ctrij(m,1) = Ctrip(I;(m,1)) = Ctrip(m,4) =
m = 0. Por lo tanto, ®p(m) = 0 = sg(m).
Sim > 1 entonces

Ctrig(m,1) = Ctrl

1
aQaQ

[ S
503
o gl g

Por lo tanto, ®p(m) = 1 = sg(m). De esta forma concluimos que ®p = sg y por
consiguiente que sg es computable.

[]

Ejemplo 1.1.9. Dado A C w, la funcién caracteristica de A, x4 : w — w, es
A-computable.

Demostracién. Sea P4 el siguiente programa con ordculo A:

I, : sir; € A entonces
ry <1
en otro caso
ry <0

Sea m € w, entonces Ctrip,(m,1) = Ctrlpa(Ii(m,1)) = Ctripa(xa(m),2) =
xa(m). Por lo tanto, ®pa = x4, lo cual nos permite concluir que x4 es A-
computable. O

1.2. Funciones computables

A continuacion, nos enfocaremos en buscar herramientas para demostrar con
mayor facilidad que una funcién es computable. Primero, demostraremos que la
composicién de funciones computables es computable.

Para demostrar esto definiremos, a partir de un programa, un nuevo programa
que resultard de hacer una modificacion a los indices de las instrucciones del
programa dado.
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Definicién 1.2.1. Dados un ntimero natural n € w y un programa P, posiblemente
con oraculo un conjunto A. Definimos la traslacién de P por n denotado por P
como el programa que se obtiene tras sustituir cada instrucciéon de P por la misma
instruccion pero con cada uno de sus indices sumados con n.

Por ejemplo si en la definiciéon anterior tenemos que P tiene a una instrucién
Tp < T, entonces esta instruccion es sustituida por la instruccion ryy, = rm, €n
el programa P,

Nos interesa que tras dados dos programas uno pueda ejecutarse si el otro
termina. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicion 1.2.2. Sean P = (I, ..., I;) y Q = (T4, ..., Ts) programas, posiblemente
con oraculo. Definimos la concatenacién de P con Q, denotado por PQ, como el
programa (Ly, ..., Ly, Lgyq, ..., Lgys) tal que

1. Paracada 1 < ¢ < k, L; = Jpppy1 si i = Jpns para algin s > k+ 1y
L; = I, en otro caso.

2. Paracada 1 <1 <s, Lyy; = Jmnstk st Ti = Jp s Para algunos m,n,s € wy
L;.; =T} en otro caso.

Como un programa puede tener instrucciones de almacenamiento y de carga
necesitamos afiadir una modificacion mas a los programas que vamos a considerar.

En ocasiones abreviaremos a un conjunto de instrucciones y pensaremos que es
una sola instruccién. Por ejemplo dado m € w, abreviamos:

Tp = Tp+1

m-veces : Se abrevia por r,, < r,+m
Tp 1y +1
Tp &= Tp—1

m-veces : Se abrevia por 7, < 7,—m
Tp < Tp—1

Ahora bien, cuando una instrucciéon de almacenamiento o de carga solicite el
contenido de un determinado registro para utilizarlo como direccién no tenemos
seguro que dicha direccion respeta las traslaciones del programa, es decir pueden
existir direcciones de los primeros registros que la traslaciéon no utiliza, lo cual nos
lleva a la posibilidad de producir un resultado erréneo. Por ello damos la siguiente
definicion.

Definicién 1.2.3. Sean m € P un programa y P un programa. Sea P™! el programa
P con la siguiente modificacién: si P tiene como instruccion a ry <=7, 6 ar. < 1
entonces agregamos al programa inmediatamente antes de esta instrucciéon a r,, <
rn +m e inmediatamente después las instrucciones r, < r,—m.
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Dicho lo anterior, ya podemos demostrar nuestro primer resultado relevante.

Proposicién 1.2.1. Sean A C w, k,n € Ny f 1 wb = w, g1, g0 1 W » w
funciones parcialmente A-computables. Entonces la funcion parcial h : w"™ -+ w tal
que

F@1 (@15 oes @)oo (@1, s ) 87 V1< 0 <k (@1, 20) € dom g
h(fL’l, ,$n> B A gi(l‘l,...,xn) c dom f)

indefinida st ocurre otro caso

es parcialmente A-computable.

Demostracion. Sean F, G, ...,Gp los programas que hacen a las funciones
f, 91, ..., gr parcialmente A-computables respectivamente. Sea m = n + k. Definimos
como H al siguiente programa:

Tm+1 < 71 .
. Pasamos la entrada (z1,...,x,) a los registros r,,1 a

T"m4n-
Tm+n <— Tn

Ejecutamos el programa de la funcion g; en la entrada

( G[m])(m) del programa que ahora se encuentra en los registros

1 Tma1l & Tman ¥V Si existe el resultado de este computo lo
deposita en el registro r,,.1.

El resultado del computo anterior, si existe, es el valor

Tpgl < T .
ntl ml de g1(z1, ..., z,) v se guarda en el registro r,,1.

Tm+1 <= 11 De nuevo pasamos la entrada (z1, ..., z,) a los registros
: Tmal & Tman ya que en el computo anterior se pudieron

Tt = Tn modificar los contenidos de dichos registros.

(G
. Se repite el proceso con los programas de las demés
: funciones g;.

(G

El resultado del computo anterior, si existe, es el valor

Tnik < T .
ntk m de gx(z1,...,z,) v se guarda al registro r, .

Los resultados guardados en los pasos anteriores
g1(z1, s )y ooy gr(x1, ...y T,) s usaran como la entrada
del programa de la funciéon f y se colocaran en los
registros 7,41 a Tygk-

Tm+1 < Tnt1

Tmtk < Tntk
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Se ejecuta el programa de la funciéon f en la
(Flml)0m) entrada mencionada y el resultado es el valor

flar(z1, ooy )y ooy g1, .., ) si existe.

Se coloca el resultado obtenido del computo anterior en
r1 4 Tt el registro r; para devolverlo como resultado final del
programa.

Sean 1, ...,x, € w tales que (z1,...,z,) € dom ¢; y gi(x1,...,z,) € dom [ para
cada 1 <17 < k. Sean [; el nimero de instrucciones de (Gﬁm])(m% t; + 1 los tiempos
de ejecucion de (GL’"])W en (r1,...,x,), [ la cantidad de instrucciones de (FI™l)m)
y t + 1 el tiempo de ejecucién de F en (gy(z1, ..., Tpn), oy Ge(T1, ..., T,)). Sean j =
k k

m+lL+1)+k+l+1yr=Y(n+t+1)+k+t+ 2 Entonces tenemos que,
=1 i=1

(2

Ctrigy (w1, .oy ), 1) = Ctrlyy H(Ctria((x1, ..., ), 1))
= C’trl;{_l((:rl,...,:):n,O,...,O, 1 ),2)
~—

posicién m—+1

= Ctrlzy "((z1,..., 20,0,...,0, 1 ,..., T )y,n+1
H (( 1 n 1 n) )
m—+1 m4+n

= Ctriy (n+t1)(($1, s Ty 00y 0, Y1y 5oy Y1, ), 1+ 1)
~—
m+41
r—(n+t1+1
= Ctrly (ntti+ )((3;1’ s Ty Y15 -5 0, Y14 ,...,ylal),n +1; + 2)
~—
m—+1

- Ctrlll{+k+t+2((g;1, s Ty Y14 ...,O,&, '"’yk“k)’j — (]{ + 1+ 1))

m—+1
= C’trlf{“”((m, s Ty Y15 ...,ykl,aliy ---7ykak)a G—(k+1+1)+1)

m—+1

k 2)—1 .
= Ct?"lh—i_ﬂ_ ) (($1, s Ty Y19y ...,ykl,&, "'7ykak)? (] - (k +1+ 1)) + 2)
m+1

= Ctrli——[ia((wb o Ty YLy oo Ykys Y1p 5 Yk 71 "'7Tq)7j - (l + 1) + 1)
N
m+1

== Ctrl%—[(<xl7--'7$n7y117"'7yk17 21 7"'725)7.j)
m+1
- CtrlH((Zla"‘7xn7y117"‘7yk17 21 7"‘7Z8)7j+1)

m+1
_= Zl

Como y;, = @E‘G[m})(m) (X1, ey Tp) = Gi(T1, ooy Tp) Y 21 = <I>’("’F[m])<m) (Y1yy ey Yry) =
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f(W1,s s Yy ), tenemos que h(xq,...,x,) = 2z;. De esta forma, ®¥(zq,...,x,) =
h(zy,...,x,). En las igualdades anteriores es posible observar que si (z1,...,x,) ¢

dom ¢g; para alguna i entonces (z1,...,x,) ¢ dom q)?(;lm])(mw por lo que

(Ggm])(m)(asl,...,xn) 1. Por lo tanto, H(zy,...,z,) T, es decir ®} estd indefinida
en (x1,...,x,). De manera similar ocurre si (x1, ..., z,) € dom g; para todo 1 <i <k
pero existe 1 < iy < k tal que g;,(x1, ..., z,,) ¢ dom f. Por lo tanto, podemos concluir
que ®F = h, es decir que h es parcialmente A-computable. O

Un ejemplo mas de funciones computables es la funciéon que devuelve el primer
valor y para el cual una funciéon valuada en y devuelve 0. A esta operacion la
llamaremos operaciéon de minimizacion.

Proposicién 1.2.2. Sean ACw, n€w y f:w" - w una funcion parcialmente
A-computable. La funcion parcial h : w™ - w tal que:

ggg{f(xl, ...7xn7y) - O} St Ely cw (f(a:l, ...,l’n,y> =0
h('xl? axn) = N Vz S y(('rlv ...,ZEn,Z> € dom f))

inde finida st ocurre otro caso

es parcialmente A-computable.

Demostracion. Sea F el programa que hace a f una funcién parcialmente A-
computable. Definimos m = n + 3. Denotamos por H al siguiente programa escrito
en pseudocodigo:

Aseguramos que el contenido del registro r,,; es
Tpt1 < 0 0. Este registro contendra los sucesivos valores de

Y.

Aseguramos que el contenido del registro r,,o es
0. Este registro contendra un valor 0 que nos nos

Tny2 < 0 servirda para compararlo con el valor del registro
rnis y asi poder determinar si el registro r,, 3 tiene
el valor 0.

Aseguramos que el contenido de r,.3 es mayor
Tni3 ¢ Tnas + 1 a cero. En r,.3 se guardard el resultado de

f(z1, ..., x,, y) para alguna tupla (z1, ..., 2,,y).



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA COMPUTABILIDARG

Se inicia un ciclo que se ejecuta al menos una vez
y termina cuando se cumple que r,.3 es 0. Por
hacer la forma en la que utilizaremos a dicho registro,
esto ocurre cuando f(xy, ..., z,,y) = 0 para alguna
tupla (21, ..., Tp, y).
Tm+1 < T1 .
) Se guarda la entrada (1, ..., x,,y) en los registros

T"m+1 & T'm+n+1
Tman+1 € Tntl
Se ejecuta el programa que corresponde a f

(Flml)0m) en la entrada (z1,...,2,,y) y devuelve el valor
f(xy,...,zpn,y) si existe.

El resultado del computo anterior se coloca en el

Trnyg < T .
n+3 mAl registro r,.3.

Trnil < The1 +1  Sumamos uno al valor de y.

El ciclo termina si f(zq,...,2,,y) = 0, es decir si

mientras r,,3 # 0 . .
nts 7 el registro r,, 3 tiene el valor 0.

- o1 Se disminuye en uno el valor de y. Y obtenemos el
nt1 3 Tt valor y tal que f(z1,...,2n,y) = 0.
Se prepara el resultado para ser devuelto por el

T < Tht1

programa.

En el apéndice mostramos los detalles para probar que H es en efecto un
programa RAM.

Sean x1,...,r, € w tales que existe y € w el menor nimero natural tal que
f(z1,...;xn,y) = 0y para todo j < vy, (z1,...,2,,7) € dom f. Sea [ el ntimero
de instrucciones de (FI™)(™) Sean ¢; + 1 los tiempos de ejecucién de (FIM)(™) en

Y
(1, ...,Tn,j) paracada j <y.Sean j =3+ 1+ (n+1)+1+3+2yr=3+ > (1+
=0
(n+1)+1t;+3)+4.

Ctrig((z1, ..., xn),1) = Ctrerfl(CtrlH((xl,... Tn), 1))
= Ctrlﬁ_l((xl,...,xn,O),Q)

= Ctrli; *((x1, ..., ¥4, 0,0),3)

= Ctrlyy (w1, vy 20, 0,0,1),4)

= Ctrliy*((x1, .oy 20, 0,0,1),5)

trl;;(4+n+1)((x1,...,xn,O,O,l, X1 yeeey Ty ,0),44+n+1+1)
~~~ ~~
m+1 m—+n

= Ctrigy O (24, 20, 0,0,1, 20, ey 20, )y A b A L4 1)
i
m+
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= C’trlTH_(4+n+1+t°+l)((a:1, ey Ty 0,0, 20,5 205 505 20, ), 4+ + 1+ 1+ 2)
—~

m—+1
—(4 1+to+2
= Ctrlg (4+ntl+tot )((3:1, s Ty 1,0, 2005 20y 50020, ), 4+ A1+ 1+ 3)
m+1
T1, s Ty 1,0, 20,5 20, 55 20,4,),4)

m+1

. Ctrl;_;(4+n+1+to+3) ((

= Ctrigr((x1, 0y Ty y + 1,0, 24, 2 e 2y, ) 4)
—~—

m+1

= Ctrigi((x1, ooy Tnyy + 1,0, 241, 2y, seees 2y, )50 — 1)
~—
m+1
= Ctrl%{((:ﬁl,...,fcn,y,O,zyl, 2y ,...,zysy),j)
—~
m+1
= Ctrig((y; -, 2ns ¥, 0, 29,5 2y, s 2y, )57 + 1)
~~

m—+1
=Y

Por lo tanto, ®% (1, ..., x,) =y = h(x1,...,x,). Ahora bien, dados 1, ...,x, € w
si no existiera y € w tal que f(x1,...,2,,y) = 0y (21,...,2,,2) € dom f para
todo z € w entonces en el desarrollo anterior podemos ver que la instruccion j — 1
nunca se ejecuta y por lo tanto H nunca se detiene en la entrada (zy,...,x,), es
decir H(xy, ..., 2z,) 1. Si, por otro lado, existe el menor niimero natural y € w tal
que f(xy,...,2,,y) = 0 pero existe z < y tal que (z1,...,2,,2) ¢ dom f, entonces
el programa (FI™)(™ nunca se detiene en la tupla (z1,...,2,,0,0, 1,21, ..., 2,,0) si
z=0o0siz>0enlatupla (z1,..., 2., 2,0, 2k, 1, ..., Tn, 2, ...,szk), lo cual implica
que H(zy,...,2,) 1. Por lo tanto, podemos concluir que ®}; = h, es decir que h es
parcialmente A-computable.

m

Una operaciéon muy conocida para obtener funciones es la construccién de éstas
por recursion. Para coincidir con la literatura denominaremos a esta operacién por
recursion primitiva en lugar de recursién. A continuacién mostraremos la existencia
de esta operacion.

Proposicién 1.2.3. Seann € w, f:w" = w y g : w2

existe una unica funcion h : W™t — w tal que:

— w funciones. Entonces

1. h(xy, .oy 20, 0) = f(x1, ..., T4)
2.V¥m e w: h(xy,...,xp,m~+1) = g(xy, ..., xn, m, h(z1, ..., xp, M)

Demostracion. Demostremos la existencia de esta funcién. Por recursiéon sobre los
numeros naturales, definamos funciones h,, tal que:
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1. hy:w"x{0}— w tal que:
ho(l’l, vy Ly O) = f(;Ul, ,.I‘n)

2. Suponiendo que hemos definido h,, definimos h, 1 : w"x{0,1,...n + 1}— w
tal que:

B (21, ooy Ty k) si 0<k<n
hn—‘rl(l'l,-.-,xnak) - {g(xl,~-~,xn;n;hn(x17"'anﬂn)) si k:n+1

Notemos que para cada n € w, h,, C h, ;. Por lo tanto, h = |J h,, es una funciéon
new

tal que dom h = {J (w" x {0,1,....n}) = w" X w = w""! cuyo codominio es w y que
new
por construccion satisface las condiciones requeridas.

Demostremos la unicidad de esta funcién. Sean h,h' : w™! — w funciones que
cumplen lo requerido por el teorema. Demostremos por induccion sobre m € w que
h(zy,...,xn,m) = h'(xq, ..., x,,m) para cada xy, ..., T, € w.

h(z1,...,20,0) = f(z1, ..., Tp)
=N (x1,...,7p,0)
h(zy, ooy p,m+ 1) = g(x1, ...y xp,m, (2, ...y Ty m))
= g(x1, ..., Tp,m, W (21, ..., 2, m))

=N (x1,...,xn,m+1)

Concluimos que h = b’ y por consiguiente que la funcién A es unica. O

La proposicion anterior nos permite establecer la siguiente definicion.

Definicién 1.2.4. Sea n € w. La operacion de recursion primitiva asocia a las
funciones f : w" — wy g: w2 — w, la funcién h : W™ — w que satisface:

1. h(xq,...,x,,0) = f(z1,..., )
2. Vmew: h(zy,...,xp,m~+1) = g(xy, ..., xn, m, h(z1, ..., xp, M)

Veamos que para cualquier A C w, la operaciéon de recursién primitiva produce
funciones A-computables siempre y cuando se utilicen funciones A-computables en
la construccion.

Proposicién 1.2.4. Sean A Cw, n € w, f:w" = w yg: w2 — w funciones
A-computables. Sih : w1 — w la funcién obtenida por recursion primitiva aplicada
a las funciones f y g entonces h es A-computable.
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Demostracion. Construiremos un programa H que cémputa a la funciéon h en base
a los programas de las funciones f y g.

Para ello la idea del programa H es que si tiene una tupla de la forma
(21, ..., Tn, q) como entrada entonces calcula sucesivamente los valores de la funcién
h en tuplas de la forma (z1, ..., z,,7) para 0 < i < g, o bien para valores de la forma
h(i) con 0 < i < g cuando n = 0.

Para ser mas breves en esta demostraciéon haremos el caso n > 0, el caso n =0
es similar.

Sean F y G los programas de las funciones f y g respectivamente. Definimos
como m = n + 3. Sea H el siguiente programa escrito en pseudocddigo que en el

apéndice demostramos que es en efecto un programa:

Aseguramos que el contenido del registro r,, 15 es 0

Tnto < 0 . .
" el cual nos servird de contador .
Tm+1 < T1 .
. Pasamos la entrada (z1, ..., z,) a los registros 7,1
& Tmn-
Tm+n <— Tn
(bl ) Ejecutamos el programa de la funcién f en la

entrada inicial con lo cual obtenemos f(z1, ..., z,).

Guardamos el resultado del computo anterior en

Tras < T :
n+3 ml el registro 7,,3.

Inicializamos un ciclo en el que obtendremos
de manera sucesiva los valores de la forma
g(x1, ey Tyt W(2, oy xp,1)). Este  ciclo  se
detendra cuando nuestro contador en el registro
rnio alcance el valor de ¢, el cual se encuentra
inicialmente en el registro r,.1.

mientras 7,1 # 'hio

Tm+1 € T1 Pasamos la entrada (z1, ..., ) a los registros 7,11
: a Tmin ya que en coémputos anteriores dichos
T = Tn registros pudieron cambiar.

Mandamos el valor 7 que se encuentra en el registro
Tmdntl € Tnio rnio al registro r, 1,11 para que realicemos una
ejecucion del programa de g.
Mandamos a Trmant2 el valor del
resultado de cémputos anteriores de tipo
9(T1, .oy Ty, i, W(21, ..., xp,7)) 0o bien de tipo

f(.?ﬁ'l, ,ZBn)

Tm4n+2 — T'n+3
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Ejecutamos el programa de g y obtenemos el valor
(Gml)(m) : , o
de g(z1, ..., xp, 0, h(21, ..., Ty, 1)) para algin ¢ € w.

Guardamos el resultado obtenido anteriormente si

Tn+3 < Tm+1 . . . .
nt mE existe para una nueva posible iteracién.

Trt2 < Tpgo + 1 Aumentamos en uno el contador <.

Finaliza el ciclo si se cumple la condiciéon de que

f ient o
L mientras el contador 7 es igual a q.

Se coloca el resultado final para que sea devuelto

T <7
s por el programa.

Sean I;,ly € N el ndmero de instrucciones de (FI")m vy (Glmlm)
respectivamente. Sea ¢t + 1 el tiempo de ejecucién de (F™)™ en (21, ... 2,),
si estd definido. Dado i € w, sea t; + 1 el tiempo de ejecucién de (GI™)™ en
(1 ooy Ty 4, (X1, oy T, 1))

Sean x1,...,Tp,q € w.Sea j=1+n+1; +2+n+ I+ 3+ 1. Supongamos que
q¢ = 0. Definimos r = 1 +n + t + 4. Entonces tenemos que:

Ctrig((xy, ..., xn,q), 1) = Ctrl’f{l(CtrlH((xl,...,xn,q),l))
= Ctrlﬁ’l((xl,...,xn,q,O),Q)
= C’trlﬁ*((mh...,xn,q,O,O,\xL),?))

m+1

= Ctrly " (21, .., 20, 0,0 ey T ), 1 1
Ty ((xla y Lny 4y Y, 73/1_;7 7\'%/)7 +n+ )
m—+ m+n

= Ctrlﬁl((:vl,...,xn,q,0,0,\z}/,...,zs),l—l—n—i—ll+1)

m—+1
— Ot (21, s Ty 0,0, 20, 21 s 28), 1 I, +2
rizi(x1, ..., Ty q zl\z/l_; z),l+n+1l+2)
m-+
- Ct l2 bR mny ’07 b PR S/ .
rlg (21 Tp,q 21\2/1_1 Zs), J)
m+
= Ctrlg((z1, .o, Tny 4,0, 21, 21 .0y 25),7 + 1)
——
m+1
g 21
Por lo tanto ®§'(z1,...,7,,q) = gy (L1, oy Tn) = f(T1, 0 2p) =
h(Z1, . Tn, q).

Ahora bien supongamos que ¢ > 1. Luego existe ¢’ € w tal que ¢ = ¢ + 1. Sea
q—1
r=14n+t+1+ Y (14+n+2+1t +3)+ 3. Para abreviar sean a = 1 +n+t+ 1,
i=0
b=1+n-+1[, + 3. Por lo tanto,
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Ctrigy((x1, ..., 2, q), 1) = Ctrlyy H(Ctrig((zy, ..., 0, ), 1))
Ctrig (x4, ..., T, q,0),2)
C’trl’l”{—2((g;1,...,xn,q,O,O,\xL),?))

Ctrl;;(a+1+n+2+to+l) ((

m+1

C’trl;{(Hn)((xl, ...,xn,q,0,0,\CE}/, ey Tp)y L+n 4 1)

m+1

Ct lr (1+n+t)<<»r17...7xn7q70707 <1 7"‘7ZS)7]'+n+l1 + 1)
~~~

m—+1

Ctrlyg (H"HH)((xl,...,xn,q,(), 21, 2150 2s), L+ 1 +2)
N

m+1

Ctrils (1+n+t+1+1)((x17'."xn,q,(),zb\z}j...,zs),1—|—n—i—l1+3)

m+1

Ctriyg (at1) (21,0, Ty 0,0, 21, X1 5oy 26), L+ 1+ 11 +4)
~~

m+1

Ct lig (a+1+n)((x1, ey Xy @50, 21, Ty ey Ty ey 26), b0+ 1)
—~

m+1

Ctrlyg (a+1+n+1)(($1,...,xn,q,O, 21y X1 ey T, 0,00y 25), 0+ 0+ 2)
—

Ct lT (a+1+n+2)(<

C’t lr (a+14+n+2+t0) ((

m+1

Ty ey Ty 450,21, T1 5oy T, 0,21, 000, 25), 0+ 1+ 3)
~—
m—+1

T1y s Ty G5 0, 215 215 50005 21,5 oy Usy ), DFNA241+1)
i
m+

T1y.ee5Tn, 4, Oa Rl1y Rly g oo 21517 ) us1)? b+n+2+l2+2)
it
m+

C’trl;f(HHnHHOH)((371, s Ty @ 1, 2105 21y ey 21y e Usy ), AN A2410+3)
—

Ct l'l’ (a+14n+2+to+3) ((

m+1
L1y ey Ty @y 1y 2005 214 500y 21,5 o0y Usy ), b+ 10+ 2)
~—

m+1

Ctrigi(z1, ooy Tny 4,4, 21 2gy 5 ey By s s, ), b4+ +2)
—~

m+1

2 .
Ctrig((x1, ooy Tny 4, G, Zgrs gy 5 ooy 2y s Usy)s )
~—

m+1

Ctria((Zgys s Tny @y @y Zqrs Zqy s -os Zgsys ey Usy), J 1)
N

z

q1

m+1
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Notemos que O (21,...,20,9) = 2, g(x1, o, Ty ¢ h(21, o 0, ) =
h(z1,...,Tn,q). Por lo tanto, ®j' = h, lo cual implica que h es parcialmente A-

computable.
m

A continuacién mostraremos ejemplos de funciones computables, tnicamente
definiéndolas por recursion primitiva.

Ejemplo 1.2.1. En la siguiente relaciéon, en la columna central mostramos
formalmente que las funciones en la columna izquierda son primitivas recursivas
partiendo de funciones que ya sabemos que son computable y en la columna derecha
la forma usual de hacer de demostrarlo, que es sin escribir las funciones a las cuales
se les aplica la operacién. Abreviamos por R.P. a Recursiéon Primitiva.

Funcion Definicion Formal Definicién Informal
por R.P.

(z,y) >z +y f(x) =m(x) == T4+0=2z
g(z,y,2) = r+(y+1)=(r+y)+1
ms(z,y,2)+1 =241

(z,y) > x-y f(z) = C(z) = 0; 2-0=0
g(z,y,2) = z-(y+1)=(z-y +1

7‘-3(377:[/72)—’_1:2—’_1

f(x) =m(2) = z;

. xr — si x> . . .
Ty = { o ;‘z 9(z,y,2) = r=(y+1) = (z-y)-1
Pred(ﬂ-fi (LL’, Y, Z)) -
Pred(z)

=1

(x,y) = a¥siz >0
e indefinida en otro caso

fla) =Clz)+1=1
g(.ﬁ,y,Z) = 7T3(x7y7 Z) ’
7T1(.fl§',y,2> =z-T

¥t = ¥ . ¢

z — x!

f =1 (f es la constante
1);
g(z,y)=x-y

ol=1

(x+1)!'=(z+1)x!

Una definicién que serd muy importante en lo sucesivo es la siguiente:
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Definicién 1.2.5. Sean A, B C w.

(i) Decimos que A es B-computable si y sélo la funcién caracteristica de A, x4,
es B-computable.

(77) Decimos que A es computable si y s6lo si es A es (-computable.
Definicién 1.2.6. Sean A C w, n € Ny P un predicado de aridad n. Entonces,

(i) Decimos que P es A-computable si y sélo si el conjunto {(z1,...,z,) € W™ :
P(xy,...,x,)} es A-computable.

(ii) P es computable si y solo si P es ()-computable.

En el siguiente lema, mostramos mas ejemplos de funciones computables
combinando también la construccién de funciones por minimizacion.

Lema 1.2.1. (i) Las siguientes funciones son computables:
(a) (x,y) = |z —y|
(b) (z,y) — min{z, y}
(c) (z,y) = max{z,y}

(ii) Sean P y @ predicados computables de la misma aridad, entonces los siguientes
predicados son computables:

(a) =P
(b)) PAQ

(c) PVQ

(iii) St f 1 w X w — w es una funcion computable entonces las funciones fi, fo :
w X w — w tal que

(a) fi(z,y) = gyf(:c,z)
(b) fol,y) = Zlgyf(I,Z)

son computables.

(v) (a) Sig:wxw — w es una funcion computable entonces la funcion M, :
w X w — w tal que

M,

min{g(z,z) =0} si existe 29 <y tal que f(x,z)) =0
g(xay) = =

y+1 en cualquier otro caso

es computable.
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(b) Si R(z,y) es un predicado computable, entonces la funcion Mp : w X w —
w tal que

min{ R(x, z st existe zg < y tal que R(x, z
MR(x’y):{zgy{ (@2)) o<y (@)

y+1 en cualquier otro caso

es computable.

(v) Las siguientes funciones son parcialmente computables, excepto div y D que
son computables.

[ cociente de dividir y entre x si x # 0
(a) qt(z,y) = { indefinido si x=0
(b) res(z,y) = {residuo tras dividir y entre x si x # 0

indefinido st x=0

(¢) div(z,y) = {1 st x divide a vy

0 si z no divide a y

(d) D(x) = nimero de divisores de x

(vi) Las siguientes funciones son computables:

1 si x es un numero primo
P =
(a) Pr(z) {O en otro caso
| el z-ésimo numero primo si x #0
(b) p(x)_{ 1 si =0
el exponente del y-ésimo niumero

primo en la factorizacion por st >1 AN y>0

(c) exp(z,y) = numeros primos de x

0 en otro caso

Demostracién. (i) (a) Paracadax,y € w, |[v—y| = (x—y)+ (y—=z). Por lo tanto,
| - | es una funcién computable.

(b) Para cada x,y € w, mdx{z,y} = z + (y—=z). Por lo tanto, max es una
funciéon computable.

(c) Para cada z,y € w, min{z,y} = z—(x—y). Por lo tanto, min es una
funcién computable.

(it) Sean xp y xo las funciones caracteristicas asociadas a los predicados Py @
respectivamente.

(a) Como x-p = 1—xp, tenemos que =P es computable.
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(b)
(¢)

(iii) (a)

(b)

(iv) (a)

(b)

(v) (a)

Xrag = max{xp, Xo}, por lo tanto P A () es computable.
xpvg = min{xp, xo}, por lo tanto PV () es computable.

La funcién f; se puede definir por recursién primitiva como sigue:

fl(xv()) = f(iC,O)
filz,y+1) = Z;yf(m, 2)+ flx,y+1)

Por lo tanto, si f es computable, f; también es computable.

De forma similar, la funcién f5 se puede definir por recursiéon primitiva

. fol2,0) = f(2,0)
ey 1) = (I 1(0.2) - Jloy 1

Por lo tanto, f, es computable.

Sea h : w X w — w la funcién definida como h(z,v) = IT sg(g(z, 2)).
z<v

Por el inciso (77)(b), h es una funcién computable. Ahora bien, si dados
z,y € w existe zp < y tal que g(x, z9) = 0 entonces para cada v < z se
tiene que g(x,v") # 0 para cada v' < v luego sg(g(x,v")) = 1y por lo
tanto h(x,v) = 1. Ahora bien, para cada zg < v <y, como g(z, z9) = 0,
sg(g(x,29)) = 0 y por lo tanto, h(x,v) = 0. De modo que sélo hay zg

nimeros v < y tales que h(z,v) = 1. Por lo tanto, Y h(z,v) = z9. Ahora
v<y

bien, si no existe tal niimero z entonces h(x,v) = 1 para todo v < y. Por

lo tanto, Y- h(x,v) =y + 1. Por dltimo, notemos que > h(z,v) es una
v<y v<y

funcion computable y que My(z,y) = X h(z,v). Por lo tanto, M, es una
v<y
funciéon computable.

Sea f la funcién caracteristica de {(z,y) € w x w : R(x,y)}. Luego, la
funcién g(z,y) = 1—f(x,y) es computable. Notemos que g(z,y) = 0 si
y s6lo si R(x,y). Por lo tanto, dados z,y € w si existe zy < y tal que
g(x, 29) = 0, es decir, R(z,2) entonces My(x,y) = 2z = mgn{g(m,z) =
Z<y
0} = m<in{R(:v,z)} = Mpg(z,y). En caso contrario, M,(z,y) =y +1 =
z<y

Mpg(z,y) . Por lo tanto, Mp = M,, lo cual implica que My es computable.

Sea f : w® — w tal que f(z,y,2) = x(z + 1)—y. Notemos que [ es
computable. Sea g : w® — w tal que g(x,y,2) = 1-sg(f(x,y,2)).
Notemos que g es computable. También observemos que para cada
T,y € wcon xz # 0, existe z € w tal que y < (z + 1)z (basta tomar
z = y), que es equivalente a 0 < (z + 1)z—y y por lo tanto también

a(z+ Dz—y # 0y ag(z,y,z) = 0. De esta forma, la funcién parcial



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA COMPUTABILIDABG6

(b)

(¢)

(d)

h:w? - w tal que

h([E,y) — {%ﬂ{g(mayaz) = O} six 7& 0

inde finida si ocurre otro caso

es parcialmente computable (es una funcién construida por
minimizacion).

Ahora bien, por el algoritmo de la divisién, dados z,y € w con
x # 0 existen ¢,7 € w tal que y = gr +r con 0 < r < z. De
modo que ¢ = qt(z,y). Afirmamos que h(z,y) = gq. Para ello sea
z = h(z,y) y veamos que z = q. Luego, zx < y por la definicion de
z. De modo que existe r € w tal que y = zx + r. Si r > x entonces
y=zr+r>zxr+x = (z+ 1)z, lo cual es una contradiccién ya que
y < (z+ 1)z. Por lo tanto, 0 < r < x. Por la unicidad de z y r tenemos
que z = q. Por consiguiente, qt(x,y) = h(z,y) para cada z,y € w con
x # 0. De modo que ¢t es parcialmente computable.

Dados z,y € w con = # 0, es evidente que y = qt(z,y)r + res(z,y),
por lo que res(x,y) = y—qt(z,y)z. Por lo tanto, res es parcialmente
computable.

Sea [ :w X w —» w tal que

inde finida si ocurre otro caso

flzy) = {1;39(7“63(37»9)) siz %0

Tenemos que f es parcialmente computable. Mas aun es evidente que
dom f = w \ {0}. Ahora bien, dados z,y € w con = # 0, notemos
que x divide a y si y sélo si res(x,y) = 0 lo cual ocurre si y sélo si
sg(res(x,y)) = 0. Por lo tanto, div(z,y) = 1 = 1—sg(res(z,y)) = f(z,y)
cuando x # 0. Sea F el programa, digamos con k instrucciones, que hace
a [ parcialmente computable. Definimos D como el programa:

si 1 = r3 entonces

ir a instruccién numero k + 2
en otro caso

ir a instruccion siguiente

F

Por consiguiente sean x,y € w, si x # 0, ®3(x,y) = Pi(z,y) = f(z,y) =
div(z,y). Si z = 0 entonces ®¥(z,y) = x = 0 = div(x,y). De este modo,
2, = div y por lo tanto div es computable.

Sea y € w. Un divisor = de y cumple que div(x,y) =1 con x < y. Por lo
tanto, D(y) = > div(z,y) (la funcién va sumando uno por cada divisor
<y

de y que encuenzra). De ahi que D es una funcién computable.
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(vi) (a)

(b)

(¢)

Un nlimero & € w es un nimero primo si y sélosi z > 1y D(z) =2, lo
cual ocurre si y sélo si D(x) = 2 (ya que D(1) = 1y D(0) = 0). Por lo
tanto, Pr(z) = sg(x)[1—sg(|D(z) — 2|)]. De ahi que Pr es computable.

Sea PR(z) el predicado que es verdadero si y sélo si  es un ndmero
primo y falso en otro caso. Notemos que P es computable ya que su
funcién caracteristica asociada es Pr, la cual es computable. Observemos
también que el predicado < y es computable ya que x < y si y sélo si
y—x # 0, lo cual ocurre si y sélo si sg(y—x) = 1. Por lo tanto, sg(y—=x)
es la funcién caracteristica asociada a x < y, la cual es computable.
Denotemos por R(zx, z) al predicado PR(2) A (x < z). Por lo mencionado
anteriormente y el inciso (77)(b) de este lema, R(z, z) es computable.

Sea Mg la funcién inducida por R del inciso (iv)(b), luego h es una funcién
computable. Y definamos la funcién ¢ : w — w tal que t(z) = z! 4+ 1, la
cual es computable. Por lo tanto, la funcién g(z,y) = Mg(y,t(y)) es una
funciéon computable.

Sea h : w — w la funcién obtenida por recursién primitiva a partir de la
constante 1y la funcién g. Afirmamos que es h(x) = p(x) para todo z € w.
Por induccién, h(0) = 1 = p(0). Ahora supongamos que h(n) = p(n) y
veamos que h(n+1) = p(n+1). En efecto, como existe al menos un ntimero
primo p tal que p(n) < p < p(n)! + 1 entonces existe zy < p(n)! + 1 tal
que R(p(n), z9). Por lo tanto,

h(n+1) = g(n,h(n))

Como se calcula el minimo nimero 2z € w tal que R(p(n), z) entonces se
devuelve el niimero primo inmediatamente mayor a p(n), es decir devuelve
p(n + 1). Por lo tanto, h(n + 1) = p(n + 1). De este modo concluimos
que, h(z) = p(z) para todo z € w y por consiguiente que h = p, lo cual
implica que p es computable.

Denotemos por DIV (z,y) al predicado que es verdadero si y sélo si
div(x,y) = 1, es decir, si y s6lo si z divide a y, y falso si y sélo si
div(x,y) = 0, es decir, x no divide a y. Por la definicion de DIV,
podemos ver que es computable (ya que div es una funciéon computable
y es la funcién caracteristica asociada a DIV'). Por otro lado, notemos
que la funcién ¢t : w x w — w tal que t(z,y) = p(x)? es una funcién
computable. Definamos como R(z,y, z) al predicado DIV (t(y, z),z). La
funcién caracteristica asociada a R es la funcién div(t(y, z), x), la cual
es computable. Por lo tanto, R es un predicado computable. Por un



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA COMPUTABILIDABS

inciso anterior en este lema, tenemos que =R es un predicado computable.
Observemos que si z,y € w tal que z > 1y y > 0 entonces existe z < z
tal que = R(z,y,z) ya que al menos —R(z,y,x). Entonces la funcién,
k(z,y) = sg(y)sg(z—1) rzn<i£1{ﬂR(w, y,2)} es una funcién computable

va que basta dar un programa que calcule sg(y)sg(z—1) y de manera
sucesiva el menor valor z < x tal que = R(z,y, z). Notemos por tltimo
que exp(x,y) = k(z,y). Por lo tanto, exp = k, lo cual implica que exp es
una funcién computable.

]

Habiendo explorado algunas técnicas que nos facilitan la demostracion de que una
funcion es computable y mostrado ejemplos, pasamos ahora a un tema importante
que nos servira mas adelante.

1.3. Enumeracion de programas

En esta seccién nos enfocaremos en asociar un numero natural de forma
computable y biyectiva a una tupla finita de nimeros naturales. Nuestro primer
proposito es que con esto podamos asociar un numero natural a un programa.
También nos serd de importancia asociar un niimero natural al contenido til de la
cinta de una maquina de acceso aleatorio. Por ello damos las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.1. Definimos la funcién de configuracién c : w<N — w tal que
n

para cada (xq,...,7,) € wN, c(xy,...,2,) = I p(i)®*!. Diremos que un niimero
i=1

natural m € w es una configuracién si y sélo si m € rango c.

Observemos que w # rango ¢ ya que el nimero 2 -5 ¢ rango c. Por lo tanto
concluimos que ¢ no es una funcién sobreyectiva. Pero observemos que c es inyectiva
ya que por el Teorema Fundamental de la Aritmética dos nimeros naturales
distintos deben tener diferente descomposicién por factores primos.

Recordemos que no contamos con una definicién para decir que una funcién
de w” a w 6 de w<N a w es «computable». La idea para dar una definicién en este
sentido es que exista un programa tal que dada una tupla de ntimeros naturales
como entrada, éste pueda devolver un nimero natural. Y que ademas la «funcion
inducida» por este programa coincida con la funciéon que buscamos que sea
«computabley.

Las siguientes definiciones dan una nocién de computabilidad para este tipo de
funciones.

Definicién 1.3.2. (i) Dados n € w con n > 1, una funciéon f : w — w" es n-
calculable si y sélo si existe un programa P, digamos de k instrucciones,
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tal que para todo r € w existe t € w tal que si f(z) = (x4, ...,2,) entonces
Ctrib(x,1) = (21, ..., Ty, 0, ...,\0/), k+ 1) para algin s € w.

(77) Una funcién f es calculable si y sélo si ocurre alguno de los siguientes casos:

(a) Si f: w — wN es una funcién para la cual existe un programa P,
digamos de k instrucciones, tal que existe m € N tal que para todo
r € w existe t € w tal que si f(z) = (x1,...,7,) entonces Ctrib(x,1) =
((0,0,...,0, Ju ST, e ) K+ 1),
posiciéon m
(b) Si f: wN — w es una funcién para la cual existe un programa P,
digamos de k instrucciones, tal que existe m € N tal que para cada
(71, ..., 2,) € w<N existen t € w tal que si f(zy,...,7,) = y; entonces
Ctrls™((0, ..,0, Ju ST, ey Ty)y 1) = 1.
posicién m
La razon por la que queremos devolver también la longitud de una tupla finita
es por fines practicos. De este modo nuestros programas seran mas sencillos de
describir e implementar.

A continuacién mostramos un ejemplo de funcién calculable.
Proposicién 1.3.1. La funcion de configuracion c es calculable.

Demostracion. La idea de la demostracion es que a partir de la longitud de la
tupla dada, podemos obtener de forma computable la cantidad de ntimeros primos
necesarios para calcular la expresion final. Posteriormente obtenemos los valores de
los niimeros primos con potencias los elementos de la tupla dada sumados con uno.
Finalmente multiplicamos dos a dos los resultados que obtengamos del paso anterior
de forma que obtengamos el producto de todos ellos. Estos dos tltimos pasos los
podemos realizar de forma computable. Para ver méas detalles de esta demostracién
vaya al apéndice.

O

Para poder cumplir con nuestro objetivo de asignar de forma computable
nimeros naturales a programas, probaremos que existe una asignacién biyectiva
y computable entre tuplas finitas de nimeros naturales y niimeros naturales.

Proposicién 1.3.2. (i) La funcion pa : w X w — w tal que

(:)s+y+1)(:v+y)+x
2

P2 (l’, y) =
es biyectiva, computable y su funcion inversa @5+ es 2-calculable.

(ii) Dado n € w con n > 2, existe una funcion @, : w" — w biyectiva, computable
y su funcion inversa es n-calculable.
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(iii) Ewiste una funcion v : w<N

también es calculable.

— w biyectiva, calculable y su funcion inversa

Demostracion. (i) Es evidente que 3 es computable. Afirmamos que 2 es
biyectiva.

Veamos primero que (s es sobreyectiva. Sea z € w. Si z = 0, observe que
©2(0,0) = 0 = z. Supongamos que z > 1, sea r el mayor nimero natural tal
que 1 +24---+7r <z Definimos t =2 — (1 +2+--- 4 r) € w. Observemos
que z < ryaquesiz >r, z—(14+2+---+7r) > r, locual implica que
z—(1+24+--+r)>r+1lyporlotanto z > 1+2+---+7r+ (r+1)
contradiciendo la definicién de r. Sea y = r —x € w. Veamos que pa(x,y) = z.

En efecto,
wa(z,y) = (a?+y+;)(x+y) +
— (rgl)r+[2_(1+2+...+r)]

r+1)r r+1)r
:(J;)+[Z_(Jr2)]
=z

Por lo tanto, ¢4 es sobreyectiva.

Ahora veamos que (5 es inyectiva. Para ello sean x,y, z € w tal que @a(z,y) =

— @ty)(tytl) | 2 f2eytedydy? i (@49)’ 30y po o tanto
2 ' ’

z, es decir z 5 = 5

2
3
z= (x+) 2+ x+y:>222(x+y)2+3x+y

=82+1=2r+2y+1)*+8z

= (20 +2y+1)?<82+1< (2z+2y+3)?

=2r+2y+1<v8z+1<2x+2y+3

=2r+2y+1<[V82+1] <2x+2y+3
V38 1 1

=sx+y+1< LL Zz |+

V8 1 1
:x+y+1:LL ZZJ+

V82 + 1) +1
2

| <z+y+2

|

=1

>r4+y=|

Tenemos el sistema de ecuaciones:

3x+4/:224(ﬁi%§ﬂﬂﬂély

3
1
el sistema tiene una tnica soluciéon y por lo tanto z,y son tnicos. Con esto,
concluimos que 2 es inyectiva. Por lo tanto, ¢4 es biyectiva.

El determinante del sistema es

1 ’ =3 —1 = 2 # 0. Por consiguiente
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(i)

(ii)

Para ver que (5! es 2-calculable basta notar que los pasos que seguimos para
demostrar que o es sobreyectiva, se pueden replicar con un programa. Para
mas detalles vaya al apéndice.

Demostremos el resultado por induccién sobre n > 2. En efecto, para n = 2,
es justo el resultado anterior. Supongamos que el resultado es cierto para n y
veamos que se cumple para n + 1.

Sea @p11 : W = w tal que Yui1(T1, . Taa1) = @2(T1, (T2, Taat))
donde ¢, es la biyeccién obtenida por la hipotesis inductiva. Es evidente que
@n+1 €s biyectiva.

Notemos que ¢,41 es computable ya que es la composicién de funciones
computables.

Para demostrar que cp,;_li_l es n + 1-calculable, notemos que dado un niimero
natural podemos calcular de forma computable su imagen bajo la funcion 5.
Al segundo elemento de la tupla obtenida le calculamos de forma computable
su imagen bajo la funcién ¢, !. La tupla obtenida es la imagen del niimero
natural original bajo la funcion cp:h{l. Para ver mas detalles vaya al apéndice.

Definamos 1 : w<N — w tal que ¥ (21, ..., 7,) = @2(n — 1, pn(z1, ..., 7,)) para
n > 1, donde ¢4 es la funcion identidad en w.

Afirmamos que 1 es biyectiva. Veamos que 1 es inyectiva. Sean
Ty eees Ty Y1y -0 Ym € w tales que
d)(xl? 7xn) == ¢(y17 7ym):> LP2(n - 17 (Pn(xla seey mn)) = (,02(771 - 17 me(yla 7ym))
=n—1=m-—1 A @n(1,,Zn) = Em Y1, -, Ym)
= @n(T1, s Tn) = Pn(Y1, - Yn)
= (21, o0y Tn) = (Y1 -y Ym)
Ahora veamos que 1 es sobreyectiva. Sea z € w. Por consiguiente

existen n,y € w tal que @a(n,y) = z. Paran+1 > 1y vy € w,
existen xy,...,T,41 € w tal que @uy1(z1,...,2011) = y. Observemos que
Y(z1, o To1) = @2(n Put1(21, o, Tar1)) = @2(n,y) = 2. Con esto

concluimos que 1) es biyectiva.

Para demostrar que 1 es calculable, notemos que ,(z1,...,2,) =
pa(x1, - p2(Ty_1,2,))). Por lo tanto podemos obtener el valor de ¢,

n—lveces
en una tupla si conocemos cuantas veces aplicaremos o a los elementos de

una tupla. Lo cual implica que podemos obtener de forma computable el valor
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de 1 en una tupla finita. Para mas detalles, vea el apéndice.

Para ver que 1! es calculable, aplicamos un procedimiento similar al de
1. Aplicamos 5! de forma computable a un ntimero natural y el primer
elemento de la tupla obtenida es la cantidad de veces que aplicaremos (5" al
segundo elemento de las tuplas obtenidas que vayamos obteniendo. Al final
devolvemos la tupla obtenida. Para mas detalles, vea el apéndice.

]

Ahora asignaremos un nimero natural a una instrucciéon de forma biyectiva de
modo que podamos asignar un ntmero natural a un programa.

Definicién 1.3.3. (i) Definimos I : INST — w como la funcién tal que:

8(n —1) si f =
8(n—1)+1 sif=
Som) -1 S o
8(wa(m,n)—1)+3 si f=
1N =1 gionimms)—1) 14 sif—
8(p2(m,n) —1)+5 si f =
8(p2(m,n) —1)+6 sif=
8(pa(m,n) —1)+7 sif=

Z, para algin n € N

S, para alguin n € N

D,, para algin n € N

T,,.» para algunos m,n € N
Jmn,s para algunos m,n,s € N
L., » para algunos m,n € N
Gm.n para algunos m,n € N
Qm.n para algunos m,n € N

Si I(f) =i para algin i € w, decimos que i es un cédigo de f. Diremos que
I es una funcién aritmetizadora de instrucciones.

(i) Dado A C w, definimos I* : INST# — w como la funcién tal que:

9(n —1) si f = Z, para algin n € N
I9(n—1)+1 si f =5, para algin n € N
9Yn—1)+2 si f = D, para algin n € N
9(p2(m,n) —1)+3 si f =T, para algunos m,n € N

IY(f) =< 9(ps(m,n,s) —1)+4 si f = Jmn,s para algunos m,n,s € N
9(¢p2(m, n) —-1)+5 si f = Ly, para algunos m,n € N
9(p2(m,n) —1)+6 si f = Gy, para algunos m,n € N
9(¢p2 m,n) —1)+7 si f = Qm.n para algunos m,n € N
9(n —1)+ si f = O4 para algin n € N

Si I(f) = i para algin ¢ € w, decimos que i es un cédigo de f

respecto al oraculo A. Diremos que I* es una funcién aritmetizadora

de instrucciones con oraculo A

Observacion. Dado A C w, las funciones I e I son biyectivas.
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Demostracion. Veamos que [ es inyectiva. Sean f, g € INST tales que I(f) = I(g).
Si res(8,I(f)) € {0,1,2} entonces I(f) = 8(n — 1) + res(8,I(f)) vy I(g) =
8(n' — 1) + res(8,1(g)) para algunos n,n’ € N. Como res(8,I(f)) = res( I(g9)),
tenemos que n = n’. Luego ambas instrucciones tienen los mismos indices. Y como
res(8,1(f)) = res(8,1(g)), tenemos que f = g.

Si res(8,1(f)) € {3,5,6,7} entonces I(f) = 8(p2(m,n) — 1) + res(8,I(f)) y
I(g) = 8(p2(m',n') — 1) 4+ res(8,1(g)). Ademas como res(8,I(f)) = res(8,1(g))
tenemos que @a(m,n) = @a(m’,n’), lo cual implica que m =m' y n =n'. Y como
res(8,1(f)) = res(8,1(g)), tenemos que f = g.

Si res(8,I(f)) = 4 entonces I(f) = 8(eps(m,n,s) — 1) + 4 y
I(g) = 8(ps(m/,n',s") — 1) + 4, lo cual implica que @z(m,n,s) = pz(m/,n',s), es
decir que m =m/,n =n"y s = . Lo cual implica que f = g.

Ahora veamos que [ es sobreyectiva. Sea z € w. Por lo tanto, existen k,r € w
tal que z = 8k +r con 0 < r < 8. Sir € {0,1,2} entonces suponiendo que r = 0,
tenemos que f = Zp,1 es tal que I(f) = 8(k+1—1) = 8k = z. De manera andloga
se tiene si r es alguno de los demdas nimeros. Si v € {3,5,6,7} entonces para
k+1 € w existen m,n € w tal que pa(m,n) = k+ 1. Por ejemplo si r = 3, entonces
para f =T, , tenemos que I(f) = 8(¢2(m,n) —1)+3=8(k+1—-1)+3==z2. Lo
mismo ocurre para r = 7. Si r = 4, tenemos un caso similar al anterior sélo que con
P3-

Concluimos que I es biyectiva. La demostracién para I4 es similar. O
De esta forma, podemos definir una funciéon de aritmetizacién de programas.

Definicién 1.3.4. (i) Definimos prog : PROG — w tal que para todo P =
(I, ..., Ix) € PROG, prog(P) = ¢(I1(1;), ..., I(I;)). Diremos que prog es una
funcion de aritmetizaciéon de programas RAM.

(ii) Dado A C w, definimos prog? : PROG? — w tal que para todo P =
(Ip,...,I;) € PROG", prog’(P) = ¥(I4(Iy), ..., I*(I})). Diremos que prog”
es una funcién de aritmetizacion de programas RAM con oraculo A.

Una observacion inmediata es la siguiente:

Observacion. Las funciones prog y prog son biyectivas.
Demostracion. Se sigue de que tanto v como I, 6 I, son funciones biyectivas. [

Por la observacion anterior podemos concluir que existe la funcién inversa de
prog, 6 bien prog? respecto a un oraculo A.
Dicho esto, hagamos las siguientes convenciones en notacion.

Notacion. Sean A Cwyené€wconn > 1.
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(i)
(i)

(ii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

Denotamos por P, a (prog)~'(e). Y por P2 a (prog?)~!(e).

A la funcién n-aria definida por P,., P2 respectivamente, la denotamos
tinicamente por ®*, 4" respectivamente.

1

o q)f’” respectivamente, escribimos

En el caso de una variable, en lugar de ¢
P, (13‘64 respectivamente.

Entendemos al predicado ®7(zy,...,z,) | que es verdadero si y sélo si

P.(z1,....,2) |

También ®7(z1,...,z,) | y es verdadero si y sblo si P.(xq,...,x,) | y para
algin y € w. Omitimos a n cuando n = 1.

De la misma forma el predicado ®4"(zy,...,z,) | es verdadero si y sélo si
PA(zy, . 2n)

También &A™ (2, ..., x,) | y es verdadero si y solo si PA(xy,...,2,) | y para
algiin y € w. Omitimos a n cuando n = 1.

El predicado ®"(zy,...,x,) T es verdadero si y sélo si Pe(xy,...,2z,) T. Y
QA (zy,...,x,) T es verdadero si y sélo si PA"(zy,...,x,) 1. Quitamos a n
cuando n = 1.

Para s € N, decimos que ®7 (z1,..,7,) | es verdadero si y sélo si
P2 (zy,...,x,) | implica que el tiempo de ejecucion de P? en (z1,...,2,) es
menor o igual a s.

También @ (zy,...,2,) | y es verdadero si y sélo si ®F (z1,...,7,) |y
P2 (zy,...,x,) | y para algin y € w.

De manera analoga, para s € N, decimos que @é’s”(xl, ey Zy) | es verdadero
si y s6lo si PA"(zy,...,1,) | implica que el tiempo de ejecucion de P4" en
(21, ...,,) es menor o igual a s.

También ®27"(x1,...,2,) | y es verdadero si y slo si @2 (x1,...,2n) |y
PA"(zq,...,1,) | y para algin y € w. Omitimos a n cuando n = 1.

Diremos que @7 (21,...,2,) T es verdadero si y sélo si Py (z1,...,z,) | y el
tiempo de ejecuciéon es mayor a s 6 P2 (xq,...,x,) T.

Y @éf(wl, <y Ty) T es verdadero si y sélo si P24 (ay, ..., x,) | y el tiempo de
ejecucion es mayor a s 6 P24 (2, ..., x,,) 1. Omitimos a n cuando n = 1.

A continuacion una definicion

Definicién 1.3.5. Dados 0 € w<N, n,e,s € w con n,s > 1.
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(i) El predicado ®Z[(x1,...,z,) | es verdadero si y sélo si existe A C w tal que
para todo = < len(o), o(z) = ya(z), toda instruccién ordculo de PA™ tiene
indice menor que la longitud de o y @é;”(xl, ey Tn) 4

Decimos que ®77 (21, ..., 7,) | y para algin y € w si ademds @é;"(xl, e Zp) 4
Y.

(Ii) Diremos que ®7"(xy,...,z,) | es verdadero si y sélo si existe t € N tal que
QTP (1, -y ) -

También 7" (x4, ...,x,) | y para algin y € w si y sblo si existe t € N tal que
et (T1, s Tn) LY.

Notacién. Sean e,n,s Cwconn,s > 1,0 cwNy ACuw.
(i) Definimos W := dom ®7; WA" := dom ®'". Omitimos a n cuando n = 1.

) enotamos = (T, .., Ty) Ty ey Ty . al conjunto =
i) D we, P 1}. Y al conjunto WA"
{(x1, ..., ) : @I (21, ..., x,) L}, Omitimos a n cuando n = 1.

(i4i) Definimos WZ' := {(x1,...,2,) : ®T(w1,...,2,) L} Y al conjunto W7 =
{(x1,...;xn) : PT™(21, ..., x,) }}. Omitimos a n cuando n = 1.

Lema 1.3.1. Para cualesquieran € w conn>1y A C w.

(i) Existe una funcion k : w — w tal que k(e) es un nimero natural tal que
(I)k(e) O Pp = (I)Z

(ii) Existe una funcion k : w — w tal que k(e) es un nimero natural tal que
CI)ll?(e) 0 o = P,
Demostracién. (i) Sea e € w y sea Q el programa que hace a ¢, ' n-calculable.
Sea eg € w, tal que Q. es el programa que primero calcula de forma
computable cp;}rl y al resultado obtenido le aplica P,.

Dado = € w, si ¢, (z) € dom ®" entonces @, (z) = ®"(p, (7)), es decir
que ®,, = ®" o ! lo cual implica que @, o o, = ®". Es evidente que
si ,(z) ¢ dom ®" entonces ¢ dom .. De este modo, @, o ¢, = P
Definimos k(e) := eq.

(7i) La demostracion es similar.
[

Del resultado anterior, nuestro estudio inicamente se restringe a funciones de
una sola variable. Mas precisamente tenemos lo siguiente:
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Teorema 1.3.1. (i) Una funcion parcial f: w™ - w es parcialmente computable
si y solo si existe e € w tal que f = P, 0 p,.

(ii) Una funcion parcial f : w™ - w es parcialmente A-computable si y sélo si
existe e € w tal que f = ®% o .

Demostracion. Se sigue de las definiciones y del resultado anterior. O]

De esta forma, todas las propiedades que demostremos de aqui en adelante seran
unicamente para funciones de una sola variable y sobre conjuntos de w (sus funciones
caracteristicas son de una sola variable), extendiéndose de la forma descrita en el
resultado anterior.



Capitulo 2

Resultados importantes de la
Teoria de la Computabilidad

2.1. Existencia de los programas universales

A partir del hecho de que hay una cantidad numerable de programas y una
cantidad numerable de programas con oraculo A, surge la siguiente observacion.

Observacion. Existe una cantidad numerable de funciones de w en w que son
computables. También, dado un oraculo A C w, existe una cantidad numerable
de funciones de w en w que son A-computables.

Demostracion. Por el teorema 1,3,1, existe una funcién F' que manda a una funciéon
computable f a su nimero e € w. Mas atin esta funcion es inyectiva. En efecto, si
F(f) = F(g) entonces f = ®p(py = Pp(y = g. Por lo tanto, el conjunto de funciones
computables es a lo mas numerable. No obstante, dicho conjunto es infinito ya que
toda funcién constante es computable, es decir dado n € w la funcién ¢ : w — w
tal que c¢(x) = n para todo x € w, es computable. Por lo tanto, hay una cantidad
numerable de funciones computables. La demostracién para un ordaculo A C w es
similar. O]

Esto nos permite deducir lo siguiente.

Observacion. FExiste una cantidad numerable de conjuntos de w que son
computables. Por lo tanto, hay conjuntos de w que no son computables mas atun
existen 2% de estos conjuntos que no son computables.

Demostracién. Existen 2% conjuntos de nimeros naturales, mismos que podemos
identificar con sus respectivas funciones caracteristicas, y4. Luego, como hay una
cantidad numerable de funciones computables, debe haber una cantidad a lo mas
numerable de funciones caracteristicas que son computables.

47
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Ademas como hay una cantidad numerable de conjuntos finitos y cada conjunto
finito es computable entonces debe haber al menos una cantidad infinita de funciones
caracteristicas computables. Por consiguiente, hay una cantidad numerable de
conjuntos de niimeros naturales que son computables.

Como w es un cardinal estrictamente menor que 2%, se sigue que existe al menos
un conjunto que no es computable, mas aun utilizando resultados de la teoria de
conjuntos tenemos que existen 2% conjuntos que no son computables. O

En este capitulo nos encargaremos de mostrar explicitamente un conjunto que
no es computable. Y en general, dado A C w, describiremos cémo es un conjunto
que no es A-computable.

Para ello, primero mostraremos la existencia de un programa que es capaz de
producir el resultado de cualquier programa en cualquier entrada siempre y cuando
este programa se detenga en dicha entrada, en este sentido, definiremos un programa
universal.

Definicién 2.1.1. (a) Denotamos por ¥y : w X w - w a la funcién parcial tal
que:
. (z) si D ()]
nde finida en otro caso

Uy(e,x) = {

(b) Dado A C w, denotamos por ¥ : w X w - w a la funcién parcial tal que:

A ®lz) st i)
Ui(e,z) =4 . 7
inde finida en otro caso

Notemos que Wy, o bien U# es en efecto una funcién parcial ya que existen
programas que no se detienen en ciertas entradas, mas aun estos pueden no
detenerse en ninguna. También notemos que ésta funcién parcial es capaz
de devolver el resultado de una programa en una entrada siempre y cuando esté
tiltimo se encuentre definido. En este sentido, las funciones ¥y y ¥4 son universales.

En lo sucesivo, nos encargaremos de demostrar que la funciéon ¥y, es parcialmente
computable (la demostracién para la funcién Wi es similar). Informalmente bastarfa
con definir un programa P que en una entrada (e,z) decodifique el programa
nimero e y posteriormente lea, reconozca y ejecute las instrucciones obtenidas en
la entrada = de la misma forma que lo haria el programa P, en dicha entrada.
Es evidente, que este programa se detendria si y sélo si el programa ntimero e se
detiene y en caso de detenerse su resultado coincidiria con el del programa e en la
entrada x. Sin embargo, por la importancia del resultado daremos una demostracion
formal del argumento anterior.

Para ello mostremos antes los siguientes resultados:
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Lema 2.1.1. Las siguientes funciones son (parcialmente) computables segin
sea el caso:

(i) La funcién inst : w — w tal que

inst(e) = el numero de instrucciones del programa P

(ii) La funcion cod : w X w — w tal que

el codigo de la instruccion — si 1 <k < inst(e)
cod(e, k) = nimero k en P,
0 en otro caso

(7ii) La funcion parcial cmod : w X w - w tal que

cmod(c,z) = la configuracion resultante tras ejecutar la instruccion
cuyo codigo es z en la configuracion c

(iv) La funcién parcial imod : w* - w tal que

el numero de la instruccion que se
obtiene tras ejecutar la instruccion — si j >0
de codigo z y numero j en la

. d ; — .7
1Mo (Ca J Z) configuracion c

0 en otro caso

(v) La funcién parcial config: w3 —» w tal que

la configuracion resultante tras — si 1 < j <inst(e)
ejecutar la instruccion numero

. N j del programa P, a la

config(e.c.j) = configuracion c

c en otro caso

(vi) La funcién parcial siginst : w® - w tal que

el numero de la instruccion si1 <j<inst(e) y
que se obtiene tras ejecutar la instruccion obtenida
la instruccion numero j forma parte del
siginst(e,c,j) = del programa P, a la programa P,

configuracion c

0 en otro caso
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Demostracion. Demostraremos el inciso (a) siendo que la demostracién del inciso
(b) es andloga.

(i) Sea Q; el programa que hace a ¢,' 2-calculable. Entonces inst(e) =
m1(p3'(e)) + 1, donde m; : w<N — w tal que m (w1, ...,7,) = 2,. Por lo tanto,
inst(e) = ®q,(e) + 1, de lo cual podemos concluir que inst es una funcién
computable.

(ii) Sea Q el programa que hace a @~ calculable con la modificacién de que antes
de iniciar el ciclo de dicho programa agregamos la instruccién que manda
a lo que se encuentra en rig al final de la tupla que vayamos a obtener,
es decir agregamos las instrucciones que conforman a risi,,+1 — 710 y las
modificaciones necesarias a las instrucciones de salto del programa en general.
Sea Q el siguiente programa.

Programa en pseudocédigo Explicacion del programa

T10 ¢ T2 Guardamos la segunda coordenada
de la entrada, cuyo valor es k£ y lo
guardamos en el registro r1g para
posteriormente utilizarlo para
devolver la instruccion del programa
e.

79 < 0 Hacemos cero el registro ro para
utilizarlo después.

Q1 Se ejecuta el programa de 1! con
las modificaciones mencionadas con
anterioridad. El resultado que
obtenemos es 9! (e) si este existe y
al final de la tupla finita el valor de k.

si 0 < 79411 < 19 entonces Si 1<k <len(p~1(e)) entonces...

14 T124 7154 11 Mandamos al registro r; el valor que
se encuentra en la posicién k-ésima
de la tupla que obtuvimos. Esto con
motivo de que sea el resultado final
del programa. Dicho valor
corresponde al codigo de la k-ésima
instruccién de P..
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(iii)

en otro caso

ry <0 En caso de que sea falso que
1 <k <len(yp~'(e)) entonces
unicamente hacemos 0 el valor del
registro r; para que sea el resultado
final que va a devolver el programa.

fin si

Como hemos visto en otros programas escritos en pseudocodigo, éste programa
también se puede escribir con instrucciones RAM.

Ahora bien si e, k € w, con 1 < k < inst(e), entonces cod(e, k) = (! (e)) =
@a(e,k‘), donde 7 : wN — w es tal que m(x1, ..., 1,) =2 sil <k <ne
indefinida en otro caso. Si no ocurre que 1 < k < inst(e) entonces cod(e, k) =
0= CI%. Por lo tanto, cod = (I)%Q' Lo cual nos permite concluir que cod es una
funcién computable.

Demostraremos este inciso definiendo para cada tipo de instrucciones posibles
una funcién parcialmente computable que nos da la configuracion resultante
de aplicar esa instruccién a la tupla finita de ntmeros naturales que le
corresponde a una configuraciéon. Dada una configuracién ¢, denotamos por
j = réleiil{exp(c, x) = 0}. Observemos que j se puede interpretar como el
menor indice de los registros que no se encuentran en el contenido 1til de una
magquina de acceso aleatorio. También recordemos que el contenido 1til de una
maquina de acceso aleatorio lo consideramos como una tupla finita de la forma

(r1,...,7j-1), luego su configuracién es H p(1)" Tl A partir de esto notemos
=1

que dada una configuraciéon podemos obtener de forma computable los valores
T1,...,7;—1 utilizando un algoritmo de factorizaciéon en nimeros primos. Dicho
esto, continuemos con la demostracion.

Instrucciones cero

. sires(8,2) =0y 1<k<y
qt(p(k)™, c) donde k = qt(8,2) + 1

Z(c,z) = koo sires(8,2) =0y j<k
¢ ILp(0) donde k = qt(8,2) + 1

Cc si ocurre otro caso
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Instrucciones sucesor

sires(8,2)=1y1<k<y

ep(k) donde k = ¢t(8,2—1) + 1
S(e, z) = .. (’fﬁl (D)p(k)? sires(8,2) =1y j<k
iy PAOJP donde k = qt(8,2—1) + 1
c si ocurre otro caso

Instrucciones de salto

J(e,z)=c

Instrucciones de transferencia

sires(8,z) =3y k,s < j donde
qt(p(s)" ™, )p(s) ! 1= qt(8,2=3) + 1, k = milpy' (D))
y s =m3(py (1))

sires(8,z) =3y k < j<sdonde

s—1 g
¢ (ILp@)p(s)™™ 1=qt(8,2=3)+1, k= iz (1))
i y s =732 (1))
T(c,z) = sires(8,z) =3y k < j=s donde
c-p(s)™H [=qt(8,2=3)+ 1, k=ri(p3 (1))

y s =m(p3 (1)

sires(8,z) =3y s < j<kdonde
qgt(p(s)=*t,e)p(s)  1=qt(8,2=3)+ 1,k = 3 (2 (1))
y s =m3(pa (1))

C si ocurre otro caso
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Instrucciones decremento

sires(8,z) =2y 1<k < jdonde
at(p(k), c) k=qt(8,2-2)+ 1y exp(c,k) >1

D(c,z) = koo sires(8,2) =2y j<k
¢ il;[jp(l) donde k = ¢t(8,2—2) + 1
c si ocurre otro caso

Instrucciones suma

sires(8,2) =7y 1<k, s<jdonde
c-p(s)™ [=qt(8,2=T)+ 1,k =ri(p3 (1))
y s =m(p3 (1)

Qlc, 2) = o1 sires(8,2) =Ty 1<k < j<sdonde
e (ILp(@)p(s)™+t  1=qt(8,2=7)+ 1, k=nri(p3'(]))
H y s =m3(pz (1))

Cc si ocurre otro caso

Instrucciones de almacenamiento

sires(8,2) =6y 1<k,s,t<jdonde
gt(p() T )p(t)=+ 1= qt(8,276) + 1, k=mi(pz (1)),
s =m3(pz (1) y t = exp(c, k) -1

sires(8,z) =6y 1<k,s<j<t

¢ (I p())p()=*"  y1=qt(8,2=6) + 1,k =mni(p3' (1)),
G(c,2) = i s =m(p3 (1) y t = exp(c, k)1

sires(8,2) =6y 1<k,t<j<s
gt(p®)" ", Ap(t) v L=qt(82-6) +1, k= iz (1)) .
s =mpst (D) y t = eaple, k)~

C si ocurre otro caso
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Instrucciones de carga

sires(8,z) =5y 1<k,s,t<jdonde
gt(p(s)™ ™, p(s)™ ™ 1=qt(8,z=5) +1, k= ez (1))
s =my(pz (1) y t = exp(e, k)—1

sires(8,2) =by1<k,s<j<t
gt(p(s) " op(s) v 1=qt(8,2-5)+ 1, k=mi(pz'(1)),
Lic,2) = s= (st (1) y t = eaple, k) -1

sires(8,2) =byl<kt<j<s
¢ Tp) pls) ™y L= gt(8,5—5)+ 1, k = m(p5 (1) |
s =m3(pz (1)) y t = exp(c,k)~1

C si ocurre otro caso

Para el caso en el que tengamos un oraculo A, las anteriores definiciones sélo
cambian 8 por 9 y consideramos la siguiente funcion.

Instrucciones oraculo

si res(9, z) =8y

y s = exp(c, k)—1

si 7.’68(9> z) =8y
e+ (I p)Dalop() + (1 = xals)pk))] 7 = S0

A _
O%e,2) = y s = exp(c, k)—1

sires(9,z) =8y

- alo i + (0= xaloph)] 7o

s =exp(c, k)—1

Cc si ocurre otro caso
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Observemos que la funcién

Z(e,z) sires(8,z) =0
S(e,z) sires(8,z)=1
D(c,z) sires(8,z) =2
T(c,z) sires(8,z)=3
emod(c, 2) = J(c,z) sires(8,z)=4
L(c,z) sires(8,z)=5

G(c,z) sires(8,z)=6

Qc,z) sires(8,2)=7

Notemos que para verificar que cada funciéon definida anteriormente es
parcialmente computable, basta ver que cada una de las condiciones que la
definen se pueden verificar y los valores de las funciones se pueden obtener de
forma computable.

(iv) Sea t = rgleig)l{eq:p(c, x) = 0}. Notemos que la funcién:

sij>0yres(8,z)=4
y (m,n <ty cap(c,m) = eap(c, n))
b6(m<t<nyexp(c,m)=1)6
[ (n<t<myexp(c,n)=1)6
(t <m,m)
. ‘ donde k = qt(8,2—4) + 1, m = 7} (3" (k)),
mmod(c, j, z) = _ _
(©:.2) n =g (k) y 1 = w3(p5 ()
J+1 si j > 0 y ocurre cualquier otro caso
distinto a la condicion anterior

0 sij <0

Similar a las funciones del inciso (7i7), es posible verificar que esta funcién es
parcialmente computable verificando cada una de las condiciones y obteniendo
los valores de la funcién de manera computable.
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(v) Observemos que:

config(e,c,j) = sg(j)sg(z'n@(e) + 1—j)emod(c, god(e,j))—l—
+(1—=sg(j)sg(inst(e) + 1—j))c

Como la funcién se compone de funciones que son parcialmente computables
mediante operaciones de suma, resta, multiplicaciéon y composicion entonces
es parcialmente computable.

(vi) Notemos que:

siginst(e,c,j) = sg(inst(e) + 1—7) - sg(inst(e) + 1—imod(c, j, cod(e, j)))-
-imod(c, 3, cod(e, 7))

Por una razén similar a la del inciso anterior tenemos que esta funcién es
parcialmente computable.

El caso relativo a un oraculo A C w es similar, inicamente anadimos a la funcién
O4(c, 2).
m
Lema 2.1.2. Las siguientes funciones son computables:

(i) La funcién con : w® — w tal que

con(e, x,t) = configuracion de P.(x) después de t pasos

(ii) La funcién inst : w® — w tal que

el nimero de la instruccion obtenida  si P.(z) no se ha
tras ejecutarse exactamente t pasos  detenido trast pasos
inst(e,x,t) = en P.(z)

0 en otro caso

(iii) La funcién est : w* — w tal que
est(e, x,t) = @a(con(e, x,t),inst(e, x,t))
Esta funcion representa el estado de la mdquina.
Demostracion. Demostraremos que se cumple el inciso (7). Observemos que:

est(e, x,0) = (27T, 1)
est(e,z,t +1) = pa(config(e,con(e,x,t),inst(e,z,t)),
siginst(e, con(e, z,t),inst(e, z,t)))
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donde
con(e,x,t) = i (o3 (est(e,x,1))) y
inst(e,x,t) = 5 (3 (est(e, x,1)))

Por lo que la funcién est se puede derfinir por recursion primitiva en base a
su valor inicial y a los valores que vaya obteniendo. Por lo tanto la funcién est es
computable, lo cual prueba el inciso (7).

Como podemos escribir a con y a inst en términos de est mediante funciones
computables y calculables, entonces config y est son computables, lo cual prueba
los incisos (i) y (it).

O

Teorema 2.1.1. (i) La funcion Vy es parcialmente computable.
(i) Para cualquier A C w, Vi es parcialmente A-computable.
Demostracion. (i) Notemos que

Uy (e, z) = exp(con(e, z, Itréin{mst(e, x,t)=0}),1)—1

Por consiguiente, concluimos que ¥y, es una funcién parcialmente computable.

(7i) La demostracién es similar definiendo los equivalentes de cada una de las
funciones cmod, con e inst, las cuales distinguiremos con el superindice A.
m

En la definiciéon de la funcién parcial ¥y en la prueba anterior, notemos que la
razon por la que no es total es que busca el menor instante de tiempo en el que el
programa de nimero e se detiene en una determinada entrada. Como un programa
puede o no detenerse en una entrada arbitraria, dicho instante ¢ puede nunca
encontrarse, lo cual hace imposible a la funcién con calcular la configuraciéon final
del computo y por consiguiente no se pueda obtener el resultado final. En resumen,
que Uy se encuentre definida en una entrada (e, x) depende tnica y exclusivamente
de si el programa P, se detiene en la entrada x.

Observemos que la definicion de la funcién ¥y es explicita y en base a funciones
que son computables. Por consiguiente, a partir de los codigos de los programas de
estas funciones podemos obtener el codigo de la funcién Wy, el cual por cuestiones
de practicidad evitamos calcularlo explicitamente pero del cual haremos referencia
cuando sea necesario.

Dicho esto, mostremos en general, dado un conjunto A, un ejemplo explicito de
un conjunto que no es A-computable.
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2.2. Ejemplos de conjuntos que no son
computables

A partir de ahora, seremos mas flexibles cuando mostremos que una funcién es
(parcialmente A-) computable y daremos el algoritmo de manera informal, teniendo
en cuenta que dicho algoritmo se puede escribir de manera formal con instrucciones
RAM haciendo uso de la tesis de Church-Turing.

También a partir de ahora haremos uso de la observacién que nos dice que una
funcién es (parcialmente) computable si y sélo si es (parcialmente ()-) computable,
por lo que nuestros resultados seran respecto a cualquier oraculo A C w, en particular
para (.

Teorema 2.2.1. Sea A C w.
(i) El conjunto A’ := {x € w: ®2(x) |} no es A-computable.
(7i) La funcion caracteristica de A', xar, no es A-computable.
(iii) Sea K4 := {(e, ) € wxw : ®A(x) |}. El conjunto @3 K] no es A-computable.

Demostracion. (i) Supongamos que A’ es A-computable. Afirmamos que la
funcién f4 : w — w tal que:

i) {<I>;‘(:c> F1os oMy

0 si  ocurre otro caso

es A-computable.

En efecto, dado = € w, preguntamos si z € A’. La respuesta la obtenemos
de manera A-computable. En caso de que no, se asigna inmediatamente un 0
como salida del programa. Y en caso afirmativo, calculamos W (z, ) + 1, que
es lo mismo que ®4(x) + 1. Entonces, como f# es A-computable existe e € w
tal que f4 = ®4 y dom &2 = w. Por consiguiente ®2(e) |, lo cual implica que
dld(e) + 1 = fA(e) = ®A(e), que es una contradiccién. Concluimos, entonces,
que A’ no es A-computable.

(7i) Es una consecuencia inmediata del inciso anterior.

(iii) Supongamos por el contrario que @o[K*] es A-computable. Afirmamos que A’
es A-computable. En efecto, tomemos x € w y verifiquemos si (z,7) € K4, o
equivalentemente @z (z,r) € wo[K4], con A como oraculo. En caso de que no
entonces = ¢ A’y en caso contrario x € A’. Por lo cual, concluimos que A’ es
A-computable, lo cual es falso. Por lo tanto, K“ no es A-computable.

O
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Para ahorrar un poco la notacién, en ocasiones consideraremos a K* como
un subcojunto de w y en otras como un conjunto de pares ordenados, segin convenga.

Enseguida mostraremos un resultado que nos ayudara a mostrar mas ejemplos
de conjuntos que no son A-computables.

Teorema 2.2.2. (Teorema s-m-n) Para cada m,m > 1 existe una funcion
computable e inyectiva s™ : W™t — w tal que para cada €,T1, .., Ty Y1, - Yn € W SE
cumple que:
(T1y ooy Ty Y1y ooy Yn) = q)f;ﬁe,wl,...,xm)(yh ey Yn)
Demostracion. Sean m,n € w con n > 1.

Sea s™ : w™ — w tal que para cada e, ry,...,7, € w les asocia el codigo
correspondiente al siguiente programa que recibe n entradas:

(I),:,m—i—n

Tm+1 < T1
Tm+42 < T2

Tm+n {— Tn
T < X1
To < To

T 4 T
P?,m—i—n
El programa anterior toma una entrada de tamano n, la recorre m lugares para
colocar en ellos los nimeros 1y, ..., T,,, para que finalmente ejecute el programa P4
en m + n entradas.

Ahora notemos que dados e, zi,...,x, € w podemos obtener el codigo del
programa anterior de forma computable. En efecto, formamos una tupla finita con
los codigos de las instrucciones del programa anterior. Las primeras n instrucciones
son fijas y no dependen de ninguno de los nimeros e, xq,...,x,. Por lo tanto
podemos hacer que el programa escriba dichos codigos. Posteriormente para
cada z; iniciamos un ciclo que tenga a ¢ como contador que primero escriba el
cddigo de la instruccion Z; y luego escriba x; veces los cédigos de S;. La tupla de
c6digos obtenidos la concatenamos con la tupla anterior. Finalmente calculamos
1¥~!(e) y lo obtenido lo concatenamos con la tupla obtenida hasta el momento.
Calculamos el valor bajo 1 de esta tupla y el resultado es el valor de s'(e, 1, ..., x,).

Para ver que s]' es inyectiva observemos que la construccién anterior nos
daria dos tuplas finales distintas si partimos de dos tuplas distintas de la forma
(e,21, ..., z,). Luego, como ¥ es inyectiva tendriamos que los valores que obtengamos
son distintos, lo cual implica que los valores bajo s]"* también deben ser distintos. [
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El resultado anterior nos dice que si tenemos un programa e y una entrada,
podemos obtener de forma computable el programa que guarda parte de la entrada
en su memoria y realiza lo mismo que el programa original.

A continuacién mostraremos una consecuencia del teorema anterior, que nos sera
de mucha utilidad para probar que un conjunto no es A-computable.

Teorema 2.2.3. (Teorema de Rice) Sean A C w y B € PROG? con B # 0 y
B # PROG™. El conjunto C® := {e € w: PA € B} no es A-computable.

Demostracién. Sea B C PROG como lo describe el resultado. Por contradiccién
supongamos que CF es A-computable.

Sea h : w - w la funcién parcial cuyo dominio es el conjunto vacio, es decir que no
estd definida en ningtin nimero natural. Sea €’ el cédigo de un programa que no se
detiene en ninguna entrada. Es claro que ®., = h. Supongamos que P, ¢ B. Sea
g:w - w tal que g = &7 con P € B donde ¢y = I]glelil{Pﬁ € B}. Dado que C” es

A-computable y es distinto del (), podemos obtener a ey de forma A-computable.

Definamos f : w X w - w tal que

) = { gly)  si ()l

indefinida si  ocurre otro caso

Notemos que el programa que en una entrada (z,y), primero calcula ®2(x) con
las instrucciones de la funcién ¥4} y en caso de obtener un resultado calcula g(y) con
las instrucciones del programa cuya funcion es ®.,, es un programa que devuelve el
valor de f(z,y). El cddigo de este programa se puede obtener de forma computable,
ya que el codigo de Wi es fijo y a la tupla de éste basta concatenar la tupla que bajo
1 es eg. Sea r la funcién en una variable que es definida por este programa. Luego,
[ = ®,()- Por el resultado anterior, existe s : w x w — w funcién computable tal

que (I)r(eo)<x7 y) = (I)s(r(eo),;t) (y>7 es decir tal que f(l’, y) = CI)s(r(eo),a:) (y)

Por lo tanto, si # € A" entonces ®,(x) | lo cual implica que @y (c)x) = g ¥
Pireo)s) € B- Y si x ¢ A entonces ®,(x) 1 lo cual implica que Py(r(co)a) = h
Y Psr(eo)e) € B- De modo que, v € A" <+ Pypeg)s) € B. Es decir, v € A’ <
s(r(ep),z) € CB. Por consiguiente, dado x € w, obtenemos s(r(eg), ) de forma A-
computable y preguntamos si pertenece a C?, en caso de que si, entonces z € A’ y en
caso contrario, z ¢ A’. Por lo tanto, A’ es A-computable, lo cual es una contradiccion.
Si P, € B la demostracién es similar. O

Algunos ejemplos del resultado anterior son los siguientes:
Ejemplo 2.2.1. Sea A C w. Los siguientes conjuntos no son A-computables.

(i) Symb? = {(e,x,s) € w3 : I, r € w (exp(con’(e,x,t),r)—~1 = s)}.
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(i1) DiagZ” :={x € w: ®2(x) | 0}.
(iii) El conjunto ¢p3[Z4] donde Z4 := {(e,z) € w x w : ®2(z) | 0}.
(iv) T4 :={e € w:Vr € w (®X(z) })}.

(v) Empty® :={e € w: Vo € w (¢ (z) 1)}

(vi)
(vii)
(viii)

(i)

EFYr={rcw:ycw (®i(y) =2)}.
Range® :={e € w:V¥n € w (3r € w(®2(z) |>n))}.

Sea [ :w — w una funciéon computable. El conjunto Eq}4 ={ecw: 0} =f}
no es A-computable.

El conjunto ¢3[Sim®] donde Sim* := {(e1,e2) € w X w : V& € w (P2 (z) J«»

g, (x) )}

Demostracion. (i) Suponga que Symb* es A-computable. Sean B := {PA : 3t,r €

(i)

(ii)

(iv)

w (exp(con’(e,e,t),r)~1 = 1)} € PROG? y One? := {e € w : P2 € B}.
Ahora bien, notemos que B # ) ya que el programa que sin importar la
entrada escribe un uno en el primer registro pertenece a B. Por otro lado,
el programa con dos instrucciones donde cada una escribe cero en el primer
registro tiene como cédigo el nimero 1(0,0) = ¢a(1,¢2(0,0)) = 2. Por lo
tanto, dicho programa en la entrada 2, la cambia por 0, nuevamente escribe
0 y finaliza. De este modo, este programa nunca escribe el nimero 1. Por
consiguiente, B # PROG. Por el teorema de Rice, One® no es A-computable.
Sin embargo, dado e € One?, preguntamos si (e,e,1) € Symb?. En caso
afirmativo, e € One?, en otro caso e ¢ One. Como Symb” es A-computable,
One” también debe ser A-computable, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, Symb* no es A-computable.

Sea B := {PA : ®.(e) | 0} € PROG*. Notemos que el programa que
devuelve 0 sin importar la entrada pertenece a B. Y por otro lado, el programa
que devuelve 1 sin importar la entrada no pertenece a B. Por lo tanto,
B # 0, PROG*. Por el teorema de Rice concluimos que DiagZ* no es A-
computable.

Supongamos que Z4 es A-computable. Dado que para cualquier z € w,
r € DiagZ? + (x,x) € Z*, tenemos que DiagZ* es A-computable, lo cual
contradice el inciso anterior. Por lo tanto, Z4 no es A-computable.

Similar a los incisos anteriores, basta observar que existen programas que se
detienen en todas sus entradas como lo es aquel que devuelve 0 sin importar
la entrada, y que existen programas que en algunas entradas no se detienen
como lo es aquel que si tiene como entrada 0 escribe 0 en el primer registro y
regresa a esta instruccion si el contenido del primer registro es 0 y en otro caso
el programa termina. Esto nos permite concluir que 7% no es A-computable.
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(v)
(vi)

(vit)

(viii)

(iz)

La demostracion es similar al inciso anterior.

Como en el inciso 4., observemos que el programa cuya Unica instruccién
consiste en escribir 0 en el primer registro tiene cédigo ¥ (0) = 0, devuelve
0 en cualquier entrada. Por otro lado notemos que el programa que escribe dos
veces 0 en el primer registro tiene como codigo 1(0,0) = 2, sin embargo, dicho
programa en ninguna entrada devuelve 2. Por el teorema de Rice, podemos
concluir que E4 no es A-computable.

Veamos que existe un cédigo de programa que pertenece a Range? y otro
c6digo que no. Para ello, consideremos el programa que devuelve el cuadrado
mas uno de una entrada. Asi, dado n € w, para n tenemos que CIDGAO (n) |
n? 4+ 1 > n, donde ¢ es el coédigo del programa descrito. Por otro lado, basta
considerar al programa que en cualquier entrada devuelve 0. El codigo de este
programa no estd en Range®. Por el teorema de Rice, concluimos que Range?
no es A-computable.

Dado que f es A-computable, existe un programa que devuelve los mismos
valores de la funcién. Por otro lado, la funcién f 4+ 1 es computable, por
consiguiente existe un cédigo de programa e que no pertenece a Eq}“. Por el
teorema de Rice, concluimos que qu‘ no es A-computable.

Sea ey € w el cddigo de un programa que se detenga en al menos una entrada.
Consideremos el conjunto S2 = {e € w : Vo € w (P(z) L« @2 (x) |)}.
Afirmamos que Sé) no es A-computable. En efecto, ey € Sg% y ademas el
programa que en la entrada en la que se detiene CDQJ no se detiene, no pertenece
a S;?). Por el teorema de Rice, Sé) no es A-computable. De modo que si Sim*
fuera A-computable, entonces dado e € w siempre podriamos determinar de
forma A-computable si e € S;f?j pregtintando si (e, eg) € Sim?, lo cual harfa
que Sé) fuera A-computable, lo cual es falso. Por consiguiente, Sim“ no es
A-computable.

O



Capitulo 3

Otros temas importantes en la
Teoria de la Computabilidad

3.1. Computabilidad Enumerable

Otra utilidad de un programa consiste en «enumerar» los elementos de un
conjunto. Esto es que dado un conjunto, exista un programa tal que todo elemento
del conjunto pueda obtenerse a partir de dicho programa ejecutado en algiin niimero
natural como entrada. Una definicion formal es la siguiente:

Definiciéon 3.1.1. (i) Seann > 1 y X C w", diremos que X es computable
enumerable si y sélo si X = () o existe una funcién computable f : w — w
tal que im f = ,[X].

(ii) Sea X C w<N, diremos que X es computable enumerable si y sélo si X = ()
o existe una funcién computable f :w — w tal que im f = [ X].

(ii) Sean n > 1y A C w, un conjunto X C w" es A-computable enumerable
(A-c.e.) si y sélo si X = () o existe una funcién A-computable f : w — w tal

que im f = g, [X].

(iv) Sea A C w, un conjunto X C w<N es A-computable enumerable (A-c.e.)
siy s6lo si X = ) o existe una funcién A-computable f : w — w tal que

im f = [X].

De la definiciéon anterior es evidente que X C w” para algin n > 1 es A-c.e.
para algiin A C w si y sélo si ¢,[X] lo es. De la misma forma si X C w<N entonces
X es A-ce. siy sélo si ¥[X] lo es. Por consiguiente, a partir de ahora, daremos
definiciones y demostraremos teoremas solo haciendo referencia a subconjuntos de w.

Como una funcién es computable si y sélo si es (-computable, de ahora en
adelante nos interesara mostrar resultados respecto a un oraculo arbitrario A, ya
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que en particular son resultados sobre ().

Un enunciado equivalente a la definiciéon anterior y que nos sera de utilidad en
muchos casos es el siguiente:

Proposicién 3.1.1. Dado A C w, un conjunto X C w es A-computable enumerable
si y solo si existe una funcion f : w - w parcialmente A-computable tal que im f =

X.

Demostracién. Supongamos que X es A-ce. Si X = () entonces definimos a
f :w -» w como la funcién cuyo dominio es el conjunto vacio. El programa que en
cualquier entrada nunca se detiene es la funcién que coincide con f. Por lo tanto,
ésta funcion es A-parcialmente computable y es tal que im f = f[0] = 0.

Si X # 0, entonces existe una funcién A-computable f : w — w tal que im f = X,
En particular f es parcialmente A-computable y es tal que im f = X.

Ahora supongamos que existe una funcién f : w - w parcialmente A-computable
tal que im f = X.

Si X = (), por definicién es A-c.e.
Supongamos que X # ). Sea a € X. Sea e € w tal que ®4 = f. Sea g: w — w
la siguiente funcion:

o) = {f(z) si z € W2, \ W2, donde @3 (z) = (2,1)

a en otro caso

Observemos que g es en efecto una funcién ya que ¢5' lo es y ademds si
2 € We 41 para algin t + 1 € w entonces z € W, lo cual implica que z € dom o4
es decir z € dom f.

Afirmamos que im g = X. Veamos que im g C X. Sea y € w tal que y = g(z)
para algin € w. Sean z,t € w tales que ' (z) = (2,t). Si 2 € W2, \ W4
entonces y = g(z) = f(2). Como im f = X, y € X. Ahora bien si no ocurre que
z € Wi, \ W/, entonces y = g(z) = a. Como a € X, y € X. En cualquier caso
tenemos que y € X, por lo tanto im ¢ C X. Ahora sea y € w tal que y € X. Por
lo tanto existe z € w tal que z € dom f y f(z) = y. Luego z € dom ®2, por lo
tanto z € W Por consiguiente existe t + 1 € w tal que z € W2, \ W Sea
x = @a(z,t). Entonces g(r) = f(z) = y. Por lo tanto y € im g. Concluimos que
img=X.

Afirmamos que g es A-computable. Para computar los valores de ¢, dado z,
obtenemos de forma computable valores z, ¢ tales que @5 (x) = (z,t) verificamos si
2 € Weza \ Wey mediante la ejecucién del programa P2 tnicamente ¢ + 1 pasos y
verificar si ya se devolvi6 el valor z € w. En caso de que asi sea entonces devolvemos
el valor de f(z) de forma A-computable, en caso contrario inicamente devolvemos



65 3.1. COMPUTABILIDAD ENUMERABLE

a. En cualquier caso devolvemos el valor de g(x).

Concluimos que X es un conjunto A-computable enumerable.
m

Una forma de identificar a un conjunto A-c.e. y también a un conjunto A-
computable, es la siguiente:

Proposicién 3.1.2. Dado A C w, X C w es A-computable si y solo si X yw \ X
son A-c.e.

Demostracion. Sean A, X C w.
Supongamos que X es A-computable. Si X = (), por definicién es c.e. y por lo tanto
A-c.e.

Si X # 0, sea P? el programa que hace a X un conjunto A-computable.
La funcién parcial f : w - w tal que dom f = X y Vo € dom f(f(x) = x)
es parcialmente A-computable. En efecto, definimos un programa tal que dado
T € w preguntamos con el programa P si dicho elemento pertenece a X. En caso
afirmativo devolvemos dicho niimero, en caso contrario el programa no se detiene.
La funcién parcial inducida por este programa es tal que su imagen es X. Por lo
tanto, X es A-c.e. La demostracion es similar para w '\ X.

Supongamos que tanto X como w \ X son A-c.e. Sean f, ¢ : w — w funciones
A-computables tales que im f = X y im g = w \ X. Consideremos el programa
que en una entrada € w busca el menor m € w tal que f(m) =z 6 g(m) = =.
Si ocurre que f(m) = x entonces el programa devuelve 1, si ocurre que g(m) = x
entonces el programa devuelve 0. La funcién inducida por este programa es la funcion
caracteristica de X. Por lo tanto, X es A-computable. O]

Otra forma de caracterizar a los conjuntos A-c.e. es la siguiente:

Proposicién 3.1.3. Dados dos conjuntos A, X C w, X es A-c.e. si y solo si existe
un predicado A-computable R(z,y) tal que X = {z € w: 3z € w(R(z,2))}.

Demostracion. Sean A, X C w. Supongamos que X es A-c.e. Entonces existe una
funcién A-computable f : w — w tal que im f = X. Sea P el programa que
hace a f A-computable. Sea R(z,z) el predicado que es verdadero si y sélo si
f(2) = x. Observemos que R es A-computable. En efecto, dados z,z € w, con el
programa P# calculamos el valor de dicho programa en z. Si el resultado es =,
devolvemos 1 y en caso contrario devolvemos 0. Por lo tanto, R es A-computable.
Afirmamos que X = {z € w: 3z € w(R(x,2))}. Si + € X entonces existe z € w
tal que f(z) = z, es decir tal que R(z,z). Por otro lado si z € w es tal que existe
z € w tal que R(z,z) entonces f(z) = x y por lo tanto z € X. Concluimos que
X={rew:3zcwR(z,z))}.
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Supongamos que existe un predicado A-computable R(x,y) tal que X = {z € w :
dz € w(R(z,2))}. Sea f : w - w la funcién parcial tal que f(z) = x siy s6lo si existe
y € w tal que R(z,y). Esta funcién es parciamente A-computable por el programa
que en un entrada x, busca el menor m € w tal que R(z,m) y en caso de que lo
encuentre el programa se detiene y devuelve a z, en caso contrario el programa busca
indefinidamente dicho nimero. También im f = {z € w: 3z € w(R(z,2))} = X. Lo
cual nos permite concluir que X es A-c.e. O

Lo mencionado anteriormente nos da las herramientas para poder enunciar las
siguientes equivalencias:

Teorema 3.1.1. Dados dos conjuntos A, X C w, las siguientes son equivalentes:
(i) X es A-computable enumerable.
(ii) Eziste una funcion parcialmente A-computable f :w - w tal que im f = X.
(iii) Existe un predicado A-computable R(x,y) tal que

X={rew:IyecwR(zy)}

(iv) Eriste e € w tal que X = WA,
(v) X es el dominio de alguna funcion parcialmente A-computable.

(vi) Eziste una funcion computable f : w — w tal que v € X si y solo si
ez (f(2)) € K™

Demostracion. Sean A, X C w. Por los resultados anteriores, (i), (ii) y (%ii) son
equivalente entre si.

Veamos que (7ii) implica (iv). Sea R(x,y) el predicado de la hipotesis. Sea
f: w - w la funcién parcial tal que f(x) = x si y sélo si existe y € w tal que
R(z,y). En resultados anteriores hemos visto que f es parcialmente A-computable
y que im f = X. Sabemos que existe ¢ € w tal que ®4 = f. Si * € dom 4
entonces € dom f, lo que implica que # = f(z) € X. Luego, dom &/ C X. Por
otro lado si x € X, existe y € dom f tal que f(y) = x, como f(y) = y, tenemos
que x = y. Por lo tanto € dom f = dom ®4. Concluimos que X = dom &% = WA.

Veamos que (4) implica (v). Si X = dom ®2 = WA para algtin e € w. Como
4 es parcialmente A-computable el resultado se sigue.

Veamos que (v) implica (vi). Supongamos que X = dom ¢ para alguna funcién
g parcialmente A-computable. Entonces existe e € w tal que ®* = g. Por lo que
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X = dom ®%. Sea f : w — w tal que f(x) = @a(e,r). Es evidente que f es
computable. Ademés que,

reX & di(x)l
& (e,z) € K4
& @3 (p2(e,x)) € KA
¢y (f(x)) € KA

Para ver que (vi) implica (i), sea f la funcién de la hip6tesis. Definimos g : w -+
w la funcién parcial tal que

o) { v sies'(fa) € KA

inde finida si ocurre otro caso

Notemos que g es parcialmente A-computable ya que el programa que en una
entrada z, calcula f(z) y posteriormente 5" (f(z)) y luego verifica si la pareja
obtenida pertenece a K# mediante la ejecucién del programa que hace a Wi es
parcialmente A-computable. Si éste se detiene entonces el programa devuelve z,
en caso contrario el programa no se detendrd porque ¥ no se detuvo en el par
obtenido. Afirmamos que X = im ¢. En efecto,

reX ¢y (f(x)er?
& 2 e€dom g
S r=g(r) €imyg

Por lo tanto, X = im g.
O

Usando el resultado anterior nos serda mas sencillo demostrar cudles conjuntos si
son A-c.e.

Proposicién 3.1.4. Para cualquier A C w, los siguientes conjuntos son A-c.e.
(i) A ={z €w: P)(x) |}
(ii) KA = {(e,2) € w x w: () 1}
(iii) Symb? = {(e,x,s) € W : It,r € w (exp(con’(e,x,t),r)—1 = 3s)}
(iv) DiagZ4 = {x € w: ®}(x) | 0}
(0) B = {rew: Ty e w (®(y) L 2)}

Demostracion. (i) Sea f:w — w la funcién tal que f(x) = @o(z, x). Esta funcién
es computable y es tal que x € A’ si y sélo si f(x) 4. Por lo tanto, A’ es
A-c.e.

(77) Es inmediato del hecho de que la funcién identidad es computable.
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(iii) Sea f : w - w la funcién parcial tal que f(z) = x si @3’ (z) € Symb? y en
otro caso permanece indefinida. Notemos que ésta funcién es A-parcialmente
computable ya que dado z, calculamos 3 (z), digamos (e, z, s), y buscamos
el primer m € w tal que 5" (m), digamos (t,r) y verificamos de forma A-
computable si exp(con(e,z,t),7)—1 = s, en caso de que se encuentre entonces
devolvemos x, en caso contrario el programa corre indefinidamente. Afirmamos
que im f = 3[Symb4]. En efecto, si y € w es tal que f(x) =y con z € dom f
entonces y = x y por lo tanto y € ¢p3[Symb?]. Y viceversa si x € opg[Symb?]
entonces @3 (z) € Symb? y por lo tanto € dom f, lo que implica que
r = f(z) € im f. Con esto concluimos que im f = ¢3[Symb?]. Luego, Symb*
es A-c.e.

(iv) Sea f : w - w la funcién parcial tal que f(z) = x si @} (x) | 0 y estd
indefinida en otro caso. Dicha funcién es A-parcialmente computable ya que
basta verificar si el programa x en la entrada x se detiene y devuelve 0, en caso
de que no se detenga, el programa principal tampoco se detiene. Notemos que
im f = DiagZ*. En efecto, f(x) =z con x € dom f si y sélo si ®2(z) | 0, lo
cual es equivalente a que x € DiagZ*. Concluimos que DiagZ* es A-c.e.

(v) Sea f : w - w la funcién parcial tal que f(z) = z si Jy € w (PA(y) | ).
Afirmamos que f es A-parcialmente computable. En efecto, dado x, buscamos
el menor m € w tal que ®4(m) | z de la siguiente forma. El programa ejecuta
un paso con 0 como entrada y si observa que se detiene y su resultado es =
entonces se devuelve x, en caso contrario se dispone a correr el programa con
dos pasos en 0, si no se detiene ahora corre el programa un paso con 1. Si
aln no se detiene se ejecutan tres pasos con 0 como entrada, si no entonces
se ejecutan dos pasos con 1, si no entonces un paso con 2 y asi sucesivamente.
Notemos que im f = E4. En efecto, + = f(z) con € dom f si y s6lo si
Jy € w (®2(y) | x), lo cual es equivalente a que x € E“. Por lo tanto,
im f = F4. Lo cual implica que E4 es A-c.e.

O]

Observemos que los conjuntos de la proposicién anterior no son A-computables,
por lo que son ejemplos de conjuntos que son A-computables enumerables pero
que no son A-computables. Esto en contraste con el hecho de que todo conjunto
A-computable es A-computable enumerable mencionado en la proposicién 3,1,2.

Ahora mostraremos un par de conjuntos que no son A-c.e.

Teorema 3.1.2. Sea A C w. Los siguientes conjuntos no son A-computables
enumerables.

(1) w\ A
(ii) TA = {e € w:Vz € w (®A(2) |)}
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Demostracion. Sea A C w.

(i) Supongamos que w \ A’ es A-c.e. Por la proposicién 3,1,4 sabemos que A’ es
A-c.e. Por lo tanto por la proposicion 3,1,2, A’ es A-computable, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto w \ A’ no es A-c.e.

(ii) Supongamos que T4 es A-c.e. Sea f : w — w una funcién A-computable tal
que im f = T4 Sea g : w — w tal que g(z) = QJ‘;‘(I)(JE) + 1. Notemos que
dom g = w. Por lo tanto, existe ng € w tal que g(x) = q)?(no)(x). Entonces,
@?(no)(no) +1=g(ng) = q)?(no)(no), lo cual es una contradiccion. Concluimos
que T4 no es A-c.e.

]

3.2. Reducibilidades

En este apartado mencionaremos algunos tipos de formas de comparar la
complejidad de conjuntos de ntimeros naturales.

3.2.1. Reducibilidad m
Definiciéon 3.2.1. Sean A, B C w.

(i) Diremos que A es m-reducible a B lo cual denotamos por A <,,, B siy sélo si
existe una funcién computable f: w — w tal que x € A si y sélo si f(x) € B.

(77) Diremos que A es m-equivalente a B lo cual denotamos por A =, B siy
solosi A <,, By B<,, A.

Observacion. La relacion =, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. (i) Veamos que =, es reflexiva. Sea A C w. Sea i : w — w la
funcion identidad de los niimeros naturales. Esta funcién es computable y es
tal que x € A siy s6lo si i(x) = x € A. Por lo tanto, A <,, A, lo cual nos
implica que A =, A.

(i) Veamos que =, es simétrica. Sean A, B C w tales que A =,, B. Entonces
A<, By B,, <;, A, lo cual implica que B =, A.

(7i) Veamos que =, es transitiva. Sean A, B,C C w, tales que A= By B =, C.
Entonces existen f,g : w — w funciones computables tales que x € A si y
s6lo si f(x) € By y € B siy solosig(y) € C. Se cumple entonces que
go f:w — wes computable y que x € A siy sblo si f(z) € B siy solo si
(go f)(x) =g(f(x)) € C. Por lo tanto, A <, C'. La demostracién de C' <,,, A
es similar. Por lo tanto, A =,, C.

Por lo tanto =,, es una relaciéon de equivalencia. O
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Un ejemplo importantes de conjuntos que son m-equivalentes es el siguiente.
Proposicién 3.2.1. Para cualquier conjunto A C w, A’ =, @[ K4].

Demostracion. Sea A C w. Como A’ es A-c.e. por el teorema 3,1,1 tenemos que
A< m§02[KA]
A A
Afirmamos que @o[K*] <, A’. Sea P, el programa tal que

1 si dd(x) |
A _ e
e (e,2,y) = {indeﬁnida si ocurre otro caso

y tal que P‘;) tiene las instrucciones de W7 y un tltimo par de instrucciones que
escriben en el primer registro el nimero 1. Por consiguiente podemos obtener a eq
a partir del codigo de W3l y de las dos instrucciones mencionadas.

Ahora bien, por el teorema 2,22, existe una funcién computable e inyectiva
s w® = w tal que O (e,2,y) = Py(eger)(y). Definimos g : w X w — w la funcién
tal que g(e,x) = s(ep, e, ). Tenemos que g es computable e inyectiva. Definimos
f:w — wla funcién tal que f(z) = g(p5 ' (z)). Es evidente que f es computable.
Afirmamos que = € @o[K4] si y sélo si f(z) € A’. Observemos que

v € o[ K] & (e,2) = 3! (2) € K4
& ¢l(2) )
< Vy € w(P; (e 2,y) =
@Vyew@?(ew (y) = )
& <I>f(eo7 e2) (s(eo,e z)) =
< q’?(eoez (s(eos€,2)) 4
< gle,z) = (eo,e z) € A

& f(z) = g(pz'(z ))GA’

Concluimos que x € @o[K4] siy sélo si f(z) € A’. Por lo tanto, @o[K4] <,,, A'.
Finalmente tenemos que A’ =,, pa[K4]. O

Corolario 3.2.1. Un conjunto X C w es computable enumerable si y solo si X <,,
0.
Demostracion. Que X sea c.e. equivale a que X sea (-c.e. Por el teorema 3,1,1 esto

equivale a que X <, p2[K m]. Por la proposicion anterior, esto es equivalente a que
X<, 0. m

3.2.2. Reducibilidad Turing
Definicién 3.2.2. Sean A, B C w.

(i) Diremos que A es Turing-reducible a B lo cual denotamos por A <r Bsiy
solo si A es B-computable.
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(7i) Diremos que A es Turing-equivalente a B, lo cual denotamos por A =r B
siysolosi A<y By B <r A.

Observacion. La relaciéon de Turing-equivalencia sobre conjuntos de numeros
naturales es una relaciéon de equivalencia.

Demostracion. (i) Veamos que =7 es reflexiva. Sea A C w. Por el ejemplo 1,1,9
tenemos que A es A-computable, se sigue que A = A.

(i) Veamos que =r es simétrica. Sean A, B C w tal que A =7 B, entonces A es
B-computable y B es A-computable. Por lo tanto, B = A.

(iii) Veamos que =7 es transitiva. Sean A, B,C' C w tal que A =7 By B =7 C.
Veamos que A =y C, es decir que A <y C y C <pr A. Dado que A es
B-computable y B es C-computable tenemos que existen programas PZ Q¢
tales que x4 = ®ps y xp = Pqc. Sea R el programa que toda instrucciéon
OF de P? es sustituida por las instrucciones del programa Q¢ de tal forma
que su entrada sea el registro r; y el resultado lo coloque en el mismo registro
sin afectar el contenido de los demds registros. Es evidente que y4 = RY.
Por lo cual concluimos que A es C-computable. La prueba para ver que C' es
A-computable es similar. Por lo tanto, podemos concluir que A =1 C.

O

Definicion 3.2.3. Las clases de equivalencia definidas por la relacién =1 se
denominan grados de Turing.

Observacidn. Para cualquier conjunto A C w, () <, A.

Demostracién. Como ) es (-computable entonces () es computable. Por lo tanto, ()
es A-computable, es decir } < A. n

Observacion. Sea A C w, entonces A es computable si y solo si A =7 ().

Demostracion. Recordemos que A es computable implica que A es (-computable,
por lo tanto A <7 ). Por la observacion anterior, ) <7 A. Concluimos que A =rp
0. O

Proposicién 3.2.2. Sean A,B Cw. Si A <,,, B entonces A <r B.

Demostracion. Sean A, B C w tales que A <,,, B. Sea f : w — w funcién computable
tal que z € A siy sélo si f(z) € B. Sea Q el programa que hace a f computable.
Definimos P? como el programa que resulta de la concatenacién de Q y el programa
cuya tnica instrucciéon es OP. En una entrada x, el programa P obtiene el valor de
f(z) y pregunta si dicho valor pertenece a B. Si x € A entonces f(z) € B por lo
que el programa devuelve 1, es decir devuelve y4(z). Si x ¢ A entonces f(x) ¢ B,
el programa devuelve 0, es decir devuelve x 4(x). Concluimos que x4 = ®ps, por lo
tanto A es B-computable, es decir A < B. n
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Observemos que el reciproco de la proposicién anterior no se cumple. Para notar
esto tomemos A =w \ ' y a B = (). Para obtener que w \ /. <7 (', consideremos el
programa en una entrada z € w, pregunta si x € (', en caso de que si el programa
devuelve 0 y en caso contrario devuelve 1. Este programa utiliza a (' como ordculo
y su funcién inducida es la funcién caracteristica de w \ @'. Por lo tanto w \ @' es
(-computable, es decir w \ / <7 @

Por otro lado por el teorema 3,1,2 sabemos que w \ (' no es computable
enumerable, lo cual por el corolario 3,2,1 equivale a que no ocurra que w \ " <,,, .

Por lo mencionado previamente también podemos decir que existen conjuntos
<7 que (' que no son computables enumerables.

Una relacién importante entre los conjuntos A’ y o[K4] es la siguiente.
Proposicién 3.2.3. A’ =1 oK.
Demostracion. Se sigue de A’ =,, p3[K*] y la proposicién 3,2,2. ]

Por lo dicho, identificaremos a los conjuntos A’ y o[ K“] como si fueran iguales,
los denomiranemos conjunto de parada relativo a A y los denotaremos por A'.
Para el conjunto de parada relativo a () simplemente diremos conjunto de parada.

Proposicién 3.2.4. Para cualquier conjunto A C w se cumple que A <p A’ pero
no que A’ <r A.

Demostracion. Como A es A-c.e. entonces el teorema 3,1,1 nos implica que A <,,
p2[K*]. Por la proposicién 3,2,2, A <7 @a[K4]. Como ¢p3[K*4] <7 A’ tenemos
que A <y A’. Sabemos que A’ no es A-computable, por lo tanto no ocurre que

A <r A. []

Dados A, B C w si ocurre que A < B pero no B <7 A entonces diremos que
A <7 B. Notemos que esta relacién no es reflexiva ni simétrica sino sélo transitiva.

Corolario 3.2.2. Para todo A Cw, A <p A'.
Demostracion. Es la proposicion anterior. O

A partir de ahora dado un conjunto A C w, diremos que A’ es el salto de
Turing de A. Denotamos por A” a la doble iteracién y por A™ a la n-ésima
iteracion del salto.

Para el conjunto (), denotamos por 0 a su grado de Turing, por 0’ al grado de (/
y por 0™ al grado de (™,

Para denotar al grado de Turing de un conjunto A usaremos la letra a, para
denotar el grado del salto de A escribimos a’ y de manera similar para los demas
saltos y demaés letras del alfabeto.
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Diremos también que un grado de Turing a es un grado de Turing computable
enumerable o recursivo enumerable si y s6lo si algin representante de a es un
conjunto computable enumerable.

A partir del orden <7 podemos inducir un orden sobre los grados de Turing
como sigue.

Definicién 3.2.4. Sean a y b dos grados de Turing.

(i) Diremos que a < b si y s6lo si A <p B para algunos conjuntos A, B en los
grados a y b respectivamente.

(ii) Diremos que a < b si y sélo si a < b pero no ocurre que b < a.

Notemos que < de la definicion anterior no depende de que conjuntos A
y B se elijan. En efecto si A, B,C,D son conjuntos tales que A,C estan en
el grado a y B,D en b entonces A =r C vy B =r D. Si A <y B entonces
C <r B, por la simetria y transitividad de =p. Nuevamente por la transitividad
de =7 tenemos que C' <r D. Concluimos que el orden anterior no depende de los
representantes de cada grado de Turing. De manera similar se puede verificar para <.

Una observacion sobre <y < es la siguiente.

Proposicién 3.2.5. (a) Para cualesquiera grados de Turing a y b se cumple lo
siquiente.
(i) a < a.
(i) Sia<b yb<a entonces a=Db.
(iii) Sta <b yb <c entonces a < c.

(b) Para cualesquiera grados de Turing a y b se cumple lo siguiente.

(i) No ocurre que a < a.
(i) Sia < b entonces no puede ocurrir que b < a.

(117) Sia <b yb < c entonces a < c.

Demostracion. La demostracion se sigue esencialmente de las propiedades de <r y
de la definicién de <. O

Un conjunto que satisface que para cualesquiera de sus elementos se cumplen los
incisos (i), (it)y (iii) del inciso (a) se denomina orden parcial.

Y si satisface los incisos (%), (i) y (iii) del inciso (b) se denomina orden parcial
estricto.

Por lo tanto el conjunto de grados de Turing es un 6rden parcial con el orden <
y es un orden parcial estricto con el orden <.
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A continuacién mencionamos algunos resultados interesantes sobre el conjunto
de grados de Turing junto con el orden <y <. Las demostraciones de estos resultados
estan fuera del objetivo en este trabajo pero el lector puede estudiar mas del tema
y revisarlas en [Soa].

Teorema 3.2.1. (i) (Teorema de Friedberg-Muchnik, [Soa], Corolario 1.2. pdg.
111) Existe un grado de Turing computable enumerable a tal que 0 < a < 0.

(ii) (Teorema de Densidad de Sacks, [Soa|, Teorema 4.1. pdg. 142) Para
cualesquiera grados de Turing computables enumerables a y b existe un grado
de Turing computable enumerable c tal que a < c < b.

(iii) (Criterio de Completitud de Friedberg. [Soa|, Teorema 3.1. pdg. 97) Para
cualquier grado de Turing b tal que 0" < b existe un grado de Turing a tal que
a’'=b.

(iv) (Ezistencia de grados minimales. [Soa|, Teorema 5.7. pdg. 106) Existe un grado
de Turing a tal que 0 < a < 0" y tal que no existe ningin grado de Turing b
tal que 0 < b < a. Es decir, existe un grado de Turing minimal entre 0 y 0'.

(v) (Ezistencia de 2% grados de Turing incomparables. [Soa], Ejercicio 1.8. pdg.
95) Existe un conjunto I de grados de Turing tal que |I| = 2% y para
cualesquiera a,b € [ distintos no ocurre que a < b ni b < a. Es decir,
existen 2% grados de Turing incomparables entre si dos a dos.

En la figura 3,1 damos una idea grafica del conjunto de grados de Turing.
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Grados c.e.

0

Figura 3.1: Grados de Turing

Grados < 0’






Capitulo 4

Estructuras desde el punto de
vista de la Teoria de la
Computabilidad

4.1. Preliminares de la Teoria de
Estructuras/Modelos

En esta seccién introduciremos la nocion de lenguaje predicativo y estructura, con
los cuales a grandes rasgos podemos representar sintacticamente una gran variedad
de objetos matematicos, tales como la nociéon de grupo, espacio vectorial, anillos,
entre otros.

Comenzaremos definiendo lo que significa una signatura.

Definicién 4.1.1. Una signatura X es una tupla que consiste de los siguientes
conjuntos:

(i) {¢, : n € Ic} donde I es un segmento inicial, posiblemente vacio, de w y
cuyos elementos llamaremos simbolos constantes de X, cuando esté clara la
signatura unicamente diremos simbolos constantes;

(i1) {R?R(i) : i € Igr} donde Iy es un segmento inicial de w, posiblemente vacio,
y ar : Ir — N es una funcién tal que ag(7) es la cantidad de parametros,
que también llamaremos aridad, de R;. A los elementos de este conjunto
los llamaremos simbolos relacionales de Y., cuando esté clara la signatura
unicamente diremos simbolos relacionales;

(iii) {f{" . ier r} donde Ir es un segmento inicial de w, posiblemente vacio,
y ar : Ir — N es una funcién tal que ap(7) es la cantidad de parametros,
que también llamaremos aridad, de f;. A los elementos de este conjunto
los llamaremos simbolos funcionales de 3, cuando esté clara la signatura
Unicamente diremos simbolos funcionales.

7
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Diremos que la signatura Y es computable si y solo si las funciones ag v ar son
parcialmente computables.

Definicién 4.1.2. Sean ¥; y > dos signaturas. Diremos que ¥; es extendida por
Y si y sélo si todo simbolo constante, relacional y funcional de ¥; es un simbolo
constante, relacional y funcional de ¥, respectivamente.

Observacion. Si ¥ es una signatura donde los segmentos iniciales Ir e Ir son
finitos entonces ¥ es computable. Es decir, si hay una cantidad finita de simbolos
relacionales y funcionales, la signatura es computable.

Ahora bien, de modo que podamos construir proposiciones cuantificadas con los
simbolos de una signatura.

Definicién 4.1.3. Dada una signatura >, un lenguaje predicativo L es una tupla
(S,%) donde S consiste de los siguientes conjuntos:

(i) {x, : n € w} cuyos elementos llamaremos simbolos variables;
(ii) {N,V,—,=,<} de conectivos ldgicos;
(iii) {(,),,} de paréntesis y una coma respectivamente;

(iv) {¥,3} de simbolos cuantificadores.

Ademéds de ahora en adelante, para referirnos a un simbolo variable/constante
tnicamente diremos que es una variable/constante.
Observemos que la tunica diferencia entre dos lenguajes predicativos son sus
signaturas.

Definicion 4.1.4. Dado un lenguaje predicativo £ = (S, %), definimos su conjunto
de términos, denotado por L-TERM Yy satisface que:

(i) Toda variable estda en L-TERM.
(i7) Si ¥ tiene constantes. Toda constante de 3 estd en L-TERM.

(iii) Si X tiene simbolos funcionales. Dados t1,...,¢; en L-TERM y £/ un simbolo
funcional de aridad j de X, f/(t1,...,t;) estd en L-TERM.

(iv) SiT esun conjuntoy cumple los incisos (%), (ii) y (iii) entonces L-TERM C T.

A los elementos de L-TERM les llamaremos £-términos. Cuando el lenguaje sea
claro, en las definiciones anteriores cambiamos £-TERM por TERM.
Tenemos la siguiente observacion.

Observacion. Para un lenguaje predicativo £ = (S,%), t es un L-término si y s6lo
si ocurre que t es igual a:
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(i) una variable de ¥, = 6

(%) una constante de X, ¢ 6
(#i) un L-término f7 (L, ..., t;) para algin funcional flde S yty, .., t; L-términos.
Demostracion. Se sigue de la minimalidad del conjunto de £-términos. O

Definicién 4.1.5. Dado un lenguaje predicativo £, definimos su conjunto de
formulas bien formadas finitas, denotado por L-FORM, como el conjunto tal que:

(i) Dados ty,....,t; en L-TERM y R’ un simbolo relacional de aridad j,
RI(ty,...,t;) estd en L-FORM. A estas férmulas las llamaremos £-férmulas
atémicas.

(i) Dada ¢ en L-FORM, —p estd en L-FORM. A las L-férmulas atémicas y a
las negaciones de L-férmulas atomicas las llamaremos £-férmulas literales.

(iii) Dadas ¢,1¥ en L-FORM, (p A ¢), (¢ V ¥),(p = 1), (p < 1) estdn en L-
FORM.

(iv) Dada una variable z; y ¢ en L-FORM, (Vz;(¢)) v (3z;(¢)) estan en L-
FORM.

(v) Si F' es un conjunto y cumple los incisos (%), (ii), (iii) y (iv) entonces L-
FORMC F.

A los elementos de L-FORM les llamaremos £-férmulas bien formadas finitas 6
L-férmulas elementales finitas. Cuando el lenguaje sea claro, en las definiciones
anteriores cambiamos L-FORM por FORM.

En ocasiones omitiremos los paréntesis de una férmula bien formada finita a fin
de que sea mas comprensible.

Observacion. Para un lenguaje predicativo £ = (§,X), ¢ es una L-formula bien
formada si y s6lo si ocurre que ¢ es de alguna de las siguientes formas:

(i) Rl(ty,...,t;) para algin simbolo relacional R} y algunos términos ty, ...,t; 6
(i) —) para alguna férmula ¢ 6
(7i) 1)y para algunas formulas 11,1 vy O € {A,V, =, <1} 6
(v) (Yx(v)) 6 (3x(¢))) para alguna variable z y férmula .

Demostracion. Se sigue de la minimalidad del conjunto de L-férmulas bien
formadas. L

Definicién 4.1.6. Para cada término t € TERM definimos su conjunto de variables
V como sigue:
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(i) Si z es una variable, V(z) = {z}
(ii) Si ¢ es una constante, V(c) = ()

(iii) Si f! es un sfmbolo funcional y ti,...,t; son términos, V(f/(t1,...,t;)) =
J
U V(tx).
k=1
También nos interesa especificar la variables de una férmula bien formada.

Definicién 4.1.7. Definimos el conjunto de variables libres de una férmula ¢, el
cual denotaremos por F'V (), como sigue:
(z) Si R! es un sfmbolo relacional y t;,....t; son términos, FV(R(ty,...t;)) =

j

U FV(tx).

k=1
(i1) Si p, v son férmulas, FV(-p) = FV(p), FV(ey) = FV(p) U FV (1) donde
Oe{AV, = <}
(77i) Si = es una variable y ¢ es una férmula, FV(Vz(p)) = FV(p) \ {z} ¥y
FV(3Bu(p)) = FV(p) \ {z}.

Definicién 4.1.8. Definimos el conjunto de variables acotadas de una férmula
¢, el cual denotaremos por BV (), como sigue:
(i) Si R! es un simbolo relacional y ty, ..., t; son términos, BV (R!(t1,...,t;)) = 0.

(7i) Si ¢, son férmulas, BV (—p) = BV (p), BV (¢0y) = BV (p) U BV (¢) donde
Oe{nV, = <}

(77i) Si = es una variable y ¢ es una féormula, BV (Vz(p)) = BV(p) U {z} y
BV (3z(p)) = BV(p) U {z}.

Nota. Dado un término t, escribiremos t(xo, .., xx) para denotar al término ¢ y para
decir que las variables de ¢ son un subconjunto de {xo, ..., 7 }. Y dada una férmula ¢,
escribiremos ¢(xo, ..., x;) para denotar a la férmula ¢ y para decir que las variables
libres de ¢ forman un subconjunto de {x, ..., xy }.

Definicién 4.1.9. Sea £ un lenguaje predicativo.

(i) Diremos que una férmula ¢ es L-libre de cuantificadores si y sélo si
BV () = 0.

(i) Dadas ¢ una L-férmula libre de cuantificadores y ;,, ..., x;, una sucesion finita
de variables. Diremos que Jx;, 3x;, - - - 3z;, (¢) es una L-férmula existencial
6 J-férmula respecto a L.

(77i) Dadas ¢ una L-féormula libre de cuantificadores y ;,, ..., x;, una sucesion finita
de variables. Diremos que Vx;,Va;, - - - Vz;, () es una L-férmula universal 6
V-féormula respecto a L.
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(iv) Diremos que una férmula ¢ es una L-sentencia siy sélo si FV () = 0.

Definicién 4.1.10. (Estructura) Dado un lenguaje predicativo £ = (S,%). Una
L-estructura A es una tupla (A,3,7Z) tal que A es un conjunto no vacio e Z es
una funciéon que toma simbolos de £ tal que:

(i) si ¢ es una constante de 3, Z(c) € A;
(ii) si R/ es un simbolo relacional de aridad j de ¥, Z(R!) C AJ;
(iii) si f! es un simbolo funcional de aridad j Z(f) : A7 — A es una funcién.

En lugar de escribiv  Z(c),Z(R!),Z(f/) para abreviar escribiremos
A (B ()
Al conjunto A le llamaremos dominio o universo de A. A ¥ la llamaremos
signatura de A. Y a Z le llamaremos funcién de interpretacion de A.
Definimos la cardinalidad de A, denotada por |A|, como la cardinalidad del
conjunto dominio A.
En algunos casos cuando el lenguaje predicativo resulte evidente, nos referiremos a
una L-estructura tinicamente como estructura.

Notacion. A partir de ahora, para una L-estructura A = (A,3,Z) omitiremos
escribir a Z cuando sea evidente o sea especificada, escribiendo tinicamente A =
(A,Y). En algunos casos desarrollaremos a ¥ y escribiremos A = (A,{c, : n €
[C},{R?R(i) NS IR},{ffF(i) : 1 € Ir}). También abusaremos de la notacién y
cuando la cardinalidad de alguno de los conjuntos de ¥ sea finita y accesible para
ser escrita omitiremos los corchetes de conjunto y escribiremos cada simbolo, como
en el siguiente ejemplo: A = (A4, co, ..., s, ReFO {70 1 i e w).

Notacion. Sea A= (A,C,R,F) una L-estructura.

(i) Dada una tupla finita no vacia @ = (ag,...,az-1) € A", denotamos por
(A,@) a la Ll-estructura (A,Y'), donde L' = (§,¥'), con ¥' = (C"U
{Coy st} By F), C' = {Cayia 1 ca € Cy P =a;con0<i < fa] — 1y

(A,a)

Ciafen = c;t para ¢, € C.

(ii) Sea Q@ C N x A<N. Denotamos por (A, Q) a la L'-estructura con dominio A,
cuyos simbolos funcionales y constantes son los mismos de A y se interpretan
de la misma forma, sus simbolos relacionales son los simbolos de A junto con

simbolos relacionales Q?Q(i) tales que Q?Q(i) tal que
Q)49 = {he an®  (i,q) € Q)

Anadimos a los simbolos relacionales Q?Q(i) de tal forma que los indices de
estos y los indices de los simbolos relacionales existentes no se sobrepongan
entre si, también de forma tal que podamos acceder a los indices de los nuevos
simbolos relacionales de forma sencilla y el conjunto /g de indices de todos los
simbolos relacionales sea en efecto un segmento inicial de w, posiblemente w.
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Definicién 4.1.11. Dada una estructura A = (A,X) definimos la estructura
relacional inducida por A, denotada por A, como la estructura con dominio
A y signatura Y’ sin simbolos constantes ni funcionales y tal que si ¢ es una
constante de ¥ entonces la relacién Ry, tal que (R)* = {c?} es una relacién de
¥’ para algin k € w adecuado; si R; es una relacion de ¥ entonces también es
una relaciéon de ¥’ y si f es un funcional de ¥ entonces la relacién Ry tal que
(R = {(21, s T, y) = fA1, ..., 1) = y} es una relacién de ¥/ para algin k € w
adecuado.

Nos interesa decir cuando una férmula es «verdadera» en una determinada
estructura. Para ello la idea es que dada una férmula podamos sustituir elementos
del dominio de una estructura en las variables libres de la férmula. Por ello hacemos
la siguiente definicion.

Definicién 4.1.12. Dada una L-estructura A definimos la valuacién de un
término (xo, ..., zx) respecto a la sucesion finita de elementos de A: ay, ..., a, la
cual denotamos por tlay, ..., ax], como sigue:

(i) sit es la variable z; con 0 < i <k, t[ao, ..., ax] := a;;
(ii) si t es una constante c, t[ag, ..., ax] 1= c*;
(iii) sit es de la forma f/(to, ..., t;), entonces

tlag, ..., ar] := (f))M(t1[ao, ..., ax, ... ti[ao, .., ax))

Definicién 4.1.13. Dada una L-estructura A, dada una férmula ¢ con variables
libres, diremos que la sucesién ay, ..., a satisface la férmula ¢(zy,...,zx) en A,
lo cual denotamos por A E ¢lag, ..., ax], si y sélo si ocurre alguno de los siguientes
casos:

(i) si o(xg,...,x) es la relacién t; = ty con ti(xg, ..., k), ta( o, ..., Tx) términos.
Entonces A F ¢lag, ..., ax) si y sélo si ti]ag, ..., ag] = ta]ao, ..., axl;

i) si oz, ..., xx) es la relacion RI(ty,...,t;), con t;(xo,...,x;). Entonces A E
¥ i J .
olag, ..., ax] siy solo si (ti]ag, ..., ax), ..., t[ao, ..., ar]) € (R)%;

(iii) si (xg,..,xx) es de la forma —i) para alguna férmula i entonces A E
vlag, ..., ax] si'y sélo si no ocurre que A F ¢|ay, ..., ax;

(iv) si o(xg,..,zx) es de la forma 1) A ¥y para algunas férmulas 11,1y entonces
A E plag, ..., a] siy solo si A E ¥r]ag, ..., ar] y A E sfa, ..., ax;

(v) si o(xo,..,xx) es de la forma 1 V 1y para algunas férmulas 1,1, entonces
AE ¢lag, ..., ax] siy sblo si AE y[ag, ..., ax] 6 AE sag, ..., ax;

(vi) si p(xo,..,x) es de la forma ¢ = 1 para algunas férmulas 1,19 entonces
AE ¢lag, ..., ax) siy sblo si AFE (—)y)[ag, ..., ax] 6 AF sfag, ..., axl;
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(vii) si p(xg, .., zx) es de la forma 1; = 19 para algunas férmulas 1)y, 1by entonces
A E plag,...,ar] sty solo si A F (Y1 = ¥9)lag,...,ar] v A E (Yo =
wl)[CZOa "'7ak];

(viii) si p(zo,..,zx) es de la forma Vz;(¢) para alguna variable z; con 0 < i < k
y férmula ¢ entonces A E ¢lag, ..., ax] si y sélo si para toda a € A, A E
©lag, ..., a, ..., ag]. Si k < ientonces A F lag, ..., ag] siy solosi A E ¢|ag, ..., agl;

(iz) si p(zo,..,zx) es de la forma Jz;(¢)) para alguna variable z; con 0 < i < k
y férmula ¢ entonces A E @lag,...,ax] si y s6lo si existe a € A, A E
©lag, ..., @, ..., ag]. Si k < i entonces A F [ag, ..., ag] siy s6lo si A E ¢[ag, ..., agl;

Ahora veremos que la satisfaccién de una férmula ¢(xy, ..., zx) s6lo depende de a
lo més las variables xg, ..., 1, es decir depende de las variables libres de la férmula.

Proposicién 4.1.1. (a) Sean t(zq, ..., xx) un término, n,m € w tal que k < n,m
ag, ..., Ay Y bo, ..., by dos sucesiones finitas tal que si x; es variable de t entonces
a; = b;. Entonces tlag, ..., a,| = t[bg, ..., by,).

(b) Sean p(xq, ..., xy) una formula, n,m € w tal que k < n,m ag, ..., ay Y bo, ..., by
dos sucesiones finitas tal que si x; es variable libre de ¢ entonces a; = b;.
Entonces AE ¢lag, ..., an] si y solo si AE @by, ..., bp].

Demostracion.  (a) Demostremos el resultado por complejidad del término ¢.

(i) Si t es una variable z; con 0 < ¢ < k entonces t[ag, ...,a,] = a; = b; =

t[bo, .-y bin)-
(i) Si t es una constante ¢ entonces t[ag, ..., a,] = ¢ = t[bo, ..., by ).
(iii) Sit es un término de la forma f7(t,, ..., t;) tales que t;, ..., ; son términos

que satisfacen las condiciones del teorema. Entonces

tlag, ...,an] = ( i]:)A(t [ag, ..., Gn], ..., tjlao, .., an))
- ( ;)A(t [bo, ...7bm], ...7tj[b07 ,bm])
t

(b) Demostremos el resultado por complejidad de la formula ¢.
(i) Si @(xg, ..., zx) es la relacion t; = ty entonces
AE plag, ..., ay] t1[ag, ..., an] = tafao, ..., ay]
tl[ao, PN CLn] = tg[bo, cees b
tl[bo, N bm] = tg[bo, ceey bm]
AE plbo, ..., by

Tl
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(i) Si p(x0, ..., z1) es de la forma RJ(t, ..., t;) entonces

AFE plag, ....;an] < (ti]ag, ..., an], ..., t;lao, ..., an]) € (R{)A
— (tl[bo,...,bm],...,tj[b()?...,bm]) S (R{)A
o AE @by, ... byl

(#ii) Si p(zo, ..., xx) es de la forma —) donde ¥ satisface el resultado entonces

AE plag, ...,a,] < no ocurre que A E ¢|ag, ..., a,)
< no ocurre que A E by, ..., by
& AE b, .., b

(iv) Si p(zo, ..., x)) es de la forma 11 A1)y donde 1y y 15 cumplen el resultado
entonces

AE glao,onan] & AF s, an] y AF talao, . a,]
—~ AE wl[bo,...,bm] y AE ¢2[b07-~;bm]
o AE by, o) bl

(v) Sip(zo, ..., 1) es de la forma 1y V 1y donde 1)1 y 1h cumplen el resultado
entonces

AFE plag, ...,an] «  AF¥ifag, ..., an] 6 AF sfag, ..., ay)
— Aiziﬂl[bo,,bm] (/)A'leg[b(),,bm]
& AE Qbo, ..., bl

(vi) Si @(xg,...,zx) es de la forma 1 = 1) donde 1; y 1o cumplen el
resultado, la demostracion es similar a incisos anteriores.

(vii) Si @(xg,...,x;) es de la forma iy < 1y donde ¥y y 1o cumplen el
resultado, la demostracion es similar a incisos anteriores.

(viii) Si (g, ..., xx) es de la forma Va;(¢)) donde i < k y ¢ cumple el resultado
entonces

AE ¢lag, ...,a,] <« paratodoa € A, AF Ylag,...,a, ..., a,)
< paratodobe€ A, AE by, ....b, ..., by]
<« AFE lby, ..., by

Si k < 7 entonces

AE plag,...,a,] <  AFEYag, ..., an)
o AEYbos ..., bl
«  AE[bg, ..., by

(iz) Si @(xg,...,x) es de la forma Jz;(¢), la demostracion es similar.
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A continuacién daremos la definicion de isomorfismo, la cual sera clave dentro
de lo que resta de este trabajo. Esta nocién intenta decir cuando dos estructuras son
iguales salvo por la interpretacion de los simbolos que hay en ellas.

Definicién 4.1.14. Sean M, N dos L-estructuras y h : M — N una funcién
biyectiva. Diremos que h es un isomorfismo entre M y A si y sélo si las siguientes
ocurren:

(i) h(c™) = N para todo simbolo constante ¢ de L.

(ii) h(fM(ay,...,an)) = fN(h(ay), ..., h(a,)) para todo simbolo funcional f; de £ y

para cualesquiera aq, .., a, € A.

(iii) (ai,...,a,) € RM siy solo si (h(ay),...,h(a,)) € RN para todo simbolo
relacional R; de £ y para cualesquiera aq, ..,a, € A.

En este caso diremos que M y N son isomorfas, lo cual denotamos por M = N

Una observacion inmediata de la definicién anterior es la siguiente:

Observacion. (i) Si Ay Bson estructurasy f : A — B es un isomorfismo entonces
f~! es un isomorfismo de B a A.

(ii) Si A, By C son estructurasy f: A — By g: B — C son isomorfismos de A
a By B a C respectivamente. Entonces fog: A — C es un isomorfismo de A

a C.
Una consecuencia de la observacién previa es la siguiente.

Observacion. La relacion = entre estructuras es una relacion de equivalencia.

4.1.1. Aritmetizacion del lenguaje

Dado que una férmula es una sucesién finita de simbolos, le podemos asignar un
ntmero natural tal como se hizo con los programas RAM. Para ello, asociaremos
numeros naturales a los simbolos de un lenguaje predicativo bajo el siguiente
estandar:

(—3 )—5 ,— 7 -—9 A—=11
V=13 =—15 =17 V—19 d—-21
To— 23 ¢g— 25 fo— 27 Ryg— 29

x1 —31 ¢ —>33 f1 —35

Como mencionamos, cada féormula bien formada finita es en realidad una
sucesion finita de simbolos x;...x,, respecto a un lenguaje predicativo, por
consiguiente podemos ver a esta sucesiéon como una tupla de nimeros naturales
(21, ...,2,) con la codificacion anterior. A esta tupla la podemos identificar con un
numero natural mediante una funciéon biyectiva y computable.
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Por otro lado, dada una tupla finita no vacfa (z1,...,2,) € w<N, nos interesa saber
si dicha tupla corresponde a la codificaciéon de una férmula finita bien formada.
Dado un lenguaje predicativo £, definimos los siguientes predicados:

Predicado Significado
L — Term(z) ¥~ !(x) es la codificacién de un L-término
L — FormAt(x) ¥~ !(z) es la codificacion de una L-férmula
atémica
L — FormULit(x) ¥~ !(x) es la codificaciéon de una L-literal

L — FormSinCuant(z) | 9~'(z) es la codificacién de una £-férmula sin

cuantificadores

L — Exist(x) ¥~ !(z) es la codificaciéon de una L-férmula
existencial

L — Univ(x) 1~ 1(x) es la codificacién de una £-férmula
universal

L — Sent(x) ¥~ !(x) es la codificacién de una L-sentencia

Nuestro propoésito es mostrar que todos los predicados anteriores son
computables. Para ello consideramos programas que toman una tupla finita no vacia
de longitud arbitraria e identifica que ésta tenga la sintaxis de un término o de una
formula de determinada forma segtin corresponda. La idea de cada uno de dichos
programas es que cuentan los paréntesis de las férmulas que reciben e identifica si
lo que existe entre estos paréntesis esta bien formado.

A continuacién compartimos los programas de cada uno de los programas escritos
en Python, el cual es un lenguaje de mayor expresividad que el programas RAM. !
Hacemos esta breve excepcion ya que los algoritmos son suficientemente complejos
para que sean escritos con instrucciones RAM. Por ello asumimos que todo lo que
es computable con Python es computable con una maquina RAM. 2

Los programas escritos en Python se encuentran la siguiente liga: https://github.com/
ffeernando/codigo_aritmetizacion_lenguaje

’Lo cual asumimos verdadero ya que con una mAaquina RAM es posible simular el
comportamiento de una computadora cotidiana e incluso todos los programas y lenguajes que
se ejecutan en ésta.


https://github.com/ffeernando/codigo_aritmetizacion_lenguaje
https://github.com/ffeernando/codigo_aritmetizacion_lenguaje
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4.2. Computabilidad de una estructura

En esta seccion diremos cuando una estructura es computable, 6 bien computable
respecto a un oraculo X C w.

Definicién 4.2.1. Sea A = (A,X) una L-estructura. Una w-presentacién, o
simplemente presentacién?®, de A es una estructura M isomorfa a A y con dominio
w.

Definicién 4.2.2. Dado B C w y una familia de conjuntos F = {A,, : n € B}.
Definimos la suma directa de F como sigue

PBF =P A, :={(nj):neB,jeA,}

neB

Si F es finita, a la suma directa de F también la denotamos como Ay, &---® Ay,
si B ={Ak,, ..., Ax, } donde cada k; € B para cada 0 <i < n.

La intencion de la definicion anterior es definir una «unién» entre conjuntos de
tal forma que podamos diferenciar de entre los elementos de uniendos diferentes.

Definicion 4.2.3. (i) Dada una w-presentaciéon M de una L-estructura A,
definimos al conjunto

™= @R M BTN e B

i€l i€lp i€lo
Diremos que 7™ es la parte estructural de M.

(ii) Dado X C w, diremos que M es X-computable si y solo si ¥[m™] es X-
computable.

A partir de ahora supondremos que nuestras estructuras tienen siempre como
primer simbolo relacional a Ry cuya aridad es 2 y se interpreta como la igualdad
usual de niimeros naturales. Dicho esto, otra forma de decir cudndo una estructura
es computable es via su diagrama atomico.

Definicién 4.2.4. Sea M una w-presentacion de una L-estructura Ay {©? : i € w}
una enumeracion computable de las L-férmulas atémicas. Definimos el diagrama
atémico de M, denotado por D(M) como la sucesién binaria:

L1 sSiME@f; —j g€ w]
DM)(i) = {0 en otro caso

3No confundir con la nocién de presentacién que existe en teoria de grupos.
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En la definicién anterior, nos referimos con ¢%(zj,,...,x;,) para denotar a la
férmula ¢ y para decir que xj,, ..., z;, son todas sus variables y nos referimos con
ME p¥[x; — j 1 j € w] para decir que ji, ..., J, € w satisface ¥ (z;,, ..., ;) en M
(lo cual representariamos por M E ¢ [j1, ..., ju])-

Un primer resultado es que en la definicién anterior no importa cual enumeracion
de formulas atémicas se tome.

Proposicién 4.2.1. Sean X Cw y M una w-presentacion de una L-estructura A
y By, Ey dos enumeraciones computables de las L-formulas, entonces el diagrama
atomico de M respecto de Fy es X -computable si y solo si el diagrama atéomico de
M respecto de Ey es X-computable.

Demostracion. Supongamos que el diagrama atémico de M respecto de E; es
X-computable y veamos que el diagrama respecto de F, también lo es. La otra
implicacion es analoga.

Definimos un programa tal que dada una entrada ¢, escribe su férmula
correspondiente a la enumeracion Es, digamos ¢. Posteriormente calcula la férmula
3 respecto a la enumeraciéon E; y verifica si coincide con la féormula . En caso de
que esto no ocurra continia con la férmula 4! respecto a E y la compara con . Este
proceso se repite hasta encontrar el indice j para el cual gp?t coincida con la férmula
. Dicho indice existe ya que F; y Fs son enumeraciones del mismo conjunto de £L-
formulas atomicas. Finalmente calculamos la j-ésima entrada del diagrama respecto
a F. Dicho valor es la i-ésima entrada del diagrama atémico respecto a E,. Por lo
tanto si el diagrama atomico respecto a E; es X-computable entonces el diagrama
atémico respecto a Fy debe ser X-computable. O]

Dicho lo anterior veremos que el conjunto 1[7] y la grafica de la sucesién D (M)
son equivalentes. Abusaremos de la notaciéon y omitiremos el 9[] en el conjunto
¥[m™] y omitiremos el escribir la grafica de D(M) para escribir tinicamente D(M).
Este cambio no afecta los resultados que vamos a mostrar ya que % es una funcion
calculable, lo que implica que sus valores se pueden obtener de forma computable,
y ya que al tener como oraculo a la grafica de D(M) tenemos acceso a los valores
que toma la funcién D(M).

Teorema 4.2.1. Sea M una w-presentacion de una L-estructura A, entonces
™ =1 D(M).

Demostracién. Veamos que 7 <7 D(M), es decir que 7™ es D(M)-computable.

Definamos un programa P tal que dado z € w, decodificamos z calculando
1~ 1(2). Observamos cuél es el primer elemento de la tupla obtenida. Si es un
nimero mayor o igual a 3 entonces la tupla obtenida no pertenece a 7 y nuestro
programa devuelve 0.
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En otro caso si es igual a 2 la tupla obtenida podria tener codificado a un
simbolo constante interpretado. Por ello verificamos si la longitud de la tupla es
exactamente 3. En caso de que no sea asi inmediatamente devolvemos 0. En caso
de que si identificamos el segundo elemento de la tupla, digamos ¢ y el tercer
elemento digamos j. Para que la tupla obtenida se encuentre en 7™ deberia ser
cierto que ¢ = j. Por ello consideramos a la formula ¢; = xj, buscamos su
indice y preguntamos a D(M) si ésta férmula es verdadera en M cuando x; es
sustituida por j. Devolvemos la respuesta a esta pregunta y finalizamos el programa.

En caso de que la primera coordenada sea igual a 1 la tupla podria tener
codificado a una tupla en la grafica de un funcional interpretado. Para asegurarnos
de ello primero obtenemos el valor de la segunda coordenada, digamos 7 y obtenemos
también la cantidad de elementos que existen después de i. Verificamos que existan
al menos dos de ellos, en caso de que sélo haya uno, devolvemos 0 y el programa
finaliza. En caso de que haya mas que uno, obtenemos con la funciéon aridad
ap el valor de ap(i) y verificamos que la cantidad de elementos que obtuvimos
coincida con ar(i) + 1. En caso contrario no vale la pena seguir con el proceso,
por lo que devolvemos 0 y finalizamos el programa. En caso de que si entonces
tomamos todos los elementos digamos ji, ..., Jn,jne1 y consideramos la férmula
atémica f;(z;,,...,x;,) = ;,,,. Obtenemos el indice de esta férmula y con D(M)
nos preguntamos si dicha férmula es verdadera en M cuando cada x;, es sustituido
por ji. Devolvemos la respuesta de esta pregunta y finalizamos el programa.

En caso de que la primera coordenada sea igual a 0 la tupla podria tener
codificada a una tupla en un relacional interpretado. Por lo que para verificar esto
procedemos de manera similar a la verificaciéon anterior para simbolos funcionales.

Por lo tanto la funcién inducida por este programa respecto a D(M) como
oraculo es la funcién caracterfstica de [r™]. Por lo tanto 7™ es D(M)-computable.

M M

Ahora veamos que D(M) <p 7", es decir que D(M) es 7°*'-computable.
Definamos un programa tal que dado i € w, obtenemos la férmula atémica p%

dada por alguna enumeracion computable del conjunto de formulas atémicas.

Para cada simbolo constante que ocurre en dicha féormula atémica identificamos
su indice, digamos k. Posteriormente buscamos la primer tupla de tipo (2, k, j) que
estd en 7™, usando a 7™ como ordculo. Observemos que debe haber una ya que
todo simbolo constante se interpreta en M. El valor j es el valor de la constante c;
interpretada en M.

Después de esto para cada simbolo funcional que ocurre en ¢, obtenemos
el indice de dicho simbolo digamos k£ y consideramos la tupla que esta siendo
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valuada bajo el simbolo funcional. A partir de esta formemos una nueva tupla en
la que sustituimos cada variable por su indice y cada constante por su valor en
M que fue obtenido en el paso anterior. Tendremos una tupla de tipo (ji,...., jn)-
Posteriormente busquemos la primer tupla de la forma (1,k,j1, ..., jn, Jnt1) que
estd en 7™, usando a 7™ como ordculo. Notemos que debe haber una ya que f se
interpreta como una funcién y debe devolver un valor al valuarse en (jy, ..., J,). El
valor 7,11 es el valor del funcional interpretado sobre una tupla interpretada en M
y tal que toda variable fue sustituida por su indice.

Finalmente para el tnico simbolo relacional posible, obtenemos su indice
digamos k. Realizamos las sustituciones de cada constante y cada funcional de
modo que al final s6lo tengamos los valores de éstos al interpretarse en M bajo
la sustitucion de cada variable por su indice. Esto nos formara una tupla finita de
ntimeros naturales de la forma (I, ..., l,,,). Finalmente preguntamos, utilizando a 7™
como oraculo, si la tupla (0, k,1y,...,1,,) pertenece a 7, devolvemos la respuesta a
esta pregunta y finalizamos el programa. Notemos que dicha respuesta determina
si 7 es verdadera en M cuando cada una de sus variables se sustituye por su indice.

Por consiguiente la funcién inducida por este programa respecto a 7 como
ordculo es la funcién D(M). Por lo tanto D(M) es 7M-computable.
Con lo cual concluimos que 7™ =7 D(M). O

Corolario 4.2.1. Sean X C w y M wuna w-presentacion de una L-estructura A,
entonces M es X -computable si y sélo si D(M) es una funcién X -computable.

Demostracién. M es X-computable si y sélo si 7™ es X-computable si y sélo si
D(M) es X-computable. O

En ocasiones nos interesara trabajar con presentaciones de estructura cuyo
dominio no sea todo w. Por ello damos una definicion para estructuras con un
dominio més pequefio.

Definicién 4.2.5. Dada A una L-estructura, diremos que una (C w)-presentacion
de A es una estructura isomorfa a A cuyo dominio es un subconjunto de w.

Observemos que una w-presentaciéon es una caso particular de una (C w)-
presentacion.

Tal como lo hicimos para presentaciones, también podemos definir el diagrama
atémico de una (C w)-presentacién.

Definicién 4.2.6. Sea M = (M, X)) una (C w)-presentacién de una L-estructura 4
y {1 i € w} una enumeracién computable de las £-férmulas atémicas. Definimos
el diagrama atémico de M, denotado por D(M) como la sucesién binaria tal que:



91 4.2. COMPUTABILIDAD DE UNA ESTRUCTURA

1 si MEHz; —»j:jewly
DM) () = Vicw (z; € FV (o) = j€ M)

0 en otro caso

Observemos que la definicién es analoga al de una w-presentaciéon. También
notemos que para una w-presentacion la nueva condicién Vj € w (z; € FV (i) =
Jj € M) siempre se cumple ya que M = w.

También de manera similar al caso de una w-presentacion M, definimos la parte
estructural de M. En este caso el conjunto obtenido seguira siendo un subconjunto
de tuplas finitas de w<N ya que el conjunto dominio de M es un subconjunto de w.

A continuacién enunciamos la versién para (C w)-presentaciones del teorema
421.

Teorema 4.2.2. Sea M una (C w)-presentacion de una estructura A. Entonces
D(M) =¢ M & ™M,

Demostracién. Veamos que D(M) <y M & 7™, es decir que D(M) es M & 7-
computable.

Para ello basta con modificar el programa del teorema anterior que verifica que
D(M) < ™ agregando un paso en el que verifica que todos los indices de las
variables de la féormula en cuestién pertenezcan a M y ademas que en las busquedas
de los valores de las constantes y funcionales los elementos obtenidos pertenezcan
también a M. En este programa utilizamos a M & 7™ como ordculo. Por lo tanto
D(M) es M & 7M-computable.

Para ver que M @ ™ <; D(M), modificamos el programa correspondiente al
teorema anterior que verifica que 7" <7 D(M) para incluir un proceso en el que
en caso de preguntarnos por una tupla de la forma (0, 7), busquemos el indice de
la férmula z; = x; y preguntemos a D(M) si esta férmula es verdadera cuando se
sustituye x; por j y si j € M. Como siempre ocurre que j = j entonces la respuesta
que obtengamos de la pregunta anterior nos dird si j € M. Por lo que en este caso
devolvemos la respuesta obtenida.

En caso de que nos preguntemos por una tupla en 7 al programa mencionado
anteriormente le agregamos un proceso en el que verifica si los elementos de la
tupla pertenecen a M, lo cual podemos conseguir de manera similar a como hemos
mencionado con anterioridad y ademés que en caso de que sea asi, también en
la busqueda de constantes y funcionales interpretados nos cercioremos que los
elementos sobre los que estamos buscando estén en M, lo cual podemos lograr de
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la misma forma antes mencionada.

Dicho esto concluimos que D(M) =7 M & 7. O

Una observacion que también es importante es la siguiente:

Observacion. Para toda (C w)-presentacién infinita M de la forma (M;{R; : i €
Ir}), existe una w-presentacion A de M.

Demostracion. Supongamos que M = {m; : i € w} donde para cada i € w, m; <
mit1. Sea A = (w;{R; : 1 € Ir}) tal que
R;A = {(nl, ~--7naR(i)> € waR(i) : (mm, ...,mnaR(i)) € R'Z/Vl}
Sea h : A — M tal que h(i) = m;. Observemos que h es una funcién biyectiva y
ademas por las definiciones de las interpretaciones de los simbolos R; tenemos que
h es un isomorfismo entre A y M. Por lo tanto A es una w-presentacién de M. []

4.2.1. Estructura relacional inducida por una estructura y
enumeracion de una estructura

Veamos que, en efecto, el diagrama atémico de M es Turing equivalente al
diagrama de su estructura relacional inducida M. Para ello demostremos el siguiente
lema:

Lema 4.2.1. Sean M una estructura y M su estructura relacional. Existe una
Juncion computable f : w — w tal que para cada férmula libre de cuantificadores ple
en el lenguaje de M existe una formula existencial 95?@) en el lenguaje de M tal que

ME pi[z; — j:j €W sz’ysélosiﬂ#@?(i)[xj%jijew]-

Demostracion. Demostremos el resultado sobre la complejidad de ¢. Para ello
primero demostremos el resultado para férmulas atéomicas.

Dada una férmula atéomica, daremos un proceso que se puede seguir de forma
computable para obtener el indice de la formula existencial que se requiere.

Sea ; una férmula atémica de la forma Ry(tq,...,ts) con iy, ..., ts términos. Si el
término ¢; tiene variables, supongamos que zg,, ..., %4, son sus variables y si tiene
constantes supongamos que cg,, ..., Cs,  SON Sus constantes.

Cada término ¢; debe tener al menos una variable o al menos una constante y
puede tener sélo constantes o sélo variables o ambas. También para cada término
t; existe una cantidad finita de apariciones de simbolos funcionales, digamos z,
para poder conformar a t; y digamos que los simbolos son f,, ..., fr,. Observemos
que el namero de apariciones de simbolos no necesariamente es idéntico al nimero
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de simbolos funcionales distintos que aparecen ya que un simbolo funcional puede
aparecer mas de una vez. Es posible también que ¢; no tenga simbolos funcionales.

Observemos que un programa puede identificar a la perfeccion todos los simbolos
de la féormula, mas aun puede obtener sus indices.

Ahora bien, recordemos que a una constante ¢; en el lenguaje de M le
corresponde un simbgvlo relacional Rg;,; de aridad uno que contiene inicamente a
ci* en el lenguaje de M. De la misma forma a un simbolo funcional f; le corresponde
un simbolo relacional Rs;ys que se interpreta en A como la grafica de fA. Y a un
simbolo relacional R; le asocia un simbolo relacional Rs3; que se interpreta en M
de la misma forma que R;. Por consiguiente, dicho programa puede generar los
indices correspondientes de los simbolos constantes, funcionales y relacionales que

le corresponden a la férmula original.

Definiremos la férmula requerida siguiendo el orden que se presenta a
continuacion:

Si ¢ tiene constantes, se sustituye la constante c,, por z4,4; ¥y agregamos
la férmula Rsg,11(2g,+i). Al terminar hacemos la conjuncién de todas estas
formulas la cual denotamos por ¢, y cuantificamos toda la férmula a construir
con 3z, 113%4, 42+ - 324, +m- Si Do hay constantes vamos al siguiente paso.

Si ¢ tiene simbolos funcionales, comenzamos por sustituir aquellos simbolos
funcionales, digamos f,,, cuyos términos sean Unicamente variables, digamos
fn(xll,...,xlaF(ri)), por una variable z, comenzando por g, i4m41 v tal
que no se haya utilizado hasta el momento y agregamos la férmula
Rsivo(xyy, ...,mlaF(i),xp). Al terminar hacemos la conjuncién de todas estas

férmulas la cual denotamos por ¢/ y cuantificamos toda la férmula que
construiremos con ITg, 4m+13Tq, +m+2*** ITq,+m+z- Ol @ no tiene simbolos
funcionales vamos al siguiente paso.

Sustituimos el simbolo relacional R; por Rs;.

Finalmente si ¢ contaba con al menos una constante o un simbolo funcional
tendremos una féormula delimitada con cuantificadores existenciales que
consiste de la relacion Rg3; sobre términos que son unicamente variables en
conjunciéon con ¢° y ¢/, dependiendo si ambos existen o sélo uno de ellos
seguin sea el caso. Si ¢ no tenia constantes ni simbolos funcionales entonces
unicamente tendremos a la formula que consiste del simbolo relacional Rs;
sobre variables. A esta formula la delimitamos con un cuantificador existencial
sobre la variable z,, 1. Observemos que esta cuantificacién no afecta ninguna
variable de la férmula que es cuantificada.
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Notemos que la formula obtenida es existencial en el lenguaje de M. Ademés
notemos que las sustituciones que hicimos se pueden replicar de forma computable,
lo que implica que dado el indice de ¢; podamos obtener de forma computable el
indice de la férmula obtenida la cual denotamos por {5?@.

Es evidente que M E ¢;[z; — j : j € w] siy s6lo si ME @?(i)[xj —j:jEw.

Observemos que si ¢ = —n); donde 7; la podemos convertir en una conjuncién
de féormulas relacionales junto con 7; como en el caso anterior a excepcion de que
cuantificamos toda la féormula antes del simbolo —.

De la misma foma si ¢ = [0y donde O € {A,V,=,<} convertimos las
formulas 1, y ¥9 que contengan tnicamente variables; hacemos la conjuncién de
dicha transformacion con las férmulas relacionales que obtengamos por simbolos
constantes y/o funcionales y finalmente cuantificamos existencialmente toda la
formula segin corresponda.

Todas las conversiones se pueden realizar de forma computable ya que podemos
realizar la conversiéon comenzando con las férmulas atéomicas siguiendo el proceso
que describimos para ese caso.

m

Lema 4.2.2. Sean M una estructura, M su estructura relacional, {p i € w},
{77 1 i € w} conjuntos de las férmulas existenciales de M y M respectivamente.
Entonces

{iEw:/\/llng?[mj—>j:jEw]}Em{iEw:/\?#@?[xj—)j:an)]}

Demostracion. Veamos que {i € w: ME ¢llz; > j:jcw|]} <m{icw: ME
@lx; — j:j€w]} Sea f:w — wla funcién del lema anterior.

Ahora bien, dada una férmula 7 en el lenguaje de M, por definicién ésta es
de la forma dz;, ---3dz;,1; donde ; es una férmula libre de cuantificadores. Por
el lema anterior para 1; existe una férmula existencial en el lenguaje de M, IE?@)
tal que M E ¢;[z; — j 1 j € W] siysélosi/\]#@?(j)[xj%j:jEw].AIa
féormula anterior 7; le hacemos también la modificacién de que las constantes y
funcionales que cambiard por variables sean distintas de las variables z;,, ..., 2;, .
Esto nos produce el indice g(7) de la formula obtenida. Observemos también que la
férmula obtenida es existencial y ademas satisface que M E @;[z; = j:jew]|siy
s6lo si M E Poiylrs =7 J€wl.

Como ¢ es computable entonces concluimos que

{icw MEQz; —j jew}<plicw: ME@ z; »j:j€uw]}
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Ahora veamos que
{iEw:MIZgE?[xj—>j:j€w]}Sm{iEw:MIZgo?[xj—)j:jew]}

Para ello a una féormula atémica con simbolo relacional de la forma Rs; con
1 € w le asignamos exactamente la misma férmula pero cambiamos por R;, el cual
es un simbolo en el lenguaje de M. Si tenemos una férmula atémica de la forma
Rsit1(x;) para algunos ¢ € w y z; una variable, sustituimos esta férmula por ¢; = z;
la cual es una féormula en el lenguaje de M. Si tenemos una férmula atémica
Rsiio(xiy, ..., i, x;) para algunas variables w;,,...,x;, ) entonces la sustituimos

por fi(Tiys ..., Tyy) = Ty,

Finalmente realizamos todas las sustituciones de la forma que se acaba de
mencionar de férmulas atémicas de una férmula existencial @7. Tras esto obtenemos
una formula existencial gpg(i) en el lenguaje de M tal que el indice g(i) se
puede obtener de forma computable ya que las sustituciones se pueden realizar
Unicamente tomando en cuenta los indices de los simbolos relacionales, que nos
dicen qué sustitucién hacer, y sus componentes. Mas ain M F @Z[z; — j : j € W]
siy sblo si M E apg(i)[mj —j:jEw.

Por lo tanto,
licw MEGr;»jjew}<p{icw: MEQz; —j:jcuw]}
Asi concluimos que
{iEw:/\/llng?[xj—>j:jEw]}Em{iEw:/\?h@?[xj%j:jEw]}
[

Teorema 4.2.3. Sean M una estructura y M su L-estructura relacional inducida.

Entonces D(M) =1 D(M).

Demostracion. Veamos que D(M) es D(M)-computable. Sea f @ w — w
la  funcién computable construida en el lema anterior que hace que
ficew MEEz; —»j:jew} <, {icw: ME@Gz; = j:j€w]}

Sea p(xq, ..., ;) una férmula atémica en el lenguaje de M con exactamente
Xy, ..., T como variables libres. Cuantificamos dicha féormula existencialmente para
obtener una féormula de la forma Jzj1¢f, la cual es una féormula existencial
en el lenguaje de M. Sea 95?(1) la féormula existencial en el lenguaje de M que
es producida por f. Recordemos que f agrega mas cuantificadores existenciales
dependiendo si ¢ tiene constantes y/o términos.

Primero identificamos si tenemos simbolos relacionales de la forma Rs;yq(x;).
En caso de que sea asi, verificamos variable por variable si Rs3; 1 es verdadera tras
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sustituir dicha variable por su indice. Esto lo hacemos con D(Mv) Guardamos
dicha variable. Repetimos este proceso con las deméas féormulas de este tipo que
existan. Sustituimos las variables obtenidas por las variables acotadas con las que
se producieron éstas y eliminamos los cuantificadores de dichas variables acotadas.

Posteriormente identificamos si tenemos simbolos relacionales de la forma Rs; .
Comenzamos por identificar a aquellos simbolos tal que todas sus variables son
libres a excepcién de la tdltima. Estas existen va que todo término se construye
en su minima expresion de variables y/o constantes (que de existir, en el proceso
anterior las sustituimos por las variables adecuadas). Con éstas buscamos variable
por variable cual es la que tras ser sustituida por la tultima variable genera
una formula atomica que es verdadera tras sustituir cada variable por su indice,
esto lo hacemos con D(M). Esta debe existir por la definicién del simbolo relacional.

Al momento de encontrar a dicha variable, la sustituimos por todas las
ocurrencias, en la formula, de la variable acotada existencialmente que la genera.
Y eliminamos el cuantificador de dicha variable. Continuamos con el proceso con
los demas simbolos relacionales de este tipo. Al final habremos eliminado todos
los cuantificadores existenciales excepto al que anadimos artificialmente Jxp,; y
tendremos una férmula relacional Rs; cuyas variables ya han sido elegidas de tal
forma que al ser sustituidas por sus indices reflejan la sustituicion de un término o
constante.

Verificamos con D(M) si dicha férmula es verdadera. Si es verdadera, entonces
la féormula existencial @Jﬂf(i) es verdadera lo cual implica que Jzp,1p es verdadera.
De esto podemos concluir que ¢ es verdadera en M tras sustituir sus variables por
sus indices. De igual manera, podemos concluir que ¢ es falsa si la férmula obtenida

es falsa. Por lo tanto, D(M) es D(M)-computable.

Ahora veamos que D(M) es D(M)-computable. Sea $;% una férmula atémica
en el lenguaje de M. Si ¢; tiene un simbolo relacional Rs;, verificamos de forma
D(M) computable si la férmula atémica R; es verdadera después de sustituir
las variables de @; por sus indices. Dicha féormula es verdadera si y sélo si ¢; es
verdadera. Si tiene un simbolo relacional Rg;.;(z)) entonces buscamos verificamos
con D(M) si la férmula ¢; = xy es verdadera en M tras sustituir xy por k. Esta
es verdadera si y sblo si Rgjyiq1(zx) lo es. Ahora si tiene un simbolo relacional
Rsio(24,, ..., 2, 7, ) entonces verificamos si la formula f;(z;,, ..., 25,) = x;,,, es
verdadera en M, en D(M), tras sustituir las variables por sus indices. Esta férmula
es verdadera si y sélo si la férmula Rg;o(2i,, ..., iy, %i,,,) lo es. Concluimos que

D(M) es D(M)-computable.

Por lo tanto, D(M) =r D(M).
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Del teorema anterior podemos concluir que si hablamos de una estructura en
términos de su grado de Turing, no importa si elegimos ésta o su estructura
relacional inducida. Por lo tanto, a partir de ahora daremos resultados considerando
estructuras con lenguajes relacionales, es decir a aquellas cuyos lenguajes, si tienen
simbolos, unicamente tienen simbolos relacionales. Aunque en algunos casos, al
momento de enunciar una estructura, seguiremos enunciando sus constantes y
funcionales si tiene.

Proposiciéon 4.2.2. Dado un lenguaje relacional finito L, el numero de L-formulas
atomicas en las variables xy, ..., xp_1 €s finito.

Demostracion. En efecto, para ello supongamos que Ry, Ry, ..., R, son todos los
simbolos relacionales de £ y ag(7) es la aridad del simbolo relacional R;. Entonces la
cantidad de £-férmulas atomicas distintas en las variables zg, ..., ;1 para un mismo
simbolo relacional R; es k*7(%). Luego, la cantidad total de £-férmulas atémicas en

n .
las variables o, ..., T_1 es 3. k(@ lo cual prueba esta proposicion. O
i=0
De ahora en adelante supondremos que [ es el total de L-férmulas atémicas en
las variables xg,...,zx_1. De la demostraciéon anterior observemos también que la
funcién que a cada k € w le asigna [, es computable.

Proposicién 4.2.3. Dado un lenguaje relacional finito L, existe una enumeracion
de las L-férmulas atémicas {p%* : i € w} tal que las férmulas que tienen como
variables libres a xo van primero, posteriormente aquellas que tienen a xo y/o x1 Yy
asi sucesivamente.

Demostracion. Recordemos que el conjunto de L-féormulas atémicas es computable
enumerable por lo que dicho conjunto podemos enumerarlo por una funciéon
computable, digamos f.

Como L es finito, existe una cantidad finita de simbolos relacionales. Por lo
tanto, existe una cantidad finita de féormulas atomicas en las variables xq, ..., x5_1
para cada k € w, digamos [j.

Construimos un programa que busca primero las formulas atémicas cuya tnica
variable es xy y verifica que ninguna férmula anterior coincide con la férmula
encontrada. Cuando hayamos obtenido [y de éstas férmulas continuamos con las
formulas que tienentnicamente las variables z( y z;. Verificamos que no sea ninguna
formula anterior. Continuamos este proceso con las demas variables. Esto nos da una
enumeracion de las L-formulas atémicas por sus variables. O

De ahora en adelante dado un lenguaje relacional £ al momento de obtener una
enumeracién de sus L-formulas atomicas, éstas se encontraran ordenadas como se
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indica en la proposicién anterior.

A continuacion definiremos una nocion de diagrama atémico relativo a una tupla
de elementos de la estructura.

Definicién 4.2.7. Dados una L-estructura M y @ = (ao, ..., as—1) € M*® definimos
el diagrama atémico de @ en M, denotado como Dy,(@) como la sucesién de
longitud Is (donde [5 es el nimero de formulas atémicas en las variables xg, ..., T5_1
y en los primeros s simbolos relacionales de M) tal que:

T st ME @z = aj <]
DM(@(Z) o {O otro caso

Una observacion importante es las siguiente:

Observacion. Sean M una estructura, o € 2<% una sucesién finita no vacia de 0’s
y I'sya = (ag,...,ap_1) € M* con k € N tal que [, > |o|. Entonces existe una
formula libre de cuantificadores @il tal que M E @i \[z; — a; : j < k] si y s6lo si
o C Dy (E)

Demostracion. Abreviamos T por (o, ..., Tx—1). La férmula gofffa) (Z) definida como

O A ) WY G AN o €)
(i<loD Ao (i)=1) (i<loD)A (o (1)=0)

satisface lo requerido. O

A continuacién presentamos una forma de construir estructuras que nos sera muy
util en demostraciones posteriores.

Definicién 4.2.8. Dados un lenguaje relacional £, una w-presentacion M =
(M,{R; : © € Ig}) de una estructura A y una funcién sobreyectiva f : w — w,
definimos el pull-back de M, denotado por f~!(M) como la estructura (X, {R; :
i € Ig}), donde:

(1) X ={z; 11 € w} tal que x; < z; si y sélosii < jysif(z;) =n entonces
r;=min{m € w: f(m)=n}.

(ii) RY' se interpreta como la igualdad usual de los ntimeros naturales.

(iii) Para cada i € Ig, i # 0,

—1 .
RITOY = {(kyy ooy Kagiy) € 0D 2 (f(B), s f(Kag(sy)) € R

Una observacion inmediata de la definicion anterior es que f [ X es un
isomorfismo entre f~'(M) y M. Por lo tanto f~!(M) es una (C w)-presentacion
de M. M4s ain como f es sobreyectiva tenemos que f~1(M) es infinita, es decir
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su dominio es infinito.

Por la observacion 4,2 existe una w-presentacion de N de f~1(M). Sih:w — X
es el isomorfismo de dicha observacién que va de N a f~(M), entonces g := hof | X
es un isomorfismo de N a M. Por lo tanto N es una w-presentacién de M que
satisface las siguientes propiedades:

(i) R) se interpreta como la igualdad usual de los niimeros naturales
(i1) Para cada i € Ig, i # 0,

R{\/ = {(lﬁ, e kaR(i)> = W (g(]ﬁ)? --.,g(k?aR(i))) € Ri\/l}

Por lo tanto sin pérdida de generalidad podemos suponer que el pull-back de
una estructura M respecto a una funcién sobreyectiva f es una w-presentacion de

M.

A continuacién mostramos la relacion que existe entre el grado de Turing de un
pull-back de una estructura M y M.

Proposicion 4.2.4. Dados un lenguaje relacional L, una L-estructura M,
(M, {RM :i € Iz}) y una funcién sobreyectiva f : w — w tenemos que

D(f~'(M)) <r f & D(M)

Demostracion. Sea ¢ atémica en el lenguaje de f~!(M) de la forma
Rj(xk,, .., Tk, ;). Con [ calculamos los valores f(zy,) para cada 1 < I < ag(j)

para obtener la féormula R;(¢,), .., T f(a . Obtenemos el indice de esta formula

an))
y verificamos con D(M) si dicha férmula es verdadera tras sustituir sus variables

por sus indices. En caso de que asi sea tendriamos que (fx,, ..., fkaR(].)) € RM,

lo cual implica que (k1,...,kop(j)) € sz 71(M), que implica que la féormula % es
verdadera tras sustituir sus variables por sus indices y por tanto obtenemos que
D(f~'(M))(i) = 1. Si la respuesta es no, con un argumento similar podemos
concluir que D(f~1(M))(i) = 0.

Por lo tanto, D(f~'(M)) es f @& D(M)-computable, es decir D(f~1(M)) <r
f@® D(M). O






Capitulo 5

Mismas estructuras, diferentes
propiedades de computabilidad

En secciones pasadas hemos asignado un grado de Turing a una estructura
M, a saber D(M). Por otro lado hemos definido una nocién de similitud entre
estructuras como lo es el isomorfismo. Esta nocién nos permite decir que dos
estructuras A y B son iguales salvo la interpretacién de los simbolos y sus conjuntos
dominio. Sin embargo, el hecho de que dos estructuras sean isomorfas no significa
que tengan las mismas propiedades de computabilidad; por ejemplo una puede ser
computable y la otra no; o pueden tener el mismo grado de Turing pero tienen
diferentes propiedades de computabilidad, lo cual como causa puede ser que entre
ellas no pueda haber un isomorfismo computable.

Primero mostraremos una condicién que implica que una estructura puede tener
estructuras isomorfas de distintos grados de Turing. Posteriormente daremos un
ejemplo de dos estructuras isomorfas tales que no puede existir un isomorfismo
computable entre ellas y después de esto daremos caracterizaciones para que esto
ocurra.

5.1. Grados de Turing de w-presentaciones de una
estructura

Para demostrar que existen estructuras que pueden tener w-presentaciones
de distintos grados de Turing, introduciremos una condicién para producir
automorfismos en una estructura y veremos que aquellas que no cumplen dicha
condicion son las que necesitamos.

Definicién 5.1.1. Diremos que una L-estructura A = (A;X) es trivial si y sélo si
existen agy, ..., a, € A tal que toda permutacién de A que fijaa cadaa; con1 <i<n

101
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es un automorfismo de A.
Observacion. Toda estructura con dominio finito es trivial.

Demostracion. Podemos pedir que se fije a toda la estructura y asi tener que implicar
que toda permutacién que fije a la estructura debe ser la identidad, la cual es un
automorfismo. O]

Una caracteristica de las estructuras triviales es que todas sus w-presentaciones
tienen las mismas propiedades de computabilidad. M&s precisamente se satisface lo
siguiente.

Teorema 5.1.1. Si A es wuna L-estructura trivial entonces todas sus w-
presentaciones son isomorfas mediante biyecciones computables.

Demostracion. Sean My, My dos w-presentacionesde Ay f:w 2wy g:w—w
isomorfismos entre M; y A y entre A y My respectivamente. Observemos que
f o g es un isomorfismo entre M; y Ms, pero del cual no tenemos certeza si es
computable. Por ello daremos una construccién de un isomorfismo computable

entre My y Ma.

Como A es trivial, existen aq,...,a, € A tales que toda permutacion de
A que fija dichos elementos es un automorfismo. Definimos los conjuntos
R :={ry,....,mn},S = {s1,...,sn} C w tales que f(r;) = a; y g(a;) = s; para cada
1< <n.

Si R =5, definimos h : w — w tal que

a; sim =a; para algin 1 <7 <n
h(m) =9 _1/ ;-1 i
g (f~(m)) si ocurre otro caso
Veamos que h es inyectiva. En efecto supongamos que h(m) = h(m’) con

m,m’ € w.

En caso de que m,m’ sean tales que m = a; y m’ = a; para algunos 4, j con
1 <i,j < n, entonces por la definicion de h, a; = a;, por lo tanto, m = m/.

Sim = a; y m" # a para ningiin k entonces a; = g '(f~'(m’)). Luego
g(a;) = f~H(m’), lo cual implica que f~'(m’) € S. Como R = S, f~*(m') = r;
para algin 1 < j < n. Luego, m' = f(f~'(m')) = f(r;) = a;, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, este caso no puede ocurrir.

Si m # a; y m' # a; para ningunos 4, j entonces g~ *(f~'(m)) = g 1(f~1(m')),
luego como ¢! vy ! son, en particular, inyectivas, tenemos que m = m’. Por lo
tanto, concluimos que h es inyectiva.
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Veamos que h es sobreyectiva. Sea k € w y veamos que existe m € w tal geu

h(m) = k.

En efecto, si k = a; para algin ¢ entonces definimos m = a; y tenemos que
h(m) = h(a;) = a; = k.

Si k # a; para ningtn 4, definimos m = f(g(k)). Entonces h(m) = g~ ' (f~*(m)) =
g (f~*(f(g(k)))) = k. Por lo tanto, concluimos que h es sobreyectiva.

Por lo tanto, es biyectiva. Por la definiciéon de h, esta fija a cada a; y es una
permutacién en w. Como A es trivial, h es un automorfismo de A.

Definimos F' : w — w tal que F' = goho f, entonces F' es un isomorfismo entre
Ml y MQ.

Veamos que F' es computable. Sea m € w tal que m ¢ R. Entonces f(m) # a;
para ningun i, luego h(f(m)) = g ' (f~'(f(m))) = g '(m). Entonces podemos
implicar que F'(m) = g(h(f(m))) = g(g~'(m)) = m. Definimos un programa que
guarde los valores de F'(m) para cada m € R. Como R es finito la cantidad de
estos valores es finita. Y que dicho programa en un elemento m ¢ R que regrese
el mismo valor m. Es evidente que la funcién inducida por dicho programa es F.
Por lo tanto, F' es computable. En este caso concluimos que F' es un isomorfismo
computable entre My y M.

Si R # S entonces R\'S # (0 6 S\ R # (). Supongamos que R\ S # (. Si
S\ R = () entonces S C R. Como la cardinalidad de S y R es la misma entonces
S = R, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, S\ R # (). De la misma forma, si
suponemos que S\ R # () entonces podemos concluir que R\ S # (). Por lo tanto,
R\S#0y S\R#0.

Notemos que |R| = |[R\ S|+ |RN S|y |S| =[S\ R|+ |SN R|. Por lo tanto
IR\ S| =|S\ R|. Sea f.: S\ R— R\ S una biyeccién.

Definimos h : w — w tal que:

a; sim =a; para algin 1 <7 <n
h(m) = {gl(f*(fl(m))) si f71(m) € S\ R
g ' (f~1(m)) si f7(m) €w\ (SUR)

Veamos que h es inyectiva. En efecto, sean m, m’ € A tales que h(m) = h(m/).
Si a = a;,d’ = a; para algunos 4, j entonces m = a; = h(m) = h(m’) = a; = m'.

Sim = a; y m' # a; para ningtn i entonces f~(m’) ¢ R.Si f~'(m/) € S entonces
a; = h(m) = h(m') = g (f.(f~'(m’))). Por lo tanto, g(a;) = f.(f~'(m')) € R\ S,
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es decir g(a;) ¢ S, lo cual es una contradiccién por la definicién de S.

Si f7}(m'’) ¢ S entonces a; = h(m) = h(m') = g '(f~1(m')), luego
g(a;) = f~1(m') ¢ S, lo cual nuevamente es una contradiccién por la definicién de
S. Por consiguiente este caso no puede ocurrir. De manera similar podemos ver que
el caso m # a; para ningn i y m’ = a; para algin i no sucede.

Si m # a,,m # a; para ningunos i,j entonces f~'(m),f~'(m/) ¢ R.
“i(m), fm') € § entonces g \(f(fNm)) = h(m) = him) =
_l(f*( ~Y(m’))). Como g7, f., f~! son biyectivas entonces m = m’.
“(m) € S pero f7H(m') ¢ S entonces g~ (f.(f~H(m))) = h(m) = h(m') =
( ( ). Por lo tanto, f.(f~'(m)) = f~'(m/) ¢ R, lo cual contradice la
definicién de f,. Concluimos que este caso no puede ocurrir. De la misma forma
obtenemos que f~'(m) ¢ S'y f~'(m’) € S no puede ocurrir.
Si f71(m), f71(m') ¢ S entonces g~ (f1(m)) = h(m) = h(m') = g~ (f~H(m)),

lo cual implica que m = m/. Concluimos finalmente que h es inyectiva.

Veamos que h es sobreyectiva. Sea k € w. Si k = a; para algin i entonces
definimos m = a;. Por lo tanto, h(m) = a; = k.

Si k # a; para ningtn ¢ distingamos de dos casos.

Si g(k) € R entonces definimos m = f(f, ( ( ))). Observemos que f~(m) €

S\ R. Por lo tanto, h(m) = g7 (f.(f7"(m))) = g7 (S (S (F (/T (9(F)))))) = k.
Ahora si g(k) ¢ R entonces deﬁnlmos m = f(g(k:)) Observemos que

f7H(m) € w\ (SUR). Por lo tanto, h(m) = g~ (f~1(m)) = g~ (f'(f(9(k)))) = k.
Concluimos que h es sobreyectiva y por lo tanto que h es biyectiva. Entonces h
es una permutaciéon en w que fija a cada a;, por lo tanto concluimos que h es un
automorfismo de A.

Definimos F': w — w tal que F' = goho f. Notemos que F' es un isomorfismo entre
M y Ms. Veamos que F' es computable, para ello notemos que si m € w\ (RUS)
entonces F'(m) = (goho f)(m) = g(h(f(m))) = g(g~"(f~}(f(m)))) = m.

Luego, como R U S es finito, podemos guardar en la memoria de un programa
los valores de F(m) para cada m € RUS y para elementos m € w\ (RUS) pedimos
que el programa devuelva el mismo valor. La funcién inducida de este programa es
F'. Por lo tanto F' es computable.

En cualquier caso, hemos construido un isomorfismo computable entre My y Ms.
Por lo tanto, cualesquiera w-presentaciones de una estructura trivial son isomorfas
mediante biyecciones computables.

[]

Corolario 5.1.1. 57 A es una L-estructura trivial entonces todas sus w-
presentaciones tienen el mismo grado de Turing.

Demostracion. Sean My, My dos w-presentaciones de A. Recordemos que podemos
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suponer sin pérdida de generalidad que M; y Ms son relacionales. Ahora bien por
el teorema anterior, existe un isomorfismo computable f entre M; y Ms. Veamos
que D(M;) <r D(Ms). Sea ¢ una férmula atémica en el lenguaje de My, que es
el mismo lenguaje de My. Supongamos que ¢ es de la forma R;(zy,, ...,xkaR(j))
para algin j € w. Definimos un programa que de forma computable obtenga el
indice de la férmula atémica Rj(2 f(ky); s T f(k, ;) ) digamos (i).

Observemos que D(M;)(i) = 1 siy sélo si (ki, ..., kay()) € Rf/“, lo cual equivale
a que (f(k1), ..., f(kan(j)) € R;Vl?, que ocurre si y solo si D(My)(t(i)) = 1. Luego,
D(My)(i) = D(My)(t(7)).

Finalmente hacemos que el programa devuelva D(Ms)(t(i)), es decir D(M)(1).
La funcién definida por dicho programa es D(M;). Por lo tanto D(M;) es
D(Ms)-computable, es decir D(M;) <7 D(My). Usando que f~' es un
isomorfismo computable entre My y Mj, de forma similar podemos concluir que

D(My) <y D(M,).

Concluimos que D(M;) =r D(Ms), es decir que M; y My tienen el mismo
grado de Turing. Por consiguiente todas las w-presentaciones de A tienen el mismo
grado de Turing.

m

El corolario anterior esencialmente nos dice que si queremos una estructura con
presentaciones con distintos grados de Turing, las estructuras triviales no son el lugar
adecuado para buscar. A continuacién veremos que la condiciéon de no trivialidad
basta para obtener estructuras con presentaciones de distintos grados de Turing.

Teorema 5.1.2. Sean X C w y M una w-presentacion de una L-estructura no
trivial A. St M es X -computable entonces existe una w-presentacion de A del mismo
grado de Turing que X.

Demostracion. La idea de la demostracion es construir una funcién ¢ : w — w
biyectiva y X-computable, para asi poder definir la w-presentacién que buscamos
como el pullback de M inducido por g.

Construiremos recursivamente a g mediante una sucesion de funciones parciales
finitas g5 : dom g, C w — w tal que g; C gs11 para cada s € w y tal que tras tomar
la unién de todas ellas la funcién resultante sea biyectiva X-computable.

Como breve paréntesis, en ocasiones a fin de ahorrarnos notacion escribiremos
Unicamente g5 para denotar la sucesién finita g4(0), ..., gs(|dom gs| — 1).

Comencemos con la construccién definiendo gy = ). Supongamos que hemos
definido g, y definamos gs1.
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Para ello buscamos tuplas @,b € (w \ {gs(0),...,gs(Jdom gs] — 1)})<N tal
que Da(gsa) # Da(gsh). Como M no es trivial, para la tupla g, existe una
permutacién de w, digamos f,, que fija a g, pero que no es un automorfismo.
Dado que £ es un lenguaje relacional, debe ocurrir que existen j, ki, ..., kqp(j) € w
tal que (ki,...,kan)) € RM pero (fo(k1), ..., fs(kapiy)) € R} o bien que

(fs(k1), s fs(Kan))) € R;Vl pero (ki, ..., kap(j)) ¢ R;‘A.

Supongamos que (k1 ..., kay(j)) € R pero (fo(k1), .., fs(kap(i))) € B (el otro
caso es similar).

Como f, fija a la tupla g, entonces no puede ocurrir que todos los k; sean
elementos de la tupla gs, luego existen k;,, ..., k;, todos distintos entre si y tal que
i9p < --- < 1, que no pertenecen a g,. Por otro lado como cada k; no esta en la
tupla g, entonces fs(k;) tampoco estd en la tupla g5 ya que fs es inyectiva y fija a
la tupla g,.

Sean 7, ...,7;, elementos en w tales que r;, < ... < r;, (son distintos entre si),
distintos de cada elemento k;, ..., ki, , de fs(ki,), ..., fs(ki,), tales que ninguno esté en
la tupla g y tal que (r;,, ..., 75, ) es la menor tupla respecto al orden lexicografico que
cumple esta propiedad. Sea k* la tupla formada a partir de sustituir cada k;, por 7;,
en la tupla (k1, ..., kqp(j)). Distingamos de dos casos: si k* € Rj\’l entonces definimos
€= (CoyersCn) = (Tigy oy Ti,) ¥ d = (dos oy dn) = (fs(kig), o fo(ki,)); si k* ¢ RM
entonces definimos ¢ = (cg,...,c,) = (kiy, .., ki) v d = (do, ..., dp) = (Tigy s 70,)-
Notemos que las tuplas ¢ y d no comparten ningin elemento en comin y ademés
no tienen elementos en comun con la tupla g;.

Notemos lo siguiente: si quisiéramos calcular el diagrama atémico de una tupla
en M y al mismo tiempo quisiéramos que éste considerara a féormulas atémicas
cuyo simbolo relacional sea R; entonces debemos asegurar que la longitud de la
tupla en cuestion sea mayor o igual a j.

Para poder resolver esta problematica realizamos el siguiente proceso. Primero
utilizando D(M), vemos si Das(gsco) # Da(gsdp); si esto ocurre definimos @ = ¢y y
b = dy. En caso contrario vemos ahora si D (gscoci) # Dai(gsdody); si esto ocurre
definimos @ = cyc; y b = dyds, en caso contrario continuamos el proceso. En caso de
que Da(gscocr...cn—1) = Dam(gsdods ..., d,—1) distinguimos de dos casos:

(a) Si 7 < |gs|] + n, sea t el indice de la férmula que cumple que al
sustituir cada variable de esta por el elemento de la tupla g¢,¢ cuya
posicion es determinada por el indice de dicha variable da como resultado
la tupla (ki,...,Kkq,(;)) 6 la tuplak® y cuando la sustitucion es respecto a
la tupla gsd el resultado es k* 6 la tupla (fs(k1), ..., fs(kapn(j))). Entonces se
cumple que Dp(gscoCr...Cn_1¢4)(t) # Da(gsdods...dp_1d,)(t), por lo tanto
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D gic[)cl...cn_lcn) # Dy(gsdod;...d,—1dy,). En este caso definimos @ = ©
yb=d.

(b) Si |gs| + n < j entonces tomamos dos elementos distintos entre si
ug, V9 € w, distintos de los elementos de las tuplas g,¢ v g.d y vemos si
D(gsco....cn1ug) = Daq(gsdo...dn—1v9) v de forma similar a como hemos
hecho anteriormente en esta construccién si esto no ocurre definimos a =
Cp...Cp—1Up ¥ b= do...dn_ﬂ)g.

En caso de que la igualdad se cumpla verificamos si |gs| + n + 1 < j. Si
lgs| + m + 1 = j, entonces debemos obtener que Da(gsco...Cn1UoCy) F#
Da(gsdp...dy—1v0d,,) (por una razén similar al caso en el que j < |gs| + n)
entonces elegimos @ = ¢g...C,_1UoCn Y b = do...dp_100d,,.

Si |gs|] +n 4+ 1 < j, buscamos ahora elementos distintos entre si uj,v; € w
distintos de los elementos de las tuplas gscug v gsdvo. Nuevamente verificamos
si Daq(gsCo-.-Cno1toty) = Dag(gsdp...dn—109v1) y si esto ocurriera preguntamos
si |gs|] + ar(j) + 2 < j y continuamos con el proceso de forma similar.
Observemos que en algiin momento este proceso se detiene. Por consiguiente,
tenemos finalmente tuplas @ = (ag, ...,an_1) y b = (by, ..., bp_1) cuyos elementos
todos son distintos entre si tales que Da(gsag...a;—1) = Daq(bo....bi—1) para

cada i < h'y Dap(gsa) # Da(gsh).

Ahora, supongamos sin pérdida de generalidad que Da(gs@) <jee Dar(gsb)
donde <., es el orden lexicogrifico de tuplas finitas de w (en caso contrario
cambiamos @ por b y b por @). Si xx(s) = 0 definimos g* = gapbg...ap_1by_1 y en
caso de que xx(s) = 1 entonces definimos ¢g¥ = gsbpag...bp—1an-1.

Finalmente, sea r el w-menor elemento de w distinto de todos los elementos de g} y
definimos gs4+1 = gir.

Es evidente que g5 C gsy1. Por consiguiente g := |J g5 es una funcién. Como en
SEw

cada etapa de la construccién de cada gy se agrega al menos un elemento tenemos
que dom g = w y como g devuelve niimeros naturales entonces el contradominio de
g esw.

Mas atin como para cada s € w, s € gs11 entonces la imagen de g;,1 contiene a
s. Como g es la unién de todas las g entonces g es sobreyectiva.

Observemos que en cada etapa de la construccién de g, nos aseguramos que
los elementos que agregaramos fueran todos distintos entre si y ademéas que
fueran todos distintos de los que ya se habian agregado en etapas de construccion
anteriores. Por lo tanto podemos concluir que ¢ es una funcién inyectiva. En
conclusion g es una funcion biyectiva.
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Notemos también que en cada etapa para obtener a la funciéon parcial g, vista
como sucesién hicimos uso del diagrama atémico D(M) y del conjunto X. Como
M es X-computable, entonces podemos concluir que para obtener los valores de
gs podemos utilizar inicamente al conjunto X. Nuevamente como ¢ es la unién de
todas las g5 podemos concluir que para obtener los valores de g basta con utilizar
al conjunto X. Por lo tanto g es X-computable.

Sea N' = g~ !'(M). Como g es biyectiva, N/ es una w-presentacién de A.
Por la proposicion 4,2,4 tenemos que D(N) <7 g & D(M). Como g y M son
X-computables entonces g ® D(M) <p X. Por lo tanto D(N') < X.

Veamos que X <p D(N). Para cada s € w sea ¢s = |gs|. En la construccién
del paso s + 1 notemos que ¢s;1 es el menor ¢ > ¢, tal que Dp(g(0), ..., g(qs —

1),9(4s), 9(qs+2), ., 9(q—3)) # Dp(g(0), ..., 9(qs—1), 9(gs+1), g(qs+3), ..., 9(¢—2)).

Como
Da(g(0), ..., 9(qs—1),9(qs), 9(qs+2), ..., g(¢—3)) = Dn(0, ..., qs—1,q5, s +2, ..., g—3)
y

DM(g(0>7 7g(qs_1>7g(QS+1)7g(qS+3>7 7g(q_2)> = DN(07 7QS_17qs+17 7q_2)

entonces gs11 es el menor ¢ > ¢, tal que
DN(Oa cey Qs — 17QS7QS + 2aQS +47 ey — 3) 7é DN(Ov ey Qs — ]-7QS + 17QS +3a ey — 2)

De este modo podemos obtener de manera sucesiva los valores ¢y utilizando a
D(N') como ordculo. Con esto podemos definir un programa que utilice a D(N') como
oraculo, que obtenga de forma sucesiva los valores de cada ¢; para cada i < s+1 y asi
pueda obtener los valores de los diagramas atémicos Dar(0, ..., qs — 1, ¢s,qs + 2, qs +
4).iqsi1 —3) Y Dar(0,.o0yqs — 1,5+ 1,qs + 3, ..., gs+1 — 2) para poder compararlos
respecto al orden lexicografico. Si obtenemos que Dar(0,...,qs — 1,qs,qs + 2,qs +
4,...,qs+1 — 3) es menor entonces xx(s) = 0 por lo que el programa devuelve 0 y
termina. En otro caso devuelve 1. Tenemos que la funcién definida por este programa
es xx, lo cual implica que X es D(N)-computable, es decir que X <; D(N). Esto
nos permite concluir que D(N) =¢ X.

m

Algunos resultados del teorema anterior son los siguientes.

Corolario 5.1.2. Si A es una estructura no trivial con una w-presentacion
computable entonces A tiene una w-presentacion con grado de Turing X para
cualquier conjunto X C w.
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Demostracion. Sean X C w y M una w-presentaciéon de A que es computable.
Entonces M es X-computable. Por el teorema anterior existe una w-presentacion
de A cuyo grado de Turing es X. O

Ejemplo 5.1.1. Sea N = (w; +, %, 5,0,1) la estructura donde +V, xSV son la
suma, multiplicacién y operacién sucesor usuales de los nimeros naturales y 0V, 1V
son los nimeros 0 y 1 respectivamente. A esta estructura la llamaremos modelo
estandar de la aritmética. Entonces para cualquier conjunto X C w, N tiene
una w-presentacion de grado de Turing X.

Demostracion. Se sigue del corolario anterior y de que NV es una w-presentacién de
sl misma que es computable. O

Como no todas las w-presentaciones de una estructura cualquiera tienen el mismo
grado de Turing definimos el siguiente conjunto.

Definicién 5.1.2. (Espectro de Grados) Sea A una estructura. Definimos al
espectro de grados de A como el conjunto

DgSp(A) = {X Cw: X computa una w-presentaciéon de A}

Un par de observaciones inmediatas son las siguientes.

Observacion. Notemos que si A y B son dos estructuras isomorfas entonces
DgSp(A) = DgSp(B). En particular, si A es una estructura, no importa cudl de sus
w-presentaciones tomemos, si calculamos su espectro de grados siempre tendremos
el mismo de A.

Demostracion. Se sigue de la transitividad de la propiedad ser isomorfos. O]

Observacion. Sean A es una estructura y X,Y Cw. Si X € DgSp(A) y X <r Y
entonces Y € DgSp(A). En particular, si X =7 Y entonces Y € DgSp(A).

Demostracion. Se sigue de la transitividad de la relacion <p. O

Una consecuencia de la observacion anterior es que podemos considerar al
espectro de grados como un conjunto de grados de Turing. Si la estructura no es
trivial, por el teorema 5.1.2 podemos ver su espectro de grados como el conjunto de
grados de Turing de sus w-presentaciones.

5.2. Computabilidad de isomorfismos entre w-
presentaciones de una estructura (versién
uniforme)

Ahora abordaremos el hecho de que dos w-presentaciones de una estructura sean
isomorfas no implica que exista un isomorfismo computable entre ellas. Veamos el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.2.1. Sea A = (w;<) la estructura donde <* se interpreta como la
desigualdad usual en los nimeros naturales. Como breve paréntesis, en ocasiones
eliminaremos el superindice 4 de <4 para tnicamente escribir <. Sea f : w — w
una funcién computable e inyectiva tal que im f = K donde K = {e € w: ®.(e) |}
Denotamos por k, := f(n). Sea M = (w; <) la estructura donde <M es tal que:

(a) 2n <M 2m siy sélo sin <Am

(b) 2k, <M 2n+1 <M 2k, + 2

(c) 2n <M 2m + 1 siy solo si n <Ak,

(d) 2m +1<M2nsiysolosik,+1<An
(e) 2m +1 <M 2n + 1 siy solo si k,, <Ak,

Entonces A y M son isomorfas y computables pero no existe un isomorfismo
computable entre ellas.

Demostracion. Hagamos las siguientes observaciones de <M.
(z) Para cualesquiera n,m € w si n <Mm ym <My entonces n = m.
(ii) Para cualesquiera n,m € w, n < m é m <M n.

(i4i) Todo m € w tiene una cantidad finita de <*-predecesores.

Demostremos el inciso (7). Sean n,m € w tales que n <M m y m <M n.
Distingamos de los siguientes casos:

Supongamos que n = 2j para algin j € w, es decir que n es par. Sim = 2i+1
para algin 7 € w, es decir que m es impar entonces j < k; y k; +1 < j, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto este caso no sucede. Entonces debe ocurrir
que m = 27 para algin ¢ € w, es decir que m. Entonces j < iy i < j. Esto nos
permite concluir que n = m.

Ahora bien si n = 2j 4+ 1 par algin j € w, es decir que n es impar. Si m = 2;
para algin i € w, es decir que m es par entonces k; +1 < jy 7 < k;, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto este caso no sucede. Entonces m = 2¢+ 1 para
algn ¢ € w. Luego k; < k; y k; < kj, entonces k; = k;. Como [ es inyectiva
tenemos que ¢ = j, por lo tanto n = m.

Con esto queda demostrado el inciso (7).

Demostremos ahora el inciso (7). Sean n,m € w.

Supongamos que n = 2j para algin j € w, es decir que n es par. Distingamos
de dos casos:
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(a) Sim = 2i+1 para algin i € w, es decir que m es impar entonces tenemos
que o bien j < k; 6 k; +1 < j. La primera desigualdad nos implica que
27 <M 2 + 1, es decir n <M m. La segunda que 2i + 1 <M 2j. es decir
m SM n.

(b) Ahora bien si m = 2i para algin ¢ € w, es decir que m es par entonces
tenemos que j < i 6 ¢ < j. La primera desigualdad implica que 2j <™ 24,
es decir que n <M m. De la segunda obtenemos que m <M n.

Sin =25+ 1 par algiin j € w, es decir n es impar. Distinguimos de dos casos:

(a) Sim = 2i+1 para algiin i € w, es decir que m es impar entonces tenemos
que o bien k; < k; 6 k; < k;. Es sencillo ver que obtenemos que n <M m
6m <Mn.

(b) Ahora bien si m = 2i para algtin ¢ € w, es decir que m es par entonces el
caso (a) nos dice que m <™ n 6 n <M m.

Con lo cual queda demostrado el inciso (7).

Ahora demostremos el inciso (7i). Sea m € w. Definimos como
Par,, == {n € w : n <M m A nespar} al conjunto de <M-predecesores
pares de m e Impar,, == {n € w : n <M m A nesimpar} al conjunto de
<M_predecesores impares de m. Observemos que Par,, U Impar,, es el conjunto de
<M_predecesores de m.

Supongamos que m = 2s para algin s € w.

Definimos la funcién h,, : Par,, — w tal que h,,(n) = j si n = 2j para algin
J Ew.

Veamos que h,,[Par,,] C {0,1,...,s}. Sea n € Par,,, digamos de la forma 2j,
entonces h,,(n) = j. Como n € Par,,, n <M m. Por lo tanto, 25 <™ 2s, entonces
j <A's, es decir h,,(n) <* s. Por consiguiente h,,(n) € {0,1, ..., s}.

Ahora veamos que Par,, es finito. Para ello veamos que h,, es inyectiva. En
efecto, si n,l € Par,, son tales que n = 25 y [ = 2¢ para algunos i, j € w entonces

hm(n) = hy,(l) implica que j = 4. Por lo tanto n = [. Concluimos que h,, es
inyectiva. Mas ain, tenemos que |Pary,| = |hy[Pary,|| < s+ 1. Por lo tanto Pary,
es finito.

Definimos la funcion ¢, : Impar,, — w tal que t,,(n) = k; + 1 si n = 2j + 1 para
algin j € w.

Veamos que t,,[Impar,,] C {0,1,...,s}. Sea n € Impar,, de la forma 2j + 1
para algin j € w. Entonces t,,(n) = k; + 1. Como n € Impar,, entonces n < m.
Por consiguiente 2j + 1 <™ 2s. lo cual implica que kj +1 <4 5. Por lo tanto,
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ki +1 € {0,1,...,s}, lo cual nos implica que ¢,,(n) € {0,1,...,s}. Concluimos que
tm[Impary,| € {0,1, ..., s}.

Ahora veamos que t,, es inyectiva. Sean n,l € Impar,, tales quen =25+ 1y
[ =2i+ 1y tales que t,,(n) = t,,(). Entonces tenemos que k; +1 = k; + 1, por lo
tanto k; = k;. Por la inyectividad de la funcién enumeracién f tenemos que j = ¢
y por lo tanto podemos concluir que n = [. Entonces t,, es inyectiva. Entonces
|Impar,,| = |tm[Impary,]| < s+ 1. Concluimos que I'mpar,, es finito.

Por lo tanto el conjunto de <M_predecesores de m es finito.

De manera analoga podemos concluir que si m = 2s + 1 para algin s € w
entonces el conjunto de <M-predecesores de m es finito. Esto demuestra el inciso

(iii).

Con ayuda de las observaciones anteriores veamos que A y M son isomorfas.
Definamos un isomorfismo de A4 a M recursivamente. Definimos gy : {0} — w tal
que go(0) = 0. Supongamos que hemos definido g, : {0,1,...,s} — w. Definimos
gs+1:{0,1,...,s+ 1} - wtal que gs11(n) = gs(n) sil <n<sy

gs(s) +2 si gs(s) es par y Vj € w(gs(s) # 2k;)
gst1(s+1)=1¢ 2j+1  sigs(s)espary gs(s) =2k; para algin j € w
2k; + 2 si gs(s) =27 + 1 para algin j € w
Notemos que gs C gs11 para cada s € w luego g := |J gs es una funciéon con
SEwW

dominio w y contradominio w.

Afirmamos lo siguiente:
(iv) Para cualquier n € w, g(n) <M g(n +1).
(v) Para cualquier n € w, si m < n entonces g(m) # g(n).

(vi) Para cualquier n € w, no existe m € w tal que m # g(n), m # gn+ 1)y
g(n) <Mm <Mg(n+1).

El inciso (iv) es inmediato de la definicién de g.

Demostremos el inciso (v) por induccién sobre n. Para n = 0 la afirmacién es
verdadera por vacuidad. Supongamos que el enunciado es cierto para n y veamos
que se cumple para n + 1.

Si g(n) es par y g(n) # 2k; para ningin j € w entonces g(n + 1) = g(n) + 2,
luego g(n +1) # g(n).

Si g(n) es par de la forma 2k; para algin j € w entonces g(n + 1) = 2j + 1;
si ocurriera que g(n + 1) = g(n) entonces g(n) = 2j + 1, lo cual implicarfa que un
nimero par es igual a un nimero impar, lo cual es falso, por lo tanto g(n+1) # g(n).
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Si g(n) es impar de la forma 2j 4 1 entonces g(n + 1) = 2k; + 2. Nuevamente si
g(n+1) = g(n), tendriamos que un nimero impar es igual a un nimero par, lo cual
es falso. Por lo tanto g(n + 1) # g(n).

En cualquier caso concluimos que g(n + 1) # g(n). Si ocurriera que
g(n+1) = g(m) para algin m < n + 1 entonces por el inciso anterior y la hipotesis
tenemos que g(m) <M g(n) y g(n) <M g(m). Por lo tanto, g(m) = g(n), lo cual
contradice nuestra hipotesis inductiva. Entonces debe ocurrir que g(n + 1) # g(m)
para todo m < n + 1. Esto demuestra el inciso (v).

Demostremos el inciso (vi). Por contradiccion supongamos que existen n, m € w
tales que m # g(n), m # g(n+1) y g(n) <M m <M g(n +1).

Si g(n) = 2s, es decir es par y g(n) # 2k; para ningin j € w entonces
gn+1)=g(n)+2=25+2=2(s+1). Si m = 2i, es decir es par entonces como
g(n) <M m tenemos que s <* i y como m <M g(n + 1) entonces i <* s+ 1. Si
i = s entonces g(n) = m, lo cual es falso. Sii = s+ 1 entonces g(n+ 1) = m, lo cual
no ocurre. Por lo tanto m no es par. Si m = 2i + 1, es decir es impar entonces como
g(n) <M m tenemos que s <* k; y como m <M g(n + 1) entonces k; +1 <A s + 1.
Por lo tanto s = k;, lo cual implica que g(n) = 2k;, la cual es una contradiccién por
la hipétesis sobre g(n). Entonces m no es impar. Concluimos que este caso no sucede.

Si g(n) = 2s, es decir es par y g(n) = 2k; para algin j € w entonces
gln +1) = 25+ 1. Si m = 2i, es decir es par entonces como m <M g(n + 1)
entonces i <A k;. Esto tltimo implica que 2i <M 2k;, es decir que m <M g(n).
Como g(n) <™ m entonces g(n) = m lo cual es falso. Por lo tanto m no es par. Si
m = 2i + 1, es decir es impar entonces como g(n) <™ m tenemos que k; <Ak vy
como m <M g(n + 1) entonces k; <* k;, lo cual implica que k; = k;, es decir i = j.
Luego g(n + 1) = m, lo cual es falso. Entonces m no es impar. Por lo tanto este
caso no sucede.

S6lo queda el caso en el que g(n) = 2s+1, es decir es impar. Entonces g(n+1) =
2ks+2. Sim = 2i, es decir es par entonces como g(n) <M m tenemos que k,+1 <A g
y como m <M g(n+1) entonces i <4 k,+1. Luego i = k,+1. Entonces 2i = 2k,+2,
es decir m = g(n+1), lo cual es falso. Por lo tanto m no es par. Si m = 2i+1, es decir
es impar entonces como g(n) <M m tenemos que ks <* k; y como m <M g(n + 1)
entonces k; + 1 <4 k, + 1. Por lo tanto k; = k,, lo cual implica que i = s. Entonces
g(n) = m, lo cual es falso. Por consiguiente m no es impar. Por lo tanto este caso
no sucede.

Como no sucede ninguno de los posibles casos entonces debe ser falso que
existen n,m € w tales que m # g(n), m # g(n+1) y g(n) <M m <M g(n+1). Lo
cual demuestra el inciso (vi).

Veamos que ¢ es inyectiva. En efecto sean n,m € w tales que g(n) = g(m).
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Supongamos que m # n. Supongamos que m < n. Entonces por la observacién (v)
tenemos que g(m) # g(n) lo cual es falso. Si n < m, de la misma forma obtenemos
una contradiccion. Por lo tanto debe ocurrir que n = m. Concluimos entonces que
g es inyectiva.

Ahora veamos que g es sobreyectiva. Sea m € w. Una observacion anterior nos
dice que m tiene una cantidad finita de <*-predecesores, digamos [,, + 1. Veamos
que g(l,) = m.

Supongamos por contradiccién que g¢(l,,) # m. Primero notemos que si
g(L, + 1) = m entonces, como para cada n < I, + 1, g(n) <M m, la cantidad
de <M-predecesores es mayor o igual a [, + 2, lo cual es falso. Por lo tanto
g(ln + 1) # m. Ahora bien una observacién anterior nos dice que g(l,,,) <M m 6
m <M g(l,,).

Si (L) <™ m entonces como g(1,,), g(In + 1) # m no puede ocurrir que m <M
gl +1).

Por lo tanto g(l,, + 1) <™ m. Sin embargo para cada n < I,, + 1, g(n) <M m,
la cantidad de <M-predecesores es mayor o igual a [,, + 2, lo cual es falso. Entonces
no ocurre que g(l,,) <M m. Por lo tanto m <M ¢(1,,).

Supongamos que m # ¢(i) para ningin i < [,. Entonces m <M ¢(0) 6
g(0) <M m. Si m <M g(0) entonces como 0 <M m, es decir g(0) <M m tenemos
que g(0) = m, lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto g(0) <™ m.
Una observacién anterior nos dice que m <™ ¢(1) 6 g(1) <M m. La primera no
puede ocurrir por la hipétesis y por la observacién del inciso (vi). Por lo tanto
g(1) <M m. Sucesivamente seguimos este proceso hasta obtener que g(l,,,) <™ m.
Luego ¢(l,,) = m, lo cual contradice nuestra hipédtesis. Por lo tanto debe ocurrir
que m = g(i) para algin i < [,,.

Afirmamos que si n <M m entonces n = g(s) para algiin s < i. Supongamos
lo contrario, es decir que n # g(s) para ningtin s < i. Tenemos que n <™ g(0) 6
g(0) <M n. Sin <M g(0) entonces como se realiz en pasos anteriores, concluimos
que g(0) = n, lo cual contradice nuestra hipétesis. Si g(0) <™ n entonces debe
ocurrir que g(1) <M n. Siguiendo con este proceso tenemos que g(i) <M n, es
decir m <M n. Por lo tanto g(i) = m = n, lo cual contradice nuestra hipétesis. Por

consiguiente, si n <™ m entonces n = g(s) para algin s < 1.

Por otro lado observemos que si s < i entonces g(s) es un <*-predecesor de m.
Por lo tanto, la cantidad de <M-predecesores de m es igual a i + 1 < l,,, < L, + 1,
lo cual contradice la definicién de I, + 1. Por lo tanto no ocurre que m <™ g(I,,,).
Sin embargo esto contradice que debe ocurrir alguno de los casos g(l,,) <™ m 6
m <™ g¢(l,,). Por lo tanto debe ser falso que g(l,,) # m. Entonces g(I,,) = m.
Concluimos que g es sobreyectiva. Por lo tanto g es biyectiva.
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Ahora veamos que dados n,m € w, n <* m si y sélo si g(n) <M g(m). Que
n <4 m implique que g(n) <M g(m) se sigue de la observacién (iv). Ahora si
g(n) <M g(m) y n = m entonces es claro que n <M m. Si g(n) <M g(m) yn #m
supongamos que m <M n. Tenemos que g(m) <M g(n). Luego g(n) = g(m). Como
g es inyectiva tenemos que n = m, lo cual contradice nuestra hipodtesis. Por lo tanto
n <A m. Concluimos que dados n,m € w, n <A m siy sélo si g(n) <M g(m). Por
lo tanto g es un isomorfismo.

Es sencillo ver que A es computable. Para ver que M es computable notemos
que para verificar que un nimero es <™ que otro basta recurrir a <4 y quizé
a calcular de forma computable valores k; para j € w. Por lo tanto M es computable.

Veamos ahora que entre A y M no puede existir un isomorfismo computable.
Supongamos que existe uno digamos h de A a M. Definimos

S={(nm)cwxw: AE-Tz(n#xAm#zAn <z <tm)}

R={(nm)cwxw: ME-Tz(n#zAm#zAn<"z<Mm)}

Notemos que S es la relacion de la funciéon sucesor, por consiguiente es
computable. Como consecuencia de que h es un isomorfismo entonces para
cualesquiera n,m € w, A F —~Jz(n # xAm # zAn <t 2 <A 'm) siy sélo si
M E —=3z(h(n) # x Ah(m) # 2 Ah(n) <M 2 <M h(m)). Por lo tanto, R(2n, 2n +2)
si y solo si S(h(2n), h(2n + 2)). Sin embargo R(2n,2n + 2) si y s6lo si n # k; para
ningin j € w, lo cual ocurre si y sélo si n ¢ K. En resumen, n ¢ K siy sélo si
S(h(2n), h(2n+2)). Como h es computable podemos verificar de forma computable
si S(h(2n), h(2n+2)), es decir podemos verificar de forma computable si n ¢ K. Por
lo tanto K es computable, lo cual es una contradiccion. Concluimos que no puede
existir un isomorfismo computable entre A y M.

O

El ejemplo anterior nos deja claro que el hecho de que dos w-presentaciones sean
isomorfas y sean computables no significa que exista un isomorfismo computable
entre ellas. En lo que sigue en esta seccion mostraremos condiciones sobre una
estructura computable para que podamos tener isomorfismos computables entre sus
w-presentaciones. También daremos condiciones para obtener el grado de Turing de
un isomorfismo.

Definicién 5.2.1. Dada una estructura A, una familia de Scott de A es un
conjunto S de férmulas tal que para cada @ € A<N satisface una féormula en S y si
dos tuplas @, b € A<N satisfacen la misma férmula entonces existe un automorfismo
de A que manda a @ en b.
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En resumen, una familia de Scott es un conjunto de férmulas que caracterizan a
las tuplas que son automoérficas entre si.

Definicién 5.2.2. Sean Ay B dos estructuras, decimos que I € AN x B<Y tiene
la propiedad de ida y vuelta si y sdlo si para cada (a,b) € I se tiene que:

(i) Da(a) = Dp(b)
(ii) Para cada ¢ € A, existe d € B tal que (ac,bd) € I.
(iii) Para cada d € B, existe ¢ € A tal que (ac,bd) € I.

El motivo de esta definicion es generalizar el argumento de ida y vuelta utilizado
para mostrar que dos 6rdenes lineales numerables, densos y sin puntos lineales deben
ser isomorfos. Enunciamos a continuacion algunos ejemplos de conjuntos de ida y
vuelta.

Ejemplo 5.2.2. Sean A, B dos estructuras isomorfas. Entonces,

(i) El conjunto I := {(a,b) € AN x BN : (A,a) = (B,b)} tiene la propiedad de
ida y vuelta.

(i) Si S es una familia de Scott para A entonces el conjunto

Lus={(@ B)€A<N><B<N:(EI¢ES) (AlZgo[:vi—>ai:i<len(a)]/)\

N BE plz; = b; :i < len(b)] }

tiene la propiedad de ida y vuelta.

Demostracién. (i) Si (a,b) € I entonces (A,a) = (B,b), es decir existe un
isomorfismo f de A a B que manda @ en by que ademaés preserva la satisfaccién
de las interpretaciones de las relaciones de A en B. Por consiguiente, tanto @
como b deben satisfacer las mismas férmulas atémicas, por lo tanto D 4(a) =
Dg(b). Ahora, si ¢ € A, entonces f(c) € B es tal que (A, ac) = (B,bf(c)). De
manera similar verificamos la condicién restante.

(ii) Sea (@,b) € L4p. Afirmamos que (@,b) € I. Sea f un isomorfismo de A a B.
Dado que @ y b satisfacen una féormula de S en sus respectivas estructuras
entonces @ y f~!(b) también satisfacen dicha férmula en A. Por lo tanto,
existe un automorfismo g de A que manda a @ a f~*(b). La funcién f o g es
un isomorfismo de (A, @) a (B,b). Por lo tanto (a,b) € I.

Por el inciso anterior, tenemos que D 4(a@) = Dg(b). Dado ¢ € A, existe d € B
tal que (ac,bd) € I. Luego, como dc satisface alguna férmula en S y como
existe un isomorfismo de A a B que manda a ac en bd se debe cumplir que bd
satisface la misma férmula en B y por lo tanto (ac,bd) € L4p. La condicién
restante se verifica de manera similar.

]
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Un resultado que nos sera util méas adelante es el siguiente:

Lema 5.2.1. Sean A y B estructuras, X Cw e I C AfN x BN un conjunto X -c.e.
con la propiedad de ida y vuelta, entonces para cada (@,b) € I existe un isomorfismo
X-computable f de A a B que manda a @ en b.

Demostracién. Sea (a,b) € I. Notemos que podemos buscar a dicha tupla de forma
X-computable. Mostremos que existe un isomorfismo que manda @ a b. Definiremos
a f como la unién de una sucesion de funciones parciales finitas.

Para ello primero notemos que Dgj(@) = Dg(b) y por consiguiente
len(@) = len(b). Ahora bien para cualesquiera 7,5 < len(a), si ¢ es la férmula
x; = x; entonces A F plr; — a;] siy sélo si BE plx; — bj], luego a; = a; si y sélo
si b; = b;. Definimos fy : A - B tal que fyo(a;) = b;. Por la observacién previa,
tenemos que fy es en efecto una funcién parcial que ademas es inyectiva.

Supongamos ahora que hemos definido funciones parciales e inyectivas f; tales
que fi C fiy1 para cada i < sy que formamos una tupla de la forma (@, b,) € 1.
Definimos fs11 : A - B tal que f,.1 [ domf, = f,; y tal que se le agregan los
siguientes elementos. Para el menor elemento en A que no esta en dom f,, digamos
¢, tenemos que existe d € B tal que (@,c, b,d) € I. Notemos que podemos buscar la
tupla (@sc, bsd) de forma X-computable. También para el menor elemento en B que
no estd en la imagen de f, digamos d’, existe ¢ € A tal que (ascc’, bydd') € I. De
la misma forma podemos buscar a dicha tupla de forma X-computable. Definimos

fsi1(c) = d, fsa(d) = d', Gs1 = @sed y bsyq = bydd'.

Notemos que len(a@s,1) = len(bsy1). Si a = ¢y a estd en la tupla @, entonces c
esta en la tupla ag, lo cual implica que ¢ esta en dom f lo cual por construcciéon es
falso. Por lo tanto a no estd en la tupla @,. Por otro lado como (asc, byd) € I tenemos
que D (asc) = Dp(bsd). Luego para cada i < |a,| sean ¢; las féormulas T, = ;.
Por lo anterior tenemos que ¢ = a para algtin a en la tupla @, si y solo si d = b para
algin d en la tupla b,. Como lo primero es falso entonces debe ser falso que d = b
para algin d en la tupla b,.

De manera analoga podemos ver que ¢’ es distinto de los elementos de la tupla
G, y de c v que d' es distinto de los elementos de la tupla b, v de d. Por lo tanto
fsi1 es una funcién parcial e inyectiva.

Definimos f := U fs. Como f, C f,y1 para cada s € w tenemos que f es una
SEW

funcién. Notemos que dom f = w ya que s € dom fs1. Como cada fs es inyectiva
tenemos que f es inyectiva. También que f es sobreyectiva ya que s € im g,. Por lo
tanto f es biyectiva.

Ahora bien, sea R; una relaciéon. Sea g € A% tal que § € R{. Notemos que
existe una tupla @, tal que todos los elementos de g estan en @y y len(as) > i. Como
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D 4(a,) = Dp(f(a,)) entonces como @, extiende a g entonces f(g) € RP. De manera
similar podemos ver que si f(g) € RP entonces § € R#. Por lo tanto concluimos
que f es un isomorfismo.

Veamos que f es X-computable. En efecto, dado n € w entonces obtenemos los
sucesivos valores de f a partir de la construccion de las funciones parciales f, como
se hizo anteriormente hasta encontrar el valor de n en una tupla a, y devolvemos
su valor correspondiente en la tupla b,. Este proceso lo podemos realizar de forma
X-computable tal como se observé en la construccion.

m

Ahora combinemos nuestros resultados anteriores para mostrar una condicién
necesaria y suficiente para que una estructura computable tenga isomorfismos
computables con sus w-presentaciones computables y ademas que dichos
isomorfismos se puedan obtener usando un tnico programa. Para ello damos las
siguientes definiciones.

Definicién 5.2.3. Sea A una estructura computable.

(i) Decimos que A es uniforme y computablemente categdrica si y sdlo si
existe e € w tal que para cualquier w-presentaciéon computable B de A se
cumple que ®PB) es un isomorfismo de B a A.

(7i) Diremos que A es uniforme, relativa y computablemente categérica si
y sOlo si existe e € w tal que para cualquier w-presentaciéon B de A se tiene
que ®P®) es un isomorfismo de B a A.

A continuacién damos el resultado mencionado con anterioridad.
Teorema 5.2.1. Sea A una estructura computable. Las siguientes son equivalentes:

(i) Existe una familia de Scott computable enumerable para A que consiste de
formulas existenciales.

(ii) A es uniforme, relativa y computablemente categorica.
(7ii) A es uniforme y computablemente categorica.

Demostracion. Veamos que (i) implica (7). Sean S una familia de Scott para A
como en la hipdtesis, B una w-presentacién de A y ¢g un isomorfismo que va de
A a B. Afirmamos que Lypg es ce. en D(B). En efecto, primero obtenemos una
tupla de la forma (a@,b) y obtenemos de forma computable una férmula en S. Con
D(A) verificamos si dicha férmula es verdadera en A tras sustituir sus variables
por los elementos de @. Al mismo tiempo con D(B) verificamos si esa férmula es
verdadera en B tras sustituir sus variables por los elementos de b. Mientras se
realiza esta verificacion, conseguimos la siguiente férmula en S y realizamos la
misma verificacion. Continuamos con este proceso hasta encontrar una férmula
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en S que requerimos. Cuando esto ocurra, el programa devuelve la tupla (a,b)
y termina. Observemos que este programa puede correr indefinidamente si no
encuentra dicha férmula. Como A es computable, este programa hace a L4 un
conjunto D(B)-computable enumerable.

Notemos que Lap # 0 ya que (0,9(0)) € Lyp. Definimos un programa &,
tal que con D(B) obtenga el primer elemento enumerado en L4 p. Luego para la
tupla obtenida, con D(B), podemos construir un isomorfismo que va de A a B,
es decir podemos obtener los valores de dicho isomorfismo. Con dicha obtencién
de valores también podemos obtener los que corresponden a su funcién inversa,
la cual es un isomorfismo que va de B a A. Finalmente el programa devuelve
los valores de dicha funcién inversa. Luego ®”®) es un isomorfismo que va de B a A.

Que (7i) implica (7ii) se sigue de las definiciones.

Veamos que (7ii) implica (7). Sea ®. tal que si B es una presentacion de A4
entonces ®PB) es un isomorfismo que va de B a A.

Afirmamos que para cada § € A<“ y k € w con k < len(q), si ®P4@ converge
para cada 0 < n < k — 1 entonces existe un automorfismo de A que manda g [ k a
OLA@ |k,

Sea ¢ = (qo, ..., qr—1) € A< tal que ®P4@ converge para cada 0 <n < k — 1.

Definimos g : w — A tal que g(i) = ¢ para cada 0 < ¢ < t — 1y
gi+1) = mein{Vl <i(j # g(1))} para cada i >t — 1. Por la definicién de g tenemos
JEW

que ¢ es una funcién computable y sobreyectiva. Sea B := g~!(A) el pull-back de
A respecto de g. Notemos que B es una w-presentacion de A y que es computable.
Por lo tanto ®P®) es un isomorfismo que va de B a A.

Observemos que ¢g~! es un isomorfismo que va de 4 a B que manda a g | k a
(0,1,....,k — 1). Por lo tanto ®°®) es un isomorfismo que manda a (0,1,...,k — 1)
a ®PB) | k. Por lo tanto ®P®) 0 g7 es un automorfismo de A que manda g | k
a ®PB) | k. Como D(g) € D(B) y ®P4@ converge para cada 0 < n < k — 1
entonces ®PA@ | k = ®PB) | k. Por otro lado como g es una extensién de la tupla
Gy k <len(q) entonces g [ k=7 | k. De todo lo anterior concluimos que existe un
automorfismo de A que manda G [ k a ®24@ | k a saber ®PB) o g~

Prosigamos a definir una familia de Scott c.e. de férmulas existenciales para A.
Sea @ € A<¥ y definimos k = len(a@). Como ®PB) converge para cada 0,1,....k — 1
y D(B) = U Du(g | s) entonces existe so € w tenemos que ®2401%0) converge en

Scw

0,1,...,k — 1. Notemos que podemos extender a @ a una tupla g tal que ®P4@
converge en 0,1, ...,k — 1.
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En efecto denominamos a @ como @y. Supongamos que hemos obtenido una
tupla @;. Verificamos si CIDEA@) converge en 0,1,...,k — 1. Sin esperar la respuesta
de si converge agregamos un nuevo elemento distinto a los elementos de a; y
denominamos a la tupla obtenida como @,,;. Repetimos el ciclo con la tupla
anterior hasta que algiin ®”4@) se haya detenido en 0,1,...,k — 1. Esto debe
suceder ya que en algiin momento tendremos los elementos de g | sp en una tupla

ay,. Por lo tanto al menos CIDEA(%) debera converger en 0,1,...,k — 1. Definimos
como G a la primer tupla que encontremos que cumple que ®P4@ converge en
0,1,....,k — 1. Por lo mencionado anteriormente, podemos observar que podemos
obtener a ¢ de forma computable. Por la observacion anterior debe existir un
automorfismo de A que manda a =7 [ k a @eDA@ [ k.

Definimos la férmula existencial
¢z(T) = FYy(W 2 TN Da(y) = Da(q))

No es claro que ¢z(T) es una féormula existencial en el lenguaje de A para ello
observemos que g ese puede escribir como

FY0s -y Ykm1, Yhor s Yten(@ -1 (Yo = To A -+ A Y1 = Tp—1) A @ifDA(q))(yO, ooy Ylen(@-1)) )

donde 7 abrevia a (yo, ..., Yien(g)-1) ¥ T & (To, ..., Tp—1).

Notemos la anterior féormula es en efecto una férmula existencial en el
lenguaje de A. Observemos que = es un simbolo que tiene cualquier estructura
que se interpreta como la igualdad usual de los nimeros naturales. La férmula
goifDA@)(yO, s Ylen(g—1))) €s la férmula de la observacion 4,2,1. Ademas como A
es computable podemos obtener los valores de D4(q) de forma computable. Con
dichos valores y con una enumeracion de las primeras [;, férmulas atomicas en las
variables o, ..., Zien@-1 y en los simbolos relacionales Ry, ..., Rjen@-1 podemos
construir de forma computable la férmula gpf;fDA@). Por lo tanto dada una tupla
finita no vacia @ podemos construir de forma computable a la férmula pgz. Por
consiguiente el conjunto {g : @ € M<N} es computable enumerable.

Observemos que A F Ely()a v Yk—15Yky -5 ylen@)fl(@iEDA(q)) (y07 X3) ylen(ﬁfl)))
equivale a que existen co, ..., Cien(g)—1 tal que D4(q) € Dal(co, ..., Cleng)—1)- Como
Gy (Cos--y Clen(g)—1) tienen la misma longitud, lo anterior es equivalente a que
existen ¢y, ..., Cien(g)—1 tal que D4(q) = Da(co; ---; Cien(g)—1)-

Entonces dada una tupla b = (bg,....,bk—1) € M<¥ tenemos que

A FE palz; — by + 7 < k] siy s6lo si existen co, ..., Cieng)—1 tal que © 2 by
DA(@) = D(q)-
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La tupla @ satisface ¢z ya que la tupla que la extiende es ¢ y por lo tanto
se sigue la igualdad de los diagramas. Por otro lado si una tupla b satisface ¢g
entonces existe una tupla ¢ que extiende a by D4(¢) = D4(q). Como ®P4@
converge en 0,1,...,k — 1 entonces ®24© también converge en 0,1,...,k — 1, més
atin ®PA@ | | = DA | |

Por una observacion anterior debe existir un automorfismo de A que manda
a=7q|ka®Pa@ | k= dPa® | k. Por otro lado debe existir un automorfismo de
A que manda CI)EA(E) 'k ac|k="> Porlo tanto debe existir un automorfismo de
A que manda @ a b. Lo anterior nos hace concluir que el conjunto {pz; : @ € M<N}

es una familia de Scott computable enumerable de férmulas existenciales.
O

5.3. Computabilidad de isomorfismos entre w-
presentaciones de una estructura (versién no
uniforme)

Hemos dado una caracterizacion de cuando podemos obtener de manera
uniforme isomorfismos de una estructura computable a sus w-presentaciones.
., Qué sucede con la versién no uniforme? A continuacién daremos la versiéon no
uniforme para que existan isomorfismos computables entre w-presentaciones de una
estructura.

Daremos las definiciones correspondientes para que podamos demostrar una
caracterizacion similar a la anterior.

Definicién 5.3.1. Sea A una estructura. Decimos que R C N x A<N es relativo
e intrinsecamente computable enumerable (r.i.c.e.) respecto a A si y s6lo
si para toda w-presentacion (B, R) de (A, R) se tiene que R® es D(B)-computable
enumerable.

La definicién anterior nos dice que un conjunto R cuyos elementos definen nuevas
relaciones en una estructura A es r.i.c.e. si y sélo si su interpretaciéon en una w-
presentacion B de A se puede enumerar sélo con la parte estructural de B.

Podemos dar una definicién mas de la nocién anterior. Dicha definicion se define
en términos sintacticos e introduce una nueva clase de férmulas a las ya utilizadas
hasta el momento.

Definicién 5.3.2. Sea £ un lenguaje predicativo.

(i) Una L-férmula infinita ¥; (II; respectivamente) es una disyuncién
(conjuncién) a lo mas numerable de férmulas existenciales (universales) sobre
un conjunto finito de variables, las cuales representamos de la siguiente forma:
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(i)

Si {¢7 : i € w} es una enumeracién de las férmulas existenciales sobre un
conjunto finito de variables entonces toda férmula infinita >, es de la forma

W i (@)

O bien si {p} : i € w} es una enumeracioén de las férmulas universales sobre un
conjunto finito de variables entonces toda férmula infinita II; es de la forma

Vo
/Y\ i (T)
i€l
donde en ambos casos ) # I C w
Una L-férmula infinita ¥, (II, respectivamente) es una disyuncion
(conjuncién) a lo méas numerable de férmulas existenciales (universales) sobre

un conjunto finito de variables de formulas I1; (3; respectivamente), las cuales
representaremos de la siguiente forma:

Si {¢f : i € w} es una enumeracién de las férmulas universales sobre un
conjunto finito de variables entonces toda férmula infinita >, es de la forma

W 3y; /Y\ o) (T, ;)

= i€l

O bien si {7 : i € w} es una enumeracién de las férmulas existenciales sobre
un conjunto finito de variables entonces toda férmula infinita I15 es de la forma

/Y\ng W 30? (7, yj)

jed el

donde en ambos casos ) # I,J C w

Es de nuestro interés interpretar una férmula infinita en una estructura y
definir una nocién de verdad sobre ella. Para ello introducimos una nocién de
satisfactiblidad para este tipo de férmulas tal como lo hicimos con las féormulas
finitas.

Definicién 5.3.3. Sean £ un lenguaje predicativo y A una L-estructura.

(i)

(a) Sean ¢(T) una férmula infinita ¥; de la forma

W i (@)

iel

y @ = (ao, - Glen(@-1) € A" Diremos que A satisface ¢ en @ si y sélo
si existe i € I tal que AF @[z — a;: 1 < len(T)].
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(b)

(i) (a)

(b)

Sean ¢(7) una férmula infinita II; de la forma

M\ ¢ (@)

i€l
y @ = (o, ., Glen(@—1) € A™@)  Diremos que A satisface ¢ en @ si y sélo
si para todo i € I tal que AF ¢} [x; — a; : | < len(T)].

Sean ¢(7) una férmula infinita X9 de la forma

W E@j /Y\ pr(f7 %)

jed il
y @ = (ao, -, Glen(z)—1) € Alen(@)  Diremos que A satisface ¢ en @ si y sélo
si existen j € Jy b; = (bo, ..., blen@j),l) e Al tal que para todo i € I
se tiene que A E @Yz, — a,y; — b; : 1 < len(x),j < len(y;)] donde
Y; = (%o, ---,yzen(yj)—ﬂ-

Sean ¢(7) una férmula infinita Il de la forma

/Y\ VY, W %‘3 (,75)

jed iel
y @ = (o, ..., Qen(z)-1) € Alen@=1_Diremos que A satisface ¢ en @ si y
s6lo si para todo j € J y todo b; = (b, ooy Dien(g,)—1) € Alenl¥;) existe
i € I tal que AF j[r; = ai,y; — b = 1 < len(z),j < len(y;)] donde
gj = (y07 -'-aylen@j)fl)~

En cualquier caso abreviaremos que ¢ 6 ¢(T) satisface a @ en A por A F p[z; — @ :
[ < len(a)].

Como notacién, denotamos por (T) a la tupla finita de cédigos de la tupla de
variables 7.

Ahora bien, queremos hacer una distinciéon de entre las férmulas infinitas que
hemos dado. La distinciéon introduce la nocién de computabilidad entre férmulas

infinitas.

Definicién 5.3.4. Sea £ un lenguaje predicativo.

(i) Sea ¢(T) una L-féormula infinita ¥, (II; respectivamente). Diremos que ¢(T) es
computable, lo cual nos referiremos al decir p(T) es 3¢ (11§ respectivamente)
si y solo si el conjunto de indices de las férmulas existenciales (universales)
que componen la disyuncién (conjuncion) que hace a ¢(7) una férmula ¥, (I
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respectivamente) es computable enumerable. Si W, es dicho conjunto entonces
asociamos la tupla (0, 1, (Z),e) ((1, 1, (Z), e) respectivamente) a dicha férmula,
donde 7 son las variables libres de (). Diremos que dicha tupla es el codigo

de p(T).

(i7) Sea ¢(T) una L-férmula infinita 35 (Il respectivamente). Diremos que ¢(T) es
computable, lo cual nos referiremos al decir ¢(Z) es 35 (115 respectivamente)
si y sélo si

(a) Toda férmula IT; () que forma parte de la disyuncién (conjuncién) que
hace a ¢(Z) una féormula 35 (Il respectivamente) es computable. Esto
es que para toda férmula II; (X;), el conjunto de indices de las féormulas
universales (existenciales) que componen la conjuncién (disyuncién) que
hace a dicha férmula IT; (3; respectivamente) es computable enumerable.

(b) El conjunto de las tuplas (¢,7) donde i es el nimero asociado a la
tupla (1,1, (z), ¢') ((0,1,(T), ') respectivamente) que corresponde a una
férmula ¢ que es IT; (3; respectivamente) que tiene como variables libres
a T y que forma parte de la disyuncién (conjuncién) que hace a ¢(7)
una féormula s (Il respectivamente) ocurriendo de la forma 37 ¢ (o
bien Vg 1), es computable enumerable. Si W, es dicho conjunto entonces
asociamos la tupla (0,2, (z),e) ((1,2,(T),e) respectivamente) a dicha
férmula. Diremos que dicha tupla es el cédigo de ().

Una observacién que se sigue de las definiciones anteriores es la siguiente:
Proposicién 5.3.1. Sea £ un lenguaje predicativo.

i) El conjunto de codigos de L-formulas infinitas 5 (11§ respectivamente) es
9 9 1 1
numerable. Mds aiun, es computable enumerable.

(ii) El conjunto de cédigos de L-formulas infinitas X5 (11§ respectivamente) es
numerable. Mds aun, es computable enumerable.

Demostracion. (i) Primero demostremos que para cada j € w con j > 1, el
conjunto de los codigos de las férmulas infinitas 3§ que tienen exactamente
j variables libres es computable enumerable. A partir de n € w enumeramos
una tupla de la forma (0, 1, (Z), e) donde len(Z) = j y @;+1((T), e) = n, donde
@j+1 es la biyeccién computable de las tuplas de nimeros naturales de longitud
j+ 1 aw vista con anterioridad. Esta tupla correspondera a la féormula > de
la forma:

\)y 0; (T)

Sea f; : w — Wi tal que f;(n) = (0,1, (%), e). Notemos que f; es inyectiva
y computable. Observemos que toda férmula 3§ con j-variables libres tiene
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asignado un cddigo de la forma (0,1, (Z),e) donde T son sus variables libres
y W, es el conjunto de indices de las férmulas existenciales que componen la
disyuncién que hace a dicha férmula 3$. Sea n = ¢;4+1((Z), e). Se sigue que
la tupla asignada a n es (0,1, (Z),e). Por lo tanto im f; es el conjunto de
codigos de formulas 3§ con j variables libres. Concluimos que el conjunto de
formulas infinitas 3§ con j-variables libres es computable enumerable.

Dicho esto, mostremos que el conjunto de cédigos de las formulas computables
¥¢ es computable enumerable. Sea f : w — w<N la funcién que dado n € w,
obtiene una tupla (k,m) € w? con la funcién biyectiva y computable 5 vista
con anterioridad y finalmente devuelve fi(m), cuyo valor depende de ¢, 1, la
cual por construccion solo depende de 5. Por lo tanto f es computable. Sean
ni,ny € w tales que f(ny) = f(ny). Supongamos que @a(k;, m;) = n; para
i =1,2. Luego f,(m1) = fr,(m2). Al tener ambas tuplas la misma longitud,
concluimos que k; = ky. Como fi, (my) = fi, (m2) entonces m; = my. Por lo
tanto podemos concluir que n; = ny. Concluimos que f es inyectiva. Veamos
que im f; es el conjunto de cédigos de férmulas X¢. Para ello sea (0, 1, (Z), e) el
c6digo de una férmula computable . Supongamos que len(T) = j entonces
existe m € w tal que f;(m) = (0,1,(Z),e). Sea n = ¢a(j,m) entonces
f(n) = f;j(m) = (0,1,(Z),e). Por lo tanto im f es el conjunto de cédigos de
féormulas X¢. Concluimos que dicho conjunto es computable enumerable.

La demostraciéon para féormulas II{ es similar.

(7i) La demostracién para férmulas 35 y TIS es similar a la demostracién para
formulas 39.

[]

Notacion. (i) Denotamos por {goj’zi

;' 11 € w} al conjunto de cédigos de formulas

2§ con j-variables libres. Y denotamos por {gpzZi . i € w} al conjunto de c6digos
de férmulas 3.
(77) Denotamos por «{gzaj-"HT

;11 € w} al conjunto de codigos de formulas II§ con j

variables libres. Y denotamos por {(pini i € w} al conjunto de codigos de
féormulas 115.
(7i) Denotamos por {cpj»"Zg

77?2 1 € w} al conjunto de cédigos de férmulas X con j

variables libres. Y denotamos por {%2 Eiie w} al conjunto de cédigos de
formulas X5.
(iv) Denotamos por {@j’ng

7?1 € w} al conjunto de cddigos de férmulas 115 con j

variables libres. Y denotamos por {%HS i € w} al conjunto de codigos de
féormulas 115.
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A partir de ahora, dada una féormula ¢ que es X§ con ¢ = 1,2 denotamos por
[©] a su tupla asociada como en la proposicién anterior.

A continuacién enunciaremos un resultado que nos ayudard a caracterizar las
satisfaccion de una féormula por una tupla en una estructura.

Proposicién 5.3.2. FErxiste e € w tal que para toda estructura A 1y toda
w-presentacion M de una estructura A, si ¢ es XS entonces para todoa €

M<N ap([¢],a) € WPM iy sélo si M E [z — a; : | < len(T)].

Demostracion. Sea ®PM) Ta funcién inducida por el siguiente programa que utiliza
a D(M) como ordculo. Dado n € w, obtenemos t~*(n). Con lo cual obtenemos
una tupla finita de la forma (n,m,...,my). Verificamos si ¥»~!(n) tiene la forma
de una tupla (0,1,(Z),¢’). En caso de que esto no sea asi el programa corre
indefinidamente. En caso contrario obtenemos el primer elemento enumerado por
®. v lo tomamos como el indice de una féormula existencial. Descomponemos dicha
férmula y con D(M) verificamos si dicha férmula se satisface por my, ..., my en M.
Este proceso puede no detenerse ya que al tratarse de una féormula existencial en
algunos casos tendremos que buscar tuplas finitas que satisfagan dicha férmula.
Mientras esto ocurre repetimos el proceso con las demas formulas existenciales que
aparezcan. Detenemos este proceso en cuanto encontremos una férmula existencial
que es satisfecha por myq,...,mp en M. Ahora verifiquemos que e es el nimero
natural que satisface lo requerido por el resultado.

Sea ¢ una férmula X y m = (my,...,my) € M<N. Si ®PM) est4 definida en
¥ ([¢],m) entonces durante la ejecucién del programa anterior se debié encontrar
una férmula existencial que es satisfecha por mgq,...,m; en M, lo cual implica
que ¢ es satisfecha por my,...,mi en M. Por otro lado si ¢ es satisfecha por
my, ..., mg en M entonces en algin momento el programa anterior encontrara una
formula existencial que es satisfecha por myq, ..., m; en M. Lo cual implica quedicho
programa se detendré. Por lo tanto 1([¢], my, ..., my) € WP,

Con lo cual concluimos que si o es X entonces para todo @ € M<N, 9([¢],a) €
WPM) si v sélo si M E [z — a; : 1 < len(T)).
O

La proposicién anterior nos servira para develar la relacion que existe entre
féormulas 3§ y conjuntos r.i.c.e. respecto a una estructura. Para ello primero diremos
cuando un subconjunto de N x A<N se puede definir con una férmula infinita ¢
(I¢) con i = 1,2.

Definicién 5.3.5. Sean A una estructura, M una w-presentacién de Ay R C
N x M<N,
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(i) Diremos que R es Y¢-definible con pardmetros en M para i = 1,2 siy
sélo si existe una tupla p € M<N y un conjunto computable enumerable de

codigos de formulas gDie"(zo)Jrj,zg (

L0, ooy Tlen(p)—1, Y0, ----, Yj—1) que son Xf tal que
len(B)+len(B), ¢ (21 — pi,y; — b :

R={(,0) e Nx MN: ME ¢ z<kM@J<kM@ﬁ

(i7) Diremos que R es II{-definible con pardmetros en M para i = 1,2 siy
s6lo si existe una tupla p € M<N y un conjunto computable enumerable de

cédigos de formulas aplen(p S i

L0, ooy Tlen(p)—1, Y0, ----, Yj—1) que son IIf tal que
len(p Hen(®),11¢ (X — pr,y; — by )

R={(i,b) eNx MN: ME ¢ l<kM)]<kMﬂ

La relacién mencionada anteriormente es la que presentamos a continuacion.

Proposicién 5.3.3. Sean A una estructura y M una w-presentacion de A y R C
N x M<N un conjunto. Si R es X-definible con pardmetros en M entonces R es
r.i.c.e. respecto a M.

Demostracion. Supongamos que R es X{-definible con pardmetros en M. Por
consiguiente existen una tupla finita p € M <N y un conjunto computable enumerable

de codigos de férmulas <pien(p)+j’2(‘f (20, s Tien(m)—1, Yo, ---» Yj—1) tal que

)tlen(®), e [T — pr,y; — bj e

< len
R={(i,b) e Nx MN: ME ¢ l<kM)]<kMﬂ}

Veamos que R es r.i.c.e. respecto a M. Sea ®, la funcién inducida por el programa
de la proposicién 5,3,2. Sea (B, R) una w-presentaciéon de (M, R). Veamos que R®
es D(B)-computable enumerable. Para ello sea n € w. A partir de n obtengamos

de forma computable una tupla (7, 5) E N x B<N. Buscamos de forma computable

len(p)+len(b),Z

el codigo de la férmula ¢, . Verificamos de forma computable si ®P5)

le”(b 11 b). En caso de que en algiin momento

len( )+len(b),X$ [

enumera en algiin momento a ¥ ([,

obtengamos dicho elemento entonces es debe ocurrir que M FE ¢ o —
p,y; — by 1 < len(p),j < len(d)]. Finalmente devolvemos la tupla (4,0) y el
programa termina. Fn caso contrario el programa correra indefinidamente buscando

a P ([p; Len(0). 5§ 11,0). Por lo tanto RP es D(B)-computable enumerable. Finalmente

esto nos permite concluir que R es r.i.c.e. respecto a M.
]

La parte reciproca de la proposicién anterior también es valida. La enunciamos
a continuacion.
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Proposicién 5.3.4. Sean A una estructura y M una w-presentacion de A y R C
N x M<N un conjunto. Si R es r.i.c.e. respecto a M entonces M entonces R es
Y{-definible con parametros en M.

Demostracion. Supongamos que R es r.i.c.e. respecto a M. La idea es construir una
w-presentacion B de M a partir del pull-back de una funcién sobreyectiva sobre
la estructura M. Dicha funcién se construira recursivamente. En cada paso de su
construccion trataremos de forzar que la w-presentacion de la funcién resultante no
sea computable enumerable en D(B). Como R es r.i.c.e. este intento fallard en un
paso, lo cual nos llevara a dar una definiciéon 3§ con parametros de R.

Definiremos una sucesion de funciones parciales g, : dom g, C w — w tal que
gs € gsp1. Sea go = 0 la funcién vacia. Supongamos que hemos definido ¢, y
definamos g 1.

Si s+ 1 = 2e 4+ 1 para algiin e € w distinguimos de dos casos. Definimos
gs+1(mdxdom gs+ 1) = min w \ im gs. Estos pasos nos aseguraran que la union de
las funciones g es sobreyectiva.

Ahora bien si s + 1 = 2e para algin e € w entonces trataremos de hacer
que WP®B) sea distinto a RB. Para ello buscamos una extensién de la tupla
7, = (g5(0), ..., gs(max dom g;)), digamos g = (qo, ..., gn) con n € w, en el conjunto

Qe - {q S M<N : Ellaivjla "'7jl < len(a)((%]l’ "'7.jl) € WeDA(Q) & (Z'7Qj17 aq]l) ¢ R)}
Si existe dicha tupla entonces definimos a gs.1 tal que su tupla asociada sea la
tupla g. En caso contrario gs11 = gs.

Definimos g = U ¢,. Notemos que g es una funcion sobreyectiva con dominio w
sew

y codominio w.

Notemos que en la etapa de construccion s = 2e + 1, si encontramos a la
tupla g entonces como § C g donde g es la sucesion asociada a ¢ tenemos
que Dy(q) € D(B), lo cual implica que (i,ji,...,5;) € WPm@ C WP®B vy
(i,9(j1),-.,g(51)) ¢ R. Por lo tanto WP®) es distinto de R®. Como RP debe ser
D(B)-computable enumerable entonces se sigue que no siempre podemos encontrar
una extension g en (), para todo e € w.

A partir de esta restriccion, construiremos una definicion 3§ para R. Supongamos
que RB = WP®) para algiin e € w. Entonces para s = 2e + 1 tenemos que g, no
una extension en (.. Veamos que R es X{-definible con parametros g,. Definamos
al conjunto:

G, € MN & 1,i, 41, ..., 51 < len(q) &

. . <N , q 2
S = {(Z,le, -'-aQJ'z) eENxM : (i,jl, '-'7jl) c WEDA@) }
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Veamos que R = S. Sea (i,a) € R. Sean ji,...,Jien@m € w tal que

a = (g(jl)v-'-ag(jlen(a)))- Como WeD(B) = RB y (i>jla---7jlen(ﬁ)) € RB

entonces (%, J1, ..., jien(@) € WP®B  Como WPB = J WPmUK tenemos que
kew

(%) J1s s Jlen(@) € WDPmIk) para algin k € w. Como podemos tomar a k
suficientemente grande podemos suponer sin pérdida de generalidad que g | k
contiene a g, y que len(a), i, ji, ..., jien@ < len(g [ k). Por lo tanto concluimos que

(i,a) € S.

Por otro lado sea (i,a@) € S. Supongamos que @ es de la forma (¢;,, ..., q;,)
para alguna ¢ O g,. Si (¢,a) ¢ R entonces (7,¢j,,...,q;) ¢ R, lo cual implica que
7 € Q., contradiciendo que no hay extensiones de g, en Q.. Por lo tanto (i,a) € R.
Concluimos que R = §S.

Para concluir la demostraciéon basta con dar una definiciéon X{ con parametros
g, del conjunto S.

Definimos la férmula que denotamos por ¢;(g,, T) como la férmula

E@ ) Js \/ ((qu“"quen(f)) =T A (i,jl, --wjlen(f)) € WGDM@))

J1ssien(z) <len(q)

Observemos que la férmula anterior es tal que (7,a@) € S si y sélo si en M es
cierta la férmula ¢;(g,,T) con T sustituido por a.

La férmula anterior la podemos ver como la formula siguiente:

W (q Q gs /\ (Qj17 '-'7leen(g)) = T /\ o g DM(@))
o e 2<N,
(i7j1, '”7jlen(§)) S Wg7
gewN

A pesar de ser una disyuncién infinita, no es claro que la férmula anterior sea
una féormula X¢. Para ello notemos lo siguiente.

Recordemos que las funciones (g y 1 son biyecciones computables de w?® a w y
w<N a w respectivamente. Definamos el conjunto

Lz :={n €w:ps(mi,my,m3) =n & p(my) € 2<N & len(1p(my)) = len(T) &
(i, 9 (m2)) € W™}

Si p3(my, ma, m3) = n entonces denotamos por n' a ¥(my), n* a P (ms) y 7° a
1(mg3). La férmula ¢;(g,, T) la podemos reescribir como

W @ 29, A (W, ... )=7 A 7' C Du(R’))

n .
1
nel; 5 en(®)
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donde 7' C Dp(n?) lo sustituimos por la férmula ¢-1(n?) y »® D g, por una
sucesion finita de igualdades.

Observemos que ¢;(g,,T) es una formula X$ y es tal que (i,a) € S siy so6lo si
ME cp?i [; — a; : | < len(@)]. Como R = S, concluimos que R es YX.{-definible con
parametros, lo cual concluye con la demostracion.

]

Ahora bien, de entre los posibles conjuntos r.i.c.e. de una estructura tenemos a
un conjunto r.i.c.e. importante. Este conjunto esencialmente agrega a una estructura
las relaciones para saber que elementos satisfacen una determinada férmula infinita
3¢, lo cual no es posible determinarlo inicamente con el diagrama atémico de la
estructura.

Definicién 5.3.6. Sea A una estructura y M una w-presentacién de A. La relacién
de Kleene relativa a M se define como:

KM= {(,0) e Nx M ME GO0 b1 < len(d)])
Del resultado anterior tenemos que K™ es r.i.c.e. respecto a M.

Ahora bien, similar a la proposicion anterior existe una relacion entre los
conjuntos >$-definibles con pardmetros con los conjuntos r.i.c.e. en una estructura

(M, KM).

Proposicién 5.3.5. Sean A una estructura y M una w-presentacion de A. Si

R C N x M<N es un conjunto 5-definible con pardmetros en M entonces R es
r.i.c.e. respecto a (M, K™M).

Demostracion. Supongamos que R es X5-definible en M con parametros. Entonces

existen p € M<N y un conjunto computable enumerable de férmulas X,
len(p)+j,25
©; (%0, -y Tien(p)—1, Yo, ---» Yj—1) tal que

len(p +len(b), xS [Qfl — Di,Y; — b :

R={(i,)) e Nx M<N: ME ¢ l<len()j<l€n()]}

Ahora bien, por la proposiciéon anterior basta demostrar que R es X{-definible con

pardmetros en (M, KM). Supongamos que una férmula X5, cpf,:n@)ﬂ’% es de la
forma:
_ Vi —
W 3z; /Y\ ©i (T,7,%;)
jeJ icl

para algunos ) # I, J C w.

Recordemos que si tenemos una férmula libre de cuantificadores, el decir que
no existen tuplas que satisfagan la negacion de dicha férmula en una estructura es
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equivalente a decir que toda tupla satisface esa formula en dicha estructura. Por lo
tanto la formula anterior satisface las mismas tuplas en M que la siguiente féormula:

W Elyj_' W 90?(1) (fa ya Zj)

jeJ iel

donde ¢(i) se puede obtener de forma computable a partir de 7.

Como \X/gpta(i)(f, U,%;) es una férmula X entonces por la definicién de KM
iel

debe ocurrir que esta es una féormula libre de cuantificadores con el lenguaje de
la estructura (M, K™). Denotemos por goic( 7(Z,7,%;) a dicha férmula donde s(j) es
el niimero asociado, bajo una biyecciéon computable de w'*™® a w, de una tupla de

la forma (0, 1, (Z), e) donde e es tal que W, es el conjunto de indices de las férmulas

existenciales con indices (7). Entonces tenemos que gofg satisface las mismas tuplas
en M que la siguiente férmula en (M, KM):

_ le /— — —
W E|Zj<_'gps(j) (l’, Y, Zj))
jeJ
Por observaciones anteriores la férmula anterior es ¥ en el lenguaje de la
estructura (M, K™), denotemos por @ie(zgp B o dicha férmula. Ahora bien, dado

que el conjunto de férmulas gpﬁfn@ﬂ’zg es computable enumerable y podemos

obtener de forma computable r(k) a partir de k£ entonces el conjunto de cédigos de

formulas gpfne(zgmﬂ’zf también es computable enumerable.

Por 1ltimo notemos que

. T len(p)+len(b),2¢  |T] — DI, — b
R 6 0 = PO P

Por lo tanto R es Y¢-definible en (M, KM) con pardmetros. Lo cual implica que R
es r.i.ce en (M, KM). O

Nos interesa tratar con conjuntos de tuplas cuyos elementos sean distintos entre
si digamos R tal que toda tupla que contenga una tupla de R deba pertenecer a R.

Definicién 5.3.7. Sean A una estructura y A* el conjunto de tuplas finitas de A
sin repeticiones entre sus elementos.

(i) Diremos que R C A* es un conjunto cerrado superiormente si y solo si
para todo v € R, si 0 O 7y entonces o € R.

(i) Dado R C A*, definimos la cerradura superior de R como el conjunto
{ceA*:IyeR(yCo)}
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De las definiciones anteriores es sencillo notar que la cerradura superior de todo
conjunto R C A* es un conjunto cerrado superiormente.

Recordemos que en la demostracion del teorema 5,1,2 construimos una w-
presentacion de una estructura a partir de una enumeraciéon de esta. En ocasiones
podemos hacer que tales enumeraciones satisfagan una condicién especifica a fin de
conseguir que un pullback de la w-presentacién original satisfaga cierta condicion
en particular.

A continuacién introduciremos enumeraciones que tienen segmentos iniciales que
nos ayudan a determinar si toda extensiéon de dichos segmentos pertenece a un
conjunto r.i.c.e. o no. De lo anterior se desprenden las siguientes definiciones.

Definicién 5.3.8. Sean A una estructura y A* el conjunto de tuplas finitas de A
sin repeticiones entre sus elementos.

(i) Sea R C A* un conjunto cerrado superiormente. Decimos que una tupla v € A*
decide R siy sélo si v € R 6 para todo o € A* si 0 O «y entonces 0 ¢ R.

(Ii) Sea R C A* un conjunto. Decimos que una tupla v € A* decide R si y s6lo si
v decide la cerradura superior de R.

El tipo de enumeraciones que nos interesan son las que se muestran a
continuacion.

Definicién 5.3.9. Sean A una estructura y A* el conjunto de tuplas finitas de A
sin repeticiones entre sus elementos.

(i) Una funcién g : w — A inyectiva es una enumeracién 1-genérica de A siy
s6lo si para todo conjunto r.i.c.e. R subconjunto de N x A* existe un segmento
inicial de g que decide R.

(77) Diremos que una funcién g : w — A inyectiva es una enumeracién 2-
genérica de A si y sélo es una enumeracién 1-genérica de (A, K*4).

Antes de continuar, mostraremos que la definicién anterior no es vacia. Para ello
mostraremos que toda w-presentacion de una estructura tiene una enumeracién 1-
genérica. Primero mostraremos que los conjuntos r.i.c.e. respecto a una estructura
forman un conjunto computable enumerable.

Lema 5.3.1. Sean A una estructura y M una w-presentacion de A. Entonces el
conjunto R definido como

(@), (4,8)) € (wx MMy x (wx M) : ®.(6) L A (i,ab) € KM}

es D(M)-computable enumerable.
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Demostracion. Sea ey € w como en la proposicion 5,3,2. Consideremos el siguiente
programa: a partir de n € w, obtengamos de forma computable una tupla de la
forma (i, 7). A partir de i obtengamos de forma computable una tupla de la forma
(e,@) y a partir de j una tupla de la forma (i,b). Al final obtendremos una tupla
((e,a), (4,b)) en (w x M<N) x (wx M<N). Verificamos si ®.(i) |. Observemos que en
este paso la verificacién puede llevarnos a nunca tener una conclusiéon de si ®.(7) | o
no, lo cual produce que el programa que estamos definiendo nunca pueda detenerse
y asi nunca devolver un valor. En caso de que ®. () |, entonces proseguimos con el
siguiente paso.

Ahora verificamos si M F ¢ len(a)Hen( Ny — any; — by 2 1< len(T),j < len(y)]
verificando si (i, ab) € W£( ). Es decir vemos si ®.,(¢(i,ab)) | con la
ejecucion directa de dicho programa. Nuevamente como en el paso anterior no
sabemos a ciencia cierta si ®., se detendra en dicha entrada, lo cual hara que el
programa que estamos definiendo no se detenga y asi nunca devuelva un valor.
En caso de que se detenga sabremos que (i,ab) € WD M)y por lo tanto que

M E g a)Hen(b)[azl — an,y; — by 1 < len(T),j < len(y)]. Si llegamos a este
paso umcamente bastara con devolver la tupla ((e, @), (4,b)), la cual por todo lo
verificado anteriormente tenemos que esta en R. El programa anterior define una
funcién parcial D(M)-parcialmente computable cuya imagen es R.

Por lo tanto R es D(M)-computable enumerable. O

Como para todo conjunto r.i.c.e. R respecto a una w-presentacion M existe una
tupla 7 y un conjunto c.e. de férmulas ¢’ > , digamos W, tal que

fenz)+len(5 0,55 [T — pLy; — b;

R={(i,b)) eNx MV : ME ¢ l<len()]<len()]}

tenemos que podemos obtener los elementos de R a partir de los elementos de R
buscando tuplas de la forma ((e,p), (i,b)) en R de forma D(M)-computable como
en el lema anterior. Como en el lema anterior (e,p) son definidos a partir de un
ntmero natural ¢ y dicho nimero no cambia por todos los elementos de R entonces
diremos que R es el i-ésimo conjunto r.i.c.e. respecto a M y lo denotaremos también
por R;. También como (i,b) es definido por un ntimero natural j entonces diremos
tinicamente que b es el j-ésimo elemento de R, o bien el j-ésimo elemento de R;.

Por todo lo mencionado, denotamos por {R, : n € w} a una enumeraciéon
D(M)-computable de los conjuntos r.i.c.e. respecto a M en el entendido de que
podemos obtener, si existe, de forma D(M)-computable el j-ésimo elemento de R;
para cualesquiera i, j € w.

Una observacion similar a la anterior es considerar una modificacion del conjunto
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R como el siguiente conjunto

R == {((e;@), (i,0)) € (w x M=) x (wx M=) Xi’(geé)lin(i)((?f;)bg KMt

Dicho conjunto también es D(M)-computable. Esto lo podemos ver si anadimos
un paso mas a la construccion del programa del lema anterior en el cual verificamos
que la tupla obtenida (i,b) tiene todos sus elementos distintos. En caso de que no
se cumpla este requisito entonces el programa corre indefinidamente. En caso de
que si el programa continta tal como se describe en la demostracion.

Por lo observado anteriormente, tenemos una enumeracién de los conjuntos
r.i.c.e. cuyos elementos son todos distintos y de sus elementos. Denotamos por
{R, : n € w} a una enumeracion D(M)-computable de los conjuntos r.i.c.e. cuyos
elementos son todos distintos respecto a M en el entendido de que podemos obtener,
si existe, de forma D(M)-computable el j-ésimo elemento de R; para cualesquiera
1,] € w.

Proposiciéon 5.3.6. Sean A wuna estructura y M una w-presentacion de A.
Entonces existe una enumeracion 1-genérica sobreyectiva de M.

Demostracion. Construiremos una funcién sobreyectiva g : w — M que satisfaga las
condiciones para ser 1-genérica. Para ello construiremos una sucesion de funciones
parciales que satisfagan ciertos requerimientos y tomaremos la unién de todas ellas
para obtener la funcién g que buscamos. Sea {R, : n € w} una enumeracién de
los conjuntos r.i.c.e., cuyos elementos son todos distintos, respecto de M. La idea
es hacer que la construccion de la funcién g en el paso s decida al conjunto r.i.c.e. R;.

Para ello definimos ¢ : dom gy C w — w tal que dom gy es un segmento inicial
de wy (g0(0), ..., go(max dom gy)) = g donde G es el primer elemento enumerado en
las tuplas finitas en M* de Rj en caso de que exista. En caso contrario definimos
go = (0. Supongamos que hemos definido g, tal que dom g, es un segmento inicial de
w. Definamos gs1 de manera similar a como definimos gy. Si existe § O g, tal que g
es el primer elemento enumerado en las tuplas finitas de M* de R,,; entonces sea
gs1+1 - dom ggyq1 1 w — w donde g;11 = ¢q. En caso contrario definimos g1 = gs.

Por definicién tenemos que para cada s € w, gs C gs41. Por lo tanto g := U ¢s
SEw

es una funcién. Notemos que ¢ es una funcién inyectiva ya que estamos tomando
elementos de conjuntos r.i.c.e. cuyos elementos son distintos entre si.

Veamos que g es 1-genérica. Para ello sea R un conjunto r.i.c.e. respecto de M
cuyos elementos de sus tuplas son distintos entre si. Supongamos que R = R, para
algin s € w. Sea k = maxdom g,. Veamos que g [ k+ 1 = (¢(0), ..., g(k)) decide
la cerradura superior de R. Para ello basta notar que si g [ £+ 1 no esta en la
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cerradura superior de R entonces si ¢ O ¢ [ k + 1 tenemos que ¢ no estd en la
cerradura superior de R.

En efecto, supongamos lo contrario, es decir que ¢ 2 g [ K+ 1 y que o esta
en la cerradura superior de R. Entonces podemos concluir que R, # (). Por lo
tanto en el paso s debe ser enumerada una tupla v en R,. DIcha tupla no puede
estar contenida en g [ K+ 1 ya que g | £+ 1 no estda en la cerradura superior
de R. Por lo tanto dicha tupla extiende a g | £+ 1 = g5. Por la construccion de
las funciones g; tenemos que g [ K+ 1 = g; = . Por lo tanto ¢ [ K+ 1 € R,
lo cual implica que g [ &+ 1 esta en la cerradura superior de R, lo cual es una
contradiccion al supuesto de que g | k+ 1 no estaba en dicho conjunto. Por lo tanto
o no esta en la cerradura superior de R. De esta forma concluimos que g [ k£ + 1
decide la cerradura superior de R. Por lo tanto podemos concluir que g es 1-genérica.

Veamos que g es sobreyectiva. Sea m € M. Definimos D,, := {(1,p) € N x M*:
i < len(p)(p; = m)} € M* donde M* es el conjunto de tuplas cuyos elementos
son distintos entre si. Afirmamos que D,, es r.i.c.e. respecto a M. En efecto,
notemos que si tomamos cualquier otra w-presentaciéon B de M, generamos de
forma computable una tupla finita con todos sus elementos disitintos entre si y
verificamos si alguno de dichos elementos es igual a m. En caso de que alguna de
las verificaciones falle, el programa entra en un ciclo que no termina. En otro caso,
enumeramos dicha tupla. Por lo tanto (D,,)? es D(B)-computable enumerable. Por
lo tanto concluimos que D,, es r.i.c.e. respecto de M.

Luego, D,, = Rs para algin s € w. Como g es l-genérica entonces existe un
segmento inicial de ¢, digamos ¢g [ k, que decide a D,,. Como podemos extender
a g | k a una tupla que tenga en una coordenada a m entonces es falso que toda
extension de g | k£ no esté en la cerradura superior de D,,. Por lo tanto g | K+ 1 esta
en la cerradura superior de D,,. Lo cual implica que la tupla g [ £+ 1 ya enumer6 al
elemento m. Como ¢ [ k+1 C g entonces tenemos que existe [ € w tal que g(I) = m.
Por lo tanto g es sobreyectiva.

m

Retomemos ahora la cuestién que nos trajo hasta aqui; la versiéon no uniforme
de un teorema que caracterice la existencia de isomorfismos computables entre las
presentaciones de una estructura. A continuacién damos una par de definiciones
para esclarecer la nociéon que estamos comentando.

Definiciéon 5.3.10. Una estructura computable A es computablemente
categorica si y sélo si existe un isomorfismo computable entre cualesquiera dos

estructuras computables de A.

Y la version relativa a cualquier ordculo X C w es la siguiente.
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Definicién 5.3.11. (i) Dados X C wy A una estructura X-computable, decimos
que A es X-computablemente categorica si y sélo si existe un isomorfismo
X-computable entre cualesquiera dos estructuras X-computables isomorfas de

A.

(ii) Si A es computable entonces diremos que es relativa y computablemente
categorica si y sélo si A es X-computablemente categorica para cada X C w.

Finalmente presentamos la caracterizacion de la versién no uniforme del teorema
5,2,1.

Teorema 5.3.1. Sea A una estructura computable. Las siguientes son equivalentes:

(i) A es relativa y computablemente categdrica
(ii) Eziste a € A<N tal que (A, @) es uniforme y computablemente categdrica.

(iii) Existen @ € AN y una familia de Scott computable enumerable para (A,a)
que consiste de formulas existenciales.

Demostracion. Por el teorema 5,2,1 sabemos que (7i) es equivalente a (7ii).

Veamos que el inciso (7) implica el inciso (7). Sea X C w y veamos que A es X-
computablemente categorica. Para ello sean B y C dos estructuras X-computables
isomorfas a \A. Ahora bien por el teorema 5,2,1 tenemos que (A,a) es uniforme,
relativa y computablemente categorica. Sea e € w tal que ®. hace a A uniforme,
relativa y computablemente categérica. Sea eg el nimero del programa cuya funcién
inducida es @PBESPC) v que es igual a la funcién (q)g(c,ac))q o CIDE(B@B) con la
modificacién de que si en algiin momento al usar D(B,@?) preguntamos por el
indice de una férmula que tenga a alguno de los elementos constantes de @® entonces
preguntamos por el indice de la férmula que tiene la misma forma que la anterior
con la excepcién de que cada ocurrencia de cada constante la cambiamos por una
variable cuyo indice es el valor de dicha constante. Si dicha variable ya esta siendo
utilizada por un cuantificador, cambiamos la variable cuantificada por una que no
haya sido utilizada. Hacemos lo mismo si utilizamos (D(C),a‘). Dentro de esta
sustitucién, los valores que obtengamos de consultar los indices de férmulas que
tengan constantes deben ser los mismos que obtengamos tras consultar los indices
de las férmulas obtenidas tras la sustitucion.

Por consiguiente los resultados obtenidos por este programa con la modificacién
debe ser igual que (®F (Cvac))_1 o &P (5% Como este tiltimo es un isomorfismo de
(B,@®) a (C,a®) entonces PPFBFPC) debe ser un isomorfismo de B a C.

Por lo tanto, nuestro nuevo programa soélo utiliza como oraculos a D(B) y D(C),
es decir al conjunto D(B) & D(C). Como By C son X-computables, tenemos que
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el isomorfismo @g)(B)@D ©) es X-computable. Esto nos permite concluir que A es
X-computablemente categorica. Por lo tanto A es relativa y computablemente
categorica.

Ahora demostremos que el inciso (7) implica el inciso (7i7). Para ello supongamos
que A es relativa y computablemente categérica. Nuestro objetivo sera el encontrar
una tupla @ € A<Y y construir una familia de Scott computable enumerable de
férmulas existenciales para (A, a).

Sea g : w — A una enumeracién 2-genérica de A, es decir una enumeracién 1-
genérica de (A, K*), la cual existe por la proposicién 5,3,6. Definimos B := g~1(A).
Tenemos que B es isomorfa a .A. Como A es relativa y computablemente categérica
y Ay B son D(B)-computables, entonces existe un e € w tal que ®”®) es un
isomorfismo D(B)-computable de B a A.

Afirmacion. Afirmamos que existe p € A<N tal que p C g y para cualquier g € A<N
tal que p C @, se tiene que g puede extenderse a una enumeracién ¢’ que induce una
estructura B’ = (¢')7'(A) tal que ®PB) es un isomorfismo de B a A.

Para demostrar esto, definimos

Q1:={(1,9) e N x A*: i—len( )&Eln<len( N(@PA@ 1 | &
& Da(@P4D [ n) # Dalg | n))}

Veamos que () es r.i.c.e. respecto de A. Para ello sea B una w-presentacion
de Ay veamos que Q¥ es D(B)-computable enumerable. Dado n € w, obtenemos
de forma computable una tupla (i,q) y verificamos si @ = len(q) y si g tiene todos
sus elementos distintos entre si. En caso de que alguna de las verificaciones sea
falsa, el programa entra en un ciclo infinito y no devuelve ninguna tupla En caso
contrario proseguimos con el siguiente paso. Ahora verificamos si ®P5@ | n para
algin n < len(q). Para esto verificamos simultdneamente para cada n < len(q)
si @Ds(q)( ) |, mediante la ejecucién directa del programa de dicha funcién en la
entrada n para cada n < len(g). Notemos que en este paso podemos no detenernos
ya que alguna de las ejecuciones anteriores puede no detenerse. En caso de que
todas se detengan, proseguimos con el siguiente paso. En este paso ya tenemos
la certeza de que ®P5@ | n para algiin n < len(q). Entonces ahora, utilizando a
D(B) como oraculo, calculamos Dg(®P5@ | n |) y Dg(q | n) y los comparamos. Si
son iguales entonces el programa entra en un ciclo infinito y no devuelve ninguna
tupla. En caso contrario el programa devuelve la tupla (i,q) y termina. La funcién
inducida por este programa es D(B)-computable y su imagen es Q1. Por lo tanto
Q1 es D(B)-computable enumerable. Por lo tanto concluimos que @ es r.i.c.e.
respecto de A. Més atin podemos concluir que @ es 1.i.c.e. respecto de (A, K*4) ya
que el conjunto K no fue necesario en el argumento anterior.
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Como ¢ es 2-genérica, entonces existe k; € N tal que g | Kk decide a Q).
Afirmamos que g | k1 no es una tupla g tal que (i,q) € @;. Por la construccién de
g tenemos que D(B) es la unién de los D (g [ k) con k € w. Aunque es posible que
®PaWk) T | no puede ocurrir que D4(®PAG*) [ n) £ Da((g | ki) | n) ya que
tanto ®°®B) como g son isomorfismos de B a A, por 10 que ®PAGED) 1y (g [ ki) [n
son automorficos. Por consiguiente (i,g | k1) ¢ @1 donde i = len(g | k1). Como
g | k1 decide a 7 entonces toda extension v de g | ky es tal que (i,7) ¢ ¢, donde
i =len(y).

Ahora consideremos al conjunto
Qo :={(i,7) e Nx A* :i=len(g) A In e N(Vr e A*(qC 7= ®P24D(n) 1))}

Veamos que ()3 es un conjunto >$-definible con parametros. Para ello notemos
que el complemento del conjunto

Qs ={(n,g) Ewx A" :Vrec A*@C7 A P2 (n) 1)}
es r.i.c.e. respecto de A, por lo tanto es 3¢-definible con parémetros. Por lo tanto Q3%
es II¢-definible con pardmetros. Sean 5 € AY y gpien( S+ Y(Y0y ooy Y51, TOy ooy Tj—1)

las formulas que hacen a (05 un conjunto II§-definible con parametros.

Ahora observemos que (i,q) € Q9 si y sélo si A F le”(s)ﬂ?zé[

q :j <len(y),l < len(z)] donde ¢ Len($)+3.%;
codigos de férmulas 3§ de la forma

S; — Y;j, X —
es la i-ésima formula del conjunto de

i=len() A \W 3z (¢ len(®)+3105 (77, 7))

7’L
neN

De lo mencionado anteriormente, tenemos que (), es 2$-definible con parametros.
Por lo tanto @y es r..c.e. respecto de (A, K*). Por la definicién de g tenemos
que existe ko € w tal que g | ko decide a Q2. Si ocurriera que (i,g | ko) € Qo
entonces existe n € N tal que toda extensién 7 de g | ko implica que ®24M (n) 1. En
particular las extensiones en g de g | ks satisfacen la propiedad anterior. Esto implica
que ®PB)(n) 1, lo cual contradice que ®P®B) es una funcién total. Por lo tanto
(1,9 | ko) ¢ Q2 y toda extensién v de g | ks es tal que (i,7) ¢ Q2 coni = len(g | ks).

Definimos p = ¢g | k donde k es el menor nimero natural tal que
g | ki,g | ke € g | k. Tenemos que p C g. Tenemos también que toda

extension g de p es tal que (4,9) ¢ Q1 y (i,q) ¢ Q2 con i = len(q).

Ahora demostremos la afirmacién que hemos mencionado mas atras. Para ello

sea § € AN tal que p C §. Veamos que podemos extender a § a una enumeracion

g :w — Atal que ¢’ induce una estructura B’ = (¢')"*(A) tal que ®PB) es un
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isomorfismo de B’ a A.

Como (i,G) ¢ Q2 con i = len(q), para n = 0 existe 7, € A* tal que § C T,
y CIDEA(%)(n) 1. Si 0 esta en la tupla 7 entonces definimos 7y = 7. En otro caso
definimos 7y = 7,0. Como 7, extiende a p podemos aplicar el mismo proceso
para obtener una tupla 7, € A* tal que § C 79 C 7y, 71 tiene al ntimero 1 y
®Pa)(n) | donde n = 1. Siguiendo este proceso construimos una sucesién de
tuplas {7, : n € w} tal que para cada n € w, n estd en la tupla 7, 7, C Tpy1
y ®PAT) () |. Definimos ¢’ tal que su tupla asociada ¢’ es tal que ¢ = U 7.

new
Como para cada n € w, 7, C 7,41 entonces ¢’ es una funcién. Como tenemos una

sucesion infinita de 7, entonces dom ¢’ = w. Dado que todos los elementos de 7,
son distintos entre si entonces ¢’ es una funcién inyectiva. Y como 7, tiene a n
entonces ¢’ es una funcién sobreyectiva. Por lo tanto ¢’ es una funcién biyectiva.

Definimos B’ = (¢')"*(A). Ahora bien, para cada n € w, como ®PAT) () |
entonces ®”B)(n) |. Por lo tanto 2B es una funcién total.

También como (7,q) ¢ Q1 con i = len(q), mas ain para cada n € w, (i,7,) ¢ @1
con i = len(7,) entonces para todo m < len(7,), ®PAT) | m | implica que

D4 (®PAT) 1 m) = D (T, | m)

Sean R; un simbolo relacional en el lenguaje de A (que también es el de B') y
una tupla (by, ..., bapi)) € B'<N. Sea m € w tal que m > b; para cada j < ag(i),
m >iym > ag(i). Sea k € w tal que i < m < len(7y) y ®PATR) [ 'm | es decir
®Pam)([) | para cada | < m, en particular para cada b; con j < ag(i). Por lo tanto
DA (®PATR) Tm) = D4 (Th | m).

Por la definiciéon de g como unién de los 7, y como m > b; para cada
Jj < ag(i), tenemos que en T, [ m ya aparecen los valores de g(b;) para cada
Jj < ag(i). Como i < m la relacién R; estd considerada en ambos diagramas
D(®PATY) | m) y Dy(Tp | m). Como m > b; para cada j < ag(i) entonces
toda variable w3, se considera para ser parte de las férmulas en los diagramas
mencionados anteriormente. Y también dado que m > agr(7) entonces tenemos en
cuenta combinaciones de variables de longitud ag(i) que componen férmulas en los
diagramas anteriores. Por lo tanto la férmula, digamos de indice s, de la forma
R;(xy,, ...,xbaR(i)) estd considerada en ambos diagramas. Por la igualdad de dichos
diagramas, tenemos que dichas férmulas o bien se satisfacen en A simultdneamente
tras sustituir sus variables por los elementos en las posiciones b; de QLA 1y
Tr | m o bien esto no ocurre al mismo tiempo.
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Por lo tanto, (®PATK(by), .., @240 (b, 1)) € RA si y sélo si
(g'(51), -, §'(bap(s))) € R Por lo tanto (®2E)(by),...,0PE)(b,.))) € R si
y s6lo si (¢'(b1), ..., q (b (]))) € R{#. Como ¢ es un isomorfismo de B’ a A
entonces (¢'(b1), ..., ¢ (bap())) € R siy s6lo si (by,..,bapn)) € RE. Por lo tanto
(®PBE)(by), ..., PLE) (b, 1)) € RA sty s6lo si (by, .., bay(yy) € RE. Concluimos que
®PB) es un isomorfismo de B’ a A. Esta tltimo termina la demostraciéon de la
afirmacion que hemos hecho en unos parrafos anteriores.

Una segunda afirmacion que nos ayudard a construir la familia de Scott de
formulas existenciales es la siguiente.

Afirmacién. Para cualesquiera m = (ny,...,n;),q,7 € AN si | < len(q),len(T), para
todo n; < len(q),len(7), §,7 2 by ®P4@ | 7 | entonces D4(q) = D4(F) implica
que (A,g [ ) = (AT [ ).

Sean m,q,7 € A<N como en la hipétesis de la afirmacién. Supongamos que
DA(@) = Dul?).

Entonces para q, sea ¢’ la extensién de § dada por la afirmacién anterior y
definamos B’ = g~ '(A). Por lo tanto ®”®5) es un isomorfismo de B’ a A. Como ¢’
y ®PB) son isomorfismos de B’ a A entonces tenemos que

(A g I'7) = (B, 7) = (A 075 [ 7)

Como q C ¢/, tenemos que D4(q) € D(B') yg | m =7 | n. Dado que qpeDA(E) ‘7l
entonces ®P4@ | 7 = ®PB) | 7. Por consiguiente

(A7) = (B,7) = (A ¢4 | m)

Para 7, sea g* su extensién y B* = (g*)~'(A). Entonces ®P®5") es un isomorfismo
de B* a A. De manera similar a la anterior podemos concluir que

(A7 [7) = (B"m) = (A, 240 | 7)
De lo mencionado anteriormente concluimos que

(A, 71 7)

Il

(A, CI)?A@W) ) ﬁ)
(‘A’ (I)GDA(FW) | ﬁ)
(A7 [ 7)

Lo cual demuestra la afirmacién mencionada previamente.

121l

Vayamos al tultimo paso de esta demostracion construyendo la familia de Scott
computable enumerable de formulas existenciales para la estructura (A4, p). Para ello
sea a € A. Por lo tanto podemos obtener de forma computable un par de tuplas
T,z € AN tal que len(ng) < len(q,), todo elemento de Tz es menor a len(q,),

G- 2D, Gy | Mz =pay ®P2G@) |7 |
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En efecto primero agregamos a p los elementos de @ y consideramos 7, como
la tupla de las posiciones de la tupla pa. La longitud de 7, es la longitud de pa y
todos sus elementos son menores a la longitud de pa. Ahora notemos que ® (B) (n)
en cada elemento n de la tupla 7iz. Como ®P®) es una funcién total debemos
obtener que dicho programas se detienen. Sin embargo al final de dichas ejecuciones
observaremos que se han realizado una cantidad finita de consultas al oraculo D(B)
por cada elemento de 7,. Mas atn como D(B) es la unién de los diagramas de
la forma D4(g | k) para cada k € w, entonces debe existir ky € w tal que las
consultas al ordculo D4(g | ko) son suficientes para tener que ®P4Wko) | 7, | Por
lo tanto basta agregar a pa elementos suficientes que no hayan sido agregados hasta
ese momento y comprobar de forma simultdnea si ®. con oraculo el diagrama en
A de la tupla obtenida se detiene en todos los elementos de 7iz. Este proceso de
verificacion simultanea debe terminar ya que en algun momento habremos agregado
a pa los elementos de g | ky. Cuando ocurra esto el programa se detiene devolviendo
la tupla obtenida, que nombraremos g.

Afirmamos que para cualquier tupla b € A<N tenemos que

(A,pa) = (A, pb) siysélosi 3GG@2OPp A Gl Tig=pb A Da(@) = Da(@s))

Supongamos que (A,pa) = (A,pb). Sea h un automorfismo de A tal que h
manda a pa en pb. Sea 7 la tupla obtenida por h en g.. Entonces se debe satisfacer
que D4(q) = DA(qg) por la definicién de g y por la condicién de preservacion de
férmulas atémicas de h. Como @, | iz = pa entonces como h manda a pa a pb y
G- a g entonces tenemos que § | iz = pb. Por lo tanto ¢ 2 p. Con lo cual queda
demostrada la formula de la parte derecha.

Ahora supongamos dicha férmula y veamos que (A,pa) = (A,pb). Sea @
una tupla dada por la férmula ya mencionada. Notemos que tanto § como
G, satisfacen las condiciones de la segunda afirmacién de este teorema. Como

D 4(qz) = Da(q) entonces tenemos que (A, q; [ Tz) = (A, 7 [ 7ig), lo cual implica
que (A, pa) = (A,pb). Con esto tltimo queda demostrada la equivalencia anterior.

Definimos la férmula existencial ¢z(p, T) con pardmetros p como la férmula
WG 2P AN YIMae=pT A Da(y) = Da(s))

Por el momento no es claro que la férmula anterior se pueda ver estrictamente
como una féormula existencial por la parte dy, la cual a primera vista nos dice que
deberiamos fijarnos en una tupla finita de una longitud especifica. Afortunadamente
podemos codificar tuplas finitas de tamano arbitrario por un nimero natural. Por lo
tanto basta considerar la férmula anterior como una férmula de la siguiente forma:
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n(( )0 =pg N -+ A (ﬁ)len(@ 1 = Plen(p)—1 A (ﬁ)( () tenm) = L0 A - A
<ﬁ) N@)ien(mig)—1) Tlen(mig)—1-len(p) /\ D-A( ) cD ( ) N DA(GE) - DA(ﬁ»

donde denotamos por 7 a la tupla finita asociada a n bajo la funcién 1, (1) es
el k-ésimo elemento de la tupla 7@ y las formulas D 4(7) € Da(Gz) v Da(G;) C D4(7)
podemos verlas como férmulas libres de cuantificadores dadas por la observacion
421.

En observaciones anteriores obtuvimos a g; y a iz de forma computable a partir
de @. Como A es computable, podemos obtener a D 4(g;) de forma computable.
Esto implica que podemos obtener de forma computable a las férmulas libres de
cuantificadores mencionadas anteriormente. Los demas componentes de la férmula
©vaz(P, ) los podemos obtener a partir de la longitud de @ y a partir de 1. Por lo
tanto dado @ podemos obtener de forma computable su férmula ¢z(p, 7). Esto hace
que el conjunto de férmulas existenciales con pardmetros en p, {pz : @ € AN} sea
computable enumerable.

El paso que nos falta es ver que en efecto {5 : @ € A<V} es una familia de Scott.
Para ello notemos que @ satisface su féormula ¢z en A ya que ¢; 2 P, Gz | g = Da
v DA(3:) = D4(g,). Por otro lado si b es una tupla finita que satisface ¢z en A
entonces definimos como ¢ a la tupla testigo de tal hecho. Por una observacién
anterior tenemos que (A,pa) = (A, pb), es decir existe un automorfismo de (A,p)
que manda a @ a b. Por lo tanto {¢g : @ € A<V} es una familia de Scott.

Concluimos que {¢g: @ € A<V} es una familia de Scott computable enumerable
de formulas existenciales para la estructura (A,p), lo cual demuestra el inciso (i)
y termina con la demostracion de este teorema.

]



Apéndice

Programa de minimizacion

En la proposiciéon 1,2,2 dimos el ejemplo de un programa escrito en pseudocodigo,
es decir escrita con abreviaciones de instrucciones para que fuera mas entendible. A
continuacién mostraremos su programa equivalente en el lenguaje de las maquinas
de acceso aleatorio y lo comparamos con el programa escrito en dicha proposicion.
Sea [ el ntimero de instrucciones de (FI™)(™) Sea j =3 +1+n+1+1+3+2.

Programa en pseudocdédigo Programa en instrucciones
RAM

T+l < 0 Tp+l < 0

T2 < 0 T2 < 0

Tnas ¢ Tnes + 1 Tnts < Tnasg + 1

si 1,43 = 42 entonces
ir a instruccién nimero 5 — 1

hacer
en otro caso
ir a instruccién siguiente

Tm+1 < 71 Tm+1 <71
Tm+n+1 — 7an+1 7ﬁm+n+1 — rn+1
(F[m])(m) (F[m])(m)
Tn+3 < Tm+1 Tn+3 & Tm+1
Trgl < Tng1 + 1 T4l € The1 + 1

si r; = r; entonces

ir a instruccién numero 4
en otro caso

ir a instruccién siguiente
Tn+l S Tn—&—l;]- T4l < Tn—i—l;l
T < Tnt1 T1 < Tt

mientras 7,3 # 0

La comparacion anterior nos hace mas explicito que la cantidad de instrucciones
del programa H es j. Ademas que la instruccién j—2 siempre hace que la instruccién

Y
4 se ejecute. Por lo tanto en el tiempo de ejecuciéon r = 3+ 3. (1+(n+1)+t;+3)+4
=0

143
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se justifica el ultimo 4 ya que se ejecuta una vez la instruccion 4, se ejecutan las
instrucciones j— 1y j y se ejecuta la instruccién que da salida al programa. Ademas
la ejecucion simulada en dicha proposicion ya tomamos en cuenta al programa en
sus instrucciones RAM.

Programa de recursion primitiva

En la proposicion 1,2,3 dimos el ejemplo de un programa escrito en pseudocéddigo
para que fuera mas entendible. A continuacién demostraremos que dicho programa
tiene su equivalente escrito solo con instrucciones RAM. Sea j =j=14+n+10 +
24+n+ Iy + 3+ 1. Entonces,

Programa en pseudocdédigo Programa en instrucciones
RAM

Tz < 0 Tnto < 0

Tg+1 S T1 Tgt1 < T1

Tq+n <— Tn Tq+n <— Tn

(F[q])(q) (F[q])(q)

Tn+3 < Tg41 Tp43 < Tg+1

Si 11 = rpio entonces

ir a instruccién ntiimero j
en otro caso

ir a instruccién siguiente

mientras 7,1 7 7,0

Tgr1 < T1 Tgr1 < T1

Tq+n — Tn Tq+n — Tn
Tgtnt+l < Tny2 Tgtn+l < Tny2
Tqtn+2 < Tnts Tq4n4-2 S Thts
(G[q})(q) (G[q})(Q)

Tp+3 < Tg+1 Tn+3 < Tq+1
Tni2 ¢ Tng2 +1 Tnt2 ¢ Tnyo + 1

si r;y = r; entonces

ir a instrucciéon namero 1 +n +1{; + 2
en otro caso

ir a instruccién siguiente
T < Tnts T < Tnts

fin mientras

La comparacion anterior hace explicito que en efecto j es la cantidad de
instrucciones del programa anterior.
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Detalles de la seccion 1.3

En este apartado nos interesa dar demostraciones méas formales de las
proposiciones 1.3.1 y 1.3.2.

Primero mostramos un programa que nos ayudara a trasladar todo un bloque
de registros a registros mas adelante de la cinta de trabajo, de modo que si tenemos
una instrucciéon de carga o de almacenamiento que se refiera a direcciones de
registro que involucran indices suficientemente grandes, tengamos la certeza de que
no hay problema con interrumpir el sentido de un programa si guardamos elementos
después de su espacio de trabajo.

Por ello damos un programa que nos servirda con este proposito y del cual
pediremos que se encuentre antes de las instrucciones de carga o de almacenamiento.

Sea Q el siguiente programa.

Programa en pseudocdédigo Explicacion del programa

si r, > r; entonces Si el indice de la instruccion de carga o
almacenamiento es mayor al indice que
indica el final del espacio de trabajo del
programa entonces se ejecuta lo siguiente.

Asignamos a 79 el contenido de r,, 1 que

To = Tri41 contiene la cantidad total de elementos
después de los dos registros siguientes del
espacio de trabajo.

mientras r, > 0 Iniciamos un ciclo en el que se realizara
una transferencia de los elementos después
del espacio de trabajo inicial a un
espacio de trabajo después de la direccién
marcada por 7,.

Movemos el elemento mencionado.

Troa24r € Tri42tr Comenzamos a mover dichos elementos
de derecha a izquierda para que no existan
problema alguno con la eliminacién del
contenido de un registro.
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Disminuimos en uno el contador ry para
To +— ro—1 poder terminar el ciclo.

Finalizamos el ciclo cuando se cumple que
fin mientras ro =10

Tro 42 = Tri42 El valor del segundo registro posterior al
espacio de trabajo lo movemos al registro
posterior al nuevo espacio de trabajo.

Trn+1 = Tri+1 Lo mismo que en la instrucciéon anterior
pero con el registro inemdiato posterior al
espacio de trabajo.

mientras r <1, Iniciaremos un ciclo en el que daremos
el valor 0 a todos los registros que se
encuentren en medio del dltimo registro
del espacio de trabajo original y el primer
registro posterior al nuevo espacio de
trabajo.

ry—nr+1 Aumentamos en uno el valor de r; a fin
de que alcance el valor de r, que sera su

nuevo valor.

Asignamos 0 a dicho registro.

Tpy <0
Finalizamos el ciclo. El valor de r; ahora
fin mientras €s T'y.
fin si Finalizamos el condicional.

A continuaciéon daremos una descripcion del programa anterior en términos de
instrucciones RAM.
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Programa en pseudocdédigo Programa en instrucciones RAM
Li: ro1r,
IQ tr3+0
Is: r, <0
I4 cr5 0
I5 trg 0
16 crr <0
I,: si r3 =r; entonces

113 .

Iy
115 .
Il6 .
117 :

To <= Tri41

118 .
Ilg .

mientras ry > 0

ir a instruccién ntmero 11
en otro caso
ir a instruccion siguiente

DTy — 7’2;1
Igi

si r, > r; entonces Iip:

rg<r3+1
si 7y = r; entonces

ir a instruccién numero 7
en otro caso

ir a instruccion siguiente

tr3 <0
1121

si ry = r3 entonces

ir a instruccién numero 14
en otro caso

ir a instruccion siguiente
si 7y = r; entonces

ir a instruccién numero 44
en otro caso

ir a instruccion siguiente

T3 <1
T3(-T3+1
T‘2<—TT3
r3 <13+ 1

rg < 0
si 7, = r, entonces

ir a instruccién nimero 30
en otro caso

ir a instruccion siguiente



CAPITULO 5. MISMAS ESTRUCTURAS, DIFERENTES PROPIEDADES DE

COMPUTABILIDAD

148

Vrp+24ry < Tri424ry

To < 7“2;1

fin mientras

rrn+2 — rm +2

rrnJrl — rr1+1

mientras r; <r,

T1<—T1—|—1

Tp, <0

fin mientras

fin si

120 .
121 .
122 .
]:23 .
124 .
125 :
I26 .
127 .

I28 .

129 .

]:39 .

I40 .

141 .

143 .

Te < Tn
T6<_r6+1
7‘6<—T6+1
Tg < Tg + T2
Ts < T3
Ts <= T5 + T2
T7 <= Tpg
Trg <= 17
T2<—7"2;1

si 7y = r; entonces

ir a instruccién nimero 19
en otro caso

ir a instruccion siguiente

T4 < Tp
rg 14 +1
ra—1rs+1
Ts < Tpy
Try < T5

T3 < 7"3;1
Ty < T‘4;1
Ts < Tpy
Try < T5

si r; =r, entonces

ir a instruccién numero 44
en otro caso

ir a instruccion siguiente

T1<—T1+1

T‘2<—O
Try < T2

si 7y = r; entonces

ir a instruccién niumero 39
en otro caso

ir a instruccion siguiente
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Dado un programa P, definimos como P* al programa que resulta de anadir el
programa  inmediatamente antes de cada instruccién de carga o almacenamiento
de P, en caso de que P tenga instrucciones de este tipo.

Detalles de la proposiciéon 1.3.1

A continuacién daremos con mayor precision un programa que hace a la funcién
configuracion de la definicién 1,3,1 una funcién calculable.

Como mencionamos en la demostraciéon de la proposicion 1,3,1, la idea del
programa, es que a partir de la cantidad de elementos de la tupla finita dada
podamos saber cuantos nimeros primos vamos a calcular, que posteriormente
vamos a calcular sus potencias con respecto a los nimeros de la tupla dada y
finalmente vamos a obtener el producto de todos ellos.

Para ello sean Qi, Q2, Qs los programas de las funciones p, exponente y
producto entre dos niimeros naturales respectivamente. !

Sea m = max{pq,, PQ,: PQ, } + 11. Definimos como P al siguiente programa:

Programa en pseduocdédigo Explicacion del programa

Tm—1 < Tm Asignamos la cantidad de elementos
de la tupla inicial al registro que
contiene la cantidad de elementos que
existen después de los dos primeros
registros posteriores al espacio de
trabajo inicial.

ry <0 Nos aseguramos de que el registro
r1 tenga el valor de 0 para poder
asignarle el valor de la posicién final
del espacio de trabajo.

ry &1+ 1
: m—2 Asignamos m—2 al registro 7.
ry <1+ 1
rg < T'm Damos el valor de r,, a rg, que es la

cantidad de elementos iniciales para
ser utilizados como contador.

IPara recordar cuéles on esta funciones vaya al lema 1,2,1 y al ejemplo 1,2,1
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mientras rg > 0 Iniciamos un ciclo en el que vamos a
obtener los primeros r,, nimeros primos y
guardaremos después de la entrada inicial.

T10 < T8 Colocamos el contenido del registro rg
como entrada del programa que calcula el
rg-numero primo.

(( [19]>(9))* Calculamos dicho nimero.

Tri4+247 1otrs < T10 Guardamos el niimero primo obtenido en
una posicion posterior a la entrada inicial.
Este guardado sera de derecha a izquierda
para ir con el sentido del contador rg.

Trit1 4= "1+ 1 Aumentamos en uno el numero de
elementos después de los dos primeros
registros posteriores a la posicion inicial.

rg < rg—1 Disminuimos en uno el contador.
fin mientras Finalizamos el ciclo cuando el contador

sea cero. En este paso se habran calculado
los niimeros primos necesarios.

T8 4= Tp 42 Reiniciamos el contador rg con la
cantidad de elementos en la tupla dada
inicialmente.

mientras rg > 0 Iniciamos un nuevo ciclo en el que

calculamos los resultados de elevar un
numero primo al elemento de la entrada
mas uno que le corresponda.

T11 4= Try4+24rs Colocamos como entrada al elemento
correspondiente de la entrada original.

10 = Try 424, 1otrs Colocamos como entrada al nimero primo
correspondiente que hayamos obtenido en
el ciclo anterior.
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rip 111+ 1 Sumamos uno al elemento que tomaremos
como potencia

(( [29])(9))* Ejecutamos el programa que calcula el
valor de la potencia de ryy elevado al
contenido 717.

Tri+2+r cotre sotrs < T10  El resultado obtenido lo guardamos en
registros posteriores a los registros donde
se guardaron los nimeros primos.

Tri41 < Try41 + 1 Aumentamos en uno la cantidad de
elementos que hay después de los dos
primeros registros posteriores al espacio
de trabajo actual.

rg < rg—1 Disminuimos en uno el contador.

fin mientras Finalizamos el ciclo cuando este proceso lo
hayamos repetido con cada elemento de la
tupla dada inicialmente con su respectivo
numero primo.

T8 = Tri42 Nuevamente asignamos al contador rg la
cantidad de elementos que hay en la tupla
dada inicialmente.

T10 = Try424m, fotre 12+7s Tomamos la potencia que se encuentra
mas a la derecha, o bien la primera
potencia que calculamos en el ciclo
anterior y la colocamos como entrada del
programa que calcula el producto de dos

elementos.
rg < 1r3—1 Disminuimos en uno el contador.
mientras rg > 0 Iniciaremos un ciclo en el que

calcularemos el producto entre si de
todas las potencias obtenidas en el ciclo
anterior.
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T11 < Ty +247r 42470 42478

(@

rg < 7“8;1

fin mientras

T < T10

Colocamos como entrada del programa
que calcula el producto de dos nimeros
a la potencia inmediata a la izquierda de
la potencia tomada anteriormente.

Calculamos el producto de el producto
obtenido hasta el momento y la potencia
colocada recientemente.

Disminuimos en uno el contador.

Finalizamos el ciclo cuando hayamos
calculado el producto de las potencias.

El resultado final que se encuentra en el
registro 1y lo colocamos en el registro r
para que sea devuelto por el programa.

A continuaciéon veremos que el programa anterior es en efecto un programa en

instrucciones RAM.

Programa en pseudocdédigo
Tm—1 < Tm
r1 <0
rp<nr+1
: m—2
ry<nr1+1

s < T'm

mientras rg > 0

T10 < T8

(@™

Programa en instrucciones RAM

Il D Tm—1 < Ty
IL: r«0
13 Ty 1+ 1
: m—2
L,: m+nr+1
Lo rg 1y
Im+2 I '} {— 0
I,.3: sirg=ry entonces
ir a instruccién nimero
m+4+1; +15
en otro caso
ir a instruccion siguiente
Im+4 DT T8

(@"®)y
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Livayor: ros 1
Im+4+l1+2 O !
Im+4+l1+3 D rg—Tr9+1
Tri42+4r 4otrs < 710 Lovayipa: r3< 1
Lnyaries: ro<ra+7r3
Livayire: ro<—r2+rs
Lovati47: mry < T10
Lovarn4s8: mam
Litarpo: ra<=m2+1
Tl € Trg1 + 1 Litatnt10: 73 ¢ 1y
Livayninn: < r3+1
Lovaynri2: Ty <13
rg < 7”8;1 Im+4+l1+13 Tg — 7’8;1
Ltati,414 0 sl =1 entonces
ir a instruccién nimero
fin mientras m+3
en otro caso
ir a instrucciéon siguiente
Livayiois: ma <1
Lovatiivi6: mo 1m0 +1
"8 T Lovarir: mos—ra+1
Lonyativ1s8: 18 < Ty
Livayiri9: 179 <=0
Liati,420 @ sirg =19 entonces
ient 0 ir a instruccion niimero
mientras rg > m4+4+1, +33+1+16
en otro caso
ir a instruccién siguiente
Lojagnqo1: 12611
Loyarigo2: mos—1m2+1
T11 4 Try 4240 Litatnes: ma 1 +1
Ligatip2a: o 12+ 78
Lovayios 0 T < 7y
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Lotatiiqo6 0 T2 11
Ltariqor: mos—1a+1
Loiayiqo8: o =12 +1
10 — TT1+2+T7«1+2+T3 Im+4+ll+29 LT3 — TTQ
Ltaqi430: T2 <12+ 13
Loyaqi431: 12 ¢ 1o+ 13
Lotatnes2: 710 ¢ 7y

ri1 <+ 1 Liati43s: m1rn+1

(QYH @) (QYhy®)y»

Lat 43341041 0 T2 411
Lratii3340042 0 T2 <12+ 1
Loari433tia3: T2 12+ 1
Lntatii+33+1a+4 1 T3 4 Ty
Lovasi 4334045 0 To <12+ 73
Lovasii 4334046 0 To < T2+ 73
Lraqii 43340047 0 T2 < T2+ T3
Ltatty 43341048 1 Try = T10

Tri+247p fotrr 42478 < T10

Lotarn4331ia10 0 T2 ¢ 11
Lot 433404100 T2 <12+ 1
Tri41 < Trp1 1 Lraqii 433400411 0 T3 < Ty
Lratii433400412 0 T3¢ 13+ 1
Lotarn4334i04013 0 Ty <73

rg < rg—1 Lotatii 133410414 0 T8 < 13—1

Ltati,+33+41,+15 ¢ S1 71 =1 entonces
ir a instruccion
m+4+1; + 20
en otro caso
ir a instruccién
siguiente

fin mientras

Lntati+33+10+16 0 T2 <= 71
Lot 433404170 T2 <12+ 1
Lot 433405418 1 T2 <12+ 1
Lraqii 433410410 0 T8 < Ty

rg < T'pp42
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710 € Try424r potrr y2+rs

g < 7'8;1

mientras rg > 0

11 — rT1+2+TT‘1+2+T7»1+2+T‘8

(@

rg < T8;1

fin mientras

T < T10

Loarn 433410420 ¢
Im+4+l1+33+l2+21 :
Im+4+11+33+12+22 :
Lati, 433415423
Im+4+l1+33+lg+24 :

Im+4+l 1433412425 -

Liast, 433410426 ¢
Im+4+l1 +33+12+27 -

Loarn 433410428 ¢
Loiast 433410420 ¢
Loyati 433402430
Im+4+11+33+12+31 :
Lotarn 433410432 ¢
Lotarn 433410433 ¢
Lias 433400434 ¢
Loasii 433405435 ¢

(@

Im+4+l1+33+l2+35+l3+1 :

T3 < Ty
To < T9 + T3
To < T9 + T3
To < T9 + Ty
T10<_T7’2

rg < 7'8;1

Tg < 0

si rs = rg entonces
ir a instruccion
m+4+l1+33+12+
+35+ 13+ 3

en otro caso
ir a instruccién
siguiente

To < 1
ro <19+ 1
ro <— 19+ 1
Tg(—TTQ
To < 7o + T3
o < To + 13
To < To +1Tg
T11 <= Try

rg < 7”8;1

L aqiy43340043540542 © S1 T =11

entonces
ir a instruccion
m+4+ 1 + 33+
+ly + 27

en otro caso
ir a instruccién
siguiente

L a1, 433410485 4+1543 © T1 < T10

A partir de los detalles que acompanan a la descripcion del programa P
podemos observar que para cualquier tupla de elementos (z1,...,x,), como el
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programa anterior siempre se detiene, tenemos que siempre existe t € w tal que
n

Ctrlis((0,..,0, 21 ,...,2,),1) = y; donde y; = [[ p(i)®*!. Por lo tanto la funcién
N i=1

m
configuracion es calculable.

Detalles de la proposicion 1.3.2

En este apartado damos mas detalles de las demostraciones de los incisos

(i), (i), (ii7) de la proposicién 1,3,2.

Detalles del inciso (%)

Comenzamos con los detalles que corresponden al inciso (7). Debemos demostrar
que la funcién @5 es 2-calculable. Sea P el siguiente programa.

Programa en pseudocdédigo

si r; # 0 entonces

7’2(—1

7‘3(—1

mientras r, < rg

r3 <13+ 1

To < To + T3

Explicacion del programa

Si la entrada del programa es distinta de
cero se ejecuta lo siguiente

Inicializamos un contador cuyo contenido
sera el nimero 1 y nos servira para llevar
la suma de los primeros n niimeros
naturales.

Inicializamos un contador cuyo contenido
serd el nimero 1 y nos servira para llevar
el nimero n que le ha sido anadido a la
suma en un momento dado.

Inicializamos un ciclo en el que
realizaremos la suma de los primeros
numeros naturales y nos detendremos
cunaod esta suma sobrepase a la entrada
inicial.

Aumentamos en uno el niimero natural

que vamos a anadir a la suma.

Realizamos la suma de dcho ntimero con
lo que llevamos sumado hasta el
momento.
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fin mientras Finalizamos el ciclo si la suma ha superado
a la entrada inicial.

To — I'y—T; A la suma que obtuvimos le restamos
el nimero natural que hizo que ésta
sobrepasara a la entrada inicial.

rg 4— r3—1 Restamos uno al namero natural que hizo
sobrepasar la suma para obtener al menor
numero que hace que la suma es menor o
igual que la entrada inicial.

Ty 4— T—T9 A la entrada le restamos la suma para
obtener el valor de la primera coordenada
que el programa va a devolver.

T < T3—T4 Al mayor nimero natural que hace que
la suma no sobrepase a la entrada inicial
le restamos el valor obtenido en el paso

anterior.

4Ty Preparaamos el primer resultado para ser
devuelto por el programa.

ro — T's Preparamos el segundo resultado para ser
devuelto por el programa.

r3 <0 Hacemos que los registros 3 al 8 tengan
como contenido cero para que la tupla a
ser devuelta tenga la forma que se requiere
en la definiciéon de calculabilidad.

Ty < 0

Ty < 0

T < 0

T7(—O

7“8(—0
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en otro caso Si la entrada inicial es 0 entonces se
ejecuta lo siguiente.

re <0 Basta devolver en la segunda coordenada
el valor 0.
fin si Se finaliza la condicional.

Ahora traduciremos el programa anterior escrito en pseudocddigo a instrucciones
RAM para ver que en efecto es un programa.

Programa en pseudocdédigo Programa en instrucciones RAM
I,: rg < 0
I, : sir; =rg entonces

si r; # 0 entonces ir a instruccién ntimero 46

en otro caso
ir a instruccion siguiente

Is: 15+ 0
ra 1 Ii: ro+—ry+1
r 1 I5: r3<0

IG: rg<r3+1

I,: ro—r;+1
Is: si r; = r¢ entonces
ir a instruccién ntimero 10
en otro caso
mientras r, < 1 ir a instruccion siguiente
Iy : sir; =r; entonces
ir a instrucciéon numero 19
en otro caso
ir a instruccion siguiente

re <— 15+ 1 Lig: rg<r3+1

T9 <= T9 + T3 11117”2%7"24-7”3
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fin mientras

To <— TQ;T?)

T3 < 7”3;1

Ty <—1T1—7T2

112 .
113 .
114 .

118 .

119 .
:[20 .

124 .

125 .
126 .
127 .

129 .
130 .

T <— T9
rg < 0
si rs = r; entonces

ir a instruccién numero 18
en otro caso

ir a instruccion siguiente
T7 < 7“7;1
rg —rg+ 1
si r1 = r; entonces

ir a instruccién numero 14
en otro caso

ir a instruccion siguiente
si 1 = r; entonces

ir a instruccién numero 8
en otro caso

ir a instruccion siguiente

rg < 0
si rs = r3 entonces

ir a instruccién numero 24
en otro caso

ir a instruccion siguiente
To < 7“2;1
rg < g+ 1
si v = r; entonces

ir a instruccién numero 20

en otro caso
ir a instruccion siguiente

T3 <— Tg;]_

Ty < T
rg < 0
si rs = ro entonces
ir a instruccién numero 31
en otro caso
ir a instruccion siguiente
Ty < 7“4;1
rg < g+ 1
si vy = r; entonces
ir a instruccién numero 27
en otro caso
ir a instruccion siguiente
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Ty < I'3—T4

T 4— Ty
ro < 15
rg < 0
rg <0
rs < 0
reg < 0
r7 40

rg < 0

en otro caso

T2<—0

fin si

131 .
132 .
133 :

]:342
: 7’8(—T8+1
I36:

137 :

I38 .

145 .

I46 :

Ts < T3
rg < 0
si rs = r, entonces
ir a instruccién numero 37
en otro caso
ir a instruccion siguiente
Ts < 7’5;1

si vy = r; entonces

ir a instruccién numero 33
en otro caso

ir a instruccion siguiente

T < Ty

To < T5

cr3+ 0
crg 0
cr5 0
e+ 0
10

crg 0

si r1 = r; entonces

ir a instruccién numero 47
en otro caso

ir a instruccion siguiente

7’2%0

Por las observaciones que se hicieron en la descripcion del programa P tenemos
que para cualquier x € w, existe t € w tal que Ctrih(z,1) = ((x1,22,0,..., 0 ), k+1)

I~
8

donde 5! (z) = (1, 13). Por lo tanto la funcién g5 es 2-calculable.
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Detalles del inciso (i)

Ahora mostraremos los detalles de la demostracién inciso (i) en la misma
proposicion. Para concluir la demostracion faltaba ver que cp;il es n+ 1-calculable.
A continuacién mostramos un programa que hace cp,’h{l una funcién n+1-calculable.

Sean Q el programa que hace a @5 ' 2-calculable. Si n + 2 < 11 definimos a P
como el siguiente programa.

Programa en pseudocdédigo Explicaciéon del programa

r9 < 1 Inicia un contador que llevara la cantidad
de aplicaciones de 3"

mientras rg < n Se ejecutara un ciclo en el que se relizara
la aplicaciéon del programa que hace a
5! una funciéon 2-calculable n-veces
sobre la entrada inicial y sobre los
resultados que vayamos obteniendo.

Q Se ejecuta el programa mencionado
anteriormente.
T10+r¢ < T1 El primer resultado obtenido se guarda

en un registro posterior aal registro
auxiliar rg.

rg < T9 + 1 Aumentamos en uno el contador que
lleva la cantidad de aplicaciones de 5.

L4 To El resultado de la segunda coordenada se
utilizara para una nueva aplicacién de
-1
P2 -
fin mientras Al finalizar el ciclo habremos obtenido

n + 1-coordenadas.

7104041 < T2 Tras este paso habremos guardado todas
las coordenadas en registros
determinados.
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r14— T Colocamos la primer coordenada en
posicion para ser devuelta por el
programa.

ri; < 0 Hacemos a cero el contenido de ry; para
obtener una tupla final de la forma que
requiere la definicién de calculabilidad.

Ty 4= T12 Repetimos lo mismo con la segunda
coordenada obtenida.

rip <0 Realizamos el mismo proceso con el

Tnt1 € 7104041

T104n+1 < 0

Tpy2 < 0

Tnyg < 0

registro ris.

Tras este paso ya tendremos a todas las
coordenadas en posicion de ser devueltas
por el programa.

Nos aseguramos de que los registros que
se encuentran después del registro n + 1
tengan como contenido 0.

A continuacion desarrollamos el programa P de modo que sea més sencillo notar
que se trata de un programa en instrucciones RAM.

Programa en pseudocdédigo

7’9%1

Programa en instrucciones RAM

ILi: rg <0
Io: rg <19 +1
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mientras rg < n

T10+4+rg < T1

13: r10 < 0

I, rig < 110+ 1

I3y o< rio+1
Isip1 ¢ sirg =7y entonces
ir a instruccién numero
3+n+1+1+17
en otro caso
ir a instruccion siguiente

Q

| ENPE TR

I3+n+1+l+2

13+n+1+l+11 .
13+n+1+l+12 :
| ENRSRETISES

crge—r3+1

Tg(—?"g+1

T < T9

I insi441a
I3+n+1+l+15 :

I3+n+1+l+16 :

fin mientras

T104n4+1 € 72
T < T11

r1 <0

To < T'12

7"2(—0

| ENRSI AT
I3yni1qi41s:
| ENPAS RIS
Isint141420

13+n+1+l+21 :

r3 < 0

10

7"3<—T’3+1

T3 < T3+ 79

Try <11

Tg < Tg9 + 1

T < 1o

si r{ = r; entonces
ir a instruccién nimero
3+n+1

en otro caso
ir a instruccion siguiente

T104n+1 < 12
T < T11
T < To
To < T'12

r9 < 0
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Tntl < T104n+1 L1t 1742n41 © Tntl € T104n+1
T104n+1 < 0 Lyniiviiirionge t Thn <0
T2 < 0 L3 inqitip1742nq241 0 T2 < 0
Tnyo < 0 Isint1ti41742n4248 & Tnig < 0

Por la descripcion del programa P, podemos obtener que para cualquier x €
w existe t € w tal que Ctrip(z,1) = ((x1,...,zn),k + 1) donde ¢,14(z) =
(1, .oy Ty, 0, ,\0/) para algin s € w. Por lo tanto go;_li_l es n + l-calculable.

S

Detalles del inciso (%ii)

Ahora demostraremos los detalles de la demostracion del inciso (i) de la misma
proposicion. Primero mostraremos que 1@ es una funciéon calculable. Sea Q un
programa que hace a (o una funcién computable.

Sea s = pq + 11. Definimos como P al siguiente programa:
Programa en pseudocdédigo Explicacion del programa

Te1 < T Guardamos en un registro la cantidad de
elementos de la tupla dada inicialmente.

Ty 4 5—2 Guardamos en el primer registro la
locacién final del espacio de trabajo.

T8 < Tr42 Utilizaremos como contador a rg que
contendra primero a la cantidad de
elementos de la tupla inicial.

mientras rg > 1 Iniciaremos un ciclo en el que
aplicaremos el programa que hace a 5
computable a cada par de la tupla inicial
comenzando de derecha a izquierda y
sobre los resultados que vayamos
obteniendo.
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T].O — r’l“1 +1+rg

11 Tri42+4rg

(QU)):

Tri+14rs < T10

rg < 7”8;1

fin mientras

T10 < Tr1+2_1

11 < Tri+3

(QF)®)

T < T10

Preparamos una coordenada como
entrada del programa anteriormente
mencionado.

Preparamos una segunda coordenada
para el mismo programa.

Ejecutamos el programa que hace a (5
una funcién computable.

El resultado lo guardamos en un registro
para que pueda ser utilizado en una
ejecucion mas en este ciclo.

Disminuimos en uno el contador.

Al finalizar el ciclo obtendremos un tnico
numero que resultard de codificar todas
las coordenadas de la tupla inicial.

Preparamos la cantidad de coordenadas
de la tupla inicial y le rstamos uno para
una ejecuciéon del programa que hace a
(p2 una funcién computable.

Preparamos el resultado obtenido por el ciclo
anterior para la ejecucion del programa
mencionado anteriormente.

Ejecutamos el programa mencionado para
obtener el valor de ¥ en la tupla inicial dada.

Preparamos el resultado obtenido para que sea
devuelto por el programa.

A continuacién mostraremos de forma explicita que el programa anterior escrito
en pseudocodigo es en efecto un programa en instrucciones RAM.
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Programa en pseudocdédigo Programa en instrucciones RAM
Te_1 < T I re_q <1y
]:2 ry <0
. 13 Try &1+ 1
T < s—2 . :
: 5—2
IL: m+<nr+1
Is+1 N el ]
IS+2 T rg 419+ 1
<_

"8 Tri+2 Is+3 DTy 4—T9 + 1
IS+4 DTS Ty
Is+5 trg+0
Is+6 D T9 4 Tg + 1
I,,7: si rg =719 entonces

mientras rg > 1 ir a instruccién nimero

s+13+1+7
en otro caso
ir a instruccion siguiente

Liig: ro 1
Is+9: ro <19+ 1
Ii10: ro<—ra+rg
Isi11 0 710 < 7y
IS+12: TQ(—T2—|—1
| IR STIR ol o

T10 < Try+14rg

T11 € Tri424rg

(QFH®) (QF)@)r

Liiziiprt ro< 1
Lipisqiqo: mo—rp+1
Ioi131043 0 ro <12+ s
Loii34i4a 0 Ty < T10

TT‘l +1+47rg — TlO

rg <= rg—1 Loii34i45 0 18 < 1rg—1
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Isi1340006: si rp =1, entonces

fin mientras

ir a instruccién ntmero s + 7
en otro caso
ir a instruccion siguiente

| INEESTRT S O e
L3448t ro<1mo+1
1o < Tpip2—1 Ioiiiipo: roro+1
Loi1310410 0 710 < Ty
Loi1340411 1 10 < r1o—1

Litistiqio: mo 1o +1

1 < 7Ty

1 13 Litisritis s i <7y
((QE1)@y= ((QF1®)
1< To Lotisiv134i41 1 71 ¢ T1o

Observemos que para cualesquiera elementos 1, ..., z, € w se cumple que existe
t € w tal que Ctris™((0, ...,O,\vz_/, T1, .y Ty), 1) =y donde ¥(xy,...,x,) = y. Por lo

tanto 1 es calculable. ’

Ahora veamos que la funcién 1! es calculable. Para ello sea Q el programa que
hace a 5’ una funciéon 2-calculable. Definimos como P al siguiente programa:

Programa en pseudocdédigo

Q

Tg < 1M

Tg(—Tg—I—l

Explicacion del programa

Ejecutamos el programa Q en la entrada
inicial y se obtendran dos ntiimeros; el
primero sumado méas uno es la longitud
de la tupla que debemos obtener, el
segundo es la codificacion de la tupla que
debemos obtener.

Guardamos la cantidad de elementos a
obtener menos uno para utilizarlo como
contador.

Sumamos uno para obtener la cantidad
total de elementos a obtener.
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T19 < Tg Guardamos la cantidad anteriormente
mencionada.

r13 < To Guardamos la segunda coordenada obtenida.

T4 Ty Preparamos dicho resultado para una posible
nueva ejecucién del programa que hace a 5! una
funcién 2-calculable.

rip < 1 Inicizalizamos un contador que nos ayudara a

mientras rq9 > 1

Q

T124r; €T

7/‘13-%-7“11 — T2

T < T9

Tg < 7’9;1

i1+ 1

fin mientras

colocar en orden las coordenadas que vayamos
obteniendo.

Iniciamos un ciclo en el que iremos hallando las
coordenadas de la tupla que debemos obtener.

Se ejecuta nuevamente el programa que hace a
5! una funcién 2-calculable.

Guardamos el primer resultado que obtengamos
para o bien ser utilizado en una nueva iteracion
del programa mencionado anteriormente o bien
para ser considerado como un elemento de la
tupla que debemos obtener.

Guardamos el segundo resultado por la misma
razon del resultado anterior.

Preparamos el segundo resultado para una nueva
ejecucion del programa mencionado
anteriormente.

Disminuimos en uno el contador que lleva las
veces de la aplicacién del programa Q.

Aumentamos en uno el contador que lleva la
posicién para que los elementos que vamos
obteniendo se guarden.

Al finalizar este ciclo habremos obtenido la
cantidad de elementos que debiamos obtener y las
coordenadas de la tupla que requeriamos.
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ry <0 Hacemos a 0 los primeros registros para llegar a la
forma que pide la definicién de funcién calculable.

ri1 < 0 Tras este paso habremos obtenido el resultado
que requiere la definicion.

Ahora veamos que el programa anterior estd en efecto escrito con instrucciones

RAM.

Programa en pseudocddigo Programa en instrucciones RAM
Q Q

T9 4= T1 Ly rge—m

9 — 19+ 1 Liio: rg—19+1

T12 <= T9 Iiig: ri2 <19

13 < T2 Lia: iz

Ty 4T3 Liis: ri <19

Il+6: ry; <0

11 < 1

Lz rap<ran+1

Iig: 1100

IH_g T T1o <—7”10+1

L0 si rg =1y entonces
mientras rg > 1 ir a instruccién nimero

[+ 10+1+22
en otro caso
ir a instruccion siguiente
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T124r1; < T1

7nl-?)-‘y-Tll — T2

T < T9

Tg < 7’9;1

1 < T11+1

fin mientras

7"1(-0

7“11(—0

L0441
Iz+1o+l+2 :

Il+10+l+13 .
Il+10+l+14 .
Il+10+l+15 :

Il+10+l+16 :
Il+10+l+17 :

Il+10+l+18 :
Il+10+l+19 :
Il+10+l+20 :

Il+10+l+21 .

Il+10+l+22 :

Il+10+l+32 :

rg < 0

r3 <13+ 1
: 12
rg<—rg+1

T3 < T3+ 111
Trg < 1T

T3<—7”3+1
Try £ 12

T < T9

Tg < 7’9;1

11 < T11 + 1

si r; = r; entonces
ir a instruccién nimero
[+ 10

en otro caso

ir a instruccion siguiente

7“1(-0

7”11(-0

Observemos que para todo r € w existe t € w tal que Ctrib(z,1) =

((0, ...,0,\71/,9151,...,17”),]6 + 1) donde ¥~(z) = (24, ..

12
1) es calculable.

., Tp). Por lo tanto la funcién



Indice alfabético

(A,Q), 81
(A,a), 81

conjunto cerrado superiormente, 131
conjunto de parada relativo a A, 72

(C w)-presentacién, 90

A-RAM-computable, 19

A-Turing-computable, 9

A-computo de una maquina de
Turing, 7

A-computable, 19

D(M), 87

D (@), 98

Wr, 45

X-computablemente categérica, 136

or 44

O (1, .y y) b,y 44

[I¢-definible con parametros en M,
127

Y¢-definible con parametros en M,
127

v decide R, 132

w-presentacion, 87

™ 87

m-equivalente, 69

m-reducible, 69

n-calculable, 38

algoritmo, 1

computo de una maquina de Turing, 7
calculable, 39

cerradura superior, 131

computable, 19

computable enumerable, 63
concatenacion de programas, 22
conectivos légicos, 78

171

constantes, 77

descripcion instantanea, 5
diagrama atomico, 87
diagrama atémico de @ en M, 98

enumeracion 1-genérica, 132
enumeracion 2-genérica, 132
espectro de grados, 109
estructura, 81

estructura relacional inducida, 82
estructura trivial, 101

formula bien formada finita, 79

férmula existencial, 80

férmula infinita, 121

formula universal, 80

formulas atémicas, 79

familia de Scott, 115

funcién n-aria inducida por un
programa RAM, 18

funcién n-aria inducida por un
programa RAM con oraculo
A, 18

funcién de control de un programa
RAM, 17

funcién de control de un programa
RAM con oraculo A, 17

funcién parcial n-aria inducida por
una maquina de Turing, 8

grados de Turing, 71



INDICE ALFABETICO

172

instrucciones RAM, 16
instrucciones RAM con oraculo A, 16
isomorfismo, 85

lenguaje predicativo, 78
libre de cuantificadores, 80

maquina de acceso aleatorio, 11
maquina de Turing, 5
maquina de Turing con ordculo A, 5

parcialmente A-computable, 19

parcialmente A-RAM-computable, 18

parcialmente A-Turing-computable, 8

parcialmente computable, 19

parcialmente RAM-computable, 18

parcialmente Turing-computable, 8

parte estructural, 87

programa RAM, 16

programa RAM con oraculo A, 16

programa RAM con oraculo A
converge, 17

programa RAM con oraculo A se
detiene, 17

programa RAM converge, 17

programa RAM se detiene, 17

programa universal, 48

propiedad de ida y vuelta, 116

pull-back de M, 98

RAM-computable, 19
recursion primitiva, 28
relacion de Kleene relativa a M, 130

relativa y computablemente
categorica, 136

relativo e intrinsecamente computable
enumerable (r.i.c.e.), 121

simbolos cuantificadores, 78
simbolos funcionales, 77
simbolos relacionales, 77
salto de Turing, 72
satisface la férmula, 82
signatura, 77

términos, 78

Teorema de Rice, 60

Teorema s-m-n, 59

tesis de Church-Turing, 9

tiempo de ejecucion de un programa
RAM, 18

tiempo de ejecucion de un programa
RAM con oraculo A, 18

Turing-computable, 8

Turing-equivalente, 71

Turing-reducible, 70

uniforme y computablemente
categorica, 118

uniforme, relativa y computablemente
categdrica, 118

valuacién de un término, 82
variables, 78

variables acotadas, 80
variables libres, 80



Bibliografia

[CK] CHaNG C.C., KE1SLER H.J. Model Theory. Elsevier Science. 3 ed. 1992. Cap
1y 2.

[Cut] CutLAND N. An Introduction to Recursive Function Theory. Cambridge
University Press. 1 ed. 1980. Cap 1-5y 9.

[Dav] Davis M. Computability and Unsolvability. Mc-Graw Hill Company Book
inc. 1 ed. 1958. Cap. I-V.

[Mon] MONTALBAN A. Computable Structure Theory. Ultima compilacién 25

Jun. 2019. Borrador. Cap. I, II, III, IV, VIII. https://math.berkeley.edu/
~antonio/CSTpartl.pdf

[Soa] SOARE R.I. Recursively Enumerable Sets and Degrees. Springer-Verlag. 1 ed.
1987. Cap. I, I1, VI, VII y VIIL

173


https://math.berkeley.edu/~antonio/CSTpart1.pdf
https://math.berkeley.edu/~antonio/CSTpart1.pdf

	Introducción
	Notación y Preliminares
	Introducción a la Teoría de la Computabilidad
	Máquinas de Turing y Máquinas de Acceso Aleatorio
	Máquinas de Turing
	Máquinas de Acceso Aleatorio

	Funciones computables
	Enumeración de programas

	Resultados importantes de la Teoría de la Computabilidad
	Existencia de los programas universales
	Ejemplos de conjuntos que no son computables

	Otros temas importantes en la Teoría de la Computabilidad
	Computabilidad Enumerable
	Reducibilidades
	Reducibilidad m
	Reducibilidad Turing


	Estructuras desde el punto de vista de la Teoría de la Computabilidad
	Preliminares de la Teoría de Estructuras/Modelos
	Aritmetización del lenguaje

	Computabilidad de una estructura
	Estructura relacional inducida por una estructura y enumeración de una estructura


	Mismas estructuras, diferentes propiedades de computabilidad
	Grados de Turing de -presentaciones de una estructura
	Computabilidad de isomorfismos entre -presentaciones de una estructura (versión uniforme)
	Computabilidad de isomorfismos entre -presentaciones de una estructura (versión no uniforme)

	Apéndice
	Bibliografía

