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Solucion perturbativa de dos atomos de dos niveles

con pérdidas y forzamiento coherente

Resumen

En este trabajo se estudia la dindmica de las poblaciones, las coherencias y
el entrelazamiento en un sistema compuesto por dos atomos de dos niveles acoplados,
sujetos a pérdidas y a un forzamiento coherente. El entrelazamiento, recurso esencial en
tecnologias cuanticas emergentes, se analiza mediante una medida cuantitativa como lo es
la concurrencia, que permite caracterizar su presencia y evoluciéon. Como base tedrica, se
revisan los sistemas cuanticos de dos niveles, que son la unidad minima de informacion y
el modelo esencial en el desarrollo de tecnologias cudnticas, asi como los sistemas abiertos,
donde la interaccién con el entorno afecta la dindmica. Bajo la aproximacion de Born-
Markov, la pérdida de informacién y energia hacia el entorno se describe mediante la
ecuacion maestra de Lindblad, formulada en términos del superoperador liouvilliano. El caso
sin forzamiento se resuelve de manera exacta, lo que proporciona un escenario de referencia
para el andlisis perturbativo. Posteriormente, se desarrolla la teoria de perturbaciones
de segundo orden en el caso degenerado aplicada a superoperadores, con el apoyo del
software Mathematica para manejar la complejidad algebraica. Dichas soluciones permiten
comparar la evolucién con y sin forzamiento coherente, brindando una visién clara del
efecto de la excitacién externa sobre las magnitudes estudiadas. Finalmente, los resultados

perturbativos se contrastan con soluciones numéricas, validando la aproximacion empleada.



Perturbative solution of two two-level atoms with

losses and coherent driving

Abstract

This work studies the dynamics of populations, coherences, and entanglement in
a system composed of two coupled two-level atoms, subject to losses and coherent driving.
Entanglement, an essential resource in emerging quantum technologies, is analyzed through
a quantitative measure known as concurrence, which allows one to characterize its presence
and evolution. As a theoretical foundation, two-level quantum systems are first reviewed as
the minimal unit of information and a fundamental model in the development of quantum
technologies, together with open quantum systems, where interaction with the environment
affects the dynamics. Under the Born-Markov approximation, the loss of information
and energy to the environment can be consistently described by the Lindblad master
equation, expressed in terms of the Liouvillian superoperator. The undriven case is solved
exactly, providing a reference scenario for the perturbative analysis. Subsequently, second-
order degenerate perturbation theory for superoperators is developed, with the support
of Mathematica to handle the algebraic complexity. These solutions allow for comparison
between the evolution with and without coherent driving, offering a clear perspective on
the effect of external excitation on the studied quantities. Finally, the perturbative results

are contrasted with numerical solutions, validating the employed approach.
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Introduccion

La fisica cudntica, desde sus inicios a principios del siglo XX, ha transformado
nuestra comprension del mundo microscépico y ha dado lugar a una gran cantidad de
desarrollos tedricos y experimentales. En particular, los sistemas cudnticos simples, como
el d4tomo de dos niveles, han jugado un papel fundamental en el establecimiento de los
conceptos basicos de la teoria y en el disefio de experimentos cruciales para su validacion.
Hoy en dia, el estudio de estos sistemas no sélo constituye un interés académico, sino
que también resulta esencial para el avance de las llamadas tecnologias cudnticas, como la

computacién y la comunicacién cudntica [1].

Una de las caracteristicas mas notables de la mecanica cuantica es la posibilidad
de generar y manipular entrelazamiento, una correlacién no clasica entre subsistemas
que no puede explicarse mediante teorias locales realistas. El entrelazamiento se ha
consolidado como un recurso indispensable para el desarrollo de aplicaciones tecnolégicas de
frontera: permite implementar protocolos de comunicacién cudntica segura y algoritmos de
computacion cudntica con ventajas exponenciales frente a los clasicos. Dado su importancia,
resulta natural preguntarse como evoluciona el entrelazamiento en sistemas realistas, es
decir, en sistemas que no estan perfectamente aislados y que, por tanto, estan sujetos a

interacciones con su entorno [2].

En este contexto, los sistemas cudnticos abiertos representan el marco tedrico
adecuado para abordar problemas donde la interaccién con el entorno introduce fenémenos
como la decoherencia y la disipacién de energia, que afectan directamente la dinamica
de poblaciones, coherencias y correlaciones cudnticas. Una de las herramientas mas
utilizadas para describir la dinamica de estos sistemas es la ecuaciéon maestra de Lindblad,
obtenida bajo las aproximaciones de Born y Markov. Esta ecuacién proporciona una

forma consistente de modelar la evolucién temporal de la matriz densidad a través
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del superoperador liouvilliano, lo cual permite capturar tanto los efectos unitarios del
hamiltoniano como los procesos disipativos inducidos por el entorno [3]. Dentro de este
marco, en esta tesis se estudia un sistema compuesto por dos atomos de dos niveles
acoplados, sujetos a pérdidas y sometidos a un forzamiento coherente. La dindmica de
este sistema resulta especialmente interesante porque combina la disipacién asociada al
acoplamiento con el entorno y la excitacion externa debida al forzamiento.

Resolver de manera exacta la dindmica de este sistema con forzamiento no es
factible ya que, en general, requiere hallar las raices de un polinomio de grado 16. Por esta
razén, como punto de partida, en este trabajo se analiza el caso sin forzamiento, el cual puede
resolverse de manera exacta y sirve tanto como sistema de referencia “no perturbado” como
escenario de comparacion directa. Este enfoque permite identificar claramente los efectos
introducidos por la excitacién externa y establece la base para aplicar técnicas aproximadas.

En particular, se recurre a la teoria de perturbaciones de segundo orden en el caso
degenerado, aplicada aqui en el espacio de superoperadores. Este marco tedrico resulta
especialmente adecuado para el estudio del liouvilliano asociado al sistema y permite obtener
soluciones analiticas aproximadas a la dindmica [4]. La implementacién practica de esta
técnica requiere manejar expresiones algebraicas de gran complejidad, motivo por el cual
se hace uso del software Mathematica, que facilita el calculo explicito de las correcciones
perturbativas.

Finalmente, las soluciones obtenidas mediante el método perturbativo se emplean
para comparar la evolucién con y sin forzamiento coherente, ofreciendo una vision clara de la
influencia de la excitacién externa en las magnitudes de interés. Estas soluciones analiticas
se contrastan con soluciones numéricas, lo que permite validar la metodologia y, al mismo
tiempo, enriquecer la comprensién del sistema bajo distintos regimenes de interaccion.

En conjunto, esta investigacion busca aportar una descripcién de cémo el
forzamiento coherente y la disipacion afectan la dindmica de sistemas cudnticos de dos
niveles acoplados, con énfasis en el comportamiento del entrelazamiento. Ademds, utilizando
las soluciones analiticas aproximadas, se busca identificar las condiciones en las que el

entrelazamiento se maximiza en el estado estacionario.



Capitulo 1

Fundamentos tedricos

En este capitulo se presentan los fundamentos tedricos necesarios para el desarrollo
del trabajo. Se comienza con una revisién de los sistemas cuanticos cerrados y abiertos,
resaltando sus diferencias en cuanto a la dindmica y la interaccién con el entorno. A
continuacién, se introduce el sistema cuantico de dos niveles, que constituye el modelo mas
simple y, a la vez, el més relevante en el estudio de la dindmica cuéntica, al servir como
bloque bésico de construccién para sistemas més complejos. Posteriormente, se aborda el
formalismo del operador de densidad, indispensable para describir tanto estados puros como
estados mezclados. Se presentan las propiedades fundamentales de la matriz de densidad,
su interpretacién fisica y las herramientas que ofrece para caracterizar la evolucién temporal
de un sistema, ya sea aislado o en interaccién con un entorno. Este marco conceptual servira
de base para las secciones siguientes, donde se profundizard en la descripciéon de la dindamica

de sistemas abiertos mediante la ecuaciéon maestra y el formalismo de superoperadores.

1.1 Sistemas cuanticos

La mecénica cuantica emergié en las primeras décadas del siglo XX como marco
tedrico indispensable para explicar fenémenos que desafian los principios de la fisica clasica
[5]. Entre estos destacan el efecto fotoeléctrico, cuya explicacién requirié suponer que la
energia se transfiere en unidades discretas (cuantos), y la radiacién de cuerpo negro, que
revel6 limitaciones fundamentales en la termodinamica clasica. Las formulaciones pioneras
de Schréodinger, Heisenberg y otros contemporaneos se fundamentaron en una idealizacién

metodolégica: sistemas cudnticos cerrados, es decir, sistemas que no intercambian energia ni
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informacién con su entorno. Esta simplificacién permitié establecer principios teéricos clave,
como la ecuacién de onda de Schrodinger o las relaciones de conmutaciéon de Heisenberg,
que sentaron las bases del formalismo cudntico.

Sin embargo, en aplicaciones préacticas y en particular, en tecnologias emergentes
como la computacién cudntica, el aislamiento total de un sistema es imposible. Las
particulas interactian inevitablemente con su entorno debido a vibraciones térmicas,
campos electromagnéticos o imperfecciones en los materiales, un fenémeno llamado
acoplamiento ambiente-sistema. Estas interacciones provocan decoherencia cudntica, que
degrada caracteristicas esenciales como la superposicion y el entrelazamiento, bases de los
algoritmos cudnticos. Para abordar estos desafios, los sistemas cudnticos abiertos se vuelven
indispensables.

La evolucién hacia sistemas abiertos no invalida las teorias originales, sino que las
complementa. Los sistemas cerrados, aunque idealizados, definen un estandar tedrico para
medir y controlar las desviaciones causadas por el entorno. Asi, mientras los modelos
aislados establecen los principios fundamentales de la mecdnica cudntica, los sistemas
abiertos ofrecen las herramientas practicas para aplicarlos en un mundo real donde el control
absoluto es inalcanzable. Esta dualidad entre idealizacién y pragmatismo es clave para

avanzar en tecnologias cuanticas viables.

1.1.1 Sistemas cuanticos cerrados

En el contexto de sistemas cuanticos cerrados, el estado fisico de un sistema esta
completamente determinado por un vector de estado [¢(t)) perteneciente a un espacio de

Hilbert H. La dindmica de este estado estd gobernada por la ecuacién de Schrodinger:

L d
th= [0(t) = H[D(2)), (1.1)

donde H es el hamiltoniano del sistema, un operador hermitico que representa su energia
total. La evoluciéon temporal se expresa formalmente a través de un operador unitario
U(t,to):

U (1 10) [9(0)) = HU(t 10) [9(0)) (1.2)

La solucién de esta ecuacién permite conocer el estado del sistema en cualquier
instante ¢ a partir de su estado inicial [¢/(0)). Si H no depende del tiempo, la forma

del operador de evolucién temporal es U(t, tg) = e~ H(t—t0) y por lo tanto, la evolucién
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temporal de un estado es:
(1)) = e H ) p(0)). (1.3)

La interpretacion fisica de |1)(t)) es probabilistica, si el sistema se encuentra en el
estado [¢), la probabilidad de obtener un valor a al medir un observable A (representado

por un operador hermitico) estd dada por:

P(a) = | (aly) I, (1.4)

donde |a) es el eigenvector de A correspondiente al eigenvalor a. Este principio, introducido
por Born, establece el vinculo fundamental entre la teoria matematica y los resultados
experimentales.

En esta seccién es importante notar que U(t,tg) es unitario (UTU = 1) y por lo

tanto preserva la norma del estado:

(W()(1)) = (W (o) U (¢, t0)U (¢, o) [9:(t0)) = ($(to) [ (to)) = 1, (1.5)

lo que implica que la evolucién temporal de un sistema cuantico cerrado es unitaria. Esta
propiedad es fundamental para la interpretacion de la mecanica cuantica, ya que garantiza
la conservacién de probabilidades [5,6].

Si bien el estudio de sistemas cerrados constituye la base de la mecénica cuantica,
la mayoria de los fenémenos fisicos de interés involucran algtin grado de interaccién con el
entorno. En escenarios realistas, resulta necesario adoptar el marco de los sistemas cuanticos

abiertos, que permite describir la influencia del entorno sobre la dinamica del sistema.

1.1.2 Sistemas cuanticos abiertos

Los sistemas cudnticos abiertos son aquellos que interactiian de manera irreversible
con un entorno externo, intercambiando energia, informacién o particulas. A diferencia
de los sistemas cerrados, esta interaccidn, ilustrada en la Figura 1.1, introduce efectos
no unitarios que obligan a generalizar el formalismo cudntico estandar. En particular, los
estados del sistema ya no pueden describirse mediante vectores de estado, sino que requieren
matrices de densidad p, las cuales codifican tanto la informacién cudntica intrinseca del
sistema como las correlaciones estadisticas inducidas por el entorno (ver Seccién 1.2).
Ademsds, la dindamica de p se rige por ecuaciones maestras que incorporan términos de

disipacién y ruido.
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Sistema total
(S+E, Hs @ He)

Entorno (&, He¢)

Figura 1.1: Esquema de un sistema cuantico abierto S acoplado a un entorno £ con
intercambio bidireccional de energia e informacién. La interaccién mutua da lugar a

fenémenos como la decoherencia cuantica y la disipacién de energia.

Consideremos un sistema total S + &, donde S es el sistema de interés acoplado a
un sistema & llamado entorno. Sea Hg el espacio de Hilbert asociado al sistema S y Hg al
entorno &, el estado del sistema total se describe mediante un vector de estado |¥(¢)) en el
espacio de Hilbert Hs ® Hg, que evoluciona de acuerdo con la ecuacién de Schrodinger, en
consecuencia, la evolucion temporal del sistema total es unitaria. Sin embargo, al observar
unicamente la evolucion del estado del sistema S, vemos que depende de su dinamica interna
y de la interaccién con el entorno, la cual genera correlaciones incapaces de ser descritas
por una dindmica hamiltoniana unitaria. A la dindmica del sistema S se le conoce como
dindmica de sistema reducida y al sistema de interés también se le puede llamar sistema
reducido.

El hamiltoniano del sistema total se puede escribir como la suma de tres términos:
Htotal = HS + HE + HI; (16)

el primero de los términos representa la energia del sistema de interés, el segundo la energia
del entorno y el tercero la interaccién entre ambos [7,8]. Conocer la dindamica exacta del
sistema de interés requiere resolver la ecuacion de Schrodinger o en su defecto, la de von

Neumann para el sistema total, lo cual es generalmente complicado. Sin embargo, bajo
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ciertas condiciones, es posible obtener una aproximacién de la dindmica del sistema S que
no dependa de la evolucién del entorno. Esto da como resultado la ecuacién maestra de

Lindblad, la cual se estudiara en la Subseccién 2.1.2.

1.1.3 Sistemas de dos niveles

Los sistemas de dos niveles (TLS, por las siglas en inglés de Two-Level Systems)
son modelos fundamentales en mecénica cudntica para describir sistemas fisicos con solo dos
estados accesibles. En sistemas clasicos, estos dos estados representan un bit, que codifica
informacién binaria (0 o 1). En contraste, en sistemas cudnticos, un TLS describe un qubit,
que explota la superposicién cuantica para existir en cualquier combinacién lineal de sus

estados base,

) = a|0) + B1), con |af®+|8 =1, (1.7)

donde a y 8 son nimeros complejos que representan las amplitudes de probabilidad y la

forma vectorial de los estados base es:
0) = , D)= : (1.8)

A la base {|0),|1)} se la conoce como base computacional y es la base estdndar en la que
se representan los qubits.

Matematicamente, el espacio de estados de un qubit es isomorfo a una esfera
unitaria llamada esfera de Bloch (Figura 1.2), esta es una representacién geométrica en R3
donde cada punto sobre la superficie de la esfera corresponde a un estado puro del qubit
(ver Seccién 1.2). En la esfera de Bloch los polos norte y sur representan los estados base
|0) y |1), respectivamente. Los puntos restantes quedan parametrizados por los dngulos

0 €0,7]y ¢ €l0,2m):

Iw>=cos<z> |o>+ei¢>sm<g> 1y = e;‘):ii(l) . (1.9)
2

Fisicamente, 6 representa la proporcién de superposicién entre los estados |0) y |1),
ya que si @ = 0 o 6 = 7 el sistema se encuentra en uno de los estados base, para cualquier
s

otro valor de @ el sistema se encuentra en una superposicién de ambos estados siendo 6 = 7

el caso de maxima superposiciéon. Por otro lado, ¢ representa la fase relativa entre los dos
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1)

Figura 1.2: Representacién de un estado [¢) en la esfera de Bloch.

estados base, que no afecta la probabilidad de medir el sistema en uno u otro estado, pero

si influye en la interferencia cudntica y en la evolucién temporal del sistema [1,9].

Los sistemas de dos niveles pueden implementarse en diversos sistemas fisicos,
cada uno aprovechando propiedades cudnticas tinicas para aislar y controlar dos estados
accesibles. Por ejemplo, en los qubits superconductores, como los basados en uniones
Josephson, se usan circuitos enfriados a temperaturas muy bajas para definir dos niveles
de energia que se manipulan con pulsos de microondas [10]. En los iones atrapados, se
confinan atomos cargados con campos electromagnéticos, y sus niveles internos se controlan
con léseres, lo que permite realizar operaciones cuénticas con alta precisién [11]. También
se pueden usar sistemas basados en espines, como los de ntcleos atémicos o electrones. En
estos casos, el sistema de dos niveles se forma a partir de dos posibles orientaciones del

espin en presencia de un campo magnético externo.

A pesar de su aparente simplicidad, los sistemas de dos niveles constituyen la
piedra angular sobre la cual se construyen muchas de las tecnologias cudnticas actuales. Ya
sea en implementaciones basadas en espines, iones atrapados o circuitos superconductores,
el modelo del sistema de dos niveles permite capturar la esencia de la dindmica cuantica
y sirve como base para la manipulacion coherente de qubits. Su estudio no solo facilita

la comprension de fenémenos fundamentales como la superposicion y el entrelazamiento,
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sino que también permite disenar protocolos concretos para la computacion, la simulacién
y la comunicacién cuantica. Sin embargo, a pesar de los avances significativos, persisten
importantes desafios, como la mejora de los tiempos de coherencia, la reduccion de errores
durante la manipulacién cudntica y la escalabilidad de estos sistemas hacia arquitecturas

mas complejas y funcionales.

1.2 Operador de densidad

1.2.1 Estados puros y mezclados

En mecédnica cuéantica, el estado de un sistema se puede describir de dos formas
fundamentales: mediante un estado puro o un estado mezclado. Un estado puro representa
el conocimiento completo sobre el sistema y se describe por un vector de estado [¢)) en un
espacio de Hilbert. Por ejemplo, en el caso de un sistema de dos niveles, un estado puro
puede ser [¢)) = |0). La informacién del sistema en este caso se puede expresar a través de

la matriz de densidad como un operador proyector:

p=1o) =y = ). (1.10)

No obstante, no todos los sistemas cudnticos estédn perfectamente aislados o
preparados en un solo estado puro. Cuando existe una falta de informacion o hay interaccién
con un entorno externo, el sistema se describe mediante un estado mezclado. Estos
representan distribuciones estadisticas de varios posibles estados puros con sus respectivas
probabilidades. A modo de ejemplo, si un sistema tiene un 50% de probabilidad de estar

en |0) y un 50% en |1), su matriz de densidad es

p=5 1001+ 5 1) (1] = 5 , (111)

0
2 2 1

S =

lo que corresponde a un estado completamente mezclado, es decir, con maxima

incertidumbre sobre el estado real del sistema [1].

1.2.2 Matriz de densidad

La matriz de densidad p es un operador lineal que tiene las siguientes propiedades

fundamentales [3]:
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e Hermiticidad (p = pT): garantiza que los valores esperados de cualquier observable,

(O) = Tr(p0O), sean reales.

e Positividad (p > 0): asegura que las probabilidades asociadas a los estados del sistema

sean siempre positivas o nulas.
e Normalizacién (Tr(p) = 1): garantiza que la probabilidad total del sistema sea 1.

Gracias a estas propiedades, la matriz de densidad permite describir tanto estados puros
como mezclados, extendiendo el alcance del formalismo cuantico mas alld de lo que es posible
representar unicamente mediante vectores de estado.

En general, para un sistema que puede encontrarse en los estados puros [¢);) con

probabilidades p;, la matriz de densidad se define como
p=> pilh) (¥, donde Y pi=1y0<p <1, (1.12)

En el formalismo de la matriz de densidad, la coherencia se refiere a la presencia
de elementos fuera de la diagonal en dicha matriz, cuando esta se expresa en una base dada.
Estos elementos, conocidos como términos coherentes, contienen la informacién relativa a
las superposiciones cuanticas entre distintos estados del sistema. En un sistema de dos
niveles con estados base |0) y |1), una matriz de densidad genérica puede representarse

como
o= PoO  PoO1 ’ (1.13)
P10 P11
donde los elementos diagonales pgg y p11 representan las probabilidades de encontrar el
sistema en los estados |0) y |1), respectivamente, mientras que los elementos fuera de la
diagonal po1 y p1o = pg; reflejan la coherencia cudntica entre dichos estados.

En los estados puros, caracterizados por la condicién de idempotencia (p? = p),
pueden existir términos fuera de la diagonal distintos de cero, lo cual indica méaxima
coherencia. En contraste, los estados mezclados, que representan mezclas estadisticas de
estados puros, cumplen p?> < p y Tr(p?) < 1, y suelen presentar coherencias reducidas o
ausentes. Cuando todos los elementos fuera de la diagonal son nulos, la matriz es puramente
diagonal y describe una mezcla completamente incoherente en la base considerada. No
obstante, es importante destacar que no todos los estados puros presentan coherencia en

una base dada: si el estado puro corresponde a uno de los vectores de la base utilizada, su
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matriz de densidad serd diagonal y, por tanto, no mostrard términos fuera de la diagonal.
Por ello, la presencia de coherencia depende tanto de la naturaleza del estado como de la

base en la que se lo representa.

1.2.3 Pureza

Distinguir entre estados puros y mezclados es importante porque refleja el grado
de conocimiento que se tiene sobre el sistema cudntico y permite identificar si el sistema
conserva propiedades cuanticas como la coherencia o el entrelazamiento. La pureza, definida
como Tr(p?), es una herramienta ttil para esta distinciéon: toma el valor 1 si el estado es puro,
y es menor que 1 si el estado es mezclado. Consideremos el estado puro |¢) = %(\m +1)),

la matriz de densidad correspondiente es:

—_
—_
—_

p =) (Wl =3 ; (1.14)

[N
—_
—_

vemos entonces que p?> = p y por lo tanto Tr(p?) = 1, confirmando que el estado es puro.
Por otro lado, si consideramos el estado mezclado dado por la matriz de densidad en la
ecuacién (1.11), tenemos que su cuadrado es:

2

(1.15)

N |
[
— O
A~ =
[
_ O

En este caso, la pureza es Tr(p?) = % < 1, lo que indica que el estado es mezclado.

En los sistemas cuanticos abiertos, la interacciéon con el entorno conduce a la
pérdida de coherencia y, con ello, a una disminuciéon de la pureza del estado. Mientras que
un sistema aislado puede mantenerse en un estado puro durante su evolucién unitaria, un
sistema abierto sufre una evolucién no unitaria que mezcla el estado cudntico, reflejando
una pérdida de informacién hacia el entorno. Fisicamente, la coherencia representa la
existencia de superposiciones cuanticas entre distintos estados del sistema. Estos términos
coherentes son responsables de fendmenos caracteristicos de la mecanica cudntica, como
la interferencia y el entrelazamiento. La coherencia es crucial para el funcionamiento de
tecnologias cuanticas, como la computacion y la comunicaciéon cudntica, ya que permite que
los sistemas cuanticos procesen informacion de forma no clasica. Su preservacién es esencial,

mientras que su pérdida debido a la interaccién con el entorno conduce a la decoherencia, un
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proceso que degrada las propiedades cuanticas del sistema y constituye uno de los principales

retos en el desarrollo de dichas tecnologias [12].

1.2.4 Matriz de densidad reducida

En la teoria de sistemas cudnticos compuestos, cuando un sistema total esta
formado por dos o mé&s subsistemas, es comun que solo uno de ellos sea de interés. La
matriz de densidad reducida permite describir la fisica del subsistema en cuestion ignorando
(trazando sobre) los grados de libertad del resto del sistema.

Sea un sistema total compuesto por dos partes, S (el sistema) y £ (el entorno),
descrito por una matriz de densidad conjunta psg = ps ® ps que actia sobre el espacio de
Hilbert compuesto Hs® He. La matriz de densidad reducida del sistema S, denotada como

ps, se obtiene mediante el trazado parcial sobre los grados de libertad del entorno:

dim(He)
ps =Tre(pse) = > (Ls ® (jlg)pse(ls @ [5)e), (1.16)
J
donde {|j)} es una base ortonormal del espacio de Hilbert Hg. Intuitivamente, esto equivale
a ignorar la informacién del entorno al enfocarse tinicamente en las observables y estados
del sistema S.
Similarmente podemos realizar el trazado parcial sobre el sistema S para obtener

la matriz de densidad reducida del entorno pg:

dim(Hs)
pe =Trs(pse) = (lils® Le)pse(li)s @ Le). (1.17)

i
En este caso, {|i)} corresponde a una base ortonormal de Hs. Notemos que esta idea viene
de la definicién usual de la traza de un operador, que es la suma de los elementos diagonales

en una base dada:

Te(p) = 3 il pli) (118)

i
El uso de matrices de densidad reducidas es esencial en el estudio de sistemas
cudnticos abiertos. Por ejemplo, si el estado total 1)) estd entrelazado, entonces pgs serd un

estado mezclado, incluso si el sistema total se encuentra en un estado puro. Para ver esto

consideremos el estado de Bell de maximo entrelazamiento y su matriz de densidad:

[Vam) = —=(00) +[11) (1.19)
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pap = |Yap) (Yap| = %(IOO) (00] + [11) (11] 4 [00) (11] + [11) (00]). (1.20)

Si tomamos la traza parcial sobre el sistema B, obtenemos la matriz de densidad

reducida del sistema A:

pa = Trp(pap) = Z(]lA ® (jlp)pas(la® |7)p) (1.21)
= %[(]114 ® (0[g)paB(la @ [0)g) + (1a ® (1p)pap(la @ |1)p)] (1.22)
= 50y 0] + 1) 1], (123

Hemos obtenido el estado de méxima mezcla visto en la expresién (1.11) a partir de un estado
puro méaximamente entrelazado. Esto implica que el sistema A no posee una descripcién
pura por si solo, ya que su estado estd completamente correlacionado con el del sistema

B [13].

1.2.5 Evolucion temporal de la matriz de densidad

Como ya hemos visto, la evoluciéon temporal del estado de un sistema cerrado
descrito por vectores esta gobernada por la ecuacién de Schrodinger, para hallar la ecuacién
que describe la evolucién temporal de la matriz de densidad, consideremos la matriz de
densidad p(t) = |¥(t)) (¥(t)|. Derivando esta expresion respecto del tiempo y utilizando la

ecuacion de Schrodinger junto con su conjugada, se obtiene:

dp(t)

P2 = S (10 (0) )

d
-4
= (G 10)) wol+ vy (5 wo)

- %H!w( ) ((0)] — = (o)) (o) |

*ﬁ[va( )}v (1'24)

donde [H,p| = Hp — pH es el conmutador entre el hamiltoniano y la matriz de densidad.
Esta expresion generaliza la evolucion del estado a nivel de operadores, permitiendo extender
la descripcién a estados mezclados. La ecuacién obtenida se conoce como la ecuacién de

von Neumann:

P L, o). (1.25)
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Para un sistema cerrado con evolucién unitaria, la solucién formal de la ecuacién
de von Neumann es:
p(t) = Ut)p(0)UT (t), (1.26)

—iHt/h  Bsta forma garantiza

donde el operador de evolucién temporal unitario es U(t) = e
que las propiedades fundamentales de la matriz de densidad (hermiticidad, positividad y
normalizacién) se conserven en el tiempo [1].

Cuando el sistema cuantico esta acoplado a un entorno externo, su evolucién ya
no es unitaria. En estos casos, la ecuacién de von Neumann debe generalizarse para incluir

procesos disipativos e irreversibles, lo cual conduce al uso de ecuaciones maestras, como la

ecuacién de Lindblad, para describir la dindmica de sistemas abiertos.



Capitulo 2

Sistemas cuanticos abiertos

markovianos

Con la base conceptual sobre sistemas cuanticos abiertos y la evolucion de la matriz
densidad ya establecida, este capitulo se centra en la soluciéon de sistemas markovianos
mediante métodos exactos. En términos sencillos, un sistema markoviano es aquel cuya
evolucién en el tiempo no depende del pasado, sino unicamente del estado presente.
Esto se logra bajo la llamada aproximacién de Born-Markov, en la cual se asume un
acoplamiento débil entre el sistema y el entorno, y que este tltimo permanece en equilibrio
sin retener memoria de interacciones anteriores [7]. Para abordar este tipo de sistemas, se
introducen formalismos como los superoperadores y la vectorizacién. En el caso de 1 TLS,
la vectorizacién constituye un enfoque eficiente para describir la dindamica de la matriz
densidad. No obstante, cuando se consideran sistemas de mayor dimensién, como el de 2
TLS acoplados, resulta mas adecuado trabajar directamente con la accion del liouvilliano £
sobre p, como se mostrard mas adelante. Asimismo, se profundiza en las caracteristicas del
régimen markoviano, en el que la memoria del entorno se desprecia y la evolucion del sistema
puede describirse mediante la ecuacién maestra de Lindblad, garantizando la positividad y

la conservacién de la traza de la matriz densidad [3].

El objetivo de este capitulo es construir un marco matemaético sélido al resolver
los eigensistemas (conjunto de eigenvalores y eigenvectores) exactos para el sistema sin
forzamiento, compuesto por dos dtomos de dos niveles (2 TLS) acoplados con pérdidas.

Dado que el sistema se estudia en el régimen markoviano de los sistemas cuanticos abiertos,

15
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las pérdidas se incorporan mediante términos disipativos que describen la interaccion
efectiva con el entorno. Este sistema constituye el caso no perturbado, sobre el cual se
aplicara posteriormente la teoria de perturbaciones, sin entrar aun en la interpretacion

fisica de los resultados.

2.1 Teoria de superoperadores

En la descripcion de sistemas cuanticos abiertos, donde el sistema de interés
interactiia con un entorno externo, la evolucién unitaria generada por el hamiltoniano deja
de ser suficiente para describir de forma completa la dindmica. En este contexto, la matriz
de densidad p no evoluciona segin una simple conmutacién con el hamiltoniano, sino que su
evolucién puede incluir efectos disipativos, decoherencia y pérdida de informacion hacia el
entorno. Para abordar esta generalizacién, es 1til introducir el concepto de superoperadores:
operadores de segundo nivel que actian sobre operadores. Los superoperadores permiten
describir de forma sistemética la evolucién de la matriz de densidad sin necesidad de conocer
el estado del entorno ni la dindmica conjunta del sistema total.

Formalmente, un superoperador A es una aplicacién lineal que actida sobre un

operador p (por ejemplo, la matriz de densidad), y genera un nuevo operador:
Ap =, (2.1)

donde p’ puede representar el estado del sistema en un tiempo posterior o el resultado de
una interaccién efectiva. Este formalismo no sélo incluye la evolucién unitaria como un
caso particular (a través del superoperador de conmutador), sino que también es capaz
de describir procesos irreversibles como la decoherencia, la relajacién o el entrelazamiento
inducido por el entorno.

La ecuacion de von Neumann también es llamada ecuaciéon de Liouville por su
analogia con la ecuacion de Liouville en mecéanica estadistica clasica y por ello se puede

expresar en términos de superoperadores como:

L = L(t), (22)

donde L es el superoperador de Liouville, que representa la evoluciéon temporal del sistema.

Para el caso de un hamiltoniano independiente del tiempo, el superoperador de Liouville
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también es independiente del tiempo y por lo tanto tenemos que [7]:
p(t) = e£010) p(tg). (2.3)

De esta forma, conociendo el superoperador de Liouville £ para un sistema dado, podemos
determinar la evolucién temporal de la matriz de densidad p(t) a partir de su valor inicial

p(to)-

Los superoperadores que consideraremos cumplen con la linealidad:
LA+B)=L(A)+L(B), y L(cA)=cL(A), ceC, (2.4)

pero en general no son hermiticos (£ # £), lo cual implica que su ecuacién de eigenvalores

derecha sea diferente de la izquierda, esto es:
Lpn = Anpn, (2'5)

ETpvn = S\n[’na (2'6)

donde p,, y pn son los eigenvectores derechos e izquierdos respectivamente, y A, v A, son
los eigenvalores derechos e izquierdos respectivamente. Ademas, los eigenvalores izquierdos
y derechos cumplen que A\, = A\’ y los eigenvectores son biortonormales con respecto al

producto interno de Hilbert-Schmidt [14, 15]:

(P> Pn) = Tl“(ﬁ;fnﬁn) = Omn.- (2.7)

La biortonormalidad puede entenderse como una generalizacién del concepto de
ortonormalidad: en lugar de que los vectores sean mutuamente ortogonales dentro del mismo
conjunto, cada eigenvector izquierdo es ortogonal a todos los eigenvectores derechos excepto
al que comparte el mismo indice. De esta manera, es posible construir una base completa y
expandir operadores incluso cuando el superoperador L no es hermitico, como se mostrara
a continuacién.

No todos los operadores no hermiticos son diagonalizables; en particular, cuando
existen degeneraciones en el espectro, es necesario verificar si el operador admite una base
completa de eigenvectores o si, por el contrario, requiere una forma de Jordan para su
representacién [16]. En nuestro caso, como se mostrard mas adelante, aunque el liouvilliano
presenta degeneraciones, si es posible diagonalizarlo, lo que permite construir un conjunto

completo de eigenvectores derechos e izquierdos.
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Ya que que los eigenvectores derechos e izquierdos forman una base completa del
espacio de operadores, podemos expresar cualquier operador A como una combinacién lineal

de estos eigenvectores [14]:

A=Y Cupp, donde C,=Tr(p}A). (2.8)
n

Empleando esto podemos expandir la evolucién temporal de la matriz de densidad p(t)

como

p(t) =D Cult)pn, (2.9)

notemos que los coeficientes C),(t) dependen del tiempo. Sustituyendo esto en la ecuacién

(2.2) se tiene que:

Z Cn(t)ﬁn = Z Cn(t)L(pn) = Z Chn(t) Anpn
— Cnlt) = MCr(t) = Cyu(t) = eMCh(ty).
Finalmente la evolucién temporal de la matriz de densidad es:

p(t) = e )C, (tg)pn,  donde  Cy(to) = Tr[]p(to)]- (2.10)

2.1.1 Vectorizacion

Una herramienta ttil en la teoria de superoperadores es la vectorizacién por filas.
Dado que los superoperadores actiian sobre operadores resulta conveniente representar estos
operadores como vectores en un espacio de dimensién superior, lo que permite expresar las
transformaciones mediante multiplicacion matricial ordinaria. Esta técnica transforma un
operador A € C%*? en un vector vec(A) € Cc® al apilar sus filas de forma secuencial.

Formalmente, si A es una matriz de tamano d x d con entradas A;;, su vectorizacién

por filas se define como:
T
VeC(A):<A11 A - Ay Az - Add) : (2.11)

De esta forma, el espacio de operadores se convierte en un espacio vectorial de dimensién d?,
sobre el cual los superoperadores pueden representarse como matrices de tamaifio d> x d>.
A partir de ahora, representaremos la vectorizacién de un operador A como un ket

con doble paréntesis angular:

vec(A) = |A)). (2.12)
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Esta notacién es comtun en la literatura sobre teoria de superoperadores y teoria de matrices
de densidad, y ademas permite trabajar con la notacién de Dirac de manera formal, teniendo
en cuenta que estos bra-kets forman una base biortonormal en lugar de ortonormal, como
ocurre en el caso hermitico.

Este formalismo permite reformular la evolucién temporal de la matriz de densidad,

originalmente dada por la ecuacién (2.2), como una ecuacién diferencial vectorial:

L 100 = L1, (2.13)

donde se usa la representacién matricial del superoperador L en el espacio vectorizado. Para
construir esta representacién matricial de superoperadores es comun utilizar la identidad

de Kronecker:

|4pB)) = (A® BY)|p)). (2.14)

2.1.2 Régimen markoviano y ecuacién maestra de Lindblad

Describir la dinamica completa y exacta de un sistema cuantico acoplado a un
entorno es, en general, una tarea inabordable. El entorno suele tener un ntimero enorme de
grados de libertad y su estado inicial es tipicamente desconocido o, en el mejor de los casos,
conocido sélo de forma estadistica. Esta complejidad hace que la evolucién del sistema no
pueda describirse mediante una evolucion unitaria simple, como lo haria un sistema aislado
bajo la ecuacién de Schrodinger. En su lugar, se requiere una descripcion efectiva que
capture la influencia del entorno sin necesidad de modelarlo completamente.

Una estrategia comun es trabajar con la matriz de densidad reducida del sistema,
obtenida al trazar sobre los grados de libertad del entorno. No obstante, incluso esta
cantidad puede obedecer a una ecuacién de evolucién no local en el tiempo, ya que el entorno
puede retener memoria de su interaccién con el sistema. Para evitar este comportamiento
complicado, se introducen dos aproximaciones clave: la aproximacién de Born, que asume
que el sistema y el entorno estan débilmente acoplados, y la aproximacién de Markov,
que desprecia los efectos de memoria del entorno. Bajo estas suposiciones, se obtiene una
ecuacion local en el tiempo para la matriz de densidad del sistema, lo que define el régimen
markoviano.

Para determinar la evolucién temporal del sistema dentro del régimen markoviano

consideremos un sistema acoplado a un entorno, con un hamiltoniano total dado por la
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ecuacién (1.6). La evolucién total estd gobernada por la ecuaciéon de von Neumann:
d i
%ptotal(t) = _ﬁ[Htotala Protal (t)]- (2.15)
Para obtener una ecuacién efectiva para el sistema, se utiliza la matriz de densidad
reducida ps(t). Al trabajar en el marco de interaccién y aplicar la aproximacién de Born, se
asume que el estado total se mantiene aproximadamente factorizado: piota1(t) =~ ps(t) @ pe,
con el entorno en un estado estacionario pg. Luego, bajo la aproximacion de Markov, se
extiende el limite superior de ciertas integrales al infinito y se ignoran las dependencias
temporales pasadas, resultando en una ecuacion local en el tiempo para ps.
Mediante un desarrollo matematico mas detallado, se puede demostrar que la
forma mé&s general que preserva la positividad, la traza y la hermiticidad de la matriz de

densidad del sistema es [3,7,17]:

dps
LS rpe = —

i

I‘.
P [Hs,ps) + Y~ (2LipL] — LiLip — pLIL;), (2.16)
J

donde los L; son operadores de Lindblad que encapsulan los efectos de la interaccién con
el entorno y I'; esta relacionada con las tasas de relajacion del sistema generadas por el
entorno. Esta es la ecuacion maestra de Lindblad, deducida de forma rigurosa por
Gorini, Kossakowski y Sudarshan en 1976 [18], y de forma independiente por Lindblad ese
mismo ano [19].

La ecuacién (2.16) representa la evolucién mdas general de tipo markoviano que
es completamente positiva y preserva la traza. El primer término, de conmutador con
el hamiltoniano, describe la evolucién coherente del sistema, andloga a la ecuacién de
Schrodinger. Los términos restantes representan procesos irreversibles que surgen de la
interaccién con el entorno, como la disipacion de energia y la pérdida de coherencia.

Cada operador Lj modela un canal de disipacién o decoherencia. Por ejemplo, en
un sistema de dos niveles, un operador de Lindblad tipico es el operador de descenso o, que
describe la emisién espontanea del estado excitado al estado base. En este caso, la ecuacién

de Lindblad se puede escribir como:

_ i
p=~Lp=—+[Hpl+ > v20jp0] — alajp - poloy), (2.17)
i

donde o; y J;L- son los operadores de descenso y ascenso, respectivamente, del j-ésimo TLS

y 7; = I';j/2, esto es para simplificar los calculos mas adelante. Fisicamente, I" representa la
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tasa de decaimiento espontaneo del atomo desde el estado excitado al estado base mediante

la emisién de un fotén y define el tiempo de vida media del estado excitado como 7 = 1/I" [7].

2.2 Eigensistema de 1 TLS sin forzamiento

En esta seccién resolvemos de forma explicita el espectro del superoperador
de Liouville asociado a un sistema de dos niveles (TLS) en el régimen markoviano.
Nuestro objetivo es encontrar el eigensistema (conjunto de eigenvalores y eigenvectores)
derecho e izquierdo del liouvilliano, que describen completamente la evolucién temporal del
sistema. Para ello, partimos de la ecuacién maestra de Lindblad en su forma matricial y
representamos la matriz de densidad como un vector en un espacio de dimension 4. Esta
representacion nos permite trabajar con una matriz cuya diagonalizacién proporciona una

descripcién completa de la dindmica.

le)

l9)

Figura 2.1: Representacién de un TLS con tasa de decaimiento I' y una separacién de

energia entre el estado base (|g)) y excitado (|e)) de Fuv,.

Consideramos un TLS con estados |g) y |e), que representan el estado base y el
estado excitado, respectivamente, sometido a un proceso de decaimiento del estado excitado
hacia el base con tasa I' = 2v. El esquema de este sistema se muestra en la Figura 2.1.

Estos estados pueden ser representados en un espacio de Hilbert de dimensién 2 como:

lg) = ,e) = ; (2.18)

El hamiltoniano del sistema estd dado por H = E. |e) (e| + Eq4|g) (g|, donde E.

y E4 son las energias asociadas al estado excitado y al estado base, respectivamente. La
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diferencia de energia entre estos niveles es hw, = E. — Fg4, con w, siendo la frecuencia
de transicién del dtomo. Podemos entonces escribir E. = E, + hw, e introducirlo en el

hamiltoniano, lo que nos permite reexpresarlo como
H = (Eg + hwa) |e) (e] + Eg |g) (9] = hwa €) (e] + Eg1, (2.19)

donde hemos utilizado que |e) (e| + |g) (9| = 1. El término E,1 representa una constante
global de energia, que no tiene efecto sobre la dindmica del sistema. Por lo tanto, podemos

fijar el nivel de energia de referencia en cero y trabajar con el hamiltoniano simplificado:
H = hw, |e) (e| = hwao'o, (2.20)

donde hemos introducido los operadores de ascenso y descenso del sistema de dos niveles,
definidos como ot = |e) (g| y o = |g) (e].

La evolucién temporal del sistema estd gobernada por la ecuacién maestra de
Lindblad, que en este caso se reduce a:

Lp=—5H,p|+20po" = oTop— polo)
)

(Hp — pH — ihyolop — ihypoto) + 2yopot

h
= —%[(H —ihyola)p — p(H +iliyolo)] + 2yopot
_ —%(Kﬁ—,ﬁKT)—FQ’yUﬁUT, (2.21)

donde hemos definido el operador K = H — iliyolo como el hamiltoniano efectivo no
hermitico del sistema, que incorpora el efecto del decaimiento del estado excitado hacia el
estado base mediante el término imaginario.

Para construir la representacion matricial del superoperador de Liouville L,

utilizamos la vectorizacién por filas de la matriz de densidad:

P00

p— [P0 PO1| sectorizacion, |y | POL | (2.22)
plo P11 P10
P11

Aplicando esta transformaciéon y usando la identidad de Kronecker (2.14),
obtenemos una forma matricial explicita de £ para un TLS:

?

Ezh

(K1-1K")+2yo®0o (2.23)
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0 0 0 2y
0 —y+iw 0 0

— 7 . (2.24)
0 0 —y —iwg 0
0 0 0 -2y

Dado que £ es una matriz triangular superior, sus eigenvalores pueden leerse

directamente de la diagonal. Estos son:
M =0, A=—"v+iw,, A3=—7—iw,, M =—27 (2.25)

Con este conjunto de eigenvalores podemos resolver la ecuacién de eigenvalores (2.5),

obtenemos los siguientes eigenvectores derechos tras devolverlos a su forma matricial:

m=lnw=(""), (2.26)
0 0
p=lp el =" ), (2.27)
0 0
p=levgl= (" "), (2.28)
1 0
-1 0
pi=le) (el — g} lg] = os = . (2.29)
0 1

El eigensistema izquierdo se resuelve de manera andloga utilizando £ y la ecuacién
(2.6). Finalmente, en la Tabla 2.1 se presenta el eigensistema derecho e izquierdo de un

TLS:

n An Pn Pn
1 0 l9) (gl | 1
2 | =y +iw, | |g) (e| | |g) (€]
3| =y —iwa | |e) (gl | le) (gl
-+ —2y o, | le) (el

Tabla 2.1: Eigensistema derecho e izquierdo de 1 TLS. Recordemos que los eigenvalores

correspondientes a los eigenvectores izquierdos son A, = \}.
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2.3 Eigensistema de 2 TLS sin forzamiento

El estudio de un tnico TLS resulta titil como punto de partida para familiarizarse
con los elementos esenciales de la dindmica cuantica. Sin embargo, esta simplicidad limita
la posibilidad de observar fenémenos genuinamente cudnticos que surgen al considerar
multiples sistemas en interaccién. Entre estos fendmenos destaca el entrelazamiento, cuya
presencia es indispensable para aplicaciones modernas en computacion y procesamiento de
informacién cudntica. En esta seccion, se abordara el caso de dos TLS acoplados, donde
tales efectos colectivos comienzan a manifestarse de forma no trivial.

El hamiltoniano que describe dos sistemas de dos niveles acoplados se expresa
como:

H = hwlairal + hwgagag + hQ(O’IO’Q + 0105), (2.30)

donde los operadores de descenso se definen como 07 = c®1 y 09 = 1®0o. Los dos primeros
términos corresponden a la energia de cada TLS individual, con frecuencias de transicién
w1 y we, respectivamente. El tercer término introduce el acoplamiento entre ambos TLS,
con una intensidad dada por la constante de acoplamiento (2, este término proviene de la

interaccién dipolo-dipolo [20]:

Higg = dy - dy = 3(dy - 7)(d3 - 7)] (2:31)

dreqrs

donde cfl y afg son los operadores dipolares de los TLS, los cuales tienen la forma

d; = di(O'i + Uj)ﬂi, (2.32)
con d; la magnitud del dipolo, @; su direccién y 7 el vector de separacién entre ambos TLS
[21]. Sustituyendo la forma de los operadores dipolares en H;y,; y aplicando la aproximacién
de onda rotante (RWA por sus singlas en inglés) ya que los términos que no conservan la
energia oscilan rapidamente y su contribucién promedio es despreciable, se obtiene:

dyda

Hy = hQ(oIag + 0'10';), con ) = o

[dy - dig — 3(tn - 7) (a2 - 7)] - (2.33)

Ahora, construimos el hamiltoniano efectivo no hermitico de manera andloga a la
seccién anterior para incorporar el decaimiento de los estados excitados hacia el estado base
de cada TLS:

K=H-— ih’}qaial — ih’)@o‘;o‘g, (2.34)
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donde 71 y <2 representan la mitad de las tasas de decaimiento de los TLS 1 y 2,
respectivamente.

En computacién cudntica, es habitual trabajar con sistemas compuestos por
elementos fisicamente idénticos, como atomos de la misma especie. Esta eleccién no
solo simplifica el control experimental y la implementacién de puertas légicas, sino que
también facilita la escalabilidad y mejora la eficiencia de los algoritmos cudnticos. Bajo esta
motivacién, consideraremos dos TLS idénticos, de modo que wj = w2 = w, y 71 = 72 = 7.
Definimos la variable compleja z = w, — iy para simplificar la notaciéon. Con estas

suposiciones, la forma matricial del hamiltoniano efectivo toma la formas:

0O 0 0 O
0 2 Q 0
K=h (2.35)
0 Q 2 0
0 0 0 2z

Esta matriz es diagonal por bloques, lo que permite identificar facilmente su

espectro. El eigensistema de K y su adjunto KT es:

Klgg) =0, (2.36)
K|£) =h(z£Q)|+), (2.37)
K |ee) = h2z |ee) (2.38)
(99| KT =0, (2.39)
(£| KT = h(z* £ Q) (£], (2.40)
(ee| KT = h2z* (ee], (2.41)

donde [+) = L (leg) + |ge)).

Aunque es posible construir explicitamente la representacién matricial de £ y
resolver su espectro derecho e izquierdo de manera analoga al caso de un unico TLS, esto
implicaria trabajar con matrices de dimensiéon 16 x 16, lo cual resulta poco practico. En
lugar de ello, aprovecharemos la estructura del sistema y deduciremos el eigensistema de
L a partir de su accién sobre la matriz densidad mediante los siguientes superoperadores

auxiliares:
)

(K p— ), (2.42)

Kp=—
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JTp= 27(01/301 + O'QﬁGT). (2.43)

Con estos superoperadores, la ecuacién maestra de Lindblad puede reescribirse como:
Lp=Kp+ Tp. (2.44)

Dado que el superoperador K esta construido a partir del hamiltoniano efectivo K
y su adjunto KT, su accién sobre la matriz densidad se puede entender completamente si
conocemos el espectro de K y KT. En particular, los eigenvectores de K seran combinaciones
del tipo |¢;) (¢;], donde |¢;) y (¢;| son eigenvectores de K y KT, respectivamente (en el
Apéndice A.1 se muestran las formas matriciales de dichos eigenvectores). Por lo tanto,
su accién estd determinada por el eigensistema de K. No obstante, para completar la
descripcién del superoperador de Liouville £, ain es necesario caracterizar la acciéon del

superoperador 7.

l9g) <gg‘|\ logg> <+l lggp{~| | lgg)<eel
™~
|+ <99 [+ (+] [+ <~ |+) Cee|

=<9l | [ | ) <eel
L

Y
leey<ggl | leep{+|  lee){=[ | lee){ee]

Figura 2.2: Esquema de la actuacion del superoperador J sobre matrices de densidad que

son eigenvectores de K y K.

El término J se conoce como operador de brinco (aunque formalmente es un
superoperador), y describe el proceso de decaimiento: su accién reduce el numero de
excitaciones en el sistema. Fisicamente, esto representa la emision de energia por parte
del sistema, conectando estados con mayor excitacién a otros con una excitacién menor.
Por ejemplo, los elementos marcados en azul en la Figura 2.2 corresponden a estados donde
al menos uno de los lados (ket o bra) ya estd en el estado base para ambos TLS. En estos
casos, no es posible desexcitarlos més, por lo que J simplemente los aniquila: Jp = 0.

En cambio, los demds elementos de la matriz (aquellos con una o més excitaciones en
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ambos lados) son transformados en combinaciones lineales de estados con menor nimero
de excitaciones. Por ejemplo, el término |+) (ee| tiene una excitacién en el ket y dos en el
bra. Bajo la accién de J, este estado se proyecta sobre el subespacio con cero excitaciones
en el ket y una en el bra, es decir, sobre una combinacién lineal de |gg) (+| ¥ |gg) (—|.

Lo anterior puede ser comprobado matematicamente a través de la forma de J
como se muestra en el Apéndice A.2. A continuacion, se resumen los resultados obtenidos

de dicho analisis:

T l9g) (99| = 0, (2.45)
T lgg) {(+] =0, (2.46)
T lgg) (= =0, (2.47)
T lgg) (ee| =0, (2.48)
J |+) (99| =0, (2.49)
J =) {99! =0, (2.50)
J |ee) (99| = 0, (2.51)
T |+) (+1 =271g9) (99|, (2.52)
T+) (== (2.53)
T|=) (+ = (2.54)
T =) (=1 =271g9) (9], (2.55)
T |+) (ee| = 2v]gg) (+]| (2.56)
T |=) (ee| = =27v|gg) (I, (2.57)
T lee) (+] = 2v[+) (9], (2.58)
J lee) (= = —=2v|-) (g9l (2.59)
T |ee) (ee| = 2v(|+) (+] + =) (=) (2.60)

Con estos resultados, estamos en posiciéon de construir el sistema de eigenvalores
y eigenvectores del superoperador £. En particular, cuando el operador de brinco aniquila
una matriz de densidad (como ocurre, por ejemplo, con |gg) (gg|) se cumple que Lp = Kp.
Esto implica que dicha matriz de densidad es un eigenvector de £. A partir de ahi, basta
evaluar la accién explicita de £ sobre p para determinar el eigenvalor correspondiente.

Cuando el operador de brinco aniquila una matriz de densidad, es posible proponer

un ansatz para el eigenvector de £ como la suma de un eigenvector de I y del vector
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hacia el que el operador de brinco lo proyecta, ponderado por un coeficiente desconocido.
Aplicando el superoperador L a este ansatz, se puede determinar el valor del coeficiente de
manera consistente, lo que permite construir explicitamente el eigenvector de £ y obtener
el eigenvalor asociado. Estos cédlculos se presentan en el Apéndice A.3.

Para determinar el eigensistema izquierdo del superoperador £, una opcioén seria
trabajar directamente con su adjunto £!; sin embargo, resulta més eficiente aprovechar
que los eigenvalores izquierdos corresponden al complejo conjugado de los derechos. Los
eigenvectores izquierdos p,, se construyen a través de un ansatz que satisfaga la condicién de
biortonormalidad bajo el producto interno de Hilbert-Schmidt. En primer lugar, se impone
la normalizacién mediante Tr([)Lﬁn) =1, y luego se verifica la biortogonalidad con el resto
de los eigenvectores derechos: Tr(pl,pn) = 0 para todo n # m. Si esta tltima condicién no
se cumple, el ansatz se corrige anadiendo un término que cancele la contribucién indeseada.
Los célculos se muestran en el Apéndice A.4.

Los resultados completos para el eigensistema derecho e izquierdo de un sistema

de 2 TLS se presentan en la Tabla 2.2.

n An Pn Pn

1 0 l99) (991 1

2 | —v7+i(wa+9Q) l99) {+] l99) (+] + 755 |+) {ee]
3| —v+i(wa—9Q) l99) (| l99) (= = 535 |- (ee]
4] —2(y —iwa) l9g) {ee| |99) {ee|

5 | =7 —ilwa+9) +) (991 [+) (99| + 35q lee) (+]
6 | —v—ilwa—1) =) (991 =) (99| — 775q lee) (-]
7| —2(y+iwa) |ee) (99| lee) (99|

8 —2y ) (+] = 199) (99| [+) (] + lee) {ee]

9 —2(y +1i9) +) (| +) (=

10 —2(y—iQ) =) (+] =) (+]

11 —2y =) (=] —199) (99 =) (=1 + lee) {ee]
12 | =3y +i(wa — Q) +) (ee| — 7129 l99) (+] +) (eel

13 | =3y +i(wa + ) =) (eel + = ZQ l99) (| =) (eel

14 | =3y —i(wa — Q) lee) (+| — ZQ +) {99l |ee) (+]

15 | =37 —i(wa + ) lee) (—| + 7759 1-) (991 lee) (|

16 —4y lee) (ee| — [+) (+] = =) (= + |99) {99 |ee) (ee]

Tabla 2.2: Eigensistema derecho e izquierdo de 2 TLS.

En este punto resulta pertinente aclarar el significado fisico de los eigenvalores

complejos.

En mecédnica cudntica estamos acostumbrados a trabajar con hamiltonianos
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hermiticos, cuyos eigenvalores son reales y se interpretan de manera directa como las energias
del sistema en diferentes estados. En contraste, el liouvilliano no es un operador hermitico,
por lo que sus eigenvalores no necesariamente son reales. No obstante, siguen teniendo una
interpretacion fisica clara: como se aprecia en la ecuacién (2.10), los eigenvalores aparecen
en los exponentes que gobiernan la evolucion temporal. De este modo, la parte real de
un eigenvalor corresponde a un decaimiento exponencial, mientras que su parte imaginaria
describe una oscilacion asociada al eigenvector correspondiente.

Esta interpretacion es consistente con la fisica del sistema. Por ejemplo, el estado
doblemente excitado es el que presenta el mayor decaimiento, ya que al contener dos
excitaciones la probabilidad de emisién espontdnea es mas alta. De manera opuesta, el
estado fundamental no puede decaer méds, por lo que su eigenvalor asociado es exactamente
cero. Finalmente, los eigenvalores complejos se relacionan con eigenvectores que involucran
coherencias, es decir, superposiciones entre estados distintos. Un caso ilustrativo es la
coherencia |gg) (ee|, cuyo eigenvalor complejo refleja la oscilacién debida a la interferencia
entre ambos estados. En el capitulo 4 profundizaremos en la dinamica y el significado fisico

de estos resultados.

2.4 Sistemas con forzamiento y marco de interaccién

Hasta ahora hemos resuelto los sistemas sin forzamiento, que serviran como
sistemas no perturbados para abordar el problema principal de esta tesis: dos atomos
de dos niveles acoplados entre si y sometidos a un forzamiento coherente en el contexto
de sistemas cuanticos abiertos. Este forzamiento coherente consiste en un campo eléctrico
con ciertas caracteristicas, que detallaremos mas adelante. Para poder desarrollar la teoria
de perturbaciones independiente del tiempo, es conveniente pasar primero a un marco de
interaccion, en el cual la dependencia temporal se elimina del hamiltoniano. A continuacion,
describiremos este cambio de marco, del de Schrédinger al de interaccion, para el caso de
dos TLS, ya que el de un solo TLS es andlogo, salvo por la ausencia de los términos de

interaccién entre ambos sistemas y puede tratarse de manera similar.
En el marco de Schrodinger, el hamiltoniano total del sistema puede descomponerse

en tres contribuciones,

H = Hlibre + Hint + Haca (261)
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donde el término de evolucién libre de los 2 TLS estd dado por
Hiibre = hwq (a{ol + 0502) : (2.62)
el acoplamiento directo entre ellos se describe mediante
Hie = hQ) (0102 + 010;> , (2.63)

y la interaccién con un campo externo clésico proviene del acoplamiento dipolar de cada
TLS con un campo electromagnético, tal como el generado por un léser [21]:

Hae = —dy - E(t) — dy - E(2). (2.64)
Sustituyendo el operador de dipolo (asumiendo que ambos dtomos poseen un dipolo de la
misma magnitud) y escribiendo el campo eléctrico como E(t) = Eg cos(wrt)é, donde Ey es

la amplitud, wy, la frecuencia y é el vector unitario de polarizacion, se obtiene
Hae = —dEg cos(wit) | (o] + 01) (i - €) + (03 + 02)(dig - ) | - (2.65)

Para simplificar la expresion anterior, consideramos que la polarizacién del campo eléctrico
estd alineada con los dipolos de ambos TLS. En este caso se cumple 41 - € = g - € = 1,
lo que implica ademéas que los dipolos son paralelos entre si. Definiendo la constante de
acoplamiento dipolar entre cada TLS y el campo externo como heg = —dFEy, el hamiltoniano

de interaccion con el campo se reduce a
H,. = heg cos(th)(JJlr + o1+ (7; + 03). (2.66)

Una vez establecido el hamiltoniano total en el marco de Schrédinger, y dado que
nuestro interés es trabajar en un marco en rotacion con la frecuencia del ldser, introducimos

el operador unitario [21]:

—iw olo1tolo
Ut)=e vt(elorto] 2>, (2.67)

el cual nos permite realizar el cambio de representacion. En particular, la matriz de densidad

en el marco de interaccion se obtiene a partir de la transformacién

pi1(t) = UT(@)p(H)U (2). (2.68)

Por lo tanto, la evolucién temporal de la matriz de densidad en el marco de interaccién

viene dada por:

pr(t) = UT(Op(OU (1) + UTOROT(E) + UT0p(t)U (1)
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= iwr NU(t)p(t)U (t) + U () p(1)U (t) — iwrUT () p(t)U (£) N
= iwr [N, pr(t)] + UT(0)p(1)U (1), (2.69)

donde N = 0101 + 0502 es el operador nimero total de excitaciones en el sistema.
Sustituyendo la ecuacién maestra de Lindblad en el marco de Schrodinger (2.17)
en la expresion anterior, obtenemos:
i
o
donde w = w, — wy, corresponde a la desintonizacién del ldser respecto a la frecuencia de

transicion atémica, y el término disipativo estd dado por D(p(t)) =~ Zi(Qaipa;r — a;r oip—

pi(t) = —iw[N, pr(t)] = Z[UT(8) (Hing + Hac)U (t), pr(8)] + UT(O)D(p(t)U(#),  (2.70)

pcr;r o).

A continuacion se calcula la transformacion de los hamiltonianos de interaccién
entre los TLS y de acoplamiento con el campo. Para el primer caso, notemos que
[N, 010’2} = [N, 010;] = 0, ya que ambos operadores conservan el numero total de

excitaciones al desexcitar un atomo y excitar el otro. De esta forma,

UT(t) Hin U (t) = Hing. (2.71)
En cuanto al acoplamiento con el campo, utilizamos las relaciones de conmutacién

[N,0;] = —0; y [N, O';r] = UZ, de las cuales se sigue que
Ut )osU(t) = oie ™2t UN)olU(t) = o et (2.72)

Con esto, el hamiltoniano de acoplamiento en el marco de interaccién toma la forma
UT(t)HaoU(t) = heg cos(wrt) (Jle_th + aIeith + gge~ Lt 4 agei“Lt)
_ he(ale_%“’” + gpe 2wt +O_Ie2z'th +0_562ith ¥ oy +0J1r t o+ U;)’

(2.73)

donde se ha usado la identidad cos(z) = (e 4+ e7®) y la definicién e = €. Finalmente,

aplicando RWA, en la cual se descartan los términos que oscilan rdpidamente con factores

et?WLt se obtiene la expresién simplificada

UT(t)Ha U(t) ~ he <01 + UI + o9+ O'T) . (2.74)

Sustituyendo los resultados anteriores en la ecuacién de evolucién de la matriz de
densidad en el marco de interaccién, se llega a:
) i
pr(t) = —%[prl(t)] + 72(2%%}10’3 —oloipr — prolo), (2.75)

7
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donde el hamiltoniano efectivo en el marco de interaccion es
Hr = hw (0101 + 0502> + RO (0’102 + alo';) + he <01 + JI 4+ 09 + 0T> . (2.76)

Notemos que Hy = UT(t)HU(t) — ihUT(t)U(t), que es la transformacién estdndar de
un hamiltoniano al marco de interaccién [21]. Ademds, la forma del término disipativo

permanece inalterada bajo esta transformacién, debido a que las fases se cancelan al aplicar
T

U(t) y U'(t) a los operadores de salto o; y o).

De este modo, hemos expresado la dindmica del sistema en el marco de
interaccién. En principio, para interpretar los resultados seria necesario regresar al marco
de Schrodinger; sin embargo, como se mostrarda a continuacién, las propiedades que
estudiaremos (poblaciones, médulos de coherencias y concurrencia) son invariantes bajo
esta transformacién. Asimismo, los estados iniciales del sistema se mantienen idénticos
en ambos marcos, lo que permite analizar completamente la dindmica sin necesidad de
retornar al marco de Schrodinger. Cabe senalar que las poblaciones, las coherencias y
la concurrencia serédn explicadas y detalladas més adelante; en este punto tinicamente se
demostrara su invarianza bajo el cambio de marco.

Poblaciones: notemos que los estados |gg), |ge), |eg) v |ee) son eigenestados
del operador niimero N, con eigenvalores 0, 1, 1 y 2, respectivamente. Por lo tanto, las

poblaciones, que tienen la forma (j| ps(t)|j) con j = gg, ge, eg, ee, son invariantes bajo la

transformacién al marco de interaccion.

Glpr() 13) = GIUT®)p(U (1) 1)
= (jl e p(t)e Lt |j)
= e (] p(t)e ™ | )

= (jlp(t) 4), (2.77)

donde n; es el eigenvalor correspondiente al estado |j), el niimero de excitaciones del estado.

Modédulos de coherencias: las coherencias entre los estados |gg), |ge), |eg) v |ee)
también son invariantes bajo la transformacién al marco de interaccion. La forma de las
coherencias es (j| pr(t) |k) con j, k = gg, ge, eg, eey j # k. Siguiendo un razonamiento

similar al caso de las poblaciones, se tiene que:

(Glor(t) k) = GIUT)p)U (1) [k)
= (j] et N p(t)e LN |k)
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= (j] etntn p(pyenine |y
= ent ) (] (1) |1}

= [Ulpr@) [k) [ =[Gl p@) k) |- (2.78)

Entrelazamiento: dado que el entrelazamiento no puede ser creado ni destruido
mediante transformaciones unitarias locales [1], las medidas de entrelazamiento como la
concurrencia y la negatividad son invariantes bajo la transformacion U = U; ® Us, con

; Tos . . ,
U; = e~™wrt9;% ]a cual es unitaria y actia localmente sobre cada TLS.



Capitulo 3

Teoria de perturbaciones

En este capitulo se desarrolla la teoria de perturbaciones para superoperadores,
herramienta fundamental para abordar sistemas cuya evolucién no puede resolverse de
manera exacta. Se comienza con el tratamiento del caso no degenerado, donde los
eigenvalores del superoperador liouvilliano son distintos, para luego extender el andlisis
al caso degenerado, en el que coexisten multiples eigenvectores asociados a un mismo
eigenvalor. Fste enfoque permite calcular correcciones a los eigensistemas de manera
sistematica.

Asimismo, se introduce el marco de interaccién, esta transformacion facilita la
incorporacion de perturbaciones externas de manera controlada, adaptando la teoria de
perturbaciones al contexto fisico que nos interesa. Finalmente, la metodologia desarrollada
se aplica explicitamente a sistemas de 1 y 2 TLS, obteniendo soluciones aproximadas que
permiten analizar el efecto del forzamiento sobre poblaciones, coherencias y entrelazamiento,

cuya interpretacion fisica se presenta en el Capitulo 4.

3.1 Caso no degenerado

El proposito de esta seccion es calcular correcciones de primer orden a los
eigenvectores y hasta de segundo orden a los eigenvalores de un sistema cudntico abierto
descrito por un superoperador de Liouville. Supondremos que dicho superoperador tiene la

forma

L=Ly+ eLy, (3.1)

34
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donde Ly representa la dindmica no perturbada, cuyo eigensistema, tanto derecho como
izquierdo, se conoce con exactitud, y £ es un término pequeno que introduce una
perturbacién en el sistema, gobernada por el parametro e < 1.

Realizaremos una expansién en serie de potencias de ¢ para los eigenvalores y

eigenvectores derechos e izquierdo del superoperador L:

Ay = )\%0) + 6)\%1) + 62)‘51,2) 4, (3.2)
pn=pO 4 ep® 4+ 2@ 4. (3.3)
S\H — 5\%0) + 65\9) + 625\7(12) 4, (3.4)

A continuacién sustituimos las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3) en la ecuacién (2.5) y

agrupando términos de igual orden en e obtenemos [6,22,23]:

@ (A — L)) =0, (3.6)
et (WD = Lo)pt) = (L1 = AD)pY, (3.7)
e (AW = L£0)pP) = (L1 =AM = AP0 (3.8)

Notemos que la ecuacién (3.6) no es mas que la ecuacién de eigenvalores para el
superoperador liouvilliano no perturbado, cuyo eigensistema ya conocemos.
Definimos el proyector P, como el operador que proyecta sobre el n-ésimo

eigenvector derecho de orden cero. Su accién sobre un operador p esta dada por
Pop ="Tr(p p)p})). (3.9)

De forma complementaria, el proyector sobre el resto de eigenvectores derechos de orden
cero se define como

Qn=1-P,. (3.10)
Algunas propiedades de estos proyectores que utilizaremos repetidamente son:

.(0)

R pn, sip=0
P,plP) = (3.11)
0, sip>0
0, sip=20
Qupl?) = (3.12)

AP sip>0
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donde hemos usado que Tr(ﬁ%o)ﬁ%p )) = 0 para p > 0, es decir, las correcciones de los

eigenvectores no tienen componente en su propio eigenvector de orden cero.
Ademsds de estas propiedades también emplearemos que los proyectores conmutan

con Ly ya que estan construidos a partir de sus eigenvectores:

LoPup = LoTe(p p)pl? = Tr(pp) Lopl) = Tr(p T p) A 5P

PuLop = Te(p Lop)p) = Trl(Lhp) plp) = Tr[(AD"6D) plal” = Tr(p o)AV 5
= LoP, = P, L. (3.13)

Y como Ly conmuta con la identidad, @),, también conmuta con Lg:
EOQn = Qn£O (3.14)

Para obtener la correccion a primer orden de los eigenvalores derechos, aplicamos

P, ala ecuacion (3.7):

Py(AY) = Lo)pl) = Po(L1 = AD)pD. (3.15)

n

Utilizando la propiedades anteriores vemos que solo sobrevive el lado derecho de la expresién,
entonces:

PoL£1p0 = A 50), (3.16)

n n n

Con esto obtenemos que la correccién a primer orden de los eigenvalores derechos es:

AL = Tr(pO1 £, p0)), (3.17)

En el caso de 1 y 2 TLS, la correcciéon de primer orden a los eigenvalores resulta
ser nula. Por lo tanto, con el fin de simplificar los cdlculos posteriores, aprovecharemos este
resultado en lo que sigue.

La correccion a primer orden de los eigenvectores derechos, se obtiene aplicando

Qn, ala ecuacién (3.7):

() @n (1Y A0)
Y

(0)

Observemos que el operador (A’ — Ly) es invertible cuando se restringe al subespacio sobre
el que proyecta ,,. Esto se debe a que @), elimina la componente del eigenvector asociado
a )\510), y en consecuencia, £y no actia con ese eigenvalor dentro del subespacio. Asi, el

operador nunca se anula, evitando cualquier singularidad al invertirlo.
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(1)

Utilizando que A;,” = 0 y el resolvente:
S0 = . (3.19)
An’ — Lo
podemos escribir la correccion a primer orden de los eigenvectores derechos como:
P = 8,0, (3.20)

Procedemos ahora al célculo de la correccién de segundo orden de los eigenvalores
derechos. Para ello, aplicamos el proyector P, a la ecuacién (3.8). Utilizando las propiedades
y resultados previamente establecidos, se observa que el lado izquierdo se anula. Al aislar

P . 2 .
el término que contiene a )\7(1 ), se obtiene:

AP = Polaplt) = Te(p) L1 p)p0). (3.21)

n n n

Haciendo uso de la expresién (3.20) para sustituir ﬁg), obtenemos:

NP = Te(pP1L15,L1p)). (3.22)

Finalmente, para la correccién de segundo orden de los eigenvectores derechos,

aplicamos @), a la ecuacién (3.8) para obtener:

(2 _ _ Q@n )y
Y

Utilizando la definicién de S,,, el hecho de que /\7(11) = 0 y la expresién (3.20), podemos

escribir la correccién de segundo orden de los eigenvectores derechos como:

PP =8,L,9,L:p. (3.24)

Las correcciones a eigenvalores y eigenvectores izquierdos se obtienen de manera
andloga al insertar las expansiones de eigenvalores y eigenvectores izquierdos ((3.4) y (3.5)
respectivamente) en la ecuacién de eigenvalores para ES (2.6). Asi como definiendo los

proyectores a los eigenvectores izquierdos de orden cero como:

Pop = Te(p0p)plY, (3.25)

Qn=1-P,. (3.26)

Sea S’n =

—9n__las correcciones izquierdas son:
)\57,0)*—5(1; 9



38 3.2  Caso degenerado

A = A+ (3.27)
A2 = \@)x (3.28)
) = Sulpl, (3.29)
P2 = 8,118,150 (3.30)

3.2 Caso degenerado

FEl eigensistema de 2 TLS acoplados presenta una degeneracién en los eigenvectores
8 y 11, como se muestra en la Tabla 2.2. Esta degeneracién surge debido a la simetria de
intercambio entre los TLS, que hace que el liouvilliano actiie de manera idéntica sobre este
subespacio del sistema.

Por esta razon, en esta secciéon nos centraremos en el estudio de un subespacio
degenerado de eigenvectores de Lo de dimensiéon N > 1, es decir, un espacio con N
eigenvectores linealmente independientes con los mismos eigenvalores. En esta base Ly

es diagonal con N > 1 términos iguales,

A O

0
A

Ly =

(3.31)

Este subespacio degenerado esta conformado por los eigenvectores derechos ;320) y los

eigenvectores izquierdos ,67(10) asociados a los eigenvalores degenerados )\%0) =ApVneD.
En el subespacio degenerado, las ecuaciones a distintos érdenes de €, obtenidas al

sustituir las expansiones de los eigenvalores y eigenvectores en la ecuacion de eigenvalores
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derecha, son:

€+ (Ap — Lo)pY) =0, (3.32)
e s (Ap — Lo)pt) = (L1 = A1), (3.33)
€1 (Ap = Lo)p) = (L1 = A5 = AP o, (3.34)
€ (Ap = Lo)p) = (L1 = AP = AP pL) — AP p(0), (3.35)
et s (Ap — Lo)pl = (L1 — AP — AP pD — AP pH — AL 50 (3.36)

Para continuar, debemos definir el proyector Pp que proyecta sobre el subespacio
degenerado de eigenvectores de orden cero:
Pp=>) P (3.37)
neD
Y por consiguiente, el proyector complementario (Qp que proyecta sobre el complemento

ortogonal del subespacio degenerado:
@p=1-Pp. (3.38)

Notemos que, a diferencia del caso no degenerado, el operador Pp se define como la suma
de los proyectores correspondientes a todos los eigenvectores de orden cero asociados al
eigenvalor degenerado Ap. Esta definicién es necesaria porque todos estos eigenvectores
comparten el mismo eigenvalor, lo que implica que intentar invertir la expresién (Ap — Lo)
sin aislar adecuadamente el subespacio degenerado conduciria a una singularidad.

Como Pp es una suma de P, tanto Pp como ()p conmutan con Ly. Veamos la
aplicacién de estos proyectores a los eigenvectores de orden cero y a las correcciones de

orden superior:

Ppp® =" Pup® = > Te(pVT)p0) = > 6mnpQ) =57, (3.39)
meD meD meD
o0 =D Pupl = Y T A0, (340)
meD meD
Qo) = pY) — Pppl) =0, (3.41)
Qoo = p) = Popll) = pi = > Te(p o)l (342)
meD

donde p # 0. En este caso, la aplicaciéon de los proyectores a las correcciones de los
eigenvectores (ecuaciones (3.40) y (3.42)) no se simplifica como en el caso no degenerado.

Por lo tanto, a lo largo del desarrollo serd necesario encontrarlas explicitamente.
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Iniciamos aplicando Pp a la ecuacién (3.33):
Pp(Ap — Lo)p) = Pp(L1 — AD)pY. (3.43)

En esta ecuacion el lado izquierdo se anula y utilizando la propiedad (3.39), el lado derecho

se simplifica a:

AL SO = ppey Ppp©). (3.44)

Esto es una ecuacion de eigenvalores que nos permite calcular la correccion a primer orden
para eigenvalores derechos. Para nuestro caso particular de 2 TLS con forzamiento, se
cumple que Pp L1 Pp = 0, lo que implica que la correcciéon de primer orden de los eigenvalores
es nula, es decir, )\g) = 0. Al igual que en el caso no degenerado, utilizaremos esto para
simplificar los calculos posteriores.

Ahora aplicamos @ p a la ecuacién (3.33) para obtener:

(Ap — L0)Qpp) = QpL1p). (3.45)

Gracias a que Qp proyecta al subespacio no degenerado, el operador (Ap — Lg) es invertible

en el subespacio degenerado, dando como resultado:

QppY = SpLipY, (3.46)
donde
@p
5p Ap — Lo (347)

A continuacién, calcularemos las correcciones a segundo orden, para ello aplicamos

Pp ala ecuacién (3.34):

Pp(Ap = L0)p) = Pp(L1 = A)p() — PoAD o)

n

— A250) = pprip) = Ppy1pll) = PpLyPpptl) + PoLiQpplt

n n

- PpﬁlQppAgll) = /\7(12)/37(10). (3'48)

Si ahora sustituimos la expresién (3.46) en la ecuacién anterior, obtenemos:

M@ p0 = A2 p), (3.49)
donde hemos definido la matriz M® = PpL,SpLiPp. FEsta es una ecuacién de

eigenvalores que permite obtener las correcciones de segundo orden a los eigenvalores
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derechos degenerados y, ademas, determina la buena base de eigenvectores degenerados
de orden cero con la que debe realizarse el desarrollo perturbativo.
Solo nos queda hallar la correccién de segundo orden de los eigenvectores derechos.

Para ello, comenzamos aplicando @ p a la ecuacion (3.34):

Qp(Ap — L0)p? = Qp(L1 — AWM — QpAPp0)
= QppY) = SpLipd. (3.50)

Separando ;39) en sus componentes en el subespacio degenerado y no degenerado tenemos

que:
QDPA%Z) = SD£1PD AT(ll) + SDﬁlQDpAng), (351)
en donde ya conocemos la expresion de @) D,aﬁ}), sin embargo, ain falta determinar PD,@(}).

Para determinar PD,ﬁg), aplicamos Pp a la ecuacién (3.35) para llegar a:

PpL1QppY = NP Pppll) + AP ). (3.52)

) (1),

Sustituimos @ D[L(f y factorizamos el término Pppy, ':

(A2 — PpL1SpLiPp)Ppptl) = PpLiSpLiQpplt) — A3 p0) (3.53)

n n

donde hemos usado que Pp es idempotente.

Si sustituimos la expresién de M@ en la ecuacién anterior, observamos que
pueden surgir singularidades al intentar invertir el operador ()\%2) - M (2)). Para evitarlas,
multiplicamos la ecuacién por el proyector @,, que elimina la componente en la direccién
del eigenvector degenerado correspondiente a )\g) (especificamente, sélo este término puede
generar la singularidad, ya que )\,(12) no es degenerado y por lo tanto no hace falta multiplicar

por @p). Tras aplicar @, y realizar la inversién de ()\512) —M®), utilizamos que Q,, conmuta,

con Pp y con M@y que ademads anA,(lo) = 0, para obtener:

PDPAS) = Qn(Z)PD£1SD£15D£1PDﬁg}). (3,54)

A2 g

Con esta ecuaciéon podemos calcular la correcciéon de primer orden de los
eigenvectores derechos dentro del subespacio degenerado. En el caso particular de
nuestro sistema de 2 TLS con forzamiento, se cumple que PpLi1SpL1SpL1Pp = O.

Como consecuencia, la correccién de primer orden de los eigenvectores derechos no tiene
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componentes dentro del subespacio degenerado, es decir, estd completamente contenida en

el subespacio no degenerado:
oD =0 = pM) = Qppl. (3.55)

Utilizando estos resultados, regresamos a la ecuacién (3.51) para obtener la correccién de

segundo orden de los eigenvectores derechos dentro del subespacio no degenerado:

Qpp?) = SpL1SpLip0. (3.56)

Para determinar la componente de la correccion en el subespacio degenerado, aplicamos el

proyector Pp a la ecuacion (3.36), lo que nos lleva a:

PoLiQpp® = A2 Ppp@ + AP Pppl) + AW 50, (3.57)

n

(3)

Ahora necesitamos calcular Qppy, . Para ello, aplicamos Qp a la ecuacién (3.35):

Qp(Ap — Lo)pY = Qp (L1 — APD)p2) — QpAP) LY
= Qpp) = SpL1p? — NP SppY)
= SpL1Ppp? + SpLiQppP — A2 5p 0, (3.58)

(2)

en la ecuacién anterior y factorizando Pppy, ’,

)

Sustituyendo esta expresién para Dp(

obtenemos:

(AP = PpLySpLyPp)Pppd) = PpL1SpLiQppY — NP PpL1Sppll) — AP Pppll) — A 0.
(3.59)
En esta ecuacion primero notemos que el término con )\( ) se anula, ya que PD[)S) =
Luego, multiplicamos por el proyector Q),, para evitar singularidades al invertir el operador
()\(2) — M®), al hacer esto el término )\%4) [)%O) se anula automéaticamente, ya que Qnﬁg)) =0

y también lo hace el término con )\( ) por lo siguiente:

A2 PpLySppl) = AP Py SpSpL p)
A®

S Pppl)
=, Lo pL1SpL1Pppy,

(2)
An R
= M@0

=50 (3.60)
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Por lo tanto, la ecuacién finalmente se reduce a:

Pppy” = (7PDEISD£ISD£ISD£1PDP( ) (3.61)
AD — M@

Con todo lo anterior, hemos obtenido las correcciones de primer y segundo orden
de los eigenvalores, asi como de los eigenvectores derechos tanto dentro como fuera del
subespacio degenerado, expresados como p(p ) = PDpn + QDp para p = 1, 2. A

continuacién, resumimos las expresiones obtenidas:

AV = PpLyPpply, (3.62)
AP = PpLiSpLiPppl, (3.63)
QoY = SpLipY, (3.64)
Pppl) = MPD£15D£1SD£1PDP(O) (3.65)
Q'Y = SpLiSpLip, (3.66)
Po?) = MPDASD&SD&SDQPD;)(@ (3.67)

Las correcciones izquierdas se obtienen de manera analoga, sustituyendo las
expansiones de eigenvalores y eigenvectores izquierdos en la ecuacién de eigenvalores para

Eg (2.6) y definiendo los proyectores izquierdos como:

Pp=> P, (3.68)
neD
Qp=1- Pp. (3.69)

Dichas correcciones izquierdas para el caso degenerado son:

A = \(Dx (3.70)
A2 = \@)x, (3.71)
Qopt = SpLlp?, (3.72)
Pppt) = MPDQSDQSDE{PDP%O% (3.73)
Qpp? = SpLiSpLtpl®), (3.74)
Ppp) = MPDE];SDE];SDEISDﬁJ{pDPV%O)a (3.75)
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donde N
§,=_9p (3.76)
T
Ap — Lo

3.3 Solucién perturbativa de 1 TLS con forzamiento

En esta seccion abordaremos la resolucién del problema de un TLS perturbado por
un forzamiento coherente, aplicando la teoria de perturbaciones en el caso no degenerado

desarrollado anteriormente. El hamiltoniano del sistema se expresa como:
H = hwo'o + eh(o' + o), (3.77)

donde el primer término corresponde al hamiltoniano no perturbado del TLS, previamente
resuelto, mientras que el segundo introduce la perturbacién en forma de un forzamiento
coherente. Este iltimo coincide con la versién del hamiltoniano de interaccién entre el TLS
v el campo electromagnético clasico obtenida en la seccién anterior, particularizada ahora

para un solo TLS. El hamiltoniano efectivo del sistema es:

K = h(w —iy)olo +eh(o! + o) (3.78)

Ko 2¢)

Ahora consideraremos la ecuacién maestra de Lindblad correspondiente al sistema

perturbado:

_ !
~h

1

A { PO .
=~ (Kop — pE]) — Fe(Fp — pET) + 2y0pot

Lp (Kp— pK") + 2vopot

= Lop + eL1p, (3.79)

donde Lgp = —%(Koﬁ — [)Kg) +2vopot y Lip = —%(Klﬁ — ﬁKI), cuya forma matricial es:

0 i —i 0

0 0
Li=—icl+o)ol-10@+o) =] " 1. (3.80)

0 0 i

0 —¢ ¢ O

Antes de calcular las correcciones a los eigenvalores y eigenvectores es util conocer
la actuacién de L1 sobre los eigenvectores de Lo, lo cual se puede obtener de la forma de £

mencionada en el parrafo anterior o de multiplicar su forma matricial por la vectorizacién
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de los eigenvectores de orden cero (L] ﬁ%o)») y devolviendo el vector resultante a su forma

matricial de operador. En cualquier caso se obtiene lo siguiente:

£1p" = ~ile) (gl — |g) (el). (3.81)
£1pY" = —i(le) (e| — |g) (). (3.82)
£1pY" = —i(lg) (gl — le) {el). (3.83)

£ = ~2i(|g) (el - le) (g])- (3.84)
Con esto, podemos calcular las correcciones a primer orden de los eigenvalores

sustituyendo lo anterior en la ecuacién (3.17), para n = 1 tenemos:
1 0
A = T Lapt”)
= Tr {1[=i(le) (9] = lg) (D]}
= 0.

Siguiendo este procedimiento lo que se obtiene es que todas las correcciones a
primer orden de los eigenvalores son nulas (como se advirtié anteriormente): /\gl) = )\;1) =
AP = =o.

Continuamos con el calculo de las correcciones a primer orden para eigenvectores
derechos, donde requerimos conocer la forma matricial de S,. El proyector P, aplicado a
p no es mas que P,p = (ﬁ%0)7p>ﬁ%0), al utilizar el producto de Hilbert-Schmidt se llega a la

ecuacién (3.9). Sin embargo, si utilizamos la vectorizacion, el producto interno al que se

llega es el producto interno de dos vectores biortonormales:

Palp)) = (0 1o018Y) = P = 16E0)((1)]. (3.85)

Con este resultado podemos construir la forma matricial de P, y por lo tanto la de Q,, y
Sn. De esta manera, sustituyendo estas formas matriciales y vectorizadas en la ecuacién
(3.20) es que se obtienen las correcciones a primer orden de los eigenvectores, por ejemplo

para n = 1 se tiene lo siguiente:

)y = 124160

0 0 0 —% 0 ¢ —i 0 1
1 .
|0 2% o 0 i 0 0 —illo
1
0 m —1 O 0 1 O
0 0 0 L 0 —i i 0 0
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0

1

= (3.86)
—iy4w

0

El siguiente paso es devolver este vector a su forma matricial de operador, dando como

resultado:

W= ) e gl e
A1 1 0 v tw? iyt w ! '

—1y4w
Siguiendo este procedimiento, las correcciones a primer orden de los eigenvectores

derechos son:

1) _ le)(gl  lg) (el
1) _ le) {e] = lg) (gl
! = e =2 (3.89)
(1) _ lg) (gl —le) (el
A = (3.90)

PO < le) (gl _ 1g) (el ) _ (3.91)

4w iy —w

Las correcciones a segundo orden se obtienen mediante la insercién de la
representaciéon matricial de L1, junto con los proyectores apropiados y la vectorizacién
de los eigenvectores de orden cero, en las ecuaciones (3.22) y (3.24). Y las correcciones
izquierdas se obtienen de manera andloga a estas.

Una vez obtenidas todas las correcciones, basta con sustituirlas en las expansiones
correspondientes ((3.2)-(3.5)) para construir los eigenvalores y eigenvectores del sistema
perturbado. Sin embargo, aun queda un paso fundamental: la normalizacién. En este
contexto, los eigenvectores deben cumplir una condicién de biortonormalidad hasta orden

€2. Para garantizarlo, es necesario renormalizarlos de la siguiente manera:

P — pinf, Pn — P
Tr(pnpn) ( Tr(po)n)>

- (3.92)

Finalmente, los eigenvalores y eigenvectores derechos e izquierdos del sistema
perturbado hasta orden € son:

2¢2 2¢2 4rye?
A3 = —y — iw — . M =-2v+——— (3.93
3 Y —iw . 4 7+72+w2( )

)\1:()7 )‘2:_7—’_@(4)_ Ty
Y+ w v —w
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) €2 €
R ) 2
pr = L (3.94)
it w 2 w?
€ €2
iy +w bt (v + iw)?
o= 7w 3.95
P2 B i62 B 6 ) ( )
(v + iw)w —iy 4w
€ ie?
) o —
by = ity (v ’ZW)w 7 (3.96)
1+ 3 —=
(v —iw) 1y +w
1 1 2
i ( 1 2) _ 2
by = (—iv+w)?  (iv+w) —iy +w (3.97)
2¢ 2e2 (72 — w?) '
. 1+ ———55=
iy +w (72 + w?)?
10
p1 = : (3.98)
01
2
e+ |+ ( € -
S — _Z'y w ')/ — W 9
P2 ie2 € (3iy —w) ’ (3.99)
G-iwe Pt
€ i€?
. i+ w (7 + iw) w
ps = 14 €2 _e@Bivtw) |7 (3.100)
(y+iw)? Y tw?
€2 €
b | VY e (3.101)
P4 = ¢ - €2 (372 _ w2) .
—iy +w (72 + w?)?
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3.3.1 Comparacién con la solucién exacta para el estado estacionario

El estado estacionario del sistema corresponde al eigenvector fisico asociado al
eigenvalor nulo, ya que este representa la solucién invariante bajo la dindmica de la ecuacion
maestra. Para que sea fisicamente valido, debe ser un operador densidad. En este caso,

dicho estado a orden €2 es:

1 € __€

~ T A24.,2 ;
p1 = T AR (3.102)
€ €
i —w 2 +w?

Calculemos el estado estacionario (pss) de manera exacta utilizando la forma

matricial de L:

0 €l —€l 2y
€ —y+iw 0 —€i
L=Lo+ely = 7 , (3.103)
—€t 0 —y —w €l
0 —€l €1 —27

resolviendo la ecuacién de eigenvalores L|pss)) = 0 obtenemos el estado estacionario exacto

tras devolverlo a su forma matricial de operador:

2 ] 1 2
fss = 1- 72+2662+w2 v;ig;ﬁ)ﬂ _ (- ﬁ +0(e) e T O() (3.104)
ss — iy &2 = 2 s .
_,yzeJ(rgeziLz YZr2e2fa? i'yiw + 0(63) '72iw2 + 0(63)

coincidiendo con la solucién perturbativa a orden €2. Esto nos indica que la solucién

perturbativa constituye una aproximacion valida hasta ese orden. Ademaés, dado que la
solucién exacta y la perturbativa coinciden dentro de este régimen, podemos confiar en
los resultados obtenidos por el método perturbativo. De hecho, estas soluciones seran
comparadas con simulaciones numéricas en secciones posteriores, con el fin de verificar su

precision.

3.4 Solucién perturbativa de 2 TLS con forzamiento

En esta seccién estudiaremos un sistema compuesto por 2 TLS acoplados, sobre
el cual actida una perturbaciéon debida a un forzamiento coherente. Utilizaremos la teoria
de perturbaciones en superoperadores para analizar cémo esta perturbaciéon modifica los

eigenvalores y eigenvectores del liouvilliano no perturbado. El hamiltoniano de 2 TLS
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acoplados con un forzamiento coherente se expresa como:
H = hw (aiol + U;O’g) + hQ <O’J1[02 + 010;> + he (01 + UJ{ + 09+ O'T> . (3.105)

Para incorporar los efectos disipativos, consideramos los decaimientos espontdneos
de cada TLS, caracterizados por las tasas 71 y 72 (recordemos que en esta notacién =;
corresponde a la mitad de la tasa de decaimiento I';). Esto se refleja en la dindmica no
unitaria del sistema, que puede describirse mediante un hamiltoniano efectivo no hermitico,
que esta dado por:

K = H — ihyol01 — ihyaoios. (3.106)

El hamiltoniano efectivo total puede reescribirse como la suma del hamiltoniano efectivo
del sistema no perturbado, denotado por Ky, y un término adicional K1 que representa la

perturbacién debida al forzamiento coherente. Es decir:

K = hw (0101 + 0502) + hQ (O’IO’Q + 010T> — iﬁ’yla]{al - ih’)@a’;o‘g

Ko

+ he (01 + O'I + o9+ O'T) . (3.107)

K

En este andlisis consideraremos que ambos TLS presentan la misma tasa de
decaimiento, es decir, 71 = 9 = 7. Bajo esta consideracién, sustituimos K = Ky + K; en
la ecuaciéon maestra de Lindblad, la cual toma la forma Lp = —%(K p— pKT) 4 270, ﬁGI +

2702,60;, y obtenemos:

——(Kop — pK{) + 201 po] + 27020}

EA:
P=7%

Lop
(K1p— pKl). (3.108)

1

h

L1p

De esta manera, obtenemos la forma £ = Ly + €£1, la cual es adecuada para
aplicar la teoria de perturbaciones en superoperadores. Para ello, es necesario convertir
la ecuaciéon en su representacién matricial, lo cual se logra mediante el procedimiento
de vectorizacién. FKEste proceso transforma los eigenvectores p en vectores columna de
dimensién 16, y los superoperadores Ly y £1 en matrices de 16 x 16. Dado el tamano

de las matrices involucradas, se utilizé6 un cédigo en Mathematica para llevar a cabo los
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célculos de manera eficiente. En este cédigo se separan explicitamente los subespacios
degenerado y no degenerado del liouvilliano no perturbado. El subespacio degenerado esta
conformado por los eigenvectores etiquetados como 8 y 11 en la Tabla 2.2, mientras que
el subespacio no degenerado estd compuesto por el resto de los eigenvectores. Con esta
separacién se construyen los proyectores adecuados: P, para cada eigenvector derecho py,,

y Pp para proyectar sobre el subespacio degenerado derecho.

A partir de estos proyectores, se construyen los resolventes S,, y Sp, los cuales
son necesarios para aplicar las férmulas de correccion de primer y segundo orden.
Estas expresiones se utilizan para los eigenvectores derechos, diferenciando entre el
caso degenerado y no degenerado. El eigensistema izquierdo se construye de manera
andloga, empleando los proyectores y resolventes izquierdos, asi como las férmulas para
las correcciones izquierdas. De este modo, se obtienen las correcciones a los eigenvalores y
eigenvectores del liouvilliano perturbado. A continuacién, se muestran los 16 eigenvalores
del sistema, observidndose que la degeneracién inicial se ha roto: los valores Ag y Arq,
que originalmente coincidian, ahora son distintos debido al efecto de la perturbacion.
Esta separacion espectral es una manifestacién directa de cémo la perturbacién levanta

la degeneracion del sistema no perturbado.

A =0

€2(—27y + 2i(w — 39))
w? + (v +i2)?
2¢?
v+ i(w+ Q)
€2(—4y + 4iw)
w? + (v +1i0Q)?
2e2(y + i(w — 3))

Ao =—y+i(w+Q)+

A3 = —y +i(w—Q)—
At = —2v + 2iw +

As=—y—i(w+ Q) —

w? + (v —if2)?
2¢>
Ae = =7 —iw+id — ————
6 Tt v —i(w+ Q)
4€2(y + iw)
Ao = —2(y +iw) — T
7 (7 +iw) w? + (y — Q)2
4ye?

As = —2y —
* K 20(—w + Q) + /(12 + w?)2 +2(72 + w?)Q2 — 8w O3 + 5O

1 €2
No=—2y—4iQ (-4 —
oT T <2+(7+iw)2+92)
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1 €
Mo=—2y+4iQ( =4 ——F———
10 v <2+(y—iw)2+92>
4 2
Al = —2y+ a5
2w — M2+ /(12 + w?)? +2(72 + w?) Q2 — 8w3 + 5Q4
. 4y 2(y +i(w + 392))
Mg = —3 —Q) +é -
S <w2+(v+zﬂ>2 (7 +iw)? + 22
Az = —3 +i(w+Q)+27€2
8= v —i(w— Q)
. 4ry —2y + 2i(w + 3Q)
Ay =3y —i(w—Q)+ ¢
1 il ) te (w2+("y—iﬂ)2+ (v —iw)? 4+ Q2
A 3y w4 Q) 2
= — —lw -
1 i v+ i(w— Q)
8ye?
AN = —4 e
o T w0

Al comparar directamente los eigenvalores con el caso sin forzamiento se observan
las primeras diferencias fisicas, reflejadas en modificaciones tanto en las tasas de decaimiento
como en las frecuencias de oscilacion de los eigenvectores asociados. Un ejemplo ilustrativo
es el eigenvalor 16, cuyo decaimiento se vuelve mas lento debido al término correctivo de
segundo orden que se suma en el régimen perturbativo. En consecuencia, algunos modos
presentan una disminucion en su tasa de decaimiento, mientras que en otros ésta se acelera.
Como se discutird en el Capitulo 4, estos cambios tienen un impacto directo en la dindmica
de la evolucién de las magnitudes del sistema, dependiendo del estado inicial considerado y

de su acoplamiento con los eigenvectores correspondientes.

Tras aplicar la normalizacién adecuada se obtienen finalmente los eigenvectores
derechos e izquierdos corregidos hasta segundo orden. Dado que el sistema posee 16
eigenvectores derechos y 16 izquierdos, cada uno representado por una matriz de 4 x 4, el
resultado completo es extenso. Por esta razon, solo se mostrara explicitamente el eigenvector

mas sencillo, correspondiente al estado estacionario del sistema:
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o e  __ ¢ _ ¢
7?2+ (w+ Q)2 iv+w+Q v+ w+Q (v —iw)(y —i(w + Q))
B € €2 € :
. —iy+w+Q PP+ (Ww+Q)? P+ (w+ Q)
Pr= 2 2
3 € € € 0
—iy+w+Q Y+ (w+2)?2 2+ (w+0Q)2
2
— 0 0 0

(v +iw) (v +i(w + Q)
(3.109)
Como puede observarse, el estado estacionario con forzamiento difiere del caso
sin perturbacién, donde el sistema permanece en el estado base |gg). La presencia del
forzamiento externo redistribuye las poblaciones entre los niveles de energia, lo cual se
aprecia en los elementos diagonales de la matriz densidad. Aunque el estado en el que
ambos atomos estan excitados no adquiere poblacién apreciable, si aparecen componentes
donde tinicamente uno de los d4tomos se encuentra excitado.
El forzamiento también induce coherencias (elementos fuera de la diagonal
distintos de cero). Aquellas coherencias que involucran una sola excitacién, ya sea en el
bra o en el ket, son de orden €, mientras que las que involucran dos excitaciones son de

2. Esto se debe a que cada aplicacién del superoperador £ sobre un eigenvector

orden €
genera términos con una excitacién adicional; en otras palabras, la acciéon de £ introduce
una excitacién. Por consiguiente, los términos fuera de la diagonal restantes aparecerian a
tercer orden, y el correspondiente al estado completamente excitado (dos excitaciones en el
bra y dos en el ket) surgiria hasta cuarto orden.

Finalmente, aunque la traza de la matriz es igual a 1, la matriz del estado
estacionario no es completamente positiva. Al sustituir los valores numéricos de los
pardmetros (que se determinardan mas adelante), se obtiene un eigenvalor negativo, aunque
de magnitud pequena. Este efecto se debe a que la serie perturbativa fue truncada, de

modo que al interpretar esta matriz como un operador de densidad aparecen pequenas

desviaciones asociadas precisamente a dicha truncacién.



Capitulo 4

Dinamica, observables y

entrelazamiento

El estudio de la dindmica de un sistema cudntico resulta fundamental porque
permite describir como evoluciona su estado en el tiempo y, con ello, predecir fenémenos
medibles en un experimento. La herramienta matematica para representar un sistema es
la matriz de densidad p, la cual contiene toda la informacién estadistica accesible sobre el
mismo. Su estructura permite distinguir dos tipos de elementos: las entradas diagonales y
las entradas fuera de la diagonal. Dentro de esta dinamica, resultan de particular interés
ciertos observables que permiten cuantificar el comportamiento fisico del sistema. En el
caso de 1 TLS tenemos las poblaciones y coherencias, mientras que en el caso de 2 TLS se
anade el entrelazamiento como una medida clave de las correlaciones cuanticas presentes.
Estas magnitudes nos ofrecen una visién completa del comportamiento dindmico, desde la
disipacién energética hasta la persistencia de correlaciones cuanticas.

Para precisar estas ideas, consideremos una matriz de densidad genérica de

dimensién 2 x 2:

Pgg  Pge
p= : (4.1)

Peg  Pee
Las poblaciones corresponden a los elementos diagonales pyq v pee, que representan la
probabilidad de encontrar al sistema en el estado base |g) o en el estado excitado |e),

respectivamente. Esto se deduce directamente de la regla de Born: para un estado

[¥) =" ¢jl), pjj = |cj? es la probabilidad de medir el estado |5).

53
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Por otro lado, las coherencias son los elementos fuera de la diagonal, pge ¥ peg,
que cuantifican la superposicion cudntica entre los estados base y excitado. Esto se puede

entender a partir de un estado general [1)) = ¢4 |g) + ¢ |€), cuya matriz de densidad es:

lcgl?  cyct
p = 9 g 62 . (42)
ceCltcel

g
Aqui vemos que si ¢4 0 ¢, son cero, las coherencias desaparecen (pge = peg = 0) y el sistema
se encuentra en el estado base o excitado, sin superposicién entre ellos. En cambio, para una
superposicion maxima, el estado es una combinacion con coeficientes de igual magnitud, por
ejemplo, [¢) = %(’@ + le)), lo que da lugar a coherencias maximas (pge = peg = ). De
esta forma vemos que las coherencias reflejan la superposicién cudntica entre los estados.
La dltima magnitud de interés en este andlisis es el entrelazamiento, una propiedad
intrinsecamente cudntica mediante la cual dos o mds sistemas (en nuestro caso, 2 TLS)
exhiben correlaciones que no pueden explicarse clasicamente. Cuando los sistemas estan
entrelazados, sus estados individuales no estan definidos de manera independiente hasta
que se realiza una medicién, y el resultado de medir uno de los subsistemas afecta
instantaneamente la descripcion estadistica del otro. El entrelazamiento surge cuando los
sistemas interactian de manera que sus estados se vuelven inseparables; en nuestro caso, la
interaccién de los a&tomos a través del campo electromagnético. Matematicamente, un estado
entrelazado no puede escribirse como un producto tensorial de los estados individuales, es

decir, no existe una descomposicion del tipo

) ap =) a® )5, (4.3)

donde A y B representan los dos subsistemas. Un ejemplo paradigmético es el estado de
Bell

1
— + |ee)), 4.4
ﬂ(\gm lee)) (4.4)

que no puede factorizarse como (a|g) 4+ ble) 4) ® (c|g) 5 + d|e) 5). En este estado, medir

%) =

el 4&tomo A en |g) garantiza que el d&tomo B también se encontrard en |g), ilustrando la

correlacién perfecta caracteristica del entrelazamiento.

4.1 Evolucién temporal de 1 TLS

En esta seccion se presentan los resultados para la dindmica de 1 TLS. Se comienza

con el analisis de la dindmica sin forzamiento, utilizando el eigensistema mostrado en la
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Tabla 2.1, para luego incorporar el forzamiento coherente a través del término perturbativo
en el hamiltoniano. Después se realiza una comparacién entre ambos casos, resaltando
las diferencias en la evolucién temporal de las poblaciones y coherencias. Finalmente, se
incluyen soluciones numéricas del caso con forzamiento que permiten validar el método
perturbativo desarrollado anteriormente.

En esta clase de sistemas es comun utilizar atomos de rubidio-87, en donde la
transicion mas empleada corresponde a la linea D2, con una longitud de onda de 780 nm.
Esto implica una frecuencia de transicién de wg,, = 3.84 x 10'*Hz, mientras que el estado
excitado presenta una vida media asociada a una tasa de decaimiento de I'y = 3.812 x 107Hz,
equivalente a un tiempo de aproximadamente 26 ns [24]. Para simplificar el tratamiento,
es conveniente reescalar y adimensionalizar estas magnitudes. Tomamos como referencia
una desintonfa del ldser con la frecuencia de transicién atémica de wy = 1.885 x 108Hz.
Dado que esta desintonia es mucho menor que la frecuencia de transicién, el sistema se
encuentra cerca de la resonancia, lo que permite que el ldser acople de manera eficiente al
atomo y lo excite desde el estado fundamental al excitado. Al dividir todas las magnitudes
reales entre wy, obtenemos las unidades adimensionales: w = wy/wg =1y I' = Ty/wy =~
0.2. El subindice “0” denota los valores fisicos reales. De manera andloga, el tiempo se
reescala como t = tgwy, de modo que en lo sucesivo trabajaremos con tiempos y frecuencias
adimensionales al graficar la dindmica del sistema.

Al analizar el caso con forzamiento, es necesario considerar este término como
una perturbacién débil, de modo que la convergencia de la serie perturbativa para los
eigenvalores y eigenvectores del liouvilliano. Dicha serie se construye en potencias del
parametro €, el cual debe ser lo suficientemente pequeno para asegurar su validez. Surge
entonces la pregunta: ;qué tan pequeno debe ser €7 Si observamos la correccién de primer
orden a los eigenvectores derechos en (3.20), podemos reescribirla en forma de sumatoria al

utilizar la expresién explicita del operador Sy,:

T (0 20

A=A

50). (4.5)

m

Ag) _ Z

m#n

Esto nos permite estimar una cota para € a partir de la magnitud de esta correccién.
En efecto, si el médulo de la suma anterior es menor que uno, entonces el término de
primer orden constituye una pequena correccién sobre el orden cero. Podemos capturar

esta condicion como
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A =2
= T ()|

(4.6)

. _ . 0 0 . ‘o

El caso mas restrictivo se da cuando los eigenvalores )\7(1 ) y )\gn) estan muy proximos,

es decir, cuando el numerador de la fraccién se hace pequeno. Ademés, el denominador se
o : ., . (0

maximiza cuando el operador £ induce la mayor elongacion posible sobre pﬁl ), lo cual

puede estimarse mediante el eigenvalor de mayor moédulo de £, denotado como Az,. En

consecuencia, una cota razonable para que la serie converja es [25]:

. 0 0
max(|Az, [)

Para nuestro caso de 1 TLS, tenemos que ¢ < 7. Esta condicién no es estrictamente
necesaria: podrian existir valores mayores de € para los cuales la serie ain converge y los
resultados de la teoria de perturbaciones son vélidos. No obstante, esta cota nos ofrece una
guia sobre los posibles valores del pardmetro de forzamiento. De hecho, como se mostrara
mas adelante en las graficas numeéricas, al considerar ¢ = v = 0.1 se obtienen resultados
satisfactorios.

Para determinar la evoluciéon temporal de las diferentes observables a estudiar

consideraremos un estado inicial general:

p(0) = (1 —a)lg) (gl + clg) (el + " |e) (g + ale) {e] = : (4.8)

donde a € [0,1] ¥ |¢|*> < a(1 — a). Esta representacién captura todos los posibles estados
fisicos del sistema, incluyendo tanto estados puros como mixtos, y es adecuada para estudiar
la evolucion temporal completa bajo la dindmica abierta, ya que es la matriz de 2 x 2 mas
general que cumple con las condiciones fundamentales de hermiticidad, traza unitaria y
positividad requeridas para cualquier matriz de densidad.

Los coeficientes C),(0) de la matriz de densidad inicial p(0) son:

Q
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C2(0) = Te[php(0)] = Tr[le) (g] p(0)] = c, (4.10)
C5(0) = Tr[php(0)] = Trlg) (el p(0)] = ¢, (4.11)
(0) = Tr[p}p(0)] = Ti[le) (] p(0)] = a. (4.12)
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Sustituyendo estos coeficientes y los eigenvalores y eigenvectores de la Tabla 2.1 en la
ecuacién (2.10), obtenemos la evolucién temporal de la matriz de densidad en el caso sin

forzamiento:

p(t) = (1 —ae™>")|g) (g + ceT7H |g) (e] + ¢*el 77N |e) (g] + ae™" |e) (e]
1—ae 2t cel-rtiw)t

e | (4.13)

Para el caso con forzamiento, iniciaremos de dos estados especificos, en vez de

uno general (esto es debido a la complejidad de las expresiones): el estado excitado |e)
y el estado con méxima superposicién %ﬂ g) + |e)). Tomando p(0) = |e) (e|, calculamos
los coeficientes Cy,(0) y los sustituimos en la ecuacién (2.10) utilizando los eigenvalores
y eigenvectores perturbados hasta segundo orden que calculamos en el capitulo anterior,

obtenemos los siguientes elementos de la matriz de densidad evolucionada en el tiempo:

Pgg(t) =1 — pee(t), (4.14)

t dye” —2v
4rye? 727) 5 2 3w2 e ("/2+w2 )
T _( gl )

el = o= WP+

252 . 262 )
. (zw= 3i7)€t(7m77+w) (w— 3i7)et<*m*‘/*”’>
72+ w (w—17) (v +w?) @+ (2 1)
t( 457522 ,27) t(_ 22 _iw>
1 e \vtw 2ive =i Y 1 t(_ 262 —V—iw)
pge(t) =€ | — — + . + : . 4L
v w1y (v —iw)(y + iw) 2
4762 _ 2 ' P |
2 2(J.;et(72+“2 27) iet<* i *7“”) (3w + i’Y)et(’ffﬁ*’Y*W)
T CermG el T 2wy w) 2w(y — iw)? ’
(4.16)

De manera andloga, se puede calcular la evoluciéon temporal de la matriz de

densidad correspondiente al estado de méxima superposicién p(0) = %(|g) (9| + |g) (e| +
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le) (g| + |e) (e]). Sin embargo, debido a la extensién de las expresiones resultantes, no se

presenta aqui explicitamente.

4.1.1 Poblaciones

Consideramos como estado inicial el estado excitado, es decir, p(0) = |e) (e], lo que
equivale a fijar a = 1 y ¢ = 0 en la forma general de la matriz de densidad (4.8). Utilizando
la matriz (4.13) vemos que, para el caso sin forzamiento, la poblacién del estado base es

27t A partir de ahora utilizaremos

P, =1~ e 2" y la del estado excitado es P, = e
la notacién p;; = P; para denotar las poblaciones de los estados |j). Cuando el sistema
presenta forzamiento las poblaciones estan dadas por las entradas diagonales de la matriz
de densidad, es decir, las expresiones (4.14) y (4.15).

A partir de estas expresiones podemos observar que el forzamiento introduce un
término de orden €2 sobre el decaimiento exponencial, lo que se traduce en un decaimiento
mas lento. Esto tiene sentido desde el punto de vista fisico, ya que el forzamiento anade
energia al sistema, contrarrestando parcialmente la pérdida asociada al acoplamiento con
el entorno y, por lo tanto, ralentizando la relajacién hacia el estado de equilibrio. Ademas,
en el mismo orden de perturbacién, el forzamiento genera términos oscilantes que dependen
no solo de la tasa de decaimiento -, sino también de la frecuencia w. En contraste, en el
caso sin forzamiento, la dindmica estaba gobernada tnicamente por . Esta dependencia
adicional surge porque el término de forzamiento acopla las poblaciones con las coherencias,
introduciendo oscilaciones en la evolucién de la matriz de densidad. Este comportamiento
se puede observar en la Figura 4.1, donde se comparan las poblaciones con y sin forzamiento.

Cabe destacar que, en el caso sin forzamiento, el estado estacionario al que
evoluciona el sistema corresponde al estado base. FEn cambio, cuando se incluye el
forzamiento, el estado estacionario es distinto, ya que contiene términos de segundo orden
en €. Como consecuencia, aunque las poblaciones asociadas a estos términos no son
estrictamente nulas, su magnitud es muy pequena. Las expresiones correspondientes y

sus valores calculados para los parametros que hemos considerado son los siguientes:

2
€
2
P =5 ~001 (4.19)

¢ T 22



4.1  Ewolucion temporal de 1 TLS 59

1.0

0.8}
— P,
— P,

0.6}

0.4+

Poblaciones

0.2¢

0.0 ——
0 5 10 15 20 25 30

Figura 4.1: Evolucién temporal de las poblaciones P, y P, para el caso con forzamiento y

en un tono mas claro el caso sin forzamiento. I' = 2y =0.2,w =1,¢ = 0.1.

4.1.2 Coherencias
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Figura 4.2: Evolucién temporal del médulo de las coherencias de 1 TLS con y sin

forzamiento. I' =2y =0.2,w = 1,e = 0.1.
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Para estudiar las coherencias tomaremos un estado inicial con superposicién
maéxima, esto se logra haciendo a = ¢ = 1/2 en la expresién (4.8). Para calcular la evolucién
temporal del médulo de las coherencias en el caso sin forzamiento, sustituimos estos valores
en la expresién (4.13), obteniendo: |pge| = |peg| = 3e77%. Para el caso con forzamiento, la

expresién de las coherencias (recordando que pey = pj.) en el marco de interaccién es:

2 t| —2 4y )
21.7 et( Y «,2—m zw) 1 (—i’y + w) e ( ’7+72+w2
(v —iw)(y+iw)  —iy4w 2 4+ w?

2 .
Pgelt) —26t<”“w ) 4 ¢ [

2
2 2 4ve
. t(f -2 +iw> t<7 foiw) . . t(*Q'VJF 2 2)
e\ A e\ T (iv+3w) 2iwe v

2(y +iw)w 2w(iy + w)? (v — iw)(v? + w?)

(4.20)

Al tomar el médulo de la expresién (4.20) se obtiene la Figura 4.2, donde se
aprecia una diferencia significativa entre las dindmicas con y sin forzamiento coherente.
En presencia de forzamiento, las coherencias no decaen directamente a cero; en cambio,
presentan oscilaciones amortiguadas que relajan hacia un valor estacionario distinto de
cero. Este valor puede calcularse evaluando |pge| en la matriz de densidad correspondiente

al estado estacionario perturbado pi, utilizando los pardmetros v =0.1, w =1y € = 0.1:

= ~ 0.0995. 4.21
Vv0.12 + 12 ( )

|p2gl =
g

€ 0.1
7y —w
Este valor corresponde a la linea recta verde mostrada en la Figura 4.2. Al compararlo

con el valor obtenido a partir de la solucién exacta para el estado estacionario (expresién

(3.104)), cuyo médulo es |peg| = 0.0975, se observa una buena concordancia.

Este comportamiento se comprende desde la teoria de perturbaciones, donde las
correcciones a las coherencias aparecen ya a primer orden en €, mientras que las correcciones
a las poblaciones sélo surgen a segundo orden. Fisicamente, esto se debe a que el forzamiento
coherente (con forma de o,) actia directamente sobre los elementos no diagonales de la
matriz de densidad segin la ecuacién maestra de Lindblad. En contraste, las poblaciones
requieren que las coherencias generadas a primer orden interactien con el forzamiento para
inducir cambios en estas. Por lo tanto, las coherencias son més sensibles al forzamiento,

mostrando efectos significativos incluso para valores pequenos de e.
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4.1.3 Comparacion con solucién numeérica

Para finalizar el estudio del sistema de 1 TLS, realizamos una comparacion entre
la solucién perturbativa y la solucién numérica exacta del sistema. Esta comparacion tiene
como proposito validar la precisién y aplicabilidad del enfoque perturbativo desarrollado
previamente. Las Figuras 4.3-4.4 muestran los resultados de esta comparacion para las
poblaciones y el médulo de las coherencias, partiendo de los estados previamente utilizados

en cada caso.

Para las poblaciones, se observa una excelente concordancia entre la solucién
numérica y la perturbativa, siendo practicamente indistinguibles. En las coherencias se
aprecia una diferencia leve pero perceptible en las amplitudes de oscilacién a tiempos
mas largos. Esta discrepancia es esperable, ya que las coherencias estan particularmente
influenciadas por los efectos de ordenes inferiores en la expansién perturbativa, permitiendo
que cualquier imprecisién se propague directamente. A pesar de ello, la forma general de
la dindmica es bien capturada, y la solucién perturbativa sigue ofreciendo una descripcién

cualitativa precisa y cuantitativamente razonable.

10—
087 \“ /',f’ |

" ...... P4 (Perturbativa)

® 06l \

5% N/ Pe (Perturbativa)

@) — X

S04 /\ Py (Numérica)

o - P, (Numérica)
0.2} / ’
0.0! | | I —— —— T

0 5 10 15 20 25 30

Figura 4.3: Comparacién entre la solucion perturbativa y numérica de las poblaciones de 1

TLS con forzamiento. I' =2v =0.2,w =1,e = 0.1.
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Figura 4.4: Comparacion entre la soluciéon perturbativa y numérica del moédulo de las

coherencias de 1 TLS con forzamiento. I' =2y =0.2,w =1, = 0.1.

4.2 Evolucién temporal de 2 TLS

Al expandir este analisis al caso de 2 TLS, la dindmica adquiere una mayor
complejidad debido a la interacciéon entre ambos subsistemas. Esta configuracion permite la
aparicién del entrelazamiento, cuya evolucién a lo largo del tiempo estudiaremos mediante
la concurrencia, medida de entrelazamiento para sistemas bipartitos.

La forma general de las matrices densidad que utilizaremos corresponde a un
espacio de Hilbert de dimensién 4. En la base |gg),|ge),|eg), |ee), la matriz densidad
p toma la forma:

Pgggg  Pggge Pggeg Pggee
Poeas Paege Paeeg  Pgece | (4.22)
Peggg  Pegge Pegeg Pegee
Pecgg  Peege Peceg  Pecee
De nuevo, los elementos diagonales de esta matriz, representan las poblaciones de los estados
de la base. Por ejemplo, Py = pgege corresponde a la probabilidad de encontrar el sistema
en el estado |ge). En general, la probabilidad total debe conservarse, lo cual se refleja en

la condicién Tr(p) = 1. Los elementos fuera de la diagonal representan las coherencias
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cuanticas entre distintos estados del sistema. Estos términos indican que el sistema no esta
simplemente en una mezcla clasica de estados, sino en una superposicién cudntica entre
ellos. Por ejemplo, el elemento pggee representa la coherencia entre los estados |gg) y |ee); si
este término es distinto de cero, significa que el sistema tiene una componente que involucra
ambos estados simultaneamente. Las coherencias son esenciales para describir propiedades
puramente cudnticas como el entrelazamiento. Por ello, en este trabajo prestaremos especial
atencién a la evolucién temporal de ciertos términos coherentes, como pggee 0 Pegeg, que se
relacionan directamente con la presencia de entrelazamiento entre ambos TLS.

Para estudiar la evolucién temporal de las poblaciones utilizaremos como estado
inicial aquel donde ambos TLS se encuentran en el estado excitado, es decir, |ee). En cuanto
a las coherencias y el entrelazamiento, consideraremos como estado inicial los estados de Bell,
los cuales son estados con méxima superposicién entre dos estados de la base y presentan

el mayor grado de entrelazamiento posible. Estos estados son [1]:

%) = ;§<rgg> £ lee)), (4.23)
%) = - (|ge) = leg))- (4.24)

5

2

Notemos que los estados |®%) involucran superposiciones entre los estados donde ambos
TLS estédn en el mismo estado (ambos en el estado base o ambos en el estado excitado),
mientras que los estados \\I/i> involucran superposiciones entre los estados donde los TLS
estan en estados opuestos (uno en el estado base y el otro en el estado excitado, y viceversa).
Esta diferencia es crucial, ya que afecta la dindmica del entrelazamiento y las coherencias a
lo largo del tiempo como veremos més adelante. Las matrices de densidad correspondientes

a estos estados iniciales son:

00 00
00 0O
Plecy (0) = [ee) (ee] = , (4.25)
00 0 O
0 0 01
1 0 0 =#1
1 00 O
pu=(0) = [0%) (8%] = 7 (4.26)
00 O
+1 0 0 1
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0 O 0 O
110 1 =+£1 O
pu(0) = |U%) (1] = (4.27)
0O £1 1 O
0 O 0 O

En el caso sin forzamiento, utilizando la ecuacién (2.10) junto con los resultados

del eigensistema presentados en la Tabla 2.2, y considerando como condicién inicial pjecy(0),

se obtiene:
14 e 4t —2e= 27t 0 0 0
0 —e M e 0 0
pleey () = e ()
0 0 —e Mt et
0 0 0 et

Similarmente, la evoluciéon temporal de las matrices de densidad correspondientes a los

estados de Bell para el caso sin forzamiento es:

1+ ge 1t — =27t 0 0 +1em20-iw)t
1_—4 1_-2
e (1) = 0 —ze M 4 Le 2 0 0
? 0 0 —le~tt 4 L2 0 ’
i%e—2(7+iw)t 0 0 %6—4’%
(4.29)
1—e 2 0 0 0
0 le=2vt 4le-2vt
pyx(t) = ? ? (4.30)
0 = TR TRt
0 0 0 0

4.2.1 Poblaciones

Para estudiar la dindmica de las poblaciones de 2 TLS consideraremos como estado
inicial a pjee) (0), por lo que, las poblaciones del sistema sin forzamiento estan dadas por los

elementos diagonales de la expresién (4.28):
Pyy(t) =1+ " —2¢7 27 (4.31)

Pe(t) = —e 11t 421, (4.32)
Poy(t) = —e 1 421, (4.33)
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Po(t) = e, (4.34)

Para calcular las poblaciones en el caso con forzamiento, insertamos nuestros
eigenvalores y eigenvectores perturbados en la expresién (2.10), y después calculamos su
producto interno con el estado del que queremos conocer su poblaciéon. Por ejemplo, para

la expresion més sencilla que corresponde a la poblacién del estado excitado, se tiene:

Pee(t) = Tr(p|ee> (t) ‘66> <€€’)

= 67t<_4+%) + € {iewt(_ﬂsf) + Re [ZL(%ZB‘%B)J(_M”LBﬁ?(w?H?m)2+92_i?w+832>)]

(C+VD)(-E + VD) et(—%— _gﬁjﬁ) L =0+ VD)(E + VD) et(—2v+c4jf5) }

i FVD FVD
(4.35)
donde hemos definido las siguientes cantidades para simplificar la notacion:
A=~ 4 (w— Q)2 (4.36)
B=v—i(w—-9Q), (4.37)
C =20(w —Q), (4.38)
D =~ +29% (w? + Q%) + (w — Q)2 (w? + 202 + 507%) (4.39)
E =7 +w? 4+ 40Q — Q% (4.40)
F =~% 4 242 (w2 + (22) + (w2 - (22)2 . (4.41)

De manera andloga, se obtienen las expresiones para las demés poblaciones que no se
muestran aqui por su extensién. KEste caso es el mas sencillo porque los eigenvectores
generalmente no se acoplan con el estado excitado, ya que para ello la perturbacion
deberia excitar dichos eigenvectores al maximo. Esto implica que los coeficientes C,,(tg) y
Tr(py, |ee) (ee]) son, en su mayorfa, nulos. En cambio, para estados iniciales menos excitados,
las contribuciones de otros eigenvectores si se manifiestan, generando expresiones mucho mas
complejas para la dindmica.

La comparacién entre la evolucién temporal de las poblaciones de los estados con
y sin forzamiento se muestra en la Figura 4.5. En ausencia de forzamiento, el estado base
lgg) tiende a poblarse completamente, estabilizandose en 1 a tiempos largos. Sin embargo,

cuando se introduce el forzamiento, esta situacién cambia de manera notable: el estado base
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va no se estabiliza en 1, sino que, a través del calculo del estado estacionario, se obtiene
que la probabilidad de hallar el sistema en |gg) estd dada por

2¢2

Pyo = Tr(p1|gg) (g9]) = 1

Esto evidencia que el forzamiento mantiene una fraccién no nula de poblacién fuera del
estado base incluso a tiempos largos. En cuanto al estado doblemente excitado |ee), la

probabilidad de encontrar al sistema en él decae a cero en el régimen estacionario, es decir,
P33 = Tr(p |ee) (ee|]) = 0. (4.43)

Esto puede apreciarse en la expresién (4.35), donde los términos dominantes en los
exponentes son negativos, por lo que el limite cuando t — oo tiende a cero. Ademads,
dado que las correcciones son de orden €2, la dindmica resultante es practicamente la misma
que en el caso sin forzamiento. No obstante, el forzamiento permite que persista poblacién

en los estados de una sola excitacién, |ge) y |eg), para los cuales se cumple que

62

P2 = P = Te(pu |ge) {gel) = Tr(p1 leg) (eg]) = — 5= 0.03125.  (4.44)

72+ (w+ Q)
1.0
0.8
- ng

S 0.6 Feo
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Figura 4.5: Comparacién de la evolucién temporal de las poblaciones de 2 TLS con y sin
forzamiento coherente (gréficas con tonos mas intensos y menos intensos respectivamente).

I'=2y=02,w=1,0=-0.9, ¢ =0.025.
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4.2.2 Coherencias

El médulo de las coherencias del sistema sin forzamiento, partiendo de los estados

de Bell como condiciones iniciales, se obtiene a partir de las expresiones (4.29) y (4.30):

|Pggee (E)] = |pgeeq(t)] = Le™ 2. (4.45)

En el caso con forzamiento, las expresiones resultan demasiado extensas para mostrarlas
explicitamente. No obstante, su célculo sigue un procedimiento andlogo al de las
poblaciones: se insertan los eigenvalores y eigenvectores perturbados en la expresion (2.10), y
a continuacion se evalda el producto interno con la coherencia deseada, tomando finalmente
su moédulo.

En la Figura 4.6 se muestra la evoluciéon temporal de las coherencias, considerando
como estado inicial el correspondiente estado de Bell que las contiene. Como puede
observarse, ambas coherencias alcanzan un estado estacionario distinto de cero, en contraste
con el caso sin forzamiento. Las coherencias |pggee| ¥ |pecqq|, asociadas a la superposicién
entre los estados |gg) y |ee), presentan un valor estacionario muy cercano a cero, ya que el
estado doblemente excitado no sobrevive a tiempos largos y, por lo tanto, la superposicion
que lo contiene también es pequefia. En cambio, para las coherencias |pgeeq| ¥ |Peggel, que
cuantifican la superposicion entre los estados con una sola excitacién, el valor estacionario
es significativamente mayor. Esto se explica porque los estados |ge) v |eg) si persisten a

tiempos largos. Los valores de estas coherencias en el estado estacionario son:

2
€
Pagee| = 1Peeggl = ITr(p1 |g9) (ee])| = ~ 0.0044, 4.46
|Pggeel = |peegql = ITr(p1 |gg) {eel])] N G CEER T 1)y (4.46)
2
SS _ SS _ ~ P € I
|Pgeeq| = |Peggel = ITr(p1 |ge) (eg])| = P 0.03125. (4.47)

Las coherencias asociadas al estado de Bell |®T), que conectan |gg) y |ee), muestran
oscilaciones més pronunciadas que las del estado |¥*), relacionadas con la superposicién
entre |ge) v |eg). La razén es que, en el caso de |®%), el forzamiento coherente conecta los
estados con cero y dos excitaciones mediante transiciones intermedias en el subespacio de
una excitaciéon, lo cual genera multiples trayectorias de evolucién y, por ende, interferencias
més marcadas. En cambio, la evolucién de |U'*) permanece confinado al subespacio de una

excitacion, donde la dindmica es més restringida y las oscilaciones resultan menos notorias.
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Figura 4.6: Evolucién temporal del médulo de las coherencias de 2 TLS con y sin

forzamiento. ' =27y =0.2, w =1, Q2 = —0.9, ¢ = 0.025.

4.2.3 Entrelazamiento

El entrelazamiento cuantico se entiende como un tipo particular de correlaciones no
clasicas entre subsistemas, imposibles de generar iinicamente mediante operaciones locales
y comunicacién clésica (LOCC, por sus siglas en inglés). En este sentido, el entrelazamiento
constituye un recurso genuinamente cuantico, pues da lugar a correlaciones que no tienen
analogo cléasico. Este recurso, en combinacién con operaciones LOCC, puede aprovecharse
para el desarrollo de tecnologias de informacién y computacion cudnticas con capacidades

que superan a las de sus contrapartes cldsicas [2].

La nocién de entrelazamiento surgié inicialmente como un concepto cualitativo,
utilizado para senalar comportamientos propiamente cudnticos en sistemas compuestos.
Con el desarrollo de la teoria, se introdujeron medidas cuantitativas que permiten
caracterizar y comparar el grado de entrelazamiento. Entre ellas, una de las mas empleadas
para sistema bipartitos es la concurrencia [26]. Dada una matriz de densidad p, en la base
computacional, se construye una matriz auxiliar p = (o, ® oy)p* (0, ® 0,), donde p* es la

conjugada compleja de p. Calculando los eigenvalores &; de la matriz producto R = pp
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(ordenados de mayor a menor), la concurrencia se define como:

C(p) = max (o, NN \/{4) . (4.48)

La concurrencia toma valores en el intervalo [0, 1], donde 0 indica un estado separable sin
entrelazamiento y 1 corresponde a un estado maximamente entrelazado. No obstante, en
ciertos casos la matriz de densidad adquiere una estructura particular denominada estado
tipo X, px, en la que tnicamente los elementos de la diagonal y la antidiagonal son distintos

de cero. En tales situaciones, la concurrencia toma una forma simplificada [27]:

C(px) = 2max (0, |p23| — /p11paa, |p1a] — /P22p33) - (4.49)

Esta expresion resulta particularmente til en el andlisis de la evolucién temporal
de los estados de Bell en ausencia de forzamiento, dado que las matrices de densidad (4.29)
y (4.30) conservan la estructura tipo X. De este modo, la concurrencia puede calcularse

directamente a partir de la formula anterior, obteniéndose:

Clpox(t)) = e ", (4.50)
Clpge (1)) = e 21, (4.51)

La concurrencia presenta una decaida exponencial en funcién del tiempo y, en el régimen
de tiempos largos, desaparece, indicando la pérdida de este recurso fundamental. Cabe
destacar, ademds, que para los estados de Bell |®%) la concurrencia se extingue més
rapidamente que para los estados |[UF), lo cual se debe a que los primeros contienen dos
excitaciones que se disipan con mayor rapidez en el entorno.

Para estudiar el caso con forzamiento, deseamos conocer los parametros del sistema
que maximicen el entrelazamiento en el estado estacionario mientras nos mantenemos en
el régimen perturbativo. Para esto, calculamos la concurrencia del estado estacionario

perturbado de 2 TLS con forzamiento coherente, p;, mostrado en la expresién (3.109):

. (4.52)

/1) = max €2 = - !
o= [0’ ’ <72+(w+9>2 ¢(v2+w2>(72+(w+ﬂ)2>>

lo cual evidencia que la concurrencia es del orden de €2, indicando que el entrelazamiento en
el estado estacionario resulta ser débil. Al calcular el médximo de esta expresién, derivando
con respecto a ) y buscando los puntos criticos imponiendo que la derivada sea igual a cero,

se obtiene que la concurrencia alcanza su valor méximo cuando 2 = —w.
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Figura 4.7: Gréfica de la concurrencia del estado estacionario calculado semi-analiticamente.

Se observa que la concurrencia es maxima en () = —1 para los parametros I' = 2y = 0.2,

w =1, e = 0.025.

Lo notable de este resultado es que, a pesar de haber sido obtenido mediante
un tratamiento perturbativo relativamente sencillo, también puede extrapolarse al caso
exacto. En efecto, es posible calcular de forma analitica el estado estacionario (el tinico
eigenvector que puede determinarse exactamente, ya que su autovalor asociado es cero) vy,
a partir de él, evaluar numéricamente la concurrencia. Este procedimiento conduce a la
grafica semianalitica mostrada en la Figura 4.7, donde se aprecia un maximo localizado
en 2 = —w = —1. Con base en estos resultados, seleccionamos 2 = —0.9, ya que se
encuentra préximo a la zona de maxima concurrencia, evitando al mismo tiempo posibles
problemas asociados a nuevas degeneraciones que aparecen al elegir {2 = —w exactamente.
En términos fisicos, esto corresponde a una frecuencia real de acoplamiento dipolo-dipolo de
Qg = —1.7 x 10® Hz, valor que resulta razonable al asociarse con una distancia interatémica
cercana a 0.5um y una configuracion donde los dipolos son paralelos entre si y al vector de
separacion para generar asi un acoplamiento negativo (véase (2.33)).

Ahora estimamos un valor para el pardmetro de perturbacién e a partir de la
expresion (4.7). Considerando los pardmetros del sistema; I' = 2y = 0.2, w = 1y Q =
—0.9, se obtiene que € debe ser menor a 0.035. Esto corresponde a una frecuencia real de

forzamiento del orden de los MHz.
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Con los valores elegidos para los pardametros del modelo, el tiempo de relajacién

hacia el estado estacionario se puede estimar a partir de la relacién

1
A’

T

(4.53)

donde A corresponde al valor absoluto de la parte real del eigenvalor distinto de cero més
pequenio [7]. En nuestro caso, se tiene A = 0.11225, de modo que el tiempo de relajacién
resulta en 7 =~ 9. Lo que indica que, para que el sistema alcance efectivamente el estado
estacionario, el tiempo de evolucién debe ser mayor que este valor. En unidades fisicas, esto

corresponde a un tiempo de relajacién real de aproximadamente

o= — ~ATTx 1078 s, (4.54)
wo

Para el caso con forzamiento no es posible obtener una expresién completamente
analitica de la concurrencia, ya que las matrices de densidad evolucionadas en el tiempo no
mantienen la forma tipo X. Por ello, se recurre a un enfoque semianalitico para evaluar
la expresion general de Wootters (4.48). Con este objetivo, en el cédigo en Mathematica
se implementé una funcién para calcular la concurrencia de la evolucién temporal de los
estados de Bell en intervalos de tiempo de 0.1 dentro del rango 0 < ¢ < 50. Los resultados
obtenidos se han representado graficamente en las Figuras 4.8 y 4.9 con su comparacién sin

forzamiento.

En la dindmica de la concurrencia se observan méas oscilaciones para los estados
|®F) en comparacién con los estados |UF). Esto se debe a que, al igual que en el caso de
las coherencias, el forzamiento coherente conecta los estados con cero y dos excitaciones
mediante trayectorias intermedias que generan interferencias, mientras que el subespacio de
una sola excitacién en el que se encuentra \\I/i> ofrece menos caminos de acoplamiento vy,
por tanto, una evolucién mas suave. También podemos destacar que, a diferencia del caso
sin forzamiento, la evolucién temporal de los estados |®1) y |®7) resulta distinta entre si,
lo mismo que ocurre con los estados |[¥1) y [¥~). Esta diferencia surge porque el término
de forzamiento, representado por el operador o, no conserva la paridad del nimero de
excitaciones. En consecuencia, se rompe la simetria entre los estados con signos opuestos

en la superposicién, lo que modifica su evolucién temporal de manera diferenciada.
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Figura 4.8: Comparacién de la evolucion temporal de la concurrencia a partir de los estados

iniciales |®4) con y sin forzamiento coherente. I' = 2y = 0.2, w = 1, Q = —0.9, € = 0.025.
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Figura 4.9: Comparacién de la evolucion temporal de la concurrencia a partir de los estados

iniciales |¥1) con y sin forzamiento coherente. I' =2y = 0.2, w =1, Q@ = —0.9, € = 0.025.



4.2 Ewvolucion temporal de 2 TLS 73

En ambas figuras se observa que, tras un tiempo suficientemente largo, la
concurrence tiende al mismo valor, independientemente de si el sistema comenzd en los
estados |®T) o en |UF). Esta coincidencia se debe a que, en un sistema cudntico
abierto descrito por la ecuacién maestra de Lindblad, el estado estacionario es tinico. Por
consiguiente, sin importar el estado inicial, la dinamica lleva al sistema hacia un mismo
estado estacionario. Como la concurrencia depende unicamente del estado actual, el valor
alcanzado en el régimen estacionario resulta idéntico para ambos casos iniciales, reflejando

un entrelazamiento relativamente bajo de C'(p1) ~ 0.054.

4.2.4 Comparacion con solucién numeérica

En la Figura 4.12 se presentan las comparaciones entre las soluciones numéricas y
las obtenidas mediante teoria de perturbaciones para las distintas magnitudes estudiadas:
poblaciones, coherencias y concurrencia. En todos los casos se observa una excelente
concordancia, lo que valida la aplicabilidad del método perturbativo en el régimen de
forzamiento débil. Las discrepancias mas notorias aparecen en la concurrencia. Esto
se debe a que esta no depende linealmente de la matriz densidad, sino que involucra
operaciones no lineales como raices cuadradas, lo que amplifica incluso variaciones pequenas
en la aproximacién perturbativa. Aun asi, el acuerdo entre ambas soluciones es notable y

suficiente para capturar de manera precisa la dindamica esencial del entrelazamiento en este

régimen.
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Figura 4.12: Comparacién entre la solucién numérica y perturbativa para (a) poblaciones,

(b) v (c) coherencias, (d) y (e) concurrencia a partir de los estados iniciales |®1), (f) y (g)

concurrencia a partir de los estados iniciales |U4).
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Un caso ilustrativo de las limitaciones del método se muestra en la Figura 4.13,
donde se considera la cota para forzamiento anteriormente calculada, ¢ = 0.035. En este
escenario, aunque las poblaciones todavia muestran un comportamiento similar entre la
solucién numérica y la perturbativa, la concurrencia diverge rapidamente, reflejando que el

sistema ha salido del dominio de validez de la teoria de perturbaciones.
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Figura 4.13: El error en la solucién perturbativa aumenta cuando € = 0.035.



Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis se estudié la dindmica de un sistema conformado por dos dtomos de
dos niveles acoplados, sujetos a decaimiento espontianeo y a la accién de un forzamiento
coherente. Para su descripcién se empled la ecuaciéon maestra de Lindblad en el régimen
markoviano. Para obtener dicha solucién, se desarrollé una teoria de perturbaciones para
superoperadores, abarcando tanto los casos no degenerado como degenerado, que permite
calcular correcciones de segundo orden en los eigenvalores y eigenvectores de un liouvilliano
independiente del tiempo, proporcionando un esquema sistematico para describir el sistema
perturbado. Con este enfoque fue posible analizar tanto la evolucién temporal de las
poblaciones y coherencias como el comportamiento del entrelazamiento a través de la
concurrencia.

Cabe mencionar que la teoria de perturbaciones, en general, no es sencilla de
aplicar, ya que su implementacion depende fuertemente de las caracteristicas particulares
de cada sistema fisico. Sin embargo, se ha demostrado que, para ciertas magnitudes fisicas,
como algunas poblaciones, coherencias y la concurrencia del estado estacionario, la teoria de
perturbaciones proporciona una descripcion adecuada y consistente, permitiendo analizar
el efecto del forzamiento coherente sin recurrir a una resolucién exacta del problema. Por
ejemplo, el eigenvector correspondiente al estado estacionario presenta una forma compacta
y clara, lo que permiti6 aplicar de manera analitica la férmula de la concurrencia y
determinar el valor del entrelazamiento en tiempos largos. A partir de este andlisis se obtuvo
una condicién interesante para maximizar el entrelazamiento estacionario en el régimen de
forzamiento débil, a saber, que Q = —w. Dicha condicién puede cumplirse mediante un

ajuste adecuado de la orientacién relativa de los dipolos atémicos, lo que abre la posibilidad
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de control experimental del entrelazamiento en estos sistemas.

Finalmente, la comparacién entre las soluciones numéricas y perturbativas mostré
una concordancia satisfactoria en el régimen de forzamiento débil. Esto confirma que
la aproximacién perturbativa es valida en este dominio y que las soluciones analiticas
obtenidas proporcionan un marco coherente para entender ciertas dinamicas del sistema.
Cabe destacar que, en este régimen, la concurrencia alcanza valores pequenios (del orden
de 0.05), lo cual es consistente con la naturaleza débil del forzamiento. No obstante, este
resultado sigue siendo relevante, pues permite identificar de manera clara las condiciones
fisicas que maximizan el entrelazamiento en el estado estacionario. En este trabajo se
sientan las bases para la aplicacién de la teoria de perturbaciones en sistemas de este tipo
abriendo la posibilidad de emplearla en estudios futuros para explorar otros fenémenos de
interés, como la resonancia de fluorescencia, entre otros procesos dindmicos en sistemas

abiertos de dos niveles.



Apéndice A

Solucion de 2 TLS

A.1 Forma matricial de los eigenvectores de K

Los eigenvectores de K tienen la forma |¢;) (¢;], donde |¢;) y (¢;| son eigenvectores

de K y KT, respectivamente. Las formas matriciales de los 16 eigenvectores de K son:

1000 0110
9a) (sl 0000 |><+\10000
gg)\99| = , 199 = —= s
0000 V2 o 0 0 0
0000 0000

0 -1 1 0 000 1
’><|1oooo 99) tee 0000
gg)\—\| = —(= ,y 199) \€ee| = s
V2o 0 0 o 00 0 0

0 0 00 0000

0000 0000
’+><|11000 |+><+|1011o
99| = —= ) = 3 )
V21 00 0 21011 0
0000 0000

0 0 00 0000

1o =1 1 0 11000 1

[+) (== 5 ;) (ee] = — :
210 -1 1 0 V20 0 0 0 1

0 0 00 0000
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0 0 0 0 0 0 0 0
1 ]1-1 000 1o =1 -1 0
V211 00 0 210 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 000 O
1o 1 =1 0 11000 -1
|—><—!=§ ;=) ee|l = — :
0 —1 V2 o 0 0 1
0 0 0 0 000 O
0000 0000
000 0 110000

lee) (gg| = ;o lee) (Hl = —= ,
0000 V2 o 00 0
100 0 0110

0 0 00 0000
1 1o o 0000
lee) (| = —= , lee) (ee| = :
V2100 o 000 0
0 -1 1 0 000 1

A.2 Calculos de la accion de J

Utilizando que Jp = 27(01,60'1r + Ugﬁag), se puede calcular la accién de J sobre

los eigenvectores de K:

T l99) (99| = 2v(e1199) (99| o] + o2 199) (99l o) = 0, (A.1)
T l99) (+] = 2v(o1199) (+] o] + 02 |g9) (+]0d) = 0, (A-2)
T l99) (=1 = 2v(o1199) (=] o] + o2 199) (~|od) = 0, (A-3)
T |99) (eel = 2v(01199) (ee| o] + 02199) (ee| 73) = 0, (A4)
T [+) (99] = 2v(o1 |+) {ggl o] + o2 |+) (gg| o}) = 0, (A.5)

T =) (g9 = 2v(01 |=) (g9 o} + 02|—) (gg| o}) = 0, (A.6)
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A.2 Cadlculos de la accion de J

T lee) {gg| = 27v(1 |ee) (gg| o] + 02 |ee) {gg] o3) = 0, (A7)

T |+) (+] = 2y(o1 |4) (+] o] + o2 |+) (+] o})

9y [al <\eg>gge>> ((eg\;;ge) o+ o <\€g)\4/—§\ge>> <<eg]\—/|—§(ge\> ag]

=(lg9g) (99! + lg9) {99])

= 27v199) (99,

T +) (=] = 29(o1 |+) (=] o] + o2 |+) (| o})

(A.8)

9y [01 (\eg>:/r§|g€>> <<eg|\;§<ge) ol + o <|€g>\2\ge>> (<eg|\;§<ge|> J;]

=7(lg9) (99| — l9g) {9g])

T =) (+] = 29(o1 |=) (+] o] + 02 |=) (+] o})

— 9y [0_1 <\eg>\;§lge>> <<eg|\%<ge) ol + o <|€g>k\ge>> (<eg|\4/r§<ge|> Jg]

=(l99) (99! — lg9) {99])

T =) (= = 2y(o1 |=) (| o] + 02 |-) (| o})

(A.10)

— 2y {01 <\69>\;§|96>> <<€g|\;§<ge) UI + o <|eg>\;§\ge>> <<eg|\;§<ge|> U;]

=(l9g) (99! + l9g) (991)
= 2v1g9) (94|,

T |+) (ee] = 2y(o1 |+) (ee| o] + 02 |+) {ee| o})

(A.11)

9y [01 (‘69”’9@) (ee| ot + o <’€g>+|ge>> <ee!0$]

V2
_ jiwgm (gel + |9g) (eg])

(ge| + (eg|>

= 27|99) ( 7

V2
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=27 |g9) (+],

T =) (ee| = 2v(01 |-) (ee| o] + 02| ) (ee| o))

=21 [o0 (M2 719D ey 4 (1927190 ey

- 27(!9@ (gel — lgg) (eg))

— 2 gg) <<gelé<eg|>

= —27]g9) (-1,

J lee) (+] = 2y(o1 |e€) (+] o] + o2 |ee) (+] o})

_ oy [01 ce) (<eg|j§<9€|> ol + a3 |ee) <<69|J§<ge|) 05]

- %mg@ (991 + leg) (gg])

=2 <|ge>:/r§‘69>> (99

=2v|+) (991,

J lee) (~| = 2y(o1 |ee) (| o] + o2 |ee) (| o})

9y {01 ce) (<eg|\;§<g€|> ol + o3 |ee) <<eg|_ﬂ<g€|> 05]

- jiwg@ (99| — leg) (ga])

=2y (W) {99

= —2v]-) (g9,

T |ee) (ee| = 2y(01 |ee) (ee| o] + o2 |ee) (ee| o)
= 27(|ge) (ge| + |eg) (eg|)
=7[(leg) +1ge))((eg| + (gel) + (leg) — |ge))({eg| — {gel)]
= 29(|+) (+] + =) (=D

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)
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A.3 Calculos del eigensistema derecho de L

Para calcular los eigenvalores y eigenvectores de L, se utiliza la relacion Lp =
Kp 4+ Jp junto con las ecuaciones (2.36)-(2.41) y (2.45)-(2.60). Cuando el operador de
brinco no aniquila al eigenvector de K se propone un ansatz para el eigenvector de L
conformado por el eigenvector de K y el vector al que J lo envia multiplicado por un

término a determinar. A continuacién se muestran los calculos:

Lgg) (99| = K 1g9) (99| + T lg9) {99

]

= — (K lgg) (99| — lag) (99| KT) + 0

—0, (A.17)

. p1 = 199) (99| es un eigenvector de L con eigenvalor A\; = 0.

Llgg) (+] = Klgg) (+] + T lgg) (+|

(K |99) (+| — lgg) (+| KT) +0

T h
=i(z" + Q) lgg) (+], (A.18)

" p2 = |gg) (+] es un eigenvector de £ con eigenvalor Ay = i(z* + Q) = —y + i(w, + Q).

Llgg) (=1 =Klgg) (~|+ T lgg) (~|
—+ (K lgg) (~| = lgg) (<] KT) +0

=i(z" — Q) gg) (I, (A.19)

". p3 = |gg) (—| es un eigenvector de L con eigenvalor \3 = i(z* — Q) = —y + i(w, — Q).

L1gg) (ee| = K|gg) (ee| + T |gg) (ee|

= — (K |9g) (ee| ~ lgg) (ce| KT) +0

= 2iz" |gg) (ee], (A.20)

". pa = |gg) (ee] es un eigenvector de £ con eigenvalor Ay = 2iz* = —2(y — iwg).
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L|+) (99| = K |+) (99| + T |+) (99

(K [+) (g9 — |4+) (99| KT) + 0

Tk
= —i(z+ Q) [+) (99l (A.21)

. ps = |+) (gg] es un eigenvector de £ con eigenvalor A\s = —i(z + Q) = —y —i(w, + Q).

L|=){gg9l =K|-){gg| + T |-) (g9l

i
= = (K |=) {99 = =) (99| KT) + 0
= —i(z = Q) |-) {99/, (A.22)
- pe = |—) (gg] es un eigenvector de £ con eigenvalor \¢ = —i(z — Q) = —y — i(w, — ).

Lee) (gg| = K |ee) (gg| + T |ee) (g

_ _%(K lee) (gg] — lee) (gg| KT) + 0

= —2iz |ee) (gg], (A.23)

. p7 = |ee) (gg| es un eigenvector de £ con eigenvalor A\7 = —2iz = —2(y + iw,).

L(4) (+]+ s+ l9g) (991) = K(+) (+] + a+ 19g) {ggl) + T (1+) (+] + -+ |gg) (9])
= (K [4+) (+] = [4) (H KT + T [+) (+
= =iz + Q) 4+) (+] = " + Q) 1+) (+]] + 27 l99) 991

= —i(z — 2°) [+) (+] + 27]99) (g9

i) (I e aal) (A20)
== « = L =-1
T iz = 2) ’

cops = |4) (H| — |99) (gg] es un eigenvector de L con eigenvalor \g = —i(z — z*) = —2.

LIF) (= =K+ =+ T [+ (]
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= — L (K ) (=] = |4) (= K") + 0
= —il(+ D) 14) (] - (=* = ) [+ (-]
= iz — 2 4 20) [0 (], (A.25)

oo P9 = |+) (—| es un eigenvector de £ con eigenvalor \g = —i(z — z* + 2Q) = —2(y + Q).

LI=) (H = K1) (+ + T 1) (+
= — L (K |=) (+] = =) (+] K +0
= —il(z = )1} (+ = (7 + Q) (+]
=—i(z — 2" =2Q)|-) (+], (A.26)

. P10 = |—) (4] es un eigenvector de L con eigenvalor Ajg = —i(z — 2% — 20) = —2(y —iQ).

L(|=) (=4 a——1lg9) (99]) = K(I=) (= + a——gg) {99]) + T(|=) (= + a——1g9) (99])
= =5 (K =) (=] = |2} (| K + T |) (-]
= =il = Q) |=) (=] = " = ) |=) (=1 + 27199) {gg]

= —i(z —2") |=) (~]| + 2v]g9) (g9

: s 2y
=it ) (I e aal) (A
2
U
—i(z — 2*)
cop1n ==Y (] — |gg) (99| es un eigenvector de £ con eigenvalor A1 = —i(z — 2*) = —27.

L(|+) (eel + aree [99) (+] + e l9g) (=)

= K(|+) (ee| + ayee [99) (+] + iec |99) (=1) + T(I+) (ee| + pee |99) (+] + oicc [99) (=)

= —i[(z + Q) |+) (ee| — 227 |+) (ee| — ayee(z” + Q) g9) (+] — e (2" — Q) l9g) (]
+27199) (+|

= —i(z = 227 + Q) [+) (ee| + [ioryee(2" + Q) + 29]1gg) (+] + i o (2" — Q) |9g) (-]

iQpee(2* + Q) + 2y 0! (2% — Q)

= —i(z — 22" + Q) ||+) (ee| + Sz =2 4 Q) —i(z — 22" + Q)

l99) (-

9g) (+] +

(A.28)
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— _ Z.O‘Jree(Z* + Q) + 2y o _ 2y _ 7
T iz =22+ Q) T 2420 4 +i
/ *
(27 —9)
= de = —m = . =0,
- P12 = |+) (ee|—75q [99) (+] es un eigenvector de L con eigenvalor iz = —i(z—22"+0Q) =
=37 + i(wg — Q).

L(|=) (eel + a—ce |9g) (+] + a’cc l99) (—])

= K(|=) (eel + a—ce l9g) (+| + alcc l9g) (=) + T(|=) (ee| + a—ce l9g) (+| + a_cc |99) (=)

= —i[(z — Q) |-) (ee] — 227 | =) (ee| — a_ce(2" + Q) gg) (+] — e (2" — Q) l9g) (]
—27g99) (+|

= —i(z — 22" = Q) [-) (ee| +ia_ce (2" + Q) [gg) (+] + [ie] (2" — Q) — 29] [gg) (-]

, PQ_ee(2* + Q) i (2" — Q) — 2y
— _ _ 2 * Q _ ee _
iz = 22" =) 1) ool + o= LD g 44 P E R g
(A.29)
Q_ee(2"+Q
— =T = =0
i (2*— Q) — 2y 2~y ~y
e / = ec — ! = — =
Ve —i(z — 22* — Q) Yree z—z2*=20 y—iQ)
P13 = | =) (ee|+ =T |99) (—| es un eigenvector de £ con eigenvalor A3 = —i(2—22"—Q) =

=37 +i(wa + ).

L(lee) (+| + aees [+) (99] + atey |-) (99])

= K(lee) (+] + ace+ [+) (99] + ey |=) {99]) + T (le€) (+| + qeet [+) (99] + ey [-) (99])

= —i[2z |ee) (+| = (2" + Q) [ee) (+] + et (z + Q) [+) (99| + e (2 = Q) [-) (99]]
+27[+) (g9l

= —i(22 — 2" = Q) [ee) (+] + [iaeet (2 + Q) + 2] [+) (99] — iages (2 — Q) [-) (g9]

— (et (2 + Q) + 2
—i(2z — 2 = Q)

et ) ol
(A.30)

=—i(22— 2" — Q) ||ee) (+] + -+) (99| +

—i0eet (2 + Q) + 2y 2iry 0%
— =
—i(2z — 2 — Q) Ceet

— = —
cet z— 2z =20 v — i)
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ale, (2 —Q)
_ + _
— .y = 226_2* — = aley =0,
= pra = |ee) (+]—=Tq |+) (99| es un eigenvector de £ con eigenvalor Ay = —i(2z—2"—Q) =
—37 — i(wg — Q).

L(lee) (—| + ace |+) {99] + ace_ |-) (99])

= K(lee) (=] + ace— |+) (99| + e | =) {99]) + T (le€) (= + qtee— [+) (99| + aee_ |-) (99])

= —i[2z|ee) (—| = (2" — Q) |e€) (=] + tee— (2 + Q) |+) {99 + Ace_ (2 — Q) [-) (gg]]
—27(|=) {9yl

= —i(22 — 2" + Q) [ee) (~] = iqee— (2 + Q) [+) (9] + [~iage_(z — Q) — 29]|-) {gg]

, N —1Qee— (2 + Q) —ial,_(z—Q) — 2y
— (22— 2 40 _ _
25— 24 0 [fee) (-1 + o EE I 1) gl + Te B g
(A.31)
Qe (2 +9Q) B
:>aee__22’—z*—|—Q:>aee__O
—ial,_(z—Q) — 2y 2iry ol
e / = ec e ! = — =
Yee— —i(2z— 2+ Q) Yee— =242  y+iQ’
= P15 = |ee) (—|+75q [—) (99| es un eigenvector de L con eigenvalor 15 = —i(2z—2"+Q) =
=3y — i(wg + Q).

L(lee) {ee| + ae |+) (+] + ap [+) (| + af |=) (+] +al |=) (=] + & lgg) {99])
= K(Jee) (ee| + ac [+) (+] + ag [+) (=] + af [ =) (+] + ' |=) (=] + g’ |9g) (g91)
+ T (lee) (ee| + ae |+) (+] + ag [+) (=] + af | =) (+] + ' |=) (=] + a2’ lgg) (99])
= —i[2z |ee) (ee| + ae(z + Q) |[+) (+] + al(z + Q) |[+) (—| + al(z — Q) | =) (+]
+a (2 = Q) |=) (=] = 22" [ee) (ee| — ae(z” + Q) [+) (+| — a (2" = Q) [+) (-]
—ag(2" + Q) |=) (| —ad (2" = Q) [=) (=[] + 27 [+) (+] + 27 =) (|
+ 2yae |99) (99| + 27a;’ |99) (9]
= —2i(z — %) |ee) (ee| + [—iae(z + Q) + iae(2* + Q) + 29] |+) (+]
+ [—iag(z + Q) + iog (2" — Q)] |[+) (=] + [—ial (z — Q) + i (=" + Q)] |—) (+]
+[—ia (2 — Q) +iad (2" — Q) + 29] [=) (=] + 2v(ae + ) l99) (99
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—ioe(z + Q) +ice (2" + Q) + 2y

— —2i(z — 2%) ||ee) (ee| + 7 E— +) (+]
—ial(z + Q) +ial(z* — Q) L, Tz =) Hiag(2F + Q)
| —2i(z —-z*) ) =+ —2i(z — 2*) =)+
A %)J(;a_ iZ) ORISRV 2_72(;32;0;)) 199) (g9 (A.32)

—iae(z + Q) + iae (2" + Q) + 2y - 20y 2iy

f— = = =
—2i(z — z*) C -z —2iy

= —ial(z + Q) +ial(z* — Q) VA

—2i(z — 2z*)
Ly il O i)

—2i(z — 2z*)
o —ia(z — Q) + i (z* — Q) 4+ 2v g 2y _ 2y _ 4

€ —2i(z — z*) ¢ z—2zr =2y
= ol = Hactar) _, alt = s A
—2i(z — 2*) z—z* 20y
oo pe = ee) (ee| — |4+) (+] — |=) (=] + |gg) (99| es un eigenvector de L con eigenvalor

)\16 = —22'(7: - Z*) = —4’7.

A.4 Calculos del eigensistema izquierdo de £

Un resultado general de la ecuacién maestra de Lindblad es que el operador

identidad (1) es un eigenvector izquierdo del superoperador liouvilliano asociado al

eigenvalor nulo.

£ = —%(KT]I — 1K) + 2y(0l 101 + o10s)
_ @ . i . i i i
= _ﬁ[H +ihy(oy01 + 0902) — H + ihy(oy01 + 0502)] + 2v(0q01 + 0402)
= 727(0101 + 0502) + 27((71[01 + 0502)

= 0. (A.33)

. p1 =1 es un eigenvector de L' con eigenvalor A} = 0.

Para obtener el resto de los eigenvalores izquierdos se utiliza la técnica propuesta
en la Seccién 2.3.

Para p9 sabemos que ﬂ(ﬁ;ﬁg) = Tr(,é; lgg) (+]) = 1, por lo que si ,5; = |+) (gg| se

cumple la primera condicién. Sin embargo, la segunda condicién no se cumple, ya que para
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n = 12 se tiene que:

Te(phone) = T () aal) (1) eel = L o) (+1) | = -1

Para corregir esto, proponemos un ansatz de la forma pvg = |+) (99| + 52 |ee) (+|. Entonces

tenemos que:

Te(phina) = To (1) (gl + B lec) (D) (14D eel = - laa) (4]) | = =T + B2 =
_ 7
= =
= ph= 1) g9l + 5 lee) (+].

. p2 = |gg) (+|+ ij |4+) (ee| es un eigenvector de LT con eigenvalor X5 = —y —i(w, + Q).
Para p3 sabemos que Tr(,é;ﬁg) = Tr(ﬁ;[ lgg) (—]) = 1, por lo que si ﬁ; = |—) (gg| se
cumple la primera condicién. Sin embargo, la segunda condicién no se cumple, ya que para

n = 13 se tiene que:

Te(plprs) = Tr [(H (991) <|—> {ee| + 5 jZQ 199) Hﬂ 5 sz

Para corregir esto, proponemos un ansatz de la forma p; = |—) (99| + B3 |ee) (—|. Entonces

tenemos que:

T(plpna) = To (1) gl + B lec) (=D (1= eel + — laad (1) = =g + e =0,
v
— P3 = EEETOR

- g
— A =1-) {9l = S leed (1.

. p3=199) (—| = 575q |-) (ee| es un eigenvector de LT con eigenvalor A = —vy —i(w, — Q).
Para p4 sabemos que Tr(,élm) = Tr(ﬁll lgg) (ee]) = 1, por lo que si [)}1 = |ee) (gg| se

cumple la primera condiciéon. En este caso, la segunda condiciéon se cumple directamente,
Tr([)jlﬁn) =0, para todo n # 4.

. pa = |gg) (ee| es un eigenvector de LT con eigenvalor \j = —2(y + iw,).
Para i sabemos que Tr(plps) = Te(pl |+) (gg]) = 1, por lo que si gl = |gg) (+] se
cumple la primera condicién. Sin embargo, la segunda condicién no se cumple, ya que para

n = 14 se tiene que:

Te(plpra) = Tr [(Igg> (+1) (!66> (+=7 le +) <99|>] -y sz




A.4  Cdlculos del eigensistema izquierdo de L 89

Para corregir esto, proponemos un ansatz de la forma pg = |gg) (+]| + B5 |+) (ee|. Entonces

tenemos que:

Te(phne) =T |(lag) (+ + 5 14} ee (Jee) (] =~ 14 Gagl) | = =5 + B =
g

= b5 = oL

— gl = log) (+1+ g 14 el

. ps = |+) (gg| + ,YJZZ.Q \ee> (4] es un eigenvector de LT con eigenvalor \f = —v + i(w, + Q).

Para pg sabemos que Tr(ﬁgﬁﬁ) = Tr(p;g |—) (gg|) = 1, por lo que si p;g = |gg) (—| se

cumple la primera condiciéon. Sin embargo, la segunda condicién no se cumple, ya que para

n = 15 se tiene que:

o1 sl = g

Para corregir esto, proponemos un ansatz de la forma pvg = |gg) (—| + Bs |—) (ee|. Entonces

Te(phpns) =T |(lag) (- (Jee) (| +

tenemos que:

Te(phpns) = T |(lag) (| + s 1=} ee) (Jee) (=] + - 1=) taal)| = g + o =0,

~
f— 5 = -,
‘ 72
. g
= b= l99) (~| = ——=5 |- {eel.
" p6 = |—) (99| — 57q lee) (—| es un eigenvector de LT con eigenvalor \§ = —’y +i(we — Q).

Para p7 sabemos que Tr(,cﬂ;’h) Tr(p7 lee) (gg]) = 1, por lo que si p7 lgg) (ee| se

cumple la primera condiciéon. En este caso, la segunda condiciéon se cumple directamente,
Tr([)i[)n) =0, para todon # 7.

. pr = |ee) {gg| es un eigenvector de LT con eigenvalor i = —2(y — iw,).
Para pg sabemos que Tr(p8pg) = Tr[pvg(|+> (+] — 1g99) (9g])] = 1, por lo que si
= |+) (+| se cumple la primera condicién. Sin embargo, la segunda condicién no se

cumple, ya que para n = 16 se tiene que:

Tr(pkpis) = Tr [(|+) (+]) (lee) (ee| = |+) (+] = [=) (=] + |g9) (99])] = —

Para corregir esto, proponemos un ansatz de la forma Ps = |4+) (+]+Bs |ee) (ee|+ 55 |—) (—|+

Y 199) (gg]. Entonces tenemos que:
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Tr(plpre) = Tr [(|+) (+] + Bs lee) (ee| + B4 |=) (~| + B |gg) (ag])
(lee) (eel = [+) (+| = [=) (= + l99) (99])]
=—1+Ps—fBg+ 55 =0.

¢ debe ser igual 0 para mantener la primera condicién, y S5 también debe ser igual a 0
para satisfacer la biortogonalidad con p11. Asi que tenemos que (g = 1.
o ps = |+) (F| + |ee) {ee| es un eigenvector de LT con eigenvalor \j = —27.
Para pg sabemos que Tr(ﬁgﬁg) = Tr([)g, |+) (—=]) = 1, por lo que si [);r) = |—) (+] se

cumple la primera condicién. En este caso, la segunda condicién se cumple directamente,
Tr([);gﬁn) =0, para todo n # 9.

. po = |+) (—| es un eigenvector de LT con eigenvalor \§ = —2(y — i€2).
Para p1o sabemos que Tr(5l,610) = Tr(pl, =) (+]) = 1, por lo que si pl, = [+) (—|

se cumple la primera condiciéon. En este caso, la segunda condicién se cumple directamente,
Tr(/ﬁop“n) = 0, para todo n # 10.

o pro = | =) (+] es un eigenvector de LT con eigenvalor A}, = —2(vy +i€).
Para p1; notamos que es un caso analogo a pg, pero con |—) (—| en lugar de |+) (+|.
Por lo tanto, proponemos el ansatz pVJ{l = |—) (—=]+|ee) (ee| y observamos que cumple ambas

condiciones:

Tr(ply 1) = Te[(|=) (=] + |ee) (eel) (ee) (eel — l9g) (99])] = 1.,

Tr([)hﬁn) =0, para todo n # 11.

o P11 = |=) (=] + |ee) {ee| es un eigenvector de LT con eigenvalor \i; = —27.
Para pi2 sabemos que Tr([)bf)u) =Tr [,512 (|+> (ee| — %% lgg) <—|—|>] =1, por lo

que si /512 = |ee) (+| se cumple la primera condicién. En este caso, la segunda condicién se

cumple directamente,

Tr([)h[)n) =0, para todo n # 12.

. P12 = |+) {ee| es un eigenvector de LT con eigenvalor A\, = —37 — i(w, — ).
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Para /13 sabemos que Tr(jlp13) = Tr [pL,) (\—> (ee] + =2 l99) <—|)] — 1, por lo
que si p1{3 = |ee) (—| se cumple la primera condicién. En este caso, la segunda condicién se
cumple directamente,

Tr(p”igﬁn) = 0, para todo n # 13.

. P13 = |-) {ee| es un eigenvector de LT con eigenvalor A3 = —37 — i(w, + ).

Para ji14 sabemos que Tr(p!,p14) = Tr [ﬁh (\ee) (+] = 55 [+) <gg|>] =1, por lo
que si ﬁ]; 4 = |+) (ee| se cumple la primera condicién. En este caso, la segunda condicién se
cumple directamente,

Tr([)h[)n) =0, para todo n # 14.

. p1a = |ee) (+] es un eigenvector de Lt con eigenvalor \f, = —3y + i(w, — Q).

Para ji5 sabemos que Tr(pl.p15) = Tr [,6{5 (\ee> (=l+575m =) <gg|>] =1, por lo
que si [)15 = |—) (ee| se cumple la primera condicién. En este caso, la segunda condicién se
cumple directamente,

Tr(ﬁJ{Sﬁn) = 0, para todo n # 15.

. P15 = |ee) (—| es un eigenvector de LT con eigenvalor A, = —37y + i(w, + Q).
Para pig sabemos que Tr(plpig) = Tr|plg(lee) (ee| — |+) (+] — =) (=]
+99) (gg])] = 1, por lo que si [)Iﬁ = |ee) (ee| se cumple la primera condicién. En este

caso, la segunda condicion se cumple directamente,
Tr([)J{Gﬁn) =0, para todo n # 16.

. P16 = |ee) {ee| es un eigenvector de LT con eigenvalor \i, = —4~.
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