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Resumen

Actualmente las tecnologías cuánticas juegan un rol importante en la sociedad,

ya que el control cuántico que se tiene sobre algunos sistemas nos permite idear nue-

vos dispositivos que in�uyan en la calidad de vida de las personas. Como algunos

ejemplos podemos mencionar la información y computación cuántica, criptografía

cuántica, sensores cuánticos, etc. Un requisito indispensable en algunas tecnologías

cuánticas, es necesaria la cantidad cuántica conocida como �entrelazamiento�, sin

embargo esta propiedad se ve fácilmente afectada por el entorno, por lo que es ne-

cesario restaurarla mediante un proceso conocido como protocolo de puri�cación de

entrelazamiento. Este proceso consiste en realizar operaciones cuánticas sobre dos

pares de qubits (sistemas cuánticos de dos niveles) , que se encuentran entrelazados

y separados espacialmente, con la �nalidad de obtener un solo par con una �delidad

mayor respecto a algún estado con entrelazamiento máximo. Este proceso se repite

las veces necesarias hasta obtener una �delidad lo más cercana posible a 1. En este

punto es importante mencionar que el número de pares de qubits necesarios esca-

la exponencialmente con el número de iteraciones, por lo que se busca una buena

puri�cación de estados con el menor número de iteraciones posibles.

Este trabajo está enfocado en la mejora de la e�ciencia de los protocolos de pu-

ri�cación ya existentes,a través de la exploración de operaciones cuánticas de qubits

individuales que podrían ser usadas en protocolos de puri�cación. Tales operaciones

surgen de manera natural en los modelos de átomos en cavidades y trampas de iones,

como es el caso del modelo no lineal de Tavis-Cummings.
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Abstract

Currently, quantum technologies play an important role in society, since the quan-

tum control that we have over some systems allows us to devise new devices that

in�uence people's quality of life. As some examples we can mention quantum infor-

mation and computing, quantum cryptography, quantum sensors, etc. A prerequisite

in some quantum technologies, the quantum quantity known as �entanglement� is re-

quired, however this property is easily a�ected by the environment, so it is necessary

to restore it through a process known as entanglement puri�cation protocol. This

process consists of performing quantum operations on two pairs of qubits (two-level

quantum systems), which are entangled and spatially separated, in order to obtain a

single pair with a higher �delity with respect to some state with maximum entangle-

ment. This process is repeated as many times as necessary until obtaining a �delity

as close as possible to 1. At this point it is important to mention that the number of

pairs of qubits needed scales exponentially with the number of iterations, so a good

puri�cation of states is sought with the fewest possible number of iterations. This

work is focused on improving the e�ciency of existing puri�cation protocols, through

the exploration of individual qubit quantum operations that could be used in puri�-

cation protocols. Such operations arise naturally in models of atoms in cavities and

ion traps, such as the nonlinear Tavis-Cummings model.
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Introducción

Las bases de la teoría de la información fueron establecidas por Claude E. Shan-

non en 1948 [1]. El sistema de comunicación básicamente consistía de cinco partes:

un fuente de información, la cual producía un mensaje o una serie de mensajes que

serían recibidos en una terminal; un transmisor que opera sobre el mensaje para pro-

ducir una señal que viaja sobre el canal; el canal, es el medio usado para transmitir la

señal; el receptor, quien reconstruye el mensaje a partir de la señal (decodi�cación)

y �nalmente el destinatario, que es la persona a quien va dirigido el mensaje [1].

Se buscaba la transmisión óptima de los mensajes utilizando de manera e�ciente los

canales de comunicación, calculando la tasa de transmisión de información óptima

para cada canal. Además también estudió los problemas de criptografía y sistemas

secretos que proporcionaban interesantes aplicaciones en la teoría de la comunicación

[2], así como el estudio de la transmisión de información en presencia de ruido [3].

La información se pensó durante mucho tiempo en términos clásicos, sin embargo

una teoría completamente cuántica de la información se ha ido consolidando como un

campo cientí�co multidisciplinario que ha llamado la atención de ingenieros, mate-

máticos, físicos teóricos y experimentales. Algunos de los bene�cios de esta teoría son

la comunicación cuántica basada en protocolos de teleportación [4, 5], la construcción

de computadoras cuánticas que podrían acelerar drásticamente la solución a ciertos

problemas matemáticos, además de la habilidad de las computadoras cuánticas para

factorizar números de manera e�ciente [6], la criptografía cuántica, es otra de las

aplicaciones que nos permite la transmisión con�dencial de información clásica, en

presencia de terceros [7]. Todos estos bene�cios dependen de propiedades cuánti-

cas como el principio de incertidumbre, la interferencia, el entrelazamiento cuántico,

etc.[8].
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Introducción 12

Puesto que la información cuántica estudia los procesos de información utilizando

los principios de la mecánica cuántica, es necesario el estudio de estados, compuertas

y sistemas físicos cuánticos que puedan ser montados experimentalmente, además del

estudio de datos cuánticos y su procesamiento. Un bit clásico, es un dígito del sistema

de numeración binario, que puede ser representado por los valores 0 y 1, empleado

como unidad mínima de información en la teoría de la información, generalmente

un bit clásico es un sistema macroscópico y es descrito por uno o más parámetros

continuos tal como el voltaje [8]. En información y computación cuántica los bits

con construidos sobre un concepto análogo, el bit cuántico o "qubit"(quantum bit)

también tiene un estado, los estados básicos son |0〉 y |1〉, que corresponden a 0

o 1 del bit clásico, donde hemos usado la notación de Dirac para representar a

los estados en mecánica cuántica [9]. También puede existir una superposición de

estados representados matemáticamente como combinaciones lineales complejas de

los estados base |0〉 y |1〉, por ejemplo [8, 9]

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 , (1)

con α, β complejos. Los estados |0〉 y |1〉 son conocidos como la base computacional

y forman una base completa y ortonormal.

La diferencia entre bits y qubits es que un bit puede contener un valor 0 o 1 y

un qubit contiene ambos valores, hasta que éste es observado. La mecánica cuántica

nos dice que al medir un qubit obtenemos el resultado 0 con probabilidad |α|2, o el

resultado 1, con probabilidad |β|2, con |α|2 + |β|2 = 1 [9].

Un qubit, típicamente es un sistema microscópico tal como un átomo o un espín

nuclear, es decir un sistema cuántico de dos niveles, como lo son los dos estados de

una partícula de espín 1/2, el estado base y excitado de un átomo o las polarizaciones

horizontal y vertical de un solo fotón [10]. El estado general de dos qubits tiene cuatro

estados en la base computacional denotados por |00〉, |01〉, |10〉 y |11〉, en un par de

qubits también puede existir superposición de estos cuatro estados [9], dado por

|ψ〉 = α00 |00〉+ α01 |01〉+ α10 |10〉+ α11 |11〉 , (2)

similar al caso de un qubit, medir por ejemplo |00〉, ocurre con una probabilidad de
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|α00|2.
Estados como los descritos en la ecuación (2) incluye a los conocidos estados de

Bell, los cuales son estados " entrelazados" y corresponden a una situación en la

cual el fotón o el electrón por si sólo no tienen un estado de�nido, aunque el par en

conjunto sí lo tiene[8]. En la siguiente sección daremos los detalles de esta propiedad

cuántica. La �nalidad de este trabajo es explorar nuevas compuertas cuánticas que

nos permitan mejorar la calidad del entrelazamiento entre los estados, utilizando la

menor cantidad de recursos posibles.



Capítulo 1

Entrelazamiento y compuertas

cuánticas

1.1. Entrelazamiento cuántico

Entre las características más famosas de la mecánica cuántica se encuentra el

efecto Einstein-Podolsky-Rosen [11], en el que fueron observadas correlaciones fuer-

tes anómalas entre partículas no interactuantes en el presente pero que habían in-

teractuado en el pasado. Este tipo de correlaciones ocurren sólo cuando el estado

del sistema completo está "entrelazado". Un estado está entrelazado si y solo si su

vector de estado |Υ〉 no puede ser expresado como un producto tensorial |ΥA〉⊗|ΥB〉
de los estados individuales que lo componen.

El entrelazamiento es una propiedad de sistemas cuánticos multipartitas, sistemas

que consisten de dos partes A y B, que se encuentran separados a grandes distan-

cias como para interactuar, cuyo estado, puro o mixto, vive en un espacio de Hilbert

H = HA⊗HB, que es un producto tensorial de los espacios de Hilbert de los sistemas

individuales [12]. Esta propiedad es un recurso importante para muchas de las tareas

de la información cuántica, tal como la computación y comunicación cuántica, esta

propiedad es una herramienta esencial en física cuántica tanto experimental como

teórica. Las primeras realizaciones experimentales de pares de fotones entrelazados

fueron usados para demostrar la naturaleza cuántica de las correlaciones de polari-

zación que pueden ocurrir en procesos de decaimiento [13, 14, 15], para con�rmar

14



Capítulo 1. Entrelazamiento y compuertas cuánticas 15

predicciones cuánticas de la teoría de la radiación [16] o para probar teoremas de

Bell y excluir descripciones realistas locales de los fenómenos cuánticos observados

[17, 18].

El entrelazamiento es un fenómeno cuántico en el cual los estados de uno o más ob-

jetos están correlacionados, aún cuando éstos se encuentren separados espacialmente,

como ejemplo de estados puros con entrelazamiento máximo podemos mencionar a

los estados de Bell que forman un base completa y ortonormal

|Ψ±〉 =
1√
2

(|01〉 ± |10〉) (1.1)

|Φ±〉 =
1√
2

(|00〉 ± |11〉) .

Estados puros que no están entrelazados conforman la base computacional y están

dados por

|Ψ〉 = |00〉 , |Ψ〉 = |11〉 , (1.2)

|Ψ〉 = |01〉 , |Ψ〉 = |10〉 .

Algunas propiedades del entrelazamiento para estados puros son las siguientes

[12]

Esta propiedad se conserva bajo operaciones locales unitarias, dicha transfor-

mación unitaria puede ser representada por U = UA ⊗ UB.

El entrelazamiento entre un par de sistemas cuánticos puede ser puri�cado con

la �nalidad de obtener pares entrelazados con una mayor �delidad, utilizando

únicamente operaciones locales y comunicación clásica entre los laboratorios.

Varios trabajos se han realizado con la intención de encontrar medidas cuantitati-

vas de entrelazamiento, particularmente para estados mixtos de un sistema bipartita

[19, 12], quizá la más básica de estas mediciones es el entrelazamiento de formación,

que tiene por objetivo cuanti�car los recursos necesarios para crear un determina-

do estado entrelazado [20]. El problema de medir el entrelazamiento sigue abierto,
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puesto que es complicado para sistemas multipartitas, sin embargo para sistemas bi-

partitas el problema está claro en el caso de estados puros, pero para estados mixtos

únicamente se conoce la fórmula analítica para dos qubits. ´ El entrelazamiento de

formación es de�nido como sigue [12], dada una matriz de densidad ρ de un par de

sistemas cuánticos A y B, considere todas las posibles descomposiciones de estados

puros ρ, es decir, los estados |ψi〉 con probabilidades pi, tales que

ρ =
∑
i

pi |ψi〉 〈ψi| , (1.3)

para cada estado puro, el entrelazamiento E es de�nido como la entropía de cual-

quiera de los dos subsistemas A y B [19, 20]

E(ψ) = −Tr (ρA log2 ρA) = −Tr (ρB log2 ρB) , (1.4)

donde ρA es la traza parcial de |ψ〉 〈ψ| sobre el subsistema A, de manera análoga

para ρB. La traza parcial es una generalización de la traza. Donde TrB es un mapeo

de operadores sobre el sistema B. Y nos permite analizar de manera independiente

cada uno de los subsistemas.

El entrelazamiento de formación para un par de qubits puede ser expresado como

una función explícita de la matriz de densidad ρ [20], haciendo uso de la transforma-

ción " spin-�ip", la cual es una función aplicable a estados con un número arbitrario

de qubits. Para un estado de un solo qubit, esta transformación es de�nida como

sigue

|ψ̃〉 = σy |ψ∗〉 , (1.5)

donde |ψ∗〉 es el complejo conjugado de |ψ〉 y σy =

(
o −i
i 0

)
una de las matrices de

Pauli.

Para realizar la transformación spin-�ip sobre n qubits se aplica a cada qubit

individual, en el caso de dos qubits, el estado es transformado de la siguiente forma

ρ̃ = (σy ⊗ σy) ρ∗ (σy ⊗ σy) . (1.6)
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Aunque se ha introducido la operación spin-�ip para lidiar con estados mixtos, el

concepto es también conveniente para expresar el entrelazamiento de un estado puro

de dos qubits. Se ha mostrado en [21] que el entrelazamiento de�nido en (1.4) puede

ser escrito como E(ψ) = E (C(ψ)), donde C, la concurrencia es de�nida como

C(ψ) =
∣∣∣〈ψ|ψ̃〉∣∣∣ , (1.7)

En el caso especial del entrelazamiento entre dos qubits una fórmula para el entre-

lazamiento de formación de estados mixtos ya ha sido probada [21], E(ρ) = (C(ρ)),

con

C(ρ) = max {0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4} , (1.8)

donde λi, i = 1, . . . 4, son los valores propios de la matriz no Hermitiana ρρ̃ ordenados

de manera decreciente.

Más allá de con�rmar la validez de la mecánica cuántica, el entrelazamiento

cuántico ha asumido un rol vital en la teoría de la información, por lo que esta

propiedad será utilizada a lo largo de este trabajo.

1.2. Operaciones cuánticas

Una computadora clásica es construida de circuitos eléctricos compuestos por

cables y compuertas lógicas, de manera análoga una computadora cuántica requiere

de circuitos cuánticos, compuestos por compuertas cuánticas elementales para ma-

nipular la información cuántica [9].

Como ejemplo consideremos la compuerta lógica clásica de un solo bit, la com-

puerta NOT, la cual es de�nida por su tabla de verdad en la cual 0 → 1 y 1 → 0,

es decir, los bits 0 y 1 son intercambiados. Una compuerta análoga cuántica NOT

también puede ser de�nida [9]. La compuerta cuántica NOT actúa linealmente, es

decir, toma el estado

|ψ〉α |0〉+ β |1〉 (1.9)
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y lo transforma en

|ψ′〉 = α |1〉+ β |0〉 . (1.10)

Podemos de�nir una matriz X para representar la compuerta NOT como sigue

X ≡

(
0 1

1 0

)
, (1.11)

si escribimos el estado cuántico en notación vectorial, entonces la correspondiente

salida de la compuerta NOT es representada como

X

(
α

β

)
=

(
β

α

)
. (1.12)

Se pueden construir muchas compuertas de un solo qubit, entre ellas podemos

mencionar las siguientes [9]

Y ≡

(
0 −i
i 0

)
Z ≡

(
1 0

0 −1

)
, (1.13)

otra de ellas es la compuerta Hadamard

H ≡ 1√
2

(
1 1

1 −1

)
. (1.14)

Una compuerta unitaria arbitraria de un solo qubit puede ser descompuesta como

un producto de rotaciones, por ejemplo un rotación en torno a alguno de los ejes(
cos γ/2 − sin γ/2

sin γ/2 cos γ/2

)
(1.15)

y una compuerta que puede ser entendida como una rotación alrededor del eje ẑ,

junto con un corrimiento de fase global, eiα, por lo que una compuerta lógica cuántica
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arbitraria de un solo qubit puede ser representada como [9]

U = eiα

(
e−iβ/2 0

0 eiβ/2

)(
cos γ/2 − sin γ/2

sin γ/2 cos γ/2

)(
e−iδ/2 0

0 eiδ/2

)
. (1.16)

1.2.1. Compuertas cuánticas de dos qubits

Las compuertas cuánticas pueden ser aplicadas a cualquier subconjunto de qubits,

por lo que una familia universal de compuertas puede ser implementada [9]. La típica

compuerta cuántica lógica multi-qubits es la compuerta NOT-Controlada o CNOT.

Esta compuerta tiene dos qubits de entrada, conocidos como el qubit de control y el

qubit objetivo. La acción de la compuerta podría describirse como sigue: si el qubit

de control es establecido como 0, entonces el qubit objetivo permanece sin cambio, si

el qubit de control es establecido como 1, entones el qubit objetivo es intercambiado,

es decir,

|00〉 → |00〉 |10〉 → |11〉 (1.17)

|01〉 → |01〉 |11〉 → |10〉 .

El objetivo es desarrollar una teoría general de transformaciones de estados que

puedan ser realizadas en un sistema bipartita sin la necesidad de juntar las partes.

Considere estas transformaciones para ser realizadas por �Alice� y �Bob� cada uno

teniendo acceso a los subsistemas. Permitimos a Alice y Bob realizar acciones locales

sobre los sistemas de dos qubits, por ejemplo, transformaciones unitarias y mediciones

en sus respectivos subsistemas y en ocasiones se les permite coordinar sus acciones

mediante comunicación clásica entre ellos [12].

1.3. Teleportación cuántica

La teleportación cuántica es una técnica que nos permite transmitir información

de estados cuánticos, incluso en ausencia de un canal de comunicación cuántico entre

el mensajero y el receptor [9]. El objetivo principal del protocolo de teleportación es

transmitir la información de qubit A a un qubit distante C, utilizando operaciones

cuánticas de dos qubits locales y comunicación clásica entre los laboratorios.
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El protocolo funciona de la siguiente manera [9], suponemos que Alice se encuen-

tra en su laboratorio y tiene dos qubits A y B, por otro lado Bob en su laboratorio

tiene acceso a un qubit C que en el pasado fue entrelazado con el qubit B y es

descrito por un estado puro con entrelazamiento máximo, por ejemplo uno de los

estados de Bell |Φ+〉, ver �g. (1.1).

Figura 1.1: Diagrama del protocolo de teleportación. El objetivo de este protocolo
es transmitir la información del qubit A, descrito por |ψ〉A, a un qubit distante C
usando únicamente operaciones cuánticas locales en los laboratorios de Alice y Bob
y comunicación clásica entre ellos.

La meta es transmitir la información del qubit A, el cual es descrito por el estado

|ψ〉A = α |0〉A+β |1〉A a Bob. Donde la etiqueta hace referencia al estado del qubit A.

Alice hace interaccionar su qubit A con el qubit B, sin embargo al estar entrelazado

con C el qubit de Bob automáticamente se ve afectado por esta interacción, el estado

del sistema completo es descrito por

|ψ〉 = |ψ〉A ⊗ |Φ
+〉BC (1.18)

=
1√
2

(α |0〉A + β |1〉A)⊗ (|00〉BC + |11〉BC)

=
1√
2

(α |00〉AB |0〉C + α |01〉AB |1〉C + β |10〉AB |0〉C + β |11〉AB |1〉C)

=
1

2
[|Φ+〉AB (α |0〉+ β |1〉)C + |Φ−〉AB (α |0〉 − β |1〉)C

+ |Ψ+〉AB (α |1〉+ β |0〉)C + |Ψ−〉AB (α |1〉 − β |0〉)C ].

De la ecuación (1.18) podemos notar que el estado total del sistema se ve como

una combinación entre cuatro estados de Bell y el estado inicial del qubit A que

inicialmente queríamos teleportar. El siguiente paso del protocolo consiste en realizar

una medición por Alice, es decir, proyectar sobre alguno de los cuatro estado de Bell.
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Es importante mencionar que Alice sólo tiene acceso a los qubits que están en su

laboratorio, A y B. En el momento en el que Alice realiza su medición, el qubit C

de Bob también colapsará a un estado en particular. Por ejemplo si Alice proyecta

sobre el estado |Φ+〉 el qubit C colapsa al estado α |0〉C + β |1〉C , el cual queríamos

teleportar. Sin embargo si Alice mide el estado |Φ−〉, el qubit C colapsa al estado

α |0〉 − β |1〉. En este caso Alice comunica a Bob de manera clásica que realice una

operación sobre su qubit tal que U (α |0〉 − β |1〉)→ α |0〉+ β |1〉 para así obtener la

información del qubit original.

Es importante mencionar que la teleportación cuántica no permite una comuni-

cación más rápida que la velocidad de la luz, ya que para completar el proceso de

teleportación Alice debe transmitir el resultado de su medición a Bob a través de un

canal de comunicación clásico[9].

La teleportación es crucial en la teoría de la información ya que representa un

ingrediente fundamental en el desarrollo de muchas tecnologías cuánticas [22]. La

teleportación cuántica ha sido alcanzada en los laboratorios alrededor del mundo

usando una variedad de tecnología [22], incluyendo qubits fotónicos, resonancia mag-

nética nuclear, modelos ópticos, ensambles atómicos, átomos atrapados y sistemas de

estado sólido. Hoy en día estamos viviendo una era de grandes avances tecnológicos

en los que el control cuántico que se tiene sobre algunos sistemas nos permite idear

nuevas aplicaciones, por lo tanto es de suma importancia obtener sistemas cuánticos

cuyo entrelazamiento sea el máximo posible, ya que esta cantidad es el recurso nece-

sario para poder llevar cabo todas las tareas en computación e información cuántica.

En el capítulo 2 hablaremos sobre los procesos de puri�cación de estados cuánticos

y cómo puede mejorarse la e�ciencia de estos protocolos para optimizar el uso de

este recurso. Posteriormente en el capítulo 3, hablamos sobre el modelo de Tavis-

Cummings no lineal y cómo a partir de éste surgen de manera natural compuertas

cuánticas que pueden ser utilizadas en los protocolos de puri�cación para mejorar la

e�ciencia. Finalmente en el capítulo 4, tratamos la puri�cación de diferentes tipos de

estados con las modi�caciones adecuadas a los protocolos de puri�cación ya existen-

tes, con la �nalidad de disminuir el número de iteraciones necesarias para puri�car

a los estados.



Capítulo 2

Puri�cación de entrelazamiento

2.1. Protocolos de puri�cación de entrelazamiento

El entrelazamiento es el recurso fundamental para llevar a cabo las tareas de

comunicación cuántica. Sin embargo los estados entrelazados generados son estados

ruidosos debido a su interacción con el entorno, por lo que es necesario llevar a cabo

un proceso de puri�cación. El objetivo principal de estos protocolos es intercambiar

dos pares de qubits con cierto grado de entrelazamiento por un par que tenga un

grado mayor, usando únicamente operaciones locales en los laboratorios distantes (A

y B) y comunicación clásica entre ellos [23], ver diagrama (2.1).

Figura 2.1: Diagrama protocolo de puri�cación. Se realizan operaciones locales de
dos qubits en los laboratorios A y B, con el objetivo de intercambiar un par de qubits
entrelazado por uno con mayor grado de entrelazamiento.

22
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Este proceso se repite hasta que la �delidad del estado respecto a un estado con

entrelazamiento máximo sea lo más cercana posible a 1. La �delidad del estado ρ

mixto general de dos qubit viene dada por la siguiente expresión [5]

F = 〈Ψ−|ρ|Ψ−〉 , (2.1)

en este caso la �delidad ha sido tomada con respecto a uno de los estados de Bell.

Es importante mencionar que el número de qubits requeridos en un protocolo

de puri�cación crece de manera exponencial con el número de iteraciones necesarias

para puri�car los estados, por lo que se busca una puri�cación e�ciente con el menor

número de pasos posibles.

2.1.1. Protocolo de Bennett

El primer protocolo de puri�cación fue introducido por Bennett y colaboradores

[5]. Este protocolo utiliza estados diagonales en la base de Bell, caracterizados por

un sólo parámetro F , dichos estados son conocidos como estados de Werner, dados

por

ρ̂W (F ) = F |Ψ−〉 〈Ψ−|+ 1− F
3

(
|Ψ+〉 〈Ψ+|+ |Φ−〉 〈Φ−|+ |Φ+〉 〈Φ+|

)
. (2.2)

Una de las ventajas de describir a los estados de esta forma es que su �delidad queda

determinada únicamente por el parámetro F . Un estado general bipartita puede ser

transformado en un estado de Werner mediante la aplicación de operaciones unitarias

aleatorias del grupo SU(2), conocidas como operaciones "twirling"[12].

Este protocolo de puri�cación utiliza las siguientes operaciones locales [5]:

Rotaciones unilaterales de Pauli, es decir que se aplican únicamente a uno de

los pares de qubits.

Rotaciones de π/2 bilaterales, operaciones que son aplicadas por ambos obser-

vadores a los pares de qubits.

Compuertas cuánticas unitarias como X-OR y NOT-Controlada realizadas de

manera bilateral.
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También es importante mencionar que en este protocolo la �delidad inicial de los

estados, respecto a |Ψ−〉, debe ser mayor a 1/2, para asegurar la convergencia de la

�delidad a 1.

En la �gura 2.2 gra�camos la �delidad de estados diagonales de Werner, en fun-

ción de la �delidad posterior a la primera y segunda iteración. Podemos notar cómo

la �delidad aumenta desde la primera iteración del protocolo.
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Fid-in

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9
Fid-post
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Figura 2.2: Grá�ca de la �delidad inicial de estados diagonales de Werner en función
de la �delidad posterior a la primera y segunda iteración.

2.1.2. Protocolo de puri�cación de Deutsch

El protocolo de Deutsch al igual que el de Bennett, fue de los primeros protoco-

los de puri�cación de entrelazamiento. En este trabajo [24] presentan un protocolo

basado en un algoritmo cuántico iterativo, que usa la compuerta unitaria NOT-

Controlada y estado diagonales arbitrarios en la base de Bell.

Para ver los efectos de este procedimiento, considere el caso en el cual cada par

de qubits está en el estado ρ̂ y el estado conjunto de los dos pares de qubits es

el producto ρ̂ ⊗ ρ̂′. Donde ρ̂ comprende los dos qubits que llamaremos qubits de

control y ρ̂′ los dos qubits objetivo. Alice y Bob miden los qubits objetivo en la base

computacional. Si las mediciones coinciden, es decir, que ambos espínes están arriba

o abajo, ellos mantienen el par de qubits de control para la segunda iteración del

protocolo y descartan el par objetivo, si la salida de la medición no coincide, ambos

pares son descartados.

El operador ρ̂ es expresado en la base de Bell, {|Φ+〉 , |Ψ−〉 , |Ψ+〉 , |Φ−〉} y además
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denotamos por {A,B,C,D} los elementos de la diagonal de los estados en tal base.

Note que A = 〈Φ+|ρ̂|Φ+〉 es la �delidad inicial. El objetivo es aproximar la �delidad

a 1, lo cual implica que los otros elementos se vayan a cero.

En la segunda iteración del protocolo el operador de densidad se verá modi�cado

como ˜̂ρ con los siguientes elementos en la diagonal {Ã, B̃, C̃, D̃}, donde

Ã =
A2 +B2

N
, B̃ =

2CD

N
, (2.3)

C̃ =
C2 +D2

N
, D̃ =

2AB

N
,

con N = (A+B)2+(C+D)2 la probabilidad de que Alice y Bob obtengan resultados

coincidentes en las mediciones de un par de qubits objetivo. En este protocolo la �de-

lidad inicial de los estados, A, debe ser mayor a 1/2, para garantizar la convergencia

de la �delidad a 1, de forma similar al caso del protocolo de Bennett [5]. En este

caso se tienen 3 parámetros, por lo cual es más difícil determinar su convergencia.

Sin embargo el resultado ya está hecho en [25].

2.1.3. Protocolo de puri�cación con compuertas no unitarias

Este protocolo de puri�cación se diferencia de los otros protocolos en dos pasos

esenciales [23]. En el primero, no es necesaria la aplicación de rotaciones unitarias

aleatorias locales para transformar los estados en estados diagonales o estados de

Werner, ya que este protocolo usa estados en la base de Bell completamente arbitra-

rios, dados por ρ =
∑4

i,j=1 rij |i〉 〈j|, donde

|1〉 ≡ |Ψ−〉 , |2〉 ≡ |Φ−〉 , |3〉 ≡ |Φ+〉 , |4〉 ≡ |Ψ+〉 . (2.4)

Segundo, la aplicación de compuertas NOT-controladas son reemplazadas por una

compuerta no unitaria, que puede ser implementada en sistemas de átomos en cavi-

dades.

Se considera como condición inicial el estado producto de dos pares de qubits

ρ = ρA1,A2⊗ρB1,B2 , donde se asume que ambos pares comienzan en el mismo estado,

con cierto grado de entrelazamiento y sus componentes de qubit están en ubicaciones

distantes etiquetadas por A y B. El protocolo de puri�cación sigue los siguientes pasos
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[23]

La operación cuántica de dos qubits M (proyector de rango 2) es aplicada

localmente en los laboratorios A y B, donde

M =
∣∣Ψ−〉 〈Ψ−∣∣+

∣∣Φ−〉 〈Φ−∣∣ . (2.5)

Después de aplicar satisfactoriamente la operación cuántica M el sistema se

convierte en el estado:

ρ′ =
ΠρΠ†

Tr{Π†Πρ}
, Π = MA1,A2MB1,B2 . (2.6)

Uno de los pares, por ejemplo (A2, B2) es localmente medido en la base compu-

tacional. Hay cuatro posibles estados en los que podemos encontrar el par de

qubits, (A2, B2) : |jk〉A2,B2 ≡ |j〉A2 |k〉B2 , j, k ∈ {0, 1}.

Dependiendo del resultado de la medición, la compuerta cuántica V A1
j BB1

k+1

es aplicada al par de qubits remanente, con Vj = (|1〉 〈1|+ i |0〉 〈0|)σjx, σx la

matriz de Pauli. El estado �nal de los dos qubits es entonces dado por

ρ′A1,B1 =
(
V A1
j V B1

k+1

)
ρ̃A1,B1

(
V A1
j V B1

k+1

)†
. (2.7)

La elección del par de qubits medido es libre, puesto que la operación cuánticaM

es simétrica en contraste con la compuerta NOT-controlada usada en los protocolos

anteriores.

Después de la primera iteración del protocolo la matriz de densidad resultante

ρ′, conocida como estado X, tiene las siguientes entradas distintas de cero

r′1 =
r21 + r22 − r212 − r221

N
, r′2 = 2

r3r4 − |r34|2

N
, (2.8)

r′4 =
r23 + r24 − r234 − r243

N
, r′3 = 2

r1r2 − |r12|2

N
,

r′14 =
r214 + r223 − r213 − r224

N
, r′23 = 2

r∗23r
∗
14 − r∗13r∗24
N

,

con N/2 la probabilidad de éxito de la operación cuántica y N = (r1 + r2)
2 + (r3 +
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r4)
2 − (r12 + r21)

2 − (r34 + r43)
2.

Este protocolo permite que la �delidad inicial de los estados sea menor que el

umbral 1/2, ya que la condición de puri�cación viene dada por

(2r1 − 1)(1− 2r2) > (2 Im[r12])
2 − (2Re[r34])

2. (2.9)

El siguiente ejemplo muestra como el protocolo es capaz de puri�car estados entre-

lazados iniciales con una �delidad baja respecto a los estados de Bell. Consideremos

el siguiente estado inicial, con c ∈ (0, 0,5]

ρ2 = c |Ψ−〉 〈Ψ−|+ (1− c) |Υsep〉 〈Υsep| , (2.10)

donde |Υsep〉 = 1√
2

(|Φ+〉+ |Ψ+〉). Este estado tiene la característica de que puede

ser puri�cado en un sólo paso del protocolo, con probabilidad c2/2 y cuya �delidad

inicial puede ser menor a 1/2.

2.2. Implementación compuerta Hadamard

En la siguiente parte del trabajo partimos del protocolo con compuertas no uni-

tarias, que utiliza matrices de entrada arbitrarias en la base de Bell y de acuerdo

al mapeo dado por (2.8) después de la primera iteración del protocolo obtenemos

estados X de la siguiente forma

ρ′ =


r′1 0 0 r′14

0 r′2 r′23 0

0 r′32 r′3 0

r′41 0 0 r′4

 . (2.11)

Sin embargo nos damos cuenta que si a la matriz dada por la expresión (2.11)

le aplicamos una transformación unitaria U sobre qubits individuales, tal que la
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transforme de la siguiente manera

ρ′′ = U1,2ρ′ =


r′1 r′14 0 0

r′41 r′2 0 0

0 0 r′3 r′32

0 0 r′23 r′4

 , (2.12)

donde U1,2 = U1 ⊗ U2 indica que la transformación unitaria es aplicada sobre los

qubits individuales, posteriormente al aplicar el protocolo de puri�cación obtenemos

un estado diagonal en la base de Bell, que evita las operaciones �twirling� de los otros

protocolos que generan pérdida de entrelazamiento.

Las operaciones twirling son 12 operaciones locales unitarias del grupo SU(2)

, son necesarias y su�cientes para transformar cualquier estado de dos qubits ρ̂ en

un estado de Werner; cuatro operaciones son necesarias para llevar ρ̂ a un estado

diagonal de Bell ρ̂BD y a su vez tres operaciones más transforman ρ̂BD en un estado

de Werner ρ̂W . Esto puede ser escrito como [26]

ρ̂W =
1

3

3∑
j=1

B̂†j ρ̂BDB̂j, ρ̂BD =
1

4

4∑
1

B̂†j B̂
†
j ρ̂B̂jB̂j, (2.13)

donde hemos usado las cuatro transformaciones unitarias

B̂j = b̂Aj ⊗ b̂Bj , b̂l1 =
Îl + iσ̂lx√

2
b̂l2 =

Îl − iσ̂ly√
2

, (2.14)

b̂l3 = |1〉 〈1|l + i |0〉 〈0|l , b̂l4 = Îl, l ∈ {A,B},

las cuales han sido expresadas en términos de transformaciones locales unitarias b̂j

actuando en un solo qubit, los operadores de Pauli, σ̂x y σ̂y y la identidad Î.

Por lo tanto nuestra intención es encontrar la transformación unitaria que realice

la rotación dada en (2.12). Para ello necesitamos que U transforme los estados de

Bell de la siguiente manera

U1,2 |Ψ+〉 → |Φ−〉 , U1,2 |Ψ−〉 → |Ψ−〉 , U1,2 |Φ+〉 → |Φ+〉 . (2.15)
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Por lo tanto escribimos la transformación unitaria más general posible, dada por

U1 =

(
e−i(β+δ)/2 cos(γ/2) −ei(δ−β)/2 sin(γ/2)

ei(β−δ)/2 sin(γ/2) ei(β+δ)/2 cos(γ/2)

)
. (2.16)

La transformación unitaria sobre qubits individuales es importante, ya que las

operaciones se aplican de manera local en laboratorios distantes. Podemos aplicar U1

a cualquiera de los estados de Bell y obtener una combinación lineal de la siguiente

forma

U1 |Φ±〉 = a±1 |Φ+〉+ b±1 |Φ−〉+ c±1 |Ψ+〉+ d±1 |Ψ−〉 , (2.17)

U1 |Ψ±〉 = a±2 |Φ+〉+ b±2 |Φ−〉+ c±2 |Ψ+〉+ d±2 |Ψ−〉 .

Explícitamente tenemos

U1 |Φ+〉 = cos(γ/2) cos((β + δ)/2) |Φ+〉 − i cos(γ/2) sin((β + δ)/2) |Φ−〉 (2.18)

+i sin(γ/2) cos((β − δ)/2) |Ψ+〉 − sin(γ/2) cos((β + δ)/2) |Ψ−〉 ,

U1 |Φ−〉 = −i cos(γ/2) sin((β + δ)/2) |Φ+〉+ cos(γ/2) cos((β + δ)/2) |Φ−〉 (2.19)

+ sin(γ/2) cos((β − δ)/2) |Ψ+〉 − i sin(γ/2) cos((β − δ)/2) |Ψ−〉 ,

U1 |Ψ+〉 = i sin(γ/2) sin((β − δ)/2) |Φ+〉 − sin(γ/2) cos((β − δ)/2) |Φ−〉 (2.20)

+ cos(γ/2) cos((β + δ)/2) |Ψ+〉 − i cos(γ/2) sin((β + δ)/2) |Ψ−〉 ,

U1 |Ψ−〉 = sin(γ/2) cos((β − δ)/2) |Φ+〉 − i sin(γ/2) sin((β − δ)/2) |Φ−〉 (2.21)

−i cos(γ/2) sin((β + δ)/2) |Ψ+〉+ cos(γ/2) cos((β + δ)/2) |Ψ−〉 .

Comparando las ecuaciones (2.18-2.21) con (2.15) y resolviendo para los paráme-

tros γ, β y δ, encontramos que la transformación unitaria es la siguiente

U1,2 = U1 ⊗ U2 = H ⊗H, (2.22)
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con

H =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
. (2.23)

Que resulta ser una matriz Hadamard. Finalmente aplicando la transformación an-

terior y el protocolo de puri�cación con compuertas no unitarias hemos encontrado

una manera e�ciente de obtener estados diagonales en la base de Bell, evitando la

aplicación de transformaciones adicionales, como las "twirling", que son difíciles de

implementar y generan pérdida de entrelazamiento. Es importante mencionar que

este método no sólo genera estados diagonales en la base de Bell, sino que además

incrementa la �delidad de los estados iniciales durante el proceso.

En el siguiente capítulo hablaremos de cómo es que este tipo de compuertas

cuánticas surgen de manera natural en sistemas de átomos en cavidades, las cuales

son útiles en la implementación de los protocolos de puri�cación de entrelazamiento.



Capítulo 3

Operaciones entrelazadoras con el

modelo de dos átomos de

Tavis-Cummings no lineal

Las compuertas cuánticas utilizadas en los protocolos de puri�cación de entre-

lazamiento pueden ser implementadas a través de modelos de átomos en cavidades.

Dichas compuertas son esenciales para llevar a cabo un proceso de puri�cación exito-

so, también pueden implementarse para generar estados que se puri�can de manera

mucho más e�ciente, como fue el caso de la implementación de la compuerta H (Ha-

damard) en el capítulo anterior, que genera estados diagonales en la base de Bell de

manera directa. En este capitulo hablaremos de cómo compuertas como la M , utili-

zada en el protocolo de compuertas no unitarias [23], surge naturalmente en modelos

de átomos de cavidades. Además se encuentra que existe una compuerta adicional

a M que resulta ser bastante útil para mejorar la e�ciencia de los protocolos de

puri�cación ya mencionados en este trabajo.

La electrodinámica cuántica en cavidades es crucial para la implementación de

compuertas cuánticas de qubits atómicos, útiles en información cuántica y protocolos

de computación cuántica. En esta parte del trabajo se estudia una versión genera-

lizada del modelo de Tavis-Cummings de dos átomos con una interacción entre el

campo y la materia. Se deriva una solución analítica aproximada del vector de estado

dada en términos de estados de Bell y estados coherentes del campo. Esta forma ge-

31
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neral y simple de estudio permite estudiar el entrelazamiento en el sistema y generar

operaciones de entrelazamiento de dos qubits.

3.1. Generalización del modelo de dos átomos de

Tavis-Cummings no lineal

Comencemos con la presentación del Hamiltoniano de una versión generalizada

del modelo de Tavis-Cummings que además tiene un acoplamiento no lineal depen-

diente de la intensidad, cuyos primeros estudios fueron realizados por [27]. Estamos

interesados en obtener una solución aproximada general en términos de estados de

Bell y estados coherentes del campo. Donde los estados coherentes iniciales se toman

con un número promedio de cuantos grande, ya que es conveniente para analizar el

entrelazamiento en el sistema.

Consideramos el siguiente Hamiltoniano que describe dos átomos de dos niveles

que interactúan resonantemente con un oscilador armónico

H = ~ωI + V, I = a†a+ Sz (3.1)

el Hamiltoniano libre es representado en términos del operador I que representa el

número de excitaciones del sistema. El operador de interacción dependiente de la

intensidad viene dado por

V = ~Ω
(
f(a†a)aS+ + a†f(a†a)S−

)
. (3.2)

Con a y a† los operadores de creación y aniquilación. La naturaleza del oscilador será

especi�cada dependiendo del modelo en particular, esta podría ser óptica o mecánica.

La interacción incluye la función dependiente de la intensidad f(a†a) dando lugar

a una interacción no lineal entre el campo y los átomos. ~Ω representa la energía

de acoplamiento entre los estados internos del átomo y los grados de libertad del

oscilador.
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El problema se trabaja en la siguiente base

|ϕn〉 = |Ψ−〉 |n〉 , |ϕn−1〉 = |gg〉 |n+ 1〉 , (3.3)

|ϕn0 〉 = |Ψ+〉 |n〉 , |ϕn1 〉 = |ee〉 |n− 1〉 ,

donde se han empleado dos de los estados de Bell

|Ψ±〉 =
|ge〉 ± |eg〉√

2
, |Φ±〉 =

|gg〉 ± |ee〉√
2

(3.4)

Los estados en (3.3) son estados propios de I con valor propio n que toma va-

lores de −1 a ∞. La representación matricial de cada bloque con n �ja puede se

representada como

V (n) =

 0 Ωn 0

Ωn 0 Ωn−1

0 Ωn−1 0

 , (3.5)

donde Ωn es dado por la siguiente expresión

Ωn = Ω
√

2 〈n+ 1|a†f(a†a)|n〉 . (3.6)

El hecho de que una de las frecuencias propias en este bloque de 3 × 3 sea

cero implica la existencia de una familia invariante adicional de estados junto con

|Ψ−〉 |n〉 = |ϕn〉. Esta característica se pierde en el caso fuera de la resonancia, donde

las transiciones atómicas di�eren de la frecuencia del oscilador. En este caso, términos

adicionales aparecen en la diagonal de la expresión (3.5).

3.1.1. Vector de estado dependiente del tiempo

Con la �nalidad de simpli�car los cálculos, se elige trabajar en el marco de inter-

acción con respecto a la energía libre. En particular el vector de estado dependiente

del tiempo está dado por

|Ψ(t)〉 = e−iIφeiIωt |Ψ(t)〉S , (3.7)
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donde |Ψ(t)〉S es el vector de estado en el marco de Schrödinger, el parámetro real

φ es la fase del estado inicial del campo que es preparado en un estado coherente

arbitrario dado por

|αeiφ〉 =
∞∑
n=0

pne
inφ |n〉 , pn = e−|α|

2/2 α
n

√
n!
. (3.8)

Podemos restringir nuestro análisis a valores no negativos de α sin pérdida de ge-

neralidad. En esta forma explotamos la conmutatividad de la constante I con la

interacción V a �n de simpli�car el problema y el número promedio de cuantos es

dado por N = 〈a†a〉 = α2.

Para el estado inicial del sistema, asumimos un estado producto puro de la forma

|Ψ(0)〉 = |ψ〉 |α〉, donde los dos átomos comienzan en un estado arbitrario puro |ψ〉,
dado por

|ψ〉 = c− |Ψ−〉+ c+ |Ψ+〉+ d− |Φ−〉+ d+ |Φ+〉 , (3.9)

que es una combinación lineal de los cuatro estados de Bell.

La solución a la ecuación de Schrödinger en el marco de interacción de�nida en

(3.7), está dado por |Ψ(t)〉 = e−iV t/~ |Ψ(0)〉. Por tanto

|Ψ(t)〉 = e−iV t/~eia
†aφ ||α|〉 |ψ〉 (3.10)

= e−iV t/~eia
†aφeiSzφ ||α|〉 e−iSzφ |ψ〉

= e−iV t/~ei(a
†a+Sz)φ ||α|〉 |ψ′〉 ,

donde hemos usado que

eia
†aφ ||α|〉 = eia

†aφ
∞∑
n=0

|α|n√
n!
e−
|α|2
2 |n〉 =

∞∑
n=0

|α|n√
n!
ei nφe−

|α|2
2 |n〉 (3.11)

=
∞∑
n=0

(
|α|eiφ

)n
√
n!

e−
|α|2
2 |n〉 = |α〉 ,

y |ψ′〉 = e−iSzφ |ψ〉 = e−iSzφ (c− |Ψ−〉+ c+ |Ψ+〉+ d− |Φ−〉+ d+ |Φ+〉).
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En la base dada por (3.3) podemos expandir la solución del vector de estado

dependiente del tiempo como

|Ψ(t)〉 = c− |Ψ−〉 |α〉+
∞∑

n=−1

Dn∑
l=−1

Cn,l(t) |ϕnl 〉 , (3.12)

con Dn = 1 − δn,0 − 2δn,−1, dado en términos de la delta de Kronecker. Como el

problema es exactamente soluble, es posible obtener expresiones exactas analíticas

para las amplitudes de probabilidad de (3.12). Donde hemos usado también relaciones

de completes en la base de las energías,
∑

ν=0,±
∑∞

m |Eν
m〉 〈Eν

m|, con e−iV t/~ |Eν
m〉 =

e−iE
ν
mt |Eν

m〉 y las siguientes relaciones

〈Eν
m|n, 00〉 = (−1)ν+1 1√

22|ν|
δm+1,n 〈Eν

m|n, 11〉 =
1√
22|ν|

δm−1,n (3.13)

〈Eν
m|n,Ψ+〉 =

ν√
2
δ|ν|,1δm,n.

Para obtener expresiones más sencillas y manejables, recurrimos a tres aproxima-

ciones. La primera de ellas es reemplazar Ωn → Ωn−1/2 y Ωn → Ωn−1/2 en la ecuación

(3.5), de esta forma los vectores propios de V n son independientes de n. Siempre que

|Ωn − Ωn−1| � Ωn, la parte despreciable puede considerarse como un pequeña per-

turbación, esto sucede por ejemplo en el caso en el que Ωn ∝ n o Ωn ∝
√
n. Con esta

primera aproximación podemos encontrar que las energías diferentes de cero, están

dadas por

E
(n)
± ' ±~ωn, ωn =

√
2|Ωn−1/2|. (3.14)

La segunda aproximación es aplicada a la distribución Poissoniana en los estados

coherentes, es decir, pn−1 ' pn ' pn+1, la cual recae en el hecho de tener un número

promedio grande de cuantos N � 1. Usando estas dos aproximaciones, obtenemos

la siguiente forma de las amplitudes de probabilidad

Cn,l(t) =

[
c+ − d+
2(−1)l

eiωnt +
d+ + c+

2
e−iωnt − ld−

]
pn−l√

2
, (3.15)

con l ∈ {−1, 0, 1}.
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La tercera aproximación es una expansión de Taylor alrededor del número pro-

medio de fotones N hecha a las frecuencias propias dadas en (3.14), obteniendo

ωn ' δN + ω′n, δN = ωN − ω′NN, (3.16)

con ω′n = dωn/dn.

Finalmente sustituyendo (3.16) en (3.15), uno puede aproximar el vector de estado

|Ψ(t)〉 ≈ |Ψap(t)〉 en términos de estados coherentes del campo y estados de Bell

|Ψap(t)〉 = [|ζ〉 |α〉+ |Υ(t)〉] /N (t), (3.17)

donde |ζ〉 |α〉 es independiente del tiempo, con el siguiente estado atómico estacio-

nario

|ζ〉 = c− |Ψ−〉+ d− |Φ−〉 . (3.18)

La dependencia temporal está dada en el siguiente estado para los átomos y el osci-

lador

|Υ(t)〉 =
∑
±

b±e
∓i(δN+Szω′N)t |φ±〉 |αe∓iω

′
N t〉 , (3.19)

que es dada en términos de dos estados coherentes dependientes del tiempo y los

siguientes estados del átomo

|φ±〉 =
1√
2

(
|Ψ+〉 ± |Φ+〉

)
, b± =

c+ ± d+√
2

. (3.20)

La condición de normalización está dada por

N (t) = 1 + 2Re
[
b∗+b−e

i2h(t)
]
e−2N sin2 ω′N t sin2 ω′N t (3.21)

−
√

2 Im
[
b+e

−ih(t) + b−e
ih(t)
]
e−2N sin2 ω′N t/2 sinω′N t,

con h(t) = δN t+N sinω′N t.

El resultado en la ecuación (3.17) es el primer resultado importante, ya que da una

expresión general del vector estado para un estado coherente inicial del oscilador y
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estados atómicos arbitrarios. Se han encontrado expresiones analíticas similares para

el modelo de dos átomos de Tavis-Cummings [26, 28] y para el modelo de Jaynes-

Cummings

La aproximación de las frecuencias dada por (3.16) es válida siempre que las

contribuciones a la evolución temporal correspondientes a órdenes superiores en

la serie de Taylor sigan siendo despreciables. Estas contribuciones tienen la forma

tω
(j)(n−N)2

N /j! y puede ser despreciado para valores pequeños de t. Sin embargo, a

medida que transcurre el tiempo, cada contribución puede llegar a ser importante,

ya que ωnt es evaluada dentro de una exponencial como eiωnt donde su valor se toma

módulo 2π. Esto impone una restricción en el tiempo máximo de interacción t� tb,

es decir cuando este tiempo de interacción es menor que el tiempo de ruptura tb,

(breakdown), que es obtenido de la siguiente condición

|ω(j)
N (n−N)jtb|

j!
= 1, → tb =

j!

(8N)j/2|ω(j)
N |

, (3.22)

donde ωN (j) es la primer derivada diferente de cero de orden j > 1, además hemos

tomado en cuenta la desviación estándar de la distribución Poisson, dada por α =√
N y por tanto reemplazamos |n−N | con

√
8N .

Las expresiones obtenidas anteriormente en términos de estados de Bell y estados

coherentes del campo nos permiten analizar de una manera más sencilla el entrela-

zamiento del sistema y sus características, como se verá en las siguientes secciones.

3.2. Escalas de tiempo relevantes

Las escalas de tiempo relevantes pueden encontrarse evaluando los valores espe-

rados de las observables del sistema. Estas cantidades dependen del traslape de los

estados coherentes, de la siguiente forma

〈α|αeiω′N t〉 = eiN sinω′N te−2N sin2 ω′N t/2. (3.23)

Por ejemplo consideremos el valor esperado de Sz con un estado inicial |ee〉 |α〉
usando el traslape entre estados coherentes y la solución del vector de estado depen-
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diente del tiempo (3.17), uno puede encontrar la siguiente expresión aproximada

〈Sz(t)〉 ' e−2N sin2 ω′N t/2 cos (δN t+N sinω′N t) . (3.24)

De esta expresión es posible identi�car tres escalas de tiempo diferentes. La primera

es la frecuencia de Rabi ωN que determina el comportamiento oscilatorio. Estas osci-

laciones eventualmente desaparecen y son modeladas por una envolvente Gaussiana,

fenómeno conocido como oscilaciones de Rabi. Las oscilaciones reaparecen cuando el

argumento de la exponencial en (3.24) desaparece, lo que se conoce como los resur-

gimientos de las oscilaciones de Rabi. Así tenemos los siguientes tiempos, tiempo de

Rabi, tiempo de colapso y tiempo de resurgimiento

tR = 2π/ωN , tc = 2/
√
N |ω′N | , tr = 2π/ |ω′N | . (3.25)

3.2.1. Vector de estado a tiempos de resurgimiento fracciona-

les

El tiempo de resurgimiento que previamente fue introducido, corresponde al mo-

mento en el cual todas las componentes del estado del oscilador en la ec.(3.17) regresa

a la condición inicial |α〉. A múltiplos fraccionales del tiempo de resurgimiento el sis-

tema completo logra estados relevantes e interesantes[26, 28, 29] . Por ejemplo el

vector de estado en múltiplos impares de un cuarto del tiempo de resurgimiento

tr/4, está dado como un estado completamente separable

|Υ
(
ktr
4

)
〉 = |ζ1,k〉

∑
±

r−1b±e
∓ikδN tr/4 |∓iα〉 , (3.26)

|ζ1,k〉 = r
|Ψ+〉+ ik |Φ−〉√

2
, r =

√
|c+|2 + |d+|2,

con k un entero impar. Hemos llegado a este estado usando la ecuación (3.17) y la

relación

e∓iSzπ/2 |Φ+〉 = ± |Φ−〉 . (3.27)

Podemos notar que en el estado de la ecuación (3.26), la materia y el oscilador se
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separan y que el estado atómico es independiente de la condición inicial. Para probar

que el estado atómico es separable para cualquier valor de k puede utilizarse alguna de

las medidas de entrelazamiento, tal como la concurrencia. Esto signi�ca que incluso si

los átomos estaban inicialmente entrelazados, no queda entrelazamiento en ninguna

de las particiones del sistema tal como átomo-átomo, cualquiera de los átomos con

el campo o ambos átomos con el campo. Este fenómeno, sin entrelazamiento en el

sistema incluso si inicialmente estaba entrelazado, ha sido referido como �cuenca

de atracción� en el modelo de Tavis-Cummings [28]. Es importante notar que esto

solo pasa para el parte del estado dependiente del tiempo, |Υ(t)〉, y por tanto, esta

característica aplica solamente cuando las partes estacionarias desaparecen, es decir,

ya sea c− = d− = 0.

A múltiplos impares del tiempo de resurgimiento, la parte dependiente del tiempo

está dada por

|Υ(k
2
tr)〉 = |ζ2,k〉 |−α〉 , |ζ2,k〉 = ck |Ψ+〉+ dk |Φ+〉 , (3.28)

con k un entero impar y los coe�cientes dados por

ck = c+ cos δN
k

2
tr − id+ sin δN

k

2
tr, (3.29)

dk = −i2k+1c+ sin δN
k

2
tr + i2kd+ cos δN

k

2
tr.

Se tiene de nuevo un producto de estados de átomos y oscilador. Sin embargo, en este

caso, la parte atómica podría estar entrelazada. Se puede mostrar que |ζ2,k〉 tiene el
mismo grado de entrelazamiento que las componentes iniciales c+ |Ψ+〉+d+ |Φ+〉. Por
esta razón la ecuación (3.28) juega un rol importante para identi�car las propiedades

de entrelazamiento en el sistema.

3.3. Modelos especí�cos

Presentamos tres modelos que pueden ser descritos por la interacción Hamilto-

niana dada por (3.2). El primero de ellos es el modelo de Tavis-Cummings, poste-

riormente el modelo de Buck-Sukumar y �nalmente el modelo de trampa de iones.
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3.3.1. Modelo de Tavis-Cummings de dos átomos

El modelo de Tavis-Cummings describe la interacción de un número arbitrario

de átomos de dos niveles interactuando con un solo modo del campo cuantizado

electromagnético. Aquí consideramos únicamente el caso de dos átomos, cuya inter-

acción Hamiltoniana es diagonalizable en forma de bloques como en (3.5). En este

caso f(aa†) = 1, los elementos de matriz en el bloque del potencial de interacción de

(3.5) están dados por Ωn =
√

2n+ 2, las frecuencias propias o frecuencias de Rabi

son obtenidas de (3.6) y son ωn = Ω
√

4n+ 2. Para determinar el vector de estado

completo (3.17), ocupamos las expresiones dadas por (3.16), obteniendo

ω′N =
2Ω√

4N + 2
, δN =

2N + 2√
4N + 2

. (3.30)

Las escalas de tiempo relevantes para este modelo están dadas por

tR ≈
2π

Ω
√
N
, tb =≈

√
N

Ω
, tr =

2π
√
N

Ω
. (3.31)

La escala de tiempo más corta corresponde al periodo de las oscilaciones de Rabi

tR, el tiempo de ruptura (breakdown) tb que es el tiempo en el que la aproximación

de estados coherentes se rompe y �nalmente el tiempo de resurgimiento de las os-

cilaciones de Rabi tr. Como tr > tb, el resurgimiento de las oscilaciones de Rabi no

serán perfectas.

3.3.2. Modelo de Buck-Sukumar

Es un modelo teórico para la interacción de un átomo de dos niveles con un sólo

modo del campo electromagnético. En este modelo el acoplamiento del átomo y el

campo se asumen no lineales en las variables del campo y puede interpretarse como

una interacción dependiente de la intensidad. Sin embargo, una desventaja de este

modelo, es que no tiene una implementación física.

Aquí consideramos la interacción de Buck-Sukumar para el caso de dos átomos,

donde f(a†a) =
√
a†a, lo cual implica una dependencia lineal en n en el bloque de los

elementos de matriz de V y sus frecuencias propias, están dadas por Ωn = Ω
√

2(n+1)

y ωn = (2n+ 1)Ω. Las frecuencias relevantes en el vector de estado dependiente del
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tiempo están dadas por

ω′N = 2Ω, δN = Ω. (3.32)

Las escalas temporales en este caso son dadas por los siguientes parámetros

tR ≈
π

ΩN
, tr =

π

Ω
, tb =

N2

√
2N

. (3.33)

Es importante notar que aquí el tiempo de ruptura tb en la que nuestra aproxi-

mación de estados coherentes es válida escala como N2. EL valor aproximado de las

frecuencias propias son lineales con n y por tanto predicen un valor in�nito de tb.

Otra característica importante es que el tiempo de resurgimiento tR es independiente

del valor promedio del oscilador N .

3.3.3. Modelo de trampa de iones

El último modelo consiste de dos iones atrapados en un potencial armónico lineal

producido por un campo de radiación monocromático clásico. En este caso a y a†

representan los operadores de creación y aniquilación del centro de masa de movi-

miento de los iones. El Hamiltoniano libre está dado por H0 = ~ωSz + ~νa†a. El
acoplamiento con los niveles electrónicos es mediado por el campo monocromático

externo cuya frecuencia está sintonizada con la primera banda lateral vibratoria y

es dada por ωL = ω − ν. Con estas condiciones la interacción Hamiltoniana es in-

dependiente del tiempo en la imagen de interacción y también es descrita por (3.2).

Donde la función dependiente de la intensidad está dada por la siguiente expresión

f(a†a) = ηe−η
2/2

∞∑
m=0

(−η2)m

m!(m+ 1)!
a†mam. (3.34)

En este caso los elementos de matriz diferentes de cero del potencial V están

dadas por

Ωn = Ωη

√
2

n+ 1
eη

2/2L(1)
n (η2). (3.35)



Capítulo 3. Operaciones entrelazadoras con el modelo de dos átomos de
Tavis-Cummings no lineal 42

Este polinomio claramente muestra un comportamiento no lineal, sin embargo pa-

ra un valor dado del parámetro de Lamb-Dicke η es posible encontrar un intervalo

alrededor de un cierto valor de N que muestre aproximadamente un comportamien-

to lineal con n. Esta tarea se simpli�ca expresando los polinomios de Laguerre en

términos de las funciones de Bessel, con lo que se obtiene la siguiente expresión,

Ωn '
√

2ΩJ1
(
2η
√
n+ 1

)
, por tanto las frecuencias propias están dada por

ωn ' 2Ω
∣∣∣J1 (2η

√
n+ 1/2

)∣∣∣ , (3.36)

donde j1(
√
x) es la función de Bessel de primer tipo y orden uno. Las frecuencias ωn

son gra�cadas en la �gura (3.1) para diferentes valores del parámetro de Lamb-Dicke.

Sea 2η
√
n+ 1/2 =

√
x, podemos analizar las frecuencias para valores arbitrarios

de η y se puede encontrar un comportamiento aproximadamente lineal en el intervalo

x ∈ (7,25, 12,65). El punto donde la pendiente de J1(x) cambia de comportamiento

se encuentra realizando una expansión en serie de Taylor alrededor de x0, donde x0

es el cero de la función d2J1(x)
dx2

. De esta forma uno es capaz de encontrar una relación

entre el número promedio de cuantos N y el parámetro de Lamb-Dicke η,

N =
x0
4η2
− 1/2, x0 = 9,95161. (3.37)

El valor de x0 es obtenido usando el método de Newton-Raphson. El valor de N de-

crece cuando η incrementa. Con la �nalidad de ajustar una distribución Poissoniana

con desviación estándar
√
N en el intervalo lineal, se tiene que cumplir la condi-

ción η ≤ 2,7/
√

32x0 ≈ 0,156905. Por esta razón, valores grandes del parámetro de

Lamb-Dicke no pueden ser usados.

En la �gura (3.1) también gra�camos la amplitud de probabilidad de cada núme-

ro de estado en el estado coherente de la ec (3.8) para diferentes valores del número

promedio de cuantos N . Es importante notar que para valores pequeños del pará-

metro de Lamb-Dicke, el número promedio N incrementa y también el número de

estados que se encuentran en la parte lineal de la función. La generación de esta-

dos coherente con número promedio de cuantos N grande en iones atrapados hoy es

día es posible[30, 31, 32] y ofrece una perspectiva interesante para implementar este

modelo.
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Figura 3.1: Frecuencias propias Ωn como función del número cuántico n del oscilador
para dos valores diferentes del número promedio de fotones y el parámetro de Lamb-
Dicke N = 85, η = 0,170582 (izquierda), y N = 2000, η = 0,0352653 (derecha). Un
comportamiento aproximadamente lineal puede ser apreciado alrededor de N . En
magenta, presentamos la amplitud de probabilidad pn de un estado de número en un
estado coherente |α〉, con N = α2. En ambos casos, las pequeñas contribuciones de
pn que desaparecen se encuentran fuera del intervalo lineal aparente de Ωn.

Usando los resultados en las ecuaciones (3.36) y (3.37) uno puede obtener las

frecuencias relevantes para el vector de estado (3.17) como

ωN = 2ΩJ1 (
√
x0) ≈ 0,558924Ω, (3.38)

ω′N =
Ω
√
x0

2N + 1
(J0(
√
x0)− J2(

√
x0)) ≈ −

2,50163Ω

2N + 1
,

δN = ωN −Nω′N ≈
(

0,558924 +
2,50163N

2N + 1

)
Ω.

Es importante notar que estas cantidades están dadas en términos del valor óptimo

de N , por tanto, dependen de manera indirecta de η. En este caso las escalas de

tiempo relevantes están dadas por

tR ≈
2π

0,56Ω
, tr = π

4N + 2

2,5ω
, tb ≈

N3/2

10Ω
. (3.39)

En este modelo, el periodo de las oscilaciones de Rabi es independiente del número

promedio de fonones N . El tiempo de rompimiento tb de la aproximación de estado
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coherente se asemeja al tiempo de resurgimiento como tb ≈
√
N/50. Por tanto con

la �nalidad de tener una descripción verdadera, uno tiene, en principio que conseguir

un número promedio de fotones grande. Por ejemplo, para una descripción precisa

hasta un tiempo de interacción tr/2 uno requiere valores de N > 625.

Modelo ΩtR Ωtc Ωtr Ωtb
Tavis-Cummings 2π/

√
N 2 2π

√
N

√
N

Buck-Sukumar π/N 1/
√
N π N2/

√
2

ion-trap 11,2 1,6
√
N 5N 0,1N3/2

Cuadro 3.1: Escalas de tiempo relevantes para los tres modelos en términos del nú-
mero promedio de fotones N : Periodo de las oscilaciones de Rabi, tiempo de colapso,
tiempo de resurgimiento y tiempo de rompimiento de la aproximación del estado
coherente.

En la tabla 3.1, presentamos un resumen de la dependencia en N en diferentes

tiempos para los tres modelos presentados.

3.4. Características dinámicas

En esta parte del trabajo presentamos los resultados y la comparación de los

cálculos numéricos de las características dinámicas de los tres modelos especí�cos

introducidos en la sección anterior. Nos enfocamos en el colapso y resurgimiento

de las oscilaciones de Rabi y probamos nuestro resultado analítico con los cálculos

numéricos exactos que son evaluados usando la forma exacta del vector de estado en

la ecuación (3.12).

3.4.1. Oscilaciones de Rabi y representación del espacio fase

Las escalas de tiempo relevantes pueden ser obtenidas al evaluar los valores es-

perados de las observables del sistema. En este trabajo hemos decidido evaluar el

valor medio de Sz, el cual puede ser analíticamente evaluado de nuestra expresión

aproximada en (3.17) con el resultado dado en (3.24).

En la �gura (3.2) se gra�ca el resultado numérico exacto de 〈Sz(t)〉 para los dife-
rentes modelos con un estado atómico inicial |ee〉 y un número promedio de fotones
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N = 85 y N = 2000. Las curvas negra, cian y magenta corresponden respectivamente

al modelo de Tavis-Cummings, Buck-Sukumar y trampa de iones. Presentamos las

oscilaciones de Rabi cercanas a t = 0 (columna izquierda) y alrededor de tr (columna

derecha). La primera característica evidente es que para los tres modelos el colapso

de las oscilaciones de Rabi ocurre en la misma fracción del tiempo de resurgimiento

tr, es decir, la envolvente Gaussiana es la misma en términos del tiempo adimensional

t/tr.

Figura 3.2: Valor esperado del operador Sz para dos diferentes valores del núme-
ro promedio de cuantos N = 85 (grá�cas de arriba) y N = 2000 (grá�cas de en
medio). En la columna izquierda, las oscilaciones de Rabi y sus colapsos son pre-
sentados. En la columna derecha el primer resurgimiento de las oscilaciones de Rabi
son mostrados alrededor del tiempo tr. Las curvas negra, cian y magenta correspon-
den respectivamente a los modelos de Tavis-Cummings, Buck-Sukumar y trampa
de iones. En la línea de grá�cas presentamos una comparación entre la predicción
analítica en la ecuación (3.24) (curva punteada) y el cálculo exacto numérico (línea
continua) usando las condiciones del modelo de trampa de iones y con N = 2000.
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Para la reaparición de las oscilaciones de Rabi alrededor de tr, solo el modelo de

Tavis-Cummings presenta un ensanchamiento de la región oscilatoria. El modelo de

Buck-Sukumar presenta resurgimientos perfectos para los dos valores de N . En el

caso del modelo de trampa de iones no presenta una mejora aparente, sin embargo,

para N = 85 las oscilaciones muestran asimetrias y los resurgimientos se muestran

perfectos para este modelo con N = 2000.

Figura 3.3: Función de Husimi de la matriz de densidad reducida para el oscilador
en un estado coherente inicial |α〉 y para tiempo de interacción t = tr/4 (columna
izquierda) y t = tr/2 (columna derecha). Los resultados corresponden al modelo
de Tavis-Cummings, Buck-Sukumar y trampa de iones para la primera, segunda y
tercera �la respectivamente.
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El colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi puede ser aclarado mediante

la visualización del estado del oscilador en el espacio fase con la ayuda de alguna

distribución de cuasiprobabilidad. En este trabajo utilizamos la función de Husimi

que puede ser considerada como el valor esperado de la matriz de densidad reducida

del oscilador ρos con respecto al estado coherente |β〉,

Q(β) = 〈β|ρos(t)|β〉 /π, (3.40)

ρos = Trat {|Ψ(t)〉 〈Ψ(t)|} .

Hemos usado la notación Trat para la traza parcial con respecto a los grados de

libertad electrónicos atómicos y hemos considerado β como un parámetro complejo.

En la �gura 3.3 hemos gra�cado la función de Husimi Q(β) para los tres modelos

descritos anteriormente en dos tiempos de interacción diferentes, tr/4 y tr/2. Como

usado dos átomos excitados como estado inicial y un estado coherente para el osci-

lador con α =
√

85. Como se puede observar el estado inicial |α〉 permanece como

una componente estacionaria en todo el tiempo.

Podemos notar que las componentes temporales del campo del modelo de Tavis-

Cummings (grá�ca de arriba) sufre una distorsión en el tiempo tr/4 y esta caracterís-

tica es mucho más notoria para el tiempo tr/2. En contraste todas las componentes

del modelo de Buck-Sukumar (grá�ca de en medio) mantiene su forma, lo cual es una

evidencia de su evolución en estados coherentes. Finalmente en el caso del modelo de

trampa de iones, las componentes del campo siguen la misma trayectoria y su forma

se distorsiona ligeramente. Este comportamiento nos indica que la aproximación en

estados coherentes es bastante buena, incluso con N = 85.

3.4.2. Fidelidad del vector de estado aproximado

Pongamos ahora la atención en el análisis numérico para la validez de nuestro

cálculo analítico. Para veri�car la aproximación de la Ec.(3.17) consideramos la �de-

lidad entre el vector de estado exacto |Ψ(t)〉 y su aproximación |Ψap(t)〉 como función

del tiempo, esto es

F (t) = | 〈Ψap(t)|Ψ(t)〉 |2/N . (3.41)
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La normalización N de |Ψap(t)〉 está dada por (3.21).

Figura 3.4: Fidelidad promedio como una función del tiempo del vector de estado
aproximado en la Ec (3.17) con respecto al vector de estado numérico para dos valores
del número promedio de cuantos: la línea continua corresponde a N = 85 y la línea
punteada N = 2000. El promedio ha sido realizado sobre 1000 condiciones iniciales
aleatorias.

En la �gura (3.4) gra�camos la �delidad F (t) promediada sobre 1000 condiciones

iniciales aleatorias distribuidas uniformemente de acuerdo a la correspondiente me-

dida de Haar. Para los tres casos hemos elegidos dos valores diferentes del número

de cuantos, N = 85 presentada en línea continua y N = 2000 en línea punteada.

Para el modelo de Tavis-Cummings (curva negra) la �delidad cae mucho antes del

primer resurgimiento. En el caso del modelo de Buck-Sukumar (curva cian) muestra

una muy buena �delidad para el intervalo de tiempo completo. Finalmente para el

modelo de trampa de iones (curva magenta) la �delidad se mantiene arriba de 0,9

para N = 85 y mejora signi�cativamente para N = 2000.

En el contexto de las tareas de computación e información cuántica con qubits

atómico, el oscilador puede ser considerado como un grado de libertad auxiliar. En tal

situación, el estado de los modos no juega un rol importante y uno podría restringir

su atención únicamente a los estados atómicos. Por lo tanto el estado más importante
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a probar es la matriz de densidad reducida de los átomos cuya �delidad con respecto

al estado reducido exacto puede ser evaluado como

Fat =

(
Tr

√√
ρat(t)ρ

ap
at (t)

√
ρat(t)

)2

. (3.42)

Las matrices de densidad atómicas reducidas son tomadas del vector de estado

total aproximado y exacto como ρapat = Trosc |Ψap(t)〉 〈Ψap(t)| y de manera similar

para ρap = Trosc |Ψ(t)〉 〈Ψ(t)|. En la �gura 3.5 gra�camos la �delidad atómica Fat(t)

como una función del tiempo y promediamos sobre 1000 condiciones iniciales alea-

torias. Notemos que la �delidad es extremadamente buena para todos los modelos,

incluyendo el modelo de Tavis-Cummings, para tiempos donde las componentes del

campo se separan, es decir, para tiempos diferentes a tr y tr/2. Alrededor de estos

tiempos, el modelo de Tavis-Cummings no logra una buena �delidad, sin embargo,

el modelo de Buck-Sukumar muestra una buena �delidad para cualquier valor de N ,

en el caso del modelo de la trampa de iones, la �delidad incrementa con N . Este

resultado también corrobora que la aproximación de estados coherentes describe con

precisión el modelo de Buck-Sukumar y el modelo de trampa de iones para valores

de N grandes. En el caso del modelo de Tavis-Cummings aunque la aproximación de

estados coherentes falla para describir el estado completo, el estado atómico es bien

descrito para tiempos que no están cerca del tiempo de resurgimiento y a la mitad

de este.

3.5. Análisis del entrelazamiento

El entrelazamiento es una característica importante del sistema en el contexto

de la información y computación cuántica, especialmente el entrelazamiento atómico

cuando los átomos son considerados como qubits. Como el sistema es exactamen-

te soluble, uno podría, en principio, calcular en forma cerrada ciertas medidas de

entrelazamiento para cualquier sistema bipartita. Sin embargo las expresiones resul-

tantes muy probablemente serán complicadas y difíciles de analizar. En este trabajo

tomamos ventaja de nuestra aproximación con la �nalidad de evaluar expresiones

analíticas simples para cualquier condición inicial en un tiempo especí�co. Para ello
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Figura 3.5: Fidelidad promedio como una función del tiempo del vector de estado
aproximado en la Ec (3.17) con respecto al vector de estado numérico para dos valores
del número promedio de cuantos: la línea continua corresponde a N = 85 y la línea
punteada N = 2000. El promedio ha sido realizado sobre 1000 condiciones iniciales
aleatorias.
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estudiaremos la matriz de densidad reducida para el sistemas de dos-qubits dada

por ρat(t) = Trosc |Ψ(t)〉 〈Ψ(t)|. Además concentramos nuestra atención a tiempos

especí�cos de interacción dados por jktr/4, con k múltiplos impares de un cuarto del

tiempo de resurgimiento (j = 1) y medio tiempo de resurgimiento (j = 2). En estos

tiempo la matriz de densidad tiene la siguiente forma simple

ρat

(
jk

4
tr

)
= |ζ〉 〈ζ|+ |ζj,k〉 〈ζj,k| (3.43)

con k entero positivo impar. Para j = 1 se tiene que usar el estado de la ecuación

(3.26) y el estado en la ecuación (3.28) para j = 2. El ket |ζ〉 es el estado atómico

estacionario en la ecuación (3.17). Usando ρat es posible evaluar el entrelazamiento

entre los átomos y el entrelazamiento entre los átomos y el oscilador.

3.5.1. Entrelazamiento de dos átomos

Entendemos a la concurrencia como una medida de entrelazamiento entre los

átomos. Para un estado general d dos qubits ρ esta es de�nida como

C(ρ) = max (0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4) , (3.44)

donde las cuatro λi son las raíces cuadradas de los valores propios del operador

no Hermitiano positivo ρρ̃ en orden decreciente. Donde ρ̃ = σ⊗2y ρ∗σ⊗2y con ρ∗ es el

complejo conjugado de ρ en la base computacional y σy el operador de Pauli.Con

esto es fácil calcular que la concurrencia para el estado dado por (3.9) está dada por

C (|Ψ〉) =
∣∣c2− − d2− − c2+ + d2+

∣∣ . (3.45)

Habiendo introducido la medida de entrelazamiento y su forma inicial, es apropia-

do evaluar esta cantidad para el estado mixto de los átomos después de la interacción

con el modo. En los múltiplos impares de los cuartos del tiempo de resurgimiento,

la expresión para la concurrencia puede ser evaluada en una forma cerrada usando

usando las ecuaciones (3.43) y (3.44). Uno puede encontrar que los dos valores di-

ferentes de cero de λi están dados por

(√
|c2− − d2−|

2
+ 2|dr|2 ±

∣∣c2− − d2−∣∣) /2. Por
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tanto la concurrencia se reduce a la expresión simple

C

(
ρat

(
k

4
tr

))
=
∣∣∣〈ζ|ζ̃〉∣∣∣ =

∣∣c2− − d2−∣∣ (3.46)

Este resultado nos muestra que el entrelazamiento atómico en este punto tiene con-

tribución sólo de la parte estacionaria del vector de estado.

A la mitad del tiempo de resurgimiento, la matriz de densidad de los átomos

está dada por un operador de rango dos, donde sus constituyentes cumplen con

〈ζ|ζ2,k〉 = 〈ζ|ζ̃2,k〉 = 0. Esta característica nos permite calcular de manera simple la

concurrencia

C

(
ρat

(
k

2
tr

))
=

∣∣∣|〈ζ|ζ2,k〉| − ∣∣∣〈ζ|ζ̃2,k〉∣∣∣∣∣∣ (3.47)

=
∣∣∣∣c2− − d2−∣∣− ∣∣d2+ − c2+∣∣∣∣

≤ C (|ψ〉) ,

donde hemos usado c2k,φ − d2k,φ = d+φ − c+. La última desigualdad se sigue de la

desigualdad del triángulo inversa e indica que el entrelazamiento de múltiplos pares

del medio tiempo de resurgimiento no puede ser mayor que el entrelazamiento inicial.

En la �gura (3.6) hemos gra�cado la concurrencia promediada 1000 condiciones

aleatorias iniciales . La predicción analítica es indicada con un punto rojo y muestra

una predicción precisa al cálculo numérico. En todos lo valores del tiempo notamos

que hay un punto crítico en el comportamiento; en este caso todos ellos son máximos.

Este comportamiento puede cambiar, sin embargo, dependiendo de las amplitudes

de probabilidad iniciales.

3.5.2. Entrelazamiento entre el átomo y el oscilador

Con la �nalidad de medir el entrelazamiento entre ambos átomos y el oscilador

uno puede usar la pureza de cualquiera de las dos matrices de densidad. Como ya ha

sido evaluado en el caso del sistema atómico en la ecuación (3.43), la usaremos para

evaluar la pureza del estado atómico reducido como

P (t) = Tr
{
ρ2at(t)

}
. (3.48)
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Figura 3.6: Concurrencia promedio como una función del tiempo para los tres mo-
delos como se indican en las etiquetas para N = 2000, el promedio fue tomado
sobre 1000 condiciones aleatorias iniciales. Los puntos rojos indican el valor analítico
promedio evaluados en los tiempos �jos dados en las ecuaciones (3.46) y (3.47)

Si la pureza toma el valor de uno corresponde a un estado puro reducido y por

tanto no hay entrelazamiento entre los átomos y el oscilador. El valor mínimo de la

pureza es 1/4 y corresponde a un estado mixto máximo de los átomos y el entrela-

zamiento máximo correspondiente en la bipartición oscilador-átomos.

Usando la ecuación (3.43), podemos calcular la pureza atómica, para múltiplos

impares de un cuarto del tiempo de resurgimiento, dando como resultado lo siguiente

P

(
ktt
4

)
= p2 + (1− p)

(
1− |c−|2

)
. (3.49)

p = |c−|2 + |d−|2.

En el caso de múltiplos impares de la mitad del tiempo de resurgimiento, uno

llega al siguiente resultado

P

(
ktt
2

)
= p2 + (1− p)2 ≤ P

(
ktt
4

)
. (3.50)
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Es importante notar que el entrelazamiento entre los modos y los átomos en múl-

tiplos impares de tr/4 y tr/2 depende completamente de las probabilidades iniciales

de los estados |Ψ−〉 y |Φ−〉. Si inicialmente ninguno de estos estados está poblado, la

purea de la matriz de densidad reducida atómica es uno y por tanto no se presenta

entrelazamiento en la partición átomo-oscilador en estos tiempos especí�cos.

3.6. Operaciones entrelazadoras

En esta sección introduciremos las operaciones entrelazadoras que pueden ser im-

plementadas con el sistema antes mencionado y que puede ser usada en protocolos

de información cuántica. Los resultados recaen en la solución aproximada del vector

de estado de la ecuación (3.17) para un tiempo de interacción tr/2, donde la parte

dependiente del tiempo toma la forma simple de la ecuación (3.28). Puesto que esta-

mos interesados en este tiempo de interacción, es conveniente introducir la siguiente

forma corta del operador de evolución que será utilizado en esta sección

U = e−iV tr/2~, θ = δN tr/2. (3.51)

Algunas de las operaciones de dos qubits no serán unitarias, sin embargo estas pueden

ser importantes en tareas de información cuántica. Por ejemplo, se ha mostrado que

una de ellas puede reemplazar la compuerta CNOT en protocolos de puri�cación de

entrelazamiento de recurrencia [23, 26].

3.6.1. Operaciones de dos qubits

Consideremos un esquema para implementar operaciones cuánticas basadas en

proyectores de estados de Bell. Inspeccionando las ecuaciones (3.17) y (3.28) uno

puede reescribir la solución aproximada del vector de estado al tiempo tr/2 en la

siguiente forma conveniente

U |ψ〉 |α〉 '
(
c− |Ψ−〉+ d− |Φ−〉

)
|α〉+ (c+ |Ψθ〉+ d+ |Φθ〉) |−α〉 , (3.52)
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con los siguientes estados máximamente entrelazados y ortogonales

|Ψθ〉 = cos θ |Ψ+〉+ i sin θ |Φ+〉 , (3.53)

|Φθ〉 = −i sin θ |Ψ+〉 − cos θ |Φ+〉 .

Los coe�cientes c1 y d1 en la ecuación (3.29) representan respectivamente las am-

plitudes de probabilidad inicial de estos dos estados. Es importante notar que al

medir el estado del oscilador |α〉 o |−α〉 selecciona posteriormente a los átomos en

un estado que depende de los parámetros del sistema y no meramente del estado

atómico inicial. Esto puede evitarse aplicando inicialmente una compuerta cuántica

que transforme los estados de Bell simétricamente. Para este propósito introducimos

la siguiente compuerta unitaria

Gθ = |Ψθ〉 |Ψ+〉 − |Φθ〉 |Φ+〉+ |Ψ−〉 |Ψ−〉+ |Φ−〉 |Φ−〉 . (3.54)

Es importante resaltar que l signo menos es crucial, ya que de esta forma la compuerta

cuántica requerida es separable y puede ser expresada en términos de compuertas

separable (de un solo átomo), como

Gθ = gθ ⊗ gθ, gθ = cos
θ

2
I + i sin

θ

2
σx. (3.55)

Usando esta compuerta antes de la interacción, uno puede obtener los estados a

la mitad del tiempo de resurgimiento dados por

UGθ |ψ〉 |α〉 '
(
c− |Ψ−〉+ d− |Φ−〉

)
|α〉 (3.56)

+
(
c+ |Ψ+〉 − d+ |Φ+〉

)
|−α〉 .

Con este resultado, midiendo el estado del oscilador en |α〉 o |−α〉 corresponde res-
pectivamente a las siguientes operaciones cuánticas

M = |Ψ−〉 〈Ψ−|+ |Φ−〉 〈Φ−| , (3.57)

L = |Ψ+〉 〈Ψ+| − |Φ+〉 〈Φ+| .

La compuerta M ya ha sido utilizada en lugar de la compuerta CNOT en protocolos
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de puri�cación [26]. La operación L también puede ser considerada en una con�gu-

ración de este tipo con la �nalidad de mejorar la e�ciencia de estos protocolos de

puri�cación de entrelazamiento.

Es importante comentar que para la medición del campo fotónico una proyección

sobre los estados coherentes no es estrictamente necesaria. Una proyección sobre los

estados propios de la posición o una suma ponderada de estados propios de posición

cercanos al estado coherente conducirían a la misma postselección atómica. En el caso

de la trampa de iones, uno podría requerir la medición de un modo de oscilación de los

iones, tal como el movimiento del centro de masa. Una desventaja en este caso es que

una medición de la posición del ion destruye su estado interno. Para solucionar este

problema, uno podría incluir iones auxiliares en la cadena que no deberían estar en

contacto con el láser que genera la interacción con el movimiento del centro de masa.

Al �nal de la interacción, los iones auxiliares podrían ser redirigidos individualmente

[33, 34, 35] con otros láseres a �n de medir su posición mediante su �uorescencia.

Se ha presentado un estudio analítico teórico de un modelo de Tavis-Cummings no

lineal de dos átomos con una interacción dependiente de la intensidad. La resolución

exacta del modelo ha sido mostrada identi�cando las dos constantes de movimiento.

Introduciendo una imagen de interacción conveniente hemos sido capaces de resolver

el problema dependiente del tiempo para estados coherentes arbitrarios iniciales.

Además considerando un número promedio grande de cuantos en el oscilador, hemos

derivado una expresión aproximada analítica dada en términos de estado atómicos

de Bell y estados coherentes del oscilador que han sido probados numéricamente

usando su �delidad con respecto a la expresión exacta. Se probó que la solución

aproximada del vector de estado dependiente del tiempo es muy útil en el análisis de

las características dinámicas, más especí�camente, en el entrelazamiento del sistema.

El resultado más importante es que, con la forma aproximada del vector de estado es

posible introducir operaciones entrelazadoras de dos qubits útiles en los protocolos

de puri�cación.
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Puri�cación de entrelazamiento

incluyendo estados mixtos con

entrelazamiento máximo

4.1. Proceso de puri�cación en una iteración

Como se observó en el capítulo anterior es posible obtener diversas compuertas

cuánticas derivadas de los modelos de átomos en cavidades. En esta parte del trabajo

consideramos una modi�cación del protocolo de puri�cación introducido en [23], el

cual está basado en la operación cuántica de dos qubitsM−. En este caso utilizaremos

las siguientes dos operaciones

M± = |Ψ±〉 〈Ψ±| ± |Φ±〉 〈Φ±| , (4.1)

donde |Ψ±〉, |Φ±〉 son los estados de Bell. Donde M+ es la compuerta cuántica obte-

nida en el capitulo anterior.

Cada iteración del protocolo de puri�cación puede ser resumida en tres partes,

como sigue: (I) Una operación cuántica M± es aplicada bilateralmente en cada labo-

ratorio, transformando los cuatro qubits iniciales ρ en el estado

ρ± = Π± ρΠ†±, Π± = MA1,A2
± MB1,B2

± . (4.2)

57
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Como la operación cuántica Π± no es unitaria, ρ± en general no está normalizada,

una forma de implementar la compuerta M± fue introducida en el capítulo anterior.

(II) Los qubits A2 y B2 son medidos en la base computacional y descartados con la

�nalidad de obtener los qubits A1 y B1 en el estado

ρ̃±A1,B1 = q−1± TrA2,B2

{
ρ± |jk〉 〈jk|A1,B1

}
, (4.3)

donde |jk〉A2,B2 ≡ |j〉A2 |k〉B2 con j, k ∈ {0, 1} y donde hemos considerado la norma-

lización del estado dada por

q± = TrA2,B2

{
Π±ρΠ†± |jk〉 〈jk|

A1,B1

}
. (4.4)

Este factor de normalización es la probabilidad de éxito de que la implementación

de Π± y las mediciones de A2 y B2 se lleven a cabo. (III) Fin´almente, y dependiendo

del resultado de la medición, las compuertas de un sólo qubit son aplicadas a A1 y

B1 en la siguiente forma

ρ±A1,B1 =
(
V A1
j V B1

k+1

)
ρ̃±A1,B1

(
V A1
j V B1

k+1

)†
, (4.5)

con la compuerta de un solo qubit Vj = |1〉 〈j ⊕ 1|+i |0〉 〈j| expresada en términos de

⊕ que denota la suma módulo 2. Este último tercer paso no afecta el entrelazamiento.

Después de estos tres pasos y dependiendo de qué tipo de compuertas M± haya

sido usada, uno puede obtener los elementos de matriz ρ± describiendo solo a los

qubits A1 y B1, los cuales están dados por

ρ±11 =
ρ211 + ρ222 ± ρ212 ± ρ221

2q±
, ρ±22 =

ρ33ρ44 ± |ρ34|2

q±
,

ρ±44 =
ρ233 + ρ244 ± ρ234 ± ρ243

2q±
, ρ±33 =

ρ11ρ22 ± |ρ12|2

q±
,

ρ±14 =
ρ214 + ρ223 ± ρ213 ± ρ224

2q±
, ρ±23 =

ρ∗23ρ
∗
14 ± ρ∗13r∗24
q±

. (4.6)

Junto con sus elementos transpuestos que pueden ser obtenidos con ρ±41 = (ρ±14)
∗.

Cuando la compuerta M− es aplicada el sistema de dos qubits cae en un estado X,

donde ρ−12 = ρ−13 = ρ−41 = ρ−42 = 0. En el caso de la compuerta M+, uno encuentra los
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siguientes elementos diferentes de cero

ρ+12 =
ρ13ρ14 + ρ23ρ24

iq±
, ρ+13 =

ρ11ρ12 + ρ22ρ21
iq±

,

ρ+42 =
ρ44ρ43 + ρ33ρ34

iq±
, ρ+43 =

ρ31ρ32 + ρ41ρ42
iq±

. (4.7)

Notemos que si ρ ya está en un estado X entonces todas las contribuciones en

Eq. (4.7) desaparecen y los elementos en Eq. (4.9) son iguales en ambos casos (±).
La probabilidad de éxito puede ser evaluada para el caso general y está dada por

q±(ρ) =
(ρ11 + ρ22)

2 + (ρ33 + ρ44)
2

2
± 2Re[ρ12]

2 ± 2Re[ρ34]
2. (4.8)

Note que q− + q+ < 1, esto es debido al hecho que todavía hay dos eventos

faltantes del proceso, que vienen dadas cuando M∓ es aplicada en laboratorio A o

en el laboratorio B. En este caso uno obtiene una matriz completamente llena, con

muchos elementos diferentes y no susceptible de ser puri�cada.

4.1.1. Iteraciones posteriores y probabilidad total de éxito

Después de una primera iteración con la compuertaM−, los estados se convierten

en estados X, por tanto de la ecuación (4.9) uno puede notar que es posible usar

ambas compuertas M±, donde los elementos diferentes de cero estarán dados por

ρ′′11 =
ρ′211 + ρ′222
p(ρ′)

, ρ′′44 =
ρ′233 + ρ′244
p(ρ′)

, ρ′′14 =
ρ′214 + ρ′223
p(ρ′)

,

ρ′′22 = 2
ρ′33ρ

′
44

p(ρ′)
, ρ′′33 = 2

ρ′11ρ
′
22

p(ρ′)
, ρ′′23 = 2

ρ′∗23ρ
′∗
14

p(ρ′)
, (4.9)

donde hemos identi�cado ρ′ = ρ− y la probabilidad de éxito p(ρ′) como una función

de los elementos de matriz, de�nida como

p(ρ) = (ρ11 + ρ22)
2 + (ρ33 + ρ44)

2. (4.10)

Las iteraciones del proceso de puri�cación pueden ser bosquejadas de la siguiente
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forma

ρ
M−−−→ ρ− = ρ′

M±−−→ ρ′′
M±−−→ ρ′′′ . . . ρ(l)

M±−−→ ρ(l+1)

con el estado inicial ρ un estado mixto de dos qubits arbitrario. Las aplicaciones

posteriores del mapeo son representados usando ρ′′, que representa la segunda itera-

ción, que también puede ser representada como ρ(2). Es importante notar que en la

primera iteración solo la compuerta M− es considerada. Si sabe que el estado inicial

ya está en un estado X entonces la compuertaM+ puede ser aplicada. De esta forma

uno puede obtener la probabilidad de éxito del proceso completo, dada por

P = q−(ρ)p(ρ′)p(ρ′′) · · · = q−(ρ)
∞∏
l=1

p(ρ(l)). (4.11)

Si el estado ya está en un estadoX, la probabilidad de éxito total toma la siguiente

forma

PX = p(ρ)p(ρ′)p(ρ′′) · · · =
∞∏
l=0

p(ρ(l)). (4.12)

Con esto mostramos que implementar una compuerta adicional al protocolo de

puri�cación ya estudiado, se mejora la e�ciencia de puri�cación, puesto que la pro-

babilidad de éxito es mayor en cada iteración.

4.2. Estados diagonales en la base Bell

4.2.1. Estados diagonales sin usar operaciones twirling

Una característica del protocolo presentado en esta sección es la capacidad de ob-

tener estados diagonales en la base de Bell sin usar las típicas operaciones twirling,

logrando además que en este proceso los estados incrementen su grado de entrelaza-

miento. Para esto es requerido que el estado sea llevado a su forma X y posterior-

mente compuertas Hadamard son aplicadas en cada qubit llevando el estado a una
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forma diagonal de Bell, ρ̃′ = H⊗
2
ρ′H⊗

2


ρ′11 0 0 ρ′14

0 ρ′22 ρ′23 0

0 ρ′32 ρ′33 0

ρ′11 0 0 ρ′14

→

ρ′11 −ρ′14 0 0

−ρ′41 ρ′44 0 0

0 0 ρ′33 ρ′32

0 0 ρ′23 ρ′22

 ,

una segunda iteración con este estado nos lleva al estado diagonal con los siguientes

elementos de matriz

ρ̃′′11 = (ρ′211 + ρ′244 − ρ′214 − ρ′241)/2p̃(ρ′)

ρ̃′′22 = (ρ′22ρ
′
33 − ρ′23ρ′32)/p̃(ρ′)

ρ̃′′33 = (ρ′11ρ
′
44 − ρ′14ρ′41)/p̃(ρ′)

ρ̃′′44 = (ρ′222 + ρ′233 − ρ′223 − ρ′232)/2p̃(ρ′), (4.13)

donde

p̃(ρ) = q−(H⊗2ρH⊗2) (4.14)

=
(ρ11 + ρ44)

2 + (ρ22 + ρ33)
2

2
− (ρ14 + ρ41)

2 − (ρ23 + ρ32)
2

2
.

Esto se puede considerar como una modi�cación de nuestro protocolo que puede

ser resumida como

H⊗2ρ′H⊗2
M−−−→ ρ̃′′

M±−−→ ρ̃′′′ . . . ρ̃(l)
M±−−→ ρ̃(l+1).

En este caso la probabilidad de éxito total toma la forma

P̃ = q−(ρ)p̃(ρ′)p(ρ̃′′) · · · = q−(ρ)p̃(ρ′)
∞∏
l=2

p(ρ̃(l)). (4.15)

4.2.2. Probabilidad total de éxito para estados de rango 2

Los estados de rango dos en la base de Bell, es decir, una superposición incohe-

rente de dos estados de Bell, permiten un cálculo analítico de la probabilidad de éxito
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total. Hay 6 posibles formas de combinar dos estados de Bell para formar una matriz

de densidad diagonal con solo dos valores propios distintos de cero. Restringimos el

análisis al estado que retiene su forma después de iteraciones sucesivas del protocolo,

es decir

ρ(n) = an |Ψ∓〉 〈Ψ∓|+ (1− an) |Ψ±〉 〈Ψ±| . (4.16)

Por razones de simetría y sin pérdida de generalidad , uno puede tomar 1/2 <

a0 ≤ 1, donde a0 es la condición inicial. La expresión exacta para an después de

n iteraciones del mapeo (4.9) puede ser evaluada en una forma analítica. Se puede

encontrar una relación de recurrencia entre valores en iteraciones sucesivas

an =
a2n−1

a2n−1 + (1− an−1)2
=

a2
n

0

a2
n

0 + (1− a0)2n
. (4.17)

Esta relación de recurrencia de orden uno puede ser resuelta introduciendo la

variable auxiliar

bn = a−1n − 1 = b2n−1 = b2
n

0 . (4.18)

La probabilidad de éxito para la n-ésima iteración puede ser evaluada de los coe�-

cientes de las iteraciones previas como pn = a2n−1 +(1−an−1)2 = (1+bn)/(1+bn−1)
2.

La probabilidad de éxito total después de n iteraciones está dada por

Pn =
n∏
k=1

pk =
n∏
k=1

1 + b2
k

0

(1 + b2
k−1

0 )2
=

1 + b2
n

0

1− b2n0
1− b0
1 + b0

. (4.19)

Este resultado puede ser obtenido utilizando la siguiente relación con una suma

geométrica
n−1∏
k=0

(1 + x2
k

) =
2n−1∑
k=0

xk =
1− x2n

1− x
.

Por tanto la probabilidad de éxito total para puri�car estados diagonales de Bell,

nos lleva al siguiente resultado

P = ĺım
n→∞

Pn =
1− b0
1 + b0

= 2a0 − 1 = C0, (4.20)

donde C0 = 2a0 − 1 es la concurrencia del estado inicial. La situación es diferente
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para la superposición incoherente de estados |Ψ±〉 y |Φ±〉, en este caso dos iteraciones
son necesarias para alcanzar un estado de la forma (4.16). La primera iteración nos

da a1 = a20 + (1 − a0)2. Sin embargo esto pasa con probabilidad de éxito p1 = 1. El

mapeo dado en la ecuación (4.17) se mantiene para n ≥ 2, por tanto la probabilidad

de éxito total está dada por P = 2a1 − 1 = C1, con la que se puede demostrar que

P = (2a0 − 1)2 = C2
0 .

4.3. Estados mixtos con entrelazamiento máximo

Con los resultados de arriba, podemos también hacer un análisis para estados

mixtos con entrelazamiento máximo (MEMS) por sus siglas en inglés. Ishizaka e

Hiroshima estudiaron cómo la mezcla de los estados limita la cantidad de entrelaza-

miento que sería generado por la aplicación de transformaciones unitarias. Por esta

razón ellos proponen una clase de estados mixtos de dos qubits. Los estado en esta

clase tienen la propiedad, para un valor dado de la pureza ellos alcanzan un valor

máximo de de entrelazamiento [36].

Hasta transformaciones locales unitarias, que no cambian la pureza ni el entrela-

zamiento, ellos pueden ser parametrizados por una sola variable y separados en dos

categorías. De acuerdo [37], los estados tipo I, pueden ser expresados como

%I = α |Φ+〉 〈Φ+|+ (1− α) |01〉 〈01| , (4.21)

para α ∈ [2/3, 1], y de�niendo α± = (2 ± 3α)/6, los estados II pueden ser escritos

como

%II = α+ |Φ+〉 〈Φ+|+ α− |Φ−〉 〈Φ−|+
1

3
|01〉 〈01| (4.22)

para α ∈ [0, 2/3], con α± = (α± 1/3). La concurrencia para los dos tipos de estados

está dada por α. Estos estados delimitan la región físicamente posible en el diagrama

Concurrencia-Pureza.
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4.3.1. Proceso de puri�cación

Para el caso del protocolo de Deutsch el primer paso es llevar los MEMS a una

forma diagonal en la base de Bell

|01〉 〈01| → 1

2
|Ψ+〉 〈Ψ+|+ 1

2
|Ψ−〉 〈Ψ−| ,

donde la concurrencia es disminuida a 2α − 1 para el primer caso y α − 1
3
para el

segundo. La relación entre la concurrencia y la pureza para cada tipo de MEMS está

dada por las siguientes relaciones

C1 =
1

2

(
1 +
√

2P − 1
)
, (4.23)

C2 =

√
2

(
P − 1

3

)
.

Dichas relaciones son plasmada en el diagrama CP de la �gura 4.1.

Out[ ]=

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Concurrencia0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Pureza

MEMS

Figura 4.1: Diagrama Concurrencia-Pureza para Estados mixtos con entrelazamiento
máximo.

4.3.2. Puri�cación con nuestro protocolo

Los MEMS escritos como (4.21) y (4.22) están ya en su forma X, en esta parte del

trabajo presentamos una forma e�ciente para puri�car este tipo de estados, aplicando
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las compuertas Hadamard para obtener

H⊗2%IH
⊗2 = α |Φ+〉 〈Φ+|+ (1− α) |ϕ〉 〈ϕ| (4.24)

|ϕ〉 =
|Φ−〉 − |Ψ−〉√

2
.

Una sola iteración del protocolo es requerida para llevar este estado al estado de Bell

|Ψ−〉 con una probabilidad de éxito α/2.

En el caso de MEMS tipo II también pueden ser puri�cados con una probabilidad

de éxito α/2, aunque esto no suceda en una iteración. Los estados %II ya poseen una

forma X. Notando que aquí ρ′ = %II , encontramos que los elementos diferentes de

cero están dados por ρ′11 = ρ′14 = ρ′41 = ρ′44 = 1/2, mientras ρ′22 = α−, y ρ
′
33 = α+.

La probabilidad de éxito está dada por p̃(%II) = (α+ + α−)2/2 = 2/9 y el estado

resultante es el estado de rango 2

ρ =
9

2
α+α− |Φ−〉 〈Φ−|+ 9

α2
− + α2

+

4
|Ψ+〉 〈Ψ+| , (4.25)

que tiene una concurrencia 9/4(α+−α−)2 = 9α2/4, este estado puede ser puri�cado

con una probabilidad de éxito igual a su concurrencia 9α2/2, y dado el hecho de que

fue llevado a este estado desde %II con probabilidad 2/9, la probabilidad de éxito

total está dada por α2/2.

En la �gura (4.2) gra�camos el número de qubits requerido para puri�car a

los MEMS, estados diagonales en la base de Bell y estados de rango 2 en función

de su concurrencia. Donde el número de qubits se calcula como el inverso de la

probabilidad de éxito del protocolo elevado a la n, con n el número de iteraciones

necesarias para puri�car el estado. Es importante notar que este tipo de estados

pueden ser ajustados perfectamente por potencias inversas de la concurrencia. Estos

resultados fueron obtenidos con la modi�cación al protocolo de compuertas unitarias

y añadiendo las compuertas M±, y H.
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Figura 4.2: Número de qubits requeridos para puri�car MEMS, estados diagonales
y estados de rango dos en función de la concurrencia.

4.4. Estados de rango tres

En esta sección proponemos una clase de estados que son parametrizados de la

siguiente forma,

ρ = x |Φ+
θ 〉 〈Φ

+
θ |+ y |Φ−θ 〉 〈Φ

−
θ |+ (1− x− y) |01〉 〈01| , (4.26)

donde, x, y ∈ R, |Φ+
θ 〉 = cos θ/2 |00〉 + eiφ sin θ/2 |11〉 y |Φ−θ 〉 = e−iφ sin θ/2 |00〉 −

cos θ/2 |11〉, con θ ∈ (0, 2π). Utilizando la fórmula (3.44), podemos obtener que la

concurrencia para este tipo de estados está dada por la siguiente expresión

C = sin θ |x− y| , (4.27)

y su pureza es P = x2 + y2 + (1− x− y)2.

Por conveniencia podemos obtener los parámetros x y y, que parametrizan a los
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estados de rango tres, en términos de la concurrencia, pureza y el ángulo θ,

y =
1

6

(
2− 3C̃ ±

√
6P − 3C̃ − 2

)
, (4.28)

x = C̃ + y.

donde C̃ = C/ sin θ, con C ∈ [0, 1]. Es importante notar que además los parámetros

x, y, deben cumplir las siguientes condiciones, x+y <= 1, condición de normalización

y C̃ = x − y <= x + y. Con estas dos restricciones es posible generar una familia

de estados que cubren todo el diagrama CP en la región que es físicamente posible,

únicamente variando los parámetros x y y y θ.

En la �gura (4.3) gra�camos el diagrama CP para un valor �jo del ángulo theta,

θ = π/2, variando los parámetros x y y, además del lado derecho hemos colado

el número de iteraciones necesarias para poder puri�car a dichos estados. Podemos

darnos cuenta que para este valor del ángulo se cubre gran parte del diagrama con

estados físicamente aceptables, sin embargo al variar θ se logra cubrir totalmente el

diagrama. Una propiedad importante de estos estados es que, al igual que los MEMS,

ellos pueden ser puri�cados de una manera bastante e�ciente usando el protocolo

de compuertas no unitarias y las compuertas adicionales L y H, tal como en la

subsección anterior. Podemos notar en el diagrama que el número de iteraciones

requeridas para puri�car es bastante pequeño. Esto se debe también a que estos

estados después de aplicar H y una iteración del protocolo, se convierten en estados

diagonales con sólo dos entradas distintas de cero, �nalmente, recordemos que la

adición de la compuerta L aumenta por dos la probabilidad de éxito en cada iteración

del protocolo, por lo que el proceso de puri�cación es aún más rápido.

Cerramos este capítulo haciendo énfasis en la importancia de la implementación

de compuertas cuánticas de dos qubits en los protocolos de puri�cación. Puesto

que gracias a ellas la e�ciencia en cada iteración del proceso puede ser mejorada

aumentando la probabilidad de éxito, como fue en el caso de la compuerta M±.

Además es importante señalar cómo estas compuertas surgen de modelos de átomos

en cavidades, como los estudiados en el capitulo 3.
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Figura 4.3: Diagrama CP, en el cual son gra�cados los estados parametrizados por
(4.26), para un valor �jo de θ, θ = π/2, así mismo en la parte derecha colocamos el
número de iteraciones necesarias para puri�car dichos estados.



Capítulo 5

Conclusiones

La puri�cación de estados cuánticos entrelazados es crucial para el desarrollo de

las tecnologías cuánticas, ya que el entrelazamiento cuántico es el recurso necesa-

rio para poder llevarlas a cabo. Sin embargo ya que esta propiedad se ve afectada

por el entorno, los procesos de puri�cación son requeridos para así obtener estados

con entrelazamiento máximo. Con este trabajo hemos logrado mejorar la e�ciencia

de protocolos de puri�cación ya existentes, a través del uso de compuertas cuán-

ticas adicionales. Como primer resultado encontramos que al aplicar la compuerta

cuántica Hadamard, después de la primera iteración del protocolo de compuertas no

unitarias [23], obtenemos estados diagonales de manera directa, lo que evita el uso de

operaciones cuánticas adicionales , twirling, las cuales son difíciles de implementar y

además generan pérdida de entrelazamiento. Por lo que este resultado simpli�ca la

generación de estados diagonales en la base de Bell.

Posteriormente en el capitulo de 3 hemos hecho un estudio de un modelo de dos

átomos no lineal con una interacción dependiente de la intensidad. Se ha resuelto el

problema dependiente del tiempo para estados coherentes arbitrarios iniciales. Con-

siderando un número grande promedio de cuantos en el oscilador, hemos derivado

una expresión analítica dada en términos de estados de Bell y estados coherentes del

oscilador. La solución aproximada del vector de estado dependiente del tiempo es

muy útil para analizar el entrelazamiento del sistema. El resultado más importante,

es que con la forma aproximada del vector de estado es posible introducir operacio-

nes cuánticas de dos qubits, que son utilizadas en protocolos de puri�cación y que

69
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mejoran la e�ciencia de dichos procesos. Ya que esta compuerta incrementa por 2

la probabilidad de éxito en cada iteración del protocolo de compuertas no unitarias

[23].

Finalmente en el capítulo 4, con ayuda de las compuertas adicionales H y L

logramos puri�car de manera e�ciente a los MEMS. Encontramos que dichos estados

después de la aplicación de la compuerta H y la primera iteración del protocolo,

obtenemos estados diagonales con sólo dos entradas distintas de cero, lo que facilita

el procesos de puri�cación. Posteriormente se estudió el caso más general de estados

de rango 3, parametrizados por (4.26), los cuales tienen la característica de llenar

toda la región del diagrama CP, en la cual se encuentran todos los estados físicamente

posibles. De igual forma con ayuda de las compuertas H, M y L es posible puri�car

toda esta familia de estados en una forma muy e�ciente. De acuerdo a los resultados

obtenidos, hemos logrado puri�car una gran cantidad de estados con la ayuda de

nuevas compuertas cuánticas que surgen de manera natural en sistemas cuánticos

de átomos en cavidades y que optimizan el proceso de puri�cación. Este resultado

es relevante, puesto que la obtención de estados con entrelazamiento máximo son

cruciales para el desarrollo de tecnologías cuánticas.
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