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Resumen

Actualmente las tecnologias cuanticas juegan un rol importante en la sociedad,
va que el control cuantico que se tiene sobre algunos sistemas nos permite idear nue-
vos dispositivos que influyan en la calidad de vida de las personas. Como algunos
ejemplos podemos mencionar la informacién y computacion cuéntica, criptografia
cuantica, sensores cuanticos, etc. Un requisito indispensable en algunas tecnologias
cuanticas, es necesaria la cantidad cuantica conocida como “entrelazamiento”, sin
embargo esta propiedad se ve facilmente afectada por el entorno, por lo que es ne-
cesario restaurarla mediante un proceso conocido como protocolo de purificacion de
entrelazamiento. Este proceso consiste en realizar operaciones cuanticas sobre dos
pares de qubits (sistemas cuédnticos de dos niveles) , que se encuentran entrelazados
y separados espacialmente, con la finalidad de obtener un solo par con una fidelidad
mayor respecto a algin estado con entrelazamiento maximo. Este proceso se repite
las veces necesarias hasta obtener una fidelidad lo mas cercana posible a 1. En este
punto es importante mencionar que el nimero de pares de qubits necesarios esca-
la exponencialmente con el ntmero de iteraciones, por lo que se busca una buena
purificacion de estados con el menor nimero de iteraciones posibles.

Este trabajo esta enfocado en la mejora de la eficiencia de los protocolos de pu-
rificacion ya existentes,a través de la exploracion de operaciones cuénticas de qubits
individuales que podrian ser usadas en protocolos de purificacion. Tales operaciones
surgen de manera natural en los modelos de a&tomos en cavidades y trampas de iones,

como es el caso del modelo no lineal de Tavis-Cummings.



Abstract

Currently, quantum technologies play an important role in society, since the quan-
tum control that we have over some systems allows us to devise new devices that
influence people’s quality of life. As some examples we can mention quantum infor-
mation and computing, quantum cryptography, quantum sensors, etc. A prerequisite
in some quantum technologies, the quantum quantity known as “entanglement” is re-
quired, however this property is easily affected by the environment, so it is necessary
to restore it through a process known as entanglement purification protocol. This
process consists of performing quantum operations on two pairs of qubits (two-level
quantum systems), which are entangled and spatially separated, in order to obtain a
single pair with a higher fidelity with respect to some state with maximum entangle-
ment. This process is repeated as many times as necessary until obtaining a fidelity
as close as possible to 1. At this point it is important to mention that the number of
pairs of qubits needed scales exponentially with the number of iterations, so a good
purification of states is sought with the fewest possible number of iterations. This
work is focused on improving the efficiency of existing purification protocols, through
the exploration of individual qubit quantum operations that could be used in purifi-
cation protocols. Such operations arise naturally in models of atoms in cavities and

ion traps, such as the nonlinear Tavis-Cummings model.
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Introduccion

Las bases de la teoria de la informacion fueron establecidas por Claude E. Shan-
non en 1948 [1]. El sistema de comunicacion basicamente consistia de cinco partes:
un fuente de informacion, la cual producia un mensaje o una serie de mensajes que
serfan recibidos en una terminal; un transmisor que opera sobre el mensaje para pro-
ducir una senal que viaja sobre el canal; el canal, es el medio usado para transmitir la
senal; el receptor, quien reconstruye el mensaje a partir de la sefial (decodificacion)
y finalmente el destinatario, que es la persona a quien va dirigido el mensaje [1].
Se buscaba la transmision 6ptima de los mensajes utilizando de manera eficiente los
canales de comunicacion, calculando la tasa de transmision de informaciéon 6ptima
para cada canal. Ademés también estudié los problemas de criptografia y sistemas
secretos que proporcionaban interesantes aplicaciones en la teoria de la comunicacién

[2], asi como el estudio de la transmision de informacion en presencia de ruido [3].

La informacion se pens6 durante mucho tiempo en términos clasicos, sin embargo
una teorfa completamente cuantica de la informacion se ha ido consolidando como un
campo cientifico multidisciplinario que ha llamado la atencion de ingenieros, mate-
maticos, fisicos teéricos y experimentales. Algunos de los beneficios de esta teoria son
la comunicacion cuantica basada en protocolos de teleportacion [4, 5], la construccion
de computadoras cuanticas que podrian acelerar drasticamente la soluciéon a ciertos
problemas matemaéticos, ademés de la habilidad de las computadoras cuanticas para
factorizar nimeros de manera eficiente [6], la criptografia cuantica, es otra de las
aplicaciones que nos permite la transmision confidencial de informacion clasica, en
presencia de terceros [7|. Todos estos beneficios dependen de propiedades cuénti-
cas como el principio de incertidumbre, la interferencia, el entrelazamiento cuantico,
etc.[8].

11
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Puesto que la informaciéon cuéntica estudia los procesos de informacién utilizando
los principios de la mecanica cuantica, es necesario el estudio de estados, compuertas
y sistemas fisicos cuénticos que puedan ser montados experimentalmente, ademas del
estudio de datos cuanticos y su procesamiento. Un bit clasico, es un digito del sistema
de numeracion binario, que puede ser representado por los valores 0 y 1, empleado
como unidad minima de informacion en la teoria de la informaciéon, generalmente
un bit clésico es un sistema macroscopico y es descrito por uno o mas parametros
continuos tal como el voltaje [8]. En informacion y computacion cuéantica los bits
con construidos sobre un concepto analogo, el bit cuantico o "qubit"(quantum bit)
también tiene un estado, los estados bésicos son |0) y |1), que corresponden a 0
o 1 del bit clasico, donde hemos usado la notacién de Dirac para representar a
los estados en mecanica cuéntica [9]. También puede existir una superposicion de
estados representados mateméticamente como combinaciones lineales complejas de

los estados base |0) y |1), por ejemplo |8, 9]

) =al0) +81), (1)

con «, § complejos. Los estados |0) y |1) son conocidos como la base computacional

y forman una base completa y ortonormal.

La diferencia entre bits y qubits es que un bit puede contener un valor 0 o 1y
un qubit contiene ambos valores, hasta que éste es observado. La mecénica cuantica
nos dice que al medir un qubit obtenemos el resultado 0 con probabilidad |a|?, o el
resultado 1, con probabilidad |3|%, con |a]* + B> = 1 [9].

Un qubit, tipicamente es un sistema microscopico tal como un atomo o un espin
nuclear, es decir un sistema cuantico de dos niveles, como lo son los dos estados de
una particula de espin 1/2, el estado base y excitado de un d4tomo o las polarizaciones
horizontal y vertical de un solo foton [10]. El estado general de dos qubits tiene cuatro
estados en la base computacional denotados por |00), |01), [10) y |11), en un par de

qubits también puede existir superposicion de estos cuatro estados [9], dado por
W)> = Qo ‘00> + Qo1 |01> + o9 |10> + a1 |11> s (2)

similar al caso de un qubit, medir por ejemplo |00), ocurre con una probabilidad de
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|cvoo .

Estados como los descritos en la ecuacion (2) incluye a los conocidos estados de
Bell, los cuales son estados "entrelazados”" y corresponden a una situaciéon en la
cual el foton o el electréon por si s6lo no tienen un estado definido, aunque el par en
conjunto si lo tiene[8|. En la siguiente seccién daremos los detalles de esta propiedad
cudntica. La finalidad de este trabajo es explorar nuevas compuertas cuinticas que
nos permitan mejorar la calidad del entrelazamiento entre los estados, utilizando la

menor cantidad de recursos posibles.



Capitulo 1

Entrelazamiento y compuertas

cuanticas

1.1. Entrelazamiento cuantico

Entre las caracteristicas més famosas de la mecénica cuantica se encuentra el
efecto Einstein-Podolsky-Rosen [11], en el que fueron observadas correlaciones fuer-
tes andmalas entre particulas no interactuantes en el presente pero que habian in-
teractuado en el pasado. Este tipo de correlaciones ocurren sélo cuando el estado
del sistema completo estd "entrelazado". Un estado estd entrelazado si y solo si su
vector de estado |T) no puede ser expresado como un producto tensorial |1 4) ® | p)
de los estados individuales que lo componen.

El entrelazamiento es una propiedad de sistemas cuanticos multipartitas, sistemas
que consisten de dos partes A y B, que se encuentran separados a grandes distan-
cias como para interactuar, cuyo estado, puro o mixto, vive en un espacio de Hilbert
H = HA®Hg, que es un producto tensorial de los espacios de Hilbert de los sistemas
individuales [12]. Esta propiedad es un recurso importante para muchas de las tareas
de la informaciéon cuéntica, tal como la computaciéon y comunicacidén cuéantica, esta
propiedad es una herramienta esencial en fisica cuantica tanto experimental como
tedrica. Las primeras realizaciones experimentales de pares de fotones entrelazados
fueron usados para demostrar la naturaleza cuantica de las correlaciones de polari-

zacion que pueden ocurrir en procesos de decaimiento [13, 14, 15|, para confirmar

14
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predicciones cuénticas de la teoria de la radiacion [16] o para probar teoremas de
Bell y excluir descripciones realistas locales de los fenémenos cuanticos observados
[17, 18].

El entrelazamiento es un fenémeno cuantico en el cual los estados de uno o més ob-
jetos estan correlacionados, aiin cuando éstos se encuentren separados espacialmente,
como ejemplo de estados puros con entrelazamiento maximo podemos mencionar a

los estados de Bell que forman un base completa y ortonormal

oo L
W) = = (o) & 10) (L1)
D) = —(|00) % [11)).

>

2

Estados puros que no estédn entrelazados conforman la base computacional y estan

dados por

(W) = [00), W) = [11), (1.2)
(W) = [o01), W) = [10).

Algunas propiedades del entrelazamiento para estados puros son las siguientes
[12]

= Esta propiedad se conserva bajo operaciones locales unitarias, dicha transfor-

macioén unitaria puede ser representada por U = Uy ® Up.

= El entrelazamiento entre un par de sistemas cuanticos puede ser purificado con
la finalidad de obtener pares entrelazados con una mayor fidelidad, utilizando

unicamente operaciones locales y comunicaciéon clasica entre los laboratorios.

Varios trabajos se han realizado con la intencién de encontrar medidas cuantitati-
vas de entrelazamiento, particularmente para estados mixtos de un sistema bipartita
[19, 12|, quiza la méas bésica de estas mediciones es el entrelazamiento de formacion,
que tiene por objetivo cuantificar los recursos necesarios para crear un determina-

do estado entrelazado [20]. El problema de medir el entrelazamiento sigue abierto,
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puesto que es complicado para sistemas multipartitas, sin embargo para sistemas bi-
partitas el problema esta claro en el caso de estados puros, pero para estados mixtos
tinicamente se conoce la férmula analitica para dos qubits. “ El entrelazamiento de
formacion es definido como sigue [12], dada una matriz de densidad p de un par de
sistemas cuanticos A y B, considere todas las posibles descomposiciones de estados

puros p, es decir, los estados |i;) con probabilidades p;, tales que
p= Zpi |thi) (Wil (1.3)

para cada estado puro, el entrelazamiento E es definido como la entropia de cual-

quiera de los dos subsistemas A y B [19, 20|

E(y) = =Tr (palogy pa) = —Tr (pp log, pg) , (1.4)

donde pa es la traza parcial de |¢) (| sobre el subsistema A, de manera analoga
para pp. La traza parcial es una generalizacion de la traza. Donde Trg es un mapeo
de operadores sobre el sistema B. Y nos permite analizar de manera independiente

cada uno de los subsistemas.

El entrelazamiento de formacién para un par de qubits puede ser expresado como
una funcion explicita de la matriz de densidad p [20], haciendo uso de la transforma-
cion " spin-flip", la cual es una funcién aplicable a estados con un nimero arbitrario
de qubits. Para un estado de un solo qubit, esta transformacion es definida como

sigue
[0) = oy |4, (1.5)

donde [1)*) es el complejo conjugado de [¢) y o, = <0 _02> una de las matrices de
i
Pauli.

Para realizar la transformacion spin-flip sobre n qubits se aplica a cada qubit

individual, en el caso de dos qubits, el estado es transformado de la siguiente forma

p=(o,®0y)p" (0, @0,). (1.6)
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Aunque se ha introducido la operacién spin-flip para lidiar con estados mixtos, el
concepto es también conveniente para expresar el entrelazamiento de un estado puro
de dos qubits. Se ha mostrado en [21] que el entrelazamiento definido en (1.4) puede

ser escrito como E(¢) = E (C(v)), donde C, la concurrencia es definida como

() = (I, (1.7)

En el caso especial del entrelazamiento entre dos qubits una férmula para el entre-
lazamiento de formacion de estados mixtos ya ha sido probada [21], E(p) = (C(p)),

con
C(p) = max {O, )\1 — )\2 — )\3 — )\4} s (18)

donde \;, 72 = 1,...4, son los valores propios de la matriz no Hermitiana pp ordenados

de manera decreciente.

Mas alla de confirmar la validez de la mecanica cuantica, el entrelazamiento
cuantico ha asumido un rol vital en la teoria de la informacion, por lo que esta

propiedad serd utilizada a lo largo de este trabajo.

1.2. Operaciones cuanticas

Una computadora clasica es construida de circuitos eléctricos compuestos por
cables y compuertas logicas, de manera analoga una computadora cuantica requiere
de circuitos cuanticos, compuestos por compuertas cuanticas elementales para ma-

nipular la informacion cuéntica [9].

Como ejemplo consideremos la compuerta logica clasica de un solo bit, la com-
puerta NOT, la cual es definida por su tabla de verdad en la cual 0 - 1y 1 — 0,
es decir, los bits 0 y 1 son intercambiados. Una compuerta analoga cuantica NOT
también puede ser definida [9]. La compuerta cuantica NOT actta linealmente, es

decir, toma el estado

[¢) ]0) + B[1) (1.9)
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y lo transforma en

vy = a|l) + 2]0). (1.10)

Podemos definir una matriz X para representar la compuerta NOT como sigue

(01
X = (1 0)’ (1.11)

si escribimos el estado cuantico en notacién vectorial, entonces la correspondiente

salida de la compuerta NOT es representada como

-0

Se pueden construir muchas compuertas de un solo qubit, entre ellas podemos

mencionar las siguientes [9]

{0 =i (1 0
() () "

otra de ellas es la compuerta Hadamard

1 (11
-5 o

Una compuerta unitaria arbitraria de un solo qubit puede ser descompuesta como

un producto de rotaciones, por ejemplo un rotaciéon en torno a alguno de los ejes

<0087/2 —sin7/2> (1.15)

siny/2  cos~y/2

y una compuerta que puede ser entendida como una rotaciéon alrededor del eje Z,

junto con un corrimiento de fase global, e, por lo que una compuerta logica cuantica
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arbitraria de un solo qubit puede ser representada como [9]

[ — oo e”P2 0 cosy/2 —siny/2\ (e /2 0 (1.16)
=e , , : :
0 €P2) \siny/2 cosvy/2 0 e??

1.2.1. Compuertas cuanticas de dos qubits

Las compuertas cuanticas pueden ser aplicadas a cualquier subconjunto de qubits,
por lo que una familia universal de compuertas puede ser implementada [9]. La tipica
compuerta cuantica légica multi-qubits es la compuerta NOT-Controlada o CNOT.
Esta compuerta tiene dos qubits de entrada, conocidos como el qubit de control y el
qubit objetivo. La acciéon de la compuerta podria describirse como sigue: si el qubit
de control es establecido como 0, entonces el qubit objetivo permanece sin cambio, si
el qubit de control es establecido como 1, entones el qubit objetivo es intercambiado,

es decir,

00) — |00)  [10) — |11) (1.17)
01) — [01)  [11) — |10).

El objetivo es desarrollar una teoria general de transformaciones de estados que
puedan ser realizadas en un sistema bipartita sin la necesidad de juntar las partes.
Considere estas transformaciones para ser realizadas por “Alice” y “Bob” cada uno
teniendo acceso a los subsistemas. Permitimos a Alice y Bob realizar acciones locales
sobre los sistemas de dos qubits, por ejemplo, transformaciones unitarias y mediciones
en sus respectivos subsistemas y en ocasiones se les permite coordinar sus acciones

mediante comunicacion clasica entre ellos [12].

1.3. Teleportaciéon cuantica

La teleportacion cuéntica es una técnica que nos permite transmitir informacion
de estados cuanticos, incluso en ausencia de un canal de comunicacién cuantico entre
el mensajero y el receptor [9]. El objetivo principal del protocolo de teleportacion es
transmitir la informacion de qubit A a un qubit distante C', utilizando operaciones

cuanticas de dos qubits locales y comunicacion clasica entre los laboratorios.
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El protocolo funciona de la siguiente manera [9], suponemos que Alice se encuen-
tra en su laboratorio y tiene dos qubits A y B, por otro lado Bob en su laboratorio
tiene acceso a un qubit C' que en el pasado fue entrelazado con el qubit B y es
descrito por un estado puro con entrelazamiento maximo, por ejemplo uno de los
estados de Bell |®7), ver fig. (1.1).

A

o

B (D) C
Alice ¢ Bob.

Figura 1.1: Diagrama del protocolo de teleportacion. El objetivo de este protocolo
es transmitir la informacion del qubit A, descrito por |¢) 4, a un qubit distante C
usando unicamente operaciones cuanticas locales en los laboratorios de Alice y Bob
y comunicacion clésica entre ellos.

La meta es transmitir la informacion del qubit A, el cual es descrito por el estado
|Y) , = a|0) ,+5|1) , a Bob. Donde la etiqueta hace referencia al estado del qubit A.
Alice hace interaccionar su qubit A con el qubit B, sin embargo al estar entrelazado
con C' el qubit de Bob automaticamente se ve afectado por esta interaccion, el estado

del sistema completo es descrito por

) = |

=

YA ® 127 e (1.18)

(a |O>A + |1>A) ® (|OO>BC + ’11>BC)

Sl- sl

([00) 45 |0) o + @ |01) 45 (1) + B10) 45 [0) + B[11) 45 1))

—_

= _HCI)+>AB (a]0) + |1>)c +|@7) ap (]0) — B |1>)c
+ ) 4p (@]1) + B10)) e + V7)) 45 (a[1) = B10))c]-

[\]

De la ecuacion (1.18) podemos notar que el estado total del sistema se ve como
una combinacién entre cuatro estados de Bell y el estado inicial del qubit A que
inicialmente queriamos teleportar. El siguiente paso del protocolo consiste en realizar

una medicion por Alice, es decir, proyectar sobre alguno de los cuatro estado de Bell.



Capitulo 1. FEntrelazamiento y compuertas cudnticas 21

Es importante mencionar que Alice s6lo tiene acceso a los qubits que estan en su
laboratorio, A y B. En el momento en el que Alice realiza su medicion, el qubit C'
de Bob también colapsara a un estado en particular. Por ejemplo si Alice proyecta
sobre el estado |®*) el qubit C' colapsa al estado a|0) + 5 |1), el cual queriamos
teleportar. Sin embargo si Alice mide el estado |®7), el qubit C' colapsa al estado
a|0) — 5|1). En este caso Alice comunica a Bob de manera clasica que realice una
operacion sobre su qubit tal que U («|0) — S |1)) — «|0) 4+ 5 |1) para asi obtener la
informacion del qubit original.

Es importante mencionar que la teleportacién cuantica no permite una comuni-
cacion mas rapida que la velocidad de la luz, ya que para completar el proceso de
teleportacion Alice debe transmitir el resultado de su mediciéon a Bob a través de un
canal de comunicacion clésico|9].

La teleportacion es crucial en la teoria de la informacion ya que representa un
ingrediente fundamental en el desarrollo de muchas tecnologias cuénticas [22|. La
teleportacion cuantica ha sido alcanzada en los laboratorios alrededor del mundo
usando una variedad de tecnologia [22], incluyendo qubits fotonicos, resonancia mag-
nética nuclear, modelos 6pticos, ensambles atomicos, &tomos atrapados y sistemas de
estado solido. Hoy en dia estamos viviendo una era de grandes avances tecnoloégicos
en los que el control cuéntico que se tiene sobre algunos sistemas nos permite idear
nuevas aplicaciones, por lo tanto es de suma importancia obtener sistemas cuanticos
cuyo entrelazamiento sea el maximo posible, ya que esta cantidad es el recurso nece-
sario para poder llevar cabo todas las tareas en computaciéon e informacién cuantica.
En el capitulo 2 hablaremos sobre los procesos de purificaciéon de estados cuanticos
y como puede mejorarse la eficiencia de estos protocolos para optimizar el uso de
este recurso. Posteriormente en el capitulo 3, hablamos sobre el modelo de Tavis-
Cummings no lineal y como a partir de éste surgen de manera natural compuertas
cuanticas que pueden ser utilizadas en los protocolos de purificacion para mejorar la
eficiencia. Finalmente en el capitulo 4, tratamos la purificacién de diferentes tipos de
estados con las modificaciones adecuadas a los protocolos de purificacion ya existen-
tes, con la finalidad de disminuir el nimero de iteraciones necesarias para purificar

a los estados.
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Purificacion de entrelazamiento

2.1. Protocolos de purificaciéon de entrelazamiento

El entrelazamiento es el recurso fundamental para llevar a cabo las tareas de
comunicacion cudntica. Sin embargo los estados entrelazados generados son estados
ruidosos debido a su interaccién con el entorno, por lo que es necesario llevar a cabo
un proceso de purificacion. El objetivo principal de estos protocolos es intercambiar
dos pares de qubits con cierto grado de entrelazamiento por un par que tenga un
grado mayor, usando tinicamente operaciones locales en los laboratorios distantes (A

y B) y comunicacion clasica entre ellos [23], ver diagrama (2.1).

A B
F
o e
M M
F
O \
F'>F 11
o 0

Figura 2.1: Diagrama protocolo de purificaciéon. Se realizan operaciones locales de
dos qubits en los laboratorios A y B, con el objetivo de intercambiar un par de qubits
entrelazado por uno con mayor grado de entrelazamiento.

22
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Este proceso se repite hasta que la fidelidad del estado respecto a un estado con
entrelazamiento maximo sea lo méas cercana posible a 1. La fidelidad del estado p

mixto general de dos qubit viene dada por la siguiente expresion [5]
F= (0 |plu), (2.1)

en este caso la fidelidad ha sido tomada con respecto a uno de los estados de Bell.
Es importante mencionar que el nimero de qubits requeridos en un protocolo

de purificacién crece de manera exponencial con el ntimero de iteraciones necesarias

para purificar los estados, por lo que se busca una purificacion eficiente con el menor

numero de pasos posibles.

2.1.1. Protocolo de Bennett

El primer protocolo de purificaciéon fue introducido por Bennett y colaboradores
[5]. Este protocolo utiliza estados diagonales en la base de Bell, caracterizados por
un so6lo parametro F', dichos estados son conocidos como estados de Werner, dados
por

pw(F) = F 0 (0 2 () (] 407 (07| 4 [00) (87]) . (29)

Una de las ventajas de describir a los estados de esta forma es que su fidelidad queda
determinada tinicamente por el parametro F'. Un estado general bipartita puede ser
transformado en un estado de Werner mediante la aplicacion de operaciones unitarias
aleatorias del grupo SU(2), conocidas como operaciones "twirling"[12].

Este protocolo de purificacion utiliza las siguientes operaciones locales [5]:

= Rotaciones unilaterales de Pauli, es decir que se aplican tnicamente a uno de

los pares de qubits.

» Rotaciones de 7/2 bilaterales, operaciones que son aplicadas por ambos obser-

vadores a los pares de qubits.

» Compuertas cuanticas unitarias como X-OR y NOT-Controlada realizadas de

manera bilateral.
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También es importante mencionar que en este protocolo la fidelidad inicial de los
estados, respecto a |U™), debe ser mayor a 1/2; para asegurar la convergencia de la
fidelidad a 1.

En la figura 2.2 graficamos la fidelidad de estados diagonales de Werner, en fun-
cion de la fidelidad posterior a la primera y segunda iteraciéon. Podemos notar como

la fidelidad aumenta desde la primera iteraciéon del protocolo.

Fid-post
0.9
0.8 - °
[ ]
0.7 .’.¢° 1ra iteracion
« 2da iteracion
0.6
0.5

Fid-in
050 055 060 065 0.70 0.75

Figura 2.2: Gréfica de la fidelidad inicial de estados diagonales de Werner en funciéon
de la fidelidad posterior a la primera y segunda iteracion.

2.1.2. Protocolo de purificaciéon de Deutsch

El protocolo de Deutsch al igual que el de Bennett, fue de los primeros protoco-
los de purificacion de entrelazamiento. En este trabajo [24] presentan un protocolo
basado en un algoritmo cuéntico iterativo, que usa la compuerta unitaria NOT-
Controlada y estado diagonales arbitrarios en la base de Bell.

Para ver los efectos de este procedimiento, considere el caso en el cual cada par
de qubits esta en el estado p y el estado conjunto de los dos pares de qubits es
el producto p ® ﬁ’. Donde p comprende los dos qubits que llamaremos qubits de
control y ¢/ los dos qubits objetivo. Alice y Bob miden los qubits objetivo en la base
computacional. Si las mediciones coinciden, es decir, que ambos espines estan arriba
o abajo, ellos mantienen el par de qubits de control para la segunda iteracion del
protocolo y descartan el par objetivo, si la salida de la medicion no coincide, ambos
pares son descartados.

El operador p es expresado en la base de Bell, {|®T) ,|U™), |UT) |®7)} y ademés
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denotamos por {A, B,C, D} los elementos de la diagonal de los estados en tal base.
Note que A = (®T|p|®T) es la fidelidad inicial. El objetivo es aproximar la fidelidad
a 1, lo cual implica que los otros elementos se vayan a cero.

En la segunda iteracion del protocolo el operador de densidad se vera modificado

como /5 con los siguientes elementos en la diagonal {fl, B,C, D}, donde

N A2+ B? - 2CD
A = — = B="" 2.3
N N’ (2.3)
- C? + D? . 2AB
C — _— D = —
N N’

con N = (A+ B)?*+4(C'+ D)? la probabilidad de que Alice y Bob obtengan resultados
coincidentes en las mediciones de un par de qubits objetivo. En este protocolo la fide-
lidad inicial de los estados, A, debe ser mayor a 1/2, para garantizar la convergencia
de la fidelidad a 1, de forma similar al caso del protocolo de Bennett [5]. En este
caso se tienen 3 parametros, por lo cual es mas dificil determinar su convergencia.

Sin embargo el resultado ya estd hecho en [25].

2.1.3. Protocolo de purificacién con compuertas no unitarias

Este protocolo de purificacion se diferencia de los otros protocolos en dos pasos
esenciales [23]. En el primero, no es necesaria la aplicacién de rotaciones unitarias
aleatorias locales para transformar los estados en estados diagonales o estados de
Werner, ya que este protocolo usa estados en la base de Bell completamente arbitra-

rios, dados por p = Zijzl rij %) (j|, donde
D=, 2=[e7), B)=[eh), [M)=vT). (2.4)

Segundo, la aplicacion de compuertas NOT-controladas son reemplazadas por una
compuerta no unitaria, que puede ser implementada en sistemas de a&tomos en cavi-
dades.

Se considera como condicién inicial el estado producto de dos pares de qubits
p = pA142® pBrB2 donde se asume que ambos pares comienzan en el mismo estado,
con cierto grado de entrelazamiento y sus componentes de qubit estdn en ubicaciones

distantes etiquetadas por A y B. El protocolo de purificaciéon sigue los siguientes pasos
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23]

» La operacion cuantica de dos qubits M (proyector de rango 2) es aplicada

localmente en los laboratorios A y B, donde
M=) (U | +[2) (| (2.5)

Después de aplicar satisfactoriamente la operacion cuantica M el sistema se

convierte en el estado:

, pIIt

e ]___[ — MAI’AQMB17B2, 26
Tr{Il'llp}’ (2:6)

p

= Uno de los pares, por ejemplo (A, Bs) es localmente medido en la base compu-

tacional. Hay cuatro posibles estados en los que podemos encontrar el par de
quitS7 (A27-BQ) : |jk>AQ7B2 = |j>A2 |k>B27 juk S {07 ]-}

= Dependiendo del resultado de la medicién, la compuerta cuéntica VjAlB,iil

es aplicada al par de qubits remanente, con V; = (|1) (1| +¢|0) (0]) 02, 0, la
matriz de Pauli. El estado final de los dos qubits es entonces dado por
A Ai11/B1 ) =A Ajy B\ T
,0/ 1,B1 _ (V; IVk+11) p; 1,B1 (V} 1Vk+11) . (2.7)
La eleccion del par de qubits medido es libre, puesto que la operacion cuantica M
es simétrica en contraste con la compuerta NOT-controlada usada en los protocolos
anteriores.

Después de la primera iteracion del protocolo la matriz de densidad resultante

¢, conocida como estado X, tiene las siguientes entradas distintas de cero

2 2 2 2 2
;o Ty Ty Ty ;o 27“37"4 — |734) (2.8)
o= N ; (R VN :
2 2 2 2 2
;o Ty TL — T3y — Ty o 2T17"2 — |72
T4 - N ’ T3 - N )
2 2 2 2 kK * 0k
;o Tia T T3 —Tig— Ty r_ 27“237“14 — T13794
Ty = N y  Tog = - N

con N/2 la probabilidad de éxito de la operacion cuantica y N = (11 + 1) + (r3 +
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7“4)2 — (riz + 7"21)2 — (rss + 7“43)2-

Este protocolo permite que la fidelidad inicial de los estados sea menor que el

umbral 1/2, ya que la condicion de purificacion viene dada por
(2r; — 1)(1 — 2ry) > (2Im[ry2))? — (2 Re[rsq))?. (2.9)

El siguiente ejemplo muestra como el protocolo es capaz de purificar estados entre-
lazados iniciales con una fidelidad baja respecto a los estados de Bell. Consideremos

el siguiente estado inicial, con ¢ € (0,0,5]
pr=c|¥7) (V7| + (1 = ¢) [Tsep) (Tsep| (2.10)

donde |Yeep) = \/Li (|®T) 4 |¥T)). Este estado tiene la caracteristica de que puede
ser purificado en un soélo paso del protocolo, con probabilidad ¢?/2 y cuya fidelidad

inicial puede ser menor a 1/2.

2.2. Implementacién compuerta Hadamard

En la siguiente parte del trabajo partimos del protocolo con compuertas no uni-
tarias, que utiliza matrices de entrada arbitrarias en la base de Bell y de acuerdo
al mapeo dado por (2.8) después de la primera iteracion del protocolo obtenemos

estados X de la siguiente forma

/ /
0 0 iy

0 riy 5 O

/ /
rqg 0 0 7y

Sin embargo nos damos cuenta que si a la matriz dada por la expresion (2.11)

le aplicamos una transformacion unitaria U sobre qubits individuales, tal que la
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transforme de la siguiente manera

/ /
oy 0 0

/ /
p// — U1’2 I Ty T2 0 (/)
0 0 75 715

/ !
0 0 15 1y

: (2.12)

w~

donde U'? = U' ® U? indica que la transformacion unitaria es aplicada sobre los
qubits individuales, posteriormente al aplicar el protocolo de purificacion obtenemos
un estado diagonal en la base de Bell, que evita las operaciones “twirling” de los otros

protocolos que generan pérdida de entrelazamiento.

Las operaciones twirling son 12 operaciones locales unitarias del grupo SU(2)
, son necesarias y suficientes para transformar cualquier estado de dos qubits p en
un estado de Werner; cuatro operaciones son necesarias para llevar p a un estado
diagonal de Bell ppp y a su vez tres operaciones més transforman ppp en un estado

de Werner py . Esto puede ser escrito como [26]
s A . L
ZB;pBDBj7 PBD — ZLZB;B]TPBJB]’ (213)

donde hemos usado las cuatro transformaciones unitarias
. yem o Dist ., T—id!

b= (1) +iloy (o], =1, 1e{A B},

las cuales han sido expresadas en términos de transformaciones locales unitarias b,

actuando en un solo qubit, los operadores de Pauli, o, y 0, y la identidad I

Por lo tanto nuestra intencién es encontrar la transformacion unitaria que realice
la rotacion dada en (2.12). Para ello necesitamos que U transforme los estados de

Bell de la siguiente manera

UR 0Ty — |07) UM |07 — [U7), UL |o1) — |dT). (2.15)
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Por lo tanto escribimos la transformacion unitaria mas general posible, dada por

Ul ( e 1BH/2 cog(y/2)  —e'®P)/2gin(v/2) ) | (2.16)

eB=0/2gin(y/2)  FH/2 cos(y/2)

La transformacion unitaria sobre qubits individuales es importante, ya que las
operaciones se aplican de manera local en laboratorios distantes. Podemos aplicar U*!
a cualquiera de los estados de Bell y obtener una combinacién lineal de la siguiente

forma

U'|®F) = o |OT) + b7 |®7) + &5 [UF) 4 dF [07), (2.17)
U'U*) =aq |0F) + b3 |®7) +¢5 [¥F) +dy 7).

Explicitamente tenemos

U'|®1) = cos(y/2) cos((B + 0)/2) |®) —icos(y/2)sin((B+6)/2) |®7) (2.18)
Visin(y/2) cos((8 — 8)/2) |[U) — sin(/2) cos((B +6)/2) ¥,

U'|®7) = —icos(y/2)sin((B +0)/2) |®F) + cos(v/2) cos((B+ 6)/2) @) (2.19)
+sin(y/2) cos((8 — 0)/2) [¥) — isin(y/2) cos((8 = 6)/2) [¥7),

U W) = isin(y/2) sin((8 - 5)/2) |87) — sin(y/2) cos((8 — 6)/2) |27)  (2.20)
T cos(7/2) cos((8 + 8)/2) [W*) — i cos(v/2) sin((8 + 5)/2) |¥7),

UL 1) = sin(/2) cos((8 — 6)/2) |87 — isin(7/2) sin((8 — 6)/2)[87)  (2.21)
—icos(y/2)sin((8 +6)/2) [¥T) + cos(v/2) cos((8 +6)/2) [¥7).

Comparando las ecuaciones (2.18-2.21) con (2.15) y resolviendo para los parame-

tros 7y, B y 0, encontramos que la transformacién unitaria es la siguiente

U =U'@U*=H®H, (2.22)
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con

1 (1 1
H:E<1 _1). (2.23)

Que resulta ser una matriz Hadamard. Finalmente aplicando la transformacién an-
terior y el protocolo de purificaciéon con compuertas no unitarias hemos encontrado
una manera eficiente de obtener estados diagonales en la base de Bell, evitando la
aplicacion de transformaciones adicionales, como las "twirling", que son dificiles de
implementar y generan pérdida de entrelazamiento. Es importante mencionar que
este método no soélo genera estados diagonales en la base de Bell, sino que ademas
incrementa la fidelidad de los estados iniciales durante el proceso.

En el siguiente capitulo hablaremos de cémo es que este tipo de compuertas
cuanticas surgen de manera natural en sistemas de dtomos en cavidades, las cuales

son ttiles en la implementacién de los protocolos de purificacion de entrelazamiento.
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Operaciones entrelazadoras con el
modelo de dos atomos de

Tavis-Cummings no lineal

Las compuertas cuanticas utilizadas en los protocolos de purificacion de entre-
lazamiento pueden ser implementadas a través de modelos de 4tomos en cavidades.
Dichas compuertas son esenciales para llevar a cabo un proceso de purificacién exito-
s0, también pueden implementarse para generar estados que se purifican de manera
mucho mas eficiente, como fue el caso de la implementacion de la compuerta H (Ha-
damard) en el capitulo anterior, que genera estados diagonales en la base de Bell de
manera directa. En este capitulo hablaremos de cémo compuertas como la M, utili-
zada en el protocolo de compuertas no unitarias |23|, surge naturalmente en modelos
de atomos de cavidades. Ademés se encuentra que existe una compuerta adicional
a M que resulta ser bastante tutil para mejorar la eficiencia de los protocolos de

purificaciéon ya mencionados en este trabajo.

La electrodinamica cuantica en cavidades es crucial para la implementaciéon de
compuertas cuanticas de qubits atémicos, ttiles en informacion cuantica y protocolos
de computacion cuantica. En esta parte del trabajo se estudia una version genera-
lizada del modelo de Tavis-Cummings de dos 4&tomos con una interaccion entre el
campo y la materia. Se deriva una soluciéon analitica aproximada del vector de estado

dada en términos de estados de Bell y estados coherentes del campo. Esta forma ge-

31
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neral y simple de estudio permite estudiar el entrelazamiento en el sistema y generar

operaciones de entrelazamiento de dos qubits.

3.1. Generalizacion del modelo de dos Atomos de

Tavis-Cummings no lineal

Comencemos con la presentacion del Hamiltoniano de una version generalizada
del modelo de Tavis-Cummings que ademas tiene un acoplamiento no lineal depen-
diente de la intensidad, cuyos primeros estudios fueron realizados por [27]. Estamos
interesados en obtener una solucion aproximada general en términos de estados de
Bell y estados coherentes del campo. Donde los estados coherentes iniciales se toman
con un nimero promedio de cuantos grande, ya que es conveniente para analizar el

entrelazamiento en el sistema.

Consideramos el siguiente Hamiltoniano que describe dos dtomos de dos niveles

que interactiian resonantemente con un oscilador armoénico
H = hwl +V, I=a'a+S. (3.1)

el Hamiltoniano libre es representado en términos del operador I que representa el
numero de excitaciones del sistema. El operador de interaccion dependiente de la

intensidad viene dado por
V =hQ (f(ala)aS; +alf(a'a)S_) . (3.2)

Con a y a' los operadores de creacion y aniquilacion. La naturaleza del oscilador seré
especificada dependiendo del modelo en particular, esta podria ser 6ptica o mecénica.
La interaccion incluye la funcién dependiente de la intensidad f(a'a) dando lugar
a una interacciéon no lineal entre el campo y los dtomos. AS) representa la energia
de acoplamiento entre los estados internos del d&tomo y los grados de libertad del

oscilador.
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El problema se trabaja en la siguiente base

") = [7)In), 1) = lgg) In+ 1), (3-3)
o) = W) [n), |#1) = lee) [n = 1),

donde se han empleado dos de los estados de Bell

“Ifi> — ’ge> + ‘eg>’ ‘(I)i> — |gg> + |66> (34)

V2 V2
Los estados en (3.3) son estados propios de I con valor propio n que toma va-
lores de —1 a oo. La representacién matricial de cada bloque con n fija puede se

representada como

0 Q. 0
V=10, 0 Q.| (3.5)
0 Q1 O

donde €2, es dado por la siguiente expresion
Q, = V2 (n+1|a’ f(a'a)|n) . (3.6)

El hecho de que una de las frecuencias propias en este bloque de 3 x 3 sea
cero implica la existencia de una familia invariante adicional de estados junto con
W) |n) = |¢™). Esta caracteristica se pierde en el caso fuera de la resonancia, donde
las transiciones atomicas difieren de la frecuencia del oscilador. En este caso, términos

adicionales aparecen en la diagonal de la expresion (3.5).

3.1.1. Vector de estado dependiente del tiempo

Con la finalidad de simplificar los célculos, se elige trabajar en el marco de inter-
accién con respecto a la energia libre. En particular el vector de estado dependiente

del tiempo estd dado por

[T(1) = e e [W(t)) s, (3.7)
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donde |W(t))4 es el vector de estado en el marco de Schrddinger, el parametro real
¢ es la fase del estado inicial del campo que es preparado en un estado coherente

arbitrario dado por

1 - m _a2 &n
0c) = D pue i), pn= eI (38)

Podemos restringir nuestro andlisis a valores no negativos de « sin pérdida de ge-
neralidad. En esta forma explotamos la conmutatividad de la constante I con la
interaccion V a fin de simplificar el problema y el nimero promedio de cuantos es
dado por N = (afa) = o?.

Para el estado inicial del sistema, asumimos un estado producto puro de la forma
|W(0)) = |¢) |a), donde los dos 4&tomos comienzan en un estado arbitrario puro |¢),

dado por
W) =c_ [U7) + e [TF) +d_|27) +d. [2T), (3.9)

que es una combinacion lineal de los cuatro estados de Bell.

La solucién a la ecuaciéon de Schrodinger en el marco de interaccion definida en
(3.7), estd dado por |¥(t)) = e~V/" |¥(0)). Por tanto

—1 iata
(W(t) = e Ve |al) ) (3.10)
e—in/heiaTagbeiqub HO‘D e—iSZ¢ ‘w>

o—iVt/hi(afa+S:)e llal) ¥,

donde hemos usado que

iata zaTa |Oé‘ - |O[‘ zn 7ﬂ
¢ laf) = “bz :Z\/ﬁ “e 2 |n)  (3.11)

n=0
oo
|04!6“z’ _laf?
= Z 2 |n) =a),
n=0

¥ [9) = e ) = e (e [WT) + ey [UF) +do |07) + d [7)).
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En la base dada por (3.3) podemos expandir la solucion del vector de estado

dependiente del tiempo como

W) = 9 o)+ 33 Corlt) 7). (3.12)

n=—1l=-1

con D, = 1—0,0— 20,1, dado en términos de la delta de Kronecker. Como el
problema es exactamente soluble, es posible obtener expresiones exactas analiticas
para las amplitudes de probabilidad de (3.12). Donde hemos usado también relaciones
de completes en la base de las energias, >, >~ |Er,) (En], con e VM EY) =

e~Emt |[EY ) y las siguientes relaciones

1 1
—5m n E;;L n, 11) = —(Sm— n
T (Eln, 11) o

v

<E7Z;L|n7 \II+> = \/§6|V‘,15m,n‘

(ExIn,00) = (—=1)"*! (3.13)

Para obtener expresiones mas sencillas y manejables, recurrimos a tres aproxima-
ciones. La primera de ellas es reemplazar €2, — €,,_1,2 y £, = ,,_1/2 en la ecuacion
(3.5), de esta forma los vectores propios de V" son independientes de n. Siempre que
192, — Q1] <€ Q,, la parte despreciable puede considerarse como un pequena per-
turbacion, esto sucede por ejemplo en el caso en el que Q, o< n o Q, o y/n. Con esta
primera aproximaciéon podemos encontrar que las energias diferentes de cero, estan

dadas por

E ~ +hw,, W = V2[Q_12. (3.14)

La segunda aproximacion es aplicada a la distribucion Poissoniana en los estados
coherentes, es decir, p,_1 =~ p, =~ pni1, la cual recae en el hecho de tener un nimero
promedio grande de cuantos N > 1. Usando estas dos aproximaciones, obtenemos

la siguiente forma de las amplitudes de probabilidad

—dy d : e
Cri(t) = G 7 O piwnt ﬁe‘“"”t —1d_| Pt (3.15)

2(—1)! 2 V2’

conl € {-1,0,1}.
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La tercera aproximacion es una expansion de Taylor alrededor del ntimero pro-

medio de fotones N hecha a las frecuencias propias dadas en (3.14), obteniendo
Wy =~ 0N + W, N =wny —wyN, (3.16)

con w,, = dw,/dn.
Finalmente sustituyendo (3.16) en (3.15), uno puede aproximar el vector de estado
|W(t)) ~ |Wap(t)) en términos de estados coherentes del campo y estados de Bell

[Wap(t)) = [IC) [e) + [T (EN] /N (D), (3.17)

donde |{) |a) es independiente del tiempo, con el siguiente estado atémico estacio-

€)= [U7) +d_|D_). (3.18)

La dependencia temporal estd dada en el siguiente estado para los &tomos y el osci-

lador

T(6)) =Y baeTON St gy [aeTiohty (3.19)
+

que es dada en términos de dos estados coherentes dependientes del tiempo y los

siguientes estados del a&tomo

1
’¢i> = E

La condicién de normalizacion esta dada por

(le*) £1]27)), by = %. (3.20)

N(#) = 1+2Re [bib,emh(t)} e NS Wt 6in2 ) t (3.21)

— V2Im [b+6—ih(t) +b_ eih(t)] g2 sin® wivt/2 iy wivt,

con h(t) = dnt + N sinwit.
El resultado en la ecuacion (3.17) es el primer resultado importante, ya que da una

expresion general del vector estado para un estado coherente inicial del oscilador y
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estados atomicos arbitrarios. Se han encontrado expresiones analiticas similares para
el modelo de dos atomos de Tavis-Cummings [26, 28| y para el modelo de Jaynes-
Cummings

La aproximacion de las frecuencias dada por (3.16) es valida siempre que las
contribuciones a la evolucion temporal correspondientes a Ordenes superiores en
la serie de Taylor sigan siendo despreciables. Estas contribuciones tienen la forma

1)

n_N)Q/j! y puede ser despreciado para valores pequenos de t. Sin embargo, a
medida que transcurre el tiempo, cada contribucién puede llegar a ser importante,
ya que wyt es evaluada dentro de una exponencial como ¢! donde su valor se toma
modulo 27. Esto impone una restricciéon en el tiempo maximo de interaccion t < tp,
es decir cuando este tiempo de interaccion es menor que el tiempo de ruptura t,

(breakdown), que es obtenido de la siguiente condicion

wy' (n . V| _ t, = S (3.22)
¢

1 ; @)’
(8N)i/2[)

Y

donde wNY) es la primer derivada diferente de cero de orden j > 1, ademéas hemos
tomado en cuenta la desviacion estandar de la distribucion Poisson, dada por a =
VN y por tanto reemplazamos |n — N| con V/8N.

Las expresiones obtenidas anteriormente en términos de estados de Bell y estados
coherentes del campo nos permiten analizar de una manera mas sencilla el entrela-

zamiento del sistema y sus caracteristicas, como se vera en las siguientes secciones.

3.2. Escalas de tiempo relevantes

Las escalas de tiempo relevantes pueden encontrarse evaluando los valores espe-
rados de las observables del sistema. Estas cantidades dependen del traslape de los

estados coherentes, de la siguiente forma
T : : ’ _ s 02
< ’ eszt> 61Ns1nu)N1E€ 2N sin th/Z. (323)

Por ejemplo consideremos el valor esperado de S, con un estado inicial |ee) |a)

usando el traslape entre estados coherentes y la soluciéon del vector de estado depen-
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diente del tiempo (3.17), uno puede encontrar la siguiente expresion aproximada
(S,(1)) o e 2N N2 s (St + N sinwiyt) . (3.24)

De esta expresion es posible identificar tres escalas de tiempo diferentes. La primera
es la frecuencia de Rabi wy que determina el comportamiento oscilatorio. Estas osci-
laciones eventualmente desaparecen y son modeladas por una envolvente Gaussiana,
fenémeno conocido como oscilaciones de Rabi. Las oscilaciones reaparecen cuando el
argumento de la exponencial en (3.24) desaparece, lo que se conoce como los resur-
gimientos de las oscilaciones de Rabi. Asi tenemos los siguientes tiempos, tiempo de

Rabi, tiempo de colapso y tiempo de resurgimiento

tr = 27 Jwn, te=2/VN |y, te = 21/ [wiy| - (3.25)

3.2.1. Vector de estado a tiempos de resurgimiento fracciona-

les

El tiempo de resurgimiento que previamente fue introducido, corresponde al mo-
mento en el cual todas las componentes del estado del oscilador en la ec.(3.17) regresa
a la condicion inicial |a). A multiplos fraccionales del tiempo de resurgimiento el sis-
tema completo logra estados relevantes e interesantes|26, 28, 29] . Por ejemplo el
vector de estado en miultiplos impares de un cuarto del tiempo de resurgimiento

t./4, estd dado como un estado completamente separable

T (5)) = [Ge) D7 bueT N Fia) (3.26)
+

[Ut) +i* o) 5
= r , r=/|cy|? + |di]?,
[S¥) NG Vier? + |dy|

con k un entero impar. Hemos llegado a este estado usando la ecuacion (3.17) y la

relacion
eFiS=m/2 1Pty = £ (D7) . (3.27)

Podemos notar que en el estado de la ecuacion (3.26), la materia y el oscilador se
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separan y que el estado atomico es independiente de la condicion inicial. Para probar
que el estado atomico es separable para cualquier valor de k puede utilizarse alguna de
las medidas de entrelazamiento, tal como la concurrencia. Esto significa que incluso si
los atomos estaban inicialmente entrelazados, no queda entrelazamiento en ninguna
de las particiones del sistema tal como atomo-4tomo, cualquiera de los &tomos con
el campo o ambos atomos con el campo. Este fendémeno, sin entrelazamiento en el
sistema incluso si inicialmente estaba entrelazado, ha sido referido como “cuenca
de atraccion” en el modelo de Tavis-Cummings [28]. Es importante notar que esto
solo pasa para el parte del estado dependiente del tiempo, |(t)), y por tanto, esta
caracteristica aplica solamente cuando las partes estacionarias desaparecen, es decir,
yvaseac_ =d_ =0.

A multiplos impares del tiempo de resurgimiento, la parte dependiente del tiempo

esta dada por
IT(58)) = [Con) [—a) |Gop) = e [¥F) +di |27), (3.28)

con k un entero impar y los coeficientes dados por

k k
CL = €4 COS 5N§tr — id, sin 5N§tr, (3.29)

k
dp = —i%“q sin 5N§tr + z'2kd+ cos 5N§tr.

Se tiene de nuevo un producto de estados de a&tomos y oscilador. Sin embargo, en este

caso, la parte atomica podria estar entrelazada. Se puede mostrar que (o) tiene el

mismo grado de entrelazamiento que las componentes iniciales ¢, [¥*)+d, |®T). Por

esta razon la ecuacion (3.28) juega un rol importante para identificar las propiedades

de entrelazamiento en el sistema.

3.3. Modelos especificos

Presentamos tres modelos que pueden ser descritos por la interaccion Hamilto-
niana dada por (3.2). El primero de ellos es el modelo de Tavis-Cummings, poste-

riormente el modelo de Buck-Sukumar y finalmente el modelo de trampa de iones.
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3.3.1. Modelo de Tavis-Cummings de dos atomos

El modelo de Tavis-Cummings describe la interacciéon de un niimero arbitrario
de atomos de dos niveles interactuando con un solo modo del campo cuantizado
electromagnético. Aqui consideramos unicamente el caso de dos atomos, cuya inter-
accion Hamiltoniana es diagonalizable en forma de bloques como en (3.5). En este
caso f(aa') = 1, los elementos de matriz en el bloque del potencial de interaccion de
(3.5) estan dados por €, = v/2n + 2, las frecuencias propias o frecuencias de Rabi
son obtenidas de (3.6) y son w, = Qv/4n + 2. Para determinar el vector de estado

completo (3.17), ocupamos las expresiones dadas por (3.16), obteniendo

20) 2N + 2
Wy =~ by = 22 (3.30)

VAN +2° N7 VIN 12

Las escalas de tiempo relevantes para este modelo estan dadas por

27 ; \/N ; 27?\/N

) =~ T~ r . 3.31

tR%

La escala de tiempo mas corta corresponde al periodo de las oscilaciones de Rabi
tr, el tiempo de ruptura (breakdown) ¢, que es el tiempo en el que la aproximacion
de estados coherentes se rompe y finalmente el tiempo de resurgimiento de las os-
cilaciones de Rabi .. Como t, > t;, el resurgimiento de las oscilaciones de Rabi no

seran perfectas.

3.3.2. Modelo de Buck-Sukumar

Es un modelo teoérico para la interacciéon de un atomo de dos niveles con un sélo
modo del campo electromagnético. En este modelo el acoplamiento del dtomo y el
campo se asumen no lineales en las variables del campo y puede interpretarse como
una interaccion dependiente de la intensidad. Sin embargo, una desventaja de este
modelo, es que no tiene una implementacioén fisica.

Aqui consideramos la interaccion de Buck-Sukumar para el caso de dos atomos,
donde f(a'a) = \/%, lo cual implica una dependencia lineal en n en el bloque de los
elementos de matriz de V' y sus frecuencias propias, estan dadas por €2, = Q\/i(n—k 1)

y wy, = (2n + 1)Q. Las frecuencias relevantes en el vector de estado dependiente del
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tiempo estan dadas por
Wy =29, oy = (3.32)

Las escalas temporales en este caso son dadas por los siguientes parametros

N2
— \/§N

Es importante notar que aqui el tiempo de ruptura t, en la que nuestra aproxi-

thA —— ot =
RNQN’ r

tb (3.33)

T
Q?

macion de estados coherentes es valida escala como N2. EL valor aproximado de las
frecuencias propias son lineales con n y por tanto predicen un valor infinito de ty,.
Otra caracteristica importante es que el tiempo de resurgimiento ¢t es independiente

del valor promedio del oscilador N.

3.3.3. Modelo de trampa de iones

El altimo modelo consiste de dos iones atrapados en un potencial armonico lineal
producido por un campo de radiacién monocromético clasico. En este caso a y af
representan los operadores de creacion y aniquilaciéon del centro de masa de movi-
miento de los iones. El Hamiltoniano libre esta dado por Hy = hwS, + hvata. El
acoplamiento con los niveles electronicos es mediado por el campo monocromatico
externo cuya frecuencia estd sintonizada con la primera banda lateral vibratoria y
es dada por w;, = w — v. Con estas condiciones la interaccion Hamiltoniana es in-
dependiente del tiempo en la imagen de interaccion y también es descrita por (3.2).

Donde la funciéon dependiente de la intensidad esta dada por la siguiente expresion

flata) = ne="/? Z %amam. (3.34)

En este caso los elementos de matriz diferentes de cero del potencial V' estan

2
Q, = Qny/ n—Heﬂng)(n?). (3.35)

dadas por
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Este polinomio claramente muestra un comportamiento no lineal, sin embargo pa-
ra un valor dado del parametro de Lamb-Dicke n es posible encontrar un intervalo
alrededor de un cierto valor de N que muestre aproximadamente un comportamien-
to lineal con n. Esta tarea se simplifica expresando los polinomios de Laguerre en
términos de las funciones de Bessel, con lo que se obtiene la siguiente expresion,
Q. ~ V200, (277\/71—+1), por tanto las frecuencias propias estan dada por

Ji (%\/W)

donde j;(y/x) es la funcion de Bessel de primer tipo y orden uno. Las frecuencias w,

Wy >~ 20 : (3.36)

son graficadas en la figura (3.1) para diferentes valores del parametro de Lamb-Dicke.

Sea QWW = y/r, podemos analizar las frecuencias para valores arbitrarios
de 1 y se puede encontrar un comportamiento aproximadamente lineal en el intervalo
x € (7,25,12,65). El punto donde la pendiente de .J;(x) cambia de comportamiento
se encuentra realizando una expansion en serie de Taylor alrededor de zy, donde zq

es el cero de la funcion . De esta forma uno es capaz de encontrar una relacion

entre el nimero promedio de cuantos N y el pardmetro de Lamb-Dicke 7,

Zo
El valor de x( es obtenido usando el método de Newton-Raphson. El valor de N de-
crece cuando 7 incrementa. Con la finalidad de ajustar una distribucion Poissoniana
con desviacion estandar N en el intervalo lineal, se tiene que cumplir la condi-
cion n < 2,7/y/32xq ~ 0,156905. Por esta razon, valores grandes del parametro de

Lamb-Dicke no pueden ser usados.

En la figura (3.1) también graficamos la amplitud de probabilidad de cada name-
ro de estado en el estado coherente de la ec (3.8) para diferentes valores del niimero
promedio de cuantos N. Es importante notar que para valores pequenos del para-
metro de Lamb-Dicke, el niimero promedio N incrementa y también el nimero de
estados que se encuentran en la parte lineal de la funciéon. La generaciéon de esta-
dos coherente con ntimero promedio de cuantos /N grande en iones atrapados hoy es
dia es posible[30, 31, 32] y ofrece una perspectiva interesante para implementar este

modelo.
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Figura 3.1: Frecuencias propias €2, como funcién del ntiimero cuéntico n del oscilador
para dos valores diferentes del nimero promedio de fotones y el pardmetro de Lamb-
Dicke N = 85, n = 0,170582 (izquierda), y N = 2000, n = 0,0352653 (derecha). Un
comportamiento aproximadamente lineal puede ser apreciado alrededor de N. En
magenta, presentamos la amplitud de probabilidad p,, de un estado de ntimero en un
estado coherente |a), con N = a?. En ambos casos, las pequenas contribuciones de
pn que desaparecen se encuentran fuera del intervalo lineal aparente de €,,.

Usando los resultados en las ecuaciones (3.36) y (3.37) uno puede obtener las

frecuencias relevantes para el vector de estado (3.17) como

Wy = 20, (v/To) ~ 0,558024), (3.38)
Q.\/xo 2.50163%2
/ o _ ~ )
NS SN T (Jo(v/70) — J2(y/70)) N1
2.50163N
_ _ / ~ 9
Sy = wy— Ny (0’558924+—2N+1 )

Es importante notar que estas cantidades estan dadas en términos del valor 6ptimo
de N, por tanto, dependen de manera indirecta de 7. En este caso las escalas de

tiempo relevantes estan dadas por

. 2 . 4N +2 N3/2
N —— =T , ~ :
70,560 2,5w > 100

(3.39)

En este modelo, el periodo de las oscilaciones de Rabi es independiente del nimero

promedio de fonones N. El tiempo de rompimiento ¢, de la aproximacién de estado
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coherente se asemeja al tiempo de resurgimiento como ¢, ~ /N /50. Por tanto con
la finalidad de tener una descripcion verdadera, uno tiene, en principio que conseguir
un nimero promedio de fotones grande. Por ejemplo, para una descripciéon precisa

hasta un tiempo de interaccion ¢, /2 uno requiere valores de N > 625.

Modelo Otr Ot Ot, Oty

Tavis-Cummings 27/v'N 2 onvV/N VN
Buck-Sukumar /N  1/vV/N m N?/\/2
ion-trap 112  1,6VN 5N  0,1N3?

Cuadro 3.1: Escalas de tiempo relevantes para los tres modelos en términos del ni-
mero promedio de fotones N: Periodo de las oscilaciones de Rabi, tiempo de colapso,
tiempo de resurgimiento y tiempo de rompimiento de la aproximaciéon del estado
coherente.

En la tabla 3.1, presentamos un resumen de la dependencia en N en diferentes

tiempos para los tres modelos presentados.

3.4. Caracteristicas dinadmicas

En esta parte del trabajo presentamos los resultados y la comparacion de los
calculos numéricos de las caracteristicas dinamicas de los tres modelos especificos
introducidos en la seccidon anterior. Nos enfocamos en el colapso y resurgimiento
de las oscilaciones de Rabi y probamos nuestro resultado analitico con los calculos
numeéricos exactos que son evaluados usando la forma exacta del vector de estado en

la ecuacion (3.12).

3.4.1. Oscilaciones de Rabi y representacion del espacio fase

Las escalas de tiempo relevantes pueden ser obtenidas al evaluar los valores es-
perados de las observables del sistema. En este trabajo hemos decidido evaluar el
valor medio de S, el cual puede ser analiticamente evaluado de nuestra expresion
aproximada en (3.17) con el resultado dado en (3.24).

En la figura (3.2) se grafica el resultado numérico exacto de (S.(t)) para los dife-

rentes modelos con un estado atoémico inicial |ee) y un niimero promedio de fotones
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N =85y N = 2000. Las curvas negra, cian y magenta corresponden respectivamente
al modelo de Tavis-Cummings, Buck-Sukumar y trampa de iones. Presentamos las
oscilaciones de Rabi cercanas a t = 0 (columna izquierda) y alrededor de ¢, (columna
derecha). La primera caracteristica evidente es que para los tres modelos el colapso
de las oscilaciones de Rabi ocurre en la misma fraccion del tiempo de resurgimiento

t., es decir, la envolvente Gaussiana es la misma en términos del tiempo adimensional

N=85
1.0 f
AN 05|
wn 0.0 o
—05 |
Vi _1.0lL
000 002 004 006
N=2000
1.0 f A
N0 “ |
0.0 | —
o5l
Vio_10t
0.000 0.005 0.010 0015096 098 1.00 1.02 1.04
N=2000
1.0 f
M ost
wn 0.0t
—05 |
Vi _1.0L
0.000 0.005 0.010 0.015 0.99 1.00 1.01
t/t, t/t,

Figura 3.2: Valor esperado del operador S, para dos diferentes valores del nime-
ro promedio de cuantos N = 85 (gréficas de arriba) y N = 2000 (gréficas de en
medio). En la columna izquierda, las oscilaciones de Rabi y sus colapsos son pre-
sentados. En la columna derecha el primer resurgimiento de las oscilaciones de Rabi
son mostrados alrededor del tiempo ¢,. Las curvas negra, cian y magenta correspon-
den respectivamente a los modelos de Tavis-Cummings, Buck-Sukumar y trampa
de iones. En la linea de graficas presentamos una comparacion entre la prediccion
analitica en la ecuacion (3.24) (curva punteada) y el célculo exacto numérico (linea
continua) usando las condiciones del modelo de trampa de iones y con N = 2000.
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Para la reaparicion de las oscilaciones de Rabi alrededor de ¢, solo el modelo de
Tavis-Cummings presenta un ensanchamiento de la regiéon oscilatoria. El modelo de
Buck-Sukumar presenta resurgimientos perfectos para los dos valores de N. En el
caso del modelo de trampa de iones no presenta una mejora aparente, sin embargo,
para N = 85 las oscilaciones muestran asimetrias y los resurgimientos se muestran

perfectos para este modelo con N = 2000.

. .15
. . 01
-10 . .

~10-5 0 5 10-10-5 0
Re {5} RE{B}

Figura 3.3: Funcion de Husimi de la matriz de densidad reducida para el oscilador
en un estado coherente inicial |o) y para tiempo de interaccion ¢t = t,,4 (columna
izquierda) y ¢ = t,/» (columna derecha). Los resultados corresponden al modelo
de Tavis-Cummings, Buck-Sukumar y trampa de iones para la primera, segunda y
tercera fila respectivamente.
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El colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi puede ser aclarado mediante
la visualizacion del estado del oscilador en el espacio fase con la ayuda de alguna
distribucion de cuasiprobabilidad. En este trabajo utilizamos la funcién de Husimi
que puede ser considerada como el valor esperado de la matriz de densidad reducida

del oscilador p,s con respecto al estado coherente |5),

QB) = (Blpos(t)IB) /T, (3.40)
Pos = Tra {|V(t)) (P(t)]}

Hemos usado la notacion Tr,, para la traza parcial con respecto a los grados de
libertad electréonicos atémicos y hemos considerado S como un parametro complejo.

En la figura 3.3 hemos graficado la funcion de Husimi Q(3) para los tres modelos
descritos anteriormente en dos tiempos de interaccion diferentes, ¢,/4 y t./2. Como
usado dos atomos excitados como estado inicial y un estado coherente para el osci-
lador con o = 1/85. Como se puede observar el estado inicial |a) permanece como
una componente estacionaria en todo el tiempo.

Podemos notar que las componentes temporales del campo del modelo de Tavis-
Cummings (grafica de arriba) sufre una distorsion en el tiempo ¢,/4 y esta caracteris-
tica es mucho mas notoria para el tiempo ¢,/2. En contraste todas las componentes
del modelo de Buck-Sukumar (grafica de en medio) mantiene su forma, lo cual es una
evidencia de su evolucién en estados coherentes. Finalmente en el caso del modelo de
trampa de iones, las componentes del campo siguen la misma trayectoria y su forma
se distorsiona ligeramente. Este comportamiento nos indica que la aproximacion en

estados coherentes es bastante buena, incluso con N = 85.

3.4.2. Fidelidad del vector de estado aproximado

Pongamos ahora la atencion en el analisis numérico para la validez de nuestro
calculo analitico. Para verificar la aproximacion de la Ec.(3.17) consideramos la fide-
lidad entre el vector de estado exacto |¥(¢)) y su aproximacion |W,,(¢)) como funcién

del tiempo, esto es

F(t) = [(ap()[ W (1)) [*/V. (3.41)
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La normalizacion N de |¥,,(t)) esta dada por (3.21).
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Figura 3.4: Fidelidad promedio como una funciéon del tiempo del vector de estado
aproximado en la Ec (3.17) con respecto al vector de estado numeérico para dos valores
del ntimero promedio de cuantos: la linea continua corresponde a N = 85 y la linea
punteada N = 2000. El promedio ha sido realizado sobre 1000 condiciones iniciales
aleatorias.

En la figura (3.4) graficamos la fidelidad F'(t) promediada sobre 1000 condiciones
iniciales aleatorias distribuidas uniformemente de acuerdo a la correspondiente me-
dida de Haar. Para los tres casos hemos elegidos dos valores diferentes del nimero
de cuantos, N = 85 presentada en linea continua y N = 2000 en linea punteada.
Para el modelo de Tavis-Cummings (curva negra) la fidelidad cae mucho antes del
primer resurgimiento. En el caso del modelo de Buck-Sukumar (curva cian) muestra
una muy buena fidelidad para el intervalo de tiempo completo. Finalmente para el
modelo de trampa de iones (curva magenta) la fidelidad se mantiene arriba de 0,9
para N = 85 y mejora significativamente para N = 2000.

En el contexto de las tareas de computacion e informacion cuantica con qubits
atomico, el oscilador puede ser considerado como un grado de libertad auxiliar. En tal
situacion, el estado de los modos no juega un rol importante y uno podria restringir

su atencion tnicamente a los estados atémicos. Por lo tanto el estado mas importante
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a probar es la matriz de densidad reducida de los atomos cuya fidelidad con respecto

al estado reducido exacto puede ser evaluado como

Fu = (w b (D)2 (1) pamf. (3.42)

Las matrices de densidad atomicas reducidas son tomadas del vector de estado
total aproximado y exacto como pit = Trose [Wap(t)) (Pap(t)| v de manera similar
para p, = Trose [U(t)) (U(t)]. En la figura 3.5 graficamos la fidelidad atomica F ()
como una funcién del tiempo y promediamos sobre 1000 condiciones iniciales alea-
torias. Notemos que la fidelidad es extremadamente buena para todos los modelos,
incluyendo el modelo de Tavis-Cummings, para tiempos donde las componentes del
campo se separan, es decir, para tiempos diferentes a t, y t,/2. Alrededor de estos
tiempos, el modelo de Tavis-Cummings no logra una buena fidelidad, sin embargo,
el modelo de Buck-Sukumar muestra una buena fidelidad para cualquier valor de IV,
en el caso del modelo de la trampa de iones, la fidelidad incrementa con N. Este
resultado también corrobora que la aproximacion de estados coherentes describe con
precision el modelo de Buck-Sukumar y el modelo de trampa de iones para valores
de N grandes. En el caso del modelo de Tavis-Cummings aunque la aproximacion de
estados coherentes falla para describir el estado completo, el estado atomico es bien
descrito para tiempos que no estan cerca del tiempo de resurgimiento y a la mitad

de este.

3.5. Analisis del entrelazamiento

El entrelazamiento es una caracteristica importante del sistema en el contexto
de la informacién y computacioén cudntica, especialmente el entrelazamiento atémico
cuando los atomos son considerados como qubits. Como el sistema es exactamen-
te soluble, uno podria, en principio, calcular en forma cerrada ciertas medidas de
entrelazamiento para cualquier sistema bipartita. Sin embargo las expresiones resul-
tantes muy probablemente seran complicadas y dificiles de analizar. En este trabajo
tomamos ventaja de nuestra aproximacion con la finalidad de evaluar expresiones

analiticas simples para cualquier condicién inicial en un tiempo especifico. Para ello
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Figura 3.5: Fidelidad promedio como una funcién del tiempo del vector de estado
aproximado en la Ec (3.17) con respecto al vector de estado numeérico para dos valores
del nimero promedio de cuantos: la linea continua corresponde a N = 85 y la linea
punteada N = 2000. El promedio ha sido realizado sobre 1000 condiciones iniciales
aleatorias.
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estudiaremos la matriz de densidad reducida para el sistemas de dos-qubits dada
por pai(t) = Trose |V(t)) (¥(t)|. Ademés concentramos nuestra atencion a tiempos
especificos de interaccion dados por jkt,/4, con k multiplos impares de un cuarto del
tiempo de resurgimiento (j = 1) y medio tiempo de resurgimiento (j = 2). En estos

tiempo la matriz de densidad tiene la siguiente forma simple

(1) = 100 €116 (ol (3.43)

con k entero positivo impar. Para j = 1 se tiene que usar el estado de la ecuacion
(3.26) y el estado en la ecuacion (3.28) para j = 2. El ket |¢) es el estado atomico
estacionario en la ecuacion (3.17). Usando p,; es posible evaluar el entrelazamiento

entre los a&tomos y el entrelazamiento entre los &tomos y el oscilador.

3.5.1. Entrelazamiento de dos Atomos

Entendemos a la concurrencia como una medida de entrelazamiento entre los

atomos. Para un estado general d dos qubits p esta es definida como
C(p) = Imax (0, )\1 — /\2 — /\3 — /\4) s (344)

donde las cuatro \; son las raices cuadradas de los valores propios del operador
no Hermitiano positivo pp en orden decreciente. Donde p = 0®2p*0®2 con p* es el
complejo conjugado de p en la base computacional y o, el operador de Pauli.Con

esto es facil calcular que la concurrencia para el estado dado por (3.9) esta dada por
C(o) = —d®> - +d% | (3.45)

Habiendo introducido la medida de entrelazamiento y su forma inicial, es apropia-
do evaluar esta cantidad para el estado mixto de los &tomos después de la interacciéon
con el modo. En los multiplos impares de los cuartos del tiempo de resurgimiento,
la expresion para la concurrencia puede ser evaluada en una forma cerrada usando

usando las ecuaciones (3.43) y (3.44). Uno puede encontrar que los dos valores di-

ferentes de cero de \; estan dados por (\/|c2_ — P +2ld, 2 £ |2 - dQ_O /2. Por
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tanto la concurrencia se reduce a la expresion simple

¢ (o (5)) = 0] = - (3.46)

Este resultado nos muestra que el entrelazamiento atémico en este punto tiene con-
tribucién sélo de la parte estacionaria del vector de estado.

A la mitad del tiempo de resurgimiento, la matriz de densidad de los atomos
estd dada por un operador de rango dos, donde sus constituyentes cumplen con
(C|Cak) = (C|Cax) = 0. Esta caracteristica nos permite calcular de manera simple la

concurrencia

¢ (o (50)) = Jicican - [icléest] (3.47)
= e -] |-

< C(|¥),

donde hemos usado cj 4, — di , = dj — cy. La tltima desigualdad se sigue de la
desigualdad del tridangulo inversa e indica que el entrelazamiento de miltiplos pares
del medio tiempo de resurgimiento no puede ser mayor que el entrelazamiento inicial.
En la figura (3.6) hemos graficado la concurrencia promediada 1000 condiciones
aleatorias iniciales . La predicciéon analitica es indicada con un punto rojo y muestra
una prediccion precisa al calculo numérico. En todos lo valores del tiempo notamos
que hay un punto critico en el comportamiento; en este caso todos ellos son maximos.
Este comportamiento puede cambiar, sin embargo, dependiendo de las amplitudes

de probabilidad iniciales.

3.5.2. Entrelazamiento entre el A&tomo y el oscilador

Con la finalidad de medir el entrelazamiento entre ambos atomos y el oscilador
uno puede usar la pureza de cualquiera de las dos matrices de densidad. Como ya ha
sido evaluado en el caso del sistema atomico en la ecuacion (3.43), la usaremos para

evaluar la pureza del estado atomico reducido como

P(t)=Tr{p2(t)}. (3.48)
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Figura 3.6: Concurrencia promedio como una funcion del tiempo para los tres mo-
delos como se indican en las etiquetas para N = 2000, el promedio fue tomado
sobre 1000 condiciones aleatorias iniciales. Los puntos rojos indican el valor analitico
promedio evaluados en los tiempos fijos dados en las ecuaciones (3.46) y (3.47)

Si la pureza toma el valor de uno corresponde a un estado puro reducido y por
tanto no hay entrelazamiento entre los &tomos y el oscilador. El valor minimo de la
pureza es 1/4 y corresponde a un estado mixto maximo de los dtomos y el entrela-

zamiento maximo correspondiente en la biparticiéon oscilador-atomos.

Usando la ecuacion (3.43), podemos calcular la pureza atémica, para multiplos

impares de un cuarto del tiempo de resurgimiento, dando como resultado lo siguiente

4
p o= leP+]dP

P (@) = pP+(1-p (1—|cP). (3.49)

En el caso de multiplos impares de la mitad del tiempo de resurgimiento, uno

llega al siguiente resultado

P (%) =p*+(1—-p?<P (%) : (3.50)
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Es importante notar que el entrelazamiento entre los modos y los &tomos en mil-
tiplos impares de t,/4 y t,/2 depende completamente de las probabilidades iniciales
de los estados |¥~) y |®7). Si inicialmente ninguno de estos estados esta poblado, la
purea de la matriz de densidad reducida atémica es uno y por tanto no se presenta

entrelazamiento en la particion atomo-oscilador en estos tiempos especificos.

3.6. Operaciones entrelazadoras

En esta seccion introduciremos las operaciones entrelazadoras que pueden ser im-
plementadas con el sistema antes mencionado y que puede ser usada en protocolos
de informacion cuéantica. Los resultados recaen en la solucién aproximada del vector
de estado de la ecuacion (3.17) para un tiempo de interaccion t./2, donde la parte
dependiente del tiempo toma la forma simple de la ecuacion (3.28). Puesto que esta-
mos interesados en este tiempo de interaccion, es conveniente introducir la siguiente

forma corta del operador de evolucion que sera utilizado en esta seccién
U =e Vi/2h 0 = Ontr)o. (3.51)

Algunas de las operaciones de dos qubits no serén unitarias, sin embargo estas pueden
ser importantes en tareas de informacién cuantica. Por ejemplo, se ha mostrado que
una de ellas puede reemplazar la compuerta CNOT en protocolos de purificacion de

entrelazamiento de recurrencia |23, 26].

3.6.1. Operaciones de dos qubits

Consideremos un esquema para implementar operaciones cuanticas basadas en
proyectores de estados de Bell. Inspeccionando las ecuaciones (3.17) y (3.28) uno
puede reescribir la solucion aproximada del vector de estado al tiempo t./5 en la

siguiente forma conveniente

Ulg)la) = (e [¥7) +d-|27)) o) + (cx [Wo) + dy. [Dp)) |—v) , (3.52)
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con los siguientes estados maximamente entrelazados y ortogonales

|Wg) = cosf|UF) +isind|dT), (3.53)
|Pg) = —isinf|P") —cosd|PT).

Los coeficientes ¢; y dy en la ecuacion (3.29) representan respectivamente las am-
plitudes de probabilidad inicial de estos dos estados. Es importante notar que al
medir el estado del oscilador |a) o |—a) selecciona posteriormente a los dtomos en
un estado que depende de los parametros del sistema y no meramente del estado
atomico inicial. Esto puede evitarse aplicando inicialmente una compuerta cuantica
que transforme los estados de Bell simétricamente. Para este proposito introducimos

la siguiente compuerta unitaria
Gy = W) [TT) — |Qg) [OF) + [U7) [U7) +[27) [7). (3.54)

Es importante resaltar que | signo menos es crucial, ya que de esta forma la compuerta
cudntica requerida es separable y puede ser expresada en términos de compuertas

separable (de un solo 4tomo), como

0 0
Go = g9 ® go, gp = COS 5]1 + isin 0% (3.55)

Usando esta compuerta antes de la interaccion, uno puede obtener los estados a

la mitad del tiempo de resurgimiento dados por

UG |¥) o) = (e [U7)+d_[®7)) |a) (3.56)
(e U — dy [@1)) —a)

Con este resultado, midiendo el estado del oscilador en |a) o |[—a) corresponde res-

pectivamente a las siguientes operaciones cuanticas

Moo= ) (U] +2) (@], (3.57)
L= [0 (U] - [o*) (@],

La compuerta M ya ha sido utilizada en lugar de la compuerta CNOT en protocolos



Capitulo 3. Operaciones entrelazadoras con el modelo de dos dtomos de
Tavis-Cummings no lineal 56

de purificacion [26]. La operacion L también puede ser considerada en una configu-
racion de este tipo con la finalidad de mejorar la eficiencia de estos protocolos de
purificacion de entrelazamiento.

Es importante comentar que para la medicion del campo fotonico una proyeccion
sobre los estados coherentes no es estrictamente necesaria. Una proyecciéon sobre los
estados propios de la posicidon o una suma ponderada de estados propios de posicién
cercanos al estado coherente conducirian a la misma postselecciéon atémica. En el caso
de la trampa de iones, uno podria requerir la medicién de un modo de oscilacién de los
iones, tal como el movimiento del centro de masa. Una desventaja en este caso es que
una medicion de la posicion del ion destruye su estado interno. Para solucionar este
problema, uno podria incluir iones auxiliares en la cadena que no deberian estar en
contacto con el laser que genera la interaccion con el movimiento del centro de masa.
Al final de la interaccion, los iones auxiliares podrian ser redirigidos individualmente
[33, 34, 35| con otros laseres a fin de medir su posicion mediante su fluorescencia.

Se ha presentado un estudio analitico teérico de un modelo de Tavis-Cummings no
lineal de dos A&tomos con una interaccién dependiente de la intensidad. La resolucion
exacta del modelo ha sido mostrada identificando las dos constantes de movimiento.
Introduciendo una imagen de interacciéon conveniente hemos sido capaces de resolver
el problema dependiente del tiempo para estados coherentes arbitrarios iniciales.
Ademas considerando un nimero promedio grande de cuantos en el oscilador, hemos
derivado una expresién aproximada analitica dada en términos de estado atomicos
de Bell y estados coherentes del oscilador que han sido probados numéricamente
usando su fidelidad con respecto a la expresion exacta. Se probd que la solucion
aproximada del vector de estado dependiente del tiempo es muy ttil en el analisis de
las caracteristicas dindmicas, més especificamente, en el entrelazamiento del sistema.
El resultado mas importante es que, con la forma aproximada del vector de estado es
posible introducir operaciones entrelazadoras de dos qubits ttiles en los protocolos

de purificacion.



Capitulo 4

Purificacién de entrelazamiento
incluyendo estados mixtos con

entrelazamiento maximo

4.1. Proceso de purificacién en una iteracion

Como se observo en el capitulo anterior es posible obtener diversas compuertas
cuanticas derivadas de los modelos de 4tomos en cavidades. En esta parte del trabajo
consideramos una modificacion del protocolo de purificacion introducido en [23], el
cual esta basado en la operacion cuantica de dos qubits M _. En este caso utilizaremos

las siguientes dos operaciones
My = |0%) (U] £ |9F) (@], (4.1)

donde |U#), |®*) son los estados de Bell. Donde M, es la compuerta cuantica obte-

nida en el capitulo anterior.

Cada iteracion del protocolo de purificacién puede ser resumida en tres partes,
como sigue: (I) Una operacion cuantica My es aplicada bilateralmente en cada labo-

ratorio, transformando los cuatro qubits iniciales p en el estado
pt =11, pIIk, 1, = MavA2 BB (4.2)

o7
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Como la operacion cuantica II; no es unitaria, p= en general no esta normalizada,
una forma de implementar la compuerta M, fue introducida en el capitulo anterior.
(IT) Los qubits Ay y By son medidos en la base computacional y descartados con la

finalidad de obtener los qubits A; y B en el estado

G = g Teg,m, {0t 1) G (4.3)

donde |jk)**"> = 7)™ [k)P con j, k € {0,1} y donde hemos considerado la norma-

lizacion del estado dada por
0 = Tray . {TLeptlL k) (R} (4.4)

Este factor de normalizacion es la probabilidad de éxito de que la implementacion
de I y las mediciones de Ay y By se lleven a cabo. (I1) Fin “almente, y dependiendo
del resultado de la medicién, las compuertas de un sélo qubit son aplicadas a A; y

Bl en la Siguiente forma
~ ]
p:tAhBl — (‘/’jAl‘/'kBll) p:i:A17B1 (‘fjAl‘kall) ’ (45)

con la compuerta de un solo qubit V; = |1) (j @ 1|+ |0) (j| expresada en términos de
@ que denota la suma mddulo 2. Este iltimo tercer paso no afecta el entrelazamiento.

Después de estos tres pasos y dependiendo de qué tipo de compuertas M, haya
sido usada, uno puede obtener los elementos de matriz p* describiendo solo a los

qubits A; y By, los cuales estan dados por

L Pl phy £ PRy + p3spas £ |paal?

P11 = 2+ y  Pag = ot )
. PatpehEeatels 4 pupe £ pol
p44 - 2 I p33 - -
q+ q+
+ P%4 + Pgs + P%3 + 034 + P33P14 T P13T24 4.6
Pra = 9 » o Pz = . (4.6)
q+ q+

Junto con sus elementos transpuestos que pueden ser obtenidos con p3; = (pi;)*.
Cuando la compuerta M_ es aplicada el sistema de dos qubits cae en un estado X,

donde piy, = p13 = py; = P2 = 0. En el caso de la compuerta M., uno encuentra los
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siguientes elementos diferentes de cero

+ _ P13p1a T+ P23pau + _ pupiz2 + p2p2
P12 = ; y P13 = " )
14+ 14+
P44P43 + P33P34 P31P32 + Pa1P42
14+ 14+

Notemos que si p ya estd en un estado X entonces todas las contribuciones en
Eq. (4.7) desaparecen y los elementos en Eq. (4.9) son iguales en ambos casos (+£).

La probabilidad de éxito puede ser evaluada para el caso general y estd dada por

(p11 + p22)? + (p3z + pas)?

5 + 2Re|[p12]? £ 2Re[ps4)?. (4.8)

q+(p) =

Note que ¢_ + ¢ < 1, esto es debido al hecho que todavia hay dos eventos
faltantes del proceso, que vienen dadas cuando M5 es aplicada en laboratorio A o
en el laboratorio B. En este caso uno obtiene una matriz completamente llena, con

muchos elementos diferentes y no susceptible de ser purificada.

4.1.1. Iteraciones posteriores y probabilidad total de éxito

Después de una primera iteracion con la compuerta M_, los estados se convierten
en estados X, por tanto de la ecuacion (4.9) uno puede notar que es posible usar

ambas compuertas My, donde los elementos diferentes de cero estaran dados por

/2 /2 12 /2 /2 /2
n P11 T P n o P33T Pia n_ Piat Pao3

p - I - ) P -
S () 1 plp) ()
/ / / / (E N
" P33P 44 " P11P22 I P23P14
p — , p — —_— s p = —_— 5 49
25 Tp(e) T TR Tple) T TP T () (49)

donde hemos identificado p' = p~ y la probabilidad de éxito p(p’) como una funcion

de los elementos de matriz, definida como
p(p) = (p11 + p22)” + (paz + paa)”. (4.10)

Las iteraciones del proceso de purificacion pueden ser bosquejadas de la siguiente
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forma
n Mz 1" Mx  (141)

p I = S g0
con el estado inicial p un estado mixto de dos qubits arbitrario. Las aplicaciones
posteriores del mapeo son representados usando p”, que representa la segunda itera-
cion, que también puede ser representada como p®. Es importante notar que en la
primera iteracion solo la compuerta M_ es considerada. Si sabe que el estado inicial
va esta en un estado X entonces la compuerta M, puede ser aplicada. De esta forma

uno puede obtener la probabilidad de éxito del proceso completo, dada por

P =q_(p)p(p)p(p") - = a-(p) [ [ p(o™). (4.11)

=1

Si el estado ya esta en un estado X, la probabilidad de éxito total toma la siguiente

forma

Px = p(p)p()p(p") - - = [ [ (") (4.12)

Con esto mostramos que implementar una compuerta adicional al protocolo de
purificacion ya estudiado, se mejora la eficiencia de purificaciéon, puesto que la pro-

babilidad de éxito es mayor en cada iteracion.

4.2. Estados diagonales en la base Bell

4.2.1. Estados diagonales sin usar operaciones twirling

Una caracteristica del protocolo presentado en esta seccion es la capacidad de ob-
tener estados diagonales en la base de Bell sin usar las tipicas operaciones twirling,
logrando ademas que en este proceso los estados incrementen su grado de entrelaza-
miento. Para esto es requerido que el estado sea llevado a su forma X y posterior-

mente compuertas Hadamard son aplicadas en cada qubit llevando el estado a una
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forma diagonal de Bell, j/ = H®* ) H®”

P 0 0 ply P~y 00
0 phy phy O 4 —Pn P 00
0 phy phy O 0 0 phy phy|
P 0 0 ply 0 0 phy pa

una segunda iteracion con este estado nos lleva al estado diagonal con los siguientes

elementos de matriz

,5/1/1 = (Pn + P44 P/14 P41)/2p< )
,5/2,2 = (P/22P33 P23P32>/ p( )
ﬁgza = (PI11P44 P/14P?41>/p( )
:521,4 (022 + P33 :0/23 P32)/2p( )7 (4-13)
donde
plp) = ¢ (H®*pH®) (4.14)
(p11 + paa)?® + (p22 + p33)? B (p1a + pa1)? — (pa3 + p3a)?

2 2

Esto se puede considerar como una modificacién de nuestro protocolo que puede

ser resumida como
H®2p/H®2 Moy My s 50 _>p(l+1)

En este caso la probabilidad de éxito total toma la forma

P =q_(p)p(e)p(p") -+ = a-(p)p(p") [ [ p(3")- (4.15)

4.2.2. Probabilidad total de éxito para estados de rango 2

Los estados de rango dos en la base de Bell, es decir, una superposicion incohe-

rente de dos estados de Bell, permiten un calculo analitico de la probabilidad de éxito
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total. Hay 6 posibles formas de combinar dos estados de Bell para formar una matriz
de densidad diagonal con solo dos valores propios distintos de cero. Restringimos el
andlisis al estado que retiene su forma después de iteraciones sucesivas del protocolo,

es decir
P = a, [UF) (UF| + (1 — a,) [UF) (TF]. (4.16)

Por razones de simetria y sin pérdida de generalidad , uno puede tomar 1/2 <
agp < 1, donde aq es la condicién inicial. La expresiéon exacta para a, después de
n iteraciones del mapeo (4.9) puede ser evaluada en una forma analitica. Se puede

encontrar una relacién de recurrencia entre valores en iteraciones sucesivas

_ a%*l _ a(%n (4 1 7)
TR (U —a1)? a4 (1—a)?

Esta relacion de recurrencia de orden uno puede ser resuelta introduciendo la

variable auxiliar

by=a,' —1=0>_, =0 (4.18)

La probabilidad de éxito para la n-ésima iteraciéon puede ser evaluada de los coefi-
cientes de las iteraciones previas como p, = a2_;+(1—a,_1)*> = (1+b,)/(1+b,_1)*

La probabilidad de éxito total después de n iteraciones estéd dada por

n

- 1+ 1+b2" 1
;P% Ila+%“)2 1— 02" 1+ b (4.19)

Este resultado puede ser obtenido utilizando la siguiente relacion con una suma

geomeétrica
2n—1

n—1
[To+e")=3 - L
k=0

Por tanto la probabilidad de éxito total para purificar estados diagonales de Bell,

on

nos lleva al siguiente resultado

P=lim P, = L= b
n—o00 1—|—b0

= 2@0 —1= Co, (420)

donde Cy = 2ag — 1 es la concurrencia del estado inicial. La situacion es diferente



Capitulo 4. Purificacion de entrelazamiento incluyendo estados mixtos con
entrelazamiento mdrimo 63

para la superposicion incoherente de estados |[U*) y |®%), en este caso dos iteraciones
son necesarias para alcanzar un estado de la forma (4.16). La primera iteracion nos
da a; = aZ + (1 — ap)?. Sin embargo esto pasa con probabilidad de éxito p; = 1. El
mapeo dado en la ecuacion (4.17) se mantiene para n > 2, por tanto la probabilidad
de éxito total estd dada por P = 2a; — 1 = (1, con la que se puede demostrar que
P =(2a9 —1)*=C¢.

4.3. Estados mixtos con entrelazamiento maximo

Con los resultados de arriba, podemos también hacer un analisis para estados
mixtos con entrelazamiento maximo (MEMS) por sus siglas en inglés. Ishizaka e
Hiroshima estudiaron cémo la mezcla de los estados limita la cantidad de entrelaza-
miento que serfa generado por la aplicacion de transformaciones unitarias. Por esta
razon ellos proponen una clase de estados mixtos de dos qubits. Los estado en esta
clase tienen la propiedad, para un valor dado de la pureza ellos alcanzan un valor

méaximo de de entrelazamiento [36].

Hasta transformaciones locales unitarias, que no cambian la pureza ni el entrela-
zamiento, ellos pueden ser parametrizados por una sola variable y separados en dos

categorias. De acuerdo [37], los estados tipo I, pueden ser expresados como
o7 = a|®T) (T + (1 — ) |01) (01], (4.21)

para a € [2/3,1], y definiendo ay = (2 £ 3a)/6, los estados I/ pueden ser escritos
como .
o = o [8°) (] + 0 [97) (27 + 2 [01) (01] (422)

para o € [0,2/3], con ay = (a£1/3). La concurrencia para los dos tipos de estados
estd dada por a. Estos estados delimitan la region fisicamente posible en el diagrama

Concurrencia-Pureza.
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4.3.1. Proceso de purificacién

Para el caso del protocolo de Deutsch el primer paso es llevar los MEMS a una

forma diagonal en la base de Bell
Loty ot o L g -
01) 401] — 5 |97) (W] + 2 [97) (7],

donde la concurrencia es disminuida a 2a¢ — 1 para el primer caso y a — % para el
segundo. La relacion entre la concurrencia y la pureza para cada tipo de MEMS estéa

dada por las siguientes relaciones

o, = <1+\/ﬁ), (4.23)

1

Dichas relaciones son plasmada en el diagrama CP de la figura 4.1.

DN | —

Pureza
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

o9 L.
00 02 04 06 08 1.0

- MEMS

Concurrencia

Figura 4.1: Diagrama Concurrencia-Pureza para Estados mixtos con entrelazamiento
maximo.

4.3.2. Purificacién con nuestro protocolo

Los MEMS escritos como (4.21) y (4.22) estan ya en su forma X, en esta parte del

trabajo presentamos una forma eficiente para purificar este tipo de estados, aplicando
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las compuertas Hadamard para obtener

HZ2 0 H® = o ) (0% + (1 - a) ) {¢] (4.24)
|90> _ ’(I)_> B ‘\Il_>

Una sola iteracion del protocolo es requerida para llevar este estado al estado de Bell

|W~) con una probabilidad de éxito «/2.

En el caso de MEMS tipo II también pueden ser purificados con una probabilidad
de éxito a/2, aunque esto no suceda en una iteracion. Los estados g;; ya poseen una
forma X. Notando que aqui p/ = o7, encontramos que los elementos diferentes de
cero estan dados por pj; = ply = Py = plu = 1/2, mientras phy = a_, y phy = .
La probabilidad de éxito esta dada por p(or;) = (ay + a_)?/2 = 2/9 y el estado
resultante es el estado de rango 2

+a%

9 o?
p=asa |0T)(O7] + 99— —

) (] (4.25)

que tiene una concurrencia 9/4(a, —a™)? = 9a?/4, este estado puede ser purificado
con una probabilidad de éxito igual a su concurrencia 9a?/2, y dado el hecho de que
fue llevado a este estado desde g;; con probabilidad 2/9, la probabilidad de éxito
total esta dada por o?/2.

En la figura (4.2) graficamos el nimero de qubits requerido para purificar a
los MEMS, estados diagonales en la base de Bell y estados de rango 2 en funciéon
de su concurrencia. Donde el ntimero de qubits se calcula como el inverso de la
probabilidad de éxito del protocolo elevado a la n, con n el ntimero de iteraciones
necesarias para purificar el estado. Es importante notar que este tipo de estados
pueden ser ajustados perfectamente por potencias inversas de la concurrencia. Estos
resultados fueron obtenidos con la modificacién al protocolo de compuertas unitarias

y anadiendo las compuertas My, y H.
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Figura 4.2: Numero de qubits requeridos para purificar MEMS, estados diagonales
y estados de rango dos en funcion de la concurrencia.

4.4. Estados de rango tres

En esta seccidon proponemos una clase de estados que son parametrizados de la

siguiente forma,
p=z|P5) (Dg]+y|Py) (Dg] + (1 — 2 —y)|01) (01, (4.26)

donde, z, y € R, |®,) = cos60/2]00) + e“sinf/2|11) y |®,) = e ®sinh/2]00) —
cos6/2|11), con 6 € (0,2m). Utilizando la formula (3.44), podemos obtener que la

concurrencia para este tipo de estados estd dada por la siguiente expresion
C =sinf |z —yl, (4.27)

y su pureza es P = 22 4+ y®> + (1 — 2 — y)°.

Por conveniencia podemos obtener los parametros x y y, que parametrizan a los
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estados de rango tres, en términos de la concurrencia, pureza y el angulo 6,

y = é(Q—SC’i\/GP—SC’—2>, (4.28)

r = C’—i-y.

donde C' = C'/sinf, con C' € [0,1]. Es importante notar que ademas los parametros
x, Yy, deben cumplir las siguientes condiciones, x+y <= 1, condicién de normalizacion
y C =12 —y <= x4 y. Con estas dos restricciones es posible generar una familia
de estados que cubren todo el diagrama CP en la regién que es fisicamente posible,
unicamente variando los pardmetros x y y y 6.

En la figura (4.3) graficamos el diagrama CP para un valor fijo del angulo theta,
0 = m/2, variando los parametros = y y, ademas del lado derecho hemos colado
el nimero de iteraciones necesarias para poder purificar a dichos estados. Podemos
darnos cuenta que para este valor del angulo se cubre gran parte del diagrama con
estados fisicamente aceptables, sin embargo al variar 6 se logra cubrir totalmente el
diagrama. Una propiedad importante de estos estados es que, al igual que los MEMS,
ellos pueden ser purificados de una manera bastante eficiente usando el protocolo
de compuertas no unitarias y las compuertas adicionales L y H, tal como en la
subseccion anterior. Podemos notar en el diagrama que el nimero de iteraciones
requeridas para purificar es bastante pequeno. Esto se debe también a que estos
estados después de aplicar H y una iteraciéon del protocolo, se convierten en estados
diagonales con s6lo dos entradas distintas de cero, finalmente, recordemos que la
adicion de la compuerta L aumenta por dos la probabilidad de éxito en cada iteracién
del protocolo, por lo que el proceso de purificacién es atin mas rapido.

Cerramos este capitulo haciendo énfasis en la importancia de la implementacion
de compuertas cuanticas de dos qubits en los protocolos de purificaciéon. Puesto
que gracias a ellas la eficiencia en cada iteracion del proceso puede ser mejorada
aumentando la probabilidad de éxito, como fue en el caso de la compuerta M.
Ademas es importante senalar como estas compuertas surgen de modelos de 4tomos

en cavidades, como los estudiados en el capitulo 3.
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Figura 4.3: Diagrama CP, en el cual son graficados los estados parametrizados por
(4.26), para un valor fijo de 6, 6 = 7/2, asi mismo en la parte derecha colocamos el
numero de iteraciones necesarias para purificar dichos estados.
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La purificacion de estados cuénticos entrelazados es crucial para el desarrollo de
las tecnologias cuénticas, ya que el entrelazamiento cuéntico es el recurso necesa-
rio para poder llevarlas a cabo. Sin embargo ya que esta propiedad se ve afectada
por el entorno, los procesos de purificacion son requeridos para asi obtener estados
con entrelazamiento maximo. Con este trabajo hemos logrado mejorar la eficiencia
de protocolos de purificacion ya existentes, a través del uso de compuertas cuén-
ticas adicionales. Como primer resultado encontramos que al aplicar la compuerta
cuantica Hadamard, después de la primera iteracion del protocolo de compuertas no
unitarias [23|, obtenemos estados diagonales de manera directa, lo que evita el uso de
operaciones cuanticas adicionales , twirling, las cuales son dificiles de implementar y
ademés generan pérdida de entrelazamiento. Por lo que este resultado simplifica la

generacion de estados diagonales en la base de Bell.

Posteriormente en el capitulo de 3 hemos hecho un estudio de un modelo de dos
atomos no lineal con una interaccion dependiente de la intensidad. Se ha resuelto el
problema dependiente del tiempo para estados coherentes arbitrarios iniciales. Con-
siderando un nimero grande promedio de cuantos en el oscilador, hemos derivado
una expresion analitica dada en términos de estados de Bell y estados coherentes del
oscilador. La soluciéon aproximada del vector de estado dependiente del tiempo es
muy uatil para analizar el entrelazamiento del sistema. El resultado mas importante,
es que con la forma aproximada del vector de estado es posible introducir operacio-

nes cuanticas de dos qubits, que son utilizadas en protocolos de purificacion y que

69
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mejoran la eficiencia de dichos procesos. Ya que esta compuerta incrementa por 2
la probabilidad de éxito en cada iteraciéon del protocolo de compuertas no unitarias
[23].

Finalmente en el capitulo 4, con ayuda de las compuertas adicionales H y L
logramos purificar de manera eficiente a los MEMS. Encontramos que dichos estados
después de la aplicacion de la compuerta H y la primera iteraciéon del protocolo,
obtenemos estados diagonales con s6lo dos entradas distintas de cero, lo que facilita
el procesos de purificacién. Posteriormente se estudié el caso méas general de estados
de rango 3, parametrizados por (4.26), los cuales tienen la caracteristica de llenar
toda la region del diagrama CP, en la cual se encuentran todos los estados fisicamente
posibles. De igual forma con ayuda de las compuertas H, M y L es posible purificar
toda esta familia de estados en una forma muy eficiente. De acuerdo a los resultados
obtenidos, hemos logrado purificar una gran cantidad de estados con la ayuda de
nuevas compuertas cuanticas que surgen de manera natural en sistemas cuanticos
de 4tomos en cavidades y que optimizan el proceso de purificacion. Este resultado
es relevante, puesto que la obtencién de estados con entrelazamiento maximo son

cruciales para el desarrollo de tecnologias cuénticas.
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