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Introducción

La Topoloǵıa de Conjuntos, como su nombre lo indica, se
encuentra en estrecha relación con la Teoŕıa de Conjuntos.
Aśı, la definición de topoloǵıa y de los conceptos que de ella
se derivan se establecen en términos de uniones, interseccio-
nes, diferencias y complementos de conjuntos.
La relación es más profunda. Conceptos conjuntistas, tales
como la propiedad de la intersección finita proporcionan una
forma equivalente del Teorema de Teichmüller-Tukey (ver Le-
ma 3.3.25), el cual se establece en términos de las llamadas
familias de carácter finito (Definición 3.3.24), sirve de base
para una demostración del famoso Teorema de Tychonoff.
La aritmética cardinal de la Teoŕıa de Conjuntos tiene presen-
cia en topoloǵıa. La cardinalidad de un conjunto, es quizá la
fuente de cardinales más comunmente estudiada, obteniendo
conceptos sobre conjuntos en topoloǵıa. Por ejemplo:
Una función cardinal es una función f definida sobre la
clase de los espacios topológicos a la clase de los números car-
dinales, que tiene la propiedad que si X es homeomorfo a Y ,
entonces f(X) = f(Y ). Algunas de estas funciones cardinales
a estudiar son el peso, el peso red, la densidad, y la estrechez
(ver Definición 1.1.26). Cuando se ampĺıa el estudio de las
funciones cardinales a los llamados Grupos Topológicos se en-
cuentran resultados interesantes.
Continuando con esta ĺınea, A. Markov en [6] introdujo un
nuevo concepto que primero fue estudiado sistemáticamente
por M. Grave en [2]:
Un Grupo Topológico Libre de un espacio de Tychonoff
es una triada (G,X, σ) que consiste de un grupo de Hausdorff
G, un espacio de Tychonoff X, y un mapeo continuo σ de X
en G que satisface las siguientes dos condiciones:

1) la imagen σ(X) genera topológicamente al grupo G;



2) para cada mapeo continuo f : X −→ H, donde H es
un grupo topológico, existe un homomorfismo continuo
f̃ : G −→ H tal que f̃ ◦ σ = f .

Denotamos a la triada (G,X, σ) por F (X). Los elementos
del grupo F (X) son llamado palabras irreducibles (ver Defini-
ción 2.1.3). Como el grupo topológico libre F (X) es generado
por su subconjunto X, es de preguntarse qué propiedades de
F (X) corresponden a las de X, por ejemplo, si el espacio X
es métrizable, compacto, o es un Kω-espacio (ver Definición
3.2.1) qué podemos decir de su grupo topológico libre. Estas
propiedades son conocidas también como propiedades induc-
tivas.

El objetivo general de este trabajo es estudiar el valor
de la estrechez de los grupos topológicos libres sobre espacios
que son Kω-espacio, K-espacios, y metrizables. Para esto nos
enfocaremos en tres objetivos particulares:

1. El primer objetivo es mostrar que si X es un Kω-espacio
(en particular un espacio compacto) entonces F (X) es
un Kω-espacio.

2. Como segundo objetivo estudiaremos la estrechez de
F (X) cuando el espacio X es un Kω-espacio (en parti-
cular compacto), dando como resultado que t(F (X)) =
t(X).

3. Por último, nuestro objetivo será demostrar que si X
es un espacio métrico entonces la estrechez de F (X) no
excede al cardinal numerable ω.

Por esto, el trabajo esta dividido en tres caṕıtulos.

En el caṕıtulo I de preliminares se proporciona conceptos
y resultados que serán empleados a lo largo del trabajo. Por
ejemplo los axiomas de separación, el espacio cociente y la su-
ma topológica (Definición 1.1.11) son fundamentales en este
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trabajo.

En el caṕıtulo II enunciamos la definición de grupo libre
y grupo topológico libre de un espacio X, aśı como algunas
propiedades de mayor relevancia. La estructura algebraica del
grupo topológico libre es la del grupo libre, sin embargo la
topoloǵıa de F (X) es más complicada de visualizar. Por lo
que en este caṕıtulo se enuncia un resultado que nos permita
relacionar la topoloǵıa de grupo topológico con la de grupo
topológico libre (Proposición 2.1.8). Aśı como también se in-
cluye el Teorema (2.2.3) de Arhangel’skii en el que se muestra
que los subconjuntos X y Fn(X) son cerrados en el grupo
topológico libre. Concluyendo este caṕıtulo con una proposi-
ción que nos proporciona una base de vecindades de un punto
g ∈ F (X) (Proposición 2.2.6).

Finalmente, en el caṕıtulo III nos interesamos en primera
instancia en las propiedades de los espacios Kω, aśı como algu-
nos resultados interesantes del grupo topológico libre cuando
este espacio es Kω. En segundo lugar nos interesamos en el
estudio de la estrechez del grupo topológico libre de un Kω-
espacio (en particular de un espacio compacto), resultando en
ambos casos que t(F (X)) = t(X) (Teoremas 3.3.10 y 3.3.12).
Y por último, nuestro interés será en el estudio de resultados
sobre la estrechez cuando el espacio de sus generadores es me-
trizable separable o discreto, obteniendo que en cualquiera de
estos casos la estrechez del grupo topológico libre no excede
al cardinal ℵ0 (Teorema 3.3.33).
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iv



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este primer caṕıtulo enunciaremos, sin demostración,
aquellos resultados que necesitaremos en los caṕıtulos poste-
riores. Las demostraciones de tales resultados podremos en-
contrarlas en las referencias que alĺı daremos. Mencionaremos
algunos resultados de Topoloǵıa General, entre ellos el Teore-
ma de Wallace que usaremos en la demostración de propieda-
des de Kω-espacio.

1.1. Topoloǵıa General

Esta sección tendrá como objetivo mostrar resultados de
Topoloǵıa General sobre espacios con ciertas propiedades (axio-
mas de separación, compacidad, funciones cardinales). Inicia-
mos este primer apartado con la definición de una topoloǵıa
sobre un conjunto X.

Definición 1.1.1 (Topoloǵıa). Un espacio topológico es un
par (X, τ) que consiste de un conjunto X y una familia τ de
subconjuntos de X que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Los conjuntos ∅, X son elementos de la familia τ .

2. Si U, V ∈ τ , entonces U ∩ V pertenece a τ .

3. Si A ⊂ τ , entonces
⋃
A ∈ τ .

1



1.1 Topoloǵıa General 2

El conjunto X es llamado espacio, los conjuntos que per-
tenecen a τ son llamados conjuntos abiertos, y τ es llamado
la topoloǵıa de X.
Enseguida generamos topoloǵıas a través de unas familias de
subconjuntos con ciertas carteŕısticas. A saber.

Definición 1.1.2 (Base). Una familia B de subconjuntos de
X que satisfacen:

1. Para cada x ∈ X, existe un B ∈ B tal que x ∈ B.

2. Para cada pareja B1, B2 ∈ B, y cada x ∈ B1 ∩B2 existe
un B3 ∈ B con x ∈ B3 ⊂ B1 ∩B2.

es llamada base en el conjunto X. Los elementos de B son
llamado conjuntos básicos.

Si consideramos los subconjuntos de X los cuales son unio-
nes arbitrarias de elementos de la base, entonces la familia de
estos conjuntos resulta ser una topoloǵıa de X llamada la to-
poloǵıa generada por la base.
Por otra parte, diremos que una base en un espacio topológi-
co X genera la topoloǵıa del espacio, si cada elemento de la
topoloǵıa es unión arbitraria de elementos de la base.

Sea (X, τ) un espacio topológico, A ⊂ X. Un punto x ∈ X
es llamado punto cerradura del conjunto A, si para cada U ∈
τ, U ∩ A 6= ∅. Denotaremos por A al conjunto de todos los
puntos cerradura del conjunto A. Un punto x ∈ X es llamado
un punto ĺımite o un punto de acumulación del conjunto A si
x ∈ A \ {x}. El conjunto de todos los puntos de acumulación
del conjunto A es denotado por Ad. Los puntos en A \Ad son
llamados puntos aislados del conjunto A. Un punto x es un
punto aislado en el espacio X si, y sólo si, los conjuntos uni-
puntuales {x} son abiertos. Se ve que A = A ∪ Ad para cada
A ⊂ X.
Un subconjunto A ⊂ X de un espacio topológico X se

dirá que es denso en X si para cada abierto no vaćıo U en
X, U ∩ A 6= ∅, o equivalentemente, A = X. Si el conjunto
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denso A es numerable, entonces decimos que X es un espacio
separable.

Observación 1.1.3. Sean A ⊂ B ⊂ X, entonces A ⊂ B y
Ad ⊂ Bd. Además, si A ⊂ X y B ⊂ X son subconjuntos de
X, entonces A ∩B ⊂ A ∩B.

Definición 1.1.4 (Subespacio). Sea X un espacio topológi-
co, Y ⊂ X. Definimos una familia de subconjuntos de Y me-
diante:

τY = {U ∩ Y : U ∈ τ},
donde τ es la topoloǵıa de X. Esta familia es una topoloǵıa
en el conjunto Y , llamada la topoloǵıa de subespacio de Y
en el espacio X, y diremos que Y con esta topoloǵıa es un
subespacio del espacio del espacio X.

Haremos algunas notaciones. Si tenemos un subespacio
Y de un espacio topológico X, y un subconjunto A ⊂ Y ,

el conjunto A
Y

significará la cerradura del conjunto A en el
subespacio Y . Para que no haya confusiones, cuando estemos
considerando la cerradura en el subespacio y en el espacio,

escribiremos A
Y

, y A
X

. respectivamente. Existe una relación
entre la cerradura de un conjunto A en un subespacio Y , y
la cerradura del conjunto A en el espacio X. La demostración
de la siguiente Proposición lo encontramos en [13] Proposición
2.2.1

Proposición 1.1.5. Sea X un espacio topológico y Y un sub-
espacio de X. El conjunto A ⊂ Y es cerrado en Y si, y sólo
si, A = Y ∩ F , donde F es un subconjunto cerrado en X.

Además, A
Y

= A
X ∩ Y .

Sea X un espacio topológico. Diremos que una suceción
{xn : n ∈ N} de elementos del espacio converge a un punto
x0 ∈ X, si para cada conjunto abierto U que contenga a x0
existe un N ∈ N tal que para toda n ≥ N los puntos xn per-
tenecen a U .
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Existe una relación interesante entre la cerradura de con-
juntos y conjuntos abiertos como lo muestra el siguiente ejem-
plo cuya demostración es solo custion de conjuntos.

Ejemplo 1.1.6. Sea X un espacio topológico. Para cada con-

junto abierto U y cada subconjunto A ⊂ X se tiene U ∩ A =
U ∩ A.

Ahora, mencionamos algunas de la propiedades de los ma-
peos sobre espacios topológicos.
Sean (X, τ) y (Y, τ1) dos espacios topológicos. Un mapeo f

de X en Y es llamado continuo, si la imagen inversa de cual-
quier conjunto abierto en el espacio Y bajo el mapeo f es un
conjunto abierto en el espacio X. El siguiente criterio sobre
continuidad podemos encontrarlo en [13] Proposición 1.4.1.

Proposición 1.1.7. Sea f un mapeo de un espacio topológico
X en un espacio topológico Y . Entonces, f es continuo si y
sólo si para cada A ⊂ X se cumple f(A) ⊂ f(A).

Podemos generar funciones continuas a través de funciones
continuas.

Proposición 1.1.8. Sea f : X −→ Z un mapeo continuo de
un espacio X en un espacio Z. Si Y = f(X) es un subespacio
de Z, entonces el mapeo f : X −→ Y es también continuo.

Ahora introducimos dos conceptos importantes sobre ma-
peos continuos. Un mapeo continuo f : X −→ Y es llamado
cerrado (abierto) si para todo conjunto A ⊂ X cerrado (abier-
to) la imagen f(A) es cerrada (abierta) en Y .

Definición 1.1.9 (Homeomorfismo). Un mapeo continuo
f : X −→ Y , de un espacio X a un espacio Y , es llamado
homeomorfismo si f es biyectivo y el mapeo inverso f−1 :
Y −→ X es también continuo. En tal caso diremos que X es
homeomorfo a Y y lo denotaremos por X ∼= Y .
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Si existe un homeomorfismo entre espacios topológicos di-
remos que los espacios son homeomorfos. Si un mapeo f :
X −→ Y es inyectivo también nos referiremos a él como un
mapeo uno a uno, y si el mapeo es suprayectivo a veces dire-
mos también que f mapea X sobre Y . El siguiente resultado
sobre homeomorfismos se encuentra demostrado en [13] Prop-
posición 1.4.18.

Proposición 1.1.10. Para un mapeo uno a uno f de un espa-
cio topológico X sobre un espacio topológico Y las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) El mapeo f es un homeomorfismo.

ii) El mapeo f es cerrado.

iii) El mapeo f es abierto.

iv) El conjunto f(A) es cerrado en Y si y sólo si A es cerrado
en X.

v) El conjunto f−1(B) es cerrado en X si y sólo si B es
cerrado en Y .

vi) El conjunto f(A) es abierto en Y si y sólo si A es abierto
en X.

vii) El conjunto f−1 es abierto en X si y sólo si B es abierto
en Y .

Terminamos esta parte enunciando la definición de la to-
poloǵıa suma.
Supongamos que tenemos una familia disjunta dos a dos
{Xs}s∈S de espacios topológicos. Consideremos el conjunto
X =

⋃
s∈S Xs y la familia τ de todos los subconjuntos U ⊂ X

tales que U ∩ Xs es abierto en Xs para cada s ∈ S. Esta
familia es una topoloǵıa en el conjunto X.
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Definición 1.1.11. (Topoloǵıa Suma) Sean X y τ como se
defininieron en el parrafo anterior. El conjunto X dotado con
la topoloǵıa τ es llamado la suma de los espacios {Xs}s∈S y
lo denotamos por

⊕
s∈S Xs o por X1 ⊕ . . . ⊕ Xn en caso de

que S sea un conjunto finito.

La demostración del siguiente resultado sobre la topoloǵıa
suma podemos encontrarlo en [13], Caṕıtulo 2.

Corolario 1.1.12. Los conjuntos Xs son abiertos y cerrados
en

⊕
s∈S Xs.

1.1.1. La Topoloǵıa Cociente

Supongamos que tenemos un espacio topológico y una rela-
ción de equivalencia E en X. Denotemos por X/E el conjunto
de todas las clases de equivalencia, y sea q : X −→ X/E el
mapeo natural dado por q(x) = [x] ([x] denota la clase de equi-
valencia de x). Definimos una familia τ en X/E como sigue:
un conjunto U ⊂ X/E pertenece a τ si el conjunto q−1(U)
es abierto en X. La familia τ es una toploǵıa en el conjunto
cociente X/E que hace continua al mapeo q. El conjunto X/E
equipado con esta topoloǵıa es llamada el espacio cociente y
q es llamado el mapeo cociente natural.

Definición 1.1.13 (Mapeo Cociente). Un mapeo continuo
f : X −→ Y de X sobre Y es llamado un mapeo cociente si,
el conjunto f−1(U) es abierto en X si y sólo si U es abierto
en Y .

Proposición 1.1.14. Todo mapeo cerrado suprayectivo es un
mapeo cociente.

1.1.2. Axiomas de Separación

Los axiomas de separación juegan un papel muy impor-
tante en topoloǵıa general.
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Definición 1.1.15. Sea X un espacio topológico. Diremos que
X es un espacio

1) T0 si para cada par de puntos distintos x, y ∈ X existe
un conjunto abierto que contiene excatamente a uno de
los dos puntos.

2) T1 si para cada par de puntos distintos x, y ∈ X existe
un conjunto abierto U tal que x ∈ U y y /∈ U .

3) T2, o un espacio de Hausdorff, si para cada par de puntos
distintos x, y ∈ X existen conjuntos abiertos U, V tales
que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅.

4) Regular si X es T1, y para cada punto x ∈ X y cada con-
junto cerrado A ⊂ X que no contiene al punto, existen
conjuntos abiertos U que contiene a x, y V que contiene
al conjunto A tales que U ∩ V = ∅.

5) Tychonoff, o un espacio completamente regular, o un es-
pacio T3 1

2
, si X es un espacio T1 y para cada x ∈ X

y cada subconjunto cerrado F ⊂ X con x /∈ F existe
un mapeo continuo f : X −→ [0, 1] tal que f(x) = 0 y
f(A) ⊂ {1}.

6) Normal si X es T1, y para cada par de subconjuntos
cerrados disjuntos A,B de X, existen conjuntos abiertos
U, V en X tales que, A ⊂ U, B ⊂ V y U ∩ V = ∅.

Se verifica que todo espacio de Tychonoff es un espacio
regular; todo espacio regular es de Hausdorff; todo espacio de
Hausdorff es T1; y todo espacio T1 es un espacio T0.
Las demostraciones del siguiente criterio podemos encontrar
en [13] Porposición 1.5.5.

Proposición 1.1.16. Un espacio X T1 es regular si, y sólo si,
para cada x ∈ X y cada conjunto abierto V de x existe un
conjunto abierto U , tal que x ∈ U ⊂ U ⊂ V .
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Para los espacios normales tenemos un resultado análogo.

Proposición 1.1.17. Un espacio X T1 es normal si, y sólo si,
para cada conjunto cerrado F y cada conjunto abierto V con
F ⊂ V , existe un conjunto abierto U que contiene a F tal que
U ⊂ V

1.1.3. Espacios Compactos

Definición 1.1.18. (Espacio Compacto) Un espacio to-
pológico X es un espacio compacto si X es un espacio de
Hausdorff y toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta
finita.

Los siguientes resultados se encuentran demostrado en [13]
en la Sección 3.1.

Proposición 1.1.19. Todo subespacio cerrado de un espacio
X compacto es un espacio compacto. Si X es un espacio de
Hausdorff, entonces todo subespacio de X compacto es un
subespacio cerrado de X.

Teorema 1.1.20. Todo espacio compacto es un espacio nor-
mal.

El siguiente resultado sobre espacios compactos tiene que
ver con mapeos continuos y su demostración lo encontramos
en [13] Sección 3.1.

Teorema 1.1.21. Todo mapeo continuo de un espacio com-
pactoX sobre un espacio de Hausdorff Y es un mapeo cerrado.

La demostración del siguiente resultado lo encontramos en
[13] Sección 2.2.

Teorema 1.1.22. La suma
⊕

s∈S Xs es compacta si y sólo si
los subespacios Xs los son y el conjunto S es finito.

En los siguentes resultados consideramos en el conjunto
producto la topoloǵıa de Tychonoff o la topoloǵıa producto
generada por los mapeos proyección (ver [13] Sección 2.3)
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Teorema 1.1.23 (Teorema de Kuratowski). Para cada es-
pacio de Haudorff las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) El espacio X es compacto.

(ii) Para cada espacio topológico Y el mapeo proyección so-
bre el segundo factor p : X × Y −→ Y es cerrado.

(iii) Para todo espacio normal Y el mapeo p : X × Y −→ Y
es cerrado.

Teorema 1.1.24 (Teorema de Wallace). Si As son subes-
pacios compactos de espacios topológicos Xs con s ∈ S, enton-
ces para cada conjunto abierto W en el producto cartesiano∏

s∈S Xs que contenga al producto
∏

s∈S As existen conjuntos
abiertos Us ⊂ Xs tales que Us 6= Xs solo para un número
finito de s ∈ S y

∏
s∈S As ⊂

∏
s∈S Us ⊂ W .

Un espacio topológico es llamado localmente compacto si
para cada punto x ∈ X existe un conjunto abierto U que
contiene al punto x tal que U es un subespacio compacto de
X.

1.1.4. Funciones Cardinales

Un espacio topológico X es metrizable si existe una métri-
ca d en X tal que la topoloǵıa inducida por la métrica coincide
con la topoloǵıa de X. Cuando la topoloǵıa del espacio X es
inducida por una métrica llamamos a X un espacio métrico.

Las funciones cardinales desempeñan un papel muy im-
portante.

Definición 1.1.25. Una función cardinal es una función de-
finida en la clase de los espacios topológicos que asigna a to-
do espacio topológico X un número cardinal f(X) tal que
f(X) = f(Y ) para cualquier par X, Y de espacios homeomor-
fos.
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Algunas funciones cardinales de nuestro interés son las si-
guientes.

Definición 1.1.26. 1. Sea B la colección de todas las bases
sobre un espacio X. El peso de X se define por

ω(X) = mı́n{|B| : B ∈ B}+ ℵ0

2. Si D es la colección de todos los subconjuntos densos
del espacio X, definimos la densidad de X mediante

d(X) = mı́n{|D| : D ∈ D}+ ℵ0

3. Una red N en un espacio X es una familia de subcon-
juntos de X tal que todo subconjunto abierto de X es
unión de elementos de N . Sea N la colección de todas
las red en X. Definimos el peso red mediante

nω(X) = mı́n{|N | : N ∈ N}+ ℵ0

.

4. La estrechez de un punto x en un espacio topológico X
es el cardinal infinito mas pequeño κ con la propiedad de
que si x ∈ C, C ⊂ X, entonces existe F ⊂ C tal que
x ∈ F y |F | ≤ κ. Este número cardinal se denota como
t(x,X). La estrechez de un espacio X es el supremo
de todos los números t(x, Y ) para x ∈ X. Este número
cardinal se denota como t(X).

5. Sea x ∈ X y A la colección de todas las bases locales de
x sobre un espacio X. El carácter del punto x se define
por

χ(x,X) = mı́n{|A| : A ∈ A}+ ℵ0
El carácter del espacio X es el supremo de todos los
t(x,X) para toda x ∈ X.

El siguiente resultado sobre funciones cardinales podemos
encontralo en [13].
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Proposición 1.1.27. Sean, X un espacio topológico y Y ⊂ X
un subespacio de X.

1. nω(Y ) ≤ nω(X)

2. d(X) ≤ nω(X)

3. t(X) ≤ nω(X)

4. Si X =
⋃
n∈ωXn, entonces nω(X) ≤ max{nω(Xn) : n ∈

ω}

5. nω(X × Z) ≤ nω(X)nω(Z), donde X,Z son espacios
topológicos.

Proposición 1.1.28. Si Y ⊂ X es un subespacio del espacio
X, entonces t(Y ) ≤ t(X).

Para un espacio métrico tenemos el siguiente resultado que
podemos encontrar en [13] Teorema 4.1.15.

Teorema 1.1.29. Para cada espacio métrico X y cualquier
cardinal m las siguientes son equivalentes:

(i) El peso de X es ≤ m.

(ii) El peso de red de X es ≤ m.

(iii) Toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta de
cardinalidad ≤ m.

(iv) Todo subespacio discreto cerrado de X tiene cardinali-
dad ≤ m.

(v) Todo subespacio discreto de X tiene cardinalidad ≤ m.

(vi) Toda familia de conjuntos abiertos no vaćıos ajenos dos
a dos en X tiene cardinalidad ≤ m.

(vii) La densidad de X tiene cardinalidad ≤ m.
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Otro resultado sobre las funciones cardinales es el siguien-
te.

Proposición 1.1.30. Si f : X −→ Y es un mapeo continuo
de un espacio topológico X sobre un espacio topológico Y ,
entonces nω(Y ) ≤ nω(X).



Caṕıtulo 2

Grupos Topológicos
Libres

Este caṕıtulo comprende el estudio a grande rasgos de los
grupo libres y grupos topológicos libres, aśı como propiedades
y algunos resultados útiles para el caṕıtulo 3, además, enun-
ciaremos la relación, tanto algebraicamente como topológica-
mente, que existe entre ellos. Los espacios a considerar serán
de Tychonoff.

2.1. Definición y Propiedades Bási-

cas

Esta sección la dedicaremos, como bien dice el t́ıtulo, para
dar a conocer algunas de las definiciones y propiedades so-
bre los grupos libres y grupos topológicos (Abelianos) libres.
Iniciamos este segundo caṕıtulo con la definición de grupo
topológico.

Definición 2.1.1. Sea G un conjunto no vaćıo equipado con
una operación binaria ·, y sea τ una topoloǵıa en el conjun-
to G. Diremos que G es un grupo topológico si satisface las
siguientes condiciones

13
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1. G con esta operación binaria es un grupo

2. El mapeo producto · : G×G −→ G dado por ·(x, y) =
xy, y el mapeo inverso −1 : G −→ G dado por −1(x) =
x−1, son ambos continuos. En G × G consideramos la
topoloǵıa producto.

Definición 2.1.2 (Homomorfismo e Isomorfismo). Sea
G y H dos grupos, y f : G −→ H un mapeo. Se dirá que el
mapeo f es un homomorfismo de grupos si f(ab) = f(a)f(b)
para toda a, b ∈ G. Se dirá que f es un Isomorfismo si el
mapeo f−1 : H −→ G es un homomorfismo también. En tal
caso se dirá que G y H son Isomorfos y lo denotaremos por
G ' H.

Para cada conjunto no vaćıo X existe un grupo G y un
mapeo σ : X −→ G tal que σ(X) genera algebraicamente al
grupo G, y la triada (G,X, σ) satisfacen la siguiente condicion

(FG) Para cada mapeo f : X −→ H del conjunto X a un

grupo arbitrario H, existe un homomorfismo f̃ : G −→
H tal que f̃ ◦ σ = f

La triada (G,X, σ) es llamada el grupo libre de X, y lo deno-
tamos por Fa(X). Este grupo es único en el sentido de que si
(G′, X, σ′) es un grupo libre de X, entonces existe un isomor-
fismo ϕ : G −→ G′ tal que σ′ = ϕ ◦σ. Podemos aśı identificar
a X con σ(X) ⊂ G, y diremos entonces que el grupo libre
Fa(X) de un conjunto X es un grupo abstracto G generado
algebraicamente por su subconjunto X (〈X〉 = G) tal que ca-
da mapeo f : X −→ H, donde H es un grupo arbitrario H
admite una extensión a un homomorfismo f̃ : G −→ H, es
decir, f̃ |X = f . Este grupo es único excepto isomorfismos que
fijan los puntos de X. Bajo estas condiciones, X es llamado
una base libre de G.
Cambiando la palabra grupo por grupo Abeliano en (FG)
obtenemos la definión del grupo Abeliano libre de X, y lo de-
notamos por Aa(X).
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Veamos ahora la estructura algebraica del grupo libre de
un conjunto X.
Una prueba de la existencia del grupo libre para un conjunto
no vaćıo X podemos encontrarla en [12] caṕıtulo 5, en don-
de se construye el grupo libre de un conjunto no vaćıo X
a través de clases de equivalencia mediante una relación de
equivalencia en el conjunto de todas las palabras (Definición
2.1.3) generadas por el conjunto X y su copia X−1, pero que
además en cada clase de equivalencia existe un representan-
te que es una palabra irreducible (Definición 2.1.3) formada
por elementos de X, y entonces el grupo libre Fa(X) para un
conjunto X consiste de todas estas palabras irreducibles.

Definición 2.1.3. Sea X un conjunto no vaćıo, X−1 una copia
disjunta de X. Para cada entero n ≥ 0, definimos una palabra
x de longitud n como x = xε11 x

ε2
2 · · · xεnn , donde xi ∈ X y

εi = ±1 para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}. La longitud de la palabra
vaćıa e es 0. Diremos que una la palabra x es irreducible si no
tiene pares consecutivos de śımbolos de la forma xx−1 o x−1x.

Dos palabras irreducibles x = xε11 · · ·xεnn y y = yδ11 · · · yδmm
son iguales si, y sólo si, m = n, xi = yi, y εi = δi para to-
da i. El producto xy de dos palabras irreducibles se define
como sigue: Consideremos la expresión xε11 · · ·xεnn y

δ1
1 · · · yδmm .

Si esta palabra es irreducible, éste será xy. Sino, cancelamos
los śımbolos de la forma xx−1 o x−1x. Aplicamos este procedi-
miento un número finito de veces hasta encontrar una palabra
irreducible que definirá xy .

ComoX ⊂ Fa(X) genera algebraicamente al grupo Fa(X),
entonces cada elemento g ∈ Fa(X) es de la forma g = xε11 ·xε22 ·
. . . · xεnn donde x1, x2, . . . , xn ∈ X y ε1, . . . , εn = ±1. Notemos
que la palabra vaćıa es el elemento identidad tanto en Fa(X)
como en Aa(X).
Existe una profunda analoǵıa entre los grupos abstractos y
los grupos topológicos. En lo siguiente diremos que un sub-
conjunto Y de un grupo topológico G genera topológicamente
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a G si el subgrupo 〈Y 〉 de G generado por Y es denso en G.

Sea σ : X −→ G un mapeo continuo de un espacio to-
pológico X a un grupo topológico de Hausdorff G que satisface
las siguientes condiciones:

1) la imagen σ(X) genera topológicamente al grupo G,

2) para cada mapeo continuo f : X −→ H, donde H es un
grupo topológico arbitrario H, existe un homomorfismo
continuo f̃ : G −→ H tal que f̃ ◦ σ = f .

La triada (G,X, σ) es denotada por F (X) y es llamada el
grupo topológico libre de X. Si los grupos en la definición an-
terior son Abelianos, la triada (G,X, σ) es llamada el grupo
topológico Abeliano libre de X y lo denotamos por A(X).
Cabe mencionar que el grupo topológico (Abeliano) libre de
X es único en el sentido siguiente: si (G,X, σ) y (G′, X, σ′)
son grupos topológicos (Abelianos) libres de X, entonces exis-
te un isomorfismo topológico ϕ : G −→ G′ tal que ϕ ◦ σ = σ′.
Como se muestra en seguida, la existencia del grupo topológi-
co libre para un espacio discreto es algo claro, no aśı para un
espacio de Tychonoff no discreto el cual podemos encontrar
en [11] Teorema 7.1.2, dando como consecuencia que la topo-
loǵıa de grupo topológico libre en F (X) induce (genera) en X
su topoloǵıa original.

Ejemplo 2.1.4. Si X es un espacio discreto, entonces el grupo
libre Fa(X) y el grupo Abeliano libre Aa(X) del conjunto X,
dotados con la topoloǵıa discreta, son el grupo topológico libre
y el grupo topológico Abeliano libre de X, respectivamente.

Demostración. Sea Fa(X) el grupo libre con la topoloǵıa dis-
creta. Luego, este grupo es un grupo topológico. Por definición
de grupo libre existe σ : X −→ Fa(X) tal que σ(X) genera
algebraicamente a Fa(X), en consecuencia lo genera topológi-
camente. Por otro lado, sea H un grupo topológico arbitrario
y f : X −→ H un mapeo continuo. Como H en particular



2.1 Definición y Propiedades Básicas 17

es un grupo y Fa(X) es el grupo libre de X, entonces existe

un homomorfismo f̃ : Fa(X) −→ H tal que f̃ ◦ σ = f . Del
hecho que tanto X como Fa(X) son discretos se sigue que los

mapeos σ y f̃ son continuos. Por lo tanto, (Fa(X), X, σ) es un
grupo topológico libre de X.
Procediendo de manera análoga se prueba para el caso Aa(X).

Extendemos el ejemplo anterior.

Proposición 2.1.5. Sea X un espacio de Tychonoff. El grupo
topológico (Abeliano) libre F (X) (A(X)) es discreto si y sólo
si X es discreto.

Observación 2.1.6. En [11] Teorema 7.1.5 se demuestra que
para cada espacio de Tychonoff X el grupo topológico libre
F (X) es isomorfo algebraicamente a Fa(X), es decir, X es
una base libre algebraica de F (X). Con este hecho diremos
entonces que el grupo F (X) sin topoloǵıa es el grupo libre
de X, esto es, X como subconjunto del grupo F (X) genera
algebraicamente a este grupo. Un argumento similar se aplica
para A(X).

Existe una relación entre la topoloǵıa de grupo libre de
F (X) y las topoloǵıas de grupo topológico en el grupo libre
Fa(X) como veremos más adelante, pero antes enunciaremos
un resultado para su prueba.

Proposición 2.1.7. Existe una topoloǵıa en Fa(X) que hace
de éste grupo un grupo topológico y que genera la topoloǵıa
original del espacio X, es decir, la topoloǵıa de X como sub-
espacio de Fa(X) coincide con la topoloǵıa original de X.

Demostración. Sea τF la topoloǵıa de grupo topológico libre
de F (X). Como F (X) ' Fa(X), sea f : F (X) −→ Fa(X) el
isomorfismo identico en X. Hagamos τFa = {f(U) : U ∈ τF}.
Como la función f es biyectiva, se sigue τFa es una topoloǵıa
en Fa(X). Por otra parte, si V ∈ τFa entonces existe U ∈ τF
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tal que V = f(U). Aplicando la imagen inversa al conjunto
V , se tiene que f−1(V ) = U es abierto en F (X). Si U es
abierto en F (X), entonces f(U) es abierto en Fa(X). Hemos
demostrado entonces que f es un isomorfismo topológico. Por
lo tanto, dado que τF genera la topoloǵıa de X, entonces τFa

también genera la topoloǵıa de X.
Probemos ahora que el mapeo producto · : Fa(X)×Fa(X) −→
Fa(X) es continuo. Sea V ∈ τFa . Entonces existe U abierto en
F (X) tal que f(U) = V . Como F (X) es un grupo topológico,
el conjunto

·−1(U) = {(x, y) ∈ F (X)× F (X) : xy ∈ U}

es abierto en F (X)× F (X). Entonces

·−1(U) =
⋃
α∈I

(Uα × Vα),

dende Uα, Vα son elementos de τF . Por otro lado

·−1(V ) = {(f(x), f(y)) ∈ Fa(X)× Fa(X) : f(x)f(y) ∈ V }.

Se sigue que

·−1(V ) =
⋃
α∈I

(f(Uα)× f(Vα)),

el cual es abierto en Fa(X)×Fa(X). Por lo tanto, el producto
· es continuo.
De la misma manera se procede para probar la continuidad
de la función inversa.

El resultado anterior nos dice entonces que si τF es la topo-
loǵıa de grupo topológico libre en F (X), entonces (Fa(X), τF )
es un grupo topológico. Ahora podemos dar la prueba del se-
guiente resultado.

Proposición 2.1.8. La topoloǵıa del grupo F (X) es la topo-
loǵıa más fina de grupo topológico en Fa(X) que genera en X
la topoloǵıa original. Lo mismo es cierto para A(X).
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Demostración. En la prueba de la existencia del grupo to-
pológico libre se tiene que la topoloǵıa τF de F (X) genera
en X su topoloǵıa original τX . Por la Observación2.1.6, X es
una base libre algebraica de F (X) ∼= Fa(X), es decir, X ge-
nera algebraicamente a F (X). Sea τ ′ una topoloǵıa de grupo
topológico en Fa(X) tal que τ ′|X = τX (la existencia de una
tal topoloǵıa se tiene de la Proposición 2.1.7). Como el mapeo
inclusión i : X ↪→ Fa(X) es continuo y F (X) es el grupo li-
bre de X, entonces i se extiende a un homomorfismo continuo
ĩ : F (X) −→ Fa(X) tal que ĩ|X = i. Como el conjunto X
es generador tanto de F (X) como de Fa(X) se tiene que ĩ es
un isomorfismo. Por otra parte, dado que ĩ es continua, si U
es abierto en el espacio (Fa(X), τ ′) entonces ĩ−1(U) es abierto
en F (X), y por la biyectividad de ĩ podemos concluir que U
es abierto en F (X). Esto es, τ ′ ⊂ τF . Por lo tanto, τF es la
topologá más fina de grupo topológico en Fa(X) que genera
en X su topoloǵıa original.

El siguiente resultado (cuya demostración podemos ver en
[11] Teorema 7.1.9) nos permite extender mapeos continuos
sobre espacios de Tychonoff a homomorfismos continuos sobre
sus grupos topológicos libres, a saber:

Proposición 2.1.9. Sean X, Y espacios de Tychonoff, y f :
X −→ Y un mapeo continuo. Entonces f admite extensio-
nes a homomorfismos continuos F (f) : F (X) −→ F (Y ) y
A(f) : A(X) −→ A(Y ). Además, si f es cociente y f(X) = Y ,
entonces los homomorfismos F (f) y A(X) son abiertos.

Ahora mostraremos una relación entre los grupos topológi-
cos libres y los grupos topológicos Abelianos libres. Antes da-
remos una definición muy conocida en la teoria de grupos.

Definición 2.1.10. Sea G un grupo. El conmutador de G, de-
notado por [G], es el subgrupo de G generado por el conjunto
A = {a−1b−1ab : a, b ∈ G}, es decir, [G] = 〈A〉.

Notemos que el subgrupo conmutador [G] es un subgrupo
normal en el grupo G. Por lo tanto, el grupo cociente G/[G]
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es un grupo que además es Abeliano. La demostración del si-
guiente resultado podemos encontrarlo en [11] Teorema 7.1.11.

Teorema 2.1.11. El subgrupo conmutador [F (X)] del grupo
topológico libre F (X) para un espacio de Tychonoff X es
cerrado en F (X) y A(X) ∼= F (X)/[F (X)]. En otras palabras,
A(X) es cociente de F (X).

2.2. Conjuntos Abiertos en F (X)

Hasta ahora no tenemos herramientas suficientes para el
estudio de las propiedades topológicas de los grupos topológi-
cos libres. Aśı que estableceremos algunos resultados para vi-
sualizar con mas claridad la estructura de los grupos topológi-
cos (Abelianos) libres. Introducimos algunas notaciones.

Para cada entero no negativo n, denotamos por Fn(X) el
subespacio del grupo topológico libre F (X) que consiste de
todas las palabras irreducibles de longitud ≤ n con respec-
to a la base libre X. Se tiene que F0(X) = {e} donde e es
la identidad de F (X). Hagamos Cn(X) = Fn(X) \ Fn−1(X)
para n ≥ 1, es decir, Cn(X) es el subconjunto de F (X) que
consiste de todas las palabras irreducibles de longitud n. En
nuestro contexto Xn significará el producto cartesiano de X
n-veces. Denotemos por X̃ la suma topológica de X, su copia
homeomorfa X−1, y {e}, esto es, X̃ = X ⊕X−1 ⊕ {e}. Para

cada n ≥ 1, sea in : X̃n −→ F (X) el mapeo producto dado
por in(y1, . . . , yn) = y1 · . . . · yn para cada punto (y1, . . . , yn).
Finalmente, denotemos C∗n(X) = i−1n (Cn(X)), la preimagen
de Cn(X) bajo el mapeo in.

Antes de dar algunos resultados correspondientes a los
conjuntos definidos anteriormente, haremos unas observacio-
nes.

Observación 2.2.1. 1. La topoloǵıa de grupo libre tam-
bién induce en X−1 su topoloǵıa original, es decir, la
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topoloǵıa de X−1 como subespacio del grupo libre coin-
cide con la topoloǵıa original de X−1.

2. De la observación anterior, si τF es la topoloǵıa de grupo
topológico libre de F (X) y τX̃ es la topoloǵıa suma de

X̃, entonces τF |X̃ ⊂ τX̃ , es decir, cada abierto en X̃

como subespacio de F (X) es un abierto en X̃.

3. Si el espacio X es compacto, entonces también lo es X̃.
Esto se sigue del Teorema 1.1.22.

Proposición 2.2.2. Para cada entero n ≥ 1, el mapeo pro-
ducto in es continuo, e in(X̃n) = Fn(X). Además, si X es
compacto, entonces Fn(X) es cerrado en F (X)

Demostración. Apliquemos inducción. Para n = 2. El ma-
peo i2 : X̃2 −→ F (X), es en efecto la restricción del ma-

peo producto · : F (X) × F (X) −→ F (X) sobre X̃ × X̃
que es continuo, ya que F (X) es un grupo topológico. Su-

pongamos que el mapeo in−1 : X̃n−1 −→ F (X) es conti-

nuo. Veamos que también lo es in : X̃n −→ F (X). Para

esto definamos un mapeo gn : X̃n −→ F (X) × F (X) por
gn(x1, . . . , xn) = (x1 · · ·xn−1, xn) y probemos que es conti-
nuo. Basta probar que los mapeos coordenadas de gn son con-
tinuos. Un mapeo coordenada es fn : X̃n −→ F (X) dada

por fn(x1, . . . , xn−1, xn) = x1 · · ·xn−1. Si hn : X̃n −→ X̃n−1

es de la forma hn(x1, . . . , xn−1, xn) = (x1, . . . , xn−1), enton-
ces es continuo. Ahora notemos que fn = in−1 ◦ hn. Enton-
ces fn es continuo porque in−1 es continuo. Por otro lado,
el mapeo coordenada g : X̃n −→ F (X) de gn dada por
g(x1, . . . , xn−1, xn) = xn es continuo. Por lo tanto, gn es con-
tinuo. Por último, notemos que in = · ◦ gn es composición de
dos mapeos continuos, aśı que, in es continuo.
Para ver que in(X̃n) = Fn(X), notemos que in se define en
la operación producto del grupo F (X), es decir, la imagen de
cada elemento bajo el mapeo in resulta ser una palabra irre-
ducible en F (X), pero Fn(X) consiste exactamente de estas
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palabras.
Si X es un espacio compacto, entonces como el mapeo in es
continuo, se cumple que Fn(X) es compacto en F (X), co-
mo este último es Hausdorff, entonces Fn(X) es cerrado en
F (X).

A continuación enunciamos algunos resultados sobre los
subespacios Fn(X) y X de F (X).

Teorema 2.2.3. (A.V. Arhangel’skii) Los siguientes dos
enunciados son ciertos para cualquier espacio de Tychonoff X
y cada entero n ≥ 1.

a) Los conjuntos Fn(X) e in(Xn) son cerrados en F (X).
En particular, X es cerrado en F (X).

b) Los espacios C∗n(X) y Cn(X) son homeomorfos. Además,
in(Xn) es una copia cerrada homeomorfa deXn en F (X).

Demostración. Sea βX la compactificación de Čech-Stone del
espacio X, y consideremos el grupo topológico libre F (βX).
Como βX es la compactificación de X, existe un encaje ho-
meomorfo i : X −→ βX, esto es, i : X −→ i(X) es un
homeomorfismo. En particular, i : X −→ βX es continuo.
Como F (X) es el grupo topológico libre de X, i se extiende
a un homomorfismo continuo î : F (X) −→ F (βX). Como la
restricción de î sobre X es uno a uno y βX es una base libre
de F (βX), se tiene que î es también inyectivo. En efecto, cada
palabra en F (X) es una palabra irreducible por elementos de
X. Sean x = xε11 · . . . · xεnn y y = yδ11 · . . . · yδmm dos palabras
irreducibles en F (X) con x 6= y. Luego

î(x) = î(xε11 ·. . .·xεnn ) = î(x1)
ε1 ·. . .·î(xn)εn = i(x1)

ε1 ·. . .·i(xn)εn

y

î(y) = î(yδ11 ·. . .·yδmm ) = î(y1)
δ1·. . .·̂i(ym)δm = i(y1)

δ1 ·. . .·i(ym)δm

Del hecho que i es un mapeo inyectivo y x, y son palabras
irreducibles se tiene que î(x), î(y) son palabras irreducibles en
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F (βX) de la misma longitude que x e y, respectivamente. Co-
mo x 6= y, entonces, bien n 6= m en cual caso î(x) 6= î(y), bien
existe j con εj 6= δj en cual caso î(x) 6= î(y), o bien existe j tal
que xj 6= yj en cual caso también se tendrá que î(x) 6= î(y).
Aśı que, en cualquier caso, î(x) 6= î(y), es decir, î es inyectivo.
Observamos de esto también que la imagen de F (X) bajo el
mapeo î es generada por el subconjunto i(X) de F (βX), es
decir, î(F (X)) = 〈i(X)〉. Por lo tanto, î : F (X) −→ 〈i(X)〉 es
un isomorfismo continuo.

a) Denotemos por K la suma topológica de βX, su co-
pia homeomorfa (βX)−1, y la identidad e de F (X), esto es,
K = βX ⊕ {e} ⊕ (βX)−1. Para cada entero n ≥ 1, consi-
deremos el mapeo i∗n : Kn −→ F (βX) definida por la for-
mula i∗n(y1, . . . , yn) = y1 · . . . · yn, para todo y1, . . . , yn ∈ K.
Por la Proposición 2.2.2, el mapeo i∗n es continuo. Notemos

que i(X) ⊂ βX, entonces ĩ(X) ⊂ K. Sean y1, . . . , yn ∈ X̃ y

i(y1), . . . , i(yn) ∈ ĩ(X) sus respectivas copias. Tenemos que

i∗n(i(y1), . . . , i(yn)) = i(y1) · . . . · i(yn)

y

î ◦ in(y1, . . . , yn) = î(in(y1, . . . , yn)) = î(y1 · . . . · yn)

= î(y1) · . . . · î(yn) = i(y1) · . . . · i(yn)

Es decir, la restricción de i∗n a X̃n coincide con î ◦ in para

cada n ≥ 1, donde X̃ = X ⊕ {e} ⊕X−1. De esto se tiene que

î ◦ in(X̃n) = i∗n(X̃n) ⊂ i∗n((βX)n). Como para el caso de X̃,
se tiene también que Fn(βX) = i∗n(Kn). En vista de que Kn

es compacto e i∗n es continua, concluimos que Fn(βX) es com-
pacto. Como el grupo topológico libre F (βX) es Hausdorff,
tenemos entonces que Fn(βX) es un subconjunto cerrado en
F (βX). Ahora, î mapea cada palabra irreducible de longitud
n en F (X) en una palabra irreducible de la misma longitud
en F (βX). Es claro notar que el rango de î sobre F (X) es el
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subgrupo generado por i(X) de F (βX). Se sigue de esto que
î(Fn(X)) = î(F (X)) ∩ Fn(βX).
La compactificación βX del espacio X, por definición es un
espacio compacto, se sigue de la Proposición 2.2.2 que Fn(βX)
es un subconjunto cerrado de F (βX). Por lo tanto, el conjun-
to î(Fn(X)) es un conjunto cerrado en î(F (X)). Como î es un
mapeo continuo uno a uno de F (X) sobre 〈i(X)〉 = î(F (X)),
y Fn(X) = î−1(̂i(Fn(X))), concluimos que Fn(X) es un sub-
conjunto cerrado de F (X).

Nos queda demostrar que el conjunto in(Xn) es cerrado en
F (X). Para esto notemos primero que î(in(Xn)) ⊂ î(F (X))∩
i∗n((βX)n). Por otra parte, si y ∈ î(F (X)) ∩ i∗n((βX)n), en-
tonces existe una única palabra irreducible z = y1 · . . . · yn en
F (X) tal que î(z) = y. Si x = (y1, . . . , yn) ∈ Xn, entonces,
î◦ in(y1, . . . , yn) = î(y1 · . . . ·yn) = y. Por lo tanto, î(in(Xn)) =
î(F (X))∩ i∗n((βX)n), entonces el conjunto î(in(Xn)) es cerra-
do en î(F (X)). De nuevo, como î es un mapeo continuo uno
a uno sobre î(F (X)) , e in(Xn) = î−1(̂i(in(Xn))), se concluye
que el conjunto in(Xn) es un subconjunto cerrado de F (X).
En particular, para n = 1, X ∼= i1(X) es cerrado en F (X).

b) Cada elemento en Cn(X) es una palabra irreducible de
longitud igual a n. Sean, y = (y1, . . . , yn) y x = (x1, . . . , xn)
elementos en C∗n(X) con x 6= y, entonces existe j = 1, . . . , n tal
que xj 6= yj. Si in(x) = in(y), entonces x1 · . . . ·xn = y1 · . . . ·yn,
luego xj = yj para todo j = 1, . . . , n, lo cual no es posible.

Por lo tanto, el mapeo producto in : X̃n −→ F (X) restringido
al conjunto C∗n(X) es inyectivo. Si fn = in|C∗

n(X) : C∗n(X) −→
Cn(X), entonces este mapeo es biyectivo y continuo. Para ve-
rificar que fn es un homomorfismo, basta demostrar que es un
mapeo abierto. Como βX es compacto, entonces Kn también
lo es. Ahora, el grupo topológico libre F (βX) de βX es Haus-
dorff y el mapeo i∗n : Kn −→ F (βX) es continuo, por la Propo-
sición 1.1.21 concluimos que este mapeo es cerrado. Como an-
teriormente, la restricción i∗n sobre C∗n(βX) = (i∗n)−1(Cn(βX))
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es inyectivo. Más aún, i∗n|C∗
n(βX) : C∗n(βX) −→ Cn(βX) es bi-

yectivo. Como el mapeo i∗n : Kn −→ F (βX) continuo, se tiene
que el mapeo i∗n|C∗

n(βX) : C∗n(βX) −→ Cn(βX) es también con-
tinuo. Ahora, si G es un subconjunto cerrado en C∗n(βX), exis-
te un subconjuto D cerrado en Kn tal que G = C∗n(βX)∩D.
Luego, tenemos que i∗n(C∗n(βX) ∩ D) = Cn(βX) ∩ i∗n(D), y
el conjunto de la igualdad derecha es cerrado en Cn(βX)
ya que i∗n(D) es cerrado en F (βX). Por lo tanto el mapeo
i∗n|C∗

n(βX) : C∗n(βX) −→ Cn(βX) es un homeomorfismo.
Tomemos U un subconjunto abierto en C∗n(X). Elijamos un

subconjunto abierto W de X̃n tal que U = C∗n(X) ∩ W .
Por la Proposición 2.2.4 existe un subconjunto abierto V1
en Kn tal que W = X̃n ∩ V1. Entonces el conjunto abier-
to U resulta U = C∗n(X) ∩ X̃n ∩ V1 = C∗n(X) ∩ V1, ya que

C∗n(X) ⊂ X̃n. Observemos que X ⊂ βX, entonces Cn(X) ⊂
Cn(βX). Por lo tanto, C∗n(X) ⊂ C∗n(βX). Tenemos aśı que,
U = C∗n(X)∩C∗n(βX)∩V1. Si V = C∗n(βX)∩V1, entonces éste
conjunto es abierto en C∗n(βX). Aśı, U = C∗n(X) ∩ V . Como
el mapeo i∗n|C∗

n(βX) : C∗n(βX) −→ Cn(βX) es un homeomor-

fismo, y î ◦ in = i∗n|X̃n , el conjunto

î ◦ in(U) = i∗n(U) = i∗n(V ) ∩ i∗n(C∗n(X))

= i∗n(V ) ∩ i∗n(i−1n (Cn(X))) = i∗n(V ) ∩ î(Cn(X))

es abierto en î(Cn(X)). Pero î es un monomorfismo conti-
nuo, por lo tanto, in(U) es abierto en Cn(X). Esto es, fn =
in|C∗

n(X) : C∗n(X) −→ Cn(X) es un mapeo abierto. Por lo tan-
to, fn es un homeomorfismo. Observemos que si (x1, . . . , xn) ∈
Xn, entonces al evaluar éste elemento por in nos da como re-
sulta la palabra irreducible x1 · . . . · xn de longitud igual a n.
Entonces, Xn ⊂ C∗n(X). Se sigue del inciso a) que, in(Xn) es
es un subconjunto cerrado en F (X). Pero in(Xn) ⊂ Cn(X),
es decir, in(Xn) es una copia homeomorfa cerrada de Xn en
F (X).

El siguiente resultado se uso en la demostración del Teo-
rema anterior.
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Proposición 2.2.4. Sea i : X −→ βX el encaje homeomorfo
originado por la compactificación βX de X. Entonces, la to-
poloǵıa original de X̃n coincide con la topoloǵıa de subespacio
de X̃n en Kn, donde K es el conjunto definido en el teorema
anterior.

Demostración. El mapeo i : X −→ i(X) es un homeomorfis-
mo. Notemos que X ⊂ i(X) ⊂ βX. Entonces, podemos decir
que la topoloǵıa de X es igual a la topoloǵıa de subespacio de
i(X) en βX. De esto se sigue que la topoloǵıa original de X̃

es igual a la topoloǵıa de X̃ que se obtiene como subespacio
de K. Por lo tanto, la topoloǵıa original de X̃n coincide con
la topoloǵıa de subespacio de X̃n en Kn.

Tenemos un resultado análogo al teorema anterior pero
para los grupos topológico Abelianos libres como lo enuncia
la siguiente proposición el cual podemos encontrar su demos-
tración en [11] Teorema 7.1.14.

Proposición 2.2.5. Para el caso de A(X), in : C∗n(X) −→
Cn(X) e in : Xn −→ in(Xn) son mapeos abiertos y perfectos,
para cada espacio de Tychonoff X y cada entero n ≥ 1.

Terminamos esta sección con un resultado interesante que
describe una base de abiertos para cada palabra g de longitud
n en el subespacio Fn(X) en los grupos F (X) y A(X). De
manera mas concisa:

Proposición 2.2.6. Sea X un espacio de Tychonoff y g =
xε11 · . . . · xεnn una palabra irreducible en F (X) de longitud n.
Supongamos que Ui es un conjunto abierto en X que contiene
a xi, y que Ui ∩ Uj = ∅ si xi 6= Uj, 1 ≤ i, j ≤ n. Entonces,
el conjunto W = U ε1

1 · . . . · U εn
n es un abierto en Fn(X) que

contiene a la palabra g. Más aún, la familia de conjuntos W
forman una base local de g en Fn(X).

Demostración. Por el inciso a) del Teorema 2.2.3, el conjunto
Cn(X) = Fn(X)\Fn−1(X) es abierto en Fn(X). Consideremos
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el punto (xε11 , . . . , x
εn
n ) ∈ X̃n. Entonces el conjunto U = U ε1

1 ×
· · ·×U εn

n es abierto en X̃n, x ∈ U , y in(U) = U ε1
1 ·. . .·U εn

n . Como
cada Ui es subconjunto de X, entonces W consiste meramente
de palabras irreducibles de longitud igual a n. Por lo tanto,
in(U) ⊂ Cn(X). Entonces, U ⊂ C∗n(X). Como el mapeo in :
C∗n(X) −→ Cn(X) es abierto (ver inciso b) del Teorema 2.2.3,
y Proposición 2.2.5), el conjunto W = in(U) es un abierto de
g = in(x) en Cn(X), y por lo tanto abierto en Fn(X).
Por otra parte, sea τX la topoloǵıa original de X, y hagamos
Vi = {Ui ∈ τX : xi ∈ Ui} la famia de todos los abiertos de

xi en X. Entonces, la familia de abiertos en X̃n dada por
V = {U = U ε1

1 × · · · × U εn
n : Ui ∈ Vi} es una base del punto

x en C∗n(X). La familia U = {in(U) : U ∈ V} constituye una
base local del punto g en Cn(X). Como Cn(X) es abierto en
Fn(X), entonces U es una familia de abiertos en Fn(X) que
además es una base local de g en Fn(X).



Caṕıtulo 3

Estrechez en Grupos
Topológicos Libres

Este caṕıtulo será desarrollado para el estudio de la fun-
ción cardinal estrechez sobre los grupos topológicos (Abelia-
nos) libres. Además de estudiar algunos conceptos sobre cu-
biertas para un espacio X los cuales serán de gran útilidad
para el cálculo de la estrechez en grupos topológicos libres.
Los espacios considerados en este caṕıtulo serán de Tycho-
noff.

3.1. Cubiertas Generadoras

Esta sección la dedicaremos al estudio de las cubiertas de
un espacio topológico que generan su topoloǵıa. Enunciaremos
algunos resultados que nos darán un criterio para calcular la
estrechez de un espacio topológico.

Sea X un espacio topológico, C = {Cα ⊂ X}α∈I una cu-
bierta de X. Definimos una colección τ de subconjuntos de X
como sigue. Un subconjunto U ⊂ X es un elemento de τ , si
para todo C ∈ C se tiene que U ∩C es abierto en C, o equiva-
lentemente, F c ⊂ X pertenece a τ , si para todo C ∈ C, F ∩C
es cerrado en C. En ambos casos C se toma como subespacio

28
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de X.
Puede probarse, sin mayor dificultad, que τ es una topoloǵıa
sobre el conjunto X, llamada la topoloǵıa generada por la cu-
bierta.

Observación 3.1.1. Observemos de esta definición que si τX
es la topoloǵıa original de X y τ es la topoloǵıa generada por
alguna cubierta C de X, y si U ∈ τX , entonces U∩C es abierto
en C para toda C ∈ C; por lo tanto τX ⊂ τ para cualquier
cubierta C de X.

Entonces, qué visualización nos proporcionará el hecho de
saber que la topoloǵıa original de un espacio X coincide con la
topoloǵıa generada por una cubierta, si esto último llegará a
suceder.

Definición 3.1.2. Sea τX la topoloǵıa original de un espacio
topológico X y τ la topoloǵıa generada por alguna cubierta C
de X. Si estas dos topoloǵıas sobre el conjunto X coinciden,
entonces diremos que la cubierta C genera la topoloǵıa de X
o que C es una cubierta generadora del espacio X.

De la Observación 3.1.1, basta demostrar que, si τ es la
topoloǵıa generada por alguna cubierta de X entonces, todo
elemento en τ es un conjunto abierto en X con su topoloǵıa
original.
Ahora, clasificamos algunos espacios respecto a cubiertas ge-
neradoras en un espacio X. Sean U y V dos cubiertas de un
espacio topológico X. Diremos que V es un refinamiento de
U , denotado U ≺ V , si para cada elemento U ∈ U existe un
elemento V ∈ V tal que U ⊂ V .

El siguiente resultado referente a cubiertas generadoras
será útil para la prueba de los resultados en la Sección 3 de
este caṕıtulo. Su demostración podemos encontrarlo en [1].

Proposición 3.1.3. Sea X un espacio topológico.
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(i) Si V es una cubierta generadora del espacio X, y si Y
es un subespacio cerrado de X, entonces la colección
VY = {Y ∩ P : P ∈ V} es una cubierta generadora del
subespacio Y .

(ii) Si la cubierta V de X es un refinamiento de la cubierta
generadora U de X, entonces V es también una cubierta
generadora del espacio X.

(iii) Sea U una cubierta de X. Si V es una cubierta genera-
dora de X y VP = {P ∩ A : A ∈ U} es una cubierta
generadora del subespacio P para cada P ∈ V , entonces
U es una cubierta generadora del espacio X.

Enunciamos enseguida una definicón de Topoloǵıa Gene-
ral.

Definición 3.1.4. Sean X un espacio topológico y κ un car-
dinal. Diremos que un subconjunto A ⊂ X es κ-cerrado, si
todo subconjunto B ⊂ A con |B| ≤ κ cumple que B ⊂ X,
donde la cerradura de B es en el espacio X.

Tenemos el siguiente criterio sobre la estrechez de un es-
pacio topológico X cuando el cardinal κ = ω.

Proposición 3.1.5. Sea X un espacio topológico. La estre-
chez de X no excede al cardinal ω si y sólo si todo conjunto
ω-cerrado en X es cerrado en X.

Demostración. Supongamos primero que la estrechez del es-
pacio no excede al cardinal ω. Sea A ⊂ X un conjunto ω-
cerrado y x0 ∈ A. Como t(X) ≤ ω, entonces se tiene que
t(x0, X) ≤ ω. Luego, existe B ⊂ A con |B| ≤ ω tal que x0 ∈
B. Como el conjunto A es ω-cerrado, tenemos que B ⊂ A.
Entonces, x0 ∈ A. Por lo tanto, el conjunto A es cerrado.

Para la otra parte, sea x0 ∈ X y supongamos que x0 ∈ A
para un conjunto A ⊂ X. Demostraremos que existe un sub-
conjunto C ⊂ A con |C| ≤ ω tal que x0 ∈ C. Para esto,
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consideremos A la colección de todos los subconjuntos nume-
rables del conjunto A y sea B =

⋃
C∈AC. Sea F ⊂ B tal que

|F | ≤ ω. Para cada x ∈ F existe un Cx ∈ A tal que x ∈ Cx.
Como el conjunto F es numerable, se tiene que el conjunto
D =

⋃
x∈F Cx es numerable. El conjunto F es un subconjunto

del conjunto
⋃
x∈F Cx, entonces F ⊂ D. Por otra parte, como

D ⊂ A y |D|ω, entonces D ∈ A. Luego, D ⊂ B. Se sigue que
F ⊂ B, es decir, B es un conjunto ω-cerrado. Por lo tanto, el
conjunto B es cerrado en X.
Notemos que el conjunto A es un subconjunto del conjunto
B. Como x0 ∈ A, entonces x0 ∈ B = B. Por lo tanto, existe
C ∈ A tal que x0 ∈ C. Aśı, t(x0, X) ≤ ω. Como el x0 fue
arbitrario se tiene que t(X) ≤ ω.

Otro criterio que usaremos referente a la estrechez y cu-
bierta generadora es el siguiente.

Proposición 3.1.6. Sea X un espacio topológico. Entonces,
t(X) ≤ ω si y sólo si la cubierta U = {C ⊂ X} de subconjun-
tos numerables del espacio X genera la topoloǵıa de X.

Demostración. Supongamos primero que t(X) ≤ ω. Sean, τX
la topoloǵıa original de X y τ la topoloǵıa generada por la
cubierta U . Sea A ⊂ X tal que A ∩ C es cerrado en C para
toda C ∈ U . Demostraremos que A es un conjunto cerrado en
X. Por la Proposición 3.1.5 basta probar que el conjunto A
es ω-cerrado en X. Sea B ⊂ A tal que |B| ≤ ω, y sea b ∈ B.
Consideremos el conjunto D = B ∪ {b}. Se ve que |D| ≤ ω.
Entonces D ∈ U . Luego, A∩D es un subconjunto cerrado en
D. Sea F ⊂ X un conjunto cerrado tal que A ∩D = D ∩ F .
Como el conjunto B es un subconjunto de D, se tiene que

b ∈ B
D

. Si H = A ∩ D, entonces H
D

= H. El conjunto B

es un subconjunto de H, entonces B
D ⊂ H

D
= H. Luego,

b ∈ H, en particular b ∈ A. Por lo tanto, B ⊂ A. Esto prueba
que A es un conjunto ω-cerrado. Como t(X) ≤ ω, entonces el
conjunto A es cerrado en X. Aśı, τ = τX , es decir, la cubierta
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U genera la topoloǵıa del espacio X.

Para la segunda parte, demostraremos que todo conjunto
ω-cerrado en X es cerrado en X. Sea A ⊂ X un conjunto ω-
cerrado en X. Basta probar que el conjunto A es cerrado en
(X, τ). Sea D ⊂ X un subconjunto numerable. Probaremos

que A∩D es cerrado en D. Sea d ∈ A ∩DD
. Como (A∩D) ⊂

D se tiene que el conjunto A ∩ D es numerable. Además,
como (A∩D) ⊂ A y el conjunto A es ω-cerrado, se tiene que

A ∩D ⊂ A. Notemos que A ∩DD ⊂ A ∩D ⊂ A, entonces
d ∈ A. Luego, d ∈ A ∩ D. Por lo tanto, el conjunto A ∩ D
es cerrado en D. Como U genera la topoloǵıa del espacio X,
entonces A es cerrado en X. Hemos demostrado que todo
conjunto ω-cerrado en X es cerrado en X. Por la Proposición
3.1.5 concluimos que t(X) ≤ ω.

3.2. Espacios Kω y K-espacios

En esta sección enunciaremos la definición de losK-espacios
y Kω − espacios, aśı como algunos resultados referentes a es-
tos espacios que nos proporcionará una manera de saber la
estrechez de un grupo topológico libre.

Definición 3.2.1. (Kω-espacios y K-espacios) Un espa-
cio X es llamado un K-espacio si la cubierta C de todos los
subconjuntos compactos de X genera la topoloǵıa de X. Se
dirá que el espacio es un Kω-espacio si existe una cubierta
numerable de subconjuntos compactos de X que genera la
topoloǵıa de X.

Sin pérder generalidad, cuando tengamos una cubierta nu-
merable por subconjuntos compactos de un espacio de Haus-
dorff, supondremos que los elementos de la cubierta son cre-
ciente. Más explicitamente lo eneunciamos en la siguiente pro-
posición.
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Proposición 3.2.2. Sea X un espacio de Hausdorff. Consi-
deremos V = {Kn : n ∈ ω} una cubierta numerable por
subconjuntos compactos de X, y hagamos U = {Bn ⊂ X :
Bn = Un

i=1Ki}. Entonces las topoloǵıas generadas por ambas
cubiertas coinciden.

Demostración. Sean, τ1 la topoloǵıa generada por la cubierta
V y τ2 la topoloǵıa generada por la cubierta U . Consideremos
F ⊂ X un subconjunto cerrado en (X, τ1). Entonces, F ∩Kn

es cerrado en Kn para todo n ∈ ω. Como Kn es compacto y
X es de Hausdorff, entonces Kn es cerrado en X para todo
n. Entonces el conjunto F ∩ Kn es un subconjunto cerrado
en X. Sea Bn ∈ U . Por definición, Bn =

⋃n
i=1Kn. Luego,

F ∩Bn =
⋃n
i=1(F ∩Kn). Aśı, F ∩Bn es cerrado X. Dado que

Bn es unión finita de compactos, se sigue que Bn es compacto
y en consecuencia un subconjunto cerrado en X. Como se
verifica la igualdad F ∩Bn = Bn ∩ (F ∩Bn), se concluye que
F ∩Bn es cerrado en Bn. Por lo tanto, F es cerrado en X con
la topoloǵıa τ2.
Por otra parte, si F es cerrado en X con la topoloǵıa τ2,
entonces para todo n ∈ ω, el conjunto F ∩ Bn es cerrado en
Bn. Como Bn es un conjunto cerrado de X, entonces F ∩Bn

es cerrado en X para toda n. Sea n ∈ ω fijo. Notemos que
F ∩ Kn ⊂ F ∩ Bn ⊂ Bn. Pero F ∩ Kn = (F ∩ Kn) ∩ Bn =
Kn∩ (F ∩Bn), es decir, F ∩Kn es un subconjunto cerrado de
Kn para todo n ∈ ω. Por lo tanto, el conjunto F es cerrado
en X con la topoloǵıa τ1.
Aśı, las topoloǵıas generadas por ambas cubiertas coinciden.

En adelante cuando consideremos una cubierta numerable
por subconjuntos compactos, diremos que sus elementos son
creciente, en el sentido de que si n ∈ ω entonces Kn ⊂ Kn+1,
donde Kn es un elemento de la cubierta. Antes de enunciar
algunos resultados sobre los espacios Kω, hagamos algunas
observaciones.
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Observación 3.2.3. 1) Si V es una cubierta abierta de un
espacio X, entonces V genera la topoloǵıa τX de X. Sea
τ la topoloǵıa generada por la cubierta V , y sea V ∈ τ .
Entonces V ∩ W es abierto en W para todo W ∈ V .
Entonces, para cada W existe un conjunto abierto UW ∈
τX tal que V ∩W = W ∩ UW . El conjunto W ∩ UW es
abierto en (X, τX) para cada WV . Como el conjunto
V =

⋃
W ∩ UW , se sigue que V es un conjunto abierto

en X.

2) Un resultado análogo se tiene para cubiertas finitas por
subconjuntos cerrados. A saber: Toda cubierta finita de
X que consta de subconjuntos cerrados genera la topo-
loǵıa de X.

Enunciamos en seguida dos resultados que necesitaremos
en la Subsección 3.1.

Proposición 3.2.4. Sea X un espacio topológico y U = {C ⊂
X} una cubierta generadora de X tal que cada elemento de
la cubierta es un K-espacio. Entonces, X es un K-espacio.

Demostración. Sea V = {K ⊂ X} la colección de todos los
subespacios compactos de X, y sea F ⊂ X tal que F ∩K es
cerrado K para toda K ∈ V . Demostraremos que F es cerrado
en X. Para esto, demostraremos que F ∩ C es cerrado en C
para toda C ∈ U . Sea VC = {KC ⊂ C} la cubierta de todos
los subespacios compactos de C, que genera la topoloǵıa de
C, para cada C ∈ U . Entonces, basta probar que para cada
C ∈ U el conjunto (F ∩ C) ∩ KC es cerrado en KC para
toda KC ∈ VC . Fijemos un elemento C ∈ U . Notemos que
VC ⊂ V . Entonces, el conjunto F ∩ KC es cerrado en KC

como subespacio de X. De esta manera F ∩ KC = KC ∩ B,
donde el conjunto B es cerrado en X. Tenemos que, (F ∩
C)∩KC = KC ∩ (C ∩B). Pero, el conjunto C ∩B es cerrado
en C. Entonces, el conjunto (F ∩ C) ∩KC es cerrado en KC

como subespacio de C, y esto para todo KC ∈ VC . Por ser
la cubierta VC generadora de C, concluimos que F ∩ C es un
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subconjunto cerrado en C como subespacio de X. Como la
cubierta U de X es generadora, se tiene que el conjunto F es
cerrado en X.
Por lo tanto, X es un K-espacio.

Proposición 3.2.5. Sea f : X −→ Y un mapeo abierto de
un espacio topológico X sobre un espacio topológico Y . Si X
es un K-espacio, entonces Y es también un K-espacio.

Demostración. Sea V = {K ⊂ X} la cubierta generadora
de X que consiste de todos sus subespacios compactos. La
colección U = {f(K) : K ∈ V} es una cubierta de subes-
pacios compactos de Y que genera su topoloǵıa. En efecto,
sea F ⊂ Y tal que F ∩ f(K) es abierto en f(K) para to-
da K ∈ V . Entonces, existe un conjunto abierto V en Y
tal que F ∩ f(K) = f(K) ∩ V . Notemos que el conjunto
f−1(V ) es abierto en X, y f−1(F ) ∩ K = K ∩ f−1(V ). Es-
to dice que el conjunto f−1(F ) es abierto en K para toda
K ∈ V . Entonces, el conjunto f−1(F ) es abierto en X. Co-
mo f es un mapeo abierto y sobre, se tiene que el conjunto
f(f−1(F )) = F es abierto en Y . Aśı, se ha demostrado que la
cubierta U = {f(K) : K ∈ V} de Y es generadora.
Si γ es la cubierta de Y que consiste de todos sus subespacios
compactos, entonces γ es un refinamiento de la cubierta U

Ejemplo 3.2.6. Sea R el conjunto de los números reales con
su topoloǵıa usual generada por todos los intervalos abiertos.
La cubierta V = {[n, n + 1) : n ∈ Z} de R que consiste de
intervalos semiabiertos no genera la topoloǵıa usual de R.

Demostración. Denotemos por τ la topoloǵıa generada por la
cubierta V . Sea m ∈ Z fijo. Para cada n ∈ Z, la intersección
del conjunto [m,m + 1) con el intervalo [n, n + 1) es, o bien
el conjunto vaćıo si m 6= n, o bien el conjunto [n, n + 1) si
m = n. Esto es, para cada m ∈ Z el conjunto [m,m+ 1) ∈ τ ,
pero este conjunto no es abierto ni tampoco cerrado en R. Por
lo tanto, la cubierta V no genera la topoloǵıa de R.
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Veamos ahora un resultado más concreto de una cubierta
que genera la topoloǵıa de un espacio. Consideremos nueva-
mente al conjunto de los números reales R con su topoloǵıa
usual τu.

Proposición 3.2.7. El conjunto R de los números reales con
su topoloǵıa usual es un Kω-espacio.

Demostración. Consideremos la cubierta de R dada por V =
{[−n, n] : n ∈ Z}. Sea τ la topoloǵıa en R generada por esta
cubierta. Sea A ∈ τ y x ∈ Ā donde la cerradura de A se toma
en R con su topoloǵıa usual. Como A ∈ τ entonces para toda
n ∈ Z se tiene que An = A ∩ [−n, n] es cerrado en [−n, n].
Pero este último conjunto es cerrado en R, entonces An es
cerrado en R para toda n. Probaremos a continuación que
existe un n ∈ Z, tal que x ∈ Ān. Del hecho que V es una
cubierta de R existe un k tal que x ∈ [−k, k]. Elijamos un n
de tal manera que x ∈ [−n, n] pero que x 6= −n y x 6= n,
y sea An = A ∩ [−n, n]. Afirmamos que x ∈ Ān. En efecto,
sea U un conjunto abierto en R tal que x ∈ U . Definamos
γ = mı́n{|n− x|, |x− (−n)|} y hagamos ε = γ

2
> 0. Se ve que

la bola abierta (x − ε, x + ε) con centro en x y radio ε esta
contenida en el conjunto [−n, n]. Por la definición de conjunto
abierto, existe un δ > 0 tal que la bola abierta (x−δ, x+δ) esta
totalmente contenido en U . Elijamos un r > 0 de tal forma
que el intervalo (x−r, x+r) ⊂ (U∩(x−ε, x+ε)). Como x ∈ Ā,
y x ∈ (x − r, x + r), entonces A ∩ (x − r, x + r) 6= ∅. Luego,
U ∩ (A∩ [−n, n]) 6= ∅, es decir, x ∈ Ān. Como el conjunto An
es cerrado en R, se sigue que x ∈ An = A ∩ [−n, n]. Por lo
tanto, x ∈ A, es decir el conjunto A es cerrado en R.
Aśı, la cubierta V que consiste de una colección numerable
de subconjuntos compactos genera la topoloǵıa de R. Por lo
tanto, el conjunto R es un Kω-espacio.

Enseguida formulamos un resultado referente a los espa-
cios Kω y la compacidad local. Este criterio nos servirá para
saber cuándo un espacio no puede ser un Kω-espacio. Pero
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antes proporcionaremos un resultado que nos ayudará en el
desarrollo de esta prueba.

Proposición 3.2.8. Si X es un Kω espacio y C ⊂ X es un
subconjunto compacto, entonces existe un elemento de la cu-
bierta que genera la topoloǵıa de X que contiene al conjunto
compacto C.

Demostración. Sea V = {Kn : n ∈ ω} la cubierta creciente de
elementos compactos que genera la topoloǵıa de X. Si C es un
conjunto compacto finito, entonces existe n tal que C ⊂ Kn.
Supongamos ahora que C es un subconjunto compacto infinito
de X. Haremos la prueba por contradiccón. Supongamos que
para toda n, el conjunto C no es un subconjunto de Kn. Elija-
mos para cada nω un xn ∈ (C\Kn), y sea A = {xn : n ∈ ω} la
colección de estos elementos. Como los elementos de la cubier-
ta son creciente, se verifica que si n 6= m entonces xn 6= xm.
Esto nos dice que A es un conjunto infinito. Sea N ∈ ω fijo.
Por la elección de los xn, y del hecho que la cubierta V es cre-
ciente, se tiene que para toda n ≥ N , xn /∈ KN . Entonces, el
conjunto A∩KN es un subconjunto del conjunto {xi : i ≤ n},
y por lo tanto es un conjunto finito. Luego, A∩Kn es cerrado
en X para toda n. Como X es un Kω-espacio, se tiene que
A es cerrado en X. Al intersectar cualquier subconjunto de
A con cada elemento de la cubierta, cada intersección resulta
un conjunto finito; como consecuencia todo subconjunto de A
es también cerrado en X. Esto muestra que el conjunto A es
un subespacio discreto de X, y po r lo tanto no es compacto.
Como además el conjunto A es un subconjunto del conjunto
compacto C, entonces C no puede ser un conjunto compacto.
Esta contradicción se originó de suponer que para toda n el
conjunto C no es subconjunto de Kn. Concluimos entonces,
que existe n ∈ ω tal que C ⊂ Kn.

Observación 3.2.9. Si U = {Cn : n ∈ ω} es una base local
numerable de un punto y ∈ X, entonces la familia β = {Bn :
Bn = ∩ni=1Ci, n ∈ ω} es también una base local numerable



3.2 Espacios Kω y K-espacios 38

del punto y: sea U un abierto en X que contiene al punto y.
Entonces, existe un nω tal que y ∈ Cn ⊂ U . Como y ∈ Bn

y Bn ⊂ Cn, entonces y ∈ Bn ⊂ U , es decir, β es una base
local del punto y. Observemos que para toda n, Bn ⊃ Bn+1.
Dirémos en este caso que β es una familia decreciente. Por
lo tanto, si tenemos una base local numerable de un punto,
podemos decir sin pérder generalidad que esta familia consiste
de elementos decreciente.

Con estos resultado podemos demostrar la siguiente pro-
posición.

Proposición 3.2.10. Sea X un Kω-espacio de carácter nume-
rable. Entonces X es localmente compacto.

Demostración. Sea V = {Kn : n ∈ ω} la cubierta de sub-
conjuntos compactos que genera la topoloǵıa de X. Sea x0 ∈
X. Como X es de carácter numerable, tomemos la familia
β = {Bn : n ∈ ω} una base local numerable de vecindades
de y0, y supongamos que es decreciente. Sea Bm un elemento
de β fijo. En seguida demostraremos que existe un n ∈ ω tal
que Bm ⊂ Kn. Supongamos lo contrario. Elijamos para cada
n ∈ ω, un xn ∈ Bm \Kn, y sea A = {xn : n ∈ ω}∪ {y0} la co-
lección de estos elementos. Entonces, y0 es un punto limite del
conjunto A. En efecto, sea U un conjunto abierto que contiene
a y0. Existe un N ∈ ω tal que y0 ∈ BN ⊂ U . Como la familia β
es decreciente, se tiene que para toda n ≥ N , xn ∈ BN ⊂ U .
Por lo tanto, y0 es punto limite del conjunto A. Como una
concecuencia de esto, tenemos que cualquier cubierta abierta
del conjunto A tiene una subcubierta finita. Entonces, A es un
subespacio compacto de X. Por la Proposición 3.2.8 existe un
N ∈ ω tal que A ⊂ KN , pero esto no es posible, ya que para
toda n ∈ ω, xn ∈ A \ Kn. Esta contradicción se produjo de
suponer que no existe n tal que Bm ⊂ Kn. Por lo tanto existe
un n ∈ ω tal que Bm ⊂ Kn. Ahora, el conjunto Kn es un
subespacio compacto en un espacio de Hausdorff, entonces es
cerrado. De esto se tiene que B̄m ⊂ Kn. Como la cerradura de
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Bm es un subconjunto cerrado en el subespacio compacto Kn,
se tiene que B̄m es un subespacio compacto; además y0 ∈ Bm.
Por lo tanto el espacio X es localmente compacto.

Tenemos una aplicación de este resultado sobre el conjunto
de los número racionales.

Ejemplo 3.2.11. El conjunto de los numero racionales Q con
la topoloǵıa de subespacio de R no es un Kω-espacio.

Demostración. Como el carácter de Q es numerable, y Q no
es localmente compacto, se tiene de la Proposición 3.2.10 que
Q no puede ser un Kω-espacio.

Ahora, estaremos enfocados en dar una relación respecto
a las cubiertas generadoras entre un espacio X y su grupo to-
pológico libre F (X). Para esto consideramos unos resultado
previos.

Observación 3.2.12. Sea X un espacio topológico y sea V ′ =
{Kn ⊂ X : Kn es compacto y n ∈ ω} una cubierta creciente
de subconjuntos compactos de X que genera su topoloǵıa. Si
V = {Kn : n ≥ N}, entonces V es una cubierta generadora de
X.

Teorema 3.2.13. (Milnor) Sea V ′ = {Kn : n ∈ ω} una
cubierta creciente de subconjuntos compactos que genera la
topoloǵıa de un espacio X. Entonces, la cubierta U = {Kn ×
Kn : n ∈ ω} genera la topoloǵıa producto de X ×X.

Demostración. Sea τ la topoloǵıa generada por la cubierta U ,
y sea W ∈ τ . Demostraremos que W es abierto en X×X. Sea
(a, b) ∈ W . Existe un N ∈ ω mı́nimo tal que la pareja (a, b) ∈
KN ×KN . Consideremos la cubierta V = {Kn : n ≥ N}. Por
la observación anterior, la cubierta V es generadora del espa-
cio X. Como W ∈ τ , se tiene que W ∩ (KN ×KN) es abierto
en KN ×KN . Entonces, existen conjuntos abiertos HN , LN en
X tal que (a, b) ∈ (KN ∩HN)×(KN ∩LN) ⊂ W ∩(KN×KN).
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Notemos que los conjuntos KN ∩HN y KN ∩LN son subcon-
juntos abiertos en KN y contienen a a, b, respectivamente. Por
la normalidad de KN (los Kn son compactos), existen conjun-
tos abiertos UN , VN en KN tal que a ∈ UN ⊂ UN ⊂ KN ∩HN

y b ∈ VN ⊂ VN ⊂ KN ∩ LN , es decir, existen conjuntos abier-
tos en KN tal que (a, b) ∈ UN × VN ⊂ W ∩ (KN ×KN).

Apliquemos, ahora, inducción. Supongamos que para n ≥
N , existen conjuntos abiertos Un, Vn en Kn que satisfacen:
1) Un−1 ⊂ Un, Vn−1 ⊂ Vn.
2) (a, b) ∈ Un × Vn ⊂ W ∩ (Kn ×Kn).
Del inciso 2) se tiene que W ∩ (Kn+1 ×Kn+1) es un conjunto
abierto en Kn+1 × Kn+1 que contiene al conjunto Un × Vn.
Por otra parte, como los conjuntos Un y Vn son subconjuntos
cerrados en el subespacio compacto Kn+1, tenemos que Un, Vn
son subconjuntos compactos en Kn+1. Dado que el conjunto
W ∩ (Kn+1 ×Kn+1) es abierto en Kn+1 ×Kn+1, se tiene del
Teorema 1.1.24 que existen conjuntos abiertos Hn+1, Ln+1 en
Kn+1 que cumplen

Un × Vn ⊂ Hn+1 × Ln+1 ⊂ W ∩ (Kn+1 ×Kn+1.)

Además, como Un ⊂ Hn+1 y Vn ⊂ Ln+1, podemos aplicar
nuevamente el criterio de la normalidad de Kn+1, para elejir
Un+1, Vn+1 conjuntos abiertos en Kn+1 que satisfagan

Un ⊂ Un+1 ⊂ Un+1 ⊂ Hn+1

y
Vn ⊂ Vn+1 ⊂ Vn+1 ⊂ Ln+1.

Concluimos que existen conjuntos abiertos Un+1, Vn+1 enKn+1

de a, b, respectivamente, que cumplen la condición:

Un ⊂ Un+1, Vn ⊂ Vn+1

y
Un+1 × Vn+1 ⊂ W ∩ (Kn+1 ×Kn+1).
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Hagamos, U =
⋃
n≥N Un y V =

⋃
n≥N Vn. Si (x, y) ∈ U × V ,

existen n,m ∈ ω tal que x ∈ Un y y ∈ Vm. Supongamos que
n < m, entonces por construcción, x ∈ Um. Por lo tanto,
(x, y) ∈ Um × Vm ⊂ W . Para terminar la prueba, fijemos un
n ≥ N . El conjunto

U ∩Kn =
∞⋃
i=N

(Ui ∩Kn) =
n⋃

i=N

(Ui ∩Kn) ∪
∞⋃

i=n+1

(Ui ∩Kn).

Pero,
⋃n
i=N(Ui ∩Kn) = Un ∩Kn, esto ya que para N ≤ i ≤ n

los conjuntos Ui ⊂ Un. Ahora, para cada i los conjuntos Ui son
abiertos en Ki, entonces existen conjuntos abiertos Hi en X
tal que Ui = Ki ∩Hi. Además, si i ≥ n se tiene que Kn ⊂ Ki.
Por lo tanto,

U ∩Kn =
∞⋃
i=n

(Kn ∩Hi).

Los conjuntos Kn∩Hi son abiertos en Kn. Por lo tanto, U∩Kn

es abierto en Kn. Como la cubierta V = {Kn : n ≥ N} es
generadora del espacio X, el conjunto U es abierto en X.
De la misma manera procedemos para demostrar que V es un
conjunto abierto en X. Por lo tanto, como (a, b) ∈ U×V ⊂ W ,
el conjunto W es abierto en X ×X.

La siguiente proposición nos muestra otra manera de ver la
continuidad de una función cuando la topoloǵıa de su dominio
es generada por una cubierta.

Proposición 3.2.14. Sea V = {Kn : n ∈ ω} una cubierta en
el espacio X que genera su topoloǵıa, sea f : X −→ Y un
mapeo a un espacio Y . Entonces, f es continua si, y sólo si,
el mapeo f |Kn : Kn −→ Y es continua para cada n.

Demostración. Sea V ⊂ Y un subconjunto abierto. Notemos
que f−1(V ) ∩ Kn = (f |Kn)−1(V ) es abierto en Kn para to-
da n. Como la cubierta V genera la topoloǵıa de X, entonces
el conjunto f−1(V ) es abierto en X. Por otra parte, la res-
tricción de una función continua sobre un subespaciode su
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dominio sigue siendo continua. Por lo tanto, para cada n,
f |Kn : Kn −→ Y .

Antes de continuar haremos una observación y enunciare-
mos un resultado referente a esta observación.

Observación 3.2.15. Sea K ⊂ X un subespacio compacto.
Si Fn(K,X) ⊂ F (X) consiste de todas las palabras irredu-
cibles de longitud ≤ n por elementos de K en X, entonces
Fn(K,X) es un subespacio compacto para toda n ≥ 1. Esto
se tiene al observar que Fn(K,X) = in(K). En particular, co-
mo los grupos libres sobre espacios de Tychonoff son espacios
de Hausdorff, Fn(K,X) es un subconjunto cerrado de X.

Proposición 3.2.16. Sean, X un espacio topológico, y V =
{Kn : n ∈ ω} una cubierta de subconjuntos compactos en
X. Si τ es una topoloǵıa en F (X) generada por la cubierta
U = {Fn(Kn, X) : n ∈ ω}, y τF es la topoloǵıa de grupo libre
en F (X) entonces, las topoloǵıas de subespacio de Fn(Kn, X)
en (F (X), τ) y en (F (X), τF ) coinciden.

Demostración. Sea W un subconjunto cerrado en Fn(Kn, X)
como subespacio de (F (X), τ). Entonces, existe un subcon-
junto cerrado F en (F (X), τ) tal que W = Fn(Kn, X) ∩ F .
Como el conjunto F es cerrado en (F (X), τ) se cumple que
Fn(Kn, X) ∩ F es cerrado en Fn(Kn, X) como subespacio
de (F (X), τF ). Entonces, existe G subconjunto cerrado en
(F (X), τF ) tal que W = Fn(Kn, X) ∩ F = Fn(Kn, X) ∩ G.
Como los dos conjuntos de la última igualdad son cerrados
en (F (X), τF ) se tiene entonces que W es un subconjunto ce-
rrado de (F (X), τF ). Pero, W = Fn(Kn, X)∩W , es decir, W
es un subconjunto cerrado en Fn(Kn, X) como subespacio de
(F (X), τF ).
Por otra parte, si W es un subconjunto cerrado en Fn(Kn, X)
como subespacio de (F (X), τF ), entonces existe un subcon-
junto cerrado F en (F (X), τF ) tal que W = Fn(Kn, X) ∩ F .
Pero todo subconjunto cerrado en (F (X), τF ) es un subcon-
junto cerrado en (F (X), τ), por lo tanto W es un subconjunto
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cerrado en Fn(Kn, X) como subespacio de (F (X), τ).
De esta manera hemos demostrado lo requerido.

Haremos al conjunto F (X) un grupo topológico mediante
la topoloǵıa de una cubierta de subconjuntos compactos del
grupo topológico libre, como lo enuncia el siguiente Teorema.

Teorema 3.2.17. Sean X un espacio topológico, y V = {Kn :
n ∈ ω} una cubierta de subconjuntos compactos que genera
la topoloǵıa de X. Sea τ la topoloǵıa generada por la cubierta
U = {Fn(Kn, X) : n ∈ ω}. Entonces, (F (X), τ, ·) es un grupo
topológico.

Demostración. Denotemos por τF la topoloǵıa de grupo to-
pológico libre de F (X). Demostraremos que:

a) el mapeo producto
· : (F (X), τ)× (F (X), τ) −→ (F (X), τ) dado por
·(x, y) = xy, y

b) el mapeo inverso −1 : (F (X), τ) −→ (F (X), τ) dado por
−1(x) = x−1,

son continuos.
a) Aplicando el Teorema 3.2.13 a la cubierta U = {Kn : n ∈
ω} en (F (X), τ), tenemos que la cubierta V = {Fn(Kn, X)×
Fn(Kn, X) : n ∈ ω} genera la topoloǵıa de (F (X), τ) ×
(F (X), τ). Por la Proposición 3.2.14, basta demostrar que pa-
ra cada n ∈ ω el mapeo producto · : Fn(Kn, X)× Fn(Kn, X)
−→ (F (X), τ) es continuo.
Como (F (X), τF ) es un grupo topológico, entonces el ma-
peo producto · : (F (X), τF ) × (F (X), τF ) −→ (F (X), τF ) es
continuo. Aśı, es continuo sobre el subespacio Fn(Kn, X) ×
Fn(Kn, X) de (F (X), τF ) × (F (X), τF ) para cada n. Por la
Proposición 3.2.16 esta topoloǵıa de subespacio concide con
la topoloǵıa de subespacio de Fn(Kn, X)× Fn(Kn, X) en
(F (X), τ)×(F (X), τ). Por lo tanto, · : Fn(Kn, X)×Fn(Kn, X)
−→ (F (X), τF ) es continuo, considerando al conjunto
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Fn(Kn, X)× Fn(Kn, X) como subespacio de (F (X), τ)×
(F (X), τ).
La continuidad de este mapeo es casi la que buscamos, ex-
cepto que la topoloǵıa del rango del mapeo · es la del grupo
topológico libre y no la topoloǵıa generada por la cubierta.
Pero solusionamos este inconveniente como sigue.
Sea U un subconjunto abierto en (F (X), τ). Mostraremos que
el conjunto ·−1(U) es abierto en Fn(Kn, X) × Fn(Kn, X) pa-
ra cada n ∈ ω. Como U ∈ τ , entonces el conjunto W2n =
U ∩ F2n(K2n, X) es abierto en F2n(K2n, X) como subespacio
de (F (X), τF ). Entonces existe un abierto V2n en (F (X), τF )
que satisface W2n = V2n ∩ F2n(K2n, X). Notemos que la ima-
gen directa del conjunto Fn(Kn, X)×Fn(Kn, X) bajo el mapeo
producto es exactamente el conjunto F2n(K2n, X). Entonces,
·−1(U) = (Fn(Kn, X) × Fn(Kn, X)) ∩ ·−1(V2n). Como V2n es
abierto en (F (X), τF ) y el mapeo producto · es continuo so-
bre el espacio (F (X), τF ) × (F (X), τF ), entonces el conjunto
·−1(V2n) es abierto en (F (X), τF )×(F (X), τF ). Por lo tanto, el
conjunto ·−1(U) es abierto en (Fn(Kn, X)×Fn(Kn, X)). Aśı, el
mapeo · : Fn(Kn, X)× Fn(Kn, X) −→ (F (X), τ) es continuo.
Por lo tanto, el mapeo producto · : (F (X), τ)×(F (X), τ) −→
(F (X), τ) es contiunuo.

b) Para este caso procedemos de la misma manera. Te-
nemos que demostrar que −1 : (F (X), τ) −→ (F (X), τ) es
continuo. Por la Propsición 3.2.14 basta demostrar que es
continuo sobre cada elemento de la cubierta, es decir, que
−1 : Fn(Kn, X) −→ (F (X), τ) es continuo para toda n ∈ ω.
Como (F (X), τF ) es un grupo topológico, entonces el mapeo
inverso −1 : (F (X), τF ) −→ (F (X), τF ) es continuo. Luego,
es continuo sobre cada subconjunto Fn(Kn, X) como subes-
pacio de (F (X), τF ); nuevamente por la Proposición 3.2.16
esta topoloǵıa de subespacio coincide con la topoloǵıa de sub-
espacio de Fn(Kn, X) en (F (X), τ). Por lo tanto, el mapeo
inverso de −1 : Fn(Kn, X) −→ (F (X), τF ) es continuo. Te-
nemos el mismo problema como en el caso del producto, en-
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tonces el desarrollo de la prueba de la continuidad de −1 :
Fn(Kn, X) −→ (F (X), τ) es la misma. Por lo tanto, el mapeo
−1 : (F (X), τ) −→ (F (X), τ) es continuo.
Hemos demostrado que (F (X), τ) es un grupo topológico.

Hay una observación bastante interesante del Teorema an-
terior respecto al espacio X.

Observación 3.2.18. Notemos que la topoloǵıa τ del Teorema
3.2.17 sobre el grupo F (X) induce en X su topoloǵıa original.
Esto es porque como τF ⊂ τ y τX = τF |X , entonces τX ⊂ τ |X .
Por otra parte, si F es un subconjunto cerrado en X como
subespacio de (F (X), τ) entonces, para cada n ∈ ω el conjunto
F ∩ Kn es cerrado en Kn como subespacio de X. En efecto,
como F es cerrado en el espacio (X, τ |X), entonces F = X ∩
B, donde B es un subconjunto cerrado en (F (X), τ). Luego,
como τ es la topoloǵıa generada por la cubierta U , entonces
para todo n ∈ ω, el conjunto B ∩ Fn(Kn, X) es cerrado en
Fn(Kn, X) como subespacio de (F (X), τF ). Entonces, existe
C subconjunto cerrado en (F (X), τF ) de tal forma que B ∩
Fn(Kn, X) = C ∩ Fn(Kn, X). Tenemos que,

F ∩Kn = X ∩B ∩Kn = B ∩Kn.

Como Kn ⊂ Fn(Kn, X), entonces

F ∩Kn = Kn ∩B ∩ Fn(Kn, X) = Kn ∩ C ∩ Fn(Kn, X)

= Kn ∩ C = Kn ∩ (X ∩ C)

Como el conjunto C es cerrado en (F (X), τF ) y la topoloǵıa
de X coincide con la topoloǵıa de subespacio en (F (X), τF ),
entonces el conjunto X ∩ C es cerrado en X. Luego, el con-
junto Kn ∩ (X ∩ C) es cerrado en Kn como subespacio de
X. Por lo tanto, F ∩ Kn es un subconjunto cerrado en Kn

como subespacio de X para toda n ∈ ω. Como la cubierta
V = {Kn : n ∈ ω} genera la topoloǵıa de X, concluimos que
el conjunto F es cerrado en X.
De esto se tiene que la topoloǵıa τ del Teorema 3.2.17 genera
la topoloǵıa de X, esto es, τX = τ |X .



3.3 Estrechez en Grupos Topológicos Libres 46

El siguiente resultado es consecuencia de la Observación
3.2.18 y el Teorema 3.2.17.

Teorema 3.2.19. Si X es un Kω-espacio, entonces (F (X), τF )
es también un Kω-espacio.

Demostración. Sea V = {Kn : n ∈ ω} la cubierta de sub-
conjuntos compactos que genera la topoloǵıa de X. Por el
Teorema 3.2.17, la cubierta U = {Fn(Kn, X) : n ∈ ω} genera
en F (X) una topoloǵıa de grupo topológico. Por definición de
cubierta generadora, se tiene que la topoloǵıa de grupo libre
τF en F (X) esta contenida en la topoloǵıa τ generada por
la cubierta U . De la Observación 3.2.18 tenemos que la topo-
loǵıa τ induce en X su topoloǵıa original. Por la Proposición
2.1.8, la topoloǵıa de grupo libre τF es la topoloǵıa mas fina
que induce en X su topoloǵıa original. Entonces, τ ⊂ τF . Por
lo tanto, la topoloǵıa de grupo libre en F (X) coincide con la
topoloǵıa generada por la cubierta U . Pero el Teorema 3.2.17
nos dice además que el grupo F (X) con la topoloǵıa τ es un
Kω-espacio. Por lo tanto, (F (X), τF ) es un Kω-espacio.

Tenemos de inmediato el siguiente resultado sobre espacios
compactos.

Corolario 3.2.20. Si X es un espacio compacto, entonces
F (X) es un Kω-espacio.

Demostración. Hagamos Kn = X para toda n ∈ ω. Por la
Observación 3.2.3 inciso 1), la cubierta U = {Kn : n ∈ ω},
genera la topoloǵıa de X. Entonces X es un Kω-espacio. Por
el Teorema 3.2.19, F (X) es también un Kω-espacio.

3.3. Estrechez en Grupos Topológi-

cos Libres

En esta sección daremos algunos resultados sobre la estre-
chez de un espacio X y su grupo topológico libre F (X).
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El resultado, que acontinuación damos, sobre mapeos co-
cientes nos será de gran utilidad en el desarrollo de esta sec-
ción.

Proposición 3.3.1. Sean X, Y dos espacios topológicos, y
f : X −→ Y un mapeo cociente. Entonces, t(Y ) ≤ t(X).

Demostración. Sea t(X) = κ. Por la Proposición ??, basta
demostrar que todo conjunto κ-cerrado en Y es cerrado en
Y . Sea A ⊂ Y un conjunto κ-cerrado en Y . Hagamos C =
f−1(A). Demostremos por el momento que C es un conjunto
κ-cerrado en X. Sea B ⊂ C tal que |B| ≤ κ. El mapeo f :
B −→ f(B) es sobre, entonces |f(B)| ≤ |B| ≤ κ. Como
B ⊂ C, se tiene que f(B) ⊂ A con |f(B)| ≤ κ. Dado que
A es κ-cerrado, tenemos que f(B) ⊂ A. Además, se cumple
que B ⊂ f−1(f(B)) ⊂ C. Como el mapeo f es continuo, se
tiene que el conjunto f−1(f(B)) es cerrado en X. Entonces,
B ⊂ f−1(f(B)). Por lo tanto, B ⊂ C. Aśı, el conjunto C es
κ-cerrado en X, entonces es cerrado en X, ya que t(X) ≤ κ.
Como el mapeo f es cociente y el conjunto f−1(A) es cerrado
en X, entonces el conjunto A es cerrado en Y . Por lo tanto,
todo conjunto κ-cerrado en Y es un conjunto cerrado en Y .
Aśı, nuevamente por la Proposición ??, t(Y ) ≤ κ = t(X).

La siguiente proposición muestra como obtener la estre-
chez de un espacio X a través de sus subconjuntos que cum-
plen ciertas propiedades.

Proposición 3.3.2. Sean X un espacio topológico, y U =
{Xn : n ∈ ω} una cubierta de X que genera su topoloǵıa. Si
para todo n ∈ ω se cumple que t(Xn) ≤ κ, entonces t(X) ≤ κ

Demostración. Sea A ⊂ X un conjunto κ-cerrado, y demos-
tremos que A es cerrado en X. Como la cubierta U genera la
topoloǵıa de X, basta demostrar entonces que para todo n el
conjunto A∩Xn es cerrado en Xn como subespacio de X. Es-
to se reduce a demostrar que para cada n el conjunto A∩Xn

es κ-cerrado en Xn. Sea B ⊂ A ∩ Xn con la cardinalidad de
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B no excediendo a κ. Como B ⊂ A, y A es κ-cerrado en X,

entonces B
X ⊂ A. Ahora, como Xn es un subespacio de X,

se cumple que B
Xn ⊂ B

X
. Aśı, B

Xn ⊂ A ∩Xn. Por lo tanto,
A∩Xn es κ-cerrado en Xn, y entonces es cerrado en Xn para
cada n. Aśı, A es un subconjunto cerrado en X. Por lo tanto,
t(X) ≤ κ.

Nuestro objetivo de ahora en adelante es mostrar dos im-
portantes resultados sobre la estrechez del grupo topológico
libre cuando el espacio de sus generadores es un Kω-espacio o
es un espacio compacto. Para esto enunciaremos unos resul-
tados que necesitaremos para la demostración.

Teorema 3.3.3. (A.V. Arhangel’skii) Sean X, Y dos espa-
cios topológicos, κ un cardinal infinito, y f : X −→ Y un ma-
peo cerrado. Si t(Y ) ≤ κ y para cada y ∈ Y , t(f−1({y})) ≤ κ,
entonces t(X) ≤ κ.

Demostración. Sea A ⊂ X un un subconjunto κ-cerrado, y
demostremos que este conjunto es cerrado en X. Hagamos

esta prueba por contradición. Sea x0 ∈ A
X \ A. Para cada

y ∈ Y , consideremos el conjutno f−1({y}) de X como un
subespacio. Pongamos D = A ∩ f−1({y}), y sea B ⊂ D que
satisfaga |B| ≤ κ. Consideremos la cerradura del conjunto B
en el subespacio f−1({y}), y denotemos esta cerradura por
B
y
. El conjunto B es un subconjunto de A, y |B| ≤ κ. Como

el conjunto A es κ-cerrado, entonces B
X ⊂ A. El conjun-

to cerrado f−1({y}) tiene como subconjunto al conjunto B,

entonces B
X ⊂ f−1({y}). Además B

y ⊂ B
X

. Por lo tanto,
B
y ⊂ D. Hemos demostrado que para cada y ∈ Y , el conjun-

to A∩ f−1({y}) es un conjunto κ-cerrado en X. Por hipótesis
t(f−1({y})) ≤ κ, entoces D es un subconjunto cerrado en
f−1({y}). Como este último conjunto es cerrado en X, enton-
ces el conjunto D es un subconjunto cerrado en X.
Por otra parte, demostremos que el conjunto f(A) es un con-
junto κ-cerrado en Y . Sea B ⊂ f(A) un subconjunto de
f(A) cuya cardinalidad no excede al cardinal κ. El mapeo
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restringido f : A −→ f(A) es sobre. Para cada b ∈ B elija-
mos un ab ∈ A de tal forma que f(ab) = b. Si el conjunto
C ⊂ X consta de todos los ab tal que b ∈ B, se ve que
f(C) = B, y |f(C)| = |B| ≤ κ. Entonces, |C| ≤ κ. Co-

mo C ⊂ A y A es κ-cerrado, se tiene que C
X ⊂ A. Luego,

B = f(C) ⊂ f(C
X

) ⊂ f(A). Por hipótesis el mapeo f es

cerrado, entonces f(C
X

) es un subconjunto cerrado en Y que

contiene al conjunto B
Y

, esto implica B
Y ⊂ f(A). Por lo tan-

to f(A) es κ-cerrado en Y , y como la estreches de Y no excede
al cardinal κ, concluimos que f(A) es cerrado en Y .

El punto x0 ∈ A
X \ A, entonces f(x0) ∈ f(A)

Y
= f(A). Aśı,

existe a ∈ A tal que f(a) = f(x0). Hagamos y0 = f(x0). Se
tiene que el conjunto Dy0 = f−1({y0})∩A 6= ∅. Por la primera
parte de esta demostración el conjunto Dy0 es cerrado en X.
Como x0 /∈ A, se sigue que x0 /∈ Dy0 . Por lo tanto, debe existir
W un subconjunto abierto en X que contiene a x0 y que no
intersecta al conjunto Dy0 . De la regularidad de X, podemos
elejir un abierto U en X que contenga al punto x0 y que sa-
tisfaga x0 ∈ U ⊂ U ⊂ W . Por lo tanto, U ∩ Dy0 = ∅. Como
x0 ∈ A, se sigue x0 ∈ A ∩ U . Notemos que y0 /∈ f(U ∩ A),
de lo contrario U ∩ Dy0 6= ∅ lo cual no es posible. Por otra
parte, el conjunto U ∩ A es un conjunto κ-cerrado en X: sea
B ⊂ (U ∩ A) con |B| ≤ κ. Entonces B ⊂ U . Como A es un
conjunto κ-cerrado, entonces B ⊂ A. Aśı, B ⊂ (U ∩ A), es
decir, el conjunto U ∩ A es κ-cerrado. Como se demostró an-
teriormente, el conjunto f(U ∩ A) es un conjunto κ-cerrado
en Y . Dado que la extrechez de Y no excede al cardinal κ,
tenemos que f(U ∩ A) es un subconjunto cerrado en Y .

El punto x0 pertenece al conjunto U ∩ A, pero y0 = f(x0) /∈
f(U∩A) = f(U ∩ A). En otras palabras, f(U ∩ A) 6⊆ f(U ∩ A),
lo cual contradice la continuidad de f . Esta anomaĺıa sur-
gió del hecho de suponer que A ⊂ X es un conjunto κ-cerrado
pero no es un conjunto cerrado en X. Por lo tanto, todo con-
junto κ cerrado en X es cerrado en X. Entonces la estrechez
del espacio X no excede al cardinal κ.



3.3 Estrechez en Grupos Topológicos Libres 50

Desprendemos un corolario de este resultado respecto a la
relación de la estrechez de un espacio y su producto cartesiano.

Corolario 3.3.4. SiX es un espacio compacto, entonces t(X×
X) = t(X).

Demostración. Sea t(X) = κ. Como X es un espacio com-
pacto, por el Teorema 1.1.23, el mapeo ρ : X × X −→ X
dado por ρ(x, y) = y es cerrado. Sea y ∈ X. Notemos que
ρ−1({y}) = X ×{y}. Los espacio X y X ×{y} son isomorfos.
Entonces t(X × {y}) = t(X) = κ. Por lo tanto, para cada
y ∈ Y la estrechez del conjunto ρ−1({y}) no excede al cardi-
nal κ. Por el Teorema 3.3.3, se tiene que t(X ×X) ≤ t(X).
Por otra parte, como el conjunto X × {y} es un subespacio
de X × X, se tiene que t(X × {y}) ≤ t(X × X). Pero la
estrechez de X coincide con la estrechez de X × {y}. Aśı,
t(X) ≤ t(X ×X).
Por lo tanto, t(X ×X) = t(X).

Existe una relación entre la estrechez de la suma topológi-
ca de dos espacios compactos y la estrechez de cada uno de
ellos. A saber.

Proposición 3.3.5. Sean X, Y espacios compactos. Entonces
t(X ⊕ Y ) = t(X)t(Y )

Demostración. Sin pérder generalidad podemos suponer que
los conjuntos dados son disjuntos. Sea Z = X ⊕ Y la su-
ma topológica. Como X y Y son compactos, se tiene que Z
también lo es. Sean, κ1 = t(X), κ2 = t(Y ) y κ = t(X)t(Y ).
Demostraremos que todo subconjunto A ⊂ Z κ-cerrado en
Z es cerrado en Z. Pero esto se reduce a demostrar que los
conjuntos A1 = A ∩ X y A2 = A ∩ Y son κ1-cerrados y
κ2-cerrados en X e Y , respactivamente. Probemos que el con-
junto A1 es κ1-cerrado en X. Sea B ⊂ A1 ⊂ A satisfaciendo

que |B| ≤ κ. Como A es κ-cerrado en Z, entonces B
Z ⊂ A.

Además, B
X

= B
Z ∩ X. El conjunto de la igualda derecha

es un subconjunto de A1. Entonces B
X ⊂ A1. Esto es, A1
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es un conjunto κ1-cerrado en X. Como t(X) = κ1, entonces
A1 es cerrado en X. Análogamente se demuestra que A2 es
κ2-cerrado en Y , y entonces cerrado en Y .
Notemos que A = A1 ∪A2 es unión de dos conjuntos cerrado
en Z, entonces A es un conjunto cerrado en Z. Por lo tanto,
t(Z) ≤ κ = t(X)t(Y ).
Por otra parte, t(X) ≤ κ y t(Y ) ≤ κ, entonces t(X)t(Y ) ≤ κκ.
Como κ es un cardinal infinito, entonces κκ = κ. Luego,
t(X)t(Y ) ≤ κ. Por lo tanto, t(X ⊕ Y ) = t(X)t(Y ).

Antes de seguir con la prueba de otros resultados, haremos
una observación.

Observación 3.3.6. Sea Z = X⊕Y como en la prueba ante-
rior, y τ la topoloǵıa suma en Z. Sea T = (Z×X)⊕ (Z×Y ).
Entonces Z × Z = T . En efecto, se verifica sin mayor difi-
culatad que como conjuntos Z × Z es igual a T . Sea τ1 la
topoloǵıa producto en Z × Z, y sea τ2 la topoloǵıa suma de
T . Nos interesa demostrar que estas topoloǵıas coinciden.
Para verificar que todo conjunto abierto en la topoloǵıa pro-
ducto de Z es abierto en la topoloǵıa suma de T , basta demos-
trar que todos los abiertos formados por el producto cruz de
dos abierto en la topoloǵıa suma de Z es abierto en la topo-
loǵıa suma de T . Con mas detalle, sea W = U ×V un abierto
básico en la topoloǵıa τ1, es decir, U , V ∈ τ . Demostremos en
primera instancia que W ∩ (Z × X) es abierto en (Z × X),
donde el conjunto (Z ×X) se considera con la topoloǵıa pro-
ducto. Como V ∈ τ , entonces V ∩X es abierto en X. Notemos
que U es un conjunto abierto en Z. Observemos que

(U × V ) ∩ (Z ×X) = (U ∩ Z)× (V ∩X) = U × (V ∩X)

Se sigue que el conjunto (U × V ) ∩ (Z × X) es abierto en
(Z ×X) ya que es igual al producto cruz de un abierto en Z
con un abierto en X. De la misma manera (U ×V )∩ (Z ×Y )
es una abierto en (Z×Y ). Por lo tanto, la topoloǵıa producto
de Z × Z está contenida en la topoloǵıa suma de T .
Para la otra parte, sea W un abierto en la topoloǵıa suma
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de T . Entonces, por definición de topoloǵıa suma, el conjunto
W ∩ (Z×X) es abierto en (Z×X) y el conjunto W ∩ (Z×Y )
es abierto en (Z × Y ). Estos conjuntos podemos verlo como
la unión de subconjuntos abiertos en Z × Z con su topoloǵıa
producto. Como W = (W ∩ (Z ×X)) ∪ (W ∩ (Z × Y )) es la
unión de dos conjuntos abiertos en Z × Z, se tiene que W es
abierto en Z × Z con su topoloǵıa producto.
Hemos probado entonces que la topoloǵıa producto de Z ×Z
coincide con la topoloǵıa suma de T . Por lo tanto, Z × Z =
(Z ×X)⊕ (Z × Y ).

Tenemos en seguida el siguiente resultado cque es un co-
rolario de la Proposición 3.3.5.

Corolario 3.3.7. San X, Y dos espacios compactos. Entonces
t(X × Y ) = t(X)t(Y )

Demostración. Sin pérder generalidad, supongamos que X ∩
Y = ∅. Sea Z = X ⊕ Y . Por la observación anterior, Z ×Z =
(Z×X)⊕(Z×Y ). Aplicando nuevamente la observación ante-
rior pero ahora a los subconjuntos Z×X y Z×Y , obtenemos
que

Z × Z = [(X ×X)⊕ (Y ×X)]⊕ [(X × Y )⊕ (Y × Y )]

= (X ×X)⊕ (Y ×X)⊕ (X × Y )⊕ (Y × Y ).

Los espacios X×Y y Y ×X son homeomorfos. Entonces t(X×
Y ) = t(Y × X). Como X es un espacio compacto, entonces
el mapeo factor en la segunda coordenada ρ : X × Y −→ Y
dado por ρ(x, y) = y es cerrado. Como además el mapeo ρ
es suprayectivo, entonces resulta ser un mapeo cociente. Por
el Teorema 1.1.23 se tiene que t(Y ) ≤ t(X × Y ). Como Y
también es un espacio compacto, al aplicar el procedimiento
anterior obtenemos que t(X) ≤ t(Y ×X).
De estas últimas dos desigualdades se tiene que

t(X)t(Y ) ≤ t(Y×X)t(X×Y ) = t(X×Y )t(X×Y ) = t(X×Y ).
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Aśı, t(X)t(Y ) ≤ t(X × Y ).
Para la otra parte de la desigualdad, notemos primero que el
espacio X×Y es un subespacio de Z×Z, es decir, la topoloǵıa
producto de X × Y coincide con la topoloǵıa de subespacio
en Z × Z. Entonces, se tiene que t(X × Y ) ≤ t(Z × Z).
Ahora, calculamos la estrechez del conjunto Z×Z. Aplicando
la Proposición 3.3.5 seguidamente el Corolario 3.3.4 a los con-
juntos [(X×X)⊕ (Y ×X)] y [(Y ×X)⊕ (Y ×Y )], obtenemos
las siguientes igualdades

t([(X×X)⊕ (Y ×X)]) = t(X×X)t(Y ×X) = t(X)t(Y ×X)

y

t([(X ×Y )⊕ (Y ×Y )]) = t(X ×Y )t(Y ×Y ) = t(X ×Y )t(Y ).

Entonces,

t(Z × Z) = t(X)t(Y × Y )t(Y ×X)t(Y ) = t(X)t(Y )t(X × Y )

≤ t(X × Y )t(X × Y ) = t(X × Y ).

Esto es, t(Z × Z) ≤ t(X × Y ).
Por lo tanto, t(X × Y ) = t(Z ×Z). Aplicando nuevamente el
Corolario 3.3.4 y la Proposición 3.3.5 al espacio Z×Z, resulta
que

t(X × Y ) = t(Z × Z) = t(Z) = t(X)t(Y ).

Hemos obtenido que, t(X × Y ) = t(X)t(Y ), y el teorema
queda demostrado.

Enunciamos a continación un Teorema que generaliza el
Corolario 3.3.7, conocido como el Teorema de Malyhin, no sin
antes hacer una pequeña observación que nos ayudará en su
prueba.

Observación 3.3.8. Sea n ≥ 1. El espacio producto Xn =
X ×X × . . .×X︸ ︷︷ ︸

n−veces

es homeomorfo al espacio Y ×X donde Y =

X ×X × . . . X︸ ︷︷ ︸
(n−1)−veces

. Entonces, t(Xn) = t(Y ×X).
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Teorema 3.3.9. (Malyhin) Sea X un espacio compacto. En-
tonces t(Xn) = t(X) para toda n ≥ 1

Demostración. Para el caso n = 2 es el Corolario 3.3.7. Apli-
quemos inducción sobre n. Sea Y = X ×X × . . . X︸ ︷︷ ︸

(n−1)−veces

, y supon-

gamos que t(Xn−1) = t(X). Como el espacio X es compacto,
entonces Y también lo es. Nuevamente, apliacando el Coro-
lario 3.3.7 a los espacios Y y X, resulta que t(Y × X) =
t(Y )t(X) = t(X)t(X) = t(X). De la Observación anterior,
concluimos que t(Xn) = t(X).

Enunciamos los en seguida los resultados prometidos.

Teorema 3.3.10. Si X es un Kω-espacio, entonces t(F (X)) =
t(X).

Demostración. Sea U = {Km : m ∈ ω} una cubierta nume-
rable de subconjuntos compactos que genera la topoloǵıa del
espacio X. La cubierta V = {Fm(Km, X) : m ∈ ω} es una
cubierta de subconjuntos compactos del grupo topologógi-
co libre F (X) que genera la topoloǵıa de grupo libre. En
el caṕıtulo anterior mostramos que el mapeo multiplicación
in : X̃ −→ F (X) es continuo para toda n ≥ 1. Para cada

m ∈ ω, sea K̃m = Km⊕K−1m ⊕{e} la suma topológica de Km,
su copia homeomorfa K−1m en X−1, y la identidad e en F (X).

Como Km es compacto, entonces K̃m también lo es. Notemos
que K̃m es un subconjunto compacto de X̃. Si restringimos el
dominio de in sobre el conjunto compacto K̃n

m, y el contrado-
minio al subconjunto de F (X) el conjunto Fm(Km, X), resulta

que el mapeo in : K̃n
m −→ Fm(Km, X) es cerrado (Proposición

1.1.21), entonces es un mapeo cociente (Proposición 1.1.14).

Se sigue de la Proposición 3.3.1 que, t(Fm(Km, X)) ≤ t(K̃n
m).

Pero, t(K̃n
m) ≤ t(X̃n). Por el Teorema 3.3.9, t(X̃n) = t(X̃).

Tenemos de la Proposició 3.3.5 que,

t(X̃) = t(X)t(X−1) = t(X)t(X) = t(X)
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Aśı, t(Fm(Km, X)) ≤ t(X) para toda m ∈ ω. Entonces por
la Proposición 3.3.2 la estrechez del grupo topológico libre no
excede al cardinal infinito t(X), esto es, t(F (X)) ≤ t(X).
ComoX es un subespacio de F (X), entonces, t(X) ≤ t(F (X)).
Por lo tanto, hemos demostrado que t(F (X)) = t(X).

Tenemos de inmediato un corolario cuando la estrechez del
espacio es numerable.

Corolario 3.3.11. Si X es un espacio Kω de estrechez nume-
rable, entonces la estrechez del grupo topológico libre sobre
X es también numerable.

La prueba del siguiente Teorema es análoga a la del Teo-
rema 3.3.9.

Teorema 3.3.12. Si X es un espacio compacto, entonces
t(F (X)) = t(X).

Demostración. Sea X un espacio compacto. Entonces F (X)
es un Kω-espacio con U = {Fn(X) : n ∈ ω} una cubierta
de subconjuntos compactos que genera la topoloǵıa de F (X).
De aqúı, seguimos el procedimiento del Teorema 3.3.9 para
concluir que t(F (X)) = t(X).

3.3.1. Estrechez en Espacios Métricos

En esta subsección estaremos enfocados, en obtener la
estrechez de los grupos topologicos libres sobre espacios to-
pológicos metrizables. Enunciaremos una propiedad que ca-
racterize a los subconjuntos de un espacio métrico (ver Defi-
nición 3.3.26).

Sea X un espacio topológico. Para cada subconjunto Φ de
F (X) definimos el carrier de Φ en X, denotado car Φ, que
consiste de todos los elementos de X que toman parte en al-
guna palabra irreducible que pertenece a Φ, en otras palabras,
el car Φ es el conjunto minimal B ⊂ X con la propiedad de
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que Φ ⊂ F (B,X).
Un conjunto B ⊂ X es acotado en X si todo mapeo continuo
de valores reales sobre el espacio X es acotado en el conjunto
B.

Tenemos unas observaciones respecto a la definición ante-
rior.

Observación 3.3.13. 1. Observemos de la definición ante-
rior que para cualquier subconjunto B ⊂ F (X) se tiene
que B ⊂ F (carB,X).

2. Si A ⊂ X es un conjunto acotado en X, entonces todo
subconjunto B de A es acotado en X. Todo conjunto
compacto de un espacio X es acotado en X.

La demostración del siguiente Teorema podemos encon-
trarlo en [1] Teorema 1.5.

Teorema 3.3.14. Si Φ ⊂ F (X) es un conjunto acotado en
F (X), entonces carΦ es acotado en X.

En lo que sigue enunciamos una definicón del Abanico de
Fréchet de cardinalidad ℵ1. El número ordinal ω1 es el ordinal
más ’pequeõ’de cardinalidad ℵ1.

Definición 3.3.15. (El Abanico de Fréchet) El Abanico de
Fŕechet de cardinalidad ω1 es el espacio V (ω1) = {amα : m ∈
ω, α < ω1} ∪ {θ} en el que los puntos amα,m ∈ ω, α < ω1

son aislados, y un conjunto U ⊂ V (ω1) es un abierto que
contiene al punto θ si, y sólo si, para cada α < ω1 el conjunto
{m ∈ ω : amα /∈ U} es finito.

Asignamos a cada mapeo ϕ : ω1 −→ ω el subconjunto

O(ϕ) = {θ} ∪ {amα : m ≥ ϕ(α)}

en V (ω1). La colección O = {O(ϕ) : ϕ ∈ ωω1} es una base
local del punto θ.
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La siguiente Proposición caracteriza a los espacios homeo-
morfos al Abanico de Fréchet.

Proposición 3.3.16. Sea X un espacio topológico de cardi-
nalidad ω1. El espacio X es homeomorfo a V (ω1) si y sólo si
existe una cubierta V = {Cα : α < ω1} del espacio X y un
punto x0 ∈ X tal que

a) Cα ∩ Cβ = {x0} siempre que α 6= β y α, β < ω1,

b) cada Cα, con α < ω1, es una sucesión convergente con
punto limite x0,

c) la cubierta U = {
⋃
V ′ : V ′ ⊂ V , |V ′| < ω} es generadora.

Los siguientes conceptos básicos son de Teoŕıa de Conjun-
to, los enunciamos aqúı porque los necesitaremos en la prueba
del siguiente teorema.

Definición 3.3.17. Sean ϕ : ω −→ ω y ψ : ω −→ ω dos
sucesiones. Diremos que ψ es Eventualmente Mayor que
ϕ, denotado, ϕ ≤? ψ, si existe un m ∈ ω tal que ϕ(k) ≤ ψ(k)
para todo k ≥ m.

Definición 3.3.18. Un conjunto A ⊂ ωω se dirá que es Aco-
tado si existe ψ ∈ ωω tal que ϕ ≤? ψ para todo mapeo ϕ ∈ A.
En este caso se dice que ψ es una cota superior de A.

Proposición 3.3.19. Todo subconjunto numerable de ωω es
acotado.

Demostración. Sea A = {ϕi : i ∈ ω}. Pongamos ϕ(n) =
máx{ϕi(n) : i ≤ n}. Fijemos i ∈ ω. Sea m = i. Entonces
ϕi(k) ≤ ϕ(k) para todo k ≥ m. Entonces ϕ es una cota supe-
rior del conjunto A.

Un resultado fundamental sobre el Abanico de Fréchet es
el siguiente cuya demostración se deduce del argumento en la
demostración del Teorema 1.6 de [4].
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Teorema 3.3.20. La estrechez del producto V (ω1)×V (ω1) es
no numerable.

Demostración. Se demuestra en [5] y [8], que existen dos fami-
lias A = {Aα : α < ω1} y B = {Bα : α < ω1} de subconjuntos
infinitos en ω tal que

a) Aα ∩Bα es finito para toda α, β < ω1,

b) no existe A ⊂ ω tal que los conjuntos Aα\A,Bα∩A,α <
ω1 son finito.

Elijamos un par A,B de estas familias, y denotemos

Y = {(anα, bnβ) ∈ V (ω1)× V (ω1) : n ∈ Aα ∩Bβ}

La pareja (θ, θ) ∈ V (ω1) × V (ω1) es un punto de acumula-
ción del conjunto Y . Para tal afirmación, sea W un conjunto
abierto de (θ, θ) en V (ω1)×V (ω1). Existen, φ, ψ ∈ Nω1 tal que
(θ, θ) ∈ O(φ)×O(ψ) ⊂ W . Como la colección O es base local
de (θ, θ), existe ϕωω1 satisfaciendo θ ∈ O(ϕ) ⊂ O(φ)×O(ψ),
esto es, (θ, θ) ∈ O(ϕ)×O(ϕ) ⊂ W . Sean

A′α = {n ∈ Aα : n ≥ ϕ(α)}

y
B′α = {n ∈ Bα : n ≥ ϕ(α)}

Estos conjuntos son no vaćıos para toda α < ω1. Supongamos
por el contrario que existe un β < ω1 tal que A′β = ∅, entonces
|{n ∈ N : anα /∈ O(ϕ)}| = ω, contradiciendo el hecho que
O(ϕ) es un abierto de θ; de la misma manera se demuestra que
B′α es no vaćıo. Por lo tanto, para toda α < ω1, los conjuntos
A′α, B

′
α son no vaćıos.

Si para cada α < ω1 y β < ω1 se tiene que A′α ∩ B′β = ∅,
entonces se tendrá que

(
⋃
α

{A′α : α < ω1}) ∩ (
⋃
β

{B′β : β < ω1}) = ∅.
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En efeccto,

(
⋃
α

{A′α : α < ω1}) ∩ (
⋃
β

{B′β : β < ω1}) =

=
⋃
α

[A′α ∩
⋃
β

{B′β : β < ω1}]

=
⋃
α

[
⋃
β

(A′α ∩B′β)] = ∅.

Ahora, sea A =
⋃
{A′α : α < ω1} y B =

⋃
β{B′β : β < ω1}.

Como O(ϕ) es un conjunto abierto que contiene a θ, entonces
para cada β < ω1 el conjunto {n ∈ N : anα /∈ O(ϕ)} es finito.
Si n ∈ Aβ \ A′β = {n ∈ N : n < ϕ(β)}, entonces anβ /∈ O(ϕ).
Por lo tanto, Aβ \ A′β debe ser finito para cada β < ω1. Aśı,
Aβ \ A ⊂ Aβ \ A′β es finito. Por otra parte, para cada β < ω1

se tiene Bβ ∩A = ∅. De lo contrario se tendrá que A∩B 6= ∅,
lo cual no es posible.
Hemos demostrado entonces que existe un subconjunto A ⊂ ω
que satisface lo contrario a lo postulado en el inciso (b). Esta
contradicción se originó de suponer que para cada α < ω1 y
β < ω1 los conjuntos A′α∩B′β son vaćıos. Por lo tanto, existen
α < ω1 y β < ω1 tal que A′α ∩B′β 6= ∅.
Elijamos n ∈ A′α ∩ B′β. Entonces anα ∈ O(ϕ) y anβ ∈ O(ϕ);
en otras palabras (anα, bnβ) ∈ O(ϕ) × O(ϕ) ⊂ W . Además,
n ∈ Aα ∩ Bβ. Es decir, el punto (anα, bnβ) ∈ Y . Concluimos
entonces que Y ∩W 6= ∅. Por lo tanto, la pareja (θ, θ) es punto
limite de Y .

Para terminar, sea K un subconjunto arbitrario contable
de Y . Como la cardinalidad del conjunto K no excede al car-
dinal ω0, y ω0 < ω1, entonces existe un ordinal γ < ω1 tal
que

K ⊂ {(anα, bnβ) : α, β < γ, n ∈ ω}

En este caso es conveniente reenumerar a las familias A y B
de tal forma que tengamos γ = ω0. Notemos que bajo esta
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reenumeración, las familias A y B no pierden las propiedades
enunciadas en los incisos a) y b). Bajo estas condiciones el
conjuto O = {O(ϕ) : ϕ ∈ ωω}. Para cada k ∈ ω definamos
un mapeo ϕk : ω −→ ω por ϕk(l) = Bk ∩ Al, y sea A = {ϕk :
k ∈ ω} la colección de estas funciones. Por la Proposición
3.3.19, para cada k ∈ ω existe un rk ∈ ω tal que ϕ(l) ≥ ϕk(l)
para toda l ≥ rk, donde ϕ es una cota superior de A. Ahora,
definimos el mapeo ψ : ω −→ ω como sigue

ψ(l) = máx{ϕ(l),máx{(
⋃
{Bm : m < rl} ∩ Al) + 1}

y U = O(ψ) × O(ψ). Por construcción, U es un abierto del
punto (θ, θ). Demostremos, ahora, que U ∩K = ∅. Notemos
que para cada par de elementos k, l ∈ ω el mapeo ψ(l) ≥
máx(Bk ∩ Al) + 1. Por lo tanto, si (anl, ank) ∈ K, entonces
ψ(l) > n(n ∈ (Al ∩Bk) por definición de X) y (anl, ank) /∈ U .
Aśı, (θ, θ) no es punto limite de cualquier subconconjunto nu-
merable K en X. Entonces, la estrechez del producto V (ω1)×
V (ω1) debe exceder al cardinal ℵ0. En otras palabras, el es-
pacio V (ω1)× V (ω1) tiene estrechez no numerable.

Corolario 3.3.21. El producto V (ω1) × V (ω1) no es un K-
espacio.

Demostración. Notemos primero que, si K es un subespacio
compacto de V (ω1) entonces, K es contable. Esto es fácil
ver del hecho que los conjuntos unipuntuales {amα}, donde
m ∈ ω, α < ω1, son abiertos en V (ω1). Por otra parte, los
mapeos f, g : V (ω1)×V (ω1) −→ V (ω1) dados por f(x, y) = x
y g(x, y) = y son continuos. Si B ⊂ V (ω1) × V (ω1) es un
subespacio compacto, entonce B debe ser también numera-
ble. En efecto, supongamos por el contrario que |B| = ω1.
Como B ⊂ f(B)× g(B), entonces, o bien |f(B)| = ω1 o bien
|g(B)| = ω1. En cualquier caso, contradice el hecho que cual-
quier subconjunto compacto de V (ω1) es numerable. Aśı, todo
subespacio compacto de V (ω1)× V (ω1) es numerable.
Si el espacio V (ω1)× V (ω1) es un K-espacio, entonces la cu-
bierta V de todos los subespacios compactos de V (ω1)×V (ω1)
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genera la topoloǵıa producto de V (ω1) × V (ω1). Luego, por
la Proposición 3.1.6, la estrechez del espacio V (ω1) × V (ω1)
dede de ser numerable, contradiciendo el Teorema 3.3.20.
Por lo tanto, el producto V (ω1)×V (ω1) no es un k-espacio.

Sea X un espacio. Los subespacios Y ⊂ X proporcionan
en F (X) subespacios F (Y,X) que consisten de todas las pa-
labras irreducibles por elementos de Y en X. Sin embargo,
tenemos también para cada espacio Y , con Y ⊂ X, su gru-
po topológico libre F (Y ). A simple vista podŕıamos decir que
estos espacios son iguales, pero notemos que a F (Y,X) lo es-
tamos considerando como subespacio de F (X), mientras que
F (Y ) es el grupo libre generado por su subconjunto Y con
su topoloǵıa de grupo topológico libre. El siguiente Teorema
demostrado en [25,23] nos dice que en realidad existe un iso-
morfismo topológico entre estos espacios cuando el espacio X
es métrico.

Teorema 3.3.22. Sean, X un espacio metrizable y Y un sub-
espacio cerrado en X. Entonces, F (Y,X) es isomorfo topológi-
camente a F (Y ).

Sea Z un espacio métrico. Denotemos por C = {xn ∈ Z :
n ∈ N} ∪ {0} una sucesión convergente con punto limite x0 ,
y por D un espacio discreto de cardinalidad ω1.

Proposición 3.3.23. Sean C y D los conjuntos definidos an-
teriormente, y consideremos su suma topológica X = C ⊕D.
El grupo topológico libre F (X) no es un K-espacio y la estre-
chez de F (X) es no numerable.

Demostración. Antes de iniciar la demostración, notemos que
ningún subconjunto infinito A ⊂ D puede ser acotado en X.
En efecto, sea B ⊂ A un conjunto numerable, B = {bn : n ∈
ω}. El mapeo f : X −→ R que a todo valor del conjunto
C ∪ (D \B) le asocia el valor 0 ∈ R, y a cada bn∈B le asocia el
valor n ∈ N, es continuo. Pero, f(B) = N no es un conjunto
acotado en R. Por lo tanto, si A ⊂ D es infinito, entonces A
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no es acotado en X.

Supongamos primero que F (X) es un K-espacio. Por la
observación anterior, si A ⊂ X es un conjunto acotado en X,
entonces el conjunto A ∩ D debe ser finito. Luego, cualquier
sunconjunto acotado en X = C⊕D esta contenido en un con-
junto de la forma C ⊕A, donde A ⊂ D es un conjunto finito.
Ahora, consideremos las cubiertas V = {F ⊂ F (X) : F es
subconjunto compacto } y U = {B ⊂ F (X) : B es acotado en
F (X)} de F (X). Sea UF = {F ∩B : B ∈ U} la cubierta de F ,
para cada F ∈ V . Entonces,, UF es generadora de F . En efec-
to, como cada subespacio compacto es un K-espacio, entonces
la cubierta U ′F = {K ⊂ F : B es subespacio compacto de F}
genera la topoloǵıa de F . Notemos que todo subespacio com-
pacto K de F es un subespacio compacto de F (X). Luego,
el conjunto K es acotado en F (X). Como K ⊂ F ∩K ∈ UF ,
entonces UF es un refinamiento de U ′F . Por lo tanto, de la Pro-
posición 3.1.3 inciso (ii), la cubierta UF debe ser generadora
de F . Ahora, usando la Proposición 3.1.3 inciso (iii), se tiene
que la cubierta U es generadora de F (X).
Recordemos que para B ⊂ F (X), se tiene que B ⊂ F (car
B,X). Si B es acotado entonces, car B también es acota-
do (ver Teorema 3.3.14), entonces existe un A ⊂ D fini-
to tal que car B ⊂ C ⊕ A. Se tiene que B ⊂ F (C ⊕ A),
donde A ⊂ D es un conjunto finito. Entonces la cubierta
A = {F (C ⊕ A,X) : A ⊂ D es finito } es un refinamiento de
U , como esta última es generadora de F (X), se sigue que A
también lo es.
Hagamos Ca = {a−1x−10 xa : x ∈ C} para cada a ∈ D y
Y =

⋃
a∈C Ca. Probemos en seguida que para cada a ∈ D, los

conjuntos Ca y C son homeomorfos. Fijemos a ∈ D. Con-
sideremos el conjunto M = {a−1} ∪ {x−10 } ∪ C ∪ {a}. Si

X̃ = X ⊕ {e} ⊕ X−1 es la suma topológica, entonces, si i4
es el mapeo producto definido como en el caṕıtulo anterior, se
tiene que i4|M : M −→ F (X) es continuo. Como i4(M) = Ca
y Ca es un espacio Hausdorff, entonces i4|M : M −→ Ca es
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un homeomorfismo. Por otra parte, los conjuntos M y C son
homeomorfos. Entonces, los conjuntos C y Ca son homeomor-
fos.
Notemos que para cada a ∈ D el elemento identidad e ∈ F (X)
pertenece a Ca, ya que x0 ∈ Ca. Además, si a 6= b con a, b ∈ D,
entonces Ca ∩ Cb = {e}. Para cada conjunto finito A ⊂ D el
conjunto YA = Y ∩ F (C ⊕ A,X) =

⋃
a∈ACa es compacto

(el último conjunto de la igualdad es unión finita de conjun-
tos compactos), por lo tanto cerrado en F (C ⊕ A,X). Como
la cubierta A es generadora de F (X), el conjunto Y es ce-
rrado en F (X). Por el inciso (i) de la Proposición 3.1.3, la
cubierta AY = {YA : A ⊂ D,A es finito } debe ser gene-
radora del espacio Y . Se ve que la cardinalidad de Y es ω1.
Para cada a ∈ D el conjunto Ca es un asucesión en Y con
punto limite la palabra vaćıa e. En efecto, sea f : C −→ Ca
el homeomorfismo. Como la sucesión {xn : n ∈ ω} converge
al punto x0, entonces f(xn) → f(x0), es decir, la sucesión
{a−1x−10 xna : n ∈ ω} converge al punto a−1x−10 x0a = e. Lue-
go, la cubierta A′ = {Ca : a ∈ D} del espacio Y satisface las
condiciones (a), (b) y (c) de la Proposición 3.3.16. Entonces
Y es homeomorfo al Abanico de Fréchet V (ω1).
Del Corolario 3.3.21 se sigue que el espacio producto Y × Y
no es un K-espacio, por lo tanto tampoco lo es F (X)×F (X).
Pero F (X) es homeomorfo a F (X ⊕ X) (es un corolario de
los resultados de [3]). Además, existe un mapeo abierto de
F (X ⊕X) sobre F (X)× F (X) (ver [7]). Entonces, existe un
mapeo abierto de F (X) sobre F (X)× F (X). Por la Proposi-
ción 3.2.5, F (X) no puede ser un K-espacio, contradiciendo
la suposición inicial.
Por lo tanto, el grupo topológico libre F (X) no es un K-
espacio.

Supongamos ahora que la estrechez de F (X) es numerable.
Entonces, por la Proposición 3.1.6, la cubierta U = {B ⊂
F (X) : B es numerable } de F (X) es generadora. Sea V =
{F (carB,X) ⊂ F (X) : B ⊂ F (X) es nuemrable } la cubierta
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de F (X) . Se sigue de la Observación 3.3.13 inciso (1) que V
es un refinamiento de U , entonces la cubierta V debe generar
la topoloǵıa de F (X). Por otra parte, es fácil demostrar que
si B ⊂ F (X) es un conjunto numerable, entonces carB es
también un conjunto numerable. Entonces, la cubierta γ =
{F (C ⊕ A) : A ⊂ D,A es contable } debe ser generadora
de F (X). La cubierta numerable de subconjuntos compactos
de C ⊕ A dada por {{a} : a ∈ A,A ⊂ D es numerable } ∪
{C} es generadora. Entonces, C ⊕ A es un Kω-espacio. Por
el Teorema 3.2.19, se sigue que F (C ⊕ A) es un Kω-espacio.
Como el conjunto C ⊕ A es cerrado en C ⊕ D, se sigue del
Teorema 3.3.22 que el conjuto F (C⊕A,X) es un Kω-espacio.
Entonces, cada elemento en γ es un K-espacio. Usando ahora
la Proposición 3.2.4 obtenemos que F (X) es un K-espacio,
contradiciendo la primera parte.
Por lo tanto, la estrechez del grupo topológico libre F (X) del
espacio X debe ser no numerable.

Daremos un resultado más general respecto a la estrechez
del grupo topológico libre y el espacio X. Pero antes, daremos
algunas definiciones necesarias y algunos resultados previos a
nuestro objetivo.

Definición 3.3.24. (Propiedad sobre Conjuntos) Sea X
un conjunto y P una propiedad sobre sus subconjuntos. De-
cimos que la propiedad P es de caracter finito si, el conjunto
vaćıo tiene la propiedad P, y un sunconjunto A ⊂ X tiene la
propiedad P si y sólo si los subconjuntos finitos de A tienen
esta propiedad.

Enunciamos el siguienet lema de gran utilidad que es equi-
valente al Axioma de elección (ver [13]).

Lema 3.3.25. (Lema de Teichmũller-Tukey) Si P es una
propiedad de caracter finito perteneciente a los subconjuntos
del conjunto X, entonces todo subconjunto A ⊂ X con la
propiedad P esta contenido en un subconjunto B ⊂ X que
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también tiene esta propiedad y es maximal en la familia de to-
dos los suconjuntos de X que tienen la propiedad P ordenado
por la relación ⊂.

Enunciaremos una definición más en relación a los subcon-
juntos de un espacio métrico.

Definición 3.3.26. (ε-discreto) Sea X un espacio metrizable
y denotemos por d su métrica. Sea ε > 0. Un subconjunto
A ⊂ X es ε-discreto si para cada par de puntos a, b ∈ A con
a 6= b se tiene que d(a, b) ≥ ε.

Observación 3.3.27. Denotemos por Pε la propiedad: A ⊂ X
es ε-discreto. Se ve que esta propiedad Pε sobre los conjuntos
ε-discretos es de caracter finito. Por el Lema 3.3.25, para cada
ε > 0 existe un conjunto ε-discreto maximal.

Los conjuntos ε-discretos en un conjuto metrizable tienen
ciertas propiedades.

Proposición 3.3.28. Si B ⊂ X es un conjunto ε-discreto,
entonces B es discreto y cerrado.

Demostración. Sea δ = ε
2
. Tenemos que {b} = B ∩ Vδ(b) para

todo elemento b ∈ B, donde Vδ(b) es la bola abierta de radio
δ y centro en b. Por lo tanto, el conjunto B es discreto.
Por otra parte ninguna sucesión no-discreta en B puede ser
de Cauchy. Entonces B no tiene puntos limites. Por lo tanto,
B es cerrado.

Construimos un subconjunto denso en un espacio métrico
a través de los conjuntos ε-discreto.

Proposición 3.3.29. Sea X un espacio métrico y para cada
n ∈ ω consideremos An conjuntos 1

n+1
-discretos maximales.

Entonces A =
⋃
n∈ω An es un conjunto denso en X.

Demostración. Sea x ∈ X \A y ε > 0. Existe un n ∈ ω tal que
0 < 1

n+1
< ε. Para toda m ∈ ω, x /∈ Am, en particular x /∈ An.
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Entonces hay un a ∈ An que debe cumplir d(x, a) < 1
n+1

. Es
decir, a ∈ V 1

n+1
(x) ⊂ Vε(x). Por lo tanto, Vε(x) ∩ A 6= ∅, esto

es, el conjunto A ⊂ X es denso en X.

De estos resultados tenemos el siguiente Teorema.

Teorema 3.3.30. Si X es un espacio metrizable no separable,
entonces existe un subconjunto D ⊂ X discreto, cerrado y no
numerable.

Demostración. Sea el conjunto A =
⋃
n∈ω An como en la pro-

posición anterior, y sea κ = d(X) con κ no numerable. De la
proposición 3.3.29, A es un subconjunto denso en X. Entonces
|A| ≥ κ. Debe existir un n ∈ ω tal que An es no numerable
(de lo contario la unión seria numerable). Por la proposición
3.3.28 el conjunto An es discreto y cerrado. Sea D = An.
Entonces D es discreto, cerrado, no numerable.

El siguiente resultado es un Corolario de la Proposición
3.3.23.

Corolario 3.3.31. Si X es un espacio métrico no discreto no
separable, entonces F (X) no es un K-espacio y la estrechez
de F (X) es no numerable.

Demostración. De la proposicón anterior, sea D1 el subcon-
junto discreto, cerrado, no numerable. Como X es no discreto,
existe un punto x0 ∈ X tal que el conjunto {x0} no es abier-
to. Sea S1 una suceción que converge al punto x0 ∈ X, y sea
S = S1 ∪ {x0}. Este último conjunto es compacto dentro de
un Hausdorff, entonces cerrado. Si T = D1 ∩ S 6= ∅, entonces
renombremos el conjunto discreto D1 por D = D1 \ T . Se ve
que T es numerable. Como D ⊂ D1, entonces D es discreto,
no numerable, y cerrado en D1, luego cerrado en X. Además,
D∩S = ∅. Sea Y1 = S ∪D el subespacio de X, Y = S⊕D la
suma topológica de la sucesión S con el discreto, cerrado, no
numerable D. Se verifica que la topoloǵıa suma de Y es igual
a la topoloǵıa de subespacio de Y1 en X. Como Y es cerrado
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en X, entonces F (Y ) es isomorfo topológicamente a F (Y,X)
(Teorema 3.3.22). Por otra parte, de la Proposición 3.3.23 se
cumple que el grupo topológico libre F (Y ) generado por su
subconjunto Y no es un K-espacio y tiene estrechez no nume-
rable. Se sigue que F (Y,X) no es K-espacio con estrechez no
numerable; esto es, F (X) tiene un subespacio que no es un
K-espacio, de estrechez no numerable. Por lo tanto, el grupo
topológico libre F (X) no es un K-espacio y su estrechez es no
numerable.

Cuando un espacio métrico es separable, entonces la estrcehez
de su grupo topológico libre no excede al cardinal ℵ0. De ma-
nera mas detallada lo enuncia el siguiente Teorema.

Teorema 3.3.32. Sea X un espacio métrico separable. En-
tonces, t(F (X)) ≤ ω.

Demostración. Sea d(X) = ω. Consideremos el espacio suma

X̃ = X ⊕ X−1 ⊕ {e}. De la Proposición 1.1.27 inciso 4), se

tiene que nω(X̃) ≤ ω. Por el inciso 5) de la misma Propo-

sición, nω(X̃n) ≤ ω. Por otra parte, el mapeo multiplicativo

in : X̃n −→ F (X) es continua. Al restringir el contradomi-
nio a su rango, este mapeo sigue siendo continua, es decir,
in : X̃n −→ Fn(X) es continua y suprayectiva. Entonces, por

la Proposición 1.1.30 nω(Fn(X)) ≤ nω(X̃n) ≤ ω, es decir,
para toda n ∈ ω el peso de red de Fn(X) no excede al car-
dinal ω. Aplicando nuevamente el inciso 4) de la Proposición
1.1.27, nω(F (X)) no excede a ω. Por último, aplicando 3)de
la Proposición 1.1.27, concluimos que la estrechez del grupo
topológico libre F (X) es a lo mas numerable.

Concluimos nuestro trabajo de tesis con un resultado que
nos da condiciones para saber cuándo la estrechez del gru-
po topológico libre de un espacio topológico X es a lo mas
numerable.

Teorema 3.3.33. La estrechez del grupo topológico libre no
excede a ω si y sólo si X es un espacio métrico discreto o
separable.
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Demostración. De la Proposición 2.1.5 y el Teorema 3.3.32
se tiene que si X es discreto o métrico separable, entonces
t(F (X)) ≤ ω.
Por otra parte, supongamos que X es métrico no separable
ni discreto. Del Corolario 3.3.31, F (X) no es un K-espacio,
y su estrechez es no numerable. Esto es, t(F (X)) > ω. Por
lo tanto, si t(F (X)) ≤ ω, entonces X es discreto o métrico
separable. Esto termina la demostración.



Conclusión

El estudio de los llamados grupos topológicos libres es de
bastante interés, sobre todo saber qué propiedades del espacio
de su generador se satisfacen aún en el grupo topológico libre.
En este trabajo mostramos un amplio desarrollo de mane-
ra mas detallada de algunos resultados que en otros trabajos
son muy dif́ıcil de analizar y comprender. Ejemplos de esto
fueron, la demostración del Teorema de Arhangel’skii referen-
tes a subconjuntos cerrados en el grupo topológico libre (ver
Teorema 2.2.3); la prueba del Teorema de Milnor respecto a
una cubierta generadora en el espacio producto (ver Teore-
ma 3.2.13); otro Teorema de Arhangel’skii respecto a mapeos
cerrados y estrechez del espacio (ver Teorema 3.3.3); y por
último una demostración bastante laboriosa de la no numera-
bilidad de la estrechez del Abanico de Fréchet (ver Teorema
3.3.20). Como bien, el lector podrá darse cuenta de la amplia
variedad de conceptos, criterios y propiedades que se utiliza-
ron en todo el trabajo, y sobre todo de la relación que hay
entre ellos. El concepto de cubierta generadora en espacio to-
pológico fue uno de los papeles principales en todo el trabajo.

Los objetivos planteados al principio se alcanzaron, por
ejemplo demostramos que si el espacio X es un Kω-espacio,
entonces la estrechez del grupo topológico libre coincide con la
estrechez del espacio de sus generadores (ver Teorema 3.3.10);
y que si X es un espacio métrico, entonces la estrechez del
grupo topológico libre no excede al cardinal ω si y sólo si el
espacio es separable o discreto (ver Teorema 3.3.33). No hay
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contribuciones nuevas, pero si muchas herramientas para lec-
tores que no estan familiarizados con esta teoŕıa, que a mi
criterio es muy interesante.

Estos son algunos resultados que se tienen sobre propieda-
des inductivas, tales como compacidad, estrechez numerable
y K-espacios. Sin embargo, hay poco conocido para estas pro-
piedades en el caso general, y no existen resultados no trivia-
les sobre las propiedades inductivas de los grupos topológicos
libres en otras categorias de grupos (tales como los grupor to-
pológico libres buleanos, grupos topológicos libres totalmente
acotados). Quedan, pues, abiertos estos problemas para el ca-
so general.
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Simboloǵıa

Śımbolos
R
Q
f−1(U)
f(B)
|A|
X \ A
∅
Ad

A
Y
X

〈A〉⊕
s∈S Xs

X/E
'
∼=
xε11 · · ·xεnn
Fa(X)

Definición
El conjunto de los números reales.
El conjunto de los números racionales.
Preimagen de un conjunto por un mapeo.
Imagen directa de un conjunto por un mapeo.
Cardinalidad de un conjunto A.
Complemento del conjunto A respecto a X.
Conjunto vaćıo.
Conjunto de puntos de acumulación de A.
Cerradura del conjunto A en el espacio topológico X.
La cerradura del conjunto Y con la topoloǵıa de X.
Subgrupo generado por el conjunto A.
Suma topológica de una familia {Xs : s ∈ S}.
Conjunto cociento o espacio cociente.
Grupos isomorfos.
Espacios homeomorfos.
Palabra de longitud n.
Grupo libre del conjunto X.
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F (X)
Aa(X)
A(X)
e
Fn(X)
F (Y,X)
τ |Y
f |M
Vr(p)∏

α∈I Xα

ω
ω1

V (ω1)

Grupo topológico libre del espacio X.
Grupo Abeliano libre del conjunto X.
Grupo topológico Abeliano libre del espacio X.
Palabra vaćıa o identidad.
Subespacio de las palabras de longitud ≤ n.
Subespacio de las palabras por elementos de Y .
Topoloǵıa de subespacio.
Restricción de una función sobre un subespacio.
Bola abierta de radio r con centro en p.
Producto cartesiano.
Conjunto de los números naturales.
Conjunto de cardinalidad ℵ1.
El Abanico de Fréchet.



Índice alfabético
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