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Introducción

A Newton y a Leibnitz se les acredita la invención del Cálculo hacia 1670,
cuando desarrollaron su teorema fundamental, es decir, las áreas se calculan
usando antiderivadas. Posteriormente, Cauchy investigó las integrales de fun-
ciones continuas y estableció, en 1820, la primera de�nición rigurosa de la
integral de�nida. Poco después Riemann re�nó la de�nición de Cauchy y
realizó un estudio de las integrales de funciones discontinuas. Sin embar-
go, la teoría de integración de Riemann no es totalmente satisfactoria dado
que presenta algunas de�ciencias, entre las cuales podemos mencionar las
siguientes:

La integral de Riemann no cumple el Teorema Fundamental del Cálculo
en toda su generalidad, dado que existen funciones diferenciables cuyas
derivadas no son acotadas y por tanto no son Riemann integrables;
más aún, existen funciones diferenciables cuya derivada es acotada y no
Riemann integrables; en este sentido se dice que la integral de Riemann
no proporciona una solución general al problema de las primitivas.

La integral de Riemann no posee �buenos� teoremas de convergencia en
el sentido siguiente: si (fn) es una sucesión de funciones reales Riemann
integrables de�nidas sobre un intervalo compacto [a, b] del conjunto de
los números reales, tal que (fn) converge puntualmente a una función f
en [a, b], entonces no necesariamente se cumple que la función límite f
sea Riemann integrable sobre [a, b]; más aún, puede ser que la función
límite sea integrable, pero el valor de su integral no sea el límite de
la sucesión de las integrales; es decir, no necesariamente se cumple la
siguiente igualdad:

ĺım
n→∞

∫ b

a

fn =

∫ b

a

f. (1)

Lebesgue en 1902, con la �nalidad de resolver la aseveración de Fourier, la
cual plantea la posibilidad de expresar a toda función como una serie trigo-
nométrica, tomó la idea de Riemann y generaliza la integral, obteniendo que

IX
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esta integral, además de resolver el problema de Fourier, cuenta con �buenos�
teoremas de convergencia tales como el Teorema de Convergencia Monótona
y el Teorema de Convergencia Dominada; sin embargo, sigue sin dar una
solución general al problema de las primitivas.

Con el objetivo de dar una solución general al problema de las primitivas,
Denjoy [5] en 1912 y Perron [34] en 1914, de forma independiente, de�nieron
integrales las cuales resultaron ser equivalentes, por lo cual se le conoce como
la integral de Denjoy-Perron; aunque esta integral sí logra este objetivo y,
además, cuenta con versiones análogas a los Teoremas de Convergencia Mo-
nótona y Dominada, ésta no tuvo mucho auge debido a la di�cultad de su
teoría.

A �nales de la década de los 50, Kurzweil [26] con base en ciertas nece-
sidades que tenía en el contexto de las ecuaciones diferenciales ordinarias, y
Henstock en [24] de�nen, de manera independiente, integrales, las cuales re-
sultan ser equivalentes cuando se consideran funciones reales de�nidas sobre
la recta real, es por ello que, en este contexto, se le conoce como la integral de
Henstock-Kurzweil. En [22], Henstock demostró que toda función Lebesgue
integrable es Henstock-Kurzweil integrable. De hecho, en [23], al igual que
Kurzweil en [26], demostró que la integral de Henstock-Kurzweil es equiva-
lente a la de Perron y, en consecuencia, a la de Denjoy y, por tanto, también
proporciona una solución general al problema de las primitivas, posee teore-
mas de convergencia similares a los Teoremas de Convergencia Monótona y
Dominada y, aún más, cuenta con un teorema de convergencia más general
que estos, llamado Teorema de Equi-integrabilidad (véase la Sección 1.5.3).

Aunque la integral de Henstock-Kurzweil y la de Riemann están en tér-
minos de sumas de Riemann, la diferencia radical entre ellas es el tipo de
particiones que se están considerando, es por ello que también se le conoce
con los nombres de integral de Riemann generalizada, integral medidora (gau-
ge integral), entre otros. Haciendo ligeros cambios en la de�nición dada por
Kurzweil se de�nen otras integrales basados en sumas de Riemann; tal co-
mo la integral de McShane la cual, al considerar funciones con valores reales
de�nidas sobre un intervalo compacto del conjunto de los número reales, es
equivalente a la integral de Lebesgue [29]. De esta forma se puede considerar
a la integral de Lebesgue como una integral basada en sumas de Riemann
sin la necesidad de pasar por la Teoría de la Medida.

La integral de Henstock y la integral de Kurzweil se pueden generalizar de
manera directa para funciones que toman valores en un espacio de Banach
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de�nidas sobre un intervalo compacto del conjunto de los números reales.
Sin embargo, estas integrales ya no son equivalentes en general, y algunos
teoremas que son válidos para la integral de Henstock-Kurzweil dejan de ser
verdaderos en este caso (véase los Capítulos 2 y 4).

Esto motiva a preguntarse las condiciones bajo las cuales sí son equivalen-
tes; qué teoremas son verdaderos en el contexto vectorial y, en el caso de que
no sean válidos, bajo qué condiciones sobre el espacio se pueden demostrar
los teoremas correspondientes; particularmente nos enfocaremos en analizar
las correspondientes formulaciones del Teorema Fundamental del Cálculo y
los teoremas de convergencia (Monótona, Dominada y Equi-integrabilidad)
para ambas integrales.

En la integral de Henstock-Kurzweil los Teoremas de Convergencia Mo-
nótona y Dominada hacen uso de la estructura de orden usual que existe
en el conjunto de los números reales, por lo cual las formulaciones de estos
teoremas no tienen sentido de�nirlas como tal en un espacio de Banach dado
que éste no cuenta necesariamente con una estructura de orden; así pues, esto
nos motiva a preguntarnos ¾cómo podríamos formular versiones de éstos teo-
remas bajo este contexto?. Una manera de hacerlo es de�nir un orden parcial
en el espacio de Banach, pero ¾qué condiciones debe cumplir esta relación de
orden de tal forma que éstos sean equivalentes cuando consideramos el caso
real?

Por tal motivo, el objetivo general de este trabajo de tesis es realizar un
análisis tanto de la integral de Henstock como de la integral de Kurzweil al
considerar funciones que toman valores en un espacio de Banach y que están
de�nidas sobre un intervalo compacto del conjunto de los números reales
y su relación con la integral de Riemann, Bochner, McShane y Pettis. Los
objetivos particulares son:

Recopilar algunas propiedades elementales e importantes para ambas
integrales, tales como sus propiedades algebraicas, el Lema de Saks-
Henstock, entre otras.

Analizar sus correspondientes versiones del Teorema Fundamental del
Cálculo.

Determinar algunos teoremas de convergencia.

El presente trabajo de tesis está desarrollado en 4 capítulos:
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Capítulo 1 Teniendo en cuenta que las integrales de Henstock y Kurzweil
son equivalentes al considerar funciones reales, en este capítulo esta-
bleceremos algunas de las propiedades más importantes de la integral
de Henstock-Kurzweil tales como: sus propiedades algebraicas, el Lema
de Saks-Henstock, el Teorema Fundamental del Cálculo y algunos teo-
remas de convergencia; haciendo énfasis en el Lema de Saks-Henstock
dada su importancia en esta Teoría de Integración.

Capítulo 2 En este capítulo estableceremos las propiedades más elementa-
les e importantes de la integral de�nida por Henstock cuando se con-
sideran funciones vectoriales y que están de�nidas sobre un intervalo
compacto; tales como algunas propiedades algebraicas, su correspon-
diente formulación del Teorema Fundamental del Cálculo y sus versio-
nes del Lema de Saks-Henstock (fuerte y débil).

Es de destacar la importancia de la función construida en este mismo
capítulo, dado que será nuestro caballo de batalla al servir de ejemplo
y contraejemplo de diversos hechos durante el desarrollo del presente
trabajo de tesis.

En este mismo capítulo consideraremos la integral de Kurzweil bajo el
contexto de funciones con valores sobre un espacio de Banach de�nidas
sobre un intervalo compacto, al establecer sus propiedades algebraicas
y elementales, el Lema de Saks-Henstock en su versión débil; exhibi-
remos una función Kurzweil integrable la cual contradice a la versión
fuerte. Estableceremos la parte I del Teorema Fundamental del Cálculo,
además, exhibiremos una función Kurzweil integrable la cual muestra
que no es posible formular la parte II del Teorema Fundamental del
Cálculo de la integral de Henstock-Kurzweil de forma análoga para la
integral de Kurzweil; por ello, establecemos una versión �débil� de la
parte II de este teorema.

Capítulo 3 Debido a que uno de nuestros objetivos generales es determi-
nar las relaciones entre la integral de Henstock y Kurzweil con otras
integrales clásicas sobre espacios de Banach, tales como la integral de
Riemann, McShane, Bochner y Pettis, en este capítulo daremos una
breve introducción al lector a estas integrales, la cual consiste en sus
correspondientes de�niciones, algunas propiedades algebraicas y las for-
mulaciones de los teoremas de convergencia más conocidos para cada
integral.

Capítulo 4 En éste capítulo estableceremos las relaciones que existen en-
tre ciertas integrales de tipo Riemann; cuando consideramos funciones
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con valores sobre un espacio de Banach y de�nidas sobre un interva-
lo compacto del conjunto de los números reales: Riemann, McShane,
Henstock y Kurzweil. Además, dado que algunas integrales se de�nie-
ron para caracterizar ciertas propiedades algebraicas y/o topológicas
de los espacios de Banach tales como las integrales de Bochner y Pet-
tis, estableceremos también las relaciones que existen entre éstas con
las integrales de tipo Riemann. En ciertos casos, exhibiremos algunas
condiciones adicionales sobre la función o sobre el espacio de Banach
para que exista una relación de equivalencia entre éstas.

Capítulo 5 En este capítulo se de�nirá una relación de orden sobre un es-
pacio de Banach, la cual permitirá establecer el correspondiente Teore-
ma de Convergencia Dominada para la integral de Henstock; además,
exhibiremos una función Henstock integrable la cual muestra que no
es posible formular un Teorema de Convergencia Monótona para la
integral de Henstock-Kurzweil de forma análoga para la integral de
Henstock; además, estableceremos su correspondiente formulación del
Teorema de Equi-integrabilidad. Haciendo uso de la relación de or-
den de�nida e imponiendo condiciones más fuertes, estableceremos la
formulación del Teorema de Convergencia Monótona para la integral
de Kurzweil, así como su correspondiente formulación del Teorema de
Equi-integrabilidad.
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Notaciones y Convenciones

A lo largo de este trabajo los símbolos R y [a, b] denotarán al conjunto de
los números reales y un intervalo compacto de éste, respectivamente. Por X
y X∗ denotaremos un espacio de Banach arbitrario y el espacio dual de éste,
respectivamente. El símbolo ‖·‖ representará la norma del espacio de Banach.

En el transcurso de la presente tesis estableceremos resultados consideran-
do funciones que toman valores reales de�nidas sobre un intervalo compacto
[a, b] y funciones que toman valores sobre un espacio de Banach y que es-
tán de�nidas sobre el mismo intervalo [a, b], por lo que haremos referencia a
ellas como funciones reales y funciones vectoriales, respectivamente; por tal
motivo, los resultados establecidos considerando únicamente funciones reales
diremos que están bajo el contexto real, de igual forma para el contexto vec-
torial el cual, en ocasiones, también le denominaremos el contexto de los
espacios de Banach.

Denotamos por µ la medida de Lebesgue y L1(µ) al conjunto de funcio-
nes reales Lebesgue integrables con respecto a µ, a menos que se indique lo
contrario.
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Capítulo 1

Integrales de Henstock y
Kurzweil para Funciones Reales

Dado que nuestro objetivo general es hacer un análisis de las integrales
de�nidas por Henstock y Kurzweil en el contexto de los espacios de Ba-
nach, en este capítulo estableceremos las bases necesarias para realizar dicho
estudio. El capítulo está escrito esquemáticamente; presentaremos las propie-
dades elementales e importantes de estas integrales en el contexto real, tales
como algunas propiedades algebraicas, el Lema de Saks-Henstock, el Teore-
ma Fundamental del Cálculo y algunos teoremas de convergencia. Debido
a que las propiedades que se establecerán en este capítulo son únicamente
para �nes comparativos para el desarrollo de los Capítulos 2 y 3, omitiremos
las demostraciones de éstos; sin embargo, el lector interesado en conocer las
demostraciones de estos resultados puede consultar las siguientes referencias:
[1], [17], [42] y [41].

1.1. De�niciones y Conceptos

Antes de establecer las de�niciones de las integrales dadas por Henstock
y Kurzweil en el contexto real, daremos algunos conceptos técnicos que apa-
recen en las de�niciones de dichas integrales:

Dos subintervalos compactos J,K ⊂ R son no traslapados si y sólo si
intJ ∩ intK = ∅. La longitud de un intervalo I = [a, b], con a ≤ b,
la de�nimos como

l(I) := b− a.

1



2 De�niciones y Conceptos

Una subpartición de [a, b] es una colección �nita {Ii}ni=1 de subinterva-
los compactos no traslapados de [a, b], con Ii = [ti−1, ti]. Una partición
de [a, b] es una subpartición tal que [a, b] = I1 ∪ ... ∪ In.

Una partición etiquetada (subpartición etiquetada) de [a, b] es un
conjunto de pares ordenados P := {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} de tal forma
que la colección {Ii} es una partición (subpartición) de [a, b] y ξi ∈ Ii,
donde al punto ξi le llamaremos la etiqueta asociada al subintervalo
Ii, para todo i = 1, ..., n.

Una función δ : [a, b] → R es medidora (gauge) sobre [a, b] si y sólo
si δ(t) > 0, para toda t ∈ [a, b].

Sea δ una medidora sobre [a, b] y P una partición (subpartición) eti-
quetada de [a, b], decimos que P es δ-�na si

Ii ⊆ [ξi − δ(ξi), ξi + δ(ξi)],

para todo i = 1, ..., n.

Nota. De ahora en adelante al hacer referencia a una función medidora y/o
partición (subpartición) etiquetada serán respecto a un mismo intervalo a
menos que se indique lo contrario.

El siguiente Lema, demostrado por Cousin en 1895 ([4]), es útil para
demostrar que tanto la integral de Henstock como la de Kurzweil están bien
de�nidas.

Lema de Cousin. Si δ es una medidora sobre [a, b], entonces existe una
partición (subpartición) etiquetada de [a, b] que es δ-�na.

A continuación exhibiremos la de�nición la integral dada por Kurzweil en
1957 ([26]) y la integral de Henstock de�nida en 1961 ([24]).

De�nición 1.1.1. Una función f : [a, b]→ R es Kurzweil integrable sobre
[a, b] si y sólo si existe w ∈ R con la siguiente propiedad:

Dado ε > 0 existe una función medidora δ = δε sobre [a, b], tal que si
{(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} es una partición etiquetada δ-�na de [a, b], entonces∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− w

∣∣∣∣∣ < ε.
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Si tal w existe, entonces, por el Lema de Cousin, es único, en tal caso lo
denotaremos por w := (K)

∫ b
a
f ; además, si I = [a, b], al valor de la integral

de Kurzweil de f sobre I lo denotaremos por w = (K)
∫
I
f .

De�nición 1.1.2. Una función f : [a, b]→ R es Henstock integrable sobre
[a, b] si y sólo si existe una función F : [a, b]→ R con la siguiente propiedad:

Dado ε > 0, existe una función medidora δ sobre [a, b] tal que si {(Ii, ξi) :
i = 1, ..., n} es una partición etiquetada δ-�na de [a, b], entonces

n∑
i=1

|F (ti)− F (ti−1)− f(ξi)(ti − ti−1)| < ε.

En este caso, escribiremos (H)
∫ t
a
f = F (t) − F (a), t ∈ [a, b]. Para a ≤

c < d ≤ b de�nimos la integral de Henstock sobre [c, d], como (H)
∫ d
c
f =

F (d)− F (c).

Debido a que por el momento no contamos con las herramientas necesa-
rias para establecer la relación entre ambas integrales, en la Sección 1.3.2 a
través del Teorema 1.3.3, se establecerá que ambas integrales son equivalentes
en el contexto real. Así pues, a estas integrales equivalentes les llamaremos
la integral de Henstock-Kurzweil; para mayor comodidad a lo largo de
este trabajo haremos uso de la de�nición de Kurzweil al referirnos a esta
integral. A su vez, al espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables le
denotaremos HK([a, b],R).

Nota. En la literatura clásica de Teoría de Integración (véase por ejemplo
[1]) existe al menos otra caracterización de la integral de Henstock-Kurzweil
en términos de primitivas, sin embargo, en el presente trabajo de tesis, omi-
tiremos su uso.

En la integral de Henstock-Kurzweil se hace mayor énfasis en las etique-
tas que en la integral de Riemann, en el sentido de que en la integral de
Riemann se consideran particiones uniformes, es decir, el valor de las etique-
tas son puntos arbitrarios de los intervalos subordinados a una δ constante
(función medidora constante). De esta manera, dado que en la integral de
Riemann sólo se consideran funciones medidoras constantes, es claro que to-
da función Riemann integrable es Henstock-Kurzweil integrable y el valor de
las integrales coinciden. Sin embargo, el recíproco no siempre se cumple; un
ejemplo de ello es la función siguiente de�nida por Dirichlet en 1829:
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Ejemplo 1.1.3. Sea f : [0, 1]→ R de�nida por

f(t) :=

{
1, si t es racional,
0, si t es irracional.

Esta función es Henstock-Kurzweil integrable sobre [0, 1] y no es Rie-
mann integrable sobre el mismo intervalo (véase [1]); por lo tanto podemos
a�rmar que el espacio de las funciones Riemann integrables está contenido
propiamente en el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables, es
decir,

R([a, b],R) ⊂ HK([a, b],R).

1.2. Propiedades

En esta sección presentaremos algunas de las propiedades más elementales
e importantes de la integral de Henstock-Kurzweil; especí�camente, mencio-
naremos algunas propiedades algebraicas.

Teorema 1.2.1. Sean f, g ∈ HK([a, b],R), c ∈ R. Entonces la función:

(a) cf es Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b] y

(HK)

∫ b

a

cf = c(HK)

∫ b

a

f.

(b) f + g es Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b] y

(HK)

∫ b

a

(f + g) = (HK)

∫ b

a

f + (HK)

∫ b

a

g.

Nota. Con base en el Teorema 1.2.1 se tiene que HK([a, b],R) es un espacio
vectorial con respecto a las operaciones usuales de funciones y que, además,
la integral es un operador lineal sobre él.

Teorema 1.2.2. Si f ∈ HK([a, b],R) y f(t) ≥ 0, para toda t ∈ [a, b],
entonces

(HK)

∫ b

a

f ≥ 0.

Teorema 1.2.3. (Monotonía) Sean f, g ∈ HK([a, b],R) tales que f ≤ g.
Entonces

(HK)

∫ b

a

f ≤ (HK)

∫ b

a

g.
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Teorema 1.2.4. (Aditividad) Sean f ∈ HK([a, b],R) y c ∈ (a, b). Entonces
f es integrable sobre [a, b] si y sólo si la función f restringida a los intervalos
[a, c] y [c, b] es Henstock-Kurzweil integrable. En este caso tenemos

(HK)

∫ b

a

f = (HK)

∫ c

a

f + (HK)

∫ b

c

f.

Teorema 1.2.5. Sean f ∈ HK([a, b],R) y g : [a, b] → R. Si f = g casi
donde quiera en [a, b], en el sentido de la medida de Lebesgue, entonces g es
Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b] y

(HK)

∫ b

a

g = (HK)

∫ b

a

f.

A continuación mencionaremos dos propiedades de la integral de Henstock-
Kurzweil que la diferencian de las integrales de Riemann y de Lebesgue; una
de ellas es la integrabilidad absoluta y la otra es el concepto de integral impro-
pia. La integral de Henstock-Kurzweil no es una integral absoluta
en el sentido de que si f : [a, b] → R es Henstock-Kurzweil integrable sobre
[a, b] entonces, en general, no se cumple que la función |f | también sea inte-
grable sobre el mismo intervalo (véase [36]); sin embargo, cuando se cumple
la integrabilidad de |f | se tiene lo siguiente:

Teorema 1.2.6. Si f, |f | : [a, b]→ R son ambas Henstock-Kurzweil integra-
bles sobre [a, b], entonces∣∣∣∣(HK)

∫ b

a

f

∣∣∣∣ ≤ (HK)

∫ b

a

|f |.

Teorema 1.2.7. Si f ∈ HK([a, b],R) y existe M ∈ R tal que |f(t)| ≤ M ,
para todo t ∈ [a, b], entonces∣∣∣∣(HK)

∫ b

a

f

∣∣∣∣ ≤M(b− a).

Si queremos de�nir el concepto de integral impropia de manera si-
milar a como se hace para la integral de Riemann o Lebesgue, no obtenemos
nada nuevo, por el siguiente resultado:

Teorema 1.2.8. (Teorema de Hake) Sea f : [a, b] → R. Entonces la
función f es Henstock-Kurzweil integrable si y sólo si existe w ∈ R tal que
para todo c ∈ [a, b) la restricción de f a [a, c] es integrable y

ĺım
c→b−

(HK)

∫ c

a

f = w.

En este caso, w = (HK)
∫ b
a
f .
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Observación. El anterior resultado también puede formularse haciendo uso
del punto extremo izquierdo y un punto interior del intervalo; al lector in-
teresado en tales formulaciones lo invitamos consultar [1].

El siguiente resultado es utilizado cuando no existe un valor particular
que pueda ser predicho como el valor de la integral de una función o es des-
conocido, el cual es una caracterización de la integral de Henstock-Kurzweil.

Teorema 1.2.9. (Criterio de Cauchy) Una función f ∈ HK([a, b],R)
si y sólo si para cualquier ε > 0 existe una función medidora δ sobre [a, b]
tal que si {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} y {(Jj, τj) : j = 1, ...,m} son particiones
etiquetadas δ-�nas de [a, b], entonces∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)−
m∑
j=1

f(τj)l(Jj)

∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Dada la relación existente entre el concepto de medibilidad y el de inte-
grabilidad, tal como en la integral de Lebesgue, no podemos pasar por alto
este concepto de gran relevancia en este trabajo, por lo que en esta sección
presentaremos algunos resultados importantes relacionados con la medibili-
dad.

De�nición 1.2.10. Una función f : [a, b]→ R es Lebesgue medible sobre
[a, b] si y sólo si existe una sucesión (sn) de funciones simples sobre [a, b] tal
que

f(t) = ĺım
n→∞

sn(t), casi dondequiera sobre [a, b].

Teorema 1.2.11. Si f ∈ HK([a, b],R), entonces f es Lebesgue medible.

Nota. Es conocido que las funciones Riemann integrables están caracteriza-
das por ser continuas excepto en un conjunto de medida Lebesgue cero; sin
embargo, al extenderla al contexto vectorial este no es el caso, En [36] se
exhibe una función Riemann integrable la cual es discontinua en un conjunto
de medida positiva.

1.3. Lema de Saks-Henstock

El lema de Saks-Henstock, en ocasiones llamado simplemente �Lema de
Saks�, tiene una importancia fundamental en la Teoría de Integración, ya que
se utiliza para demostrar diversas propiedades de la integral de Henstock-
Kurzweil; por ejemplo, al demostrar la continuidad de la integral inde�nida,
parte importante del Teorema Fundamental del Cálculo.
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Nota. Aunque Henstock en [25] atribuye este resultado a S. Saks [37], su
uso en la integración es mérito de él.

1.3.1. Versión Débil

La integrabilidad de Henstock-Kurzweil de una función f sobre [a, b]
requiere, dado ε > 0, que exista una medidora δ sobre [a, b] tal que si
{(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} es una partición etiquetada δ-�na de [a, b] entonces
se cumple que la integral dista de la suma de Riemann una distancia menor
que ε. El Lema de Saks-Henstock a�rma que el mismo grado de aproximación
es válido para la diferencia entre cualquier subconjunto de términos de esta
suma de Riemann y la suma de integrales de f sobre los correspondientes
subintervalos.

Lema 1.3.1. Sea f ∈ HK([a, b],R). Para cada ε > 0 sea δε una función me-
didora sobre [a, b] tal que si {(Ii, ξi) : i = i, ..., n} es una partición etiquetada
δ-�na de [a, b], se cumple que∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (HK)

∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ < ε. (1.1)

Si {(Ii, ξi) : i = i, ..., k} es cualquier subpartición etiquetada δ-�na de
[a, b], entonces ∣∣∣∣∣

k∑
i=1

{
f(ξi)l(Ii)− (HK)

∫
Ii

f

}∣∣∣∣∣ ≤ ε. (1.2)

Demostración: Sea ε > 0, como f es Kurzweil integrable, existe una
función medidora δ de [a, b] tal que para toda partición {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n}
δ-�na de [a, b] tenemos∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (HK)

∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ < ε

4
.

Sea
∑

1 una suma parcial de
∑n

i=1 y Ei la unión de [ti−1, ti] de
∑

1. Su-
pongamos que E2 es la clausura de [a, b]\E1. Entonces, por el Teorema 1.2.4,
f es Kurzweil integrable sobre E2. Por tanto podemos elegir una partición
δ-�na P2 de E2 tal que∣∣∣∣∣∑

2

(f(ξi)l(Ii)− (HK)

∫ ti

ti−1

f)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

4
,
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donde
∑

2 es sobre P2. Ahora escribimos
∑

3 =
∑

1 +
∑

2 tenemos∣∣∣∣∣∑
1

(f(ξi)l(Ii)− (HK)

∫ ti

ti−1

f)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∑
3

(f(ξi)l(Ii)− (HK)

∫ ti

ti−1

f)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∑
2

(f(ξi)l(Ii)− (HK)

∫ ti

ti−1

f)

∣∣∣∣∣ < ε

2
.

Consecuentemente, el teorema queda demostrado.

�

1.3.2. Versión Fuerte

Ahora estableceremos la posibilidad de intercambiar el valor absoluto
con la sumatoria en la desigualdad (1.2), conservando el mismo grado de
aproximación.

Lema 1.3.2. Con las hipótesis del Lema 1.3.1, tenemos

k∑
i=1

∣∣∣∣∣f(ξj)l(Ij)− (HK)

∫
Ij

f

∣∣∣∣∣ ≤ 2ε.

Demostración: Sea P+ la partición formada por las parejas de {(Ii, ξi) :
i = i, ..., n} para las cuales f(ξi)l(Ii) −

∫
Ii
f ≥ 0, de igual forma, sea P− la

partición formada por las parejas de {(Ii, ξi) : i = i, ..., n} para las cuales
f(ξi)l(Ii)−

∫
Ii
f ≤ 0. De esta forma,∑

P+

∣∣∣∣f(ξi)l(Ii)−
∫
Ii

f

∣∣∣∣ =
∑
P+

{
f(ξi)l(Ii)−

∫
Ii

f

}
≤ ε,

∑
P−

∣∣∣∣f(ξi)l(Ii)−
∫
Ii

f

∣∣∣∣ = −
∑
P+

{
f(ξi)l(Ii)−

∫
Ii

f

}
≤ ε.

Sumando ambos términos concluimos la demostración.

�

A continuación estableceremos la equivalencia entre la integral de Hens-
tock y la integral de Kurzweil:
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Teorema 1.3.3. Sea f : [a, b] → R. f es Henstock integrable si y sólo si
f es Kurzweil integrable. Además, en este caso, el valor de las integrales
coinciden.

Demostración: ⇒) Sea ε > 0, como f es Henstock integrable, existe
una función medidora δ sobre [a, b] tal que si {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} es una
partición etiquetada δ-�na de [a, b], entonces

n∑
i=1

|f(ξi)l(Ii)− F (ti)− F (ti−1)| < ε.

Sea {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} una partición δ-�na. Entonces∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (H)

∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(f(ξi)l(Ii)− (H)

∫ ti

ti−1

f)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣∣f(ξi)l(Ii)− (H)

∫ ti

ti−1

f

∣∣∣∣ =
n∑
i=1

|f(ξi)l(Ii)− F (ti)− F (ti−1)| < ε.

Por lo tanto, f es Kurzweil integrable y (K)
∫ b
a
f = (H)

∫ b
a
f .

⇐) Tomamos F (t) = (K)
∫ t
a
f , para todo t ∈ [a, b]; la demostración se

sigue del Lema 1.3.2.

�

A lo largo de este trabajo al Lema 1.3.1 lo denominaremos Lema débil de
Saks-Henstock y al Lema 1.3.2 como Lema fuerte de Saks-Henstock.
Observe que 1.3.2 implica 1.3.1 como consecuencia de la desigualdad del
triángulo; más aún, haciendo uso del orden usual del conjunto de los números
reales, el recíproco también se cumple (véase [1]), por lo que en este contexto,
son equivalentes. Sin embargo, al establecer estas mismas formulaciones para
la integral de Kurzweil en el contexto vectorial, en general, éste no es el caso
(Sección 2.4 del Capítulo 2).

1.4. El Teorema Fundamental del Cálculo

Existen dos aspectos a los cuales tradicionalmente se les denomina Teore-
ma Fundamental del Cálculo (TFC): una parte establece una condición bajo
la cual se puede integrar la derivada de una función diferenciable (Parte I)
y la otra establece algunas propiedades de la integral inde�nida tal como su
diferenciabilidad (Parte II). En esta sección presentaremos ambos aspectos
del TFC para la integral de Henstock-Kurzweil.
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1.4.1. Parte I

Teorema 1.4.1. Si la función f : [a, b] → R es diferenciable en [a, b], en-
tonces f ′ es Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b] y

(HK)

∫ b

a

f ′ = f(b)− f(a).

1.4.2. Parte II

De�nición 1.4.2. Sea f ∈ HK([a, b],R). La función F : [a, b]→ R de�nida
por

F (t) = (HK)

∫ t

a

f, t ∈ [a, b],

se le denomina la integral inde�nida de f .

Teorema 1.4.3. Si f ∈ HK([a, b],R), entonces:

(i) Su integral inde�nida F es continua en [a, b].

(ii) Si f es continua en t ∈ [a, b], entonces F ′(t) = f(t).

(iii) F es diferenciable casi donde quiera en [a, b] y F ′(t) = f(t) casi don-
dequiera en [a, b].

A continuación estableceremos un resultado más general que el teorema
anterior, para ello, requerimos antes de�nir algunos conceptos.

De�nición 1.4.4. Sean F : [a, b]→ R y [c, d] ⊂ [a, b]. De�nimos la oscila-
ción de la función F sobre el intervalo [c, d] por

ω(F, [c, d]) := sup{|F (y)− F (x)| : c ≤ x ≤ y ≤ d}.

De�nición 1.4.5. Sean F : [a, b]→ R y E ⊂ [a, b].

La función F es absolutamente continua (AC) sobre E si y sólo si
para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

n∑
i=1

|F (di)− F (ci)| < ε,

donde {[ci, di] : 1 ≤ i ≤ n} es una colección �nita de intervalos no
traslapados con puntos extremos en E que satisfacen

n∑
i=1

(di − ci) < δ.
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La función F es absolutamente continua en el sentido restrin-
gido (AC∗) sobre E si y sólo si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

n∑
i=1

ω(F, [ci, di]) < ε,

donde {[ci, di] : 1 ≤ i ≤ n} es una colección �nita de intervalos no
traslapados con puntos extremos en E que satisfacen

n∑
i=1

(di − ci) < δ.

La función F es absolutamente continua generalizada (ACG) so-
bre E si y sólo si F |E es continua sobre E y E puede ser escrito como
unión numerable de conjuntos sobre los cuales F es AC. La función F
es absolutamente continua generalizada en el sentido restrin-
gido (ACG∗) sobre E si y sólo si F |E es continua sobre E y E puede
ser escrito como unión numerable de conjuntos sobre los cuales F es
AC∗.

Ahora contamos con las herramientas necesarias para formular el siguiente
resultado, el cual, como mencionamos anteriormente, es más general que el
Teorema 1.4.3.

Teorema 1.4.6. (Gordon, [17]) Una función f : [a, b] → R es Henstock-
Kurzweil integrable sobre [a, b] si y sólo si existe una función F ACG∗ sobre
[a, b] tal que F ′ = f casi donde quiera en [a, b].

1.5. Teoremas de Convergencia

En ocasiones es necesario considerar el límite de sucesiones o series de
funciones reales, si estas convergen de alguna forma, en algunos casos la fun-
ción límite es mucho más complicada de analizar que los elementos de la
sucesión; por ejemplo, si las funciones son Riemann integrables la función
límite puede no ser Riemann integrable. Adicionalmente, si el límite es Rie-
mann integrable, su integral de Riemann puede no ser el límite de la sucesión(∫ b

a
fn

)
de integrales; en [1] podemos encontrar ejemplos de lo anterior. Una

condición su�ciente en la integral de Riemann para garantizar que la fun-
ción límite sea Riemann integrable es considerar la convergencia uniforme
de la sucesión; sin embargo, la integral de Lebesgue debilita esta condición
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al considerar convergencia puntual y algunas condiciones adicionales sobre
la sucesión de funciones tales como que la sucesión de funciones Lebesgue
integrables sea monótona o dominada bajo una función Lebesgue integrable.
En esta sección exhibimos algunos teoremas de convergencia para la integral
de Henstock-Kurzweil análogos a los de la integral de Lebesgue.

1.5.1. Teorema de Convergencia Monótona

El siguiente resultado es una generalización de un importante teorema
probado en 1906 para la integral de Lebesgue, formulado por el matemático
italiano Beppo Levi.

Teorema 1.5.1. (de Convergencia Monótona) Sea (fn) una sucesión
monótona en HK([a, b],R), y sea f(t) := ĺımn→∞ fn(t), para casi toda t ∈
[a, b]. Entonces f ∈ HK([a, b],R) si y sólo si la sucesión ((HK)

∫ b
a
fn) es

acotada en R; en este caso

(HK)

∫ b

a

f = ĺım
n→∞

(HK)

∫ b

a

fn.

1.5.2. Teorema de Convergencia Dominada

Teorema 1.5.2. (de Convergencia Dominada) Sea (fn) una sucesión
en HK([a, b],R) con f(t) = ĺım fn(t), para toda t ∈ [a, b]. Supongamos que
existen funciones α, ω ∈ HK([a, b],R) tal que

α(t) ≤ fn(t) ≤ ω(t), para casi toda t ∈ [a, b], n ∈ N.

Entonces f ∈ HK([a, b],R) y

(HK)

∫ b

a

f = ĺım
n→∞

(HK)

∫ b

a

fn.

La hipótesis �usual� de dominación en el Teorema de Convergencia Do-
minada para la integral de Lebesgue es que exista una función g Lebesgue
integrable que domine a la sucesión (fn) en el sentido de que |fn| ≤ g, para
toda n ∈ N; sin embargo, para la integral de Henstock-Kurzweil si considera-
mos esta misma dominación no obtenemos nada nuevo dado que nos implica
que cada elemento de la sucesión es Lebesgue integrable.

Nota. Es importante notar que si al menos una de las funciones α, ω, fn,
n ∈ N, en el Teorema 1.5.2 es Lebesgue integrable sobre [a, b], entonces la
función límite es Lebesgue integrable sobre el mismo intervalo.
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1.5.3. Teorema de Equi-integrabilidad

Como podrá observar el lector, los Teoremas de Convergencia Monóto-
na y Dominada utilizan la relación de orden usual del conjunto de los nú-
meros reales; sin embargo, un criterio más general que éstos es el de equi-
integrabilidad, el cual, no hace uso de esta relación, lo cual es de gran im-
portancia al momento de considerar funciones vectoriales, esto es, dado un
ε > 0 la misma función medidora δ es válida para la integrabilidad de todas
las funciones que pertenecen a la sucesión. En [40] denominan a este teorema
como �Teorema de Convergencia Uniforme�.

De�nición 1.5.3. Una colección F ⊂ HK([a, b],R) es equi-integrable so-
bre [a, b] si y sólo si para cada ε > 0 existe una función medidora δε sobre
[a, b] tal que si P es cualquier partición δε-�na de [a, b] y f ∈ F, entonces∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (HK)

∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Teorema 1.5.4. (de Equi-integrabilidad) Si (fn) ⊂ HK([a, b],R) es una
sucesión equi-integrable sobre [a, b] y f(t) = ĺımn→∞ fn(t), para toda t ∈ [a, b],
entonces f es Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b] y

(HK)

∫ b

a

f = ĺım
n→∞

(HK)

∫ b

a

fn. (1.3)

McLeod en [28] demuestra que el Teorema de Convergencia Monótona
y el Teorema de Convergencia Dominada son consecuencias del Teorema
de Equi-integrabilidad; Gordon en [16] construye otra demostración de este
hecho haciendo uso de resultados de la Teoría de la Medida.
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Capítulo 2

Integrales de Henstock y Kurzweil
para Funciones Vectoriales

El objetivo principal de este capítulo es realizar un análisis de las inte-
grales de�nidas por Henstock y Kurzweil en el contexto de los espacios de
Banach. Especí�camente, analizaremos algunas de sus propiedades algebrai-
cas; sus correspondientes versiones del Lema de Saks-Henstock y del Teorema
Fundamental del Cálculo.

2.1. De�niciones

A continuación presentaremos las de�niciones de las integrales de Hens-
tock y Kurzweil en el contexto de los espacios de Banach.

De�nición 2.1.1. Una función f : [a, b] → X es Henstock integrable
sobre [a, b] si y sólo si existe una función F : [a, b] → X con la siguiente
propiedad:

Dado ε > 0, existe una función medidora δ de [a, b] tal que si {(Ii, ξi) :
i = 1, ..., n} es una partición etiquetada δ-�na de [a, b], se cumple que

n∑
i=1

‖F (ti)− F (ti−1)− f(ξi)(ti − ti−1)‖ < ε.

En este caso, escribiremos (H)
∫ t
a
f = F (t)−F (a), t ∈ [a, b]; además, si I =

[a, b], al valor de la integral de Henstock de f sobre I también lo denotaremos
por F (I) = F (b)− F (a) = (H)

∫
I
f .

A la colección de todas las funciones Henstock integrables sobre [a, b] la
denotaremos por H([a, b], X).

15
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Nota. A la integral de Henstock también se le conoce como �Integral varia-
cional�, �Integral fuerte de Henstock-Kurzweil� o la �integral HL�.

De�nición 2.1.2. Una función f : [a, b]→ X es Kurzweil integrable so-
bre [a, b] si y sólo si existe w ∈ X con la siguiente propiedad:

Dado ε > 0, existe una función medidora δ de [a, b] tal que para toda
partición etiquetada {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} δ-�na de [a, b] , se cumple que∥∥∥∥∥w −∑

i

f(ξi)l(Ii)

∥∥∥∥∥ < ε.

Si tal valor w existe, entonces, por el Lema de Cousin, éste es único y lo
denotaremos por w := (K)

∫ b
a
f ; además, si I = [a, b], al valor de la integral

de Kurzweil de f sobre I también lo denotaremos por w = (K)
∫
I
f . A la

colección de funciones Kurzweil integrables sobre [a, b] la denotaremos por
K([a, b], X).

Nota. Originalmente, Kurzweil de�ne su integral considerando funciones
reales (véase [26]); Cao [2] realiza la extensión de esta integral al contexto de
los espacios de Banach. Esta integral es comúnmente conocida con el nombre
de �integral en el sentido de Kurzweil� o �K-integral�, en ocasiones también se
le denomina integral de �Kurzweil-Henstock� o �Henstock-Kurzweil� debido a
que Henstock realizó aportaciones importantes para esta integral tal como la
formulación del Lema de Saks-Henstock.

2.2. Construcción de una función en l2([a, b])

La función que presentamos en esta sección (Ejemplo 2.2.4) es de suma
importancia en el desarrollo de ciertas partes de este trabajo de tesis, tal como
en las Secciones 2.3, 2.4, 2.5 y en el Capítulo 4; pero antes mencionaremos
el concepto de sumabilidad y algunas propiedades de éste (Proposición 2.2.2
y Teorema 2.2.3).

De�nición 2.2.1. Sea I ⊂ R un conjunto arbitrario y sea X un espacio
normado. Una familia (xi)i∈I de elementos de X es sumable con suma x ∈
X y escribimos

∑
i∈I xi = x si y sólo si para todo ε > 0, existe un subconjunto

�nito Fε ⊂ I tal que para todo subconjunto �nito F ⊂ I con F ⊃ Fε,∥∥∥∥∥x−∑
i∈F

xi

∥∥∥∥∥ < ε.
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Proposición 2.2.2. Sean (xi)i∈I y (yi)i∈I dos familias de elementos de X y
c ∈ R. Si (xi)i∈I y (yi)i∈I son sumables, entonces (xi + yi)i∈I y (cxi)i∈I son
sumables, y además ∑

i∈I

(xi + yi) =
∑
i∈I

xi +
∑
i∈I

yi,

∑
i∈I

(cxi) = c
∑
i∈I

xi.

Con base en la Proposición 2.2.2 se tiene que el conjunto l2(I) de todas
las familias (xi)i∈I , xi ∈ R, tal que (|xi|2)i∈I es sumable; es decir,

l2(I) =

{
x = (xi)i∈I , xi ∈ R;

∑
i∈I

|xi|2 <∞

}
es un espacio vectorial. En este caso, la expresión

〈x, y〉 =
∑
i∈I

xiyi

de�ne un producto interior. Además,

Teorema 2.2.3. l2(I) equipado con la norma

‖x‖2 =

(∑
i∈I

|xi|2
)1/2

es un espacio de Banach.

El conjunto B = {ei|i ∈ I}, con ei : I → R de�nida por

ei(j) =

{
1, i = j,
0, i 6= j,

es una base ortonormal completa para l2(I).

Con los conceptos establecidos anteriormente, a continuación de�niremos
una función que será de suma importancia posteriormente al servir como
ejemplo y contraejemplo de diversos resultados.

Ejemplo 2.2.4. Sea I = [a, b] y X = l2([a, b]) equipado con la norma ‖ · ‖2.
Sea f : [a, b]→ X la función dada por

f(i) = ei, i ∈ [a, b].
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2.3. Propiedades

En esta sección estableceremos algunas propiedades elementales e impor-
tantes de las integrales de Henstock y Kurzweil; la forma en cómo lo haremos
es con base en el esquema dado en el Capítulo 1. Las pruebas omitidas aquí
pueden encontrarse en libros clásicos tales como [38].

Teorema 2.3.1. Sean f, g : [a, b]→ X funciones Henstock (respectivamente
Kurzweil) integrables sobre [a, b] y sea c ∈ R. Entonces la función:

1. cf es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre [a, b] y

(H(K))

∫ b

a

cf = c(H(K))

∫ b

a

f.

2. f + g es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre [a, b] y

(H(K))

∫ b

a

(f + g) = (H(K))

∫ b

a

f + (H(K))

∫ b

a

g,

donde (H(K))
∫ b
a
denota la integral de Henstock (respectivamente Kurzweil).

Como consecuencia del resultado anterior, se deduce que el conjunto
H([a, b], X) (respectivamente K([a, b], X)) es un espacio vectorial respecto
a las operaciones usuales de funciones; más aún, la integral de Henstock
(respectivamente Kurzweil) es un operador lineal sobre él.

Teorema 2.3.2. Supongamos que f : [a, b] → X es Henstock (respectiva-
mente Kurzweil) integrable sobre [a, b] y sea J ⊂ [a, b] un intervalo compac-
to. Entonces f es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre el
intervalo J .

Teorema 2.3.3. Sean f : [a, b] → X y c ∈ (a, b). Si f es Henstock (res-
pectivamente Kurzweil) integrable sobre cada uno de los intervalos [a, c] y
[c, b], entonces f es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre el
intervalo [a, b]. Más aún,

(H(K))

∫ b

a

f = (H(K))

∫ c

a

f + (H(K))

∫ b

c

f.

Teorema 2.3.4. Sean f : [a, b] → X Henstock (respectivamente Kurzweil)
integrable sobre [a, b] y g : [a, b] → X. Si f = g casi dondequiera en [a, b],
entonces g es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre [a, b] y

(H(K))

∫ b

a

g = (H(K))

∫ b

a

f.
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Teorema 2.3.5. Si f : [a, b] → X es Henstock (respectivamente Kurzweil)
integrable sobre [a, b] y existe M ∈ R tal que ‖f(t)‖ ≤M , para todo t ∈ [a, b],
entonces ∥∥∥∥(H(K))

∫ b

a

f

∥∥∥∥ ≤M(b− a).

Demostración: Supongamos que f : [a, b] → X es Kurzweil integrable,
si f es Henstock integrable la demostración se sigue paso a paso.

Sea {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} una partición etiquetada de [a, b], es inmediato
que ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)

∥∥∥∥∥ ≤M(b− a). (2.1)

Sea ε > 0, como f es Kurzweil integrable, existe δ función medidora tal que
si {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} es una partición etiquetada δ-�na de [a, b], entonces∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (K)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ < ε.

Ahora bien,∥∥∥∥(K)

∫ b

a

f

∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (K)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ < ε.

Lo anterior junto con la desigualdad (2.1) nos implica que∥∥∥∥(K)

∫ b

a

f

∥∥∥∥ ≤ ε+

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)

∥∥∥∥∥ = ε+M(b− a).

Como ε > 0 es arbitrario, entonces∥∥∥∥(K)

∫ b

a

f

∥∥∥∥ ≤M(b− a).

�

Nota. En la revisión bibliográ�ca que hemos realizado no encontramos el
anterior resultado como tal y, aunque elemental, su demostración es de
nuestra autoría.
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Teorema 2.3.6. (Teorema de Hake) Sea f : [a, b] → X una función tal
que la integral (K)

∫ c
a
f existe, para todo a ≤ c < b y, que además el siguiente

límite existe

ĺım
c→b−

(K)

∫ c

a

f = w.

Entonces la integral (K)
∫ b
a
f existe y la igualdad

(K)

∫ b

a

f = w

se cumple.

Observación. El recíproco del Teorema anterior también es válido como
consecuencia del Teorema 2.3.2; sin embargo, el Teorema de Hake no es
válido para la integral de Riemann en el contexto real ni para la integral de
Lebesgue; por ejemplo, la función f : [0, 1] → R dada por f(t) = 1√

t
no es

Riemann integrable, sin embargo,

ĺım
ε→0+

∫ 1

ε

1√
t
dt = 2.

Teorema 2.3.7. (Criterio de Cauchy: Kurzweil)
Una función f ∈ K([a, b], X) si y sólo si para todo ε > 0 existe una fun-

ción medidora δ sobre [a, b] tal que para toda pareja de particiones etiquetadas
δ-�nas {(Ii, ξi) : i = 1, ..., p} y {(Jj, τj) : j = 1, ..., r} de [a, b] se cumple∥∥∥∥∥

p∑
i=1

f(ξi)l(Ii)−
r∑
j=1

f(τj)l(Jj)

∥∥∥∥∥ < ε. (2.2)

Teorema 2.3.8. (Criterio de Cauchy: Henstock)
Si la función f : [a, b] → X es Henstock integrable, entonces para todo

ε > 0 existe una función medidora δ sobre [a, b] tal que para toda pareja de
particiones etiquetadas δ-�nas {(Ii, ξi) : i = 1, ..., p} y {(Jj, τj) : j = 1, ..., r}
de [a, b] se cumple ∥∥∥∥∥

p∑
i=1

f(ξi)l(Ii)−
r∑
j=1

f(τj)l(Jj)

∥∥∥∥∥ < ε. (2.3)

Observe que el Criterio de Cauchy para la integral de Kurzweil (Teorema
2.3.7) caracteriza a las funciones Kurzweil integrables. Sin embargo, el Cri-
terio de Cauchy para la integral de Henstock (Teorema 2.3.8), no caracteriza
a las funciones Henstock integrables, dado que, si fuese así entonces ambas
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integrales serían equivalentes, lo cual, en general, no es cierto, tal como lo
veremos en el Capítulo 4.

Por el Teorema 1.2.11 sabemos que, en el contexto real, tanto las funciones
Henstock como Kurzweil integrables son Lebesgue medibles. Al considerar el
contexto vectorial las funciones Henstock integrables siguen siendo medibles
en el sentido siguiente:

De�nición 2.3.9. Una función f : [a, b] → X es llamada fuertemente
medible si y sólo si existe una sucesión de funciones simples (fn) tal que

ĺım
n→∞

‖fn(t)− f(t)‖ = 0,

para casi toda t ∈ [a, b].

Nota. Cuando X = R el concepto de medibilidad fuerte coincide con el de
medibilidad de Lebesgue.

Teorema 2.3.10. (Cao, [2]) Si f : [a, b] → X es Henstock integrable sobre
[a, b], entonces f es fuertemente medible.

Sin embargo, para la integral de Kurzweil el anterior resultado no es
válido:

Ejemplo 2.3.11. Consideremos la función del Ejemplo 2.2.4, construida en
la Sección 2.2, es decir, f : [a, b]→ l2([a, b]) dada por

f(i) = ei, i ∈ [a, b],

con

ei(j) =

{
1, i = j;
0, i 6= j.

Primero mostraremos que f es Kurzweil integrable:

Sea ε > 0, tomamos δ > 0 tal que δ < ε2

b−a . Para toda partición etique-
tada ( δ

2
)-�na {(Ij, ξj) : j = 1, ..., n},∥∥∥∥∥

n∑
j=1

f(ξj)(tj − tj−1)− 0

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

eξj(tj − tj−1)

∥∥∥∥∥ =

[
n∑
j=1

|tj − tj−1|2
] 1

2

< δ
1
2

[
n∑
j=1

(tj − tj−1)

] 1
2

= δ
1
2 (b− a)

1
2 <

ε

(b− a)
1
2

(b− a)
1
2 = ε. (2.4)

Más aún, dado que la función medidora δ es constante, f es �Riemann
integrable�.
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Ahora, probaremos que f no es fuertemente medible:

Supongamos que f es fuertemente medible, entonces existe una sucesión
(fn) de funciones simples con valores en X que converge puntualmente
a f casi donde quiera en [a, b]. Sea An = Im fn, para toda n ∈ N, An
es un conjunto �nito ya que fn es simple, además existe M ⊂ [a, b]
medible con µ(M) = 0 tal que

f([a, b]−M) = {f(i)|i ∈ [a, b], i 6∈M} ⊆ ∪∞n=1An. (2.5)

∪∞n=1An es un espacio separable ya que ∪∞n=1An es un conjunto nume-
rable el cual es denso en él.

De (2.5) se sigue que f([a, b] −M) es un espacio separable, lo cual es
falso ya que

{ei|i ∈ [a, b]} ⊆ f([a, b]−M)

y {ei|i ∈ [a, b]} es no numerable y ‖ei‖2 = 1, por lo que f no es
fuertemente medible.

2.4. Lema de Saks-Henstock

En esta sección estableceremos las versiones correspondientes del Lema
de Saks-Henstock para la integral de Henstock y Kurzweil. Para el caso de
la integral de Henstock ambas versiones se cumplen (versión débil y fuerte);
sin embargo, para la integral de Kurzweil sólo se cumple la versión débil,
aunque exhibiremos una versión similar a la versión fuerte del Lema de Saks-
Henstock para la integral de Kurzweil (Lema 2.4.6).

2.4.1. Versión Débil

Lema 2.4.1. Supongamos que f ∈ K([a, b], X). Dado ε > 0 supongamos que
una función medidora δ sobre [a, b] es tal que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ji)− (K)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ < ε,

para toda partición {(Ji, ξi) : i = 1, ..., n} δ-�na de [a, b]. Entonces si {(Kj, τj) :
j = 1, ..., k} es una subpartición δ-�na de [a, b] arbitraria tenemos∥∥∥∥∥

k∑
i=1

{
f(τj)l(Kj)− (K)

∫
Kj

f

}∥∥∥∥∥ ≤ ε.
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Lema 2.4.2. Si f ∈ H([a, b], X), entonces para todo ε > 0 existe una función
medidora δ sobre [a, b] tal que si {(Kj, rj), j = 1, ..., k} es una subpartición
arbitraria δ-�na de [a, b] tenemos∥∥∥∥∥

k∑
j=1

{f(rj)l(Kj)− F (Kj)}

∥∥∥∥∥ ≤ ε,

donde F (Kj) = (H)
∫
Kj
f.

2.4.2. Versión Fuerte

Lema 2.4.3. Si f ∈ H([a, b], X) entonces para todo ε > 0 existe una función
medidora δ sobre [a, b] tal que si {(Kj, rj), j = 1, ..., k} es una subpartición
arbitraria δ-�na de [a, b] tenemos

k∑
j=1

‖f(rj)l(Kj)− F (Kj)‖ ≤ ε,

donde F (Kj) = (H)
∫
Kj
f.

A continuación mostraremos, a través de la función construida en la Sec-
ción 2.2, que la versión fuerte del Lema de Saks-Henstock no se cumple para
la integral de Kurzweil.

Ejemplo 2.4.4. Consideremos la función f : [a, b]→ l2([a, b]) dada por

f(i) = ei, i ∈ [a, b],

con

ei(j) =

{
1, i = j;
0, i 6= j.

En el Ejemplo 2.3.11 de la Sección 2.3 se demostró que f es Kurzweil
integrable y el valor de su integral es 0.

Ahora probaremos que la función no cumple con la conclusión análoga al
Lema Fuerte de Saks-Henstock 1.3.2, para ello tomamos ε = b−a

2
, supongamos

que existe δ > 0 tal que para toda partición etiquetada {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n}
δ-�na de [a, b], se cumple que

n∑
i=1

‖f(ξi)(ti − ti−1)− 0‖2 =
n∑
i=1

‖eξi(ti − ti−1)‖2 =
n∑
i=1

√
(ti − ti−1)2 = b− a;

(2.6)
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por lo tanto la expresión
∑n

i=1 ‖f(ξi)(ti − ti−1)− 0‖2 no se puede hacer me-
nor que ε y en consecuencia f no cumple la tesis del Lema Fuerte de Saks-
Henstock 1.3.2.

Por lo anterior, las hipótesis del Lema Fuerte de Saks-Henstock 2.4.3 no
son su�cientes para formular un análogo para la integral de Kurzweil; sin
embargo, bajo ciertas condiciones adicionales sobre el espacio de Banach,
la versión fuerte del Lema de Saks-Henstock sí tiene validez, tal y como se
establece en el siguiente Teorema.

Teorema 2.4.5. Si f ∈ K([a, b], X), el espacio de Banach X es de dimensión
�nita y si para un ε > 0 dado, una función medidora δ sobre [a, b] es tal que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ji)− (K)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ < ε,

para toda partición etiquetada δ-�na {(Ji, ξi) : i = 1, ..., n} de [a, b], entonces
tenemos

k∑
j=1

∥∥∥∥∥f(τj)l(Kj)− (K)

∫
Kj

f

∥∥∥∥∥ < Cε,

para cualquier subpartición arbitraria δ-�na {(Kj, τj) : j = 1, ..., k} de [a, b].
C es una constante que depende de la dimensión del espacio de Banach úni-
camente.

Nota. El anterior resultado muestra que si X es de dimensión �nita, la
integral Kurzweil cumple ambas versiones del Lema de Saks-Henstock (débil
y fuerte). Así pues, esto nos motiva a cuestionarnos si este hecho caracteriza
a los espacios de dimensión �nita, la respuesta es a�rmativa, Solodov en [39]
demuestra este hecho. Una gran aportación sobre esta línea fue hecha por
S. Nakanishi en [32] al demostrar que la versión fuerte del Lema de Saks-
Henstock se cumple en ciertos tipos de espacios llamados nucleares normados,
los cuales son de dimensión �nita.

A continuación exhibiremos una formulación similar a la versión fuerte
del Lema de Saks-Henstock para la integral de Kurzweil.

Lema 2.4.6. (Cao, [2]) Sea f ∈ K([a, b], X) con integral inde�nida F . En-
tonces para todo ε > 0 existe una función medidora δ sobre [a, b] tal que para
cualquier partición etiquetada {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} δ-�na de [a, b], tenemos

sup
‖x∗‖≤1

n∑
i=1

|x∗(f(ξi)lIi − F (Ii))| < ε.
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2.5. Teorema Fundamental del Cálculo

En esta sección estableceremos el correspondiente Teorema Fundamental
del Cálculo tanto para la integral de Henstock como para la integral de Kurz-
weil. Nótese que, con base en los Teoremas 1.4.1 y 1.4.3 podemos ver que la
integral de Henstock y la integral de Kurzweil en el contexto real tienen la
misma formulación del TFC en sus dos partes (parte I y parte II). Aunque la
integral de Henstock en el contexto de los espacios de Banach tiene la misma
formulación del TFC como en el contexto real, la integral de Kurzweil sola-
mente conserva el TFC en su parte I, dado que, en general, la derivada de la
integral inde�nida no coincide con la función, sin embargo, estableceremos
una versión �débil� de la parte II del TFC (Teorema 2.5.11).

En el contexto de los espacios de Banach existen diferentes conceptos de
diferenciabilidad, tales como la derivada de Fréchet, la derivada de Gâteaux,
entre otros; sin embargo, el concepto de diferenciabilidad que utilizaremos
en esta sección será el de derivada fuerte (derivada de Fréchet), el cual en el
contexto real coincide con el concepto de derivada clásica.

De�nición 2.5.1. Una función f : [a, b]→ X es fuertemente diferencia-
ble en t0 ∈ [a, b] si y sólo si existe x ∈ X tal que

ĺım
h→0

∥∥∥∥f(t0 + h)− f(t0)

h
− x
∥∥∥∥ = 0.

Si tal x existe, es único y lo denotaremos x := f ′(t0) y la denominaremos
la derivada fuerte de f en t0; además, si la derivada fuerte existe para cada
t ∈ [a, b] entonces diremos que f es fuertemente diferenciable en [a, b].

Ahora, demostraremos el Teorema Fundamental del Calculo en su parte
I para ambas integrales, pero antes requerimos el siguiente resultado.

Lema 2.5.2. (Straddle) Sea f : [a, b]→ X fuertemente diferenciable en un
punto t ∈ [a, b]. Dado ε > 0 existe δε(t) > 0 tal que si u, v ∈ [a, b] satisfacen

t− δε(t) ≤ u ≤ t ≤ v ≤ t+ δε(t), (2.7)

entonces
‖f(v)− f(u)− f ′(t)(v − u)‖ ≤ ε(v − u). (2.8)

Demostración: Por la De�nición 2.5.1 de la derivada fuerte f ′(t) en el
punto t ∈ [a, b], dado ε > 0 existe δε(t) > 0 tal que si 0 < |z − t| ≤ δε(t),
z ∈ [a, b], entonces ∥∥∥∥f(z)− f(t)

z − t
− f ′(t)

∥∥∥∥ ≤ ε,
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de aquí, se sigue que

‖f(z)− f(t)− f ′(t)(z − t)‖ ≤ ε|z − t|,

para todo z ∈ [a, b] tal que |z − t| ≤ δε(t). En particular, si elegimos u ≤ t
y v ≥ t, con u, v ∈ [t − δε(t), t + δε(t)], entonces que v − t ≥ 0 y t − u ≥ 0.
Restando y sumando el término f(t)− f ′(t)t, tenemos que

‖f(v)− f(u)− f ′(t)(v − u)‖

= ‖[f(v)− f(t)− f ′(t)(v − t)]− [f(u)− f(t)− f ′(t)(u− t)]‖

≤ ‖f(v)− f(t)− f ′(t)(v − t)‖+ ‖f(u)− f(t)− f ′(t)(u− t)‖

≤ ε(v − t) + ε(t− u) = ε(v − u).

Por lo tanto,

‖f(v)− f(u)− f ′(t)(v − u)‖ ≤ ε(v − u).

�

Al considerar funciones vectoriales el siguiente resultado es válido, tanto
para la integral de Henstock como la de Kurzweil, al cual haremos referencia
como el Teorema Fundamental del Cálculo parte I.

Teorema 2.5.3. (Teorema Fundamental del Cálculo (Parte I)) Si la
función f : [a, b] → X es fuertemente diferenciable en [a, b], entonces f ′ es
Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre [a, b] y

(H(K))

∫ b

a

f ′ = f(b)− f(a).

Demostración: Sea ε > 0, de�namos la función medidora δ : [a, b] →
(0,∞) por δ(t) = δε(t), donde δε(t) cumple con 2.7 y sea {([ti−1, ti], ξi) : i =
1, ..., n} una partición etiquetada δε-�na de [a, b]. Como ti−1 ≤ ξi ≤ ti, para
todo i = 1, ..., n, se sigue de 2.8 que

‖f(ti)− f(ti−1)− f ′(ξi)(ti − ti−1)‖ ≤ ε(ti − ti−1). (2.9)

Para estimar f(b)−f(a)−
∑n

i=1 f
′(t)(ti−ti−1), usamos la suma telescópica

f(b)− f(a) =
n∑
i=1

[f(ti)− f(ti−1)],
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para obtener

f(b)− f(a)−
n∑
i=1

f ′(t)(ti − ti−1) =
n∑
i=1

[f(ti)− f(ti−1)− f ′(ξi)(ti − ti−1)].

Usando la desigualdad del triángulo y la desigualdad 2.9 tenemos que∥∥∥∥∥f(b)− f(a)−
n∑
i=1

f ′(t)(ti − ti−1)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

‖f(ti)− f(ti−1)− f ′(ξi)(ti − ti−1)‖

≤
n∑
i=1

ε(ti − ti−1) = ε(b− a).

Como ε > 0 es arbitrario, tenemos que f ′ es Kurzweil integrable sobre [a, b]
con integral igual a f(b)−f(a). Además, de manera directa de la desigualdad
anterior, tenemos que f ′ también es Henstock integrable sobre [a, b].

�

Por el Teorema 2.5.3, podemos ver que tanto la integral de Henstock co-
mo la integral de Kurzweil proporcionan una solución general al problema de
las primitivas en el contexto de los espacios de Banach.

Con base en el Teorema 2.3.2 se tiene que si f : [a, b] → X es Hens-
tock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre [a, b], entonces la expresión
F (t) = (H(K))

∫ t
a
f tiene sentido para todo t ∈ (a, b]. A la función F de�nida

de esta manera le llamaremos la integral inde�nida de f .

El concepto de continuidad clásico se puede generalizar de forma directa
al contexto de los espacios de Banach, denominado como continuidad fuerte,
al que haremos referencia simplemente como continuidad.

De�nición 2.5.4. f : [a, b]→ X es (fuertemente) continua en t0 ∈ [a, b]
si y sólo si

ĺım
t→t0
‖f(t)− f(t0)‖ = 0.

Diremos que f es continua si es (fuertemente) continua en cada punto de su
dominio.

Antes de establecer la formulación de la parte II del Teorema Fundamental
del Cálculo para la integral de Henstock formularemos un resultado que nos
será de utilidad en su demostración: el Teorema de la Cubierta de Vitali,
para ello de�niremos este concepto.
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De�nición 2.5.5. Sea E ⊆ R. Una colección I de intervalos es una cubier-
ta de Vitali de E si y sólo si para cada t ∈ E y ε > 0, existe un intervalo
I ∈ I tal que t ∈ I y µ(I) < ε.

Teorema 2.5.6. (Teorema de la Cubierta de Vitali) Sean E ⊆ R con
µ∗(E) < ∞. Si I es una Cubierta de Vitali de E, entonces para cada ε > 0
existe una colección �nita {Ik : 1 ≤ k ≤ n} de intervalos disjuntos en I tal
que

µ∗

(
E −

n⋃
k=1

Ik

)
< ε.

Además, existe una sucesión (Ik) de intervalos disjuntos en I tal que

µ∗

(
E −

∞⋃
k=1

Ik

)
= 0.

Teorema 2.5.7. (Teorema Fundamental del Cálculo (Parte II) Si
f : [a, b]→ X es Henstock integrable sobre [a, b], entonces

(i) Su integral inde�nida F es continua en [a, b].

(ii) Si f es continua en t ∈ [a, b], entonces F ′(t) = f(t).

(iii) F es diferenciable casi donde quiera en [a, b] y F ′(t) = f(t) casi donde
quiera en [a, b].

Demostración:

(i) La continuidad se sigue de la versión débil del Lema de Saks-Henstock
(Lema 2.4.2) y de la siguiente desigualdad

‖F (t)− F (ξ)‖ ≤ ‖F (t)− F (ξ)− f(ξ)(t− ξ)‖+ ‖f(ξ)‖|t− ξ|.

(ii) Sea t0 ∈ [a, b] tal que f es continua en t0, dado ε > 0 existe δ = δ(ε) tal
que si |t0 − t| < δ, entonces

‖f(t0)− f(t)‖ < ε.

Sea |h| < δ, por el Teorema 2.3.5 tenemos que∥∥∥∥F (t0 + h)− F (t0)

h
− f(t0)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥F (t0 + h)− F (t0)− f(t0)h

h

∥∥∥∥
=

1

|h|

∥∥∥∥∫ t0+h

t0

f − f(t0)h

∥∥∥∥ =
1

|h|

∥∥∥∥∫ t0+h

t0

[f − f(t0)]

∥∥∥∥ ≤ ( 1

|h|

)
ε|h| = ε,

por lo tanto F ′(t0) = f(t0).
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(iii) Sea E el conjunto de puntos t en los cuales F ′(t) no existe o, si existe,
no es igual a f(t), probaremos que µ(E) = 0.

De la de�nición de E vemos que para todo t ∈ E existe un η(t) > 0 tal
que para cualquier δ > 0 existe un punto u con 0 < t− u < δ y

‖F (t)− F (u)− f(t)(t− u)‖ > η(t)(t− u)

o existe un punto v con 0 < v − t < δ y

‖F (v)− F (t)− f(t)(v − t)‖ > η(t)(v − t).

Fijemos n ∈ N y sea En el subconjunto de E para el cual η(t) ≥ 1
n
.

Entonces la familia de intervalos cerrados [u, t] y [t, v] cubre a En en el
sentido de Vitali (De�nición 2.5.5). Aplicando el Teorema de Cobertura
de Vitali (Teorema 2.5.6), dado ε > 0 podemos encontrar [uk, vk] para
k = 1, 2, ...,m con uk = tk o vk = tk tal que

µ(En) <
m∑
i=1

(vk − uk) + ε.

Como f es Henstock integrable sobre [a, b], por el Lema Fuerte de Saks-
Henstock 2.4.3 existe una medidora δ sobre [a, b] tal que para cualquier
partición {([ui, vi], ξi) : i = 1, ...,m} δ-�na de [a, b] tenemos

m∑
i=1

‖F (vi)− F (ui)− f(ξi)(ui − vi)‖ < ε.

Cuando formamos la familia de intervalos cerrados, debemos suponer
que δ < δ(tk) para k = 1, 2, ...,m; entonces tenemos

µ(En) <
m∑
i=1

‖F (vk)− F (uk)− f(tk)(uk − vk)‖
η(tk)

+ ε

< εn+ ε

ya que 1
η(tk)

< n. Como ε es arbitrario, la medida exterior de En es 0 y
también la de E.

�
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Observemos que parte esencial en la demostración del TFC Parte II es
el Lema Fuerte de Saks-Henstock, el cual, en general, no es válido para la
integral de Kurzweil; sin embargo, desconocemos si este lema sea una condi-
ción necesaria para demostrar el TFC (Parte II). Así pues, dejamos abierto
este problema para trabajos posteriores. A continuación exhibiremos
un ejemplo de una función Kurzweil integrable tal que su integral inde�nida
es fuertemente diferenciable pero ésta no coincide con la función.

Ejemplo 2.5.8. Consideremos la función construida en la Sección 2.2, es
decir, f : [a, b]→ l2([a, b]) dada por

f(i) = ei, i ∈ [a, b].

En el Ejemplo 2.3.11 probamos que f es Kurzweil integrable con integral
igual a 0 y no medible en el sentido fuerte.

Por el Teorema 2.5.11 se tiene que la integral inde�nida F de f es continua
y, por lo tanto, fuertemente medible, por lo que su derivada F ′ es fuertemente
medible. Ahora, supongamos que F ′(t) = f(t), pero este hecho es una con-
tradicción debido a que F ′ es fuertemente medible y f no es medible en [a, b]
en el mismo sentido.

Con base en el ejemplo anterior se demuestra que el TFC en su parte
II de la integral de Henstock (Teorema 2.5.7) no es válido para la integral
de Kurzweil, por lo que en este punto podemos preguntarnos las condiciones
bajo las cuales este teorema es válido, o si es posible formular alguna versión
análoga a él. Cao en [2] establece una versión débil del Teorema Fundamental
del Cálculo en su parte II para la integral de Kurzweil, en la cual se usa el
concepto de derivada escalar, por tal motivo, de�niremos antes este concepto.

De�nición 2.5.9. Sea F : [a, b]→ X y sea E ⊂ [a, b]. Una función f : E →
X es una derivada escalar de F sobre E si y sólo si para cada x∗ ∈ X∗ la
función real x∗F es diferenciable sobre E y

(x∗F )′ = x∗f

sobre E.

Lema 2.5.10. (Fremlin, [14]) Sea f : [a, b] → X Kurzweil integrable. Para
cada x∗ ∈ X∗ la función x∗f es Henstock-Kurzweil integrable sobre cada
intervalo J ⊂ [a, b] y

(K)

∫
J

x∗f = x∗
(

(K)

∫
J

f

)
.
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Demostración: Sea ε > 0, existe δ función medidora tal que para toda
partición {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} δ-�na de [a, b] tenemos que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (K)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ < ε.

Sea x∗ ∈ X∗, como x∗ es lineal y acotado tenemos que∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(x∗f)(ξi)l(Ii)− x∗
(

(K)

∫ b

a

f

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣x∗
(

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (K)

∫ b

a

f

)∣∣∣∣∣
≤ ‖x∗‖

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (K)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ ≤ ‖x∗‖ε.
Por el Teorema 2.3.2 se cumple para todo J ⊂ [a, b], además (K)

∫
J
x∗f =

x∗(K)
∫
J
f .

�

Teorema 2.5.11. (Una versión Débil del Teorema Fundamental del
Cálculo (Parte II), Cao, [2]) Sea f : [a, b]→ X Kurzweil integrable sobre
[a, b] y F su integral inde�nida. Entonces

(i) F es continua en [a, b].

(ii) Si f es continua en t ∈ [a, b], entonces F ′(t) = f(t).

(iii) La función f es derivada escalar de F casi donde quiera en [a, b]; ade-
más,

(x∗F )′ = x∗f casi donde quiera en [a, b].

Demostración:

(i) Se sigue de la versión débil del Lema de Saks-Henstock (Lema 2.4.1) para
la integral de Kurzweil y de la siguiente desigualdad

‖F (t)− F (ξ)‖

≤ ‖F (t)− F (ξ)− f(ξ)(t− ξ)‖+ ‖f(ξ)‖|t− ξ|.

(ii) La demostración de este punto es análoga a la del Teorema 2.5.7.
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(iii) Por el Lema 2.5.10, la composición x∗f : [a, b] → R es Henstock-
Kurzweil sobre [a, b] y, además, es continua en todo t ∈ [a, b] donde
f es continua.

De�nimos G(t) := (HK)
∫ t
a
x∗f , para todo t ∈ [a, b], por el Teorema

1.4.3 y por el Lema 2.5.10, tenemos que

G′(t) =

(
x∗(HK)

∫ t

a

f

)′
= (x∗F (t))′ = x∗f(t),

para todo t ∈ [a, b] donde f es continua.

�

Nota. En ciertas referencias bibliográ�cas, tales como en [7] y [33], el Teore-
ma 2.5.11 es mencionado pero sin demostración, dado que en la bibliografía
consultada no encontramos la demostración de este hecho como tal, la prue-
ba dada aquí es de nuestra autoría.



Capítulo 3

Integrales de Riemann, McShane,
Bochner y Pettis

Como el objetivo general de este trabajo es realizar un análisis de las
integrales de�nidas por Henstock y Kurzweil en el contexto de los espacios de
Banach, se tiene que parte de este análisis es determinar las relaciones entre
estas integrales con otras integrales clásicas que existen en el contexto de los
espacios de Banach, tales como la integral de Riemann, la integral de Bochner,
la integral de McShane y la integral de Pettis; dicho estudio se realizará
en el Capítulo 4. Por tal motivo, el objetivo de este capítulo es presentar
algunos de los resultados más conocidos acerca de la integral de Riemann,
McShane, Bochner y Pettis; especí�camente, mencionaremos la de�nición de
estas integrales, algunas de sus propiedades algebraicas y, en algunos casos,
algunos teoremas de convergencia y sus Teoremas Fundamentales del Cálculo.
No presentaremos las demostraciones de estos teoremas, al lector interesado
en conocer más a detalle la teoría de cada una de estas integrales lo remitimos
a las siguientes referencias: integral de Riemann ([36]); integral de McShane
([18], [29], [30], [36], [39]); integral de Bochner ([38]); integral de Pettis ([9],
[35], [38]).

3.1. Integrales de Tipo Riemann

La de�nición de la integral de Riemann para el contexto vectorial es
similar a la del contexto real, simplemente se considera la norma en lugar del
valor absoluto.

De�nición 3.1.1. Una función f : [a, b]→ X es Riemann integrable so-
bre [a, b] si y sólo si existe w ∈ X con la siguiente propiedad:

33
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Dado ε > 0 existe un número positivo δ, tal que si {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n}
es una partición etiquetada δ-�na de [a, b], entonces∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− w

∥∥∥∥∥ < ε.

Al valor de la integral de Riemann lo denotaremos por w := (R)
∫ b
a
f .

A la colección de todas las funciones Riemann integrables la denotaremos
por R([a, b], X).

Nota. Obsérvese que la de�nición de la integral de Riemann está en términos
de particiones etiquetadas δ-�nas, debido que podemos considerar a la función
medidora como constante positiva.

Una integral que esté dada en términos de sumas de Riemann, se dice
que es una integral de tipo Riemann; una integral de este tipo es la integral
de McShane [29], la cual, en el contexto real es equivalente a la integral
de Lebesgue. Así, se tiene una de�nición para la integral de Lebesgue en
términos de sumas de Riemann, la cual no hace uso de la Teoría de la Medida.
A continuación establecemos la de�nición de la integral de McShane, pero
antes mencionaremos el concepto de partición etiquetada libre.

Una partición etiquetada libre (subpartición etiquetada libre)
{(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} de [a, b] es una partición que consiste de subin-
tervalos {Ii} que forman una partición (subpartición) de [a, b] y puntos
ξi ∈ [a, b], para todo i = 1, ..., n, los cuales denominaremos etiquetas
libres.

De�nición 3.1.2. Una función f : [a, b] → X es McShane integrable
sobre [a, b] si y sólo si existe w ∈ X con la siguiente propiedad:

Dado ε > 0 existe una función medidora δ sobre [a, b] tal que para toda
partición etiquetada libre {(Ii, ξi); i = 1, ..., n} δ-�na de [a, b], se tiene que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− w

∥∥∥∥∥ < ε.

Al valor de la integral de McShane lo denotaremos por w := (M)
∫ b
a
f .

A la colección de todas las funciones McShane integrables la denotaremos
por M([a, b], X).
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Observación. La diferencia entre las particiones etiquetadas consideradas
en la integral de McShane y la de Kurzweil es que en éstas se exige que las
etiquetas asociadas a cada subintervalo estén en él, en la de McShane las
etiquetas pueden o no estar en cada subintervalo.

A continuación establecemos algunas propiedades algebraicas y sus co-
rrespondientes versiones del Teorema Fundamental de Cálculo y algunos teo-
remas de convergencia para la integral de Riemann y la integral de McShane.

Teorema 3.1.3. Sean f, g : [a, b]→ X funciones Riemann (respectivamente
McShane) integrables sobre [a, b] y sea c ∈ R. Entonces la función:

1. cf es Riemann (respectivamente McShane) integrable sobre [a, b] y

(R(M))

∫ b

a

cf = c(R(M))

∫ b

a

f.

2. f + g es Riemann (respectivamente McShane) integrable sobre [a, b] y

(R(M))

∫ b

a

(f + g) = (R(M))

∫ b

a

f + (R(M))

∫ b

a

g,

donde (R(M))
∫ b
a
denota la integral de Riemann (respectivamente McShane).

Con base en el Teorema 3.1.3, las colecciones R([a, b], X) y M([a, b], X)
son espacios vectoriales respecto a las operaciones usuales de funciones y la
integral respectiva es un operador lineal sobre ellos.

Teorema 3.1.4. Supongamos que f : [a, b] → X es Riemann (respectiva-
mente McShane) integrable sobre [a, b] y sea J ⊂ [a, b] un intervalo compac-
to. Entonces f es Riemann (respectivamente McShane) integrable sobre el
intervalo J .

Teorema 3.1.5. Sean f : [a, b] → X y c ∈ (a, b). Entonces f es Riemann
(respectivamente McShane) integrable sobre [a, b] si y sólo si f es Riemann
(respectivamente McShane) integrable sobre cada uno de los intervalos [a, c]
y [c, b]. En tal caso

(R(M))

∫ b

a

f = (R(M))

∫ c

a

f + (R(M))

∫ b

c

f.
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Teorema 3.1.6. Sean f ∈M([a, b], X) y g : [a, b]→ X. Si f = g casi donde
quiera en [a, b], entonces g es McShane integrable sobre [a, b] y

(M)

∫ b

a

g = (M)

∫ b

a

f.

Teorema 3.1.7. (Teorema Fundamental del Cálculo (Parte I)) Si
f : [a, b] → X es fuertemente diferenciable en [a, b] y f ′ : [a, b] → X es
Riemann (respectivamente McShane) integrable sobre [a, b], entonces

(R(M))

∫ t

a

f ′ = f(t)− f(a), para todo t ∈ [a, b].

Aunque la primera parte del Teorema Fundamental del Cálculo para la
integral de Riemann y McShane se formulan de manera similar, para la se-
gunda parte del Teorema Fundamental del Cálculo se tienen formulaciones
distintas, tal y como se muestra a continuación.

Teorema 3.1.8. (Teorema Fundamental del Cálculo (Parte II)) Si
f : [a, b]→ X es Riemann (respectivamente McShane) integrable sobre [a, b],
entonces

(i) Su integral inde�nida F es continua en [a, b].

(ii) Si f es continua en t ∈ [a, b], entonces F ′(t) = f(t).

(iii) La función f es derivada escalar de F casi dondequiera en [a, b]; ade-
más,

(x∗F )′ = x∗f casi donde quiera en [a, b].

Observe el lector que la segunda parte del Teorema Fundamental del
Cálculo para la integral de Riemann (respectivamente McShane) (Teorema
3.1.8) está formulada en una versión débil, análoga al Teorema 2.5.11 de la
integral de Kurzweil, debido a que la función del Ejemplo 2.5.8 no coincide
con la derivada de su integral inde�nida en todo [a, b] y, como se demostró en
el Ejemplo 2.3.11, la función es Riemann integrable y, por lo tanto, McShane
integrable, dado que, como veremos en el Capítulo 4, toda función Riemann
integrable es McShane integrable.

Las propiedades que se establecen en los Teoremas 3.1.3, 3.1.4 y 3.1.5
para las integrales de Riemann y McShane son las mismas que se tienen en
el contexto real para ambas integrales; sin embargo, algunas propiedades que
tienen estas integrales en el contexto real dejan de ser ciertas en el contexto
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vectorial, un ejemplo de ello es la integrabilidad absoluta, dado que existen
funciones vectoriales Riemann integrables o McShane integrables tales que
al componerlas con la función norma dejan de serlo.

Ejemplo 3.1.9. Sean B[a, b] el espacio de Banach de las funciones reales
acotadas de�nidas en [a, b], dotado con la norma del supremo y E ⊂ [a, b] no
Lebesgue medible, consideremos la función f : [a, b]→ B[a, b] de�nida por

f(i) =

{
χ{i}, si i ∈ E,
0, en otro caso.

Primero probaremos que f es Riemann integrable sobre [a, b]:

Sea ε > 0. Tomamos δ = ε y {([ti−1, ti], ξi) : i = 1, ..., n} una partición
etiquetada δ-�na de [a, b], entonces∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)(ti − ti−1)

∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥∑
i∈E

f(ξi)(ti − ti−1) +
∑
i 6∈E

f(ξi)(ti − ti−1)

∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥∑
i∈E

χ{ξi}(ti − ti−1)

∥∥∥∥∥ ≤ máx
i∈N
{ti − ti−1} < ε.

Ahora que, ‖f‖ = χE no es Lebesgue medible ya que E no es Lebesgue me-
dible. Además, como veremos en el Capítulo 4, a través del Teorema 4.1.2, f
también es McShane integrable, por lo que una función Riemann (McShane)
integrable no necesariamente es absolutamente integrable.

Sin embargo, si la condición de integrabilidad de la composición de la
función con la norma del espacio es impuesta, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.10. Sean f : [a, b]→ X una función Riemann (respectivamen-
te McShane) integrable sobre [a, b] y K una cota superior de ‖f‖ en [a, b], es
decir,

‖f(t)‖ ≤ K, para todo t ∈ [a, b].

Entonces ∥∥∥∥(R(M))

∫ b

a

f

∥∥∥∥ ≤ K(b− a).

Si además ‖f‖ : [a, b] → R es Riemann (respectivamente McShane) integra-
ble, ∥∥∥∥(R(M))

∫ b

a

f

∥∥∥∥ ≤ (R(M))

∫ b

a

‖f‖.
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También, al extender la integral de Riemann al contexto de los espacios
de Banach deja de ser cierta una caracterización conocida de la integral de
Riemann en el contexto real, a saber: Sea f : [a, b]→ R una función acotada.
Entonces f es Riemann integrable sobre [a, b] si y sólo si f es continua casi
dondequiera en [a, b].

Ejemplo 3.1.11. Consideremos X = l2([a, b]) y f : [a, b]→ l2([a, b]) de�nida
por

f(i) = ei, i ∈ [a, b],

donde

ei(j) =

{
1, si i = j,
0, si i 6= j.

Con base en el ejemplo 2.3.11, se tiene que f es Riemann integrable sobre
[a, b]; sin embargo, la función f no es continua en ningún punto t ∈ [a, b].
En efecto, tomamos ε =

√
2
2
,

‖f(i)− f(j)‖2 = ‖e(i)− e(j)‖2 =
√
|1|2 + | − 1|2 =

√
2,

para todo i, j ∈ [a, b], i 6= j, por lo tanto no es continua en [a, b].

Teorema 3.1.12. (Rodríguez, [36]) Si f : [a, b]→ X es acotada y continua
casi donde quiera en [a, b], entonces f es Riemann integrable sobre [a, b].

Observación. Hasta el momento no conocemos cuáles son todos los espacios
de Banach que cumplen con la caracterización de la integral de Riemann a
través de las condiciones de continuidad y acotamiento casi dondequiera. Sin
embargo, a los espacios de Banach X que cumplen con el Teorema 3.1.12
y con su recíproco se dice que tienen la propiedad de Lebesgue. Al lector
interesado en conocer acerca de este tópico lo remitimos a [36].

Finalizaremos esta sección mencionando algunos teoremas de convergen-
cia más conocidos de la integral de McShane.

Teorema 3.1.13. (Teorema de Convergencia Dominada: McShane,
Rodríguez, [36]) Sea (fn) una sucesión de funciones integrables McShane
que converge puntualmente casi dondequiera en [a, b] hacia una función f :
[a, b] → X. Si existe g ∈ L1(µ) tal que ‖fn‖ ≤ g casi dondequiera en [a, b],
para cada n ∈ N, entonces f es integrable McShane sobre [a, b] y

ĺım
n→∞

(M)

∫ b

a

fn = (M)

∫ b

a

f.
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De�nición 3.1.14. Una colección F de funciones f : [a, b]→ X es llamada
M-equi-integrable si y sólo si toda f ∈ F es McShane integrable sobre
[a, b] y para cualquier ε > 0 existe una función medidora δ sobre [a, b] tal
que si {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} es una partición etiquetada libre δ-�na de [a, b],
entonces ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

(Ii)f(ξi)− (M)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ < ε,

para toda f ∈ F .

Teorema 3.1.15. (Teorema de Equi-integrabilidad: McShane, Sch-
wabik and Guoju, [38]) Sean (fn) ⊂ M([a, b], X) es una sucesión M-equi-
integrable tal que

ĺım
n→∞

fn(t) = f(t), para toda t ∈ [a, b].

Entonces la función f es McShane integrable sobre [a, b] y

ĺım
n→∞

(M)

∫ b

a

fn = (M)

∫ b

a

f.

Como ejemplo de una aplicación del concepto de M -equi-integrabilidad
tenemos el siguiente resultado, el cual nos permite caracterizar a las funciones
McShane integrables.

Teorema 3.1.16. Una función f : [a, b] → X es McShane integrable si y
sólo si el conjunto

{x∗f : ‖x∗‖ ≤ 1}

es M-equi-integrable.

Demostración:
⇒) Si f es McShane integrable, entonces dado ε > 0 existe una función
medidora δ sobre [a, b] tal que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (M)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ ≤ ε,

para toda partición etiquetada libre {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} de [a, b] δ-�na.
Para todo x∗ ∈ X∗ tenemos∣∣∣∣∣

n∑
i=1

x∗f(ξi)l(Ii)− x∗
(

(M)

∫ b

a

f

)∣∣∣∣∣
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≤ ‖x∗‖

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (M)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ ≤ ε‖x∗‖,

y por lo tanto {x∗f : ‖x∗‖ ≤ 1} es M -equi-integrable.
⇐) Si {x∗f : ‖x∗‖ ≤ 1} esM -equi-integrable, entonces para todo ε > 0 existe
una función medidora δ sobre [a, b] tal que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

x∗f(ξi)l(Ii)− (M)

∫ b

a

x∗f

∥∥∥∥∥ ≤ ε,

para toda partición etiquetada libre {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} de [a, b] δ-�na y
todo x∗ ∈ X∗, con ‖x∗‖ ≤ 1. Por lo tanto, si {(Ji, τi) : i = 1, ..., s} es otra
partición etiquetada libre de [a, b] δ-�na, tenemos∣∣∣∣∣x∗

(
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)−
s∑
i=1

f(τi)l(Ji)

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗f(ξi)l(Ii)−
s∑
i=1

x∗f(τi)l(Ji)

∣∣∣∣∣ ≤ 2ε,

para todo x∗ ∈ X∗, con ‖x∗‖ ≤ 1. Por lo que∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)−
s∑
i=1

(τi)l(Ji)

∥∥∥∥∥ ≤ 2ε,

y, por el Criterio de Cauchy para la integral de McShane (análogo al Teorema
2.3.7), f es McShane integrable.

�

3.2. Extensiones de la integral de Lebesgue

En esta sección establecemos algunas de las extensiones más naturales de
la integral de Lebesgue al contexto de los espacios de Banach, tales como
la integral de Bochner y Pettis; además, recordaremos algunas propiedades
algebraicas y algunos teoremas de convergencia para estas integrales.

Iniciaremos de�niendo la integral de Bochner, pero antes mencionaremos
algunos hechos de la integral de Lebesgue.
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De�nición 3.2.1. Una función g : [a, b] → R se dice que es simple si y
sólo si la imagen de g es un conjunto �nito {ai ∈ R|i = 1, ..., n} y g es
representada en la forma

g =
n∑
i=1

aiχEi ,

donde Ei = {t ∈ [a, b]|g(t) = ai}, Ei Lebesgue medibles, para todo i = 1, ..., n,
y χEi es la función característica del conjunto Ei. En este caso, la integral
de Lebesgue de g sobre [a, b] se de�ne como

(L)

∫ b

a

g :=
n∑
i=1

aiµ(Ei).

De�nición 3.2.2. Sea f : [a, b]→ R una función Lebesgue medible no nega-
tiva. La integral de Lebesgue de f sobre [a, b] se de�ne como

(L)

∫ b

a

f := sup

{
(L)

∫ b

a

g

}
,

donde el supremo es tomado sobre todas las funciones simples g : [a, b]→ R
tal que 0 ≤ g(t) ≤ f(t), para toda t ∈ [a, b].

Dada cualquier función f : [a, b] → R, de�nimos su parte positiva y su
parte negativa como f+ = 1

2
(f + |f |) y f− = 1

2
(|f | − f), respectivamente. Es

claro que que f = f+− f−, y es posible demostrar que f es medible si y sólo
si f+ y f− son medibles, por lo que, con base en la De�nición 3.2.2 se de�ne
la integral de f de la siguiente manera

(L)

∫ b

a

f = (L)

∫ b

a

f+ − (L)

∫ b

a

f−,

y las dos integrales del lado derecho de la igualdad son �nitas.

La generalización de la integral de Lebesgue para funciones vectoriales
sigue varios caminos, los cuales dan lugar a de�nir distintas integrales, tales
como la integral de Dunford, la integral de Pettis, la integral de Bochner, la
integral de Birkho� y la integral de Gelfand. Tiempo después de que Kurzweil
de�niera su integral, otras integrales fueron de�nidas, tales como la integral
de Pettis-Kurzweil, Dunford-Kurzweil, entre otros. En este trabajo conside-
raremos únicamente la integral de Bochner y Pettis.
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Siguiendo el esquema de la construcción de la integral de Lebesgue pero
ahora en el contexto vectorial se de�ne la integral de Bochner; para ello,
necesitamos de�nir el concepto de función simple y la integral de una función
simple para funciones vectoriales.

De�nición 3.2.3. Una función g : [a, b] → X es simple si y sólo si la
imagen de g es un conjunto �nito {yi ∈ X; i = 1, ..., n} y g es representada
en la forma

g =
n∑
i=1

yiχEi ,

donde Ei = {t ∈ [a, b]|g(t) = yi}, Ei Lebesgue medibles, para todo i = 1, ..., n
y χEi es la función característica del conjunto Ei Lebesgue medible. En este
caso, la integral de Bochner de g sobre [a, b] es

(B)

∫ b

a

g =
n∑
i=1

yiµ(Ei).

De�nición 3.2.4. Una función f : [a, b] → X es fuertemente medible si
y sólo si existe una sucesión de funciones simples (gn) tal que

ĺım
n→∞

‖gn(t)− f(t)‖ = 0,

para casi todo t ∈ [a, b].

Así pues, con los conceptos de�nidos anteriormente de�niremos la integral
de Bochner.

De�nición 3.2.5. Sea f : [a, b] → X fuertemente medible. Decimos que f
es Bochner integrable sobre [a, b] si y sólo si existe una sucesión (gn) de
funciones simples tal que ‖f − gn‖ es Lebesgue medible, para cada n ∈ N y

ĺım
n→∞

(L)

∫ b

a

‖f − gn‖ = 0.

En este caso la integral de Bochner sobre [a, b], denotada por (B)
∫ b
a
f , se

de�ne como

(B)

∫ b

a

f := ĺım
n→∞

(B)

∫ b

a

gn, (3.1)

A la colección de las funciones Bochner integrables lo denotaremos por
B([a, b], X).
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En este punto el lector podría preguntarse si la igualdad (3.1) está bien
de�nida, en el sentido siguiente: ¾Si (hn) es otra sucesión de funciones simples
tal que 3.1 se cumple, entonces ĺımn→∞(B)

∫ b
a
hn = ĺımn→∞(B)

∫ b
a
gn? En

efecto, el siguiente resultado da respuesta a�rmativa a esta interrogante.

Proposición 3.2.6. Sean f : [a, b]→ X una función fuertemente medible y
sean (gn), (hn) sucesiones de funciones simples tales que ĺımn→∞(B)

∫ b
a
gn,

ĺımn→∞(B)
∫ b
a
hn existen. Entonces

ĺım
n→∞

(B)

∫ b

a

gn = ĺım
n→∞

(B)

∫ b

a

hn.

A continuación mostramos algunas propiedades algebraicas y un teorema
de convergencia para la integral de Bochner.

Teorema 3.2.7. Sean f, g : [a, b] → X funciones Bochner integrables sobre
[a, b] y sea c ∈ R. Entonces la función:

cf es Bochner integrable sobre [a, b] y

(B)

∫ b

a

cf = c(B)

∫ b

a

f.

f + g es Bochner integrable sobre [a, b] y

(B)

∫ b

a

(f + g) = (B)

∫ b

a

f + (B)

∫ b

a

g.

Teorema 3.2.8. (Schwabik and Guoju, [38]) Si f : [a, b]→ X es fuertemente
medible y dominada por una función g : [a, b] → R Lebesgue integrable,
es decir, ‖f(t)‖ ≤ g(t), para casi toda t ∈ [a, b], entonces f es Bochner
integrable.

El siguiente resultado es una generalización de la caracterización de las
funciones Lebesgue integrables.

Teorema 3.2.9. (Schwabik and Guoju, [38]) Una función fuertemente me-
dible f : [a, b] → X es Bochner integrable si y sólo si ‖f‖ : [a, b] → R es
Bochner integrable.

Teorema 3.2.10. Sean f ∈ B([a, b], X) y g : [a, b]→ X. Si f = g casi donde
quiera en [a, b], entonces g es Bochner integrable sobre [a, b] y

(B)

∫ b

a

g = (B)

∫ b

a

f.
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Teorema 3.2.11. (Cascales and Troyansky, [3]) Si f : [a, b]→ X es Bochner
integrable, entonces, para todo E ⊂ [a, b] Lebesgue medible, se tiene que∥∥∥∥(B)

∫
E

f

∥∥∥∥ ≤ (L)

∫
E

‖f‖.

Teorema 3.2.12. (Teorema de Convergencia Dominada: Bochner,
Cascales and Troyansky, [3]) Sea (fn) una sucesión de funciones Bochner
integrables sobre [a, b] que converge puntualmente hacia una función f sobre
[a, b]. Si existe g : [a, b]→ R Lebesgue integrable sobre [a, b] tal que ‖fn(t)‖ ≤
g(t), para casi todo t ∈ [a, b], entonces f es Bochner integrable sobre [a, b] y

ĺım
n→∞

(B)

∫ b

a

fn = (B)

∫ b

a

f.

Demostración: Como la sucesión (fn) converge puntualmente a f casi
donde quiera en [a, b] y ‖fn‖ ≤ g, para casi todo t ∈ [a, b], entonces ‖f‖ ≤ g.
Como el límite de funciones fuertemente medibles es fuertemente medible, f
es fuertemente medible y, por el Teorema 3.2.8, f es Bochner integrable.

Ya que tanto (fn) como f están dominadas por g, tenemos que

‖fn − f‖ ≤ 2g.

El Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Lebesgue implica
que

ĺım
n→∞

(L)

∫ b

a

‖fn − f‖ = 0. (3.2)

Sea ε > 0, existe N ∈ N tal que, para todo n ≥ N ,

(L)

∫ b

a

‖fn − f‖ < ε.

Ahora, por el Teorema 3.2.11∥∥∥∥(B)

∫ b

a

fn − (B)

∫ b

a

f

∥∥∥∥ ≤ (L)

∫ b

a

‖fn − f‖,

en consecuencia, ∥∥∥∥(B)

∫ b

a

fn − (B)

∫ b

a

f

∥∥∥∥ ≤ ε,

para n ≥ N ; en otras palabras,

ĺım
n→∞

(B)

∫ b

a

fn = (B)

∫ b

a

f.
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�

Nota. En [3] el Teorema 2.5.11 es mencionado pero sin demostración, dado
que en la bibliografía consultada no encontramos la demostración de este
hecho como tal, la prueba dada aquí es de nuestra autoría.

Observación. Como ya hemos mencionado anteriormente, la integral de
Lebesgue tiene �buenos� teoremas de convergencia, entre ellos, el Teorema
de Convergencia Monótona y el Teorema de Convergencia Dominada; sin
embargo, el Teorema de Convergencia Monótona de la integral de Lebesgue
no puede ser formulado de manera análoga para la integral de Bochner, dado
que no se cuenta necesariamente con una estructura de orden sobre el espacio
de Banach X.

A continuación de�niremos un concepto de medibilidad distinto a la me-
dibilidad fuerte: medibilidad débil.

De�nición 3.2.13. Una función f : [a, b] → X es llamada débilmente
medible si y sólo si para cada x∗ ∈ X∗ la función real x∗f : [a, b] → R es
Lebesgue medible en [a, b].

Aunque los conceptos de medibilidad fuerte y débil, en general, no son
equivalentes, éstos sí guardan una relación entre si.

Teorema 3.2.14. Sea f : [a, b]→ X. Si f es fuertemente medible, entonces
f es débilmente medible.

Sin embargo, el recíproco en general no es válido, dado que la función del
Ejemplo 2.2.4 es débilmente medible y no es fuertemente medible; aunque,
bajo ciertas condiciones adicionales sobre el espacio o sobre las funciones sí
existe una relación de equivalencia, tal como lo establecen los siguientes dos
resultados, omitimos las demostraciones e invitamos al lector interesado en
conocerlas a consultar [38].

Teorema 3.2.15. (Teorema de Medibilidad de Pettis) Una función f :
[a, b]→ X es fuertemente medible si y sólo si f es débilmente medible y existe
un conjunto M ⊂ [a, b], con µ(M) = 0, tal que el conjunto

{f(t) : t ∈ [a, b]−M}

es separable.

Como consecuencia del Teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.16. Si X es un espacio de Banach separable, entonces f :
[a, b]→ X es fuertemente medible si y sólo si f es débilmente medible.
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Nota. Observe que, acorde con el teorema anterior, se tiene que para fun-
ciones reales, el concepto de medibilidad fuerte y medibilidad débil son equi-
valentes; pero dado que no todo espacio de Banach es separable, el concepto
de medibilidad fuerte se de�ne a través de convergencia puntual de funciones
simples.

Así pues, dado que los conceptos de medibilidad fuerte y débil no son
equivalentes en general, el concepto de medibilidad débil da lugar para de�nir
otra integral: la integral de Pettis.

De�nición 3.2.17. Una función f : [a, b] → X tal que x∗f es Lebesgue
integrable, para todo x∗ ∈ X∗ es Pettis integrable sobre [a, b] si y sólo si
para cada conjunto Lebesgue medible E en [a, b] existe un vector vf (E) ∈ X
tal que la integral de Lebesgue

(L)

∫
E

x∗f

existe y es igual a x∗(vf (E)), para todo x∗ ∈ X∗. En este caso, vf (E) es
llamado la integral de Pettis de f sobre E y lo denotamos por vf (E) :=

(P )
∫ b
a
f .

Nota. Como observará el lector en la de�nición de la integral de Pettis una
condición sobre la función f es que x∗f sea Lebesgue integrable, para todo
x∗ ∈ X∗; como consecuencia, f es débil medible.

Denotamos por P ([a, b], X) el conjunto de todas las funciones Pettis in-
tegrables sobre [a, b].

A continuación estableceremos algunas propiedades algebraicas de este
espacio y un teorema de convergencia.

Teorema 3.2.18. Sean f, g : [a, b] → X funciones Pettis integrables sobre
[a, b] y sea c ∈ R. Entonces la función:

cf es Pettis integrable sobre [a, b] y

(P )

∫ b

a

cf = c(P )

∫ b

a

f.

f + g es Pettis integrable sobre [a, b] y

(P )

∫ b

a

(f + g) = (P )

∫ b

a

f + (P )

∫ b

a

g.
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Teorema 3.2.19. Sean f ∈ P ([a, b], X) y g : [a, b]→ X. Si f = g casi donde
quiera en [a, b], entonces g es Pettis integrable sobre [a, b] y

(P )

∫ b

a

g = (P )

∫ b

a

f.

De�nición 3.2.20. Una sucesión de funciones reales medibles (fn) de�nidas
sobre [a, b] converge en medida a una función f medible si y sólo si para
todo ε > 0,

ĺım
n→∞

µ({t ∈ [a, b] : |fn(t)− f(t)| > ε}) = 0.

Teorema 3.2.21. (Musiaª, [31]) Sea f : [a, b]→ X una función que satisface
las siguientes dos condiciones:

(i) existe una sucesión de funciones Pettis integrables fn : [a, b]→ X tal que
ĺımn→∞ x

∗fn = x∗f en medida, para cada x∗ ∈ X∗,

(ii) existe h ∈ L1(µ) tal que para cada x∗ que pertenece a la bola unitaria
cerrada de X∗ y cada n ∈ N, la desigualdad |x∗fn| ≤ h se cumple casi
dondequiera.

Entonces f ∈ P ([a, b], X) y

ĺım
n→∞

(P )

∫
E

fn = (P )

∫
E

f,

para todo E ⊂ [a, b] Lebesgue medible.

En el siguiente capítulo estableceremos la relación que existe entre las
integrales que se han mencionado hasta este momento en esta tesis: integral
de Henstock, integral de Kurzweil, integral de Bochner, integral de McShane
e integral de Pettis.



48 Extensiones de la integral de Lebesgue



Capítulo 4

Relación entre las integrales de
Riemann, McShane, Bochner,
Pettis, Henstock y Kurzweil

Debido a que ciertas propiedades algebraicas o topológicas de un espacio
de Banach son caracterizadas a través de determinadas integrales tales como
la integral de Bochner y Pettis, uno de nuestros objetivos es determinar
la relación existente entre las distintas integrales mencionadas durante el
desarrollo de la presente tesis.

4.1. Relación entre las integrales de tipo Rie-

mann

Teorema 4.1.1. Sea f : [a, b] → X una función Riemann (respectivamente
McShane) integrable, entonces es Kurzweil integrable y el valor de las inte-
grales coinciden.

Demostración: Sea f Riemann integrable. Entonces dado ε > 0 existe
δ > 0 tal que para toda partición etiquetada {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} de [a, b]
δ-�na ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (R)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ < ε.

Tomemos a la función medidora constante ∆(t) = δ, para todo t ∈ [a, b] y
por lo tanto es Kurzweil integrable y el valor de las integrales coinciden.

Ahora, sea f McShane integrable. Entonces dado ε > 0 existe una función
medidora δ tal que para toda partición etiquetada libre {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n}

49
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de [a, b] δ-�na ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (M)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ < ε.

Como cualquier partición etiquetada es una partición etiquetada libre, la
desigualdad anterior es válida para cualquier partición etiquetada de [a, b] δ-
�na, por lo que f es Kurzweil integrable y el valor de las integrales coinciden.

�

Teorema 4.1.2. (Rodríguez, [36]) Sea f : [a, b]→ X una función Riemann
integrable, entonces es McShane integrable y el valor de las integrales coinci-
den.

Así pues, acorde a los Teoremas 4.1.1 y 4.1.2 tenemos que,

R([a, b], X) ⊂M([a, b], X) ⊂ K([a, b], X). (4.1)

Sin embargo, los recíprocos en general no son válidos, dado que existen
funciones que son Kurzweil integrables y que no son McShane integrables;
también, existen funciones McShane integrables las cuales no son Riemann
integrables. En efecto, las funciones siguientes son ejemplos de ello.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos nuevamente la función de Dirichlet f : [0, 1]→
R de�nida por

f(t) :=

{
1, si t es racional,
0, si t es irracional.

La cual es McShane (Lebesgue) integrable sobre [0, 1] y no es Riemann inte-
grable sobre [0, 1] (véase [36]).

Ejemplo 4.1.4. Sea f : [0, 1]→ R, de�nida por

f(t) :=

{
t2sen

(
1
t2

)
, si t ∈ (0, 1],

0, si t = 0.

De�nida de esta forma f es Kurzweil integrable sobre [0, 1] y no es McShane
(Lebesgue) integrable sobre [0, 1] (véase [1]).

Nota. Como recordará el lector, en la Sección 3.1 hicimos la observación de
que la integral de McShane es equivalente a la integral de Lebesgue cuando
X = R.

Sin embargo, imponiendo una condición adicional a una función Kurzweil
integrable tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 4.1.5. (Naralenkov [33]) Si f : [a, b] → X es Kurzweil integrable
y acotada sobre [a, b], entonces f es McShane integrable sobre [a, b].

Por otro lado, como recordará el lector, la integral de Henstock (De�ni-
ción 2.1.1) también está dada en términos de particiones etiquetadas, pero
no está de�nida en términos de sumas de Riemann; por lo tanto, para deter-
minar la relación que existe entre ésta con la integral de Riemann, McShane
y Kurzweil se requiere de un análisis más exhaustivo.

Primero iniciaremos determinando la relación que existe entre la integral
de Henstock y la integral de Kurzweil; en este caso se tiene que toda función
Henstock integrable es Kurzweil integrable, tal y como se demuestra en el
siguiente teorema.

Teorema 4.1.6. Si f ∈ H([a, b], X), entonces f ∈ K([a, b], X) y el valor de
las integrales coinciden, es decir,

(K)

∫ b

a

f = F (b)− F (a),

donde F es la función de la de�nición de la integral de Henstock.

Demostración: Sea ε > 0, como f es Henstock integrable, existe una
función medidora δ sobre [a, b] tal que si {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} es una partición
etiquetada δ-�na de [a, b], entonces

n∑
i=1

‖f(ξi)l(Ii)− F (ti)− F (ti−1)‖ < ε.

Sea {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} una partición δ-�na. Entonces∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (H)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(f(ξi)l(Ii)− (H)

∫ ti

ti−1

f)

∥∥∥∥∥
≤

n∑
i=1

∥∥∥∥f(ξi)l(Ii)− (H)

∫ ti

ti−1

f

∥∥∥∥ =
n∑
i=1

‖f(ξi)l(Ii)− F (ti)− F (ti−1)‖ < ε.

Por lo tanto, f es Kurzweil integrable y (K)
∫ b
a
f = (H)

∫ b
a
f .

�



52 Relación entre las integrales de tipo Riemann

Así pues, con base en el Teorema 4.1.6 se tiene que

H([a, b], X) ⊆ K([a, b], X). (4.2)

Ahora bien, es natural preguntarse si el recíproco del Teorema 4.1.6 es
válido; es decir, ¾toda función Kurzweil integrable es Henstock integrable?.
La respuesta a la anterior interrogante, en general, es negativa; un ejemplo
de ello es la función dada en el Ejemplo 2.2.4, la cual es Kurzweil integrable
y no es Henstock integrable, como lo demostramos a continuación.

Ejemplo 4.1.7. Como vimos en el Ejemplo 2.3.11 de la Sección 2.3, la
función f : [a, b]→ l2([a, b]) de�nida por

f(t) = et, t ∈ [a, b],

es Riemann integrable sobre [a, b] y, por lo tanto, Kurzweil integrable sobre
[a, b] con (K)

∫ b
a
f = 0.

Ahora veremos que no es Henstock integrable en [a, b]. En efecto, sea
ε = b−a

2
, supongamos que existe δ > 0 tal que para toda partición etiquetada

{(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} δ-�na de [a, b], se cumple que

n∑
i=1

‖f(ξi)(ti − ti−1)− 0‖2 =
n∑
i=1

‖eξi(ti − ti−1)‖2 =
n∑
i=1

√
(ti − ti−1)2 = b− a;

por lo tanto la expresión
∑n

i=1 ‖f(ξi)(ti − ti−1) − 0‖2 no se puede hacer
menor que ε y en consecuencia f no es Henstock integrable sobre [a, b].

El anterior ejemplo implica que, en general,

H([a, b], X)  K([a, b], X).

Sin embargo, esto nos motiva a cuestionarnos acerca de qué condiciones
adicionales debe imponerse a un espacio de BanachX para queK([a, b], X) ⊂
H([a, b], X); es decir, K([a, b], X) = H([a, b], X). En este caso se tiene que
si X es de dimensión �nita, entonces ambas integrales son equivalentes, tal
como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.8. (Schwabik and Guoju, [38]) Sea X un espacio de Banach
de dimensión �nita. Una función f : [a, b]→ X es Henstock integrable sobre
[a, b] si y sólo si f es Kurzweil integrable sobre [a, b].
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Demostración:
⇒) Es una consecuencia inmediata del Teorema 4.1.6.
⇐) Sean X un espacio de dimensión �nita y f una función Kurzweil integra-
ble sobre [a, b]. Entonces por el Lema de Saks-Henstock para la integral de
Kurzweil (Teorema 2.4.5) se tiene que para todo ε > 0 existe una medidora
δ sobre [a, b] tal que

n∑
i=1

∥∥∥∥f(ξi)l(Ii)− (K)

∫
Ii

f

∥∥∥∥ < ε,

para toda partición {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} δ-�na de [a, b], por lo tanto, f es
Henstock integrable sobre [a, b].

�

El Teorema 4.1.8 nos motiva a cuestionarnos si los espacios de dimensión
�nita están caracterizados por este hecho, es decir: Sea X un espacio de Ba-
nach. ¾Si toda función Kurzweil integrable es Henstock integrable, entonces
el espacio de Banach X es de dimensión �nita?, la respuesta es a�rmativa,
Solodov en [39] demuestra la veracidad de este hecho.

Una aportación de gran relevancia en esta dirección es la realizada por
Cao en [2], donde establece la relación entre la integral de Henstock con la
de Kurzweil a través de un operador.

Teorema 4.1.9. (Cao, [2]) Sea T : X → Y absolutamente sumable, es decir,
existe ρ > 0 tal que para todo conjunto �nito {x1, x2, ..., xn} de puntos en X,
tenemos

n∑
k=1

‖Txk‖ ≤ ρ sup
‖x∗‖≤1

n∑
k=1

|x∗(xk)|.

Si f ∈ K([a, b], X), entonces Tf ∈ H([a, b], Y ).

Como consecuencia del resultado anterior, se tiene que si el operador iden-
tidad sobreX es absolutamente sumable, entoncesH([a, b], X) = K([a, b], X).

A continuación analizaremos la relación de la integral de Henstock con la
integral de Riemann, para ello consideremos la función del Ejemplo 4.1.7 la
cual es Riemann integrable y no es Henstock integrable. Así pues, tenemos
que

R([a, b], X) 6⊂ H([a, b], X). (4.3)
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Por otro lado, el espacio de las funciones H([a, b], X) no está contenido
en el espacio R([a, b], X), dado que, si esto fuese cierto en general, entonces
el Teorema Fundamental del Cálculo (parte I) para la integral de Henstock,
daría lugar a una contradicción, dado que la integral de Riemann no integra la
derivada de todas las funciones diferenciables. Así pues, en general, tenemos
lo siguiente

H([a, b], X) 6⊂ R([a, b], X). (4.4)

Con base en las expresiones (4.3) y (4.4) nos vemos motivados a pregun-
tarnos si en general existe al menos intersección entre estos espacios; en efecto,
dado que cualquier función constante pertenece a ambos espacios. de igual
forma, surge de manera natural la interrogante de bajo qué condiciones adi-
cionales sobre el espacio de Banach X existe una relación de contención entre
los espacios R([a, b], X) y H([a, b], X); en particular, si el espacio de Ba-
nach X es de dimensión �nita R([a, b], X) ⊂ H([a, b], X), dado que como
anteriormente vimos, en espacios de dimensión �nita, H([a, b], X) coincide
con K([a, b], X) y toda función Riemann integrable es Kurzweil integrable.
Ahora bien, nos podemos cuestionar si los espacios de dimensión �nita están
caracterizados por esa propiedad, es decir: Sea X un espacio de Banach. ¾Si
R([a, b], X) ⊂ H([a, b], X), entonces la dimensión de X es �nita?, con base a
la bibliografía que hemos consultado hasta el momento no hemos encontrado
respuesta a esta interrogante, la cual trataremos en futuras investiga-
ciones.

A continuación veremos la relación de la integral de Henstock con la de
McShane. En general, no existe una relación de contención entre los espacios
de funciones Henstock integrables y McShane integrables.

Ejemplo 4.1.10. (Federson. [11])
Considere el espacio

Z = l2(N× N) =

{
z = (zij)i,j∈N, zij ∈ R;

∞∑
i,j=1

|zij|2 <∞

}
equipado con la norma

‖z‖2 =

(
∞∑

i,j=1

|zi,j|2
) 1

2

y la función f : [0, 1]→ Z de�nida por

f =
∞∑
i=1

fi,
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donde
fi(t) = 2ieij,

siempre que j
2i
≤ t < j

2i
+ 1

22i
, j = 0, 1, 2, ..., 2i − 1, y fi(t) = 0 en otro caso.

f ∈M([a, b], Z) \H([a, b], Z), al lector interesado en consultar la demos-
tración de este hecho lo invitamos a ver [11]. Además, la función de�nida en
el Ejemplo 2.2.4 de la Sección 2.2 también es una función Riemann integrable
y, por lo tanto, McShane integrable la cual no es Henstock integrable.

El siguiente ejemplo establece una función la cual es a su vez Henstock y
McShane integrable.

Ejemplo 4.1.11. (Federson, [11])
Consideremos el espacio

l2(N) =

{
(xi), x ∈ R|

∞∑
i=1

|xi|2 <∞

}
.

Sea f : [0, 1]→ l2(N) de�nida por

f(t) =
2i

i
ei, siempre que

1

2i
≤ 1

2i−1
, i = 1, ...,

De�nida de esta forma f ∈ H([a, b], X) y f ∈M([a, b], X) (véase [11]).

Como consecuencia de los ejemplos 2.2.4, 4.1.10 y 4.1.11, tenemos que

M([a, b], X) 6⊂ H([a, b], X) (4.5)

y H([a, b], X) ∩M([a, b], X) 6= ∅. Ahora, si consideramos el caso X = R, la
integral de Henstock es equivalente a la integral de Henstock-Kurzweil y la
integral de McShane es equivalente a la integral de Lebesgue y, como vimos
en el Capítulo 1, el espacio de funciones Lebesgue integrables está contenido
propiamente en el espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables, es
decir, existen funciones Henstock integrables que no son McShane integrables,
lo cual implica que

H([a, b], X) 6⊂M([a, b], X). (4.6)

La Figura 4.1 muestra grá�camente lo demostrado hasta ahora.
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Figura 4.1.

4.2. Relación entre las integrales de tipo Rie-

mann con las integrales de Bochner y Pet-

tis

Iniciaremos estableciendo la relación entre la integral de Bochner con la
integral de Pettis mediante el siguiente resultado.

Teorema 4.2.1. (Schwabik and Guoju, [38]) Sean f : [a, b]→ X y E ⊂ [a, b]
medible. Si f es Bochner integrable en E, entonces f es Pettis integrable en
E y el valor de las integrales coinciden.

Así pues, con base en el Teorema anterior se tiene que

B([a, b], X) ⊂ P ([a, b], X), (4.7)

pero el recíproco, en general, no se cumple; un ejemplo de ello es el siguiente.

Ejemplo 4.2.2. (Cascales y Troyansky, [3])
Sean X = l2([a, b]) y f : [0, 1]→ X una función de�nida por

f(t) = et;

f es Pettis integrable sobre [0, 1], pero no es Bochner integrable sobre [0, 1].
En efecto, para cada x∗ ∈ X∗ se tiene que x∗f = 0 casi dondequiera en
[0, 1] y, por lo tanto, f es Pettis integrable. Sin embargo, f no es Bochner
integrable sobre [0, 1] dado que no es fuertemente medible (Ejemplo 2.3.11).

Como lo hicimos anteriormente, en este punto podemos preguntarnos ba-
jo qué condiciones toda función Pettis integrable es Bochner integrable; en
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la revisión bibliográ�ca que hemos realizado no encontramos una respues-
ta general a esta interrogante, aunque si hallamos respuestas parciales. Por
ejemplo, si el espacio de Banach es separable, toda función Pettis integrable
es Bochner integrable, es decir, si un espacio de Banach es separable, enton-
ces la integral de Bochner y la integral de Pettis son equivalentes (véase [38]).
Es natural preguntarnos si los espacios de Banach separables están caracte-
rizados por la equivalencia entre las integrales de Bochner y Pettis; acorde a
la revisión bibliográ�ca que hemos realizado no encontramos una respuesta
general a esta interrogante, por lo tanto, planteamos como objetivo la
formulación de la solución para futuras investigaciones.

La relación entre la integral de McShane con la integral de Pettis es
establecida en el siguiente resultado.

Teorema 4.2.3. (Schwabik and Guoju, [38]) Sean f : [a, b]→ X y E ⊂ [a, b]
medible. Si f es McShane integrable sobre E, entonces f es Pettis integrable
sobre E y el valor de las integrales coinciden.

Como consecuencia del Teorema 4.2.3, tenemos que

M([a, b], X) ⊂ P ([a, b], X). (4.8)

En este punto surge de manera natural el preguntarnos si el recíproco
del Teorema 4.2.3 es cierto, la respuesta en general es negativa ya que en
[15] y en [9] los autores exhiben ejemplos de funciones las cuales son Pettis
integrables y no son McShane integrables, dado que dichos ejemplos utilizan
conceptos que no han sido de�nidos a lo largo de este trabajo de tesis y por
la complejidad de sus construcciones no los damos explícitamente.

Con base a lo anterior es natural preguntarse bajo qué condiciones toda
función Pettis integrable es McShane integrable; los siguientes resultados
establecen las condiciones necesarias y/o su�cientes para la equivalencia entre
estas integrales.

Teorema 4.2.4. (Gordon [17]) Sea f : [a, b]→ X fuertemente medible. Si f
es Pettis integrable sobre [a, b], entonces f es McShane integrable sobre [a, b].

Teorema 4.2.5. (Schwabik [40]) Sea X un espacio de Banach separable.
Entonces una función f : [a, b]→ X es Pettis integrable sobre [a, b] si y sólo
si f es McShane integrable sobre [a, b].

Teorema 4.2.6. (Di Piazza-Preiss [9]) Sea X un espacio de Hilbert. Enton-
ces una función f : [a, b]→ X es McShane integrable sobre [a, b] si y sólo si
es Pettis integrable sobre [a, b].
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Teorema 4.2.7. (Deville-Rodríguez [6]) Sea X un subespacio de un espacio
Hilbert generado. Si f : [a, b] → X Pettis integrable sobre [a, b], entonces f
es McShane integrable sobre [a, b].

Para determinar la relación entre la integral de Pettis y la integral de
Kurzweil consideremos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.8. (Fremlin, [14]) Sea f : [a, b]→ X. f es McShane integrable
sobre [a, b] si y sólo si f es Pettis integrable y Kurzweil integrable sobre [a, b].

En [13, p. 535] se establece que toda función f : [a, b] → X Pettis in-
tegrable es Kurzweil integrable, lo cual, en general, es incorrecto; en efecto,
supongamos que es válido: si f es Pettis integrable entonces es Kurzweil in-
tegrable, por el Teorema 4.2.8 tenemos que f es McShane integrable, lo cual
es una contracción ya que en [15] y en [9] los autores exhiben ejemplos de
funciones las cuales son Pettis integrables y no son McShane integrables. Por
lo que

P ([a, b], X) 6⊂ K([a, b], X).

La función del Ejemplo 4.1.4 es una función Kurzweil integrable la cual
no es Pettis integrable, por lo que tenemos que

K([a, b], X) 6⊂ P ([a, b], X).

Por lo que a�rmamos que no hay relación de contención entre K([a, b], X)
y P ([a, b], X); sin embargo, cualquier función constante es tanto Pettis inte-
grable como Kurzweil integrable. Grá�camente, la relación entre los espacios
de funciones Pettis, McShane y Kurzweil integrables es representada median-
te la Figura 4.2.

Figura 4.2.

Con base en la contención 4.1 de la Sección 4.1, la contención 4.8 y el
Teorema 4.2.8 de la presente sección, una representación grá�ca de la relación
entre las integrales de Riemann, McShane, Pettis y Kurzweil es la Figura 4.3.
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Figura 4.3.

Por último haremos tres comparaciones más: la integral de Riemann con
la integral de Bochner, la integral de Bochner con la integral de McShane y
la integral de Henstock con la integral de Pettis.

En general, no existe relación de contención entre el espacio de funciones
Riemann integrables y el espacio de funciones Bochner integrables, dado que
existen funciones Riemann integrables que no son Bochner integrables y fun-
ciones Bochner integrables que no son Riemann integrables. En el Ejemplo
2.3.11 se exhibe una función Riemann integrable, pero al no ser fuertemente
medible no es Bochner integrable; por lo tanto,

R([a, b], X) 6⊂ B([a, b], X). (4.9)

Por otro lado, la función de�nida en el Ejemplo 4.1.3 de la Sección 4.1
exhibe una función Bochner integrable la cual no es Riemann integrable; por
lo tanto,

B([a, b], X) 6⊂ R([a, b], X). (4.10)

Sin embargo,

R([a, b], X) ∩B([a, b], X) 6= ∅, (4.11)

dado que toda función constante es tanto Riemann integrable como Bochner
integrable.

Así pues, con base en las expresiones (4.9), (4.10) y (4.11) podemos dar
una representación grá�ca de la relación entre el espacio de funciones Rie-
mann integrables y el espacio de funciones Bochner integrables mediante la
Figura 4.4.
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Figura 4.4.

El siguiente teorema establece la relación entre el espacio de funciones
Bochner integrables y el espacio de funciones McShane integrables.

Teorema 4.2.9. (Schwabik and Guoju, [38]) Si f : [a, b] → X es Bochner
integrable sobre [a, b], entonces f es McShane integrable sobre [a, b].

Así pues, con base en el Teorema 4.2.9 se cumple que

B([a, b], X) ⊂M([a, b], X); (4.12)

el recíproco, en general no es válido, ya que en particular en [38] se exhibe un
ejemplo de una función McShane integrable la cual no es Bochner integrable;
dada la complejidad de su construcción, omitimos su formulación e invitamos
al lector interesado a consultar dicho trabajo.

Nuevamente, es natural preguntarnos acerca de qué condiciones debe
cumplir el espacio de Banach para tener la equivalencia de las integrales
de Bochner y McShane, en particular si el espacio es de dimensión �nita
toda función McShane integrable es Bochner integrable (véase [38]). Ahora
bien, es natural preguntarnos si los espacios de dimensión �nita están carac-
terizados por dicha propiedad, en [38] el autor establece que si el espacio es
de dimensión in�nita existe una función la cual es McShane integrable y no
es Bochner integrable. Por lo que tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.10. Sean [a, b] ⊂ R y X un espacio de Banach. X es de
dimensión �nita si y sólo si para cada f : [a, b]→ X, f es Bochner integrable
sobre [a, b] si y sólo si f es McShane integrable sobre [a, b].

Grá�camente la Figura 4.5 representa la relación entre el espacio de fun-
ciones Bochner integrables y el espacio de funciones McShane integrables.
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Figura 4.5.

Respecto a las integrales de Henstock y Pettis no existe, en general, una
relación de contención entre los espacios de funciones de estas integrales, ya
que la función dada en el Ejemplo 4.2.2 es una función Pettis integrable y no
es Henstock integrable (Ejemplo 4.1.7), por otro lado, la función del Ejemplo
4.1.4 es una función real que es Henstock integrable y no es Pettis integrable
debido a que en el contexto real la integral de Henstock es equivalente a la
de Kurzweil y, a su vez, la integral de Pettis es equivalente a la de Lebesgue.
Sin embargo, cualquier función constante es tanto Pettis integrable como
Henstock integrable y además el valor de las integrales coinciden. Así pues,
una representación grá�ca de las integrales de Henstock y Pettis está dada
mediante la Figura 4.6.

Figura 4.6.

Por último, determinaremos la relación que existe entre las integrales de
Bochner y Henstock, tal relación viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 4.2.11. (Federson, [11]) Si f : [a, b] → X es Bochner integrable
sobre [a, b], entonces f es Henstock integrable sobre [a, b].

Así pues, se tiene que

B([a, b], X) ⊂ H([a, b], X); (4.13)

aunque el recíproco, en general, no se cumple, ya que la función dada en
el Ejemplo 4.1.4 es una función Henstock integrable la cual no es Bochner
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integrable. Así pues, una representación grá�ca de la relación entre la integral
de Bochner y Henstock es la Figura 4.7.

Figura 4.7.

El siguiente resultado será de gran utilidad en demostraciones de resulta-
dos posteriores, tales como los teoremas de convergencia; debido a que en su
demostración son utilizados resultados los cuales no se encuentran estableci-
dos en este trabajo de tesis, omitimos su demostración. Al lector interesado
en conocer la demostración lo invitamos a consultar [12].

Teorema 4.2.12. Sea X un espacio de Banach. Si f : [a, b]→ X es Henstock
integrable, entonces existen conjuntos cerrados Bj, j ∈ N, tal que Bj ⊂ Bj+1,
para todo j ∈ N, ∪jBj = [a, b] y f es Bochner integrable sobre cada Bj. Más
aún, para todo subintervalo cerrado I de [a, b],

ĺım
j→∞

(B)

∫
I

χBjf = (H)

∫
I

f. (4.14)

Acorde a las Figuras 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7, una representación grá�ca
de las relaciones entre las integrales de Riemann, Bochner, McShane, Pettis,
Henstock y Kurzweil es la Figura 4.8.
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Figura 4.8.
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Capítulo 5

Teoremas de Convergencia para
las integrales de Henstock y
Kurzweil

En este capítulo estableceremos los correspondientes teoremas de con-
vergencia para la integral de Henstock y de Kurzweil similares a los que se
tienen en el contexto real: Teorema de Convergencia Monótona (Teorema
1.5.1), Dominada (Teorema 1.5.2) y Equi-integrabilidad (Teorema 1.5.4); sin
embargo, observe que los primeros dos teoremas de convergencia están for-
mulados en términos de la relación de orden usual que existe en el conjunto
de los números reales, así pues, dado que en general, en un espacio de Ba-
nach no se cuenta con una estructura de orden, estos teoremas no pueden ser
formulados de manera análoga al contexto real; por lo tanto, con la �nalidad
de establecer estos teoremas de convergencia en el contexto de los espacios
de Banach, iniciaremos de�niendo una relación de orden en un espacio de
Banach arbitrario.

De�nición 5.0.13. Un subconjunto cerrado X+ de un espacio normado X
es llamado un cono ordenado si y sólo si

(i) X+ +X+ ⊆ X+,

(ii) X+ ∩ (−X+) = {0},

(iii) cX+ ⊆ X+ para todo c > 0.

Nota. Los puntos (i) y (ii) signi�can que X+ es cerrado bajo la suma y
producto por escalares positivos.

65
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Observación. Si consideramos el conjunto {0}, éste cumple con las con-
diciones de la De�nición 5.0.13. Además, observe que el inciso (ii) de la
De�nición 5.0.13 impide que un subespacio vectorial del espacio X sea un
cono ordenado.

Nota. En trabajos tales como en [10] al concepto de cono ordenado lo de-
nominan como �cono positivo�, debido a que sus elementos cumplen con una
cierta condición de �positividad� análoga a la que se tiene en el conjunto de
los números reales.

De�nición 5.0.14. Sea X+ un cono ordenado de un espacio normado X y
sean x, y ∈ X, de�nimos una relación de orden ≤ en X como

x ≤ y si y sólo si y − x ∈ X+.

La relación ≤ de�ne un orden parcial en X, en efecto:

1. sean x, y, z ∈ X, dado que x − x = 0 ∈ X+ implica x ≤ x y por lo
tanto es re�exiva;

2. ya que si x ≤ y y y ≤ x, entonces y−x ∈ X+ y x− y = −(y−x) ∈ X+

y por (ii), x− y = 0, es decir, x = y, por lo que es antisimétrica;

3. si x ≤ y y y ≤ z, entonces y − x ∈ X+ y z − y ∈ X+, por (i),
x− y + y − z = x− z ∈ X+ e implica que es transitiva.

Observe que dado un cono ordenado de�nimos un orden parcial; más aún,
el recíproco también se cumple, es decir, si ≤ es un orden parcial sobre X
entonces el conjunto X+ = {y ∈ X|0 ≤ y} es un cono ordenado. Así pues, los
elementos de un cono ordenado son aquellos que son �positivos� en el sentido
del orden parcial construido.

De�nición 5.0.15. Un espacio de Banach ordenado es un par (X,≤)
tal que X es un espacio de Banach y ≤ es una relación de orden parcial
de�nida en X.

Nota. Cuando hagamos referencia a un espacio de Banach ordenado sim-
plemente lo denotaremos X, a menos que se indique lo contrario.

Ejemplo 5.0.16. El espacio

C([0, 1],R) = {f : [0, 1]→ R| f es continua},

dotado con la norma del supremo ‖ · ‖∞ y con la relación de orden �f ≤ g si
y sólo si f(t) ≤ g(t), para todo t ∈ [0, 1]�, es un espacio de Banach ordenado.



Teoremas de Convergencia para las integrales de Henstock y
Kurzweil 67

Ejemplo 5.0.17. (M. Federson [10]) Sea X un espacio de Banach ordenado
y (Ω,Σ, µ) un espacio de medida y sean f, g ∈ Lp(Ω,Σ, µ) funciones reales,
donde 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces la relación �f ≤ g si y sólo si f(t) ≤ g(t) µ-casi
donde quiera� de�ne una relación de orden parcial sobre Lp(Ω,Σ, µ).

De�nición 5.0.18. Sean X un espacio de Banach ordenado y (fn) una su-
cesión de funciones Henstock (respectivamente Kurzweil) integrables con va-
lores en X y de�nidas sobre [a, b]. La sucesión (fn) es:

creciente si y sólo si fn(t) ≤ fn+1(t), para todo t ∈ [a, b] y n ∈ N,

decreciente si y sólo si fn+1(t) ≤ fn(t), para todo t ∈ [a, b] y n ∈ N,

monótona si y sólo si es creciente o decreciente,

puntualmente acotada en norma casi donde sea si y sólo si

sup
n∈N
‖fn(t)‖ <∞,

para casi todo t ∈ [a, b] y n ∈ N.

Recordemos que en la Teoría de los Espacios Normados existe el concepto
de acotamiento de un conjunto, el cual se de�ne de la siguiente manera: Sean
X un espacio normado y A ⊂ X. Se dice que A es acotado (respecto a la
norma) si y sólo si existe K ≥ 0 tal que

‖x‖ ≤ K, para todo x ∈ A. (5.1)

Sin embargo, haciendo uso de la relación de orden de un espacio de Banach
ordenado podemos de�nir otro concepto de acotamiento de un conjunto de
la siguiente manera: Sean X un espacio de Banach ordenado y A ⊂ X. Se
dice que A es acotado (respecto al orden) si y sólo si

A ⊂ [y, z] := {x ∈ X|y ≤ x ≤ z}. (5.2)

Así pues, dado que en un espacio de Banach ordenado tenemos al menos
dos conceptos de conjunto acotado, para hacer una distinción entre estos dos
conceptos si un conjunto es acotado respecto a la condición 5.1, entonces
diremos que el conjunto es acotado en norma; si un conjunto es acotado
respecto a la condición 5.2, entonces diremos que el conjunto es acotado en
orden.

En particular, en el conjunto de los números reales, considerando el valor
absoluto como su norma y su relación de orden usual, se tiene que el concepto
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de acotamiento en norma y acotamiento en orden son equivalentes; además,
es un hecho conocido que toda sucesión (xn) ⊂ R que es creciente (respectiva-
mente decreciente) y acotada superiormente (respectivamente inferiormente)
es convergente y, además,

ĺım
n→∞

xn = sup{xn|n ∈ N}(
respectivamente ĺım

n→∞
xn = ı́nf{xn|n ∈ N}

)
.

Sin embargo, en general, no es válido que si una sucesión de un espacio de
Banach es creciente (respectivamente decreciente) y acotada superiormente
(respectivamente inferiormente) es convergente; un ejemplo de ello es el si-
guiente.

Ejemplo 5.0.19. Consideremos el espacio

C([0, 1],R) = {f : [0, 1]→ R| f es continua},

dotado con la norma del supremo ‖·‖∞ y con la relación de orden �f ≤ g si y
sólo si f(t) ≤ g(t), para todo t ∈ [0, 1]�. Sea (fn) ⊂ C([0, 1],R) una sucesión
de funciones, donde

fn(t) :=

{
1, si t ∈ ( 1

n
, 1],

nt, si t ∈ [0, 1
n
],

para todo n ∈ N, (fn) es creciente y acotada en orden, ya que 0 ≤ fn ≤ 1,
para toda n ∈ N.

La sucesión (fn) converge puntualmente a la función

f0(t) =

{
1, si t ∈ (0, 1],
0, si t = 0.

Pero f0 /∈ C([a, b], X), por lo tanto no existe f ∈ C([a, b], X) tal que la
sucesión (fn) converja en norma a f .

De�nición 5.0.20. Sea X+ un cono ordenado de un espacio de Banach X.
Se dice que X+ es

normal si y sólo si existe una constante γ ≥ 1 tal que si x, y ∈ X y
0 ≤ x ≤ y, entonces

‖x‖ ≤ γ‖y‖, (5.3)
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regular si y sólo si toda sucesión creciente y acotada en orden de X+

converge,

completamente regular si y sólo si toda sucesión creciente y acotada
en norma de X+ converge.

Lema 5.0.21. Sean X un espacio ordenado a través de un cono completa-
mente regular y (xn) una sucesión creciente en orden y acotada en norma.
Entonces existe x ∈ X tal que (xn) converge en norma a x.

Demostración: Sean yn = xn − x1, para cada n ∈ N. La sucesión (yn)
es creciente en orden y acotada en norma de elementos de X+. Como X+ es
completamente regular existe x ∈ X tal que ĺımn→∞ ‖xn − x1 − x‖ = 0, por
lo tanto (xn) converge en norma a x1 + x.

�

Nota. En la revisión bibliográ�ca que hemos realizado no encontramos el
Lema 5.0.21 como tal, por ello, aunque es de lo más elemental, su demos-
tración es de nuestra autoría.

Observación. Toda sucesión decreciente en orden y acotada en norma en
un espacio ordenado a través de un cono completamente regular converge en
norma. Así, toda sucesión monótona y acotada en norma es convergente en
norma.

Los siguientes espacios son ejemplos de espacios de Banach los cuales
tienen conos ordenados completamente regulares (véase [20]).

Espacios de sucesiones lp, 1 ≤ p < ∞, normados por una p-norma y
con el orden �(xn) ≤ (yn) si y sólo si xn ≤ yn, para todo n ∈ N�.

Espacios de funciones Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, normado por una p-norma
y ordenado puntualmente casi donde sea, donde Ω es un espacio de
medida.

El siguiente teorema muestra la relación existente entre los conceptos
de�nidos anteriormente; al lector interesado en conocer la demostración de
este teorema lo invitamos a consultar [19].

Teorema 5.0.22. (Gou, [19]) Sea X+ un cono ordenado de un espacio de
Banach X. Si X+ es completamente regular, entonces X+ es regular; además,
si X+ es regular, entonces X+ es normal. El recíproco se cumple si X es
débilmente secuencialmente completo.
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Dado que un cono completamente regular es regular y normal, los espa-
cios lp y Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, dados anteriormente también son ejemplos de
estos espacios.

Como el lector podrá percatarse el Teorema 1.2.3 está formulado en tér-
minos de la relación de orden usual de los números reales; por lo tanto,
este teorema no puede formularse, en general, para el espacio H([a, b], X)
(respectivamente K([a, b], X)), donde X es cualquier espacio de Banach. Sin
embargo, si el espacio X es ordenado, entonces tenemos los siguientes teore-
mas.

Teorema 5.0.23. (Monotonía, Heikkilä, [20]) Sean X un espacio de Ba-
nach ordenado y f , g : [a, b]→ X funciones Kurzweil integrables sobre [a, b].

(i) Si f(t) ≤ g(t) para casi toda t ∈ [a, b], entonces

(K)

∫ b

a

f ≤ (K)

∫ b

a

g.

(ii) Sea [c, d] ⊆ [a, b]. Si 0 ≤ f(t) para casi toda t ∈ [a, b], entonces

(K)

∫ d

c

f ≤ (K)

∫ b

a

f.

Demostración:

(i) Por el Teorema 3.2.19 podemos suponer que f(t) ≤ g(t) para toda
t ∈ [a, b]. Denotemos h = g − f , entonces h(t) pertenece al cono orde-
nado X+ de X para toda t ∈ [a, b]. Sea [c, d] ⊂ [a, b]. Por el Teorema
2.3.2, h es Kurzweil integrable sobre [c, d].

Para demostrar que (K)
∫ d
c
h ∈ X+, observemos primero que (K)

∫ d
c
h =

0 ∈ X+ si c = d. Supongamos que c < d, acorde a la de�nición de la
integral de Kurzweil podemos elegir para cada n ∈ N una función me-
didora δn y una partición etiquetada {(Ini , ξni ) : i = 1, ...,mn} δn-�na
de [c, d] tal que ∥∥∥∥∥(K)

∫ d

c

h−
mn∑
i=1

h(ξni )l(Ini )

∥∥∥∥∥ < 1

n
.

Denotemos yn =
∑mn

i=1 h(ξni )l(Ini ), n ∈ N. Como X+ es cerrado y como
yn ∈ X+, para toda n ∈ N, tenemos que (K)

∫ d
c
h = ĺımn→∞ yn ∈ X+.
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Consecuentemente,

0 ≤ (K)

∫ d

c

h = (K)

∫ d

c

g − (K)

∫ d

c

f.

Esto demuestra la a�rmación.

(ii) Como fχ[c,d] ≤ f en [a, b], por (i), tenemos que

(K)

∫ b

a

fχ[a,b] ≤
∫ b

a

f.

�

Teorema 5.0.24. (Monotonía, Heikkilä, [21]) Sea X un espacio de Banach
ordenado a través de un cono ordenado normal. Sean f , g : [a, b] → X
funciones fuertemente medibles, tales que 0 ≤ f(t) ≤ g(t) para casi toda
t ∈ [a, b]. Si g es Henstock integrable sobre [a, b], entonces f es Henstock
integrable sobre [a, b], y para todo subintervalo cerrado [c, d] de [a, b],

(H)

∫ d

c

f ≤ (H)

∫ d

c

g.

Demostración: Por el Teorema 4.2.12 existen conjuntos cerrados Bj,
j ∈ N, tal que Bj ⊂ Bj+1 para todo j ∈ N, ∪jBj = [a, b], g es Bochner
integrable sobre cada Bj y

ĺım
j→∞

(B)

∫ d

c

χBjg = (K)

∫ d

c

g. (5.4)

Como el cono ordenado de X es normal, entonces

‖f(t)‖ ≤ γ‖g(t)‖, para casi toda t ∈ [a, b].

Este resultado implica que f es Bochner integrable sobre cada Bj debido
a que g lo es. Para cada subintervalo cerrado [c, d] ⊂ [a, b] de�nimos

F+([c, d]) = (H)

∫ d

c

g,

F+
j ([c, d]) = (H)

∫ d

c

χBjg,

Fj([c, d]) = (H)

∫ d

c

χBjf. (5.5)
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Si j < i, por el Teorema 5.0.23

0 ≤ Fi([c, d])− Fj([c, d]) = (B)

∫ d

c

χBi\Bjf ≤ (B)

∫ d

c

χBi\Bjg

= F+
i ([c, d])− F+

j ([c, d]).

Por la normalidad del cono lo anterior implica que

‖Fi([c, d])−Fj([c, d])‖ ≤ γ‖F+
i ([c, d])−F+

j ([c, d])‖, siempre que j < i. (5.6)

Por 5.4 y 5.5 la sucesión (F+
j ([a, b]))j∈N converge, y por lo tanto es una

sucesión de Cauchy. Entonces, por 5.6, la sucesión (Fj([a, b]))j∈N es de Cauchy
y, por lo tanto, converge. Por la desigualdad 5.6 tenemos que, cuando n→∞,

‖F ([c, d])− Fj([c, d])‖ ≤ γ‖F+([c, d])− F+
j ([c, d])‖, para todo j ∈ N. (5.7)

De�nimos

fj(t) = χBj(t)f(t), gj(t) = χBj(t)g(t), t ∈ [a, b], n ∈ N.

Como ∪jBj = [a, b], para cada ξ ∈ [a, b] existe un j(ξ) ∈ N tal que ξ ∈ Bj,
para todo j ≥ j(ξ). Entonces

fj(ξ) = f(ξ) y gj(ξ) = g(ξ) siempre que ξ ∈ [a, b] y j ≥ j(ξ). (5.8)

Se sigue de 5.7 y 5.8 que dado cualquier punto ξi ∈ [a, b], cualquier subin-
tervalo Ii ⊂ [a, b] y cualquier entero j ≥ j(ξi), entonces

‖f(ξi)l(Ii)− F (Ii)‖ = ‖fj(ξi)l(Ii)− F (Ii)‖

≤ ‖fj(ξi)l(Ii)− Fj(Ii)‖+ ‖Fj(Ii)− F (Ii)‖

≤ ‖fj(ξi)l(Ii)− Fj(Ii)‖+ γ‖F+
j (Ii)− F+(Ii)‖

≤ ‖fj(ξi)l(Ii)− Fj(Ii)‖+ γ‖g(ξi)l(Ii)− F+
j (Ii)‖+ γ‖g(Ii)− F+(Ii)‖

= ‖fj(ξi)l(Ii)− Fj(Ii)‖+ γ‖gj(ξi)l(Ii)− F+
j (Ii)‖+ γ‖g(Ii)− F+(Ii)‖. (5.9)

Sea ε > 0. Por el Teorema 4.2.11, como las funciones fj y gj son Bochner
integrables también son Henstock integrables. Por la versión fuerte del Lema
de Saks-Henstock para la integral de Henstock (Lema 2.4.3), existen funciones
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medidoras δj, j ∈ N, tales que para toda subpartición etiquetada {(Ii, ξi) :
i = 1, ..., s} δj-�na de [a, b],

s∑
i=1

‖fj(ξi)l(Ii)− Fj(Ii)‖ <
ε

2j
y

s∑
i=1

‖gj(ξi)l(Ii)− F+
j (Ii)‖ <

ε

2j
. (5.10)

Elegimos una función medidora δ+ tal que si {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} es una
partición etiquetada δ+-�na de [a, b],

n∑
i=1

‖g(ξi)l(Ii)− F+(Ii)‖ < ε. (5.11)

De�nimos una función medidora δ por

δ(ξ) = mı́n{δ+(ξ), δj(ξ)(ξ)}, ξ ∈ [a, b].

Sea {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} una partición etiquetada δ-�na de [a, b]. Por 5.9
tenemos, para cada i = 1, ..., n,

‖f(ξi)l(Ii)− F (Ii)‖ ≤ ‖fj(ξi)(ξi)l(ξi)− Fj(ξi)(Ii)‖

+γ‖gj(ξi)(ξi)l(Ii)− F+
j(ξi)
‖+ γ‖g(ξi)l(Ii)− F+(Ii)‖.

Sumando ambos lados de la desigualdad anterior sobre i y de�niendo
m = mı́n{j(ξi)} y n = máx{j(ξi)}, obtenemos

n∑
i=1

‖f(ξi)l(Ii)− F (Ii)‖ ≤
n∑

j=m

∑
j(ξi)=j

‖fj(ξi)l(Ii)− Fj(Ii)‖

+γ
n∑

j=m

∑
j(ξi)=j

‖gj(ξi)l(Ii)− F+
j (Ii)‖+ γ

n∑
i=1

‖g(ξi)l(Ii)− F+(Ii)‖. (5.12)

Por 5.10 y 5.11 y 5.12 tenemos que

n∑
i=1

‖f(ξi)l(Ii)− F (Ii)‖ ≤
n∑

j=m

ε

2j
+ γε < (3γ + 2)ε.

Esto prueba que f es Henstock integrable sobre [a, b] y por como de�nimos
Fj y F

+
j tenemos que Fj ≤ F+

j , para todo j ∈ N. Este resultado implica que,
cuando j →∞, F (I) ≤ F+(I), o equivalentemente,

(H)

∫ d

c

f ≤ (H)

∫ d

c

g.
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�

El siguiente resultado establece una caracterización de una cierta clase
de funciones Henstock integrables sobre un espacio de Banach ordenado a
través del concepto de medibilidad fuerte.

Teorema 5.0.25. (Heikkilä, [21]) Sea X es un espacio de Banach ordenado
a través de un cono ordenado normal. Si f : [a, b]→ X es acotada en orden
puntualmente casi dondequiera por funciones Henstock integrables, entonces
f es Henstock integrable si y sólo si f es fuertemente medible.

Demostración:
⇒)Si f es Henstock integrable, es fuertemente medible por el Teorema 2.3.10.
⇐) Sea g−, g+ : [a, b]→ X funciones Henstock integrables tales que g−(t) ≤
f(t) ≤ g+(t) para casi toda t ∈ [a, b]. Entonces g+−g− es Henstock integrable,
f − g− es fuertemente medible, y

0 ≤ f(t)− g−(t) ≤ g+(t)− g−(t) para casi toda t ∈ [a, b].

Por lo tanto f−g− es Henstock integrable por el Teorema 5.0.24, entonces
f = g− + (f − g−) es Henstock integrable.

�

5.1. Teorema de Convergencia Dominada

Al igual que en el contexto real, si tenemos una sucesión de funciones
(fn) que toman valores en un espacio de Banach ordenado, decimos que la
sucesión (fn) está dominada si y sólo si existen funciones g± fuertemente
medibles tales que

g−(t) ≤ fn(t) ≤ g+(t),

para cada n ∈ N y para casi todo t ∈ [a, b].

En este momento contamos con las herramientas necesarias para formular
el Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Henstock.

Teorema 5.1.1. (Teorema de Convergencia Dominada, Heikkilä, [21])
Sean X un espacio de Banach ordenado a través de un cono normal y g±,
fn : [a, b] → X funciones fuertemente medibles, n ∈ N. Si la sucesión (fn)
está dominada por g±, fn(t) → f(t) puntualmente para casi todo t ∈ [a, b] y
g± ∈ H([a, b], X), entonces f , fn ∈ H([a, b], X), n ∈ N, y

(H)

∫ b

a

f = ĺım
n→∞

(H)

∫ b

a

fn.



Teoremas de Convergencia para las integrales de Henstock y
Kurzweil 75

Demostración: La función límite f de la convergencia puntual casi don-
de quiera de la sucesión (fn) de funciones fuertemente medibles es fuertemen-
te medible [21]. Ya que fn(t) ∈ [g−(t), g+(t)], para casi toda t ∈ [a, b] y los
intervalos ordenados [x, y] de X son cerrados, entonces f(t) ∈ [g−(t), g+(t)],
para casi toda t ∈ [a, b]. Por el Teorema 5.0.25 las funciones f y fn, n ∈ N,
son Henstock integrables. Más aún,

g−(t)− g+(t) ≤ f(t)− fn(t) ≤ g+(t)− g−(t), para casi toda t ∈ [a, b],

y

0 ≤ f(t)− fn(t) + g+(t)− g−(t) ≤ 2(g+(t)− g−(t)), para casi toda t ∈ [a, b].

Ya que el cono ordenado de X es normal y por lo anterior tenemos que

‖f(t)− fn(t) + g+(t)− g−(t)‖ ≤ 2γ‖g+(t)− g−(t)‖, para casi toda t ∈ [a, b].
(5.13)

Por el Teorema 4.2.12 existe una sucesión de conjuntos cerrados (Bj)j∈N
tal que Bj ⊂ Bj+1 para todo j ∈ N, ∪jBj = [a, b], g+ − g− es Bochner
integrable sobre cada Bj y

ĺım
j→∞

(B)

∫
Bj

(g+ − g−) = (H)

∫ b

a

(g+ − g−). (5.14)

Las funciones v = f − fn + g+ − g− y v+ = 2(g+ − g−) cumplen las hipótesis
del Lema 5.0.24; además, por la normalidad del cono ordenado tenemos que
para todo j ∈ N,∥∥∥∥∥(H)

∫ b

a

(f − fn + g+ − g−)− (B)

∫
Bj

(f − fn + g+ − g−)

∥∥∥∥∥
≤ 2γ

∥∥∥∥∥(H)

∫ b

a

(g+ − g−)− (B)

∫
Bj

(g+ − g−)

∥∥∥∥∥ .
Este resultado implica que, para toda j, n ∈ N,∥∥∥∥∥(H)

∫ b

a

(f − fn)− (B)

∫
Bj

(f − fn)

∥∥∥∥∥
≤ (2γ + 1)

∥∥∥∥∥(H)

∫ b

a

(g+ − g−)− (B)

∫
Bj

(g+ − g−)

∥∥∥∥∥ . (5.15)
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Sea ε > 0. Como

ĺım
j→∞

(B)

∫
Bj

(g+ − g−) = (H)

∫ b

a

(g+ − g−),

existe jε ∈ N tal que∥∥∥∥∥(H)

∫ b

a

(g+ − g−)− (B)

∫
Bjε

(g+ − g−)

∥∥∥∥∥ ≤ ε

4γ + 2
. (5.16)

Se sigue de 5.15 y 5.16 que∥∥∥∥∥(H)

∫ b

a

(f − fn)− (B)

∫
Bjε

(f − fn)

∥∥∥∥∥ ≤ ε

2
. (5.17)

En vista de 5.13 tenemos

‖f(t)− fn(t)‖ ≤ (2γ + 1)‖g+(t)− g−(t)‖, para casi toda t ∈ Bjε .

Por el Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Bochner
(Teorema 3.2.12), existe nε ∈ N tal que∥∥∥∥∥(B)

∫
Bjε

(f − fn)

∥∥∥∥∥ ≤ ε

2
, para n ≥ nε. (5.18)

Se sigue de 5.17 y 5.18 que∥∥∥∥(H)

∫ b

a

(f − fn)

∥∥∥∥ ≤ ε, para n ≥ nε.

La prueba anterior muestra que

ĺım
n→∞

(H)

∫ b

a

fn = (H)

∫ b

a

f.

�

Sin embargo, si sustituimos la hipótesis de dominación en el Teorema de
Convergencia Dominada de la integral de Henstock (Teorema 5.1.1) por la
dominación �usual�, el siguiente resultado es válido.

Teorema 5.1.2. (Teorema de Convergencia Dominada: Henstock)
Sea (fn) una sucesión de funciones Henstock integrables sobre [a, b] que con-
verge puntualmente hacia una función f sobre [a, b]. Si existe g : [a, b] → R
Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b] tal que ‖fn(t)‖ ≤ g(t), para casi todo
t ∈ [a, b], entonces f es Henstock integrable sobre [a, b] y

(H)

∫ b

a

f = ĺım
n→∞

(H)

∫ b

a

fn.
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Demostración: Por el Teorema 2.3.10 (fn) es una sucesión de funciones
fuertemente medibles y dado que toda función positiva Henstock-Kurzweil
integrable es Lebesgue integrable, g es Lebesgue integrable sobre [a, b]. Por el
Teorema 3.2.12 f es Bochner integrable sobre [a, b] y, por el Teorema 4.2.11,
es Henstock integrable sobre [a, b], más aún,

(H)

∫ b

a

f = ĺım
n→∞

(H)

∫ b

a

fn.

�

Para la integral de Kurzweil no es posible formular un resultado análogo
al Teorema 5.1.2, debido a que una función Kurzweil integrable no necesaria-
mente es fuertemente medible, sin embargo, si pedimos convergencia puntual
y medibilidad fuerte a la sucesión de funciones, el Teorema se demuestra
de forma trivial haciendo uso del Teorema de Convergencia Dominada para
la integral de Henstock. En general, en la revisión bibliográ�ca que hemos
realizado no se han encontrado resultados ligados al Teorema de Convergen-
cia Dominada para la integral de Kurzweil, lo cual nos hace pensar que aún
no existe; así pues, lo anterior nos motiva a cuestionarnos qué condiciones
se necesitan para establecer el Teorema de Convergencia Dominada para la
integral de Kurzweil, este problema lo abordaremos en trabajos pos-
teriores.

5.2. Teorema de Convergencia Monótona

Lema 5.2.1. Sea X un espacio de Banach ordenado a través de un cono
completamente regular. Si (fn) ⊂ K([a, b], X) es una sucesión monótona
acotada puntualmente en norma casi donde sea en [a, b], entonces

f(t) := ĺım
n→∞

fn(t),

existe para casi toda t ∈ [a, b].

Demostración: Por hipótesis existe A ⊂ [a, b] Lebesgue medible, con
µ(A) = 0 tal que la sucesión (fn(t)) es acotada en norma, para cada t ∈
[a, b] − A. Entonces para cada t ∈ [a, b] − A, (fn) es monótona y acotada
en norma, como X+ es completamente regular, ĺımn→∞ fn(t) = f(t). Por lo
tanto, f(t) = ĺımn→∞ fn(t), para casi toda t ∈ [a, b].

�
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Lema 5.2.2. Sea X un espacio de Banach ordenado a través de un cono
completamente regular. Si (fn) ⊂ K([a, b], X) es una sucesión monótona
acotada puntualmente en norma casi donde sea y la sucesión de integrales
(K)

∫ b
a
fn, n ∈ N, es acotada en norma, entonces

f(t) := ĺım
n→∞

fn(t),

existe casi donde quiera en [a, b], y

F ([c, d]) := ĺım
n→∞

(K)

∫ d

c

fn,

existe para todo subintervalo cerrado [c, d] de [a, b]

Demostración: Supongamos que (fn) es creciente y puntualmente aco-
tada en norma casi donde sea en [a, b]. Entonces por el Lema 5.2.1 (fn)
converge puntualmente a la función f casi donde quiera en [a, b]. Sea [c, d]
un subintervalo de [a, b], por el Lema 5.0.23 tenemos que, para cada n ∈ N,

0 ≤ (K)

∫ d

c

(fn − f0) ≤ (K)

∫ b

a

(fn − f0).

Como X+ es completamente regular, también es normal por el Lema
5.0.22, por lo tanto las desigualdades anteriores y de la de�nición de norma-
lidad 5.3 implican∥∥∥∥(K)

∫ d

c

(fn − f0)
∥∥∥∥ ≤ γ

∥∥∥∥(K)

∫ b

a

(fn − f0)
∥∥∥∥ , n ∈ N,

donde γ ≥ 1. Entonces∥∥∥∥(K)

∫ d

c

fn

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥(K)

∫ d

c

f0

∥∥∥∥+ γ

∥∥∥∥(K)

∫ b

a

fn

∥∥∥∥+ γ

∥∥∥∥(K)

∫ b

a

f0

∥∥∥∥ ,
n ∈ N.

Este resultado, y la hipótesis de que la sucesión de integrales (K)
∫ b
a
fn,

n ∈ N, es acotada en norma, implica que la sucesión de integrales (K)
∫ d
c
fn,

n ∈ N, es acotada en norma, y además también es creciente por el Teorema
5.0.23.
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Denotemos

Fn([c, d]) := (K)

∫ d

c

fn, n ∈ N.

Debido a que el cono ordenado de X es completamente regular, entonces la
sucesión de integrales (K)

∫ d
c
fn , n ∈ N, converge, es decir, el límite

F ([c, d]) := ĺım
n→∞

Fn([c, d]),

existe para todo subintervalo cerrado [c, d] de [a, b], donde F ([c, d]) = F (d)−
F (c) y Fn([c, d]) = Fn(d)− Fn(c), para toda n ∈ N.

�

Teorema 5.2.3. (Teorema de Convergencia Monótona, Heikkilä, [20])
Sea X un espacio de Banach ordenado a través de un cono completamente
regular. Si (fn) ⊂ K([a, b], X) es una sucesión monótona acotada puntual-
mente en norma casi donde sea y la sucesión de integrales (K)

∫ b
a
fn, n ∈ N,

es acotada en norma, entonces existe una función f ∈ K([a, b], X) tal que
f(t) = ĺımn→∞ fn(t), para casi todo t ∈ [a, b] y

(K)

∫ b

a

f = ĺım
n→∞

(K)

∫ b

a

fn. (5.19)

Demostración: Supongamos que (fn) es creciente y puntualmente aco-
tada en norma casi donde sea.

Por el Lema 5.2.1
f(t) := ĺım

n→∞
fn(t),

existe para casi todo t ∈ [a, b]; más aún, por el Teorema 3.2.19, podemos
suponer que, para todo t ∈ [a, b],

f(t) = ĺım
n→∞

fn(t),

y por el Lema 5.2.2

F ([a, b]) := ĺım
n→∞

(K)

∫ b

a

f,

existe, demostraremos que f es Kurzweil integrable sobre [a, b] y que F ([a, b]) =

(K)
∫ b
a
f .
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Sea ε > 0. Denotemos

Fn([c, d]) := (K)

∫ d

c

fn, n ∈ N.

Por el Lema 5.2.2, elegimos nε ∈ N tal que

‖F ([a, b])− Fn([a, b])‖ ≤ ε

γ
, (5.20)

para n ≥ nε.

Por la versión débil del Lema de Saks-Henstock para la integral de Kurz-
weil (Lema 2.4.1) existen funciones medidoras δn sobre [a, b], n ∈ N, para las
cuales ∥∥∥∥∥

p∑
i=1

[fn(ξi)l(Ii)− Fn(Ii)]

∥∥∥∥∥ ≤ ε

2n
, (5.21)

siempre que D = {(Ii, ξi); i = 1, ..., p} sea una partición o subpartición δ-�na
de [a, b].

Como ĺımn→∞ fn(t) = f(t), para toda t ∈ [a, b], existe un n(t) ∈ N, para
el cual

‖f(t)− fn(t)‖ < ε, (5.22)

cuando n ≥ n(t).

De�nimos una función medidora δ : [a, b]→ (0,∞) por

δ(t) = máx{δn(t)(t), δnε(t)}, t ∈ [a, b].

Sea {(Ii, ξi), i = 1, ..., s} una partición δ-�na de [a, b]. Para cada i y ni =
máx{n(ξi), nε} tenemos

f(ξi)l(Ii)− F (Ii) = [f(ξi)− fni(ξi)]l(Ii) + fni(ξi)l(Ii)

−Fni(Ii) + Fni(Ii)− F (Ii).

Sumando ambos lados de la igualdad anterior sobre i y denotando k =
mı́ni{ni} y m = máxi{ni} obtenemos

s∑
i=1

(f(ξi)l(Ii)− F (Ii)) =
s∑
i=1

[f(ξi)− fni(ξi)]l(Ii)

+
m∑
n=k

∑
ni=n

[fni(ξi)l(Ii)− Fni(Ii)] +
s∑
i=1

[Fni(Ii)− F (Ii)]. (5.23)
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Como

0 ≤
s∑
i=1

[F (Ii)− Fni(Ii)] ≤
s∑
i=1

[F (Ii)− Fnε(Ii)] = F ([a, b])− Fnε([a, b]),

por la De�nición 5.3 y por la desigualdad 5.20 tenemos que∥∥∥∥∥
s∑
i=1

[F ([a, b])− Fni([a, b])]

∥∥∥∥∥ ≤ γ‖F ([a, b])− Fnε([a, b])‖ ≤ ε. (5.24)

Dado que 5.21 se cumple también para particiones δn-�nas de [a, b], te-
nemos ∥∥∥∥∥

s∑
ni=n

[fni(ξi)l(Ii)− Fni(Ii)]

∥∥∥∥∥ ≤ ε

2n
, (5.25)

para k ≤ n ≤ m.

Se sigue de 5.22, 5.23, 5.24 y 5.25 que∥∥∥∥∥
s∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− F ([a, b])

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
s∑
i=1

[f(ξi)l(Ii)− F (Ii)]

∥∥∥∥∥
≤

s∑
i=1

‖f(ξi)− fn(ξi)‖l(Ii) +
m∑
n=k

∥∥∥∥∥
s∑

ni=n

[fni(ξi)l(Ii)− Fn(Ii)]

∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥
s∑
i=1

[Fni(Ii)− F (Ii)]

∥∥∥∥∥
≤ ε(b− a) +

m∑
n=k

ε

2n
+ ε < [(b− a) + 3]ε.

Esto prueba que f es Kurzweil integrable, y que F ([a, b]) = (K)
∫ b
a
f . Por

lo tanto, por el Lema 5.2.2,

(K)

∫ b

a

f = F ([a, b]) = ĺım
n→∞

Fn([a, b]) = ĺım
n→∞

(K)

∫ b

a

fn.

Si (fn) es decreciente y puntualmente acotada y si las integrales (K)
∫ b
a
fn,

n ∈ N forman una sucesión acotada, entonces la sucesión (−fn) es creciente
y acotada puntualmente, y la sucesión de integrales (K)

∫ b
a
(−fn), n ∈ N es

acotada. Aplicando la prueba de arriba para (−fn) vemos que las a�rmaciones
se cumplen también en este caso.
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�

Con el siguiente ejemplo mostramos que el Teorema de Convergencia
Monótona para la integral de Henstock-Kurzweil no puede formularse en
forma análoga para la integral de Henstock.

Ejemplo 5.2.4. (Federson [10]) Considere el espacio

l2(N× N) =

{
z = (zij)i,j∈N, zij ∈ R;

∞∑
i,j=1

|zij|2 <∞

}

equipado con la norma

‖z‖2 =

(
∞∑

i,j=1

|zij|2
) 1

2

y la función f : [0, 1]→ l2(N× N) de�nida por

f(t) =
∞∑
i=1

fi(t),

donde

fi(t) =

{
2ieij,

j
2i
≤ t < j

2i
+ 1

22i
,

0, en otro caso,

para j = 0, 1, 2, ..., 2i − 1, y eij = ξ{(i,j)}, para cada (i, j) ∈ N× N y {eij} es
un conjunto ortonormal de l2(N× N).

Sean gn = f1 + f2 + ... + fn, para todo n ∈ N. Entonces cada gn ∈
H([0, 1], l2(N× N)); sin embargo, f /∈ H([0, 1], l2(N× N)) (véase [10]).

Sin embargo, si además de suponer la monotonía de la sucesión, supone-
mos que es dominada por funciones fuertemente medibles podemos formular
el siguiente resultado el cual es una consecuencia del Teorema de Convergen-
cia Dominada para la integral de Henstock.

Teorema 5.2.5. (Heikkilä [21]) Sean X un espacio de Banach ordenado
a través de un cono regular y (fn) una sucesión monótona de funciones
fuertemente medibles de [a, b] a X. Si existen funciones Henstock integra-
bles g± : [a, b] → X tales que g−(t) ≤ fn(t) ≤ g+(t), para cada n ∈ N y
para casi todo t ∈ [a, b], entonces f(t) := ĺımn→∞ fn(t) existe para casi toda
t ∈ [a, b], y

(H)

∫ b

a

f = ĺım
n→∞

(H)

∫ b

a

fn.
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Demostración: Las hipótesis dadas implican que para casi toda t ∈ [a, b]
la sucesión (fn) es monótona y acotada en el orden en X. Debido a que el
cono ordenado de X es regular, entonces f(t) = ĺımn→∞ fn(t) existe para casi
toda t ∈ [a, b].

De�niendo f(t) = 0 para los restantes puntos t ∈ [a, b] obtenemos una
función fuertemente medible f : [a, b] → X. Consecuentemente, la hipótesis
del Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Henstock (Teo-
rema 5.1.1) se cumple para (fn) y f , por lo tanto

(H)

∫ b

a

f = ĺım
n→∞

(H)

∫ b

a

fn.

�

Una de las hipótesis del Teorema de Convergencia Dominada para la in-
tegral de Henstock (Teorema 5.1.1) es la propiedad de normalidad del cono
ordenado, a diferencia del Teorema 5.2.5 para esta misma integral, donde la
condición de regularidad es impuesta sobre el cono, dado que, como hemos
visto anteriormente, una sucesión monótona y acotada en orden no necesa-
riamente es convergente, por lo que no tiene sentido hablar de función límite,
por ello, la condición de regularidad garantiza la existencia de dicha función;
además de que la condición de dominación es impuesta, a diferencia del con-
texto real, donde esta condición sobre la sucesión de funciones no es necesaria.

5.3. Teorema de Equi-integrabilidad

De�nición 5.3.1. Una colección F de funciones f : [a, b] → X es llamada
H-equi-integrable (respectivamente K-equi-integrable) si y sólo si toda
f ∈ F es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre [a, b] y para
cualquier ε > 0 existe una función medidora δ sobre [a, b] tal que si {(ti, Ii) :
i = 1, ..., n} es una partición etiquetada δ-�na de [a, b], entonces

n∑
i=1

‖f(ti)µ(Ii)− F (Ii)‖ < ε,

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (K)

∫
I

f

∥∥∥∥∥ < ε

)
,

para toda f ∈ F .
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Observación. Hablando coloquialmente, un conjunto F es H-equi-integrable
(K-equi-integrable) si y sólo si para cualquier ε > 0, existe una función medi-
dora δ sobre [a, b] que cumple la desigualdad de la de�nición 2.1.1 (de�nición
2.1.2), para toda f ∈ F .

Como podrá observar el lector, el Teorema de Equi-integrabilidad para la
integral de Henstock-Kurzweil (Teorema 1.5.4) no está formulado en términos
de la relación de orden usual que existe en el conjunto de los número reales;
así pues, este teorema lo podemos formular para cualquier espacio de Banach
sin la necesidad de que este espacio sea ordenado, tal como se establece a
continuación.

Teorema 5.3.2. (Teorema de Equi-Integrabilidad: Kurzweil, Kurzweil
y Jarník, [27]) Sea (fn) ⊂ K([a, b], X) una sucesión K-equi-integrable tal que

ĺım
n→∞

fn = f(t), para toda t ∈ [a, b].

Entonces la función f es Kurzweil integrable sobre [a, b] y

ĺım
n→∞

(K)

∫ b

a

fn = (K)

∫ b

a

f.

Demostración: Sea ε > 0; si δ es la medidora de la de�nición de equi-
integrabilidad de la sucesión (fn) correspondiente al valor ε > 0, entonces
para cualquier n ∈ N tenemos∥∥∥∥∥

p∑
i=1

fn(ti)l(Ii)− (K)

∫ b

a

fn

∥∥∥∥∥ < ε, (5.26)

para toda partición etiquetada {(Ii, ξi) : i = 1, ..., p} δ-�na de [a, b].

Si la partición {(Ii, ξi) : i = 1, ..., p} es �ja, entonces la convergencia
puntual de la sucesión (fn) a f permite que

ĺım
n→∞

p∑
i=1

fn(ξi)l(Ii) =

p∑
i=1

f(ξi)l(Ii).

Elegimos n0 ∈ N tal que para n > n0 la desigualdad∥∥∥∥∥
p∑
i=1

fk(ξi)l(Ii)−
p∑
i=1

f(ξi)l(Ii)

∥∥∥∥∥ < ε
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se cumple. Entonces tenemos∥∥∥∥∥
p∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (K)

∫ b

a

fp

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
p∑
i=1

[f(ξi)l(Ii)− fn(ξi)l(Ii)]

∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥
p∑
i=1

fk(ξi)l(Ii)− (K)

∫ b

a

fn

∥∥∥∥∥ < 2ε,

para n > n0.

De aquí que para n, l > n0 se cumple la desigualdad∥∥∥∥(K)

∫ b

a

fn − (K)

∫ b

a

fl

∥∥∥∥ < 4ε,

la cual muestra que la sucesión (K)
∫ b
a
fn, n ∈ N de elementos deX es Cauchy

y por lo tanto

ĺım
n→∞

(K)

∫ b

a

fn = w ∈ X existe. (5.27)

Sea ε > 0. Por hipótesis existe una medidora δ tal que 5.26 se cumple para
toda k ∈ N siempre que {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} sea una partición etiquetada
δ-�na de [a, b]. Por 5.27 elegimos N ∈ N tal que∥∥∥∥(K)

∫ b

a

fn − w
∥∥∥∥ < ε,

para toda n ≥ N . Supongamos que {(Ii, ξi) : i = 1, ..., p} es una partición
etiquetada δ-�na de [a, b]. Como fn converge a f puntualmente existe n1 ≥ N
tal que ∥∥∥∥∥

p∑
i=1

fn1(ξi)l(Ii)−
p∑
i=1

f(ξi)l(Ii)

∥∥∥∥∥ < ε.

Por lo tanto∥∥∥∥∥
p∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− w

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

p∑
i=1

f(ξi)l(Ii)−
p∑
i=1

fn1(ξi)l(Ii)

∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥
p∑
i=1

fn1(ξi)l(Ii)− (K)

∫ b

a

fn1

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥(K)

∫ b

a

fn1 − w
∥∥∥∥ < 3ε,
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y se sigue que f es Kurzweil integrable sobre [a, b] y

ĺım
n→∞

(K)

∫ b

a

fn = w = (K)

∫ b

a

f.

�

Al igual que en el caso de la integral de McShane (Teorema 3.1.16), el si-
guiente resultado caracteriza a las funciones Kurzweil integrables en términos
de la K-equi-integrabilidad.

Teorema 5.3.3. Una función f : [a, b]→ X es Kurzweil integrable si y sólo
si el conjunto

{x∗f : ‖x∗‖ ≤ 1}
es K-equi-integrable.

Demostración:
⇒) Si f es Kurzweil integrable, entonces dado ε > 0 existe una función
medidora δ sobre [a, b] tal que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (K)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ ≤ ε,

para toda partición etiquetada {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} de [a, b] δ-�na. Para
todo x∗ ∈ X∗ tenemos∣∣∣∣∣

n∑
i=1

x∗f(ξi)l(Ii)− x∗
(

(K)

∫ b

a

f

)∣∣∣∣∣
≤ ‖x∗‖

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)− (K)

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ ≤ ε‖x∗‖,

y por lo tanto {x∗f : ‖x∗‖ ≤ 1} es K-equi-integrable.
⇐) Si {x∗f : ‖x∗‖ ≤ 1} es K-equi-integrable, entonces para todo ε > 0 existe
una función medidora δ sobre [a, b] tal que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

x∗f(ξi)l(Ii)− (K)

∫ b

a

x∗f

∥∥∥∥∥ ≤ ε,

para toda partición etiquetada {(Ii, ξi) : i = 1, ..., n} de [a, b] δ-�na y todo
x∗ ∈ X∗, con ‖x∗‖ ≤ 1. Por lo tanto, si {(Ji, τi) : i = 1, ..., s} es otra partición
etiquetada de [a, b] δ-�na, tenemos∣∣∣∣∣x∗

(
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)−
s∑
i=1

f(τi)l(Ji)

)∣∣∣∣∣



Teoremas de Convergencia para las integrales de Henstock y
Kurzweil 87

=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗f(ξi)l(Ii)−
s∑
i=1

x∗f(τi)l(Ji)

∣∣∣∣∣ ≤ 2ε,

para todo x∗ ∈ X∗, con ‖x∗‖ ≤ 1. Por lo que∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f(ξi)l(Ii)−
s∑
i=1

(τi)l(Ji)

∥∥∥∥∥ ≤ 2ε,

y, por el Criterio de Cauchy para la integral de Kurzweil (Teorema 2.3.7), f
es Kurzweil integrable.

�

Teorema 5.3.4. (Teorema de Equi-integrabilidad: Henstock, Schwabik
and Guoju, [38]) Sean (fn) ⊂ H([a, b], X) una sucesión H-equi-integrable
sobre [a, b] tal que

ĺım
n→∞

fn(t) = f(t), para toda t ∈ [a, b].

Entonces la función f es Henstock integrable sobre [a, b] y

ĺım
n→∞

[Fn(b)− Fn(a)] = F (b)− F (a),

donde Fn, F son las integrales inde�nidas de fn y f , respectivamente, para
cada n ∈ N.

Demostración: Primero observemos que la H-equi-integrabilidad dada
en la De�nición 5.3.1 implica la K-equi-integrabilidad. El Teorema 5.3.2 im-
plica la integrabilidad Kurzweil de f y la relación

ĺım
n→∞

[Fn(d)− Fn(c)] = F (d)− F (c),

para todo intervalo [c, d] ⊂ [a, b].

Sea ε > 0 dado y sea δ la función medidora de la de�nición de H-equi-
integrabilidad de la sucesión (fn). Supongamos que {(ti, I, i) : i = 1, ..., p} es
una partición arbitraria δ-�na de [a, b] y consideramos la suma

p∑
i=1

‖f(ti)l(Ii)− [F (ti)− F (ti−1)]‖ ≤
p∑
i=1

‖f(ti)l(Ii)− fn(ti)l(Ii)‖

+

p∑
i=1

‖fn(ti)l(Ii)−[Fn(ti)−Fn(ti−1)]‖+
p∑
i=1

‖Fn(ti)−Fn(ti−1)−[F (ti)−F (ti−1)]‖
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Tomando n su�cientemente grande tal que

p∑
i=1

‖f(ti)l(Ii)− fn(ti)l(Ii)‖ < ε

y
p∑
i=1

‖Fn(ti)− F (ti−1)− [F (ti)− F (ti−1)]‖ < ε,

obtenemos
p∑
i=1

‖f(ti)µ(Ii)− [F (ti)− F (ti−1)]‖ < 3ε

y la Henstock integrabilidad de f está probada.

�

El Teorema de Equi-integrabilidad para la integral de Henstock-Kurzweil
es más general que el Teorema de Convergencia Dominada y el Teorema
de Convergencia Monótona, en el sentido de que éstos son consecuencia del
Teorema de Equi-integrabilidad, como lo demostró McLeod en [28]; así pues,
esto nos motiva a cuestionarnos si esto sigue siendo válido para la integral de
Henstock y la integral de Kurzweil en el contexto de los espacios de Banach,
dejamos abierta esta interrogante para futuras investigaciones.
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El objetivo general de este trabajo de tesis fue realizar un análisis de
las integrales de�nidas tanto por Henstock como por Kurzweil considerando
funciones de�nidas sobre un intervalo compacto del conjunto de los números
reales y que toman valores sobre un espacio de Banach, haciendo énfasis en
algunas propiedades algebraicas, en el Teorema Fundamental del Cálculo y
en algunos teoremas de convergencia; además, determinar las relaciones de
estas integrales con otras integrales clásicas en integración vectorial, especí-
�camente, con la integral de Riemann, McShane, Bochner y Pettis.

Como se demostró en el Capítulo 1, las integrales de Henstock y Kurzweil
son equivalentes en el contexto real, con base en el Ejemplo 2.2.4 de la Sec-
ción 2.2, en el contexto vectorial no son equivalentes y, al no ser equivalentes,
ciertas propiedades aún se comparten con el caso real tal como la linealidad
de la integral o el primer aspecto del Teorema Fundamental del Cálculo, pero
algunas otras no, tal como el segundo aspecto del Teorema Fundamental del
Cálculo para la integral de Kurzweil, en el cual la principal diferencia es que
la función es derivada escalar de su integral inde�nida (Teorema 2.5.11).

En el Capítulo 4 se estableció la relación que existe entre éstas y otras
integrales vectoriales clásicas, tales como la integral de Riemann, McShane,
Bochner y Pettis. Con base en las contenciones entre espacios dadas en (4.1),
(4.2), (4.7), (4.8), (4.12) y (4.13) obtuvimos la representación grá�ca entre
estas integrales mostrada en la Figura 5.1.

Como hicimos énfasis en el Capítulo 5, en un espacio de Banach no nece-
sariamente se tiene una estructura de orden, por lo que el Teorema de Conver-
gencia Monótona (Teorema 1.5.1) y el Teorema de Convergencia Dominada
(Teorema 1.5.2) no pueden ser formulados de forma directa al contexto vec-
torial tanto para la integral de Henstock como para la integral de Kurzweil.
Así pues, en este capítulo se de�nió una relación de orden sobre un espa-
cio de Banach arbitrario a través de un cono ordenado (De�nición 5.0.13).
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Figura 5.1.

Ahora, al contar con una relación de orden sobre un espacio de Banach se po-
dría pensar que se pueden formular los Teoremas de Convergencia Monótona
y Dominada de forma directa tanto para la integral de Henstock como de
Kurzweil, sin embargo, no basta con tener una relación de orden se pueden
formular los Teoremas de Convergencia Monótona y Dominada, ya que en
particular se demostró en el Ejemplo 5.2.4 que el Teorema de Convergencia
Monótona no es válido para la integral de Henstock de forma similar a como
se tiene en el contexto real, pero el Teorema de Convergencia Dominada sí
(Teoremas 5.1.1 y 5.1.2). Por otro lado, respecto a la integral de Kurzweil en
la revisión bibliográ�ca que realizamos no encontramos un Teorema de Con-
vergencia Dominada para esta integral, sin embargo, sí se tiene el Teorema de
Convergencia Monótona para esta integral (Teorema 5.2.3). El Teorema de
Equi-integrabilidad (Teorema 1.5.4) para la integral de Henstock-Kurzweil,
al no estar en términos de la relación de orden que se tiene en el conjunto de
los números reales, admite una extensión directa al caso vectorial tanto para
la integral de Henstock y la integral de Kurzweil (Teoremas 5.3.4 y 5.3.2,
respectivamente).

Por último, queremos mencionar que a lo largo de este trabajo de tesis
planteamos diferentes problemas abiertos, los cuales pretendemos que formen
parte de nuestro proyecto doctoral; especí�camente, estos problemas son:

Parte esencial en la demostración del TFC Parte II para la integral de
Henstock es el Lema Fuerte de Saks-Henstock, el cual, en general, no es
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válido para la integral de Kurzweil; sin embargo, desconocemos si este
lema sea una condición necesaria para demostrar el TFC (Parte II), es
decir, ¾existirá una forma de demostrar el TFC parte II de la integral
de Henstock sin hacer uso del Lema Fuerte de Saks-Henstock?

El Teorema de Equi-integrabilidad para la integral de Henstock-Kurzweil
es más general que el Teorema de Convergencia Dominada y el Teorema
de Convergencia Monótona, en el sentido de que éstos son consecuencia
de él, como lo demostró McLeod en [28], esto nos motiva a cuestionar-
nos si esto sigue siendo válido para la integral de Henstock y la integral
de Kurzweil en el contexto de los espacios de Banach.

Sea X un espacio de Banach. ¾Si R([a, b], X) ⊂ H([a, b], X), entonces
la dimensión de X es �nita?

¾Es posible caracterizar a los espacios separables por la equivalencia de
la integral de Bochner y Pettis?

Debido a que en general un espacio de Banach no cuenta con una es-
tructura de orden, en [8] Di Piazza y Marra�a establecen un teorema de
convergencia para la integral de McShane en términos de los elementos
del dual topológico del espacio de Banach X. Además, dado que los
Teoremas de Convergencia Monótona y Dominada que se tienen para
la integral de Henstock-Kurzweil hacen uso de la estructura de orden
usual del conjunto de los números reales ¾será posible formular los Teo-
remas de Convergencia Monótona y Dominada que se tienen para la
integral de Henstock-Kurzweil de manera análoga para la integral de
Henstock y para la integral de Kurzweil en términos de los elementos
del dual topológico del espacio de Banach?, es decir, si (fn) es una
sucesión de funciones vectoriales Henstock (respectivamente Kurzweil)
que converge puntualmente a una función f de tal forma que para todo
x∗ ∈ X∗ , la sucesión (x∗fn) resulta ser monótona o dominada, entonces
esto nos garantice que

ĺım
n→∞

∫ b

a

x∗fn =

∫ b

a

x∗f.

En general, no contamos con una versión del Teorema de Convergen-
cia Monótona para la integral de Henstock análoga al de la integral
de Henstock-Kurzweil; a su vez, tampoco contamos con una versión
del Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Kurzweil
de forma similar a la integral de Henstock-Kurzweil, por lo que nos
planteamos como objetivo la formulación de dichos resultados.
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