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Introduccion

A Newton y a Leibnitz se les acredita la invencion del Calculo hacia 1670,
cuando desarrollaron su teorema fundamental, es decir, las areas se calculan
usando antiderivadas. Posteriormente, Cauchy investigé las integrales de fun-
ciones continuas y establecid, en 1820, la primera definiciéon rigurosa de la
integral definida. Poco después Riemann refin6 la definiciéon de Cauchy y
realiz6 un estudio de las integrales de funciones discontinuas. Sin embar-
go, la teoria de integracion de Riemann no es totalmente satisfactoria dado
que presenta algunas deficiencias, entre las cuales podemos mencionar las
siguientes:

» Laintegral de Riemann no cumple el Teorema Fundamental del Calculo
en toda su generalidad, dado que existen funciones diferenciables cuyas
derivadas no son acotadas y por tanto no son Riemann integrables;
més aun, existen funciones diferenciables cuya derivada es acotada y no
Riemann integrables; en este sentido se dice que la integral de Riemann
no proporciona una solucion general al problema de las primitivas.

» La integral de Riemann no posee “buenos” teoremas de convergencia en
el sentido siguiente: si (f,) es una sucesion de funciones reales Riemann
integrables definidas sobre un intervalo compacto [a, b] del conjunto de
los numeros reales, tal que (f,) converge puntualmente a una funcion f
en [a, b], entonces no necesariamente se cumple que la funcion limite f
sea Riemann integrable sobre [a, b]; més atin, puede ser que la funcion
limite sea integrable, pero el valor de su integral no sea el limite de
la sucesiéon de las integrales; es decir, no necesariamente se cumple la

siguiente igualdad:
b b
n—oo a a

Lebesgue en 1902, con la finalidad de resolver la aseveraciéon de Fourier, la
cual plantea la posibilidad de expresar a toda funcién como una serie trigo-
nométrica, tomo la idea de Riemann y generaliza la integral, obteniendo que

IX



X Introduccién

esta integral, ademas de resolver el problema de Fourier, cuenta con “buenos”
teoremas de convergencia tales como el Teorema de Convergencia Mono6tona
y el Teorema de Convergencia Dominada; sin embargo, sigue sin dar una
solucion general al problema de las primitivas.

Con el objetivo de dar una solucién general al problema de las primitivas,
Denjoy [5] en 1912 y Perron [34] en 1914, de forma independiente, definieron
integrales las cuales resultaron ser equivalentes, por lo cual se le conoce como
la integral de Denjoy-Perron; aunque esta integral si logra este objetivo vy,
ademas, cuenta con versiones andlogas a los Teoremas de Convergencia Mo-
notona y Dominada, ésta no tuvo mucho auge debido a la dificultad de su
teoria.

A finales de la década de los 50, Kurzweil [26] con base en ciertas nece-
sidades que tenia en el contexto de las ecuaciones diferenciales ordinarias, y
Henstock en [24] definen, de manera independiente, integrales, las cuales re-
sultan ser equivalentes cuando se consideran funciones reales definidas sobre
la recta real, es por ello que, en este contexto, se le conoce como la integral de
Henstock-Kurzweil. En [22], Henstock demostrd que toda funcion Lebesgue
integrable es Henstock-Kurzweil integrable. De hecho, en [23], al igual que
Kurzweil en [26], demostrd que la integral de Henstock-Kurzweil es equiva-
lente a la de Perron y, en consecuencia, a la de Denjoy y, por tanto, también
proporciona una soluciéon general al problema de las primitivas, posee teore-
mas de convergencia similares a los Teoremas de Convergencia Monétona y
Dominada y, atiin mas, cuenta con un teorema de convergencia mas general
que estos, llamado Teorema de Equi-integrabilidad (véase la Seccion 1.5.3).

Aunque la integral de Henstock-Kurzweil y la de Riemann estan en tér-
minos de sumas de Riemann, la diferencia radical entre ellas es el tipo de
particiones que se estan considerando, es por ello que también se le conoce
con los nombres de integral de Riemann generalizada, integral medidora (gau-
ge integral), entre otros. Haciendo ligeros cambios en la definicion dada por
Kurzweil se definen otras integrales basados en sumas de Riemann; tal co-
mo la integral de McShane la cual, al considerar funciones con valores reales
definidas sobre un intervalo compacto del conjunto de los niimero reales, es
equivalente a la integral de Lebesgue [29]. De esta forma se puede considerar
a la integral de Lebesgue como una integral basada en sumas de Riemann
sin la necesidad de pasar por la Teoria de la Medida.

La integral de Henstock y la integral de Kurzweil se pueden generalizar de
manera directa para funciones que toman valores en un espacio de Banach
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definidas sobre un intervalo compacto del conjunto de los ntumeros reales.
Sin embargo, estas integrales ya no son equivalentes en general, y algunos
teoremas que son validos para la integral de Henstock-Kurzweil dejan de ser
verdaderos en este caso (véase los Capitulos 2 y 4).

Esto motiva a preguntarse las condiciones bajo las cuales si son equivalen-
tes; qué teoremas son verdaderos en el contexto vectorial y, en el caso de que
no sean validos, bajo qué condiciones sobre el espacio se pueden demostrar
los teoremas correspondientes; particularmente nos enfocaremos en analizar
las correspondientes formulaciones del Teorema Fundamental del Célculo y
los teoremas de convergencia (Monotona, Dominada y Equi-integrabilidad)
para ambas integrales.

En la integral de Henstock-Kurzweil los Teoremas de Convergencia Mo-
noétona y Dominada hacen uso de la estructura de orden usual que existe
en el conjunto de los niimeros reales, por lo cual las formulaciones de estos
teoremas no tienen sentido definirlas como tal en un espacio de Banach dado
que éste no cuenta necesariamente con una estructura de orden; asi pues, esto
nos motiva a preguntarnos ;como podriamos formular versiones de éstos teo-
remas bajo este contexto?. Una manera de hacerlo es definir un orden parcial
en el espacio de Banach, pero ;qué condiciones debe cumplir esta relaciéon de
orden de tal forma que éstos sean equivalentes cuando consideramos el caso
real?

Por tal motivo, el objetivo general de este trabajo de tesis es realizar un
analisis tanto de la integral de Henstock como de la integral de Kurzweil al
considerar funciones que toman valores en un espacio de Banach y que estan
definidas sobre un intervalo compacto del conjunto de los ntimeros reales
y su relacion con la integral de Riemann, Bochner, McShane y Pettis. Los
objetivos particulares son:

= Recopilar algunas propiedades elementales e importantes para ambas
integrales, tales como sus propiedades algebraicas, el Lema de Saks-

Henstock, entre otras.

= Analizar sus correspondientes versiones del Teorema Fundamental del
Calculo.

» Determinar algunos teoremas de convergencia.

El presente trabajo de tesis esta desarrollado en 4 capitulos:
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Capitulo 1 Teniendo en cuenta que las integrales de Henstock y Kurzweil
son equivalentes al considerar funciones reales, en este capitulo esta-
bleceremos algunas de las propiedades méas importantes de la integral
de Henstock-Kurzweil tales como: sus propiedades algebraicas, el Lema
de Saks-Henstock, el Teorema Fundamental del Célculo y algunos teo-
remas de convergencia; haciendo énfasis en el Lema de Saks-Henstock
dada su importancia en esta Teoria de Integracion.

Capitulo 2 En este capitulo estableceremos las propiedades més elementa-
les e importantes de la integral definida por Henstock cuando se con-
sideran funciones vectoriales y que estan definidas sobre un intervalo
compacto; tales como algunas propiedades algebraicas, su correspon-
diente formulacion del Teorema Fundamental del Célculo y sus versio-
nes del Lema de Saks-Henstock (fuerte y débil).

Es de destacar la importancia de la funcién construida en este mismo
capitulo, dado que serd nuestro caballo de batalla al servir de ejemplo
y contraejemplo de diversos hechos durante el desarrollo del presente
trabajo de tesis.

En este mismo capitulo consideraremos la integral de Kurzweil bajo el
contexto de funciones con valores sobre un espacio de Banach definidas
sobre un intervalo compacto, al establecer sus propiedades algebraicas
y elementales, el Lema de Saks-Henstock en su version débil; exhibi-
remos una funcion Kurzweil integrable la cual contradice a la version
fuerte. Estableceremos la parte I del Teorema Fundamental del Calculo,
ademas, exhibiremos una funcion Kurzweil integrable la cual muestra
que no es posible formular la parte IT del Teorema Fundamental del
Calculo de la integral de Henstock-Kurzweil de forma andloga para la
integral de Kurzweil; por ello, establecemos una version “débil” de la
parte II de este teorema.

Capitulo 3 Debido a que uno de nuestros objetivos generales es determi-
nar las relaciones entre la integral de Henstock y Kurzweil con otras
integrales clasicas sobre espacios de Banach, tales como la integral de
Riemann, McShane, Bochner y Pettis, en este capitulo daremos una
breve introducciéon al lector a estas integrales, la cual consiste en sus
correspondientes definiciones, algunas propiedades algebraicas y las for-
mulaciones de los teoremas de convergencia méas conocidos para cada
integral.

Capitulo 4 En éste capitulo estableceremos las relaciones que existen en-
tre ciertas integrales de tipo Riemann; cuando consideramos funciones
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con valores sobre un espacio de Banach y definidas sobre un interva-
lo compacto del conjunto de los ntimeros reales: Riemann, McShane,
Henstock y Kurzweil. Ademés, dado que algunas integrales se definie-
ron para caracterizar ciertas propiedades algebraicas y/o topologicas
de los espacios de Banach tales como las integrales de Bochner y Pet-
tis, estableceremos también las relaciones que existen entre éstas con
las integrales de tipo Riemann. En ciertos casos, exhibiremos algunas
condiciones adicionales sobre la funcién o sobre el espacio de Banach
para que exista una relacion de equivalencia entre éstas.

Capitulo 5 En este capitulo se definird una relaciéon de orden sobre un es-
pacio de Banach, la cual permitiré establecer el correspondiente Teore-
ma de Convergencia Dominada para la integral de Henstock; ademas,
exhibiremos una funcion Henstock integrable la cual muestra que no
es posible formular un Teorema de Convergencia Mondtona para la
integral de Henstock-Kurzweil de forma anéloga para la integral de
Henstock; ademas, estableceremos su correspondiente formulacion del
Teorema de Equi-integrabilidad. Haciendo uso de la relacion de or-
den definida e imponiendo condiciones més fuertes, estableceremos la
formulacion del Teorema de Convergencia Mondtona para la integral
de Kurzweil, asi como su correspondiente formulacion del Teorema de
Equi-integrabilidad.
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Notaciones y Convenciones

A lo largo de este trabajo los simbolos R y [a, b] denotaran al conjunto de
los nimeros reales y un intervalo compacto de éste, respectivamente. Por X
y X* denotaremos un espacio de Banach arbitrario y el espacio dual de éste,
respectivamente. El simbolo ||-|| representaré la norma del espacio de Banach.

En el transcurso de la presente tesis estableceremos resultados consideran-
do funciones que toman valores reales definidas sobre un intervalo compacto
[a,b] y funciones que toman valores sobre un espacio de Banach y que es-
tan definidas sobre el mismo intervalo [a, b], por lo que haremos referencia a
ellas como funciones reales y funciones vectoriales, respectivamente; por tal
motivo, los resultados establecidos considerando inicamente funciones reales
diremos que estan bajo el contexto real, de igual forma para el contexto vec-
torial el cual, en ocasiones, también le denominaremos el contexto de los
espacios de Banach.

Denotamos por p la medida de Lebesgue y Ly () al conjunto de funcio-

nes reales Lebesgue integrables con respecto a u, a menos que se indique lo
contrario.
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Capitulo 1

Integrales de Henstock y
Kurzweill para Funciones Reales

Dado que nuestro objetivo general es hacer un analisis de las integrales
definidas por Henstock y Kurzweil en el contexto de los espacios de Ba-
nach, en este capitulo estableceremos las bases necesarias para realizar dicho
estudio. El capitulo esté escrito esquematicamente; presentaremos las propie-
dades elementales e importantes de estas integrales en el contexto real, tales
como algunas propiedades algebraicas, el Lema de Saks-Henstock, el Teore-
ma Fundamental del Célculo y algunos teoremas de convergencia. Debido
a que las propiedades que se estableceran en este capitulo son tinicamente
para fines comparativos para el desarrollo de los Capitulos 2 y 3, omitiremos
las demostraciones de éstos; sin embargo, el lector interesado en conocer las
demostraciones de estos resultados puede consultar las siguientes referencias:
[1], [17], [42] y [41].

1.1. Definiciones y Conceptos

Antes de establecer las definiciones de las integrales dadas por Henstock
y Kurzweil en el contexto real, daremos algunos conceptos técnicos que apa-
recen en las definiciones de dichas integrales:

= Dos subintervalos compactos J, K C R son no traslapados si y solo si
intJ NintK = (). La longitud de un intervalo I = [a,b], con a < b,
la definimos como

I(I):=b—a.



2 Definiciones y Conceptos

» Una subparticion de [a, b] es una coleccion finita {;}?_, de subinterva-
los compactos no traslapados de [a, b], con I; = [t;_1,t;]. Una particién
de [a, b] es una subparticion tal que [a,b] = I; U ... U I,.

» Una particion etiquetada (subparticion etiquetada) de [a, b] es un
conjunto de pares ordenados P := {([;,&) : i = 1,...,n} de tal forma
que la coleccion {I;} es una particion (subparticion) de [a,b] y & € I,
donde al punto &; le llamaremos la etiqueta asociada al subintervalo
I;, para todoi=1,...,n.

» Una funcién 0 : [a,b] — R es medidora (gauge) sobre [a, ] si y s6lo
si 0(t) > 0, para toda t € [a, b].

» Sea 0 una medidora sobre [a,b] y P una particion (subparticion) eti-
quetada de [a, b], decimos que P es d-fina si

I; C[& —6(&), & + (&),

para todo 2 =1,...,n.

Nota. De ahora en adelante al hacer referencia a una funcion medidora y/o
particion (subparticion) etiquetada serdn respecto a un mismo intervalo a
menos que se indique lo contrario.

El siguiente Lema, demostrado por Cousin en 1895 ([4]), es util para
demostrar que tanto la integral de Henstock como la de Kurzweil estan bien
definidas.

Lema de Cousin. Si § es una medidora sobre |a,b], entonces existe una
particion (subparticion) etiquetada de |a,b] que es d-fina.

A continuacion exhibiremos la definicion la integral dada por Kurzweil en
1957 (|26]) y la integral de Henstock definida en 1961 ([24]).

Definicién 1.1.1. Una funcion f : [a,b] — R es Kurzweil integrable sobre
la,b] siy sdlo si existe w € R con la siguiente propiedad:

Dado € > 0 eziste una funcion medidora 6 = 0. sobre [a,b], tal que si
{(I;,&) :i=1,...,n} es una particion etiquetada O-fina de [a,b], entonces

< €.

Zf(&)l(h) —w




Integrales de Henstock y Kurzweil para Funciones Reales 3

Si tal w existe, entonces, por el Lema de Cousin, es tnico, en tal caso lo
denotaremos por w := (K) f; f; ademas, si I = [a,b], al valor de la integral
de Kurzweil de f sobre I lo denotaremos por w = (K) [, f.

Definicion 1.1.2. Una funcion f : [a,b] — R es Henstock integrable sobre
[a,b] siy sdlo si existe una funcion F : [a,b] — R con la siguiente propiedad:

Dado € > 0, existe una funcion medidora § sobre |a,b] tal que si {(I;,&) :
i=1,..,n} es una particion etiquetada 0-fina de [a,b], entonces

Z |F(t:) — F(tio1) — f(&) (i — tia)] <€

En este caso, escribiremos (H) f(ff = F(t) — F(a), t € [a,b]. Para a <
c < d < b definimos la integral de Henstock sobre [c,d], como (H) fcdf =
F(d) — F(c).

Debido a que por el momento no contamos con las herramientas necesa-
rias para establecer la relacion entre ambas integrales, en la Seccién 1.3.2 a
través del Teorema 1.3.3, se establecerd que ambas integrales son equivalentes
en el contexto real. Asi pues, a estas integrales equivalentes les llamaremos
la integral de Henstock-Kurzweil; para mayor comodidad a lo largo de
este trabajo haremos uso de la definicion de Kurzweil al referirnos a esta
integral. A su vez, al espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables le
denotaremos HK ([a, b, R).

Nota. En la literatura cldsica de Teoria de Integracion (véase por ejemplo
[1]) existe al menos otra caracterizacion de la integral de Henstock-Kurzweil
en términos de primitivas, sin embargo, en el presente trabajo de tesis, omi-
tiremos su uso.

En la integral de Henstock-Kurzweil se hace mayor énfasis en las etique-
tas que en la integral de Riemann, en el sentido de que en la integral de
Riemann se consideran particiones uniformes, es decir, el valor de las etique-
tas son puntos arbitrarios de los intervalos subordinados a una ¢ constante
(funcion medidora constante). De esta manera, dado que en la integral de
Riemann so6lo se consideran funciones medidoras constantes, es claro que to-
da funcién Riemann integrable es Henstock-Kurzweil integrable y el valor de
las integrales coinciden. Sin embargo, el reciproco no siempre se cumple; un
ejemplo de ello es la funcion siguiente definida por Dirichlet en 1829:




4 Propiedades

Ejemplo 1.1.3. Sea f :[0,1] — R definida por

1, sit es racional,
f(t) = { 0, sit esirracional.

Esta funcion es Henstock-Kurzweil integrable sobre [0,1] vy no es Rie-
mann integrable sobre el mismo intervalo (véase [1]); por lo tanto podemos
afirmar que el espacio de las funciones Riemann integrables esta contenido
propiamente en el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables, es
decir,

R(la,b],R) C HK([a,b],R).

1.2. Propiedades

En esta seccion presentaremos algunas de las propiedades mas elementales
e importantes de la integral de Henstock-Kurzweil; especificamente, mencio-
naremos algunas propiedades algebraicas.

Teorema 1.2.1. Sean f,g € HK([a,b],R), ¢ € R. Entonces la funcidn:

(a) cf es Henstock-Kurzweil integrable sobre [a,b] y
b b
(HK)/ cf:c(HK)/ f.
(b) f+ g es Henstock-Kurzweil integrable sobre [a,b] y
b b b
HE) [+ 9)=r) [ 1 m) [

Nota. Con base en el Teorema 1.2.1 se tiene que HK ([a,b],R) es un espacio
vectorial con respecto a las operaciones usuales de funciones y que, ademds,
la integral es un operador lineal sobre €l.

Teorema 1.2.2. Si f € HK([a,b],R) y f(t) > 0, para toda t € |a,b],
entonces

(HK)/abfZO.

Teorema 1.2.3. (Monotonia) Sean f,g € HK([a,b],R) tales que f < g.
Entonces

(HK)/abe <HK>/abg.
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Teorema 1.2.4. (Aditividad) Sean f € HK ([a,b],R) y ¢ € (a,b). Entonces
[ es integrable sobre [a,b] si y sdlo si la funcidn [ restringida a los intervalos
la,c| y [c,b] es Henstock-Kurzweil integrable. En este caso tenemos

(HK)/abfz(HK)/acfHHK)/cbf.

Teorema 1.2.5. Sean f € HK([a,b,R) y g : [a,b] — R. Si f = g casi
donde quiera en |a,b], en el sentido de la medida de Lebesque, entonces g es
Henstock-Kurzweil integrable sobre |a,b] y

(HK) / g=HK) [ 1

A continuacién mencionaremos dos propiedades de la integral de Henstock-
Kurzweil que la diferencian de las integrales de Riemann y de Lebesgue; una
de ellas es la integrabilidad absoluta y la otra es el concepto de integral impro-
pia. La integral de Henstock-Kurzweil no es una integral absoluta
en el sentido de que si f : [a,b] — R es Henstock-Kurzweil integrable sobre
[a, b] entonces, en general, no se cumple que la funcion |f| también sea inte-
grable sobre el mismo intervalo (véase [36]); sin embargo, cuando se cumple
la integrabilidad de |f]| se tiene lo siguiente:

Teorema 1.2.6. Si f,|f]: [a,b] — R son ambas Henstock-Kurzweil integra-

bles sobre [a,b], entonces
b
<(K) [ 111

(HK)/abf

Teorema 1.2.7. Si f € HK([a,b],R) y eziste M € R tal que |f(t)| < M,
para todo t € |a,b], entonces

’(HK)/abf

Si queremos definir el concepto de integral impropia de manera si-
milar a como se hace para la integral de Riemann o Lebesgue, no obtenemos
nada nuevo, por el siguiente resultado:

Teorema 1.2.8. (Teorema de Hake) Sea [ : [a,b] — R. Entonces la
funcion f es Henstock-Kurzweil integmble st y solo si existe w € R tal que
para todo ¢ € [a,b) la restriccion de f a |a,c| es integrable y

< M(b—a).

lim (HK) / f=uw.
c%bf

En este caso, w = (HK) f;f
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Observacion. FEl anterior resultado también puede formularse haciendo uso
del punto extremo izquierdo y un punto interior del intervalo; al lector in-
teresado en tales formulaciones lo invitamos consultar [1].

El siguiente resultado es utilizado cuando no existe un valor particular
que pueda ser predicho como el valor de la integral de una funcién o es des-
conocido, el cual es una caracterizacion de la integral de Henstock-Kurzweil.

Teorema 1.2.9. (Criterio de Cauchy) Una funcion f € HK([a,b],R)
si y solo si para cualquier € > 0 existe una funcion medidora 6 sobre [a, D]
tal que si {(1;,&) i = 1,...,n} y {(Jj,75) : j = 1,...,m} son particiones
etiquetadas O-finas de |a,b], entonces

m

Z fE&)IL) — Z fp)l(J;)| < e

J=1

Dada la relacion existente entre el concepto de medibilidad y el de inte-
grabilidad, tal como en la integral de Lebesgue, no podemos pasar por alto
este concepto de gran relevancia en este trabajo, por lo que en esta seccion
presentaremos algunos resultados importantes relacionados con la medibili-

dad.

Definicién 1.2.10. Una funcion f : [a,b] — R es Lebesgue medible sobre
la,b] si y solo si existe una sucesion (s,) de funciones simples sobre |a,b] tal
que

f(t) = lim s,(t), casi dondequiera sobre |[a, b].
n—oo

Teorema 1.2.11. Si f € HK ([a,b],R), entonces f es Lebesque medible.

Nota. Es conocido que las funciones Riemann integrables estin caracteriza-
das por ser continuas excepto en un conjunto de medida Lebesque cero; sin
embargo, al extenderla al contexto vectorial este no es el caso, En [36] se
exhibe una funcion Riemann integrable la cual es discontinua en un conjunto
de medida positiva.

1.3. Lema de Saks-Henstock

El lema de Saks-Henstock, en ocasiones llamado simplemente “Lema de
Saks”, tiene una importancia fundamental en la Teoria de Integracion, ya que
se utiliza para demostrar diversas propiedades de la integral de Henstock-
Kurzweil; por ejemplo, al demostrar la continuidad de la integral indefinida,
parte importante del Teorema Fundamental del Calculo.
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Nota. Aunque Henstock en [25] atribuye este resultado a S. Saks [37], su
uso en la integracion es mérito de él.

1.3.1. Version Débil

La integrabilidad de Henstock-Kurzweil de una funcion f sobre [a,b]
requiere, dado ¢ > 0, que exista una medidora § sobre [a,b] tal que si
{(I;,&) : i = 1,...,n} es una particién etiquetada J-fina de [a,b] entonces
se cumple que la integral dista de la suma de Riemann una distancia menor
que €. El Lema de Saks-Henstock afirma que el mismo grado de aproximacion
es valido para la diferencia entre cualquier subconjunto de términos de esta
suma de Riemann y la suma de integrales de f sobre los correspondientes
subintervalos.

Lema 1.3.1. Sea f € HK([a,b],R). Para cada € > 0 sea . una funcion me-
didora sobre [a,b] tal que si {(1;,&;) 1 i =1,...,n} es una particion etiquetada
d-fina de [a,b], se cumple que

< e (1.1)

> s - (HEK) [ 1

Si {(1;,&) i = i,....,k} es cualquier subparticion etiquetada 0-fina de

la,b], entonces
k

3 {f(&)zuo - ) | f}

i=1

<e (1.2)

Demostracion: Sea ¢ > 0, como f es Kurzweil integrable, existe una
funcion medidora 0 de [a, b] tal que para toda particion {(I;,&) : i =1,...,n}
d-fina de [a, b] tenemos

<€
4.

S r&in) - (HK) / f

Sea Y, una suma parcial de > " |y E; la union de [t;_1,%;] de >,. Su-
pongamos que Es es la clausura de [a, b] \ E;. Entonces, por el Teorema 1.2.4,

f es Kurzweil integrable sobre F,. Por tanto podemos elegir una particioén
)-fina P, de F, tal que
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donde Y, es sobre P,. Ahora escribimos ) , = >, + >, tenemos

S — (1K) [ f)‘

1

<

Sty - () [ f)‘

3

+ <

€
5 .

S - wK) [

Consecuentemente, el teorema queda demostrado.

1.3.2. Version Fuerte

Ahora estableceremos la posibilidad de intercambiar el valor absoluto
con la sumatoria en la desigualdad (1.2), conservando el mismo grado de
aproximacion.

Lema 1.3.2. Con las hipdtesis del Lema 1.5.1, tenemos

k

D

i=1

< 2e.

) — (HE) / F

I;

Demostracién: Sea Pt la particion formada por las parejas de {(I;, &) :
i =1,..,n} para las cuales f(&)I(];) — fli f >0, de igual forma, sea P~ la
particion formada por las parejas de {(I;,&;) : ¢ = i,...,n} para las cuales
F(E)IT) = [, f < 0. De esta forma,

S| peu) - /If' Z;{f(&)l(h) - /[f} <e

p+

> frenn - [ o =-3 {rena- [ s <e

i

Sumando ambos términos concluimos la demostracion.
O

A continuacion estableceremos la equivalencia entre la integral de Hens-
tock y la integral de Kurzweil:
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Teorema 1.3.3. Sea [ : [a,b] — R. f es Henstock integrable si y solo si
f es Kurzweil integrable. Ademds, en este caso, el valor de las integrales
coinciden.

Demostracion: =) Sea ¢ > 0, como f es Henstock integrable, existe
una funcion medidora ¢ sobre [a,b] tal que si {([;,§) : i = 1,...,n} es una
particion etiquetada o-fina de [a, b], entonces

D€L = F(t) = Flti)| <

Sea {(I;,&) :i=1,...,n} una particién d-fina. Entonces

S @) - (1) / f‘ -

n

ST — (H) / i f)‘

=1 i—

n

<.

=1

ey - ) [ 1| =Sl - Fw) - Pl <

Por lo tanto, f es Kurzweil integrable y (K) fab f=(H) f: f.

<) Tomamos F(t) = (K) f; f, para todo t € [a,b]; la demostracion se
sigue del Lema 1.3.2.

g

A'lo largo de este trabajo al Lema 1.3.1 lo denominaremos Lema débil de
Saks-Henstock y al Lema 1.3.2 como Lema fuerte de Saks-Henstock.
Observe que 1.3.2 implica 1.3.1 como consecuencia de la desigualdad del
triAngulo; mas atin, haciendo uso del orden usual del conjunto de los niimeros
reales, el reciproco también se cumple (véase |1]), por lo que en este contexto,
son equivalentes. Sin embargo, al establecer estas mismas formulaciones para
la integral de Kurzweil en el contexto vectorial, en general, éste no es el caso
(Seccion 2.4 del Capitulo 2).

1.4. El Teorema Fundamental del Calculo

Existen dos aspectos a los cuales tradicionalmente se les denomina Teore-
ma Fundamental del Célculo (TFC): una parte establece una condicion bajo
la cual se puede integrar la derivada de una funcion diferenciable (Parte I)
y la otra establece algunas propiedades de la integral indefinida tal como su
diferenciabilidad (Parte II). En esta seccion presentaremos ambos aspectos
del TFC para la integral de Henstock-Kurzweil.
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1.4.1. Partel

Teorema 1.4.1. Si la funcion f : [a,b] — R es diferenciable en [a,b], en-
tonces f' es Henstock-Kurzweil integrable sobre [a,b] y

b
<HKy/fu:ﬂw—fm>

1.4.2. Parte II

Definiciéon 1.4.2. Sea f € HK([a,b],R). La funcion F : [a,b] — R definida
por

F(t) = (HK) /tf, e ab),
se le denomina la integral indeﬁm‘d; de f.
Teorema 1.4.3. Si f € HK([a,b],R), entonces:
(1) Su integral indefinida F es continua en |a,b|.
(i) Si f es continua en t € [a,b], entonces F'(t) = f(t).

(1ii) F es diferenciable casi donde quiera en [a,b] y F'(t) = f(t) casi don-
dequiera en [a,b].

A continuacion estableceremos un resultado mas general que el teorema
anterior, para ello, requerimos antes definir algunos conceptos.

Definicién 1.4.4. Sean F : [a,b] — R y [c,d] C [a,b]. Definimos la oscila-
cion de la funcion F sobre el intervalo [c,d] por

W(F, ed)) = sup{|F(y) — F(@)| - <o <y < d}.
Definicion 1.4.5. Sean F : [a,b] = R y E C [a,]].

» La funcion F es absolutamente continua (AC) sobre E si y solo si
para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que

Z |[F'(d;) — F(ai)| <,

donde {[c;,d;] : 1 < i < n} es una coleccion finita de intervalos no
traslapados con puntos extremos en E que satisfacen

n

=1
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» La funcion F' es absolutamente continua en el sentido restrin-
gido (AC,) sobre E siy sdlo si para cada € > 0 existe § > 0 tal que

ZW(F, cs, di]) < e,

donde {[c;,d;] : 1 < i < n} es una coleccion finita de intervalos no
traslapados con puntos extremos en E que satisfacen

n

Z(dZ — Ci) < 6.

=1

» La funcion F es absolutamente continua generalizada (ACG) so-
bre E siy sdlo si F|g es continua sobre E' y E puede ser escrito como
union numerable de conjuntos sobre los cuales F es AC. La funcion F
es absolutamente continua generalizada en el sentido restrin-
gido (ACG.,) sobre E siy sdlo si F|g es continua sobre E y E puede
ser escrito como union numerable de conjuntos sobre los cuales I es

AC,.

Ahora contamos con las herramientas necesarias para formular el siguiente
resultado, el cual, como mencionamos anteriormente, es mas general que el
Teorema 1.4.3.

Teorema 1.4.6. (Gordon, [17]) Una funcion f : [a,b] — R es Henstock-
Kurzweil integrable sobre [a,b] si y sdlo si existe una funcion F ACG, sobre
[a,b] tal que F' = [ casi donde quiera en [a,b].

1.5. Teoremas de Convergencia

En ocasiones es necesario considerar el limite de sucesiones o series de
funciones reales, si estas convergen de alguna forma, en algunos casos la fun-
cion limite es mucho méas complicada de analizar que los elementos de la
sucesion; por ejemplo, si las funciones son Riemann integrables la funcion
limite puede no ser Riemann integrable. Adicionalmente, si el limite es Rie-
mann integrable, su integral de Riemann puede no ser el limite de la sucesion

<fab fn> de integrales; en [1] podemos encontrar ejemplos de lo anterior. Una

condicion suficiente en la integral de Riemann para garantizar que la fun-
cion limite sea Riemann integrable es considerar la convergencia uniforme
de la sucesion; sin embargo, la integral de Lebesgue debilita esta condicién
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al considerar convergencia puntual y algunas condiciones adicionales sobre
la sucesion de funciones tales como que la sucesion de funciones Lebesgue
integrables sea mono6tona o dominada bajo una funcién Lebesgue integrable.
En esta seccidn exhibimos algunos teoremas de convergencia para la integral
de Henstock-Kurzweil analogos a los de la integral de Lebesgue.

1.5.1. Teorema de Convergencia Monétona

El siguiente resultado es una generalizacion de un importante teorema
probado en 1906 para la integral de Lebesgue, formulado por el matemético
italiano Beppo Levi.

Teorema 1.5.1. (de Convergencia Mondtona) Sea (f,) una sucesion
mondtona en HK ([a,b],R), y sea f(t) := lim, o fn(t), para casi toda t €
la,b]. Entonces f € HK([a,b],R) si y sdlo si la sucesion ((HK) ff fn) es
acotada en R; en este caso

n—oo

(HK) /abf: lfm (HK) /:fn.

1.5.2. Teorema de Convergencia Dominada

Teorema 1.5.2. (de Convergencia Dominada) Sea (f,) una sucesion
en HK([a,b],R) con f(t) = lim f,(t), para toda t € [a,b]. Supongamos que
existen funciones a, w € HK ([a,b],R) tal que

a(t) < fu(t) < wl(t), para casi todat € [a,b],n € N.

Entonces f € HK ([a,b],R) y

n—oo

(HK) /abf: lim (HK) /abfn.

La hipétesis “usual” de dominacién en el Teorema de Convergencia Do-
minada para la integral de Lebesgue es que exista una funcion g Lebesgue
integrable que domine a la sucesion (f,,) en el sentido de que |f,| < g, para
toda n € N; sin embargo, para la integral de Henstock-Kurzweil si considera-
mos esta misma dominacién no obtenemos nada nuevo dado que nos implica
que cada elemento de la sucesion es Lebesgue integrable.

Nota. Es importante notar que si al menos una de las funciones o, w, f,,
n € N, en el Teorema 1.5.2 es Lebesgue integrable sobre |a,b], entonces la
funcion limite es Lebesque integrable sobre el mismo intervalo.
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1.5.3. Teorema de Equi-integrabilidad

Como podré observar el lector, los Teoremas de Convergencia Mondto-
na y Dominada utilizan la relacion de orden usual del conjunto de los nu-
meros reales; sin embargo, un criterio mas general que éstos es el de equi-
integrabilidad, el cual, no hace uso de esta relacion, lo cual es de gran im-
portancia al momento de considerar funciones vectoriales, esto es, dado un
e > 0 la misma funcién medidora § es vilida para la integrabilidad de todas
las funciones que pertenecen a la sucesion. En [40] denominan a este teorema
como “Teorema de Convergencia Uniforme”.

Definicion 1.5.3. Una coleccion § C HK ([a,b],R) es equi-integrable so-
bre |a,b] si y solo si para cada € > 0 existe una funcion medidora . sobre
la,b] tal que si P es cualquier particion 0.-fina de [a,b] y f € §, entonces

<e.

n b
> HEn) — (1K) / f

Teorema 1.5.4. (de Equi-integrabilidad) Si (f,) C HK([a,b],R) es una
sucesion equi-integrable sobre [a,b] y f(t) = lim, o fn(t), para todat € [a,b],
entonces f es Henstock-Kurzweil integrable sobre [a,b] y

b b
(HK)/ f= lim (HK)/ I (1.3)
a n—oo a
McLeod en [28] demuestra que el Teorema de Convergencia Mondtona
y el Teorema de Convergencia Dominada son consecuencias del Teorema
de Equi-integrabilidad; Gordon en [16]| construye otra demostracion de este
hecho haciendo uso de resultados de la Teoria de la Medida.




14

Teoremas de Convergencia




Capitulo 2

Integrales de Henstock y Kurzweil
para Funciones Vectoriales

El objetivo principal de este capitulo es realizar un andlisis de las inte-
grales definidas por Henstock y Kurzweil en el contexto de los espacios de
Banach. Especificamente, analizaremos algunas de sus propiedades algebrai-
cas; sus correspondientes versiones del Lema de Saks-Henstock y del Teorema
Fundamental del Célculo.

2.1. Definiciones
A continuacion presentaremos las definiciones de las integrales de Hens-
tock y Kurzweil en el contexto de los espacios de Banach.

Definicion 2.1.1. Una funcion f : [a,b] — X es Henstock integrable
sobre [a,b] si y sdlo si existe una funcion F : |a,b] — X con la siguiente
propiedad:

Dado € > 0, existe una funcion medidora 0 de [a,b] tal que si {(I1;,&) :
i=1,...,n} es una particion etiquetada 0-fina de [a,b], se cumple que

D IE() = Flti) = ()0 — )] < e

En este caso, escribiremos (H) fat f=F(t)—Fl(a),t € [a,b]; ademds, si [ =
[a,b], al valor de la integral de Henstock de f sobre I también lo denotaremos

por F(I) = F(b) - F(a) = (H) [, f.

A la coleccion de todas las funciones Henstock integrables sobre [a, 0] la
denotaremos por H([a, b], X).

15
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Nota. A la integral de Henstock también se le conoce como “Integral varia-
ctonal”, “Integral fuerte de Henstock-Kurzweil” o la “integral HL”.

Definicién 2.1.2. Una funcion [ : |a,b] = X es Kurzweil integrable so-
bre [a,b] si y sdlo si existe w € X con la siguiente propiedad:

Dado € > 0, eziste una funcion medidora 0 de [a,b] tal que para toda
particion etiquetada {(1;,&;) i =1,...,n} 0-fina de [a,b] , se cumple que

< €.

w — Z UeH

Si tal valor w existe, entonces, por el Lema de Cousin, éste es tinico y lo
denotaremos por w := (K) fab f; ademas, si I = [a,b], al valor de la integral
de Kurzweil de f sobre I también lo denotaremos por w = (K) [, f. A la
coleccion de funciones Kurzweil integrables sobre [a,b] la denotaremos por
K([a,b], X).

Nota. Originalmente, Kurzweil define su integral considerando funciones
reales (véase [26]); Cao [2] realiza la extension de esta integral al contexto de
los espacios de Banach. Esta integral es cominmente conocida con el nombre
de “integral en el sentido de Kurzweil” o “K-integral”, en ocasiones también se
le denomina integral de “Kurzweil-Henstock” o “Henstock-Kurzweil” debido a
que Henstock realizo aportaciones importantes para esta integral tal como la
formulacion del Lema de Saks-Henstock.

2.2. Construcciéon de una funciéon en ly([a, b))

La funcion que presentamos en esta seccion (Ejemplo 2.2.4) es de suma
importancia en el desarrollo de ciertas partes de este trabajo de tesis, tal como
en las Secciones 2.3, 2.4, 2.5 v en el Capitulo 4; pero antes mencionaremos
el concepto de sumabilidad y algunas propiedades de éste (Proposicion 2.2.2
y Teorema 2.2.3).

Definiciéon 2.2.1. Sea I C R un conjunto arbitrario y sea X un espacio
normado. Una familia (z;);c; de elementos de X es sumable con suma x €
X y escribimos ), ; x; = x si y solo si para todo € > 0, existe un subconjunto
finito F. C I tal que para todo subconjunto finito F* C I con F D F,,

i€l

< €.
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Proposicion 2.2.2. Sean (x;)ic; v (yi)ier dos familias de elementos de X y
c € R. Si(z;)icr v (Yi)ier son sumables, entonces (x; + yi)ier y (cxi)icr SON
sumables, y ademds

Z(a:, +yi) = Zﬂfz + Z?/i>

iel iel il
Z(cxl) = CZZL“Z'.
i€l il
Con base en la Proposicion 2.2.2 se tiene que el conjunto l(I) de todas
las familias (z;)ier, 7; € R, tal que (Jx;]*)icr es sumable; es decir,

lo(I) = {x = (Ti)ier, i € R?Z ;[ < OO}
icl

es un espacio vectorial. En este caso, la expresion

<.%', y> = Z il

i€l
define un producto interior. Ademas,

Teorema 2.2.3. I5(I) equipado con la norma

Jell = (Z |xz~|2> N

iel
es un espacio de Banach.

El conjunto B = {¢;|i € I'}, con e; : I — R definida por

N )L i=y,
“”‘{mi#m
es una base ortonormal completa para l5(1).

Con los conceptos establecidos anteriormente, a continuaciéon definiremos
una funcién que serd de suma importancia posteriormente al servir como
ejemplo y contraejemplo de diversos resultados.

Ejemplo 2.2.4. Sea I = [a,b] y X = ls([a,b]) equipado con la norma || - ||o.
Sea f :[a,b] = X la funcion dada por

f(i) =e;, 1 € [a,b)].
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2.3. Propiedades

En esta seccidn estableceremos algunas propiedades elementales e impor-
tantes de las integrales de Henstock y Kurzweil; la forma en como lo haremos
es con base en el esquema dado en el Capitulo 1. Las pruebas omitidas aqui
pueden encontrarse en libros clésicos tales como [38].

Teorema 2.3.1. Sean f,g: [a,b] — X funciones Henstock (respectivamente
Kurzweil) integrables sobre [a,b] y sea ¢ € R. Entonces la funcion:

1. cf es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre |a,b] y

) [ s =t [ 5

a

2. [+ g es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre [a,b] y
b b b
HEK) [(F+9) = @) [ £+E) [0

donde (H(K)) fab denota la integral de Henstock (respectivamente Kurzweil).

Como consecuencia del resultado anterior, se deduce que el conjunto
H([a,b], X) (respectivamente K ([a,b], X)) es un espacio vectorial respecto
a las operaciones usuales de funciones; mas atn, la integral de Henstock
(respectivamente Kurzweil) es un operador lineal sobre él.

Teorema 2.3.2. Supongamos que [ : [a,b] — X es Henstock (respectiva-
mente Kurzweil) integrable sobre [a,b] y sea J C [a,b] un intervalo compac-
to. Entonces f es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre el
intervalo J.

Teorema 2.3.3. Sean f : [a,b] - X y ¢ € (a,b). Si f es Henstock (res-
pectivamente Kurzweil) integrable sobre cada uno de los intervalos [a,c| y
[c,b], entonces f es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre el
intervalo |a,b]. Mds ain,

) [ = () [ 1) [ '

Teorema 2.3.4. Sean f : [a,b] — X Henstock (respectivamente Kurzweil)
integrable sobre [a,b] y g : [a,b] — X. Si f = g casi dondequiera en [a,b],
entonces g es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre [a,b] y

) [ = [

a
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Teorema 2.3.5. Si f : [a,b] — X es Henstock (respectivamente Kurzweil)
integrable sobre [a,b] y existe M € R tal que ||f(t)|| < M, para todo t € [a, ],
entonces

i) | s

‘ < M(b—a).

Demostraciéon: Supongamos que f : [a,b] — X es Kurzweil integrable,
si f es Henstock integrable la demostracion se sigue paso a paso.

Sea {(I;,&) :i=1,...,n} una particion etiquetada de [a, b], es inmediato
que

< M(b—a). (2.1)

Z FENT)

Sea € > 0, como f es Kurzweil integrable, existe ¢ funciéon medidora tal que
si {(I;,&):i=1,...,n} es una particion etiquetada J-fina de [a, b], entonces

> ) - (5) [ 1

< €.

Ahora bien,

oo [1-

Lo anterior junto con la desigualdad (2.1) nos implica que

< < €.

Zf(&)lui)

n b
> ) - (1) [ 1

b n
) [ 1] < e | s = e+ arto -
a i=1
Como € > 0 es arbitrario, entonces
b
o) [ 1] <100

g

Nota. En la revision bibliogrdfica que hemos realizado no encontramos el
anterior resultado como tal y, aunque elemental, su demostracion es de
nuestra autoria.
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Teorema 2.3.6. (Teorema de Hake) Sea f : [a,b] — X una funcion tal
que la integral (K) fac f existe, para todo a < ¢ < by, que ademds el siguiente

limite existe .
lim (K) / f=w.
c—b— @

Entonces la integral (K) fab f existe y la igualdad
b
K) [ f=w

Observacion. El reciproco del Teorema anterior también es wvdlido como
consecuencia del Teorema 2.3.2; sin embargo, el Teorema de Hake no es
vdlido para la integral de Riemann en el contexto real ni para la integral de
Lebesgue; por ejemplo, la funcion f :[0,1] — R dada por f(t) = \/% no es
Riemann integrable, sin embargo,

lim / —dt = 2.
e—0t

Teorema 2.3.7. (Criterio de Cauchy: Kurzweil)
Una funcion f € K([a,b],X) siy sdlo si para todo € > 0 existe una fun-
cion medidora 0 sobre [a, b] tal que para toda pareja de particiones etiquetadas

o-finas {(1;,&) i=1,...,p} y{(Jj,75) : j=1,..,1r} de [a,b] se cumple

ZM

Teorema 2.3.8. (Criterio de Cauchy: Henstock)

Si la funcion f : [a,b] — X es Henstock integrable, entonces para todo
e > 0 existe una funcion medidora § sobre |a,b] tal que para toda pareja de
particiones etiquetadas 0-finas {(1;,&) i =1,...,p} y{(J;,7) : g =1,....,r}
de la,b] se cumple

se cumple.

(2.2)

Zf%

Observe que el Criterio de Cauchy para la integral de Kurzweil (Teorema
2.3.7) caracteriza a las funciones Kurzweil integrables. Sin embargo, el Cri-
terio de Cauchy para la integral de Henstock (Teorema 2.3.8), no caracteriza
a las funciones Henstock integrables, dado que, si fuese asi entonces ambas

(2.3)
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integrales serian equivalentes, lo cual, en general, no es cierto, tal como lo
veremos en el Capitulo 4.

Por el Teorema 1.2.11 sabemos que, en el contexto real, tanto las funciones
Henstock como Kurzweil integrables son Lebesgue medibles. Al considerar el
contexto vectorial las funciones Henstock integrables siguen siendo medibles
en el sentido siguiente:

Definiciéon 2.3.9. Una funcion f : |a,b] — X es llamada fuertemente
medible si y sdlo si existe una sucesion de funciones simples (f,) tal que

I || fu(t) = f(£)]] = 0,
n—oo
para casi toda t € [a,b].

Nota. Cuando X = R el concepto de medibilidad fuerte coincide con el de
medibilidad de Lebesqgue.

Teorema 2.3.10. (Cao, [2]) Si f : [a,b] — X es Henstock integrable sobre
la,b], entonces [ es fuertemente medible.

Sin embargo, para la integral de Kurzweil el anterior resultado no es
valido:

Ejemplo 2.3.11. Consideremos la funcion del Ejemplo 2.2./, construida en
la Seccion 2.2, es decir, f :[a,b] — ls([a,b]) dada por

f(i) =e;, 1 € [a,b),
con
N )L i=gs
“0={4 177
Primero mostraremos que f es Kurzweil integrable:

= Sea € > 0, tomamos 0 > 0 tal que § < % Para toda particion etique-
tada ($)-fina {(1;,&;): j =1,...,n},

> e (t;— i)
j=1

1
2

Z fE)(t; —ti—1) =0

= [Z |tj — tj_1|2]
=1

< g3 [;(tj - tjl)] =02(b—a)? < m@ —a):=c (2.4)

Mas atun, dado que la funciéon medidora ¢ es constante, f es “Riemann
integrable”.
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Ahora, probaremos que f no es fuertemente medible:

= Supongamos que [ es fuertemente medible, entonces existe una sucesion
(fn) de funciones simples con valores en X que converge puntualmente
a [ casi donde quiera en [a,b]. Sea A, = Im f,, para todan € N, A,
es un conjunto finito ya que f, es simple, ademas existe M C [a, ]
medible con (M) = 0 tal que

f(la,b] = M) = {f(i)li € [a,b],i & M} C UZZ, Ay (2:5)

U, A, es un espacio separable ya que U3, A, es un conjunto nume-
rable el cual es denso en él.

De (2.5) se sigue que f([a,b] — M) es un espacio separable, lo cual es
falso ya que

{eili € [a,b]} < f([a,b] = M)
v {e;|li € la,b]} es no numerable y |le;|[o = 1, por lo que f no es
fuertemente medible.

2.4. Lema de Saks-Henstock

En esta seccion estableceremos las versiones correspondientes del Lema
de Saks-Henstock para la integral de Henstock y Kurzweil. Para el caso de
la integral de Henstock ambas versiones se cumplen (version débil y fuerte);
sin embargo, para la integral de Kurzweil s6lo se cumple la version débil,
aunque exhibiremos una version similar a la version fuerte del Lema de Saks-
Henstock para la integral de Kurzweil (Lema 2.4.6).

2.4.1. Version Débil

Lema 2.4.1. Supongamos que f € K([a,b],X). Dado ¢ > 0 supongamos que
una funcion medidora 0 sobre |a,b] es tal que

> s - () [ 1

para toda particion {(J;,&;) 1 i =1,...,n} d-fina de [a, b]. Entonces si {(K;, ;) :
Jj=1,..,k} es una subparticion §-fina de [a,b] arbitraria tenemos

< €,

k

> {f(Tj)l(Kj> - [ f}

i=1

<e.
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Lema 2.4.2. Si f € H([a,b], X), entonces para todo € > 0 existe una funcion
medidora § sobre [a,b] tal que si {(Kj,7;),7 = 1,...,k} es una subparticion
arbitraria 6-fina de |a,b] tenemos

<e

)

Z L r)l(K;) — F(K;)}

donde F(K;) = (H) ij I

2.4.2. Version Fuerte

Lema 2.4.3. Si f € H([a,b], X) entonces para todo € > 0 ezxiste una funcion
medidora § sobre [a,b] tal que si {(Kj,7;),7 = 1,...,k} es una subparticion
arbitraria 6-fina de |a,b] tenemos

Z 1f(ry)l(KG) = FUEG)I <,

donde F(K;) = (H) ij I

A continuacién mostraremos, a través de la funcion construida en la Sec-
cion 2.2, que la version fuerte del Lema de Saks-Henstock no se cumple para
la integral de Kurzweil.

Ejemplo 2.4.4. Consideremos la funcion f : [a,b] — l2([a,b]) dada por
f(i) = ei, i € [a,b],

N )L i=g;
“0={4 177
En el Ejemplo 2.3.11 de la Seccién 2.3 se demostroé que f es Kurzweil
integrable y el valor de su integral es 0.

con

Ahora probaremos que la funcién no cumple con la conclusién analoga al
Lema Fuerte de Saks-Henstock 1.3.2, para ello tomamos € = b_T“, SuUpoOnNgamos
que existe 6 > 0 tal que para toda particion etiquetada {([;,&;) :i=1,...,n}

d-fina de [a, b], se cumple que

D FENE —ti) = 0lla =D lle(ts = tia)lla = Y /(i = ti1)? =b—a;
=1 =1 =1

(2.6)
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por lo tanto la expresion Y. || f(&)(t; — ti—1) — 0||2 no se puede hacer me-
nor que € y en consecuencia f no cumple la tesis del Lema Fuerte de Saks-
Henstock 1.3.2.

Por lo anterior, las hipotesis del Lema Fuerte de Saks-Henstock 2.4.3 no
son suficientes para formular un anédlogo para la integral de Kurzweil; sin
embargo, bajo ciertas condiciones adicionales sobre el espacio de Banach,
la version fuerte del Lema de Saks-Henstock si tiene validez, tal y como se
establece en el siguiente Teorema.

Teorema 2.4.5. Si f € K([a,b], X), el espacio de Banach X es de dimension
finita y si para un € > 0 dado, una funcién medidora 6 sobre |a,b] es tal que

S FE) - () / !

para toda particion etiquetada 0-fina {(J;,&) 11 =1,...,n} de [a,b], entonces

tenemos
k
j=1

para cualquier subparticion arbitraria 6-fina {(K;,7;) 1 j =1,...,k} de [a,b].
C' es una constante que depende de la dimension del espacio de Banach ini-
camente.

< €,

fll < Ce,

FIEG) — () |

K;

Nota. Fl anterior resultado muestra que si X es de dimension finita, la
integral Kurzweil cumple ambas versiones del Lema de Saks-Henstock (débil
y fuerte). Asi pues, esto nos motiva a cuestionarnos si este hecho caracteriza
a los espacios de dimension finita, la respuesta es afirmativa, Solodov en [39]
demuestra este hecho. Una gran aportacion sobre esta linea fue hecha por
S. Nakanishi en [32] al demostrar que la version fuerte del Lema de Saks-
Henstock se cumple en ciertos tipos de espacios llamados nucleares normados,
los cuales son de dimension finita.

A continuacién exhibiremos una formulacién similar a la version fuerte
del Lema de Saks-Henstock para la integral de Kurzweil.

Lema 2.4.6. (Cao, [2]) Sea f € K([a,b],X) con integral indefinida F. En-
tonces para todo € > 0 existe una funcidn medidora 0 sobre [a,b] tal que para
cualquier particion etiquetada {(I;,&) : 1 =1, ...,n} -fina de |a,b], tenemos

n

sup 1" (F(€)l, — F(I)| < e

llz*I<17% 25
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2.5. Teorema Fundamental del Calculo

En esta seccion estableceremos el correspondiente Teorema Fundamental
del Calculo tanto para la integral de Henstock como para la integral de Kurz-
weil. Notese que, con base en los Teoremas 1.4.1 y 1.4.3 podemos ver que la
integral de Henstock y la integral de Kurzweil en el contexto real tienen la
misma formulacion del TFC en sus dos partes (parte [ y parte IT). Aunque la
integral de Henstock en el contexto de los espacios de Banach tiene la misma
formulacion del TFC como en el contexto real, la integral de Kurzweil sola-
mente conserva el TFC en su parte [, dado que, en general, la derivada de la
integral indefinida no coincide con la funcién, sin embargo, estableceremos
una version “débil” de la parte II del TFC (Teorema 2.5.11).

En el contexto de los espacios de Banach existen diferentes conceptos de
diferenciabilidad, tales como la derivada de Fréchet, la derivada de Gateaux,
entre otros; sin embargo, el concepto de diferenciabilidad que utilizaremos
en esta seccion serd el de derivada fuerte (derivada de Fréchet), el cual en el
contexto real coincide con el concepto de derivada clasica.

Definicién 2.5.1. Una funcion f : [a,b] — X es fuertemente diferencia-
ble en ty € [a,b] si y solo si existe x € X tal que

t h) — f(t
lim flto+ 1) f((])—m‘:().
h—0 h
Si tal x existe, es unico y lo denotaremos x = f'(ty) y la denominaremos

la derivada fuerte de f en tg; ademds, st la derivada fuerte existe para cada
t € [a,b] entonces diremos que [ es fuertemente diferenciable en [a,b).

Ahora, demostraremos el Teorema Fundamental del Calculo en su parte
I para ambas integrales, pero antes requerimos el siguiente resultado.

Lema 2.5.2. (Straddle) Sea f : [a,b] — X fuertemente diferenciable en un
punto t € [a,b]. Dado € > 0 existe 6.(t) > 0 tal que si u,v € [a,b] satisfacen

t—0.(t) <u<t<v<t+6(t), (2.7)

entonces
1f(v) = f(u) = F() (v = u)l| < (v —u). (2.8)
Demostracion: Por la Definicion 2.5.1 de la derivada fuerte f’(t) en el
punto ¢t € [a,b], dado € > 0 existe 0.(t) > 0 tal que si 0 < |z —t| < d.(1),

z € [a, ], entonces
H f(z) = f(t)

z—1

_ f’<t>H <e
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de aqui, se sigue que

1f(2) = £() = F(O)(z = D) < €|z =1,

para todo z € [a,b] tal que |z —t| < 0.(t). En particular, si elegimos u <t
y v >t con u,v € [t —d(t),t + 0.(t)], entonces que v —t > 0yt —u > 0.
Restando y sumando el término f(¢) — f'(¢)t, tenemos que

1f(v) = f(u) = f(B)(v = u)
= [Ilf () = (&) = F'(@O) (v = )] = [f(u) = f(t) = f' () (uw = D)]]]
< 1f(w) = f(&) = F ()0 = Ol + 1 () = f(&) = f () (w— 1)
<elv—t)+e(t—u)=e(v—u).
Por lo tanto,
1f(v) = fu) = f1() (v = u)]| < e(v —u).
0

Al considerar funciones vectoriales el siguiente resultado es valido, tanto
para la integral de Henstock como la de Kurzweil, al cual haremos referencia
como el Teorema Fundamental del Célculo parte I.

Teorema 2.5.3. (Teorema Fundamental del Cdlculo (Parte I)) Sila
funcion [ : |a,b] — X es fuertemente diferenciable en [a,b], entonces [ es
Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre [a,b] y

(HK)) [ = 50) - Fla)

Demostracion: Sea ¢ > 0, definamos la funcién medidora § : [a,b] —
(0,00) por §(t) = 0(t), donde d.(t) cumple con 2.7 y sea {([t;i—1,t:],&) 17 =
1,...,n} una particion etiquetada d.-fina de [a,b]. Como t;_; < < t;, para
todo i =1, ...,n, se sigue de 2.8 que

[f(t:) — f(tica) — f/(&) (i — tia)|| < e(ti — tia). (2.9)

Para estimar f(b)— f(a)—>_1—, f'(t)(ti—t;—1), usamos la suma telescopica
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para obtener

n n

F0) = fla) =Y F (Ot —tia) =D [f(t:) = f(tin) = f/(&) (= tia)):

=1 =1

Usando la desigualdad del tridngulo y la desigualdad 2.9 tenemos que

Hf(b) — f(a) - Zf'(t)(tz‘ —ti-1)

< Z [ f(t:) = f(tior) — [/ (&)t —tia) |

< elti—ting) =e(b—a).
i=1
Como € > 0 es arbitrario, tenemos que f’ es Kurzweil integrable sobre [a, b]
con integral igual a f(b) — f(a). Ademés, de manera directa de la desigualdad
anterior, tenemos que f’ también es Henstock integrable sobre [a, b].

g

Por el Teorema 2.5.3, podemos ver que tanto la integral de Henstock co-
mo la integral de Kurzweil proporcionan una soluciéon general al problema de
las primitivas en el contexto de los espacios de Banach.

Con base en el Teorema 2.3.2 se tiene que si f : [a,b] — X es Hens-
tock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre [a, b], entonces la expresion
F(t) = (H(K)) fcf f tiene sentido para todo t € (a, b]. A la funcion F' definida
de esta manera le llamaremos la integral indefinida de f.

El concepto de continuidad clasico se puede generalizar de forma directa
al contexto de los espacios de Banach, denominado como continuidad fuerte,
al que haremos referencia simplemente como continuidad.

Definicion 2.5.4. [ : [a,b] — X es (fuertemente) continua en ty € [a,b]
sty solo si

lim |[f(t) — f(to)l| = 0.

t—to

Diremos que [ es continua si es (fuertemente) continua en cada punto de su
dominio.

Antes de establecer la formulacion de la parte II del Teorema Fundamental
del Calculo para la integral de Henstock formularemos un resultado que nos
serd de utilidad en su demostracion: el Teorema de la Cubierta de Vitali,
para ello definiremos este concepto.
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Definicion 2.5.5. Sea E C R. Una coleccion I de intervalos es una cubier-
ta de Vitali de E si y solo si para cadat € E y e > 0, existe un intervalo
IeZ tal quetel yu(l) <e.

Teorema 2.5.6. (Teorema de la Cubierta de Vitali) Sean E C R con
P (F) < oo. Si T es una Cubierta de Vitali de E, entonces para cada € > 0
existe una coleccion finita {I : 1 < k < n} de intervalos disjuntos en I tal

que
w (E— UI") < €.

k=1
Ademds, existe una sucesion (Iy) de intervalos disjuntos en I tal que

k=1

Teorema 2.5.7. (Teorema Fundamental del Cdlculo (Parte II) Si
f :la,b] = X es Henstock integrable sobre [a,b], entonces

(1) Su integral indefinida F es continua en |a,b|.
(it) Si f es continua en t € [a,b], entonces F'(t) = f(t).

(iii) F es diferenciable casi donde quiera en [a,b] y F'(t) = f(t) casi donde
quiera en |a, b].

Demostracidn:

(i) La continuidad se sigue de la version débil del Lema de Saks-Henstock
(Lema 2.4.2) y de la siguiente desigualdad

1F(t) = FEOI < [[F(®) = F(§) = fF()(E = Ol + LAt — &l

(1) Sea ty € [a, b] tal que f es continua en tg, dado € > 0 existe d = J(e) tal
que si [ty — t| < 9, entonces

Hf(to) - f(t)H <€

Sea |h| < ¢, por el Teorema 2.3.5 tenemos que

H Flty + h]z ~ Flty) f(m)H || F(to+h) — ];(to) — f(to)h H

(-

to+h

1 1
:m\ , ol :m\

por lo tanto F'(ty) = f(to).

to+h

/to f — £(to)
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(ii1) Sea E el conjunto de puntos t en los cuales F'(t) no existe o, si existe,
no es igual a f(t), probaremos que u(E) = 0.

De la definicion de E vemos que para todo ¢ € F existe un n(t) > 0 tal
que para cualquier § > 0 existe un punto v con 0 <t —u <9y

[E(#) = F(u) = f{&)( = w)| > n(t)(t — )

o existe un punto v con 0 < v —t<Jy

[1E(v) = F(t) = f(O) (v = )| > n(t)(v —1).

Fijemos n € N y sea E, el subconjunto de E para el cual n(t) > %

Entonces la familia de intervalos cerrados [u,t] y [t,v] cubre a E,, en el
sentido de Vitali (Definicion 2.5.5). Aplicando el Teorema de Cobertura
de Vitali (Teorema 2.5.6), dado € > 0 podemos encontrar [ug, vy] para
k=1,2,....m con up =t o v, =t tal que

m

p(En) <> vk —ug) + e

i=1

Como f es Henstock integrable sobre [a, b], por el Lema Fuerte de Saks-
Henstock 2.4.3 existe una medidora § sobre [a, b] tal que para cualquier
particion {([u;, v;],&) i =1,...,m} d-fina de [a, b] tenemos

P () = Flws) = (€)= vi)| <

Cuando formamos la familia de intervalos cerrados, debemos suponer
que § < 0(ty) para k = 1,2, ..., m; entonces tenemos

+ €

" ka —Fuk— tk; U — Vg
u(En)<;H (vr) — F( ;(tk;f( )( )|

< en—+e€

ya que m < n. Como ¢ es arbitrario, la medida exterior de F,, es 0 y
también la de F.
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Observemos que parte esencial en la demostracion del TFC Parte II es
el Lema Fuerte de Saks-Henstock, el cual, en general, no es vilido para la
integral de Kurzweil; sin embargo, desconocemos si este lema sea una condi-
cion necesaria para demostrar el TFC (Parte II). Asi pues, dejamos abierto
este problema para trabajos posteriores. A continuacion exhibiremos
un ejemplo de una funciéon Kurzweil integrable tal que su integral indefinida
es fuertemente diferenciable pero ésta no coincide con la funcioén.

Ejemplo 2.5.8. Consideremos la funcion construida en la Seccion 2.2, es
decir, f : [a,b] = l2([a,b]) dada por

f(i) = e, i € [a,b].

En el Ejemplo 2.3.11 probamos que f es Kurzweil integrable con integral
igual a 0 y no medible en el sentido fuerte.

Por el Teorema 2.5.11 se tiene que la integral indefinida F' de f es continua
y, por lo tanto, fuertemente medible, por lo que su derivada F” es fuertemente
medible. Ahora, supongamos que F’(t) = f(t), pero este hecho es una con-
tradiccion debido a que F” es fuertemente medible y f no es medible en |[a, b]
en el mismo sentido.

Con base en el ejemplo anterior se demuestra que el TFC en su parte
IT de la integral de Henstock (Teorema 2.5.7) no es valido para la integral
de Kurzweil, por lo que en este punto podemos preguntarnos las condiciones
bajo las cuales este teorema es valido, o si es posible formular alguna version
analoga a él. Cao en [2] establece una version débil del Teorema Fundamental
del Célculo en su parte II para la integral de Kurzweil, en la cual se usa el
concepto de derivada escalar, por tal motivo, definiremos antes este concepto.

Definicion 2.5.9. Sea F' : [a,b] - X y sea E C [a,b]. Una funcion f: E —
X es una deriwvada escalar de F sobre E si y solo si para cada x* € X* la
funcion real *F es diferenciable sobre E y

@ F) =]
sobre L.

Lema 2.5.10. (Fremlin, [14]) Sea f : [a,b] — X Kurzweil integrable. Para
cada =¥ € X* la funcion x*f es Henstock-Kurzweil integrable sobre cada

intervalo J C [a,b] y
) [wp=a () [ 1),




Integrales de Henstock y Kurzweil para Funciones Vectoriales 31

Demostracion: Sea € > 0, existe ¢ funcion medidora tal que para toda
particion {([;,&) : ¢ = 1,...,n} d-fina de [a, b] tenemos que

> ) - (5) [ 1

Sea x* € X*, como z* es lineal y acotado tenemos que

< €.

n

S HENT) — 2 ((K) / b f) ‘

=1

o (Z fen) - ) [ f) |
> ) - (5) [ 1

Por el Teorema 2.3.2 se cumple para todo J C [a,b], ademas (K) [,z*f =
r*(K) fJ f.

< [l < [lz*le.

g

Teorema 2.5.11. (Una versién Débil del Teorema Fundamental del
Cdlculo (Parte II), Cao, [2]) Sea f : [a,b] = X Kurzweil integrable sobre
[a,b] y F su integral indefinida. Entonces

(i) F es continua en [a,b).
(it) Si f es continua en t € [a,b], entonces F'(t) = f(t).

(1i1) La funcion f es derivada escalar de F casi donde quiera en [a,b]; ade-
mds,

(x*F) = 2*f casi donde quiera en |a,b).
Demostracién:

(i) Se sigue de la version débil del Lema de Saks-Henstock (Lema 2.4.1) para
la integral de Kurzweil y de la siguiente desigualdad

() = F(E)l
< 1) = F(&) = SO =N + L = €]

(1) La demostracion de este punto es analoga a la del Teorema 2.5.7.
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(ii1) Por el Lema 2.5.10, la composicion z*f : [a,b] — R es Henstock-
Kurzweil sobre [a,b] y, ademds, es continua en todo t € [a,b] donde
f es continua.

Definimos G(t) := (HK) fat x*f, para todo t € [a,b], por el Teorema
1.4.3 y por el Lema 2.5.10, tenemos que

/

6= (wtm) [ 1) =Py =50,
para todo t € [a,b] donde f es continua.
U

Nota. En ciertas referencias bibliogrdficas, tales como en [7] y [33], el Teore-
ma 2.5.11 es mencionado pero sin demostracion, dado que en la bibliografia
consultada no encontramos la demostracion de este hecho como tal, la prue-
ba dada aqui es de nuesira autoria.




Capitulo 3

Integrales de Riemann, McShane,
Bochner y Pettis

Como el objetivo general de este trabajo es realizar un anélisis de las
integrales definidas por Henstock y Kurzweil en el contexto de los espacios de
Banach, se tiene que parte de este anélisis es determinar las relaciones entre
estas integrales con otras integrales clasicas que existen en el contexto de los
espacios de Banach, tales como la integral de Riemann, la integral de Bochner,
la integral de McShane y la integral de Pettis; dicho estudio se realizara
en el Capitulo 4. Por tal motivo, el objetivo de este capitulo es presentar
algunos de los resultados mas conocidos acerca de la integral de Riemann,
McShane, Bochner y Pettis; especificamente, mencionaremos la definicion de
estas integrales, algunas de sus propiedades algebraicas y, en algunos casos,
algunos teoremas de convergencia y sus Teoremas Fundamentales del Calculo.
No presentaremos las demostraciones de estos teoremas, al lector interesado
en conocer mas a detalle la teorfa de cada una de estas integrales lo remitimos
a las siguientes referencias: integral de Riemann ([36]); integral de McShane
(118], [29], [30], [36], [39]); integral de Bochner ([38]); integral de Pettis (]9],
[35], [38])-

3.1. Integrales de Tipo Riemann

La definicion de la integral de Riemann para el contexto vectorial es
similar a la del contexto real, simplemente se considera la norma en lugar del
valor absoluto.

Definicion 3.1.1. Una funcidn f : [a,b] — X es Riemann integrable so-
bre [a,b] si y sdlo si existe w € X con la siguiente propiedad:

33
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Dado € > 0 existe un nimero positivo 6, tal que si {(I;,&) i =1,...,n}
es una particion etiquetada 0-fina de [a,b], entonces

< €.

Zf(&)l(h) —w

Al valor de la integral de Riemann lo denotaremos por w = (R) fab f.

A la coleccion de todas las funciones Riemann integrables la denotaremos
por R([a, b, X).

Nota. Obsérvese que la definicion de la integral de Riemann estd en términos
de particiones etiquetadas d-finas, debido que podemos considerar a la funcion
medidora como constante positiva.

Una integral que esté dada en términos de sumas de Riemann, se dice
que es una integral de tipo Riemann; una integral de este tipo es la integral
de McShane [29], la cual, en el contexto real es equivalente a la integral
de Lebesgue. Asi, se tiene una definicion para la integral de Lebesgue en
términos de sumas de Riemann, la cual no hace uso de la Teoria de la Medida.
A continuaciéon establecemos la definicion de la integral de McShane, pero
antes mencionaremos el concepto de particion etiquetada libre.

» Una particiéon etiquetada libre (subparticion etiquetada libre)
{(1;,&) : i =1,...,n} de [a,b] es una particion que consiste de subin-
tervalos {;} que forman una particion (subparticion) de [a, b] y puntos
& € [a,b], para todo i = 1,...,n, los cuales denominaremos etiquetas
libres.

Definicién 3.1.2. Una funcion f : [a,b] — X es McShane integrable
sobre |a,b] si y solo si existe w € X con la siguiente propiedad:

Dado € > 0 existe una funcidn medidora § sobre |a,b] tal que para toda
particion etiquetada libre {(1;,&;);1 = 1,...,n} 0-fina de [a,b], se tiene que

< €.

> S v

Al walor de la integral de McShane lo denotaremos por w = (M) fff

A la coleccion de todas las funciones McShane integrables la denotaremos
por M([a, b], X).
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Observacion. La diferencia entre las particiones etiquetadas consideradas
en la integral de McShane y la de Kurzweil es que en éstas se exige que las
etiquetas asociadas a cada subintervalo estén en él, en la de McShane las
etiquetas pueden o no estar en cada subintervalo.

A continuacion establecemos algunas propiedades algebraicas y sus co-
rrespondientes versiones del Teorema Fundamental de Calculo y algunos teo-
remas de convergencia para la integral de Riemann y la integral de McShane.

Teorema 3.1.3. Sean f,g: [a,b] = X funciones Riemann (respectivamente
MecShane) integrables sobre [a,b] y sea ¢ € R. Entonces la funcion:

1. ¢f es Riemann (respectivamente McShane) integrable sobre [a,b] y

) [ es = et [

a

2. [+ g es Riemann (respectivamente McShane) integrable sobre [a,b] y
b b b
(ROD) [(F+9) = RO [ £+ ROD) [

donde (R(M)) fab denota la integral de Riemann (respectivamente McShane).

Con base en el Teorema 3.1.3, las colecciones R([a,b], X) y M([a,b], X)
son espacios vectoriales respecto a las operaciones usuales de funciones y la
integral respectiva es un operador lineal sobre ellos.

Teorema 3.1.4. Supongamos que [ : [a,b] — X es Riemann (respectiva-
mente McShane) integrable sobre [a,b] y sea J C |a,b] un intervalo compac-
to. Entonces f es Riemann (respectivamente McShane) integrable sobre el
intervalo J.

Teorema 3.1.5. Sean f : [a,b] - X y ¢ € (a,b). Entonces f es Riemann
(respectivamente McShane) integrable sobre |a,b] si y solo si f es Riemann
(respectivamente McShane) integrable sobre cada uno de los intervalos [a, c]
y [c,b]. En tal caso

o) [ 7= won) [+ ooy [r
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Teorema 3.1.6. Sean f € M([a,b],X) yg:[a,b] = X. Si f = g casi donde
quiera en |a,b], entonces g es McShane integrable sobre [a,b] y

on [lo=on [ s

Teorema 3.1.7. (Teorema Fundamental del Cdlculo (Parte I)) Si
f i ]a,b] = X es fuertemente diferenciable en [a,b] y [’ : [a,b] — X es
Riemann (respectivamente McShane) integrable sobre [a,b], entonces

(R(M))/ = f(t)— f(a), para todo t € [a,b].

Aunque la primera parte del Teorema Fundamental del Calculo para la
integral de Riemann y McShane se formulan de manera similar, para la se-
gunda parte del Teorema Fundamental del Calculo se tienen formulaciones
distintas, tal y como se muestra a continuacion.

Teorema 3.1.8. (Teorema Fundamental del Cdlculo (Parte II)) Si
f :]a,b] = X es Riemann (respectivamente McShane) integrable sobre [a,b],
entonces

(1) Su integral indefinida F es continua en |a,b.
(it) Si f es continua en t € [a,b], entonces F'(t) = f(t).

(1it) La funcion f es derivada escalar de F' casi dondequiera en |a,b|; ade-
mdas,
(x*F) = 2*f casi donde quiera en [a,b)].

Observe el lector que la segunda parte del Teorema Fundamental del
Calculo para la integral de Riemann (respectivamente McShane) (Teorema
3.1.8) esta formulada en una version débil, andloga al Teorema 2.5.11 de la
integral de Kurzweil, debido a que la funcion del Ejemplo 2.5.8 no coincide
con la derivada de su integral indefinida en todo [a, b] y, como se demostré en
el Ejemplo 2.3.11, la funcion es Riemann integrable y, por lo tanto, McShane
integrable, dado que, como veremos en el Capitulo 4, toda funciéon Riemann
integrable es McShane integrable.

Las propiedades que se establecen en los Teoremas 3.1.3, 3.1.4 y 3.1.5
para las integrales de Riemann y McShane son las mismas que se tienen en
el contexto real para ambas integrales; sin embargo, algunas propiedades que
tienen estas integrales en el contexto real dejan de ser ciertas en el contexto




Integrales de Riemann, McShane, Bochner y Pettis 37

vectorial, un ejemplo de ello es la integrabilidad absoluta, dado que existen
funciones vectoriales Riemann integrables o McShane integrables tales que
al componerlas con la funcién norma dejan de serlo.

Ejemplo 3.1.9. Sean Bla,b] el espacio de Banach de las funciones reales
acotadas definidas en [a,b], dotado con la norma del supremo y E C [a,b] no
Lebesgque medible, consideremos la funcion f : [a,b] — Bla,b] definida por

N X{i}s st1 €K,
1) = { 0, en olro caso.

Primero probaremos que f es Riemann integrable sobre [a, b]:

» Sea ¢ > 0. Tomamos 0 = €y {([ti—1,t:],&) : ¢ = 1,...,n} una particion
etiquetada d-fina de [a, b], entonces

Z F&) (i —tia) D FENE =) + Y &)t — ti)

icE igE

o0 o0

= Z Xigi (i — tio1)

1€ER

< I%%X{tz — ti—l} < €.

Ahora que, ||f|| = xg no es Lebesgue medible ya que E no es Lebesgue me-
dible. Ademas, como veremos en el Capitulo 4, a través del Teorema 4.1.2, f
también es McShane integrable, por lo que una funcion Riemann (McShane)
integrable no necesariamente es absolutamente integrable.

Sin embargo, si la condicion de integrabilidad de la composicion de la
funcion con la norma del espacio es impuesta, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.10. Sean f : [a,b] — X una funcion Riemann (respectivamen-
te McShane) integrable sobre [a,b] y K una cota superior de || f|| en [a,b], es
decir,

If | < K, para todo t € [a,b].

Entonces

|y [o] < -0

Si ademds || f] : [a,b] — R es Riemann (respectivamente McShane) integra-
ble,

|rony [ bf] < vy [ Wl
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También, al extender la integral de Riemann al contexto de los espacios
de Banach deja de ser cierta una caracterizacion conocida de la integral de
Riemann en el contexto real, a saber: Sea f : [a,b] — R una funcién acotada.
Entonces f es Riemann integrable sobre [a,b] si y sdlo si f es continua casi
dondequiera en [a,b].

Ejemplo 3.1.11. Consideremos X = l3([a,b]) y f : [a,b] — l2([a,b]) definida
por

f(i) =e;, 1 € |a, b,
donde
N~ )1, sii=j,
ei(])_{ 0, sii#j.
Con base en el ejemplo 2.53.11, se tiene que [ es Riemann integrable sobre
la, b]; sin embargo, la funcion f no es continua en ningin puntot € [a,b).

En efecto, tomamos € = ‘[

1£G) = FG)l2 = lle(@) — el = VITP + [~ 1P = V2.

para todo i,j € [a,b], i # j, por lo tanto no es continua en [a,b].

Teorema 3.1.12. (Rodriguez, [36]) Si f : [a,b] — X es acotada y continua
casi donde quiera en [a,b], entonces f es Riemann integrable sobre |a, b].

Observacion. Hasta el momento no conocemos cudles son todos los espacios
de Banach que cumplen con la caracterizacion de la integral de Riemann a
través de las condiciones de continuidad y acotamiento casi dondequiera. Sin
embargo, a los espacios de Banach X que cumplen con el Teorema 3.1.12
y con su reciproco se dice que tienen la propiedad de Lebesgue. Al lector
interesado en conocer acerca de este tdpico lo remitimos a [36].

Finalizaremos esta secciéon mencionando algunos teoremas de convergen-
cia mas conocidos de la integral de McShane.

Teorema 3.1.13. (Teorema de Convergencia Dominada: McShane,
Rodriguez, [36]) Sea (f,) una sucesion de funciones integrables McShane
que converge puntualmente casi dondequiera en |a,b] hacia una funcion f :
la,b] — X. Si existe g € Li(p) tal que || fnll < g casi dondequiera en [a,b],
para cada n € N, entonces [ es integrable McShane sobre [a,b] y

o[-0 [r
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Definicion 3.1.14. Una coleccion F de funciones f : [a,b] — X es llamada
M -equi-integrable si y sdlo si toda f € F es McShane integrable sobre
[a,b] y para cualquier € > 0 existe una funcion medidora § sobre |a,b] tal
que si {(1;,&) 1 =1,...,n} es una particion etiquetada libre 6-fina de |a, b],

entonces
n

S mre) -0 [ 1

i=1

< €,

para toda f € F.

Teorema 3.1.15. (Teorema de Equi-integrabilidad: McShane, Sch-
wabik and Guoju, [38]) Sean (f,) C M([a,b],X) es una sucesion M -equi-
integrable tal que

lim f,(t) = f(t), para toda t € [a,b).

n—oo

Entonces la funcion f es McShane integrable sobre [a,b] y

,gggo<M>/abfn:<M>/abf.

Como ejemplo de una aplicacion del concepto de M-equi-integrabilidad
tenemos el siguiente resultado, el cual nos permite caracterizar a las funciones
McShane integrables.

Teorema 3.1.16. Una funcion [ : [a,b] — X es McShane integrable si y
solo st el conjunto

{a"f ™|l < 1}

es M -equi-integrable.

Demostracion:
=) Si f es McShane integrable, entonces dado ¢ > 0 existe una funcion
medidora ¢ sobre [a, ] tal que

n b
> A — () / I

para toda particion etiquetada libre {([;,&;) : i = 1,...,n} de [a,b] d-fina.
Para todo z* € X* tenemos

<e€

9
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n

b
> feun) - 0n) [ f

i=1

< [l="]] < ellz™]],

y por lo tanto {z*f : ||z*|| < 1} es M-equi-integrable.
<) Si{x*f : ||z*]] < 1} es M-equi-integrable, entonces para todo € > 0 existe
una funcion medidora ¢ sobre [a, b] tal que

ot fen) - ) [ of

para toda particion etiquetada libre {(/;,&;) : i = 1,...,n} de [a,b] d-fina y
todo z* € X*, con ||z*|| < 1. Por lo tanto, si {(J;,7;) : i = 1,...,s} es otra
particion etiquetada libre de [a, b] d-fina, tenemos

g g

fon

para todo z* € X*, con Hx*” < 1. Por lo que

S

Z F&)IU;) — Z(Ti)l(Ji)

=1

< 2e,

y, por el Criterio de Cauchy para la integral de McShane (analogo al Teorema
2.3.7), f es McShane integrable.

O

3.2. Extensiones de la integral de Lebesgue

En esta seccion establecemos algunas de las extensiones més naturales de
la integral de Lebesgue al contexto de los espacios de Banach, tales como
la integral de Bochner y Pettis; ademas, recordaremos algunas propiedades
algebraicas y algunos teoremas de convergencia para estas integrales.

Iniciaremos definiendo la integral de Bochner, pero antes mencionaremos
algunos hechos de la integral de Lebesgue.
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Definicion 3.2.1. Una funcion g : [a,b] — R se dice que es simple si y
sélo si la imagen de g es un conjunto finito {a; € Rli = 1,...,n} y g es

representada en la forma
n

9= axs,
i=1
donde E; = {t € [a,b]|g(t) = a;}, E; Lebesgue medibles, para todoi =1,...,n,
Y XE, €S la funcion caracteristica del conjunto E;. En este caso, la integral
de Lebesgue de g sobre [a,b] se define como

(L)/ g = Zai,u(EZ-).

Definicion 3.2.2. Sea [ : [a,b] — R una funcion Lebesgue medible no nega-
tiva. La integral de Lebesgue de [ sobre [a,b] se define como

w [r=swlw [0}

donde el supremo es tomado sobre todas las funciones simples g : [a,b] — R
tal que 0 < g(t) < f(t), para toda t € [a,b].

Dada cualquier funcion f : [a,b] — R, definimos su parte positiva y su
parte negativa como f* = 3(f+|f|) vy f~ = 5(|f| — ), respectivamente. Es
claro que que f = f™ — 7, y es posible demostrar que f es medible si y s6lo
si fTy f~ son medibles, por lo que, con base en la Definicion 3.2.2 se define
la integral de f de la siguiente manera

b b b
w[r=w[r-w/ s
y las dos integrales del lado derecho de la igualdad son finitas.

La generalizacion de la integral de Lebesgue para funciones vectoriales
sigue varios caminos, los cuales dan lugar a definir distintas integrales, tales
como la integral de Dunford, la integral de Pettis, la integral de Bochner, la
integral de Birkhoff v la integral de Gelfand. Tiempo después de que Kurzweil
definiera su integral, otras integrales fueron definidas, tales como la integral
de Pettis- Kurzweil, Dunford-Kurzweil, entre otros. En este trabajo conside-
raremos Unicamente la integral de Bochner y Pettis.
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Siguiendo el esquema de la construccion de la integral de Lebesgue pero
ahora en el contexto vectorial se define la integral de Bochner; para ello,
necesitamos definir el concepto de funcion simple y la integral de una funcion
simple para funciones vectoriales.

Definicién 3.2.3. Una funcion g : [a,b] — X es stmple si y solo si la
imagen de g es un conjunto finito {y; € X;i =1,....,n} y g es representada

en la forma
i=1

donde E; = {t € [a,b]|g(t) = y;}, E; Lebesgue medibles, para todo i =1,...,n
Y XE; €S la funcion caracteristica del conjunto E; Lebesque medible. En este
caso, la integral de Bochner de g sobre [a,b] es

(B%/9=§:%ME)

Definicién 3.2.4. Una funcion f : [a,b] — X es fuertemente medible si
y solo si existe una sucesion de funciones simples (g,) tal que

lim |lg.(¢) — f(D)]| = 0,

n—oo
para casi todo t € [a,b].

Asi pues, con los conceptos definidos anteriormente definiremos la integral
de Bochner.

Definiciéon 3.2.5. Sea f : [a,b] — X fuertemente medible. Decimos que f
es Bochner integrable sobre |a,b] si y sdlo si existe una sucesion (g,) de
funciones simples tal que ||f — g,|| es Lebesque medible, para cadan € N y

b
lim <L>/ If = gull = 0.
n—oo a

En este caso la integral de Bochner sobre [a,b], denotada por (B) fab f, se
define como

) [ "= 1w (B) / g (3.1)

n—oo

A la coleccién de las funciones Bochner integrables lo denotaremos por
B(la, b, X).
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En este punto el lector podria preguntarse si la igualdad (3.1) esta bien
definida, en el sentido siguiente: ;Si (h,,) es otra sucesion de funciones simples

tal que 3.1 se cumple, entonces lim,, . (B) fab h, = lim, . (B) fab 9,7 En
efecto, el siguiente resultado da respuesta afirmativa a esta interrogante.

Proposicion 3.2.6. Sean f : [a,b] = X una funcidn fuertemente medible y
sean (gn), (hyn) sucesiones de funciones simples tales que lim,,_,(B) f; Gn;s

lim,, o (B) fab h,, exristen. Entonces
b b
lim (B)/ gn = lim (B)/ B
n—oo a n—oo a

A continuacién mostramos algunas propiedades algebraicas y un teorema
de convergencia para la integral de Bochner.

Teorema 3.2.7. Sean f,g : [a,b] = X funciones Bochner integrables sobre
[a,b] y sea ¢ € R. Entonces la funcion:

» cf es Bochner integrable sobre [a,b] y

B [(er=em) [ 1

» f+ g es Bochner integrable sobre |a, b]

b
@ [tra=m 1+ [ 4

Teorema 3.2.8. (Schwabik and Guoju, [38]) Si f : [a,b] — X es fuertemente
medible y dominada por una funcion g : |a,b] — R Lebesgue integrable,
es decir, ||f(t)] < g(t), para casi toda t € [a,b], entonces f es Bochner
integrable.

El siguiente resultado es una generalizaciéon de la caracterizacion de las
funciones Lebesgue integrables.

Teorema 3.2.9. (Schwabik and Guoju, [38]) Una funcion fuertemente me-
dible f : [a,b] — X es Bochner integrable si y sdlo si ||f|| : [a,0] — R es
Bochner integrable.

Teorema 3.2.10. Sean f € B([a,b],X) yg:[a,b] = X. Si f = g casi donde
quiera en [a,b], entonces g es Bochner integrable sobre |a,b] y

<B>/abg:<B>/abf.
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Teorema 3.2.11. (Cascales and Troyansky, [3]) Si f : [a,b] — X es Bochner
integrable, entonces, para todo E C [a,b] Lebesque medible, se tiene que

[ [ 1] <@ [

Teorema 3.2.12. (Teorema de Convergencia Dominada: Bochner,
Cascales and Troyansky, [3]) Sea (f,) una sucesion de funciones Bochner
integrables sobre |a,b] que converge puntualmente hacia una funcion f sobre
la,b]. Si eziste g : [a,b] — R Lebesgue integrable sobre |a, b] tal que || fn(t)|| <
g(t), para casi todo t € [a,b], entonces f es Bochner integrable sobre [a,b] y

e = [ 1

Demostraciéon: Como la sucesion (f,) converge puntualmente a f casi
donde quiera en [a,b] y || f.|| < g, para casi todo t € [a, b], entonces || f|| < g.
Como el limite de funciones fuertemente medibles es fuertemente medible, f
es fuertemente medible y, por el Teorema 3.2.8, f es Bochner integrable.

Ya que tanto (f,) como f estdn dominadas por g, tenemos que

1o = fII < 29.

El Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Lebesgue implica
que

b
ti (2) [ g = 7 =0 (3.2)

Sea € > 0, existe N € N tal que, para todon > N,

b
<L>/ V= fll <

Ahora, por el Teorema 3.2.11

H(B)/abfn—(B)/abf

en consecuencia,
b b
@) [ f-m [ 1] <e

para n > N; en otras palabras,

ggo(B)/abfnZ(B)/abf-

‘g <L>/ab 1fa Il
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g

Nota. En [3] el Teorema 2.5.11 es mencionado pero sin demostracidon, dado
que en la bibliografia consultada no encontramos la demostracion de este
hecho como tal, la prueba dada aqui es de nuestra autoria.

Observacion. Como ya hemos mencionado anteriormente, la integral de
Lebesque tiene “buenos” teoremas de convergencia, entre ellos, el Teorema
de Convergencia Mondtona y el Teorema de Convergencia Dominada; sin
embargo, el Teorema de Convergencia Mondtona de la integral de Lebesgue
no puede ser formulado de manera andloga para la integral de Bochner, dado
que no se cuenta necesariamente con una estructura de orden sobre el espacio
de Banach X.

A continuacion definiremos un concepto de medibilidad distinto a la me-
dibilidad fuerte: medibilidad débil.

Definicion 3.2.13. Una funcion f : [a,b] — X es llamada débilmente
medible si y sélo si para cada z* € X* la funcion real z*f : [a,b] — R es
Lebesgue medible en |a, b].

Aunque los conceptos de medibilidad fuerte y débil, en general, no son
equivalentes, éstos si guardan una relaciéon entre si.

Teorema 3.2.14. Sea f : [a,b] — X. Si f es fuertemente medible, entonces
f es débilmente medible.

Sin embargo, el reciproco en general no es valido, dado que la funciéon del
Ejemplo 2.2.4 es débilmente medible y no es fuertemente medible; aunque,
bajo ciertas condiciones adicionales sobre el espacio o sobre las funciones si
existe una relaciéon de equivalencia, tal como lo establecen los siguientes dos
resultados, omitimos las demostraciones e invitamos al lector interesado en
conocerlas a consultar [38].

Teorema 3.2.15. (Teorema de Medibilidad de Pettis) Una funcion f :
[a,b] — X es fuertemente medible si y solo si f es débilmente medible y existe
un conjunto M C [a,b], con p(M) =0, tal que el conjunto

{f(t):t€la,b] — M}
es separable.
Como consecuencia del Teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.16. Si X es un espacio de Banach separable, entonces f :
[a,b] — X es fuertemente medible si y sdlo si f es débilmente medible.
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Nota. Observe que, acorde con el teorema anterior, se tiene que para fun-
ctones reales, el concepto de medibilidad fuerte y medibilidad débil son equi-
valentes; pero dado que no todo espacio de Banach es separable, el concepto
de medibilidad fuerte se define a través de convergencia puntual de funciones
simples.

Asi pues, dado que los conceptos de medibilidad fuerte y débil no son
equivalentes en general, el concepto de medibilidad débil da lugar para definir
otra integral: la integral de Pettis.

Definicién 3.2.17. Una funcion [ : [a,b] — X tal que z*f es Lebesgue
integrable, para todo x* € X* es Pettis integrable sobre |a,b] si y sdlo si
para cada conjunto Lebesgue medible E en [a,b] existe un vector vi(E) € X

tal que la integral de Lebesgue
@ [ =1
E

existe y es igual a x*(vi(E)), para todo x* € X*. En este caso, vg(E) es
llamado la integral de Pettis de f sobre E y lo denotamos por vs(E) =

(P) [} F.

Nota. Como observard el lector en la definicion de la integral de Pettis una
condicion sobre la funcion f es que x*f sea Lebesque integrable, para todo
x* € X*; como consecuencia, f es débil medible.

Denotamos por P([a,b], X) el conjunto de todas las funciones Pettis in-
tegrables sobre [a, b].

A continuacion estableceremos algunas propiedades algebraicas de este
espacio y un teorema de convergencia.

Teorema 3.2.18. Sean f,g : [a,b] — X funciones Pettis integrables sobre
[a,b] y sea ¢ € R. Entonces la funcidn:

» cf es Pettis integrable sobre [a,b] y

(P)/abcfzc(P)/abf-

» [+ g es Peltis integrable sobre |a,b] y

<P>/ab<f+g>=<P>/abf+<P>/abg.
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Teorema 3.2.19. Sean f € P([a,b],X) yg:[a,b] = X. Si f = g casi donde
quiera en |a,b], entonces g es Pettis integrable sobre [a,b] y

(P)/abgz(P)/abf.

Definicidn 3.2.20. Una sucesion de funciones reales medibles (f,) definidas
sobre [a,b] converge en medida a una funcion f medible si y solo si para
todo € > 0,

i pu({t € [ab): 1 fo(0) = F(O)] > ) = 0.

Teorema 3.2.21. (Musiat, [31]) Sea f : [a,b] — X una funcion que satisface
las siguientes dos condiciones:

(i) existe una sucesion de funciones Pettis integrables f, : [a,b] — X tal que
lim, .o z*f, = 2*f en medida, para cada z* € X*,

(1) existe h € Ly(p) tal que para cada x* que pertenece a la bola unitaria
cerrada de X* y cada n € N, la desigualdad |x*f,| < h se cumple casi
dondequiera.

Entonces f € P([a,b],X) y

tin (P) [ f=(P) [ 1.

para todo E C [a,b] Lebesgue medible.

En el siguiente capitulo estableceremos la relacion que existe entre las
integrales que se han mencionado hasta este momento en esta tesis: integral
de Henstock, integral de Kurzweil, integral de Bochner, integral de McShane
e integral de Pettis.
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Capitulo 4

Relacion entre las integrales de
Riemann, McShane, Bochner,
Pettis, Henstock y Kurzweil

Debido a que ciertas propiedades algebraicas o topolégicas de un espacio
de Banach son caracterizadas a través de determinadas integrales tales como
la integral de Bochner y Pettis, uno de nuestros objetivos es determinar
la relacién existente entre las distintas integrales mencionadas durante el
desarrollo de la presente tesis.

4.1. Relacion entre las integrales de tipo Rie-
mann

Teorema 4.1.1. Sea f : [a,b] — X una funcion Riemann (respectivamente
McShane) integrable, entonces es Kurzweil integrable y el valor de las inte-
grales coinciden.

Demostracion: Sea f Riemann integrable. Entonces dado e > 0 existe
d > 0 tal que para toda particion etiquetada {(/;,&;) : ¢ = 1,...,n} de [a,b]

-fina
> e - () [ f

Tomemos a la funcién medidora constante A(t) = §, para todo t € [a,b] y
por lo tanto es Kurzweil integrable y el valor de las integrales coinciden.

< €.

Ahora, sea f McShane integrable. Entonces dado € > 0 existe una funcion
medidora § tal que para toda particion etiquetada libre {(/;,&) : i =1, ...,n}
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de [a, b] d-fina

< €.

> rr) - () / s

Como cualquier particion etiquetada es una particion etiquetada libre, la
desigualdad anterior es véalida para cualquier particion etiquetada de [a, b] d-
fina, por lo que f es Kurzweil integrable y el valor de las integrales coinciden.

O

Teorema 4.1.2. (Rodriguez, [36]) Sea f : [a,b] — X una funcidn Riemann
integrable, entonces es McShane integrable y el valor de las integrales coinci-
den.

Asi pues, acorde a los Teoremas 4.1.1 y 4.1.2 tenemos que,
R(la,b], X) C M([a,b],X) C K([a,b], X). (4.1)

Sin embargo, los reciprocos en general no son vélidos, dado que existen
funciones que son Kurzweil integrables y que no son McShane integrables;
también, existen funciones McShane integrables las cuales no son Riemann
integrables. En efecto, las funciones siguientes son ejemplos de ello.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos nuevamente la funcion de Dirichlet f : [0,1] —
R definida por
1, sit es racional,
Ft) = { 0, sit esirracional.

La cual es McShane (Lebesgue) integrable sobre [0,1] y no es Riemann inte-
grable sobre [0, 1] (véase [36]).

Ejemplo 4.1.4. Sea f :[0,1] — R, definida por

[ t’sen (%), site(0,1],
J(t) = { 0, sit=0.

Definida de esta forma f es Kurzweil integrable sobre [0,1] y no es McShane
(Lebesgue) integrable sobre [0,1] (véase [1]).

Nota. Como recordard el lector, en la Seccion 3.1 hicimos la observacion de

que la integral de McShane es equivalente a la integral de Lebesgue cuando
X =R.

Sin embargo, imponiendo una condicién adicional a una funcion Kurzweil
integrable tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 4.1.5. (Naralenkov [33]) Si f : [a,b] — X es Kurzweil integrable
y acotada sobre [a,b], entonces [ es McShane integrable sobre [a,b].

Por otro lado, como recordara el lector, la integral de Henstock (Defini-
cion 2.1.1) también estd dada en términos de particiones etiquetadas, pero
no estd definida en términos de sumas de Riemann; por lo tanto, para deter-
minar la relaciéon que existe entre ésta con la integral de Riemann, McShane
y Kurzweil se requiere de un anéalisis méas exhaustivo.

Primero iniciaremos determinando la relaciéon que existe entre la integral
de Henstock y la integral de Kurzweil; en este caso se tiene que toda funciéon
Henstock integrable es Kurzweil integrable, tal y como se demuestra en el
siguiente teorema.

Teorema 4.1.6. Si f € H([a,b], X), entonces f € K(|a,b],X) y el valor de
las integrales coinciden, es decir,

b
) [ £=F(b) - Fla).
donde F' es la funcion de la definicion de la integral de Henstock.
Demostracion: Sea € > 0, como f es Henstock integrable, existe una

funcion medidora § sobre [a, b] tal que si {(;,&;) : i = 1,...,n} es una particion
etiquetada J-fina de [a, b], entonces

D IFEUT) = F(t) = Fltia)] < e

Sea {(1;,&) :i=1,...,n} una particion d-fina. Entonces

n b
‘ > ) - @) | fH -

n

Sy - [ f>H

=1

<3| —an [ s = sy ) - Fei <

Por lo tanto, f es Kurzweil integrable y (K) fab f=(H) fab f.
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Asi pues, con base en el Teorema 4.1.6 se tiene que

H([a,], X) € K([a,b], X). (4.2)

Ahora bien, es natural preguntarse si el reciproco del Teorema 4.1.6 es
valido; es decir, jtoda funcion Kurzweil integrable es Henstock integrable?.
La respuesta a la anterior interrogante, en general, es negativa; un ejemplo
de ello es la funcion dada en el Ejemplo 2.2.4, la cual es Kurzweil integrable
y no es Henstock integrable, como lo demostramos a continuacion.

Ejemplo 4.1.7. Como vimos en el Ejemplo 2.5.11 de la Seccion 2.3, la
funcion f: [a,b] — l3([a, b]) definida por

f(t) =e t €la,b],

es Riemann integrable sobre [a,b] y, por lo tanto, Kurzweil integrable sobre

[a,b] con (K) [”f=0.

Ahora veremos que no es Henstock integrable en |a,b|. En efecto, sea

b—a

€ = 5%, supongamos que existe 0 > 0 tal que para toda particion etiquetada
{(I;,&) : i =1, ...,n} 6-fina de |a,b], se cumple que

Z [ £(&)(ti —tica) = Oz = Z leg, (ti —tiz1)|l2 = Z Vit —ti)? =b—a

por lo tanto la expresion ., || f(&)(t; — ti—1) — Oz no se puede hacer
menor que € y en consecuencia f no es Henstock integrable sobre |a, b].

El anterior ejemplo implica que, en general,
H([a,0], X) & K([a,b], X).

Sin embargo, esto nos motiva a cuestionarnos acerca de qué condiciones
adicionales debe imponerse a un espacio de Banach X para que K ([a,b], X) C
H([a,b], X); es decir, K([a,b],X) = H([a,b],X). En este caso se tiene que
si X es de dimension finita, entonces ambas integrales son equivalentes, tal
como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.8. (Schwabik and Guoju, [38]) Sea X un espacio de Banach
de dimension finita. Una funcion f : [a,b] — X es Henstock integrable sobre
la,b] siy sdlo si f es Kurzweil integrable sobre |a, b].
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Demostracion:
=) Es una consecuencia inmediata del Teorema 4.1.6.
<) Sean X un espacio de dimension finita y f una funcion Kurzweil integra-
ble sobre [a,b]. Entonces por el Lema de Saks-Henstock para la integral de
Kurzweil (Teorema 2.4.5) se tiene que para todo € > 0 existe una medidora
J sobre [a, b] tal que

n

2.

=1

e - &) [ fH <

para toda particion {(I;,&;) : i = 1,...,n} d-fina de [a, ], por lo tanto, [ es
Henstock integrable sobre [a, b].

g

El Teorema 4.1.8 nos motiva a cuestionarnos si los espacios de dimension
finita estan caracterizados por este hecho, es decir: Sea X un espacio de Ba-
nach. ;51 toda funcion Kurzweil integrable es Henstock integrable, entonces
el espacio de Banach X es de dimension finita?, la respuesta es afirmativa,
Solodov en [39] demuestra la veracidad de este hecho.

Una aportacion de gran relevancia en esta direccion es la realizada por
Cao en [2], donde establece la relacion entre la integral de Henstock con la
de Kurzweil a través de un operador.

Teorema 4.1.9. (Cao, [2]) Sea T : X — Y absolutamente sumable, es decir,
existe p > 0 tal que para todo conjunto finito {x1, s, ..., x,} de puntos en X,
tenemos

S O lITaell < p osup > fa(a)l.
=1 | k=1

[z*[|<1 7.2
Si f € K([a,b], X), entonces Tf € H([a,b],Y).

Como consecuencia del resultado anterior, se tiene que si el operador iden-
tidad sobre X es absolutamente sumable, entonces H([a, b], X) = K([a, b], X).

A continuacién analizaremos la relacion de la integral de Henstock con la
integral de Riemann, para ello consideremos la funcién del Ejemplo 4.1.7 la
cual es Riemann integrable y no es Henstock integrable. Asi pues, tenemos
que

R([a,0], X) ¢ H([a,b], X). (4.3)
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Por otro lado, el espacio de las funciones H([a,b], X') no esta contenido
en el espacio R([a,b], X), dado que, si esto fuese cierto en general, entonces
el Teorema Fundamental del Célculo (parte I) para la integral de Henstock,
daria lugar a una contradiccién, dado que la integral de Riemann no integra la
derivada de todas las funciones diferenciables. Asi pues, en general, tenemos
lo siguiente

H([a,], X) ¢ R([a,b], X). (4.4)

Con base en las expresiones (4.3) y (4.4) nos vemos motivados a pregun-
tarnos si en general existe al menos interseccion entre estos espacios; en efecto,
dado que cualquier funcién constante pertenece a ambos espacios. de igual
forma, surge de manera natural la interrogante de bajo qué condiciones adi-
cionales sobre el espacio de Banach X existe una relacién de contencién entre
los espacios R([a,b], X) y H([a,b], X); en particular, si el espacio de Ba-
nach X es de dimension finita R([a,b], X) C H([a,b], X), dado que como
anteriormente vimos, en espacios de dimension finita, H([a,b], X) coincide
con K([a,b], X) y toda funcion Riemann integrable es Kurzweil integrable.
Ahora bien, nos podemos cuestionar si los espacios de dimension finita estan
caracterizados por esa propiedad, es decir: Sea X un espacio de Banach. ;5%
R([a,b], X) C H([a,b],X), entonces la dimension de X es finita?, con base a
la bibliografia que hemos consultado hasta el momento no hemos encontrado
respuesta a esta interrogante, la cual trataremos en futuras investiga-
ciones.

A continuacion veremos la relacion de la integral de Henstock con la de
McShane. En general, no existe una relacion de contenciéon entre los espacios
de funciones Henstock integrables y McShane integrables.

Ejemplo 4.1.10. (Federson. [11])
Considere el espacio

Z =1(NxN)= {z = (2ij)ijen, 2ij € R; Z |25 < OO}

1,j=1

equipado con la norma

VI

ol = (i mﬁ)

ij=1
y la funcion f :[0,1] — Z definida por

f:me
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donde
filt) = 2'eyj,
siempre que QL <t< 21 + 5,5 =0,1,2,...,2" =1, y f;(t) = 0 en otro caso.
f e M(la,bl,Z)\ H([a,b],Z), al lector interesado en consultar la demos-
tracion de este hecho lo invitamos a ver [11]. Ademds, la funcion definida en

el Ejemplo 2.2./ de la Seccion 2.2 también es una funcion Riemann integrable
y, por lo tanto, McShane integrable la cual no es Henstock integrable.

El siguiente ejemplo establece una funcién la cual es a su vez Henstock y
McShane integrable.

Ejemplo 4.1.11. (Federson, [11])
Consideremos el espacio

I,(N) = {(a:i),:z ER|D |z’ < oo} .

i=1
Sea f:[0,1] — l5(N) definida por

2t 1 1
t) = — 3 ‘ =< = )
f(t) —¢i, siempre que o < oy

i=1,..,

Definida de esta forma f € H(|a,b],X) y f € M(|a,b], X) (véase [11]).

Como consecuencia de los ejemplos 2.2.4, 4.1.10 y 4.1.11, tenemos que

M([a,b], X) ¢ H([a,b], X) (4.5)

y H([a,b], X) N M([a,b], X) # (). Ahora, si consideramos el caso X = R, la
integral de Henstock es equivalente a la integral de Henstock-Kurzweil y la
integral de McShane es equivalente a la integral de Lebesgue y, como vimos
en el Capitulo 1, el espacio de funciones Lebesgue integrables est& contenido
propiamente en el espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables, es
decir, existen funciones Henstock integrables que no son McShane integrables,
lo cual implica que

H(la,b], X) ¢ M([a,b], X). (4.6)

La Figura 4.1 muestra graficamente lo demostrado hasta ahora.
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Kurzweil

McShane

-

Figura 4.1.

4.2. Relacion entre las integrales de tipo Rie-
mann con las integrales de Bochner y Pet-
tis

Iniciaremos estableciendo la relacion entre la integral de Bochner con la
integral de Pettis mediante el siguiente resultado.

Teorema 4.2.1. (Schwabik and Guoju, [38]) Sean f : [a,b] = X y E C [a,b]
medible. Si f es Bochner integrable en E, entonces f es Pettis integrable en
E y el valor de las integrales coinciden.

Asi pues, con base en el Teorema anterior se tiene que
B([a,b], X) C P(fa,b], X), (4.7)
pero el reciproco, en general, no se cumple; un ejemplo de ello es el siguiente.

Ejemplo 4.2.2. (Cascales y Troyansky, [3])
Sean X =13([a,b]) y f:[0,1] = X wuna funcion definida por

f(t) = €;

f es Pettis integrable sobre |0, 1], pero no es Bochner integrable sobre [0, 1].
En efecto, para cada x* € X* se tiene que z*f = 0 casi dondequiera en
[0,1] y, por lo tanto, f es Peltis integrable. Sin embargo, f no es Bochner
integrable sobre [0, 1] dado que no es fuertemente medible (Ejemplo 2.3.11).

Como lo hicimos anteriormente, en este punto podemos preguntarnos ba-
jo qué condiciones toda funcion Pettis integrable es Bochner integrable; en
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la revision bibliografica que hemos realizado no encontramos una respues-
ta general a esta interrogante, aunque si hallamos respuestas parciales. Por
ejemplo, si el espacio de Banach es separable, toda funcién Pettis integrable
es Bochner integrable, es decir, si un espacio de Banach es separable, enton-
ces la integral de Bochner y la integral de Pettis son equivalentes (véase [38]).
Es natural preguntarnos si los espacios de Banach separables estan caracte-
rizados por la equivalencia entre las integrales de Bochner y Pettis; acorde a
la revision bibliografica que hemos realizado no encontramos una respuesta
general a esta interrogante, por lo tanto, planteamos como objetivo la
formulacién de la solucién para futuras investigaciones.

La relacion entre la integral de McShane con la integral de Pettis es
establecida en el siguiente resultado.

Teorema 4.2.3. (Schwabik and Guoju, [38]) Sean f : [a,b] = X y E C [a, b
medible. Si [ es McShane integrable sobre E, entonces [ es Pettis integrable
sobre E y el valor de las integrales coinciden.

Como consecuencia del Teorema 4.2.3, tenemos que

M([a,b], X) € P([a,b], X). (4.8)

En este punto surge de manera natural el preguntarnos si el reciproco
del Teorema 4.2.3 es cierto, la respuesta en general es negativa ya que en
[15] v en [9] los autores exhiben ejemplos de funciones las cuales son Pettis
integrables y no son McShane integrables, dado que dichos ejemplos utilizan
conceptos que no han sido definidos a lo largo de este trabajo de tesis y por
la complejidad de sus construcciones no los damos explicitamente.

Con base a lo anterior es natural preguntarse bajo qué condiciones toda
funcion Pettis integrable es McShane integrable; los siguientes resultados
establecen las condiciones necesarias y /o suficientes para la equivalencia entre
estas integrales.

Teorema 4.2.4. (Gordon [17]) Sea f : [a,b] — X fuertemente medible. Si f
es Pettis integrable sobre [a,b], entonces f es McShane integrable sobre [a,b].

Teorema 4.2.5. (Schwabik [40]) Sea X un espacio de Banach separable.
Entonces una funcion f : [a,b] — X es Pettis integrable sobre [a,b] si y sdlo
si f es McShane integrable sobre |a, b].

Teorema 4.2.6. (Di Piazza-Preiss [9]) Sea X un espacio de Hilbert. Enton-
ces una funcion f : a,b] — X es McShane integrable sobre [a,b] si y sdlo si
es Pettis integrable sobre |a,b].
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Teorema 4.2.7. (Deville-Rodriguez [6]) Sea X un subespacio de un espacio
Hilbert generado. Si f : [a,b] — X Pettis integrable sobre [a,b], entonces f
es McShane integrable sobre [a,b].

Para determinar la relacion entre la integral de Pettis y la integral de
Kurzweil consideremos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.8. (Fremlin, [14]) Sea f : [a,b] — X. f es McShane integrable
sobre [a,b] siy solo si f es Peltis integrable y Kurzweil integrable sobre [a, b].

En [13, p. 535| se establece que toda funcion f : [a,b] — X Pettis in-
tegrable es Kurzweil integrable, lo cual, en general, es incorrecto; en efecto,
supongamos que es valido: si f es Pettis integrable entonces es Kurzweil in-
tegrable, por el Teorema 4.2.8 tenemos que f es McShane integrable, lo cual
es una contraccion ya que en [15] y en 9] los autores exhiben ejemplos de
funciones las cuales son Pettis integrables y no son McShane integrables. Por
lo que

P([a,b], X) & K([a,b], X).

La funcion del Ejemplo 4.1.4 es una funcién Kurzweil integrable la cual
no es Pettis integrable, por lo que tenemos que

K([a,b], X) & P([a,b], X).

Por lo que afirmamos que no hay relacion de contencion entre K ([a, b, X)
y P(la,b], X); sin embargo, cualquier funcion constante es tanto Pettis inte-
grable como Kurzweil integrable. Graficamente, la relacion entre los espacios
de funciones Pettis, McShane y Kurzweil integrables es representada median-
te la Figura 4.2.

Figura 4.2.

Con base en la contencién 4.1 de la Seccién 4.1, la contencion 4.8 y el
Teorema 4.2.8 de la presente seccién, una representacion grafica de la relacion
entre las integrales de Riemann, McShane, Pettis y Kurzweil es la Figura 4.3.
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McShane

Figura 4.3.

Por ultimo haremos tres comparaciones més: la integral de Riemann con
la integral de Bochner, la integral de Bochner con la integral de McShane y
la integral de Henstock con la integral de Pettis.

En general, no existe relacién de contencion entre el espacio de funciones
Riemann integrables y el espacio de funciones Bochner integrables, dado que
existen funciones Riemann integrables que no son Bochner integrables y fun-
ciones Bochner integrables que no son Riemann integrables. En el Ejemplo
2.3.11 se exhibe una funciéon Riemann integrable, pero al no ser fuertemente
medible no es Bochner integrable; por lo tanto,

R([a,0], X) ¢ B([a,b], X). (4.9)

Por otro lado, la funcién definida en el Ejemplo 4.1.3 de la Secciéon 4.1
exhibe una funcién Bochner integrable la cual no es Riemann integrable; por
lo tanto,

B(la,], X) ¢ R([a,b], X). (4.10)

Sin embargo,
R([a,b], X) N B([a,b], X) # 0, (4.11)

dado que toda funcion constante es tanto Riemann integrable como Bochner
integrable.

Asi pues, con base en las expresiones (4.9), (4.10) y (4.11) podemos dar
una representacion grafica de la relacion entre el espacio de funciones Rie-
mann integrables y el espacio de funciones Bochner integrables mediante la
Figura 4.4.
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Figura 4.4.

El siguiente teorema establece la relacion entre el espacio de funciones
Bochner integrables y el espacio de funciones McShane integrables.

Teorema 4.2.9. (Schwabik and Guoju, [38]) Si f : [a,b] — X es Bochner
integrable sobre [a,b], entonces [ es McShane integrable sobre [a,b].

Asi pues, con base en el Teorema 4.2.9 se cumple que

B(la,b], X) € M([a,b], X); (4.12)

el reciproco, en general no es vélido, ya que en particular en [38| se exhibe un
ejemplo de una funcion McShane integrable la cual no es Bochner integrable;
dada la complejidad de su construccion, omitimos su formulacion e invitamos
al lector interesado a consultar dicho trabajo.

Nuevamente, es natural preguntarnos acerca de qué condiciones debe
cumplir el espacio de Banach para tener la equivalencia de las integrales
de Bochner y McShane, en particular si el espacio es de dimension finita
toda funcion McShane integrable es Bochner integrable (véase [38]). Ahora
bien, es natural preguntarnos si los espacios de dimension finita estan carac-
terizados por dicha propiedad, en [38] el autor establece que si el espacio es
de dimension infinita existe una funcién la cual es McShane integrable y no
es Bochner integrable. Por lo que tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.10. Sean [a,b] C R y X un espacio de Banach. X es de
dimension finita si y sdlo si para cada f : [a,b] — X, f es Bochner integrable
sobre |a,b] si y solo si f es McShane integrable sobre [a,b).

Graficamente la Figura 4.5 representa la relacion entre el espacio de fun-
ciones Bochner integrables y el espacio de funciones McShane integrables.
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McShane

Figura 4.5.

Respecto a las integrales de Henstock y Pettis no existe, en general, una
relacion de contencién entre los espacios de funciones de estas integrales, ya
que la funcién dada en el Ejemplo 4.2.2 es una funciéon Pettis integrable y no
es Henstock integrable (Ejemplo 4.1.7), por otro lado, la funcion del Ejemplo
4.1.4 es una funcion real que es Henstock integrable y no es Pettis integrable
debido a que en el contexto real la integral de Henstock es equivalente a la
de Kurzweil y, a su vez, la integral de Pettis es equivalente a la de Lebesgue.
Sin embargo, cualquier funciéon constante es tanto Pettis integrable como
Henstock integrable y ademas el valor de las integrales coinciden. Asi pues,
una representacion grafica de las integrales de Henstock y Pettis estd dada
mediante la Figura 4.6.

Figura 4.6.

Por tultimo, determinaremos la relacion que existe entre las integrales de
Bochner y Henstock, tal relacion viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 4.2.11. (Federson, [11]) Si f : [a,b] — X es Bochner integrable
sobre [a,b], entonces f es Henstock integrable sobre |a,b].

Asi pues, se tiene que
B(la, 0], X) € H([a,b], X); (4.13)

aunque el reciproco, en general, no se cumple, ya que la funcién dada en
el Ejemplo 4.1.4 es una funcién Henstock integrable la cual no es Bochner
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integrable. Asi pues, una representacion grafica de la relacion entre la integral
de Bochner y Henstock es la Figura 4.7.

Henstock

Figura 4.7.

El siguiente resultado sera de gran utilidad en demostraciones de resulta-
dos posteriores, tales como los teoremas de convergencia; debido a que en su
demostracion son utilizados resultados los cuales no se encuentran estableci-
dos en este trabajo de tesis, omitimos su demostraciéon. Al lector interesado
en conocer la demostracion lo invitamos a consultar [12].

Teorema 4.2.12. Sea X un espacio de Banach. Si f : [a,b] — X es Henstock
integrable, entonces existen conjuntos cerrados B, j € N, tal que B; C Bj.1,
para todo j € N, U;B; = [a,b] y f es Bochner integrable sobre cada B;. Mds
atn, para todo subintervalo cerrado I de [a,b],

i (8) [ s = 10 [ 1 (4.14)

Acorde a las Figuras 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7, una representacion grafica
de las relaciones entre las integrales de Riemann, Bochner, McShane, Pettis,
Henstock y Kurzweil es la Figura 4.8.
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Bochner

Figura 4.8.
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Capitulo 5

Teoremas de Convergencia para
las integrales de Henstock y
Kurzweil

En este capitulo estableceremos los correspondientes teoremas de con-
vergencia para la integral de Henstock y de Kurzweil similares a los que se
tienen en el contexto real: Teorema de Convergencia Monétona (Teorema
1.5.1), Dominada (Teorema 1.5.2) y Equi-integrabilidad (Teorema 1.5.4); sin
embargo, observe que los primeros dos teoremas de convergencia estan for-
mulados en términos de la relacién de orden usual que existe en el conjunto
de los nimeros reales, asi pues, dado que en general, en un espacio de Ba-
nach no se cuenta con una estructura de orden, estos teoremas no pueden ser
formulados de manera analoga al contexto real; por lo tanto, con la finalidad
de establecer estos teoremas de convergencia en el contexto de los espacios
de Banach, iniciaremos definiendo una relacién de orden en un espacio de
Banach arbitrario.

Definicién 5.0.13. Un subconjunto cerrado X, de un espacio normado X
es llamado un cono ordenado si y solo si

(1) X++ X4 C Xy,
(i) Xin(=Xy)={0},
(iti) cX. C X, para todo ¢ > 0.

Nota. Los puntos (i) y (ii) significan que X, es cerrado bajo la suma y
producto por escalares positivos.
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Observacion. Si consideramos el conjunto {0}, éste cumple con las con-
diciones de la Definicion 5.0.13. Ademds, observe que el inciso (ii) de la
Definicion 5.0.13 impide que un subespacio vectorial del espacio X sea un
cono ordenado.

Nota. En trabajos tales como en [10] al concepto de cono ordenado lo de-
nominan como “cono positivo”, debido a que sus elementos cumplen con una
cierta condicion de “positividad” andloga a la que se tiene en el conjunto de
los numeros reales.

Definicién 5.0.14. Sea X, un cono ordenado de un espacio normado X y
sean x,y € X, definimos una relacion de orden < en X como

x<ysiysolosiy—zeX,.
La relacion < define un orden parcial en X, en efecto:

1. sean x,y,z € X, dado que z — 2z = 0 € X, implica x < x y por lo
tanto es reflexiva;

2. vaquesiz<yyy<x entoncesy—xr € X, yr—y=—(y—z) € X,
v por (ii), z —y = 0, es decir, x = y, por lo que es antisimétrica;

3.siz <yyy <z entoncesy—z € X, yz—y € Xy, por (i),
r—y+y—z=x—z2¢€ X, eimplica que es transitiva.

Observe que dado un cono ordenado definimos un orden parcial; méas atn,
el reciproco también se cumple, es decir, si < es un orden parcial sobre X
entonces el conjunto X = {y € X|0 < y} es un cono ordenado. Asi pues, los
elementos de un cono ordenado son aquellos que son “positivos” en el sentido
del orden parcial construido.

Definicién 5.0.15. Un espacio de Banach ordenado es un par (X, <)
tal que X es un espacio de Banach y < es una relacion de orden parcial

definida en X.

Nota. Cuando hagamos referencia a un espacio de Banach ordenado sim-
plemente lo denotaremos X, a menos que se indique lo contrario.

Ejemplo 5.0.16. El espacio
C([0,1],R) ={f : [0,1] — R| f es continua},

dotado con la norma del supremo || - ||« y con la relacion de orden “f < g si
y solo si f(t) < g(t), para todo t € [0,1]”, es un espacio de Banach ordenado.
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Ejemplo 5.0.17. (M. Federson [10]) Sea X un espacio de Banach ordenado
y (0,2, 1) un espacio de medida y sean f,g € L,(Q%, X, 1) funciones reales,
donde 1 < p < oo. Entonces la relacion “f < g si y sdlo si f(t) < g(t) p-casi
donde quiera” define una relacion de orden parcial sobre L,(€2,3, p).

Definicion 5.0.18. Sean X un espacio de Banach ordenado y (f,) una su-
cesion de funciones Henstock (respectivamente Kurzweil) integrables con va-
lores en X y definidas sobre |a,b]. La sucesion (f,) es:

creciente si y solo si f,,(t) < fui1(t), para todo t € [a,b] y n € N,

decreciente si y solo si fni1(t) < fo(t), para todo t € [a,b] yn € N,

= mondtona si y solo si es creciente o decreciente,

puntualmente acotada en norma casi donde sea si y solo st

sup || f(¢)| < oo,
neN

para casi todo t € [a,b] yn € N.

Recordemos que en la Teoria de los Espacios Normados existe el concepto
de acotamiento de un conjunto, el cual se define de la siguiente manera: Sean
X un espacio normado y A C X. Se dice que A es acotado (respecto a la
norma) si y solo si existe K > 0 tal que

|z|| < K, para todo z € A. (5.1)

Sin embargo, haciendo uso de la relaciéon de orden de un espacio de Banach
ordenado podemos definir otro concepto de acotamiento de un conjunto de
la siguiente manera: Sean X un espacio de Banach ordenado y A C X. Se
dice que A es acotado (respecto al orden) si y sdlo si

ACy,zl ={r e Xly<az <=z} (5.2)

Asi pues, dado que en un espacio de Banach ordenado tenemos al menos
dos conceptos de conjunto acotado, para hacer una distincién entre estos dos
conceptos si un conjunto es acotado respecto a la condicién 5.1, entonces
diremos que el conjunto es acotado en norma; si un conjunto es acotado
respecto a la condiciéon 5.2, entonces diremos que el conjunto es acotado en
orden.

En particular, en el conjunto de los ntimeros reales, considerando el valor
absoluto como su norma y su relacion de orden usual, se tiene que el concepto
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de acotamiento en norma y acotamiento en orden son equivalentes; ademas,
es un hecho conocido que toda sucesion (z,,) C R que es creciente (respectiva-
mente decreciente) y acotada superiormente (respectivamente inferiormente)
es convergente y, ademas,

lim z, = sup{z,|n € N}
n—oo

(respectivamente lim z, = inf{z,|n € N}) :
n—oo

Sin embargo, en general, no es valido que si una sucesion de un espacio de
Banach es creciente (respectivamente decreciente) y acotada superiormente
(respectivamente inferiormente) es convergente; un ejemplo de ello es el si-
guiente.

Ejemplo 5.0.19. Consideremos el espacio
C([0,1],R) ={f :[0,1] = R| f es continua},

dotado con la norma del supremo ||- || y con la relacion de orden “f < g siy
solo si f(t) < g(t), para todo t € [0,1]”. Sea (f,) C C(]0,1],R) una sucesion
de funciones, donde

o 1, sit € (%71]7
fu(t) = { nt, sitel0,1],

para todo n € N, (f,) es creciente y acotada en orden, ya que 0 < f, <1,
para toda n € N.

La sucesion (f,) converge puntualmente a la funcion

[ 1, site(0,1],
fO(t>_{o, sit=0.

Pero fo & C([a,b],X), por lo tanto no existe f € C([a,b], X) tal que la
sucesion (f,) converja en norma a f.

Definiciéon 5.0.20. Sea X, un cono ordenado de un espacio de Banach X.
Se dice que X, es

= normal si y solo si existe una constante v > 1 tal que st x,y € X y
0 <z <y, entonces

]l < ~llyll, (5.3)




Teoremas de Convergencia para las integrales de Henstock y
Kurzweil 69

= regular si y solo si toda sucesion creciente y acotada en orden de X
converge,

= completamente regular si y solo si toda sucesion creciente y acotada
en norma de X, converge.

Lema 5.0.21. Sean X un espacio ordenado a través de un cono completa-
mente reqular y (x,) una sucesion creciente en orden y acotada en norma.
Entonces eziste v € X tal que (x,) converge en norma a x.

Demostracién: Sean y,, = z,, — 1, para cada n € N. La sucesion (y,,)
es creciente en orden y acotada en norma de elementos de X,. Como X es
completamente regular existe x € X tal que lim,,_, ||z, — 1 — x| = 0, por
lo tanto (z,) converge en norma a x; + .

0

Nota. FEn la revision bibliogrdfica que hemos realizado no encontramos el
Lema 5.0.21 como tal, por ello, aunque es de lo mds elemental, su demos-
tracion es de nuestra autoria.

Observacion. Toda sucesion decreciente en orden y acotada en norma en
un espacto ordenado a través de un cono completamente reqular converge en
norma. Asi, toda sucesidn mondtona y acotada en norma es convergente en
norma.

Los siguientes espacios son ejemplos de espacios de Banach los cuales
tienen conos ordenados completamente regulares (véase [20]).

» Espacios de sucesiones [,, 1 < p < oo, normados por una p-norma y
con el orden “(x,) < (y,) si y solo si z,, < y,, para todo n € N”.

= Espacios de funciones L,(€2), 1 < p < oo, normado por una p-norma
y ordenado puntualmente casi donde sea, donde €2 es un espacio de
medida.

El siguiente teorema muestra la relacion existente entre los conceptos
definidos anteriormente; al lector interesado en conocer la demostracion de
este teorema lo invitamos a consultar [19].

Teorema 5.0.22. (Gou, [19]) Sea X, un cono ordenado de un espacio de
Banach X. 51 X es completamente regular, entonces X es reqular; ademds,
st Xy es regular, entonces Xy es normal. El reciproco se cumple si X es
débilmente secuencialmente completo.
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Dado que un cono completamente regular es regular y normal, los espa-
cios I, y Ly(€2), 1 < p < oo, dados anteriormente también son ejemplos de
estos espacios.

Como el lector podra percatarse el Teorema 1.2.3 esta formulado en tér-
minos de la relaciéon de orden usual de los ntimeros reales; por lo tanto,
este teorema no puede formularse, en general, para el espacio H([a,b], X)
(respectivamente K ([a,b], X)), donde X es cualquier espacio de Banach. Sin
embargo, si el espacio X es ordenado, entonces tenemos los siguientes teore-
mas.

Teorema 5.0.23. (Monotonia, Heikkild, [20]) Sean X un espacio de Ba-
nach ordenado y f, g : [a,b] — X funciones Kurzweil integrables sobre |a, b].

(1) Si f(t) < g(t) para casi toda t € |a,b], entonces

o [y [

(ii) Sea [c,d] C [a,b]. Si 0 < f(t) para casi toda t € [a,b], entonces

0 [rew [

(1) Por el Teorema 3.2.19 podemos suponer que f(t) < g¢(t) para toda
t € [a,b]. Denotemos h = g — f, entonces h(t) pertenece al cono orde-
nado X, de X para toda t € [a,b]. Sea [c,d] C [a,b]. Por el Teorema
2.3.2, h es Kurzweil integrable sobre [c, d].

Demostracién:

Para demostrar que (K) fcd h € X, observemos primero que (K) fcd h =
0 € X, si ¢ = d. Supongamos que ¢ < d, acorde a la definiciéon de la
integral de Kurzweil podemos elegir para cada n € N una funcién me-
didora d,, y una particion etiquetada {(I*,&") : i = 1,...,m,} J,-fina
de [c,d] tal que

d Mn
H(K) JRE NI

Denotemos y, = > .- h(§M)I(I]"), n € N. Como X es cerrado y como
yn € X, para toda n € N, tenemos que (K) fcdh = lim, oo yn € X,
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Consecuentemente,

o< [n=w) [Co-w [s

Esto demuestra la afirmacion.

(it) Como fx(.q < f en [a,b], por (i), tenemos que

(K) / s < / '

Teorema 5.0.24. (Monotonia, Heikkili, [21]) Sea X un espacio de Banach
ordenado a través de un cono ordenado normal. Sean f, g : [a,b] — X
funciones fuertemente medibles, tales que 0 < f(t) < g(t) para casi toda
t € [a,b]. Si g es Henstock integrable sobre [a,b], entonces f es Henstock
integrable sobre |a,b], y para todo subintervalo cerrado [c,d] de |a, b,

(H)/Cdfé <H>/Cdg.

Demostracién: Por el Teorema 4.2.12 existen conjuntos cerrados B,
j € N, tal que B; C Bj4; para todo j € N, U;B; = [a,b], g es Bochner
integrable sobre cada B; y

0

i () [ xag =0 [0 5.4

Jj—o0
Como el cono ordenado de X es normal, entonces
1£)] < llg(t)], para casi toda t € [a,b].

Este resultado implica que f es Bochner integrable sobre cada B; debido
a que g lo es. Para cada subintervalo cerrado [c,d] C [a, b] definimos

Fy(le,d)) = (1) / "

Fr(ead) = (1) [ xng.

d
Fy([e,d)) = (H) / o /. (5.5)
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Si j < 1, por el Teorema 5.0.23

d d
0 < Filesd) ~ Filesd) = (8) [ x5, < (B) [ g

= F1i+([c7 d]) - F}+([C7 d])
Por la normalidad del cono lo anterior implica que
1F:([e. d])—F([e. )| < AIF([e, d])—F} ([e,d])||, siempre que j <. (5.6)

Por 5.4 y 5.5 la sucesion (F; ([a,b]))jen converge, y por lo tanto es una
sucesion de Cauchy. Entonces, por 5.6, la sucesion (F5([a, b]));jen es de Cauchy
y, por lo tanto, converge. Por la desigualdad 5.6 tenemos que, cuando n — oo,

1 (e, d]) = F([e, d)|| < Y[ Fi([e.d]) — F ([e.d])], para todo j € N. (5.7)

Definimos

fj(t) = XBj(t)f(t>7 gj(t) = XB]’(t>g(t)7 le [aab]v n € N.

Como U;Bj = [a, b], para cada & € [a, b] existe un j(§) € N tal que £ € B,
para todo j > j(£). Entonces

fi(€) = (&) ¥ 9;(&) = g(&) siempre que & € [a,b] y j = j(£). (5.8)

Se sigue de 5.7 y 5.8 que dado cualquier punto &; € [a, b], cualquier subin-
tervalo I; C [a,b] y cualquier entero j > j(&;), entonces

1 (&)IL) = FL)| = [1£5(&)1(L:) — F(L)|
< 1£5(€)UE) = B (L)l + 1 F5(L) — F(L)]
< €)= Fy(L)I + A I1FS (1) — F (5]

)
< f5(&)UT) = F(I)I + Mg (€)i(T:) — FyF (L) + vllg(Ls) — Fi ()|
= 15(&)UT:) = Fy (L)l +llg; ()i (1) — EF (L)l +yllg (L) = Fe (Tl (5.9)

Sea € > (. Por el Teorema 4.2.11, como las funciones f; y g; son Bochner
integrables también son Henstock integrables. Por la version fuerte del Lema
de Saks-Henstock para la integral de Henstock (Lema 2.4.3), existen funciones
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medidoras d;, j € N, tales que para toda subparticion etiquetada {(Z;,&;) :
i=1,..,s} d;-fina de [a, ],

€

S IHENE) = B < 55 v D lgs@ld) = B () < 55 (510

Elegimos una funcién medidora d, tal que si {([;,&) : ¢ =1,...,n} es una
particion etiquetada 0 -fina de [a, b],

Z 1g(€)I(L:) — F (L) < e (5.11)

Definimos una funciéon medidora ¢ por

0(§) = min{d (£), () (€)}, € € [a,b].

Sea {(I;,&) : i = 1,...,n} una particion etiquetada é-fina de [a, b]. Por 5.9
tenemos, para cada i = 1,...,n,

17 (&)IT:) — FUDI < [ fiee (€)l(&) = Figo

1195660 (EUT) = Fligy Il +vll9(€)1(1L) = Fi(1)]-
Sumando ambos lados de la desigualdad anterior sobre i y definiendo
m =min{j(&)} y n = méx{j(&)}, obtenemos

Z £ €LY = FU) <Y D> I1HE)ITL) — (L)

J=m j(&)=j

+7 Z Z 19;(&)U(1:) — F (L) + VZ l9(&)I(L;) — Fi (L) (5.12)
J=mj(&)=j i=1

Por 5.10 y 5.11 y 5.12 tenemos que
n n P
Z 1 £(&)I(L:) — F(L)]| < Z % +ve < (3v + 2)e.
i=1 Jj=m

Esto prueba que f es Henstock integrable sobre [a, b] y por como definimos
Fiy FjJr tenemos que F; < Fj+, para todo 7 € N. Este resultado implica que,
cuando j — oo, F'(I) < F.(I), o equivalentemente,

(H)/Cdfé <H>/Cdg.
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O

El siguiente resultado establece una caracterizaciéon de una cierta clase
de funciones Henstock integrables sobre un espacio de Banach ordenado a
través del concepto de medibilidad fuerte.

Teorema 5.0.25. (Heikkild, [21]) Sea X es un espacio de Banach ordenado
a través de un cono ordenado normal. Si f : [a,b] — X es acotada en orden
puntualmente casi dondequiera por funciones Henstock integrables, entonces
f es Henstock integrable si y solo si f es fuertemente medible.

Demostracion:
=)Si f es Henstock integrable, es fuertemente medible por el Teorema 2.3.10.
<) Sea g_, g+ : [a,b] — X funciones Henstock integrables tales que g_(t) <
f(t) < g4(t) para casi toda t € [a,b]. Entonces gy —g_ es Henstock integrable,
f — g es fuertemente medible, y

0< f(t)—g-(t) < g+(t) — g_(t) para casi toda t € [a,b].

Por lo tanto f—g_ es Henstock integrable por el Teorema 5.0.24, entonces
f =9+ (f —g_) es Henstock integrable.

O

5.1. Teorema de Convergencia Dominada

Al igual que en el contexto real, si tenemos una sucesién de funciones
(fn) que toman valores en un espacio de Banach ordenado, decimos que la
sucesion (f,,) estd dominada si y solo si existen funciones g fuertemente
medibles tales que

9-(t) < fult) < g+(1),
para cada n € N y para casi todo t € [a, b].

En este momento contamos con las herramientas necesarias para formular
el Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Henstock.

Teorema 5.1.1. (Teorema de Convergencia Dominada, Heikkili, [21])
Sean X un espacio de Banach ordenado a través de un cono normal y g,
fn o la,b] = X funciones fuertemente medibles, n € N. Si la sucesion (f,)
estd dominada por g+, fn(t) — f(t) puntualmente para casi todo t € [a,b] y
g+ € H([a,b], X), entonces f, f, € H([a,b],X), n €N, y

<H>/abf:ggo<H>/abfn.
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Demostraciéon: La funcién limite f de la convergencia puntual casi don-
de quiera de la sucesion (f,,) de funciones fuertemente medibles es fuertemen-
te medible [21]. Ya que f,(t) € [g-(t), g+ (t)], para casi toda t € [a,b] v los
intervalos ordenados [z,y] de X son cerrados, entonces f(t) € [g_(t), g+ (t)],
para casi toda t € [a,b]. Por el Teorema 5.0.25 las funciones f y f,, n € N,
son Henstock integrables. Mas atn,

9-(t) = g+ (t) < f(t) = fult) < g+ (t) = g-(t), para casi toda ¢ € [a, ],
y
0 < f(t) = fu(t) + 9+() — 9-(t) < 2(g4-(t) — g-(t)), para casi toda t € [a,b].

Ya que el cono ordenado de X es normal y por lo anterior tenemos que

1F(E) = Ful) + 9+ () — (D) < 2v]lg4 (1) — (1), para casi toda t € [a,b)].

(5.13)

Por el Teorema 4.2.12 existe una sucesion de conjuntos cerrados (B;);en

tal que B; C Bjy; para todo j € N, U;B; = [a,b], g+ — g— es Bochner
integrable sobre cada B; y

b
i () [ (g1 =90 = (1) [ (00 = 90). (5.14)

J—o0 v
J

Las funciones v = f — f,, + g+ —g— y v; = 2(g4+ — g—) cumplen las hipotesis
del Lema 5.0.24; ademas, por la normalidad del cono ordenado tenemos que
para todo 5 € N,

||<H>/ F=hta=9)=B) [ (F=fita —g)H

J

i) [ (99~ (B) /

J

<2y

(9+ —g—)H'

Este resultado implica que, para toda j, n € N,

H(H) [u-m-m [ -5

J

o [-ar-m) [

J

< (2v+1)

(9+ —g—)H. (5.15)
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Sea € > 0. Como

i () [ (9. —g-) = (1) [ (91— 0.

Jj—00

existe j. € N tal que

(1) / (g: —9.) — (B) / N
Se sigue de 5.15 y 5.16 que
b
‘ i) [G-s)-o) [ ¢-h) <5 (5.17)

En vista de 5.13 tenemos

1) = fu®Il < 2y + Dllg1(t) = g-($)]|, para casi toda t € B,

Por el Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Bochner
(Teorema 3.2.12), existe n. € N tal que

, para n > n.. (5.18)

‘(B)/B -1 <

Je

DO | ™

Se sigue de 5.17 y 5.18 que

b
(H)/ (f = fu)|| <€ paran > n..

La prueba anterior muestra que

T}@;@(H)/abfn:(m/abf.
]

Sin embargo, si sustituimos la hipdtesis de dominacién en el Teorema de
Convergencia Dominada de la integral de Henstock (Teorema 5.1.1) por la
dominaciéon “usual”, el siguiente resultado es valido.

Teorema 5.1.2. (Teorema de Convergencia Dominada: Henstock)
Sea (f,) una sucesion de funciones Henstock integrables sobre [a,b] que con-
verge puntualmente hacia una funcion f sobre [a,b]. Si existe g : [a,b] — R
Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b] tal que || f.(t)|| < g(t), para casi todo
t € [a,b], entonces f es Henstock integrable sobre [a,b] y

<H>/abf:ggo<H>/abfn.
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Demostracion: Por el Teorema 2.3.10 (f,,) es una sucesiéon de funciones
fuertemente medibles y dado que toda funcién positiva Henstock-Kurzweil
integrable es Lebesgue integrable, g es Lebesgue integrable sobre [a, b]. Por el
Teorema 3.2.12 f es Bochner integrable sobre [a, b] y, por el Teorema 4.2.11,
es Henstock integrable sobre [a,b], mas atn,

o [ = [
O

Para la integral de Kurzweil no es posible formular un resultado analogo
al Teorema 5.1.2, debido a que una funciéon Kurzweil integrable no necesaria-
mente es fuertemente medible, sin embargo, si pedimos convergencia puntual
y medibilidad fuerte a la sucesion de funciones, el Teorema se demuestra
de forma trivial haciendo uso del Teorema de Convergencia Dominada para
la integral de Henstock. En general, en la revision bibliografica que hemos
realizado no se han encontrado resultados ligados al Teorema de Convergen-
cia Dominada para la integral de Kurzweil, lo cual nos hace pensar que aiin
no existe; asi pues, lo anterior nos motiva a cuestionarnos qué condiciones
se necesitan para establecer el Teorema de Convergencia Dominada para la
integral de Kurzweil, este problema lo abordaremos en trabajos pos-
teriores.

5.2. Teorema de Convergencia Mond6tona

Lema 5.2.1. Sea X un espacio de Banach ordenado a través de un cono
completamente regular. Si (f,) C K(la,b],X) es una sucesion mondtona
acotada puntualmente en norma casi donde sea en [a,b|, entonces

f(t) = lim fo(t),

n—oo
existe para casi toda t € [a,b].

Demostracion: Por hipotesis existe A C [a,b] Lebesgue medible, con
pu(A) = 0 tal que la sucesion (f,(t)) es acotada en norma, para cada t €
la,b] — A. Entonces para cada t € [a,b] — A, (f,) es monoétona y acotada
en norma, como X, es completamente regular, lim,,_,. f,(t) = f(¢). Por lo
tanto, f(t) = lim,_, fn(t), para casi toda t € [a, b].

g
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Lema 5.2.2. Sea X un espacio de Banach ordenado a través de un cono
completamente regular. Si (f,) C K(la,b],X) es una sucesion mondtona
acotada puntualmente en norma casi donde sea y la sucesion de integrales
(K) fab fn, n € N, es acotada en norma, entonces

f(t) = nh_{{)lo fa(t),

existe casi donde quiera en [a,b], y

d
F([e,d]) :== lim (K)/ I,

n—oo

existe para todo subintervalo cerrado [c,d] de [a,b]

Demostraciéon: Supongamos que (f,,) es creciente y puntualmente aco-
tada en norma casi donde sea en [a,b]. Entonces por el Lema 5.2.1 (f,)
converge puntualmente a la funcién f casi donde quiera en [a,b]. Sea [c,d]
un subintervalo de [a, b], por el Lema 5.0.23 tenemos que, para cada n € N,

o< () [ (= o) < () / " o)

Como X, es completamente regular, también es normal por el Lema
5.0.22, por lo tanto las desigualdades anteriores y de la definiciéon de norma-
lidad 5.3 implican

H(K)/cd(fn—fo) 9H<K>/ab<fn—fo> neN,

donde v > 1. Entonces

H(K)/cdfn < H(K)/Cdfo

n € N.
Este resultado, y la hipotesis de que la sucesion de integrales (K) fab fns

Y

waao [ +7H(K)/abfo

n € N, es acotada en norma, implica que la sucesion de integrales (K) fcd fns
n € N, es acotada en norma, y ademéas también es creciente por el Teorema
5.0.23.
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Denotemos .
Fu(le,d]) = (K)/ o neN.

Debido a que el cono ordenado de X es completamente regular, entonces la
sucesion de integrales (K) fcd fn , n € N, converge, es decir, el limite

F(le,d)) == lim F,([c,d)),

n—oo

existe para todo subintervalo cerrado [c, d] de [a, b], donde F([c,d]) = F(d) —
F(c) y F.([e,d]) = F,(d) — F,(c), para toda n € N.

g

Teorema 5.2.3. (Teorema de Convergencia Mondtona, Heikkild, [20])
Sea X un espacio de Banach ordenado a través de un cono completamente
regular. Si (fn,) C K([a,b], X) es una sucesion mondtona acotada puntual-

mente en norma casi donde sea y la sucesion de integrales (K) fab fn,meN,
es acotada en norma, entonces existe una funcion f € K(la,b], X) tal que
f(t) = lmy, o0 fu(t), para casi todo t € [a,b] y

(K) /abf: lfm (K) /abfn. (5.19)

n—oo

Demostraciéon: Supongamos que (f,) es creciente y puntualmente aco-
tada en norma casi donde sea.

Por el Lema 5.2.1
£(t) = 1 f,(0),

existe para casi todo t € [a,b]; mas atn, por el Teorema 3.2.19, podemos
suponer que, para todo ¢ € [a, b],

f(t) = lm f,(t),

n—oQ

y por el Lema 5.2.2

n—o0

b
F(la,b]) :== lim (K)/ fs

existe, demostraremos que f es Kurzweil integrable sobre [a, b] y que F'([a, b]) =

(K) [ f.
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Sea € > 0. Denotemos

d
Fulle,d)) = (K)/ for nEN.
Por el Lema 5.2.2, elegimos n. € N tal que

[1£(la, b]) = Eu([a, b])]] < (5.20)

=]

para n > n..

Por la version débil del Lema de Saks-Henstock para la integral de Kurz-
weil (Lema 2.4.1) existen funciones medidoras ¢, sobre [a,b], n € N, para las
cuales

p
€
=1
siempre que D = {(I;, fi); i =1,...,p} sea una particion o subparticion é-fina

de [a, b].

Como lim,, . fn(t) = f(t), para toda t € [a,b], existe un n(t) € N, para
el cual

1F(t) = fn@ <€ (5.22)

cuando n > n(t).

Definimos una funcion medidora 6 : [a,b] — (0, 00) por

0(t) = max{d,)(t), 0n.(t)}, t € [a,b].
Sea {(1;,&;),i = 1,...,s} una particion J-fina de [a,b]. Para cada i y n; =
max{n(&),n.} tenemos
FEL) = F(L) = [f(&) = S (G)I(L) + fn, (&)1(1)
—F, (L) + F (1) — F(L).

Sumando ambos lados de la igualdad anterior sobre i y denotando k =
min;{n;} y m = max;{n;} obtenemos

S S

Y (FENT) = F(L) = Y [f(&) — fa (EDNI(T)

i=1 i=1

+ Z Z [fo, (§)I(L;) — Fo, (1)) + Z[Fn(fz) — F(1;)]. (5.23)

n=k n;=n
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Como

0< S IFU) = Ful£)] < YIF(E) = Fi (1) = F(la.b) = o, ([a. b,

por la Definicién 5.3 y por la desigualdad 5.20 tenemos que

S

> [F(la.b]) = F,([a, B])]

i=1

<A F(a,0]) — Fo ([0, 0))[ < e (5.24)

Dado que 5.21 se cumple también para particiones d,-finas de [a, b], te-

nemaos
s

D U (E)NT) = Fo (1))

n;=n

< (5.25)

€
2_n7
para k <n < m.

Se sigue de 5.22, 5.23, 5.24 y 5.25 que

F(la,b)|| =

> &) - F(L)]H

=1

Z fnz 1 Z) - Fn(]i)]

n;=n

— F(L)]
e(b—a) —|—Z——|—e< (b—a)+ 3e.

n=~k

< Z I6) ~ €I + S

n==k

Esto prueba que f es Kurzweil integrable, y que F'([a,b]) = (K) f; f. Por
lo tanto, por el Lema 5.2.2,

b
K)/ f=F([a,b)) = lim F,([a,b]) = lim (K / I

a n—oo n—)oo
Si (f) es decreciente y puntualmente acotada y si las integrales (K) fab fns
n € N forman una sucesion acotada, entonces la sucesion (—f,) es creciente
y acotada puntualmente, y la sucesion de integrales (K) fab(—fn), n € N es
acotada. Aplicando la prueba de arriba para (— f,,) vemos que las afirmaciones

se cumplen también en este caso.
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O

Con el siguiente ejemplo mostramos que el Teorema de Convergencia
Monétona para la integral de Henstock-Kurzweil no puede formularse en
forma andloga para la integral de Henstock.

Ejemplo 5.2.4. (Federson [10]) Considere el espacio

lo(N x N) = {z = (2ij)ijen, zij € R; Z ’%"2 < OO}

ij=1

equipado con la norma

00 3
2]z = (Z \Zij|2>

4,j=1

y la funcion f:]0,1] — Io(N x N) definida por

F) =3 £

donde , . . L
_ ) 2y St <giAt oo,
filt) = { 0, en otro caso,
para j =0,1,2,..,2" = 1, y e;; = &gy, para cada (1,7) € Nx Ny {e;} es
un conjunto ortonormal de l3(N x N).

Sean g, = f1 + fo + ... + fn, para todo n € N. Entonces cada g, €
H([0,1],12(N x N)); sin embargo, f ¢ H([0,1],1o(N x N)) (véase [10]).

Sin embargo, si ademéas de suponer la monotonia de la sucesion, supone-
mos que es dominada por funciones fuertemente medibles podemos formular
el siguiente resultado el cual es una consecuencia del Teorema de Convergen-
cia Dominada para la integral de Henstock.

Teorema 5.2.5. (Heikkild [21]) Sean X un espacio de Banach ordenado
a través de un cono regular y (f,) una sucesion mondtona de funciones
fuertemente medibles de [a,b] a X. Si existen funciones Henstock integra-
bles g+ : [a,b] — X tales que g_(t) < fu(t) < g4+(t), para cada n € N y
para casi todo t € [a,b], entonces f(t) := lim, o fn(t) existe para casi toda

t € la,b], y . .
i) [ = ) [ .
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Demostracion: Las hipotesis dadas implican que para casi toda t € [a, b]
la sucesion (f,,) es monotona y acotada en el orden en X. Debido a que el
cono ordenado de X es regular, entonces f(t) = lim,,_,, f,(t) existe para casi
toda t € [a, b].

Definiendo f(t) = 0 para los restantes puntos ¢ € [a,b] obtenemos una
funcion fuertemente medible f : [a,b] — X. Consecuentemente, la hipotesis
del Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Henstock (Teo-
rema 5.1.1) se cumple para (f,,) y f, por lo tanto

<H>/abf=gggo<H>/abfn.
Il

Una de las hipotesis del Teorema de Convergencia Dominada para la in-
tegral de Henstock (Teorema 5.1.1) es la propiedad de normalidad del cono
ordenado, a diferencia del Teorema 5.2.5 para esta misma integral, donde la
condicién de regularidad es impuesta sobre el cono, dado que, como hemos
visto anteriormente, una sucesiéon monoétona y acotada en orden no necesa-
riamente es convergente, por lo que no tiene sentido hablar de funcion limite,
por ello, la condicion de regularidad garantiza la existencia de dicha funcion;
ademas de que la condicion de dominacion es impuesta, a diferencia del con-
texto real, donde esta condicién sobre la sucesion de funciones no es necesaria.

5.3. Teorema de Equi-integrabilidad

Definicion 5.3.1. Una coleccion F de funciones [ : [a,b] — X es llamada
H -equi-integrable (respectivamente K -equi-integrable) si y sdlo si toda
f € F es Henstock (respectivamente Kurzweil) integrable sobre [a,b] y para
cualquier € > 0 existe una funcion medidora § sobre [a,b] tal que si {(t;, ;) :
i=1,...,n} es una particion etiquetada 0-fina de [a,b], entonces

Z [ f(t)u(l) — F(L)| <,

> st~ 1) [ f

para toda f € F.
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Observacion. Hablando coloquialmente, un conjunto F es H-equi-integrable
(K -equi-integrable) si y sdlo si para cualquier € > 0, existe una funcidn medi-
dora 0 sobre [a,b] que cumple la desigualdad de la definicion 2.1.1 (definicion
2.1.2), para toda f € F.

Como podra observar el lector, el Teorema de Equi-integrabilidad para la
integral de Henstock-Kurzweil (Teorema 1.5.4) no estd formulado en términos
de la relacion de orden usual que existe en el conjunto de los ntimero reales;
asi pues, este teorema lo podemos formular para cualquier espacio de Banach
sin la necesidad de que este espacio sea ordenado, tal como se establece a
continuacion.

Teorema 5.3.2. (Teorema de Equi-Integrabilidad: Kurzweil, Kurzweil
y Jarnik, [27]) Sea (fn) C K([a,b], X) una sucesion K -equi-integrable tal que

lim f, = f(t), para toda t € [a,b].
n—oo
Entonces la funcion [ es Kurzweil integrable sobre [a,b] y

i () [ =) [

Demostracién: Sea € > 0; si § es la medidora de la definicion de equi-
integrabilidad de la sucesion (f,) correspondiente al valor € > 0, entonces
para cualquier n € N tenemos

> fult i) - (K) / i

para toda particion etiquetada {([;,&;) : i =1, ..., p} o-fina de [a, b].

<e, (5.26)

Si la particion {([;,&) : i = 1,...,p} es fija, entonces la convergencia
puntual de la sucesion (f,) a f permite que
P P

lim Z Fal€)U(T) = D F(&UT).

=1

Elegimos ny € N tal que para n > ng la desigualdad

<€

ka@)l(m - Zf(&-)l(ﬂ;)
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se cumple. Entonces tenemos

§)@m@4m/ﬁ

D FEUT) = fal&)U(T)]

@Wm%@/n

De aqui que para n,l > ng se cumple la desigualdad

oo [ -1 [

la cual muestra que la sucesion (K) fab fn, n € Nde elementos de X es Cauchy
y por lo tanto

< 2e,

para n > nyg.

< e,

n—oo

b
lim (K)/ fn=w € X existe. (5.27)

Sea ¢ > 0. Por hipétesis existe una medidora ¢ tal que 5.26 se cumple para
toda k € N siempre que {(I;,§;) : i = 1,...,n} sea una particion etiquetada
d-fina de [a, b]. Por 5.27 elegimos N € N tal que

o

para toda n > N. Supongamos que {(;,&;) : i = 1,...,p} es una particion
etiquetada d-fina de [a, b]. Como f,, converge a f puntualmente existe n; > N
tal que

€,

p

> fun()I(L) Zf&

=1

Por lo tanto

Zm&

b
+H(K)/ fm—wH<36,

(€)UT) — (K) / fon
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y se sigue que f es Kurzweil integrable sobre [a, b] y
lim (K / fn=w= / f
n—>oo

Al igual que en el caso de la integral de McShane (Teorema 3.1.16), el si-
guiente resultado caracteriza a las funciones Kurzweil integrables en términos
de la K-equi-integrabilidad.

0

Teorema 5.3.3. Una funcion f : [a,b] — X es Kurzweil integrable si y sdlo
st el conjunto
{«"f : [la"]] <1}

es K-equi-integrable.

Demostracion:
=) Si f es Kurzweil integrable, entonces dado ¢ > 0 existe una funcion
medidora & sobre [a, b] tal que

> @) - ) [ f

para toda particion etiquetada {(/;,&;) : ¢ = 1,...,n} de [a,b] d-fina. Para
todo x* € X* tenemos

éw*f(&)l(fi) — ((K) / ’ f)'
—(K) / y

v por lo tanto {z*f : ||z*|| < 1} es K-equi-integrable.
<) Si{z*f : ||2*]| < 1} es K-equi-integrable, entonces para todo ¢ > 0 existe
una funcion medidora ¢ sobre [a, b] tal que

~ (k) /abx*f

para toda particion etiquetada {(I;,&;) : ¢ = 1,...,n} de [a,b] d-fina y todo
x* € X*, con ||z*|| < 1. Por lo tanto, si {(J;,7;) : i = 1, ..., s} es otra particion
etiquetada de [a, b] 0-fina, tenemos

)

<€,

< [l < efl2"]);
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< 2,

D@ @) = Yo" f(m)U()

para todo z* € X*, con ||z*|| < 1. Por lo que

s

Z J&)II;) — Z(Ti)l(Ji)

=1

< 2e,

y, por el Criterio de Cauchy para la integral de Kurzweil (Teorema 2.3.7), f
es Kurzweil integrable.

U

Teorema 5.3.4. (Teorema de Equi-integrabilidad: Henstock, Schwabik
and Guoju, [38]) Sean (f,) C H([a,b], X) una sucesion H-equi-integrable
sobre [a, b] tal que

lim f,(t) = f(t), para toda t € |a,b).

n—oo

Entonces la funcion f es Henstock integrable sobre |a,b] y

lim [F,(b) — F,(a)] = F(b) — F(a),

n—oo

donde F,, F' son las integrales indefinidas de f, y f, respectivamente, para
cada n € N.

Demostracion: Primero observemos que la H-equi-integrabilidad dada
en la Definicion 5.3.1 implica la KC-equi-integrabilidad. El Teorema 5.3.2 im-
plica la integrabilidad Kurzweil de f y la relacion

lim [F,(d) = Fu(c)] = F(d) = F(c),

n—oo
para todo intervalo [c,d] C [a,b].
Sea € > 0 dado y sea ¢ la funcion medidora de la definicion de H-equi-

integrabilidad de la sucesion (f,). Supongamos que {(;,I,7) : i =1,...,p} es
una particién arbitraria d-fina de [a, b] y consideramos la suma

Z L (E)IE) = [F(t) = F(tia)]ll < Z [ (#)U(L) = fu(E) (L) ]

D Ml = [Fult) = Falti I+ D N Falt) = Fultiod) = [F ()~ F (8-
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Tomando n suficientemente grande tal que

Z [f(#)I(L;) — fu(ta)l(L)|| < €

Z [ Fulti) — F(tioy) — [F(t:) — F(ti-)]l < e,

obtenemos

DIl = (k) = F(ti)]l < 3¢

y la Henstock integrabilidad de f esta probada.
O

El Teorema de Equi-integrabilidad para la integral de Henstock-Kurzweil
es més general que el Teorema de Convergencia Dominada y el Teorema
de Convergencia Monoétona, en el sentido de que éstos son consecuencia del
Teorema de Equi-integrabilidad, como lo demostré McLeod en [28]; asi pues,
esto nos motiva a cuestionarnos si esto sigue siendo valido para la integral de
Henstock y la integral de Kurzweil en el contexto de los espacios de Banach,
dejamos abierta esta interrogante para futuras investigaciones.




Conclusiones

El objetivo general de este trabajo de tesis fue realizar un analisis de
las integrales definidas tanto por Henstock como por Kurzweil considerando
funciones definidas sobre un intervalo compacto del conjunto de los niimeros
reales y que toman valores sobre un espacio de Banach, haciendo énfasis en
algunas propiedades algebraicas, en el Teorema Fundamental del Calculo y
en algunos teoremas de convergencia; ademas, determinar las relaciones de
estas integrales con otras integrales clasicas en integracién vectorial, especi-
ficamente, con la integral de Riemann, McShane, Bochner y Pettis.

Como se demostro en el Capitulo 1, las integrales de Henstock y Kurzweil
son equivalentes en el contexto real, con base en el Ejemplo 2.2.4 de la Sec-
cion 2.2, en el contexto vectorial no son equivalentes y, al no ser equivalentes,
ciertas propiedades atn se comparten con el caso real tal como la linealidad
de la integral o el primer aspecto del Teorema Fundamental del Célculo, pero
algunas otras no, tal como el segundo aspecto del Teorema Fundamental del
Calculo para la integral de Kurzweil, en el cual la principal diferencia es que
la funcion es derivada escalar de su integral indefinida (Teorema 2.5.11).

En el Capitulo 4 se establecio la relacion que existe entre éstas y otras
integrales vectoriales clasicas, tales como la integral de Riemann, McShane,
Bochner y Pettis. Con base en las contenciones entre espacios dadas en (4.1),
(4.2), (4.7), (4.8), (4.12) y (4.13) obtuvimos la representacion grafica entre
estas integrales mostrada en la Figura 5.1.

Como hicimos énfasis en el Capitulo 5, en un espacio de Banach no nece-
sariamente se tiene una estructura de orden, por lo que el Teorema de Conver-
gencia Monotona (Teorema 1.5.1) y el Teorema de Convergencia Dominada
(Teorema 1.5.2) no pueden ser formulados de forma directa al contexto vec-
torial tanto para la integral de Henstock como para la integral de Kurzweil.
Asi pues, en este capitulo se definié una relaciéon de orden sobre un espa-
cio de Banach arbitrario a través de un cono ordenado (Definiciéon 5.0.13).

89
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Bochner »

Figura 5.1.

Ahora, al contar con una relacién de orden sobre un espacio de Banach se po-
dria pensar que se pueden formular los Teoremas de Convergencia Mono6tona
y Dominada de forma directa tanto para la integral de Henstock como de
Kurzweil, sin embargo, no basta con tener una relacion de orden se pueden
formular los Teoremas de Convergencia Monétona y Dominada, ya que en
particular se demostr6 en el Ejemplo 5.2.4 que el Teorema de Convergencia
Monotona no es valido para la integral de Henstock de forma similar a como
se tiene en el contexto real, pero el Teorema de Convergencia Dominada si
(Teoremas 5.1.1 y 5.1.2). Por otro lado, respecto a la integral de Kurzweil en
la revision bibliografica que realizamos no encontramos un Teorema de Con-
vergencia Dominada para esta integral, sin embargo, si se tiene el Teorema de
Convergencia Monétona para esta integral (Teorema 5.2.3). El Teorema de
Equi-integrabilidad (Teorema 1.5.4) para la integral de Henstock-Kurzweil,
al no estar en términos de la relaciéon de orden que se tiene en el conjunto de
los ntimeros reales, admite una extension directa al caso vectorial tanto para
la integral de Henstock y la integral de Kurzweil (Teoremas 5.3.4 y 5.3.2,
respectivamente).

Por 1ltimo, queremos mencionar que a lo largo de este trabajo de tesis
planteamos diferentes problemas abiertos, los cuales pretendemos que formen
parte de nuestro proyecto doctoral; especificamente, estos problemas son:

= Parte esencial en la demostracion del TFC Parte II para la integral de
Henstock es el Lema Fuerte de Saks-Henstock, el cual, en general, no es
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valido para la integral de Kurzweil; sin embargo, desconocemos si este
lema sea una condicion necesaria para demostrar el TFC (Parte 1I), es
decir, ;existird una forma de demostrar el TFC parte II de la integral
de Henstock sin hacer uso del Lema Fuerte de Saks-Henstock?

= El Teorema de Equi-integrabilidad para la integral de Henstock-Kurzweil
es mas general que el Teorema de Convergencia Dominada y el Teorema
de Convergencia Mono6tona, en el sentido de que éstos son consecuencia
de ¢él, como lo demostro McLeod en [28], esto nos motiva a cuestionar-
nos si esto sigue siendo valido para la integral de Henstock y la integral
de Kurzweil en el contexto de los espacios de Banach.

» Sea X un espacio de Banach. ;Si R([a,b], X) C H([a,b], X), entonces
la dimensién de X es finita?

» ;Es posible caracterizar a los espacios separables por la equivalencia de
la integral de Bochner y Pettis?

= Debido a que en general un espacio de Banach no cuenta con una es-
tructura de orden, en [8] Di Piazza y Marraffa establecen un teorema de
convergencia para la integral de McShane en términos de los elementos
del dual topolégico del espacio de Banach X. Ademaés, dado que los
Teoremas de Convergencia Mono6tona y Dominada que se tienen para
la integral de Henstock-Kurzweil hacen uso de la estructura de orden
usual del conjunto de los ntimeros reales ;sera posible formular los Teo-
remas de Convergencia Mono6tona y Dominada que se tienen para la
integral de Henstock-Kurzweil de manera analoga para la integral de
Henstock y para la integral de Kurzweil en términos de los elementos
del dual topologico del espacio de Banach?, es decir, si (fn) es una
sucesion de funciones vectoriales Henstock (respectivamente Kurzweil)
que converge puntualmente a una funcion f de tal forma que para todo
z* € X* , lasucesion (z* f,,) resulta ser monétona o dominada, entonces
esto nos garantice que

b b
lim x*f, = / x* f.
n—oo a a

= En general, no contamos con una version del Teorema de Convergen-
cia Monotona para la integral de Henstock andloga al de la integral
de Henstock-Kurzweil; a su vez, tampoco contamos con una versiéon
del Teorema de Convergencia Dominada para la integral de Kurzweil
de forma similar a la integral de Henstock-Kurzweil, por lo que nos
planteamos como objetivo la formulacion de dichos resultados.
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