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Resumen

En la primera década de los anos 2000, Alas, Tkachuk, Wilson y van Mill introdujeron las
nociones de clases dual y dual débil, las cuales estan inspiradas en la forma en la que van Douwen
define, a través de asignacion de vecindades, a los D-espacios (vea [11]).

Las nociones de clase dual y dual débil, generan, de manera natural un problema para cada
propiedad topologica (vea Problema General 1. en la introduccion). En el presente trabajo de tesis
hacemos una exposicién detallada de las nociones de clase dual y clase dual débil (vea Definici6n 3)
para ciertas propiedades topologicas; particularmente para algunas propiedades de tipo compacidad
como la propiedad de Lindel6f o la compacidad débil. Esta labor la llevamos a cabo en el Capitulo
2. También, presentamos algunos resultados en los que se establecen cotas superiores para espacios
que se encuentran en alguna de las clases antes comentadas; por supuesto, para algunas propiedades
topologicas.

Palabras clave: Asignacion de vecindades, clase dual, clase dual débil, espacio topoldgico
cardinalidad
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Introduccion

La nociones con las que trabajaremos en esta tesis; a saber clases dual y dual débil, fueron
introducidas por Alas, Tkachuk, Wilson y van Mill en la primera década de los afios 2000. Sus
ideas estan inspiradas en la forma en la que van Douwen y Pfeffer definen (a través de asignacion
de vecindades) a los D-espacios (vea [11]).

Un espacio topologico X es D-espacio si para cualquier asignacion de vecindades, ¢ (las nota-
ciones y definiciones seran dadas en la seccion de preliminares), existe Y C X tal que Y es cerrado

y discreto y X = J{¢(y) :y € Y'}.

De esta definicion se desprende un hecho bastante interesante; a saber, que podriamos solicitar
a Y que cumpla alguna otra propiedad adicional o diferente a la cardinalidad, lo cual genera las
clases que seran el objeto de estudio de esta tesis.

1. (J10]) La clase dual de P, respecto de asignaciéon de vecindades, denotada [P]*, consiste de
aquellos espacios X que tienen la propiedad de que dada cualquier asignacion de vecindades,
¢, existe Y C X tal que X = J{o(y):y €Y}y Y € [P].

2. ([2]) La clase dual débil de P, respecto de asignacion de vecindades, denotada [P]’, consiste de
aquellos espacios X que tienen la propiedad de que para cualquier asignacién de vecindades,
¢, existe Y C X tal que X =clx(U{o(y):v €Y} yY €[P].

Las nociones definidas previamente vienen acompafnadas de las interrogantes siguientes.
Problema General 1. Sea P una propiedad topoldgica.

1. sCudl es la clase dual de P, [P]*?
& Quién es la clase dual débil de P, [P]'?
& Qué relacion guarda [P] con [P]* y [P]'?

¢Cudndo se cumple que [P]* = [P] (autodual) o [P] = [P] (autodual débil)?

S

¢Bajo qué condiciones o para qué propiedades P se verifica que [P]' = [P]*?

Notemos que, por un lado, para cualquier propiedad topologica, P:

L [P C [P
2. [PIC [Pl y
3. [P]* C[P].

Para 1y 2. Si X € [P] y ¢ es una asignacion de vecindades de X, tomando Y = X, se sigue
que Y satisface P (porque X € [P]) y X = U{¢(y) : y € Y}; de donde, X € [P]*. También
X =U{o(y) : y € Y}; lo que nos dice que X € [P]'.
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Para 3. Sea ¢ una asignacion de vecindades de X € [P]*.

Entonces existe Y subespacio de X, el cual satisface P y cumple que X = (J{o(y) : y € Y};

pero, dado que | J{¢(y) : y € Y} C U{é(y) : y € Y}, concluimos que X = | J{é(y) :y € Y} v, por
tanto, X € [P]'.

De lo anterior se desprende que los problemas a analizar van en la direccién de determinar
qué propiedades topologicas son autoduales o cuales son propiedades débilmente duales, o bien,
determinar las condiciones bajo las cuales una propiedad dada es dual o dual débil.

En el presente trabajo de tesis presentamos algunos resultados referentes al Problema General.
Es importante comentar que el trabajo no consiste en tomar una propiedad y analizarla conforme
a las preguntas planteadas previamente; en realidad, tomamos diversas propiedades y establecemos
uno o dos resultados (en relacion a alguna de las interrogantes comentadas arriba).

El trabajo se encuentra dividido en tres capitulos; el primero de ellos, y como es usual, esta
formado por el material, digamos basico, requerido para la lectura de esta obra. Debemos senalar
que en el Capitulo 1, no hacemos una exposicién a detalle de los temas requeridos como teoria
de conjuntos y topologia general. En realidad, solo presentamos el material de manera rapida y
sencilla, por lo tanto, muchos de los resultados que se presentan se encuentran sin demostracion;
sin embargo, se dan referencias bibliograficas para aquellos lectores interesados en profundizar en
alguno de los temas abordados en dicho capitulo.

El Capitulo 2 contiene diversos resultados relacionados con alguna de las interrogantes plantea-
das en lo que llamamos Problema General; en su mayoria, son resultados en los que las propiedades
estudiadas resultan ya autoduales, ya autoduales débiles. Algunos de los resultados restantes en
este capitulo, determinan a la clase dual o a la clase dual débil de alguna propiedad topoldgica.

Una de las interrogantes naturales, al hablar de conjuntos, lo cual no omite a los espacios
topologicos, es: jCuantos elementos tiene el conjunto? (;Cuantos elementos tiene el espacio?). En
el tercer, y ultimo capitulo de este trabajo de tesis, presentamos cotas superiores para espacios
topologicos que se encuentran en alguna de las clases estudiadas en el Capitulo 2; en su mayoria,
para espacios que se encuentran en la clase dual o dual débil de las propiedades DC'CC' y Lindeldf.

Queremos resaltar que los resultados que se exponen en los capitulos 2 y 3, contienen a los
autores y la referencia de la que es considerado; los que no contienen estos datos es porque no fueron
encontrados en la bibliografia. De modo que esos resultados son una aportacion al desarrollo de esta
temética. Dicho sea de paso, las referencias empleadas en esta obra, contienen varios problemas
abiertos, lo que significa que el material expuesto es una linea de investigaciéon que se puede
concontinuar con miras a realizar estudios de maestria y doctorado.

Para concluir esta introduccién, queremos resaltar que intentamos hacer de este trabajo de
tesis, un trabajo autocontenido, en la medida de lo posible. Por tal motivo buscamos incluir todas
las nociones, resultados y pruebas que se requieren para la lectura de esta obra. Ademas, para
aquellos resultados que hemos establecido sin demostracién, damos una referencia bibliogréfica en
la que es posible consultar una prueba.

Yoana Ivett Soriano Onofre
FCFM-BUAP, octubre de 2022



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notaciones y definiciones

Con la finalidad de hacer, en la manera de lo posible, un trabajo autocontenido, en el presente
capitulo, presentamos una serie de resultados y definiciones que son requisitos para la lectura de
nuestra obra.

Los resultados que conforman este capitulo aparecen debido a que son una herramienta auxiliar
para construcciones y pruebas de otros resultados, por lo que solo apareceran las demostraciones
que no rebasen el objetivo central de esta tesis y se incluyen referencias bibliograficas para que el
lector encuentre, en caso de ser necesario, las pruebas que fueron omitidas.

Iniciamos con algunos resultados y definiciones referentes a la teoria de conjuntos; particular-
mente a ordinales y cardinales. En este trabajo seguiremos la notacién y nomenclatura empleada
en [8], en tal referencia el lector interesado encontrara una exposicion mas detallada, del material
que se presenta a continuacion.

Un niimero ordinal, o simplemente un ordinal, es un conjunto « bien ordenado respecto de la
relacion de pertenencia “€,= {(z,y) : x,y € a y x € y}” y también cumple que todo elemento de
« es también un subconjunto de a.. Si o es un ordinal, entonces cada elemento de « es también un
ordinal. Mas atn, es posible definir una relacién, “<”, que tiene los atributos de una relacion de
buen orden, en la clase de nameros ordinales como sigue: 5 < « si y solo si 8 € a.

Un ordinal « es un ordinal sucesor si existe un ordinal S tal que « = 8 + 1. En otro caso se
dice que « es un ordinal Iimite.

Un ntimero cardinal, o simplemente un cardinal k, es un ordinal tal que no admite una funcién
inyectiva entre x y un ordinal menor.

Si k es un cardinal, entonces k™ denota al menor cardinal mayor que . Se dice que un cardinal
k es un cardinal sucesor si k = AT para algtin cardinal A. Si un cardinal no es un cardinal sucesor
entonces se dice que es un cardinal limite; es claro que un cardinal x es un cardinal limite si para
todo cardinal \ < k, se tiene que A" < k.

Sea (7, : p € ) una sucesion de ordinales de longitud #. Decimos que la sucesion es creciente
si v, < g, siempre que p < B < 0. La cofinalidad de un ordinal limite «, denotada con el simbolo
cf(a), es el menor ordinal n para el cual existe una sucesion de longitud 7 que es creciente y
cuyo limite es . Es un hecho conocido que para cualquier ordinal limite «, cf(«) es un cardinal y
cf(a) <a.

Un cardinal infinito k es regular si ¢f (k) = k; en otro caso, se dice que k es un cardinal singular.
Se sabe que todo cardinal sucesor e infinito es un cardinal regular.
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Dados un conjunto E y un cardinal x, denotamos con P(F) al conjunto potencia de E; i.e. al
conjunto de todos los subconjuntos de E. Denotamos:

1. [E]S'("7 a la coleccion de subconjuntos de X con cardinalidad menor o igual a k.
2. [E]™", a la coleccion de subconjuntos de X con cardinalidad menor a k.

3. [E]", a la coleccion de subconjuntos de X con cardinalidad igual a .

con cardinalidad < k; similarmente se definen [E]<" y [E]".

En el presente trabajo denotamos con w al primer ordinal y cardinal numerable y con w;
denotamos al primer ordinal y cardinal no numerable.

El siguente resultado (auxiliar); sera empleado en diversas pruebas en el Capitulo 3.

Teorema 1 (Erdds, Rado). Sea k un cardinal infinito, E un conjunto con |E| > 2%, y suponga que
[E]2 = Ua<y Pa, donde, para todo o € ki, P, € P(E). Entonces existen a < k y un subconjunto A

de E con |A| > k tales que [A]* C P,.

Demostracion. Sea p algin punto en E. Para cada o € k', construiremos una coleccién
{Ry : f € k*} de subconjuntos de E y una coleccion {zs : f € k*} de puntos en E, tal que para
cada f € k*:

(1) si a es un ordinal limite, Ry = (5, By),;

(2) a=y+1 Ry ={x:w e Ry o #ay, {v.2p,} € Pry ks
(3) zg € Ry si Ry # 0y xy = p en otro caso;
(4) si B < «, entonces x|, & Ry;

(5) si B < ay x € Ry, entonces {a@xﬂﬁ} € Pyp)-

La construccion es por induccion transfinita. Para « = 0 sea Ry = F y 9 = p. Ahora sea
0 < a < k* y supongamos que para cada 3 < «a se han construido las colecciones {Rf 1 fe /-;5}
y {:z:f fe nﬁ} de tal forma que se verifican (1) — (5) para cada f € k%. Se desea construir tales
colecciones para 7. Se tienen dos casos:

(¢) ~y limite. Para cada f € k7, definase Ry como en (1) y  como en (3). Verifiquemos (4). Sea
f <~ ysupongaque xy, € Ry, entonces zy, € Ry paratodo p <, en particular, ¢, € Ry, .
Lo que contradice (4) aplicado a 8+ 1. Por tanto zy|, ¢ Ry.

Ahora veamos que se satisface (5). Sea § <y y x € Ry. Entonces por (5), aplicado a 8+ 1, se
tiene que {:L',scfhj} € Py(p). Asi pues, también se verifica (5).

(77) caso v = a + 1. En este caso, se define para cada f € k7, Ry como en (2) y, z como en
(3). Veamos que en este caso, también, se verifican (4) y (5). Sea 8 < v, entonces 8 < a; 81 f < «
entonces por (4) aplicado a a se tiene que x|, ¢ Ry. Si 8 = ay vy, € Ry, entonces x|, # |, lo
cual es absurdo. Asi, (4) se cumple. Para verificar (5), sea § < 7; nuevamente se tienen dos casos:
si 3 =ayx € Ry, entonces {x,xﬂﬁ} € Py ) por la definicion de Ry. Si f < ay x € Ry, por (5)
aplicado a «, {z, xf|B} € Py(p). Lo que termina la verificacion de (5).

Hemos llegado al final de la construccion de tales colecciones.

Sea H = {xy: f € k% a € kT}. Observemos que [{z : f € k*}| < kT para cada a € £7; luego,
como H = (J e+ {25 : [ € kYY), se tiene que [H| < 3 o, Hzy: fer} < mPrt =rt <28
Puesto que |E| > 2%, existe zo € E — H.

A continuacion construiremos una sucesion {f, : @ € KT} tal que para todo o < k*:
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(6) foae"{a}’foz |ﬁ:fﬂ para5<ay
(7) Xo € Rfa'
La construccion es por induccion transfinita.

Sea 0 < v < kT y supongamos que se tiene construida fz para todo 8 < v de tal modo que se
verifican (6) y (7). Por construir f,.

(7) v limite. Definamos f, por f, |g= fz; de (1) y la hipotesis de induccion se sigue (7) y
claramente de la definicion de f, se verifica (6).

(1) y =a+1. Como xg # xy, y [E) = Ua<r Pa, existe § < & tal que {zo, 2y, } € Ps. Definase
fy por fy |sg= fay fy(a) = 4. Claramente f, verifica (6). Por otra parte, de (2) y la hipotesis de
induccion se verifica (7). Con lo que se termina la construccion.

Sea g : kT — £k tal que g [o= fq para cada a € 1. Note que k7 = J, . {8 : 9(8) = a}. Como
kT es regular, existe p < k tal que [{8: g(8) = p}| = kT.Sea T = {B: g(B) = p}. Ahora bien, para
todoa €T, Ry # () pues xg € Ry, . Ademds, sia, B € T son tales que o > 3, por (3),x, € R

9o I

y por (4) T ¢ R-% luego, z, #* :L'g‘ﬁ , mas atn, por (5) se tiene que {x% ,:cg‘ﬁ } € Pyg) = P,.

De donde A = {xg‘ :a € T'} es el conjunto deseado. La prueba esta completa. O

Las nociones y resultados correspondientes al area de la topologia general que se requieren para
poder revisar el trabajo de tesis que exponemos, son los alcanzados o considerados en un primer
curso de esta tematica; a continuacion daremos lo més usual. Las notaciones y definiciones que no
sean explicitamente dadas en el presente trabajo de tesis, son consideradas como en la referencia
[5]. Es importante comentar que los espacios con los que trabajaremos en los capitulos siguientes,
seran espacios Hausdorff o 75, a menos que se especifique otra cosa.

En adelante, X, denota un espacio topolégico. Dados x € X y A y U subconjuntos de X,
diremos que U es vecindad de x si U es un conjunto abierto en X y z € U.

Denotamos R al conjunto de los niameros reales. La topologia usual de R, es la coleccion formada
por los U C R para los cuales se verifica que para todo « € U, existe € > 0 tal que (x—e¢,x+¢) C U.

Usamos A o clx(A), para denotar a la clausura (también llamada cerradura) de A en X.
Recordemos que clx(A) = {z € X : para toda, U vecindad de z, UN A # 0}. Se dice que A C X
es cerrado si A = clx(A). Es una rutina demostrar que () y X, son conjuntos cerrados. También es
rutina probar que para cualquier conjunto A C X, A C clx(A).

Recordemos que D C X es denso en X (o simplemente denso) si clx (D) = X. Se dice que un
espacio X es separable si éste contiene un subespacio denso numerable. En general, diremos que
la densidad de X es menor o igual que el cardinal &, lo que se denota d(X) < k, si X tiene un
subconjunto denso de cardinalidad menor o igual a k.

Es una rutina demostrar que en R con su topologia usual, el conjunto de los ntimeros racionales,
@, es un conjunto denso numerable (lo cual nos dice que R es separable). Ademas, el conjunto de
los nimeros naturales, N, es un conjunto discreto.

Sea B, una colecciéon de vecindades de x en el espacio X. Diremos que B, es una base local de
z en X, si para toda U vecindad de z, existe B € B, tal que B C U. Se dira que el espacio X
tiene cardcter menor o igual que un cardinal infinito k, lo que se denota x(X) < k, si cada z € X,
tiene una base local de cardinalidad menor o igual que k. No es dificil verificar que X es primero
numerable si y solo si x(X) < w.

Sean U y V familias de subconjuntos de X; es decir, C P(X) y V C P(X). Diremos que:

1. U es cubierta para X, si JU = X.
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2. V es subcubierta, siV CU y JV = X.

3. U es cubierta abierta de X, si U es cubierta de X y cada elemento de U/ es un conjunto
abierto en X.

Definicion 1. Se dice que un espacio topoldgico, (X, T), es:
1. Compacto si toda cubierta abierta de X, admite una subcubierta finita.
2. Lindeldf, si toda cubierta abierta de X, admite una subcubierta numerable.

Es claro que todo espacio compacto es Lindeldf; sin embargo, el reciproco no es cierto. El
conjunto, R, de los ntimero reales con su topologia usual, es un espacio Lindeldf el cual no es
compacto.

El siguiente es un caso particular del lema anterior.

Teorema 2. Si X no es compacto, entonces existen un cardinal infinito A y una cubierta abierta
U={U,:a <A}, de X, tal que:

1. Para todo oo < A\, U, # X.
2. Para todo o, B € X, a < f3, implica que Uy C Usg.

Demostracion. Denotemos C a la coleccion de cubiertas abiertas de X. Como X no es compacto,
existe Wy € C, la cual satisface que para todo W} € [W]|<¥, W) & C. Entonces el conjunto

A={W|: W eC tal que YW’ € [W]|<¥, W' & C}

no es vacio, asi que podemos considerar a A\ = min(A). Sea W € C tal que para todo W’ € [W]<¥,

W &Cy |[W|=A

Notemos que:

1. Para cada W € W, se tiene que W # X. Si para algin W € W, W = X, entonces W' = {W}
es una subcoleccion finita de W, la cual satisface que [JW’' = X, lo cual no puede ocurrir.

2. Para todo W C W, con |W'| < w, ocurre que | JW' # X. En efecto, si para algin W C W,
con [W'| < X ocurre que [ JW' = X, entonces dado que cualquier, V, subconjunto de W' es
un subconjunto de W, tenemos que para todo, ¥ C W', con |V| < w ocurre que X # [JV, lo
cual implica que |W'| € A y por tanto, A < |[W’|, lo cual es absurdo.

Como |W| = A, podemos escribir W = {W, : a € A}. Ahora definimos, recursivamente,
Uy =Wy y, para cada a € X\, Uy = |J{W3 : 8 < a} y consideramos U = {U, : a € \}. Entonces U
es una cubierta abierta de X, con [U| = X\. Ademés, por 2., tenemos que para todo a < A\, U, # X;
ain mas, por cémo se han definido a los elementos de U, tenemos que si o, 5 € A, con a < 3,
entonces U, C Ug. La prueba esta completa. O

Un subconjunto D de X se dice que es discreto si para todo p € D, existe un conjunto abierto
U de X tal que UN D = {p}.

Un subconjunto Y de X es G, o de tipo G, (para algtn cardinal k) si Y es la interseccion de
a lo mas k subconjuntos abiertos de X. En el caso particular cuando k = w, es usual escribir G
en lugar de G,,.

Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es Baire o que satisface la propiedad de Baire, si
la interseccion numerable de conjuntos densos y abiertos en X es un conjunto denso en X.

Sean X un espacio topologico y U una familia de subconjuntos de X. Diremos que U es:
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1. Localmente finita si para todo = € X, existe una vecindad V de =z, tal que
HU eU :VNU # 0} < w.

2. Discreta, si cada punto de X tiene una vecindad que intersecta a solo un elemento de U.

Observemos que se sigue de la definicion que toda familia discreta es una familia localmente
finita.

Proposicion 1. Supongamos que U = {U,, : n € N} es una familia localmente finita de subconjun-
tos abiertos no vacios en el espacio X de tal manera que U es infinita. Entonces existe una familia
infinita V = {V,, : n € N} la cual satisface:

1. ‘/1 - Ul;‘
2. para 2 <i<m,V, CU,, ,; donde,

ni—1 = max{1,ny,...,ni_o,méx{n e N: Vi NU, # 0}} +1,

3.VinV,=0,i,5€{l,...m} yj#i.

Demostracion. Tomemos x1 € U;. Como U es localmente finita, existe una vecindad V; de x; tal
que {n € N: Vy NU, # 0} es finito. Sea n; = méx{n € N: V; N U, # 0} + 1, entonces U,, € U
y Vi NU,, = 0. Tomemos x5 € U,,. Nuevamente, empleando que U es localmente finita, existe
una vecindad Vs de x5 de tal forma que {n € N: Vo N U,, # 0} es finito y Vo C U, . Notemos que
VinVy =0.

Sea m € N y supongamos que para cada 1 < ¢ < m hemos construido Vi,..., V;,,. de tal manera
que 1., 2. y 3. se satisfacen.

Sea n, = méx{1l,ny,....,nm—1,mix{n € N : V,,, NU,, # 0}} + 1. Notemos que U,, € U y
Vin NU,,, = 0. Tomemos x,, 1 € Uy, . Nuevamente, empleando que U es localmente finita, existe
una vecindad V41 de x,,41 de tal forma que {n € N: V,, 1 NU, # 0} es finito y Vi1 C U, -

Por construccion tenemos que V11 N'V; # 0, para cualquier 1 <i < m.

Como U es inifinita, se sigue de 1., 2. y 3. que V = {V},, : n € N} es una familia celular, infinita
y localmente finita. O

Sabemos que, en general, si i es una familia de abiertos no vacios en el espacio X, entonces no
siempre ocurre que clx ((J{U : U e U} =l (U) : U eU}.

Por ejemplo, consideremos el espacio R con la topologia usual. Tomemos para cada x € R\{0}
una vecindad U, = (x — r,z + r), de tal manera que 0 € [x — 7,z + r] (notemos que clg(U,) =
[ — 7,2+ r]). Entonces R\{0} = | J{clr(Us) : z € R\{0}} y R = clg(IU{U, : * € R\{0}}).

La situacién con familias discretas de abiertos, es distinta.
Proposicion 2. Si U es una familia discreta de abiertos en el espacio X, entonces clx (| J{U :
Ueu}) = Hdx(U):UelU}.
Demostracion. Notemos que para cualquier U € U, U C |JU; luego (para cada U € U), clx(U) C
cdx(JU). Asi que {cix(U) : U e U}) C clx(UU).

Ahora veremos que clx (JU) C | U{cix(U) : U € U}). Sea = € clx(|JU). Como U es discreta,
para tal z existe, U,, vecindad de x tal que U, intersecta a un solo elemento de U, digamos V' (es
decir Vel y VU, #0).

Veamos que = € clx (V). Sea U’ una vecindad arbitraria de x y pongamos W = U’NU,, entonces
como z € cx(|JU) y W es vecindad de x, tenemos que W N{JU # 0, tomemos y € W N YU;
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puesto que W C U, y U es discreta, debe ocurrir que y € W NV. Asi, U NV # () y por tanto
zedcdx(V)C | Hdx(U):U el}.

Con todo cx(({U : U eU}) =Uclx(U) : U € U}. O

Finalmente, recordemos que si (X,7x) y (Y,7y) son espacios topologicos, una funciéon f :
X — Y es continua si para cada U € 7y, se verifica que f~1(U) € 7x. Se dice que X y Y son
homeomorfos si existe una funcion f : X — Y continua, biyectiva y con inversa (f~!:Y — X)
continua.

Diremos que una propiedad P es una propiedad topologica si para cualquier espacio topologico,
X, que satisface P, se verifica que todo espacio homeomorfo a él cumple P. Cualquier propiedad
topologica, P, determina la clase de todos los espacios con la propiedad P, la cual denotamos [P].
Asi, X € [P] siy solo si X satisface P.

Por ejemplo, la cardinalidad, la compacidad y la propiedad de Lindeléf son propiedadades
topologicas.




Capitulo 2

Asignacion de vecindades

2.1. Las asignaciones

Para iniciar nuestro trabajo, vamos a introducir las nociones objeto de estudio de esta tesis.

Definicion 2. (/11]) Una asignacién de vecindades en un espacio topoldgico (X, T), es una funcién
¢: X — 7, tal que para cada x € X, x € ¢(x).

Cuando no exista lugar a confusion, diremos simplemente asignacion de vecindades en lugar de
asignacion de vecindades en el espacio X.

Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 1. Consideremos el espacio (R, 7); donde, T es la topologia usual para R.

1. Claramente la funcion ¢ : X — 7, definida para cada © € X, como ¢(x) = R, es una
astgnacion de vecindades.

2. La funcion ¢ : X — 7, definida para cada x € X, como ¢(x) = (x —1/3,x + 1/3), también
es asignacion de vecindades.

3. Consideremos la funcion ¢ : X — 7, tal que ¢(z) = 0, para cada x € R, no es una asignacion
de vecindades, pues tenemos que 1 & ¢(1) = ().

A través del concepto de asignacion de vecindades es posible definir propiedades de cubierta
como, por ejemplo, la compacidad o la propiedad de Lindel6f. El resultado siguiente, de caracter
genérico, tiene entre sus consecuencias los casos particulares antes mencionados.

Recordemos que un espacio topologico X es llamado [, k]-compacto, donde 6 y x son cardinales
infinitos con 6 < k, si toda cubierta abierta U de X, con |[U| < k tiene una subcubierta de
cardinalidad < 6. Si § = w, entonces X es llamado inicialmente k-compacto y si k > | X|, entonces
se dice que X es finalmente 6-compacto. El lector interesado en la temética de los espacios [6, k]-
compacto, puede consultar la referencia [9].

Teorema 3. Sean X un espacio topoldgico y 0 un cardinal infinito. Los enunciados siguientes son
equivalentes:

1. X es finalmente 6-compacto.

2. Para cualquier asignacion de vecindades, ¢, eviste Y € [X]|<% tal que X = J{o(y) :y € Y}.
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Demostracion. [1. = 2.] Supongamos que X es finalmente #-compacto y sea ¢ una asignacion de
vecindades de X. Dado que U = {¢(z) : © € X} es una cubierta abierta de X, existe V = {¢(z4) :
a € A} C U, con A < 0 tal que X = |JV. Ahora, tomamos ¥ = {z, : a € A}. Claramente
VeX]<y X =U{o(y) :ye Y}

[2. <= 1.] Sea U una cubierta abierta de X, digamos U = {U,, : o € §}.

Ahora vamos a definir una asignacion de vecindades ¢. Primeramente notemos que si z € X,
entonces el conjunto {« € § : € U,} no es vacio, ya que U es cubierta de X; luego, podemos
tomar o, = min{a € § : x € U, }. Puesto que o, es un minimo, tenemos que «,, es inico. Ademas,
aplicando esta asignacion a cada x € X, tenemos que si x = y, entonces a, = a,. De aqui que si
consideramos, para cada ¢ € X, ¢(z) = U,,, entonces ¢ es una asignacion de vecindades.

Dado que ¢ es una asignaciéon de vecindades tenemos, por hipétesis, que existe Y € [X]<? de
tal manera que J{¢(y) : y € Y} = X. Finalmente, dado que {¢(y) :y € Y} CU y [{p(y) : y €
Y} < Y] < 6, concluimos que X es finalmente compacto. O

La asignacion de vecindades definida en la demostracion de la implicacion [2. < 1.], es empleada
en diversas ocasiones, por tal razon nos referiremos a ella como asignacion natural: Si i = {U, :
a € ¢} es una cubierta abierta del espacio X, con § un cardinal, la asignaciéon natural es definida,
para cada x € X, como sigue ¢(z) = U,,, donde a, = min{a € § : x € U, }.

A continuacion presentamos algunas consecuencias del lema anterior.

Corolario 1. X es compacto si y solo si para cualquier asignacion de vecindades, ¢, exriste Y €

[X]=, tal que X = {o(y) :y € Y}

Demostracion. Basta con observar que un espacio es compacto si y solo si es finalmente 6-compacto,
con 0 = w. O

Corolario 2. X es Lindeldf si y solo si para cualquier asignacion de vecindades ¢, existe Y €
[X]=¢, tal que X = U{o(y) 1y € Y}

Demostracion. Se sigue del hecho de que un espacio topologico, X, es Lindeldf si y solo si X es
finalmente #-compacto, con 6 = w;. L

Para el caso de la [0, k]-compacidad, en general, solo hemos podido obtener el resultado siguien-
te.

Proposicion 3. Si X es un espacio tal que para cualquier asignacion de vecindades, ¢, existe
Y € [X]<Y tal que X = J{¢(y) : y € Y}, entonces X es [0, k]-compacto.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X, digamos U = {U, : o € ¢}; donde 0 es un cardinal
tal que § < k.

Consideramos la asignacion de vecindades natural ¢: para cada z € X, ¢(x) = U,,; donde,
o, = min{a < § : x € U,}. Por hipétesis, existe Y € [X]<? de tal manera que (J{¢(y) :y € Y} =
X. Finalmente, dado que {¢(y) :y € Y} CUy {o(y) : y € Y}| < |Y| < 0, concluimos que X es
[0, k]-compacto. O

Notemos que de la segunda proposiciéon en el Teorema 3, se desprende un hecho bastante
interesante. Para resaltarlo, recordemos lo que establece dicha proposiciéon:

Dada cualquier asignacion de vecindades, ¢, existe Y C X con |Y| < 6 tal que [J{o(y) : v €
Y} = X.

La parte interesante es, entonces, que podriamos solicitar a Y que cumpla alguna otra propiedad
diferente a la cardinalidad. Precisando, sea P una propiedad topologica. Diremos que un espacio
topologico X, satisface x(P) si:
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Para toda asignacion de vecindades, ¢, existe Y C X tal que Y satisface la propiedad P y

X =U{o(y) :yeY}
A fin de aclarar un poco lo establecido, consideremos unos ejemplos:
1. P = finito. Entonces *(finito): Dada cualquier asignacion de vecindades, ¢, existe Y C X

tal que Y es finito y X = J{¢(y) : y € Y} (en el Teorema 3, vimos que los espacios que
satisfacen esta condicion son los compactos).

2. P = cerrado y discreto (lo que abreviamos C'D). Entonces #(C'D): Dada cualquier asignacion
de vecindades, ¢, existe Y C X tal que Y es cerrado y discreto y X = [J{¢(y) : y € Y}. Esta
es la nocion conocida como D-espacio ([11]).

3. P = compacto. Entonces *(compacto): Dada cualquier asignacion de vecindades, ¢, existe
Y C X tal que Y es compacto y X = [J{o(y) : y € Y} (mas adelante, en el Teorema 5,
mostraremos que la clase de espacios que verifican *(compacto), es justamente la clase de los
espacios compactos).

De lo establecido con la propiedad *(P), para una propiedad topologica dada, P, conduce de
manera natural a establecer la siguiente.

Definicion 3. Sea P una propiedad topoldgica.

1. ([10]) La clase dual de P, respecto de asignacion de vecindades, denotada [P)*, consiste de
aquellos espacios X que tienen la propiedad de que para cualquier asignacion de vecindades
¢, existe un subespacio Y C X tal que X = | {op(y):y €Y} yY € P.

2. ([2]) La clase dual débil de P, respecto de asignacion de vecindades, denotada [P]', consiste
de aquellos espacios X que tienen la propiedad de que para cualquier asignacion de vecindades
¢, existe un subespacio Y C X tal que X = |J{o(y):ye Y} yY € P.

Asi, por ejemplo, [compacto]* denota a la clase dual de la compacidad y X € [compacto]*, si para
cualquier asignacion de vecindades, ¢, existe Y C X tal que Y es compactoy X = |[J{¢(y) : y € Y}.

Mientras que [Lindeldf]’, denota a la clase dual débil de la propiedad de Lindel6f. Asi, X €
[Lindel6f)’, si para cualquier asignacion de vecindades, ¢, existe Y C X tal que Y es Lindeldf y

X =dx(U{oy) :y € Y}).

En la literatura el subespacio Y de X que aparece en la Definicién 3, es llamado kernel de la
asignacion.

Las nociones definidas previamente vienen acompanadas de las interrogantes siguientes.
Problema General 2. Sea P una propiedad topoldgica.

1. ;Cudl es la clase dual de P, [P]*?

2. ;Quién es la clase dual débil de P, [P]'?

3. s Qué relacion guarda [P] con [P]* y [P]'?

4. ¢Cudndo se cumple que [P|* = [P] (en este caso la propiedad se dice autodual) o [P]" = [P]
(diremos, en este caso, que la propiedad es autodual débil)?

5. sBajo qué condiciones o para qué propiedades P se verifica que [P) = [P]*?
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Notemos que, por un lado, para cualquier propiedad topolégica, P, las contenciones siguientes
se verifican: [P] C [P]* y [P] C [P]’. En efecto, si X € [P] y ¢ es una asignacion de vecindades

de X, tomando Y = X, se sigue que Y satisface P (porque X € [P]), X = J{¢(y) : y € Y}; de
donde, X € [P]*. También X = [J{¢(y) : y € Y'}; lo que nos dice que X € [P]'.

Por otro lado, [P]* C [P]’. En efecto, sea ¢ una asignacion de vecindades de X € [P]*. Por
demostrar que existe Y subespacio de X, el cual satisface P y cumple que X = [ J{o(y) : y € Y}.
Como X € [P]*, tenemos que existe Y subespacio de X, el cual satisface P y cumple que X =
U{o(y) : y € Y}; pero, dado que X = (J{é(y) : y € Y} C U{é(y) : y € Y} C X, concluimos que
X =U{o(y) : y € Y}y, por tanto, X € [P]'.

El resultado siguiente establece condiciones suficientes para que un espacio sea débilmente
compacto.

Recordemos que un espacio (Hausdorff), X, es débilmente compacto si toda familia localmente
finita de subconjuntos abiertos no vacios en X es finita (vea [12]).

Teorema 4. (Alas, Tkachuk y Wilson, [2]) Sea X un espacio Hausdorff. Si para cualquier asig-
nacion de vecindades, ¢, existe un subespacio Y C X, el cual es numerablemente compacto tal que
cdx(U{o(y) :yeY}) =X, entonces X es débilmente compacto.

Demostracion. Si X no es débilmente compacto, entonces existe una familia localmente finita,
U = {U, : n € N} de subconjuntos abiertos no vacios de X (la cual no es finita).

Para cada n € N, denotamos W,, = X\clx ((J{Unm : m > n}). Dado que U es localmente finita,
tenemos que X = (J{W,, : n € N}. Consideramos la asignacion de vecindades natural ¢; esto es,
para cada x € X, ¢(x) = U,,; donde, n, = min{n e N: z € U, }.

Para la asignacion, ¢, existe Y C X, con Y numerablemente compacto tal que clx (|{¢(y) :
y € Y}) = X. Entonces existe m € N de tal manera que Y C W,,; luego, para cada y € Y,
d(y) C Wy,; de donde, | J{¢(y) : y € Y} C W,,. Lo cual implica que W, es denso en X; lo cual es
una contradiccion, pues, W, N U,,11 = 0. Por tanto X es débilmente compacto. O

El problema anterior (Problema General 3) ha sido analizado en diversos trabajos, por citar
algunos [2| y [10]. En las secciones siguientes exponemos algunos resultados referentes al Problema
General 3. Sin embargo, estos resultados no corresponden al analisis de dicho problema para una
misma propiedad.

2.2. Sobre la clase Dual

Iniciaremos con la obtencién de clase dual de la compacidad; para ello, requerimos del siguiente
resultado de caracter auxiliar.

Lema 1. Si X no es [0, k]-compacto, entonces existen un cardinal @ < A < k y una cuierta abierta

U={U,:a <A}, de X, tal que:
1. Para todo o < A\, Uy # X.
2. Para todo o, B € X, a < f3, implica que Uy C Usg.

Demostracion. Denotemos C a la coleccion de cubiertas abiertas de X. Como X no es [, k-
compacto, existe Wy € C, con [Wy| < k de tal forma que para todo W} € [W]<¢, W} & C.
Entonces

A={W|:WeCcon |W| <k, YW € W<, W £C}
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no es vacio, asf que podemos considerar a A = min(A). Sea W € C tal que para todo W' € [W]<?,
W' & Cy |W| = A. Evidentemente 6 < |W| (si por el contrario [W| < 6, entonces W € [W]<? y
W € C, lo cual es absurdo).

Notemos que:

1. Para cada W € W, se tiene que W # X. Si para algin W € W, W = X, entonces W' = {W}
es una subcolecciéon de W con cardinalidad < 6 la cual satisface que |[JW’' = X, lo cual no
puede ocurrir.

2. Para todo W C W, con |W'| < A, ocurre que ([ JW' # X. En efecto, si para algin W C W,
con [W'| < X ocurre que W' = X, entonces dado que cualquier, V, subconjunto de W' es
un subconjunto de W, tenemos que para todo, V C W', con |V| < 6 ocurre que X # (JV, lo
cual implica que [W'| € A y por tanto, A < [W'|, lo cual es absurdo.

Como |W| = A, podemos escribir W = {W, : a € A}. Ahora definimos, recursivamente,
Up =Wy y, para cada a € X\, Uy = |J{W3 : 8 < a} y consideramos U = {U, : « € A\}. Entonces U
es una cubierta abierta de X, con [U| = A\. Ademés, por 2., tenemos que para todo a < A\, U, # X;
ain mas, por cémo se han definido a los elementos de U, tenemos que si o, 5 € A, con a < 3,
entonces U, C Ug. La prueba esta completa. O

Teorema 5. (van Mill, Tkachuk y Wilson, [10])
[compacto] = [compacto]*.

Prueba. Es suficiente con demostrar que [compacto]* C [compacto]. Para verificar esta con-
tension, sea X € [compacto]*. Por demostrar que X € [compacto].

Si X no es compacto, entonces (por el teorema anterior) existen un cardinal infinito A y una
cubierta abierta, U = {U, : « € A}, de X tal que:

(i) Para todo a < A\, U, # X.
(ii) Sia, B €A cona < B, entonces U, C Ug.

Ahora bien, como U = {U,, : a € A} es cubierta abierta de X, podemos considerar la asignacion,
¢(x) = U,,, donde oy, = min{a € A : z € Uy, }.

Puesto que X € [compacto]*, existe Y subespacio de X tal que X = (J{op(y) :y €Y} y Y es
compacto. Luego, dado que U también es una cubierta abierta de Y (y puesto que Y es compacto),
existe U’ = {Ua, :1<i<m}CU,talque Y CJU'.

Denotemos By = mdx{ay, : i € {1,...,m}}. Entonces, (por (i7)), tenemos que Uy, C Upg,,
para cada i € {1,..,m}. De donde, Y C U{Ua, : i € {1,...,,m}} C Up,. Asi que Y C Ug,.
Entonces, para cada y € Y, tenemos que y € Ug,; de este hecho junto con (ii) y la definicion de
¢, tenemos que U,, C Ug, y por lo tanto X = J{¢(y) : y € Y} C Up,. Lo que contradice (i).
La contradiccion proviene de suponer que X € [compacto]*\ [compacto]. Por lo que concluimos que
[compacto]* C [compacto.

Denotamos FZN a la propiedad de ser finito. Del Corolario 1 y el Teorema anterior, tenemos
el siguiente.

Corolario 3. [FIN]| = [compacto] = [compacto]*.

El siguiente resultado esta inspirado en el Teorema 5, por ende, la demostracion sigue el mismo
patron.

Teorema 6. Para cardinales 0 y k, tales que 6 < cf(k), la [0, k]-compacidad es una propiedad
autodual, respecto de asignacion de vecindades. Esto es [P] = [P]*, para P = [0, k]-compacto.
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Demostracion. Ahora veamos que [P]* C [P]. Para ésto, sea X € [P]*. Por demostrar que X € [P]
(o bien que X es [6, k]-compacto).

Si X no es [0, k]-compacto, entonces (por el Lema 1) existen un cardinal A < k y una cubierta
abierta, U = {U, : a € A}, de X tal que para todo @« < A\, Uy, # X ysia, f € A\, con a < f3,
entonces U, C Ug.

Ahora bien, como U es cubierta abierta de X, podemos considerar la asignacion natural, ¢(x) =
Ua,, donde o = min{a € Az € U, }.

Puesto que X € [P]*, existe Y subespacio de X tal que X = [J{o(y) : vy € Y} y Y es
[0, k] —compacto. Como U también es una cubierta abierta de Y y dado que éste es [0, k]-compacto,
existe U’ € [U]<Y, tal que Y C |JU'. Puesto qued’ C U,y |U'| < 0, escribimos U’ = {Ua,, :p <7}
donde v < ¢ es un cardinal. Como vy < 6 < cf(k), tenemos que 3y = sup{a,, : p < 7} < . Notemos
que para todo a < o, se tiene que Uy € Ug,; luego, Y C (J{Ua,, : p € v} C Ug,. Asique Y C Ug,.
De aqui que, para cada y € Y, Uayp C Usg,, por lo tanto X = U{Uayp :y € Y} C Ug,. Lo que
contradice el hecho de que, para todo a € A, U, # X. La prueba estd completa. O

Del teorema anterior tenemos la siguiente consecuencia.

Corolario 4. Sea k un cardinal infinito. Entonces
[inicialmente k-compacto]® = [inicialmente k-compacto).

Podria pensarse que del Teorema 6, es posible deducir que [Lindelsf]* = [Lindel6f]; sin embargo,
esto no es asi. En [2], se demostré que existe un espacio X € [Lindel6f]*\ [Lindelof].

Se dice que un espacio X es linealmente Lindel6f si toda cubierta abierta de X, U, la cual es
una C-cadena (esto es que cualesquiera dos elementos en U, son comparables respecto a la relacion
de contencién) tiene una subcubierta numerable. Denotamos Lin-Lin a esta propiedad. También
se sigue del Teorema 6 el resultado siguiente.

Corolario 5. [Lin — Lin|* = [Lin — Lin]

Se dice que un espacio, X, satisface la propiedad ccc-discreta (denotada DCCC) si toda familia
discreta no vacia de conjuntos abiertos de X es numerable (|?]).

Teorema 7. (Xuan y Song, [?]) [DCCC|* = [DCCC].

Demostracion. Supongamos que existe X € [DCCC]*\[DCCC]. Entonces, existe U = {U, : a <
w1} una familia discreta de conjuntos abiertos no vacios en X. Para cada « € wy, fijamos z, € U,
y ponemos D = {z, : @ < w1 }.

Afirmacién 1: D es cerrado, discreto.
En efecto, notemos que para cada « € wy, U, N D = {x,} (pues U es una familia discreta).

Ahora, D, no tiene puntos de acumulacion, pues si  es un punto de acumulacion de D, dado
que X es Hausdorff, toda vecindad de z debe contener infinitos elementos de D, toda vecindad de
x debe intersectar a una infinidad de elementos de U, lo que contradice que U es familia discreta.
La Afimacion 1 esta probada.

Ahora vamos a definir una asignacion de vecindades, ¢.

1. Si z € D, entonces ¢(x) = Uy,; donde U, es el unico elemento de U tal que z € U,.

2. Siz e X\D, ¢(z) = X\D

12
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Como X € [DCCCT*, para la asignacion de vecindades, ¢, existe Y C X tal que X = [J{¢(y) :
yeY}lyY es DCCC.

Afirmacién 2: D C Y.

En efecto, si d € D, entonces existe a € w; tal que d = z,. Como X = |J{o(y) : y € Y},
tenemos que z, € |J{¢(y) : y € Y}, lo cual implica que z,, € ¢(z), para algin z € Y. Veamos que
Toq = 2. Si xy # z entonces tenemos dos casos:

1. z € X\D. Dado que ¢(z) = X\D, tenemos que z, € DN (X\D), lo cual es absurdo.

2. z € D. Entonces z = x3, para algin 8 € w; y a # (. Entonces cualquier vecindad de z,
intersecta a U, y a Ug, lo que contradice que U es familia discreta.

La Afirmacion 2 queda demostrada.

De la afirmacion anterior, tenemos que {U, NY : a € w;} es una familia discreta en Y,
de abiertos no vacios en Y; lo cual contradice el hecho de que Y es DCCC. La prueba esta
completa. O

Cuando no es posible obtener que [P]* = [P], para una propiedad dada P, algunas veces la
igualdad se obtiene al restringir la clase de espacios sobre la cual se trabaja. En este contexto, por
[P]*Q = [P]g, entendemos que en la clase de espacios que determina la propiedad Q, la propiedad
P es autodual. Similarmente para [Pl = [P]o.

A continuaciéon vamos a presentar un par de resultados referentes a lo senalado en el parrafo
anterior.

Recordemos que un espacio X es llamado pseudocompacto (vea [5]) si X es Tychonoff y toda
funcién continua real valuada definida sobre X es acotada.

Es posible demostrar que un espacio X es pseudocompacto (lo que abreviamos pseudo) si y solo
si toda familia discreta es finita (vea [5]). Para el siguiente resultado, denotamos 7" a la propiedad
Tychonoff.

Queremos resaltar que la prueba del resultado siguiente tiene el mismo patron que la demos-
tracién dada para el teorema anterior.

Teorema 8. (van Mill, Tkachuk y Wilson, [10]) [pseudol’. = [pseudo]r.

Demostracion. Supongamos que X € [pseudo|*\[pseudo]. Entonces existe una familia discreta,
U = {U, : n € w}, de abiertos no vacios. Para cada n € w elegimos z,, € U, y denotamos
D = {z, : n € w}. Como {U, : n € w} es discreta, se tiene que D es cerrado y discreto.
Claramente los conjuntos W = X\D y U = |J{U,, : n € w} son conjuntos abiertos en X. Notemos
que si x € |JU, entonces existe un tnico n, € w tal que = € U,,_, pues la familia U es discreta.

Considermos, ahora, para cada = € X, ¢(z) como sigue:

1. ¢(x) = U,,; donde n, € w es el unico tal que x € U,,.

2. ¢(x) =W.

Claro que ¢ es una asignacion de vecindades. Ahora, como X € [pseudol]*, existe un subespacio
pseudocompacto, Y, de X tal que (J{é(y) :y €Y} = X.

Un argumento similar al empleado para justificar la Afirmaciéon 2., en la demostracion del
Teorema 7, se puede emplear para verificar que D C Y. De donde {U,,NY : n € w} es una familia
discreta en Y. Una contradiccion, pues Y es pseudocompacto. O
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Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una familia & C 7 es una familia celular, si para cada U € U,
U#£DysiU, VeU,conU#V, entonces UNV = 0.

Sea k un cardinal infinito y X un espacio topoldgico.

1. La notacion ¢(X) < k, significa que toda familia celular en X tiene cardinalidad < k. En
este caso diremos que X tiene celularidad < k.

2. Denotamos kC'C' a la propiedad: Tener celularidad < k. Si kK = w, escribimos CCC, en lugar

de wCC

3. Diremos que un espacio, X, satisface la propiedad «P, si X todo conjunto cerrado en X es
la interseccion de x conjuntos abiertos en X.

Notemos que un espacio X es perfecto si y solo si X satisface wP.

Teorema 9. Sea K un cardinal infinito. En la clase de los espacios kP la propiedade kCC' es
autodual; esto es, [kCC:p = [kCC)xp.

Demostracion. Supongamos que X € [kCCI%p\[kCC|,p. Supongamos, ademas, que U = {U, :
a < kT} es una familia celular en X y denotemos C' al conjunto X\ JU; es decir, C = X\ JU.
Puesto que X es k-perfecto, existe una familia {V3 : 8 < k}, de conjuntos abiertos en X, de tal
forma que C = ({Vs: B € k}.

Fijemos 3 en £T. Vamos a definir (para tal 8) una asignacion de vecindades, ¢g. Dado z € X,
definimos ¢g(z) a partir de los dos casos siguientes:

1. x € V. Entonces ¢g(x) = Vp.

2. z ¢ V. Entonces ¢ ¢ C' = X\ |JU, entonces z € |JU; luego, dado que U es familia celular,
existe un nico ay < K tal que x € U, . Entonces ¢g(z) = U,, .

Por hipotesis, para la asignacion de vecindades, ¢g, existe Y subespacio de X, con celularidad
< & de tal manera que X = | J{¢p(y) : y € Y3}.

Afirmacion 1: El conjunto {a € kT : Y3 N U, # 0}, tiene cardinalidad < .
Se sigue del hecho de que U es una familia celular y Y3 tiene celularidad < x.

Afirmacion 2: El conjunto Ig = {a € k1 : Uy € Vj} tiene cardinalidad < k.

En efecto, si Uy € Vg, entonces Uy \Vp # 0. Sea xg € Uy \Vp, dado que X = J{¢s(y) : y € Ya},
existe y € Yp tal que zg € ¢g(y). Ahora bien, como xy ¢ V3, tenemos que ¢g(y) # Vs, lo cual
implica que ¢g(y) = U,,. Puesto que 29 € Uy NU,, y U es una familia celular, tenemos que
Uy = Ua,. De aqui que si x € Uy \Vj, entonces U, N Yp # (; luego, por la Afirmacion 1, tenemos
que |Ig] < k. La Afirmacién 2 queda demostrada.

Observemos que de la justificacién a la Afirmacién 2, se sigue que si z ¢ V3, entonces existe
y € Y3 de tal manera que ¢g(v) = ¢p5(y) = Ua, -

Afirmacién 3. X = Vg U|J{Us : o € Ig}. En efecto, es suficiente con demostrar que X C
VU U{Us : a € Ig}. Sea x € X. Tenemos dos casos:

1. x € Vg. En este caso z € V3 U|J{U, : o € I}, trivialmente.

2. = ¢ V3. Entonces (vea observacion previa a la Afirmacion 3), existe y € Y de tal forma que

dp(x) = ¢5(y) = Ua, € U{Ua : @ € Ig} (pues x € Uy, \VB). De aqui que x € Vz U J{U, :
[eAS Iﬁ}.
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El proceso anterior nos proporciona, para cada (8 € k, un conjunto Iz C £ tal que |Ig| <k y
que cumple las afirmaciones 1, 2 y 3. Sea I = |J{I3 : 8 < r}. Claramente [ tiene cardinalidad < k.

Afirmacion 4. X = C U J{U, : a € I}. En efecto, es suficiente con demostrar que X C
CUU{Uq : a € IT}. Sea z € X. Tenemos dos casos:

1. x € C. En este caso x € CUY{U, : a € I}, trivialmente.

2. z ¢ C. Entonces, existe 8, € k tal que z ¢ Vp,. Por la Afirmacion 3, debe ocurrir que
ze H{Unp:acls} CU{Us: e}

Asi, la Afirmacion 4, queda demostrada; esto es, X = CU|J{U, : @ € T}.
Afirmacion 5. Para cada « € kT, existe 3 € k, de tal manera que o € I5.

En efecto, sea o € k' y tomemos = € U,, entonces x € JU, de donde = ¢ X\ JU =
C = ({Vs: B8 € k}; luego, existe 8 € k de tal manera que = ¢ V3. Asi, la observaciéon previa
a la Afirmacién 3, junto con esa misma afirmacion, tenemos que o € Ig. Lo que demuestra la
Afirmacion 5.

De la Afirmacion 5, obtenemos que k* C I C kT y, por tanto, |I| = kT, lo que contradice el
hecho de que |I| < k.

Asi, la celularidad de X debe ser k. O

Del teorema anterior tenemos el siguiente.

Corolario 6. (Alas, Tkachuk y Wilson, [2]) En la clase de los espacios perfectos la popiedad CCC
es autodual; es decir, [CCC|%s = [CCC|p.

2.3. Sobre la clase dual débil

En la presente seccién daremos algunos resultados referentes al dual débil de una propiedad
topologica P.
Recordemos que un espacio topologico, X, es H-cerrado si para toda, U, cubierta abierta de X,

existe V € [U]<¥, tal que |JV es denso en X (vea [5]). Denotaremos FZN y HC a las propiedades
finito y H-cerrado, respectivamente.

Proposicion 4. (Alas, Tkachuk y Wilson, [2]) La clase de los espacios H-cerrados es la clase dual
débil de los espacios finitos; es decir, [FIN] = [HC].

Demostracion. Veamos que [HC] C [FZN]'. Sea X un espacio H-cerrado y sea ¢ una asignacion
de vecindades. Dado que {¢(z) : * € X} es cubierta abierta de X y éste es H-cerrado, existe
Ve [{g(x): x € X}<¥ de tal forma que |JV es denso en X. Como V C {¢(z) : € X}, podemos
suponer (sin pérdida de generalidad) que V = {¢(x;) : 1 < i < n}, para algin n € N. Entonces
Y = {x; : 1 < i < n} es un subconjunto finito de X y J{é(y) : y € Y} es denso en X (porque
Ho(y) :y € Y} =JV). Con todo, X € [FINT, y por tanto [HC| C [FIN]'.

Ahora mostraremos que [FZN]' C [HC]. Sean X € [FZN] y U una cubierta abierta de X. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que U = {U,, : @ < K}, para algin cardinal k.

Consideremos la asignacion de vecindades, ¢, tal que para cada z € X ¢(z) = U,,, donde
ay =minf{a € k:x € Uy}

Como X € [FINY, existe Y € [X]<“ tal que |J{¢(y) : vy € Y} es denso en X. Claramente la
coleccion {¢(y) : y € Y} es un subconjunto finito de U el cual satisface que |J{¢p(y) : y € Y} es
denso en X. Asi que X es H-cerrado; de donde, X € [HC].

Con todo [FIN] = [HC]. O
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Sea x un cardinal. Se dice que el grado débil de Lindel6f de un espacio topologico X es menor
o igual que r, en simbolos wL(X) < &, si para toda cubierta abierta, U, de X, existe V € [U]<F
tal que clx (V) = X. En el caso en que k = w, se dice que X es débilmente Lindeldf.

Denotamos C(k) y WL(k) a las clases de espacios con cardinalidad < k y con grado débil de
Lindelof < k, respectivamente. En la literatura, decir que X tiene grado débil de Lindel6f menor
o igual que k se denota wL(X) < k

Proposicion 5. Sea k un cardinal infinito. La clase de los espacios de cardinalidad < K tiene por
dual débil a la clase de los espacios con grado débil de Lindeldf < k. Esto es, [C(r)] = [WL(k)].

Demostracion. Veamos que [WL(k)] C [C(k)]'. Sean X un espacio tal que wL(X) < k y sea ¢ una
asignacion de vecindades. Puesto que {¢(z) : z € X} es cubierta abierta de X, existe V € [{¢(z) :
r € X}]=" de tal forma que clx(|JV) = X (porque wL(X) < k). Como V C {¢(z) : * € X},
podemos suponer (sin pérdida de generalidad) que V = {¢(z,) : a € v}, para algtn cardinal v < k.
Entonces Y = {z4 : @ € v} es un subconjunto de X, con Y| < xy U{¢(y) : y € Y} es denso en
X (porque | J{o(y) :y € Y} =JV). Asi, X € [C(< k)], y por tanto [WL(k)] C [C(r)]'.

Ahora mostraremos que [C(k)] C [WL(k)]. Sean X € [C(k)]' y U una cubierta abierta de X.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U = {U, : a < v}, para algtin cardinal ~.

Consideremos la asignacion de vecindades, ¢, tal que para cada z € X ¢(z) = U,,, donde
a, =minf{a € v: 2 € Uy}

Puesto que X € [C(k)]’, existe Y € [X]=* tal que clx(J{¢(y) : y € Y}) = X. Claramente la
coleccion {¢(y) 1y € Y} € U= vy cx(U{d(y) : y € Y}) = X. Asf que wL(X) < k; de donde,
X € [WL(K)].

Con todo [C(k)]" = [WL(k)]. O
Corolario 7. (Alas, Tkachuk y Wilson, [2])
[C(w)]" = [débilmente compacto)
En los resultados anteriores, hemos obtenido la clase dual débil de alguna clase, pero hasta
ahora ninguna de éstas ha sido la misma; es decir, en ningtn caso, la propiedad es autodual débil.

A continuacion veremos que para la compacidad débil (denotamos DC a la propiedad débilmente
compacto), su clase dual débil es ella misma, solo que en la clase de los espacios casi regulares.

Un espacio X es casi regular (CR) si para cualquier abierto no vacio U, existe un abierto no
vacio V tal que clx (V) C U (vea [?]).

Teorema 10. FEl dual débil de la compacidad débil es la clase de los espacios débilmente compactos.
Esto es [DClpr = [DClcr-

Demostracion. Es suficiente con demostrar que [DC],, C [PClcr

Ahora sea X € [DC]’ y supongamos que X no es débilmente compacto, entonces existe una
familia localmente finita, U = {U,, : n € N}, de abiertos no vacios en X, la cual no es finita. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que U es celular (vea Proposicion 1).

Dado que X es regular, para cada n € N, existe un abierto no vacio, V;,, tal que V,, C U,.

Ahora vamos a definir una asignaciéon de vecindades como sigue: Sea = € X, entonces

1. Si z € |JU, entonces existe un tnico n, € N tal que « € U,,_. Consideramos ¢(z) = U,

2. Siz € X\ JU, entonces ¢(x) = X\(U{Vn,:n € N}).
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Claro que ¢ es una asignacion de vecindades. Luego, por hipotesis, existe ¥ C X, con Y
débilmente compacto, tal que clx (U{o(y) :y € Y}) = X.

Afirmacion: Para cadan € N, U, NY # (.

En efecto, supongamos que no es asi, es decir, existe ng € N, tal que U,, 'Y = 0. Observemos
que V,, N U{é(y) : y € Y} = 0. Por supuesto, porque si V,,, N |J{é(y) : vy € Y} # 0, entonces
existe yo € Y tal que V;,, N ¢(yo) # 0. Ahora, puesto que U,, 'Y = () y U es una familia celular,
entonces para todo n € N, se tiene que ¢(y) # U,. Entonces ¢(y) = X\({V, : n € N}), pero
Voo € U{V s : n € N}, implica que X\(U{V . : n € N}) C X\V,,,; luego, V,,, N ¢(y) # 0, implica
que Vi, N X\V,,, # 0. Lo cual es absurdo. Asi, la afirmacién queda demostrada.

De la afirmacion anterior obtenemos que la coleccion {U, NY : n € N} es una familia de
conjuntos abiertos en Y, localmente finita que no es finita, lo que contradice el hecho de que Y es
débilmente compacto.

Asi, X es débilmente compacto y por tanto [DC|ip C [DClcr. O

Para el resultado siguiente, denotamos R al axioma de separacion correspondiente a la regula-
ridad. Puesto que todo espacio regular es casi regular, tenemos el siguiente.

Corolario 8. (Alas, Tkachuk y Wilson, [2]) El dual débil de la compacidad débil es la clase de los
espacios débilmente compactos. Esto es [DC|'y = [DC|g.

A continuacion veremos que en la clase de los espacios casi regulares, la propiedad DCCC' es
una propiedad autodual débil.

Teorema 11. [DCCClpp = [DCCClcr

Demostracion. Supongamos que existe X € [DCCC)'\[DCCC]. Entonces, existe U = {U, : a <
w1}, familia discreta de conjuntos abiertos no vacios en X.

Debido a que X es casi regular, tenemos que para cada o < w1, existe V,, # 0 tal que clx (V,) C
Ug.

Ahora vamos a definir una asignacion de vecindades, ¢.

1. Si z € U, entonces ¢(x) = U,; donde U, es el tnico elemento de U tal que = € U, (o es
unico porque U es una familia discreta).

2. Size X\UU, ¢(x) = X\clx(U{Va : a < wi})

Dado que la familia {V,, : @ < w;} es discreta, | J{clx (Vo) : o < w1} = cx(U{Va : @ < w1}
(vea Proposicion 2).

Ahora, para la asignacion de vecindades dada, existe Y C X de tal forma que X = clx ((J{o(y) :
yeY})yYes DCCC.

Afirmacion: Para cada o € wy, U, NY # ().

En efecto, fijemos o € wy. Dado que J{¢(y) : ¥ € Y} es denso en X, se tiene que Vo NJ{p(y) :
y € Y} # 0; luego, existen z € X y y, € Y de tal manera que z € V, N ¢(y.). Tenemos dos
posibilidades para y,:

(a) y, € X\ UU. Este caso no puede ocurrir, pues de lo contrario z € Vo, N X\clx (U{Vs : 8 €
w1 }); lo cual implica que z € Vo, N X\ |U{Vz : B € w1} (porque U{Vs: B € wi} Celx(U{Vs:
B € wi})), pero esto es absurdo, pues Vo, N X\ {Vs: B € w1} =0).

(b) y. € JU. Entonces ¢(y,) = Up (donde S es el tnico elemento de w1, para el cual y, € Ug).
Dado que U es una familia discreta, necesariamente debe ocurrir que o = f3; luego, y, € U,
y y. € Y. Por tanto U, NY # 0.
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Asi, para cada o € wy, U, NY # (.

De la afirmacion anterior, tenemos que {U, : & € w1} es una familia discreta de subconjuntos
abiertos no vacios en Y, lo cual contradice el hecho de que Y es DCCC. La prueba esta completa.
O

Antes de ver una consecuencia del Teorema 11, vamos a probar la siguiente proposicion que es
de caracter auxiliar.

Proposicion 6. Si X es un espacio débilmente Lindeldf, entonces X satisface la propiedad DCCC.

Demostracion. Sea U una familia discreta de abiertos no vacios en X. Entonces, para cada = € X,
existe U, vecindad de = tal que U, intersecta a un tnico elemento de . Luego, es claro que la
coleccion U’ = {U, : x € X} es una cubierta abierta de X, el cual es débilmente Lindelof, existe
V={U,, :ne N} CU tal que clx(V = X.

Ahora, para cada n € N, denotamos U,, = {U e U : UNU,, # 0}. Puesto que cix(V =Xy
los elementos de I son abiertos no vacios, tenemos que para cada n € N, U,, # () y, claramente,
U, CU. Mas atn, U C | J{U,, : n € N}. Asi, U = |J{U,, : n € N}. De esta igualdad, la construccion
de U’ y el hecho de que U’ es familia discreta, tenemos que [U| < >~ [Uy| < w. Por tanto [U| < w
y asi, X satisface la DCCC. O

En el resultado siguiente, WL, denota la propiedad débilmente Lindel6f. Antes de establecer y
demostrar que en la clase de los espacios perfectamente normales la propiedad de ser débilmente
Lindeldf es autodual débil, queremos sefialar que en [15], los autores comentan que en la clase de
los espacios perfectamente normales, las propiedades CCC, DCCC y WL son equivalentes; sin
embargo no hemos podido encontrar dicha equivalencia y tampoco hemos podido demostrarla o
encontrar un ejemplo que ilustre lo contrario.

Corolario 9. (Xuan y Song, [15]) La clase [WL] es autodual débil en la clase de los espacios
perfectamente normales. Esto es, WL|'sny = WL]pN-

Demostracion. Supongamos que X es un espacio perfectamente normal tal que X € [WL]' y
tomemos una asignacion de vecindades, ¢. Por demostrar que X € [WL]py. Puesto que X €
WL|py, existe Y subespacio de X tal que Y es débilmente Lindeldf y clx (IU{¢(y) : y € Y}. Por
la proposicién anterior, tenemos que Y satisface la propiedad DCCC. De donde, X € [DCCCY]'.
Aun mas, el hecho de que X sea perfectamente normal implica que X es casi regular; luego
X € [DCCC)pp, entonces (por el Teorema 11), tenemos que X € [DCCCp; es decir, X tiene la
propiedad DCCC, lo cual es equivalente a débilmente Lindel6f (pues X es perfectamente normal).
Esto es X € WL|¢p- O

Diremos que una propiedad P es cerrada bajo uniones numerables, si se cumple que para
cualquier espacio topologico X y cualquier coleccién numerable, {X,, : n € N} de subespacios de
X, tales que X,, € P, para cada n € N, se cumple que el subespacio |J{X, : n € N} € P. En
el Teorema 12, veremos algunos ejemplos de propiedades que satisfacen ser cerradas bajo uniones
numerables.

Recordemos que dados A un subconjunto de un espacio topologico X y U una familia de
subconjuntos de X, la estrella de A respecto de U, denotada St(A,U), es el conjunto | J{U € U :
UNA # 0}. Es usual que si A = {z}, para algtin © € X, se escribe St(z,U), en lugar de St({z},U).

Definicion 4. (Xuan y Song, [15]) Un espacio X es desarrollable, si existe una sucesion de
cubiertas abiertas de X, {U, : n € N} (a la que nos referimos por desarrollo), tal que para cada
z € X, {st(x,U,) : n € N} es base local de x en X.

El siguiente lema es extraido del analisis que hicimos sobre las demostraciones hechas por Xuan
y Song para el Teorema 12.
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Lema 2. Sea P una propiedad tal que las condiciones siguientes se verifican:
(i) P es cerrada bajo uniones numerables, y
(ii) SiY € PyY es un subconjunto denso en X, entonces X € P.

Entonces en la clase de los espacios Baire y desarrollables, P es autodual débil. Esto es, [Plgp =

[Plsp.

Demostracion. Sea X € [P]zp. Para ver que X tiene la propiedad P, veremos que X tiene un
subespacio denso que satisface P.

Sea {U,, : n € N} un desarrollo para X. Ahora, para cada n € N, definimos una asignacion, ¢"
como sigue:

¢"(z) = St(x,U,), para cada z € X. Dado que X € [P|zp, para cada n € N, existe Y,
subconjunto de X, el cual satisface la propiedad P y tal que clx (U{¢"(y) : y € Y, }) = X.

Sea Y = |J{Y,, : n € N}. Por (i), tenemos que Y satisface P. La prueba estara completa una
vez que demostremos la siguiente.

Afirmacién: Y es denso en X.

Para ver ésto, sea D = [, ey U{¢"(y) : y € ¥y,}. Como X es un espacio de Baire y para cada
neN, (J{¢"(y):y € Y.} es un conjunto denso y abierto en X, tenemos que D es denso en X.

Ahora, sean x € X y W, una vecindad de z en X. Como D es denso, existe d € DNW,. Luego,
del hecho de que X es desarrollable, existe ng € N, de tal manera que d € St(d,U,,,) C W,. Puesto
que D C {¢"i(y) : y € Yy, }, existe yq € Y,,, de tal manera que d € ¢™(yq) = St(yq,Un,); lo cual
implica que yq € St(d,Uy,,) C W,. Por tanto yg € W, NY. Asi Y es denso en X; por lo tanto (por
(1)), tenemos que X satisface Py asi, X € [P]. O

Teorema 12. (Xuan y Song, [15]) En la clase de los espacios de Baire y desarrollables, las
propiedades WL, CCC' y separabilidad, son autodual débil. Esto es, si P € {WL,CCC, separable},
entonces [Plsp = [PlBD-

Demostracion. Por el Lema anterior, es suficiente verificar que las propiedades en cuestiéon satis-
facen las condiciones (i) y (i), del mismo.

Para separable: 1. Sea {X,, : n € N} una coleccion de subespacios de un espacio X, de
tal manera que, para cada n € N, se cumple que X, es separable. Entonces, para cada n € N,
existe D,, subconjunto denso numerable de X,,. Denotemos D = | J{D,, : n € N}. Entonces D es
un subconjunto denso de |J{X,, : n € N}. En efecto, sea U un conjunto abierto no vacio en X.
Entonces, existe ng € N, tal que U N X,,, # 0. Como U N X,,, es un conjunto abierto no vacio
en X,, y Dy, es denso en X, , tenemos que existe d € D,,, N (U N X,,,). Lo cual implica que

Un(U{X,:neN})#D.

2. Supongamos que Y es un subconjunto denso de X y que Y es separable, entonces existe D
subconjunto denso numerable de Y. Veamos que D también es denso en X. Sea U un conjunto
abierto no vacio en X. Dado que Y es denso en X, tenemos que U NY # (); luego, U NY es un
conjunto abierto y no vacio en Y y como D es denso en Y, tenemos que DN (U NY) # 0, lo cual
implica que D NU # 0. Asi, X es separable.

Para CCC: 1. Sea {X,, : n € N} una coleccion de subespacios de un espacio X, de tal manera
que, para cada n € N, se cumple que X,, es CCC. Por demostrar que X' = (J{X,, : n € N} es
ccc.

Supongamos que no, es decir, existe una familia celular, U, en X’ la cual no es numerable. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que tiene cardinalidad w. Asi, ponemos U = {U, : « €

wl}.
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Asignacion de vecindades
2.3 Sobre la clase dual débil

Denotamos, para cadan € N, U, ={U e U : UN X,, # 0}. Notemos que U = | J{U,, : n € N}.

Ahora, dado que |U| = wy, debe existir m € N, de tal forma que |U,,| = w;. Entonces la
coleccion {X,, NU : U € Uy, } es una familia celular en X, de cardinalidad wy; lo que contradice
el hecho de que X,, es CCC. Esta contradiccion se obtiene de suponer que X’ no es CCC; por
tanto, X' = J{X, : n € N} es CCC.

2. Sean X un espacio topologico y Y un subespacio denso de X, el cual es CCC'. Por demostrar
que X es CCC. Supongamos que U es una familia celular. Notemos que la coleccion U’ = {UNY :
U € U}, es una familia celular en Y y, ademas, |U'| = ||, Ahora, dado que Y es CCC, |U'| = w;
luego, |U| = w y por tanto X es CCC.

Para WL: 1. Sea {X,, : n € N} una coleccion de subespacios de un espacio X, de tal manera
que, para cada n € N, se cumple que X,, es WL. Por demostrar que | J{X,, : n € N} es WL.

Denotemos X’ a la union de los X,,; es decir, X’ = [J{X,, : n € N} y sea U una cubierta abierta
de X’. Puesto que U, también es cubierta abierta de X,, (para cada n € N) y dado que, para cada
n € N, X,, es WL, tenemos que existe (para cada n € N) U,, C U, con |U,| < w , de tal forma
que X, C dx, (UUy). Sea U’ = |U{U,, : n € N}. Entonces U’ es una subcoleccion numerable de
U, la cual satisface que X’ = clx/(UU') (Siz € X' y U es una vecindad de z en X', entonces
existe n, € N de tal manera que z € X, . Como X, C clx, (UUn,); luego, U N X, es una
vecindad de x en X, ; de donde (JU,,, )N (UNX,,) # 0, asi, siy € (JU,,)N(UNX,,), entonces
ye (UU)NU. Asi, X’ es WL.

2. Sean X un espacio y Y un subconjunto denso de X el cual es W L. Por demostrar que
X es WL. Sea U una cubierta abierta de X, entonces U/ también cubre a Y, el cual es WL;
luego, existe V subcoleccion numerable de U, de tal manera que Y C clx(|JV). Notemos que
X =dx(Y) Ccx(clx(UV)) =cx(UV). Por tanto X es WL. O

En la clase de los espacios perfectamente normales las clases CCC, WL y DCCC' coinciden
(ver [11]).
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Capitulo 3

Cardinalidad

3.1. Preliminares espaciales

De ahora en adelante, si A es un subconjunto del espacio X y U es una familia de subconjuntos
de X, denotamos, St°(A,U) = A y para cada 1 <n € N, St"*1(A,U) = St(St"(A,U),U).

Lema 3. Sean X un espacio topoldgico, U una familia de subconjuntos de X y A C X, con A # 0.
Para cualquier n € N, St(A,U) C St"(A,U).

Demostracion. La prueba es por induccién sobre n.
Para n = 1. Trivial.

Supongamos que para n = m se verifica que St(4,U) C St™(A,U). Por demostrar que la
afirmacion se cumple para n = m + 1.

Sea y € St(A,U). Entonces existe U € U tal que y € U y ANU # (. Ahora, por hipotesis
de inducciéon tenemos que St(A,U) C St™(A,U); luego, y € U N St™(A,U), lo cual implica que
y € U C St™TH(A,U). Asi, dado que y € St(A,U) fue arbitrario, concluimos que St(A,U) C
StmTL(AU).

La prueba esta completa. O

Lema 4. Sea X un espacio topolégico y U una familia de subconjuntos de X. Para todon > 2 y
cualesquiera x, y € X, los enunciados siguientes son equivalentes:

1. z € St"(y,U).

2. Existen {xg,T1,....;Tn, Tnt1} C X, conxo =2 Yy xpn+1 =Y, Yy {U1,...,Uns1} CU de tal forma
que para 1 <i<n+1 se cumple que {x;—1,z;} C Uj;.

Demostracion. (1. = 2.) Por induccion sobre n.

Para n = 2. Sean x, y € X y supongamos que x € St?(y,U), entonces existe U; € U de tal
manera que z € Uy y Uy N St(y,U) # 0. Tomemos x; € Uy N St(y,U) entonces existe Uy € U de
tal forma que z1 € Us y Us N{y} # 0. Notemos finalmente que los puntos {zg, z1,x2}, con g = x
y &2 = y junto con el conjunto {Uy, Us} C U satisfacen que para 1 <14 <2, {x;_1,2;} C U;. Asi,
la afirmacion se cumple para n = 2.

Ahora supogamos que la afirmacion es cierta para n = m (m > 2); es decir que para cualesquiera
xz, y € X, six e St"™(y,U), entonces existen {xg,Z1,...,Tn, Tms1} C X, cON Tg =T Y Typt1 = Y,
vy {U1,...;Un+1} C U de tal forma que para 1 < i < m + 1 se cumple que {z;_1,2;} C U;. Por
demostrar que la afirmacién se verifica para n = m + 1.
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3.1 Preliminares espaciales

Tomemos x,y € X, arbitrarios y supongamos que = € St™*!(y,U). Entonces existe U € U de tal
forma que z € Uy UNSt™(y,U) # 0. Tomemos z € UNSt™(y,U), entonces z € Uy z € St™(y,U).
Por hipotesis de induccion, aplicada a y y z, tenemos que existen {zg, ..., zm+1} € X, con 29 = 2
YV Zm+1 = Y, ¥ {Vi, e, Ving1} C U, de tal forma que, para cada 1 < i < m + 1, se cumple que
{zi—1,2i} C V;. Pongamos xg = x, ;12 = y y para cada 1 < ¢ < m + 2, z; = z_1; ademas,
denotamos Uy = U y para cada 2 < i < m + 2, denotamos U; = V;_1.

Afirmacion: {xg, ..., Zmi2} es un subconjunto de X con zg = = y Tpmye = y; también,
{U1, ..., Umn2} es un subconjunto de U y se satisface que para 1 <i <m+ 2, {x;_1,z;} C U,.

En efecto, parai =1, xg = 2, 1 = 20 = z y Uy = U, pero por construccion {z,z} C U. Ahora,
sit = 2, entonces xo_1 =1 =20 =2y Tg = 291 = 21y Uz = Vo1 =V} y por construccion
{20,21} C V1 y asi, {z1, 22} € Us. Similarmente se verifican los casos restantes. Lo que concluye la
demostracion.

Con todo, concluimos que para todo n > 2 y cualesquiera z, y € X, x € St"(y,U) implica que
existe {xg, 21, ..., Tn, Tnt1} C X, con g =2y Tpy1 =9, ¥y {U1,...,Unt1} C U de tal manera que
para cada 1 < i < n+ 1 se verifica que {x;_1,z;} C U,.

(2. < 1.) Mostraremos por induccion sobre n > 2 que:

() Si para cualesquiera z, y € X tales que existen {xg,21,...,Zn, Tnt1} € X, con g = 2y
Tnt1 =Y,y {U1, ..., Upt1} C U de manera tal que para 1 < i < n+1 se cumple que {x;—1,2;} C Uj,
entonces © € St"(y,U).

Para n = 2. Sean z, y € X tales que existen {zg,21,22} C X, con 29 = zy 2 = ¥y, y
{U1,Uz} C U de manera tal que para 1 < i < 2 se cumple que {x;_1,z;} C U;. Como {1,225} C U
y Us € U, se tiene que x; € St(xo,U) = St(y,U). Ahora, dado que {zg,x1} C Uj, tenemos que
x1 € St(y,U) N Uy; luego, dado que Uy € U, se tiene que U; C St2(y,U); asi que x € St2(y,U).

Ahora supongamos que la afirmacion (x) se verifica para n = m y veamos que ésta se cumple
para n = m + 1. Sean z, y € X para los cuales existen {zg, 21, ..., Tm, Tmi2} C X, con 29 = z
Y Tmt2 = Y, ¥ {U1,..;Unt2} € U de manera tal que para 1 < i < m + 2 se cumple que
{@i1, 2} CU;.

Definamos, para cada 0 < i < m+ 1, y; = ;41 y para 1 < ¢ < m + 1, tomamos V; =
Uit1. Entonces, {yo, ..., Ym+1} €s un subconjunto de X, tal que yo = 1 ¥ Ym+1 = Tmt2 = Y y
{V1, ..., Vin+1} es un subconjunto de U, el cual satisface que para cada 1 <1i < m+1, {y;—1,y:} C Vi;
asi que por hipotesis de induccion, z; = yo € St™(y,U). Ahora bien, dado que z, € St™(y,U)NU7,
tenemos que U; C St™F1(y,U). Como x = mg € Uy, tenemos que = € St™*(y,U). Concluimos
que (x) se verifica para n = m + 1 y por tanto para todo n > 2. O

El siguiente es una consecuencia del lema anterior.

Teorema 13. Sean X un espacio topolégico y U una coleccion de subconjuntos de X. Para cua-
lesquiera z, y € X yn > 2, x € St"(y,U) si y solo si y € St"(x,U).

Demostracion. Por induccién sobre n > 2.

Paran = 2. Sean z, y € X, arbitrarios, tales que x € St?(y,U). Entonces, por el Lema 4, existen
{zo, 21,22} C X, conxg =z y a2 =y y {Uy,Us} CU, de tal manera que, para cada 1 < i < 2,
{zi—1,2;} C U;. Notemos que {z,z1} C Uy y U; € U, implican que z; € St(x,U). Ahora, como
{z1,y} C Us, tenemos que Uy N St(x,U) # 0; asi que Uy C St(St(x,U),U) = St*(z,U) y por tanto
y € St2(x,U).

Supongamos ahora que la conclusion del teorema se verifica para n = m. Por demostrar que el
enunciado del teorema se verifica para n = m + 1.
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Sean z, y € X, arbitrarios, tales que x € St™*1(y,U). Entonces por el Lema 4, tenemos que
existen {Zg, 21, ..., T, Tmy2} C X, con 20 =2y Tmaa =y, ¥ {U1, ..., Unt2} CU de tal forma que
para 1 < i < m+ 2 se cumple que {z;_1,2;} C U;. Definimos, para cada 0 <i<m+1, y; = x; y,
para cada 1 < i <m+ 1 V; = U;. Observemos que {yo, ..., Ym+1} €s un subconjunto de X tal que
Yo =20 =Y Ynt1 = Tm+1 ¥ {V1,..., Vin} es un subconjunto de U, para el cual se verifica que,
paracadal <i <m+1, {y;—1,y:} C U;; luego, por el Lema 4, x € St™ (ymi1,U) = St"™(xmy1,U).
Asi, por hipotesis de induccion, x,, + 1 € St™(z,U). Finalmente, dado que {Z, 41, Tmi2} C U2,
se sigue que Tp,11 € Upyyo N St™(x,U) y por ende, Uy,io C St™F(2,U). Por tanto y = x40 €
Stm+1(z,U). La prueba esta completa. O

Proposicion 7. Sean X un espacio topolégico y U una cubierta abierta de X. Para cualesquiera
x, y € X, con x # vy, las afirmaciones siguientes son equivalentes, para cada n € N:

1. y & St?(z,U);
2. x & St*(y,U),
3. St(z,U) N St(y,U) = 0.

Demostracion. La equivalencia (1. <= 2.) Es una consecuencia inmediata del teorema anterior,
con n = 2.

Veamos la implicacion (2. = 3.)

Supongamos que x € St2(y,U) y que St(z,U) N St(y,U) # 0. Tomemos z € St(z,U) N St(y,U).
Entonces, dado que z € St(z,U), existe U € U tal que {z,z} C U. Ahora, puesto que z € St(y,U)
y z € U, podemos concluir que z € St(y,U) N U; luego, € U C St?(y,U), lo cual es una
contradiccion.

(3. = 1.) Sean z, y € X arbitrarios tales que x # y. Supongamos que St(z,U) N St(y,U) # 0
y que y € St?(z,U).

Siy € St?(z,U), por el Lema 4, existen {xg, 21,72} C X, con g =yyxy =y {Uy,Us} CU,
de tal manera que, para cada 1 < i < 2, {z;_1,2;} C U;. Notemos que de la contencion {xg,z1} C
Ui, tenemos que x1 € St(xo,U) = St(y,U) y de la contension {x1,x2} C Us, tenemos que x; €
St(xe,U) = St(z,U); lo que implica que St(y,U) N St(z,U) # 0. Lo cual es una contradiccion.

La prueba est4 completa. O

Recordemos que un espacio Hausdroff X tiene pseudocaracter cerrado < k (donde k es un
cardinal infinito), lo que se denota ¥.(X) < k, si para cada x € X, existe una familia B, de
vecindades de z, con |B,| < k, de tal forma que {z} = ({B : B € B,}. Si k = w, diremos que X
tiene pseudocaracter cerrado numerable.

El resultado siguiente sera enpleado en la demostracion del Teorema 14.

Proposicion 8. Sean X un espacio topoldgico, A C X y U cubierta abierta de X. Entonces
clx (St(A,U)) C St3(AU).

Demostracion. En efecto, sea x € clx(St(A,U), como U es cubierta abierta de X, existe U € U
tal que z € U; luego, U N St(A,U) # (), lo que implica que = € U C St?(A,U). O

Definicion 5. ([1]) Un espacio topoldgico X tiene rango k-diagonal, donde 1 < k € N, si existe
una familia numerable, {U, : n € N} de cubiertas abiertas de X (llamada sucesion k-diagonal) de
tal manera que para cada x € X se verifica que {x} = N{St*(z,U,) : n € N}.

A continuacion veremos que si un espacio Hausdorff tiene rango 2-diagonal, entonces su pseu-
docaracter cerrado es a lo mas numerable. Antes daremos una proposicion.
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Teorema 14. Si X € Ty tiene rango 2-diagonal, entonces ¥.(X) < w.

Demostracion. Como X tiene rango 2-diagonal, existe una sucesion {U, : n € N} de cubiertas
abiertas de X con la propiedad de que para cada x € X, se cumple que:

{x} = N{St*(x,U,) : n € N}.

Por la proposicion anterior tenemos que, para cada n € N (y cada = € X), clx(St(x,U,)) C
St?(z,Uy); luego (para cada = € X)),

N{clx (St(x,Uy,)) : n € N} C N{St?(x,Uy,) : n € N} = {x}.
Lo que nos permite concluir que ¥.(X) < w. O

Lema 5. (Xuan, Shi [14]) Sea X un espacio de rango k-diagonal, donde k > 1. Si |X| > 2%,
entonces para cada sucesion k-diagonal, {U, : n € N}, para X, existen ng € N y S C X, tales que:

1. |S| > w;
2. S es cerrado y discreto, y
3. para cualesquier x,y € S con x #y, y & StF(x,Un,).

Demostracion. Sea {U, : n € w} una sucesion k-diagonal. Suponemos, sin pérdida de generalidad
que, para cualquier n € w, St*(x,U, 1) C Stk(x,U,). Para cada n € w, consideramos

P, = {{z,y} € [X])?:z & St*(y,U,)}

Entonces [X]? = U{P, : n € w}; luego, por el Teorema 1, existen ny € w y un subconjunto, S,
de X, con |S| > w y tal que [S]> C P,,. Es claro que para cualesquiera =, y € P,,, con  # y,
y & StF(x,U,,) (vea Teorema 13). De aqui que para cada = € S, SN St*(x,U,,) = {z}; lo cual
indica que S es discreto.

Afirmacion: S es cerrado. Supongamos que g es un punto de acumulacion de S. Como X es Ty,
se tiene que para cualquier, U, vecindad de xg, |[UNS| > w. Dado que Uy, es cubierta abierta de X,
existe U € Uy, tal que z¢ € Uy, ; luego, podemos tomar y, z € UNS, con y # z. Entonces y € U C
St(z,Un,) C StF(z,Un,), pero y € St(y,Un,) C St*(y,Un,); de donde St*(y, Up, ) NSt* (2, Uy, ) # 0.
Lo cual es una contradiccion. Asi, S no tiene puntos de acumulaciéon y por tanto S es cerrado.

La prueba esté completa. O

Lema 6. (Basile, Bella y Ridderbos, [3]) Si X es un espacio de Baire con rango 1-diagonal,
entonces d(X) < wL(X)“.

Demostracion. Sean k = wL(X) y {U, : n € N} una sucesion de cubiertas abiertas de X, testigo de
que X tiene rango 1-diagonal. Para cada n € N, existe V,, € [U,,]=" de tal manera que clx(|JV,) =
X. Denotemos V = [ J{V, : n € N}. Notemos que [V| < >° ¢ |Vn| < k-w = k. Esto es, |V| < k.

Ahora, para cada n € N, hacemos D,, = |JV,,. Observemos que, para cada n € N, D,, es un
subconjunto denso y abierto en X; luego, dado que X es Baire, tenemos que D = (\{D,, : n € N}
es un subconjunto denso de X.

Fijemos un buen orden en V y definimos f : D — VN, como sigue f(d) = f4; donde fq: N — V
es definida como fg(n) =min{V € V:d eV € V,}, para cadan € N.

Afirmacion: f es inyectiva. Sean x, y € D tales que x # y. Entonces y & St(x,U,,), para algin
m € N. Sea V = f,(m), entonces z € V 'y V € U, (pues V,,, C Uy,); de aqui que y € V y por lo
tanto fy(m) # fy(m), lo que implica que f(z) # f(y). Por tanto f es inyectiva.

De la afirmacién anterior tenemos que |D| < |[VN| < %. Asi, como D es denso, tenemos que
d(X) < |D| < k. O
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Proposicion 9. (Basile, Bella y Ridderbos, [3]) Si X tiene rango 3-diagonal, entonces |X| <
wL(X)¥.

Demostracion. Sean k = wL(X) y {U, : n € N} una sucesion de cubiertas abiertas que atestiguan
el hecho de que X tiene rango 3-diagonal. Como wL(X) = k, para cada n € N, existe V,, € [U, =",
de tal manera que |JV,, = X. De aqui que, para cada n € N, se cumple que para todo z € X, existe
V €V, de modo que St(z,U,) NV # ( (en efecto, si x € U € U, el hecho de que |JV,, es denso,
implica que U N YV, # 0; de donde U NV # (, para algtin V € V,, y dado que U C St(z,U),
tenemos que V N St(z,U) # (). De aqui se sigue que V C St2(x,U,).

Sea V = |J{V» : n € N}. Notemos que |V| < k.

Fijamos en V un buen orden y definimos una funcién F : X — VN como sigue: F(z)(n) =
min{V eV:V eV, y St(z,U,) NV # 0}.

Veamos que F es inyectiva. Sean x,y € X, con = # y. Por hipoétesis, existe n € N de tal manera
que St?(x, Uy, )NSt(y,U,) = 0. Puesto que F(z)(n) C St*(z,U,) y F(y)(n)NSt(y,U,) # 0, tenemos
que F(x)(n) # F(y)(n). Asi, F es inyectiva y por lo tanto | X| < |[VN| = k. O

Teorema 15. (Xuan, Shi, [13]) Si X satisface la propiedad DCCC' y tiene rango 3-diagonal,
entonces | X | < 2%.

Demostracion. Sea {U,, : n € N} una sucesion de cubiertas abiertas que atestiguan el hecho de que
X tiene rango 3-diagonal y supongamos que |X| > 2¢. Por el Teorema 1, existe S C X, tal que:

1. |S] > w;
2. S es cerrado y discreto, y

3. para cualesquier z,y € S con z # y, y & St3(x,Uy,,).

Afirmacion: La familia V = {St(s,U,,,) : s € S} es una familia celular y no numerable.

En efecto, notemos que si s;, s2 € S, entonces por 3., tenemos que s1 & St3(so,Uy,,), y como
St2(s9,Uny) C St3(s9,Un,), tenemos que s1 € St?(s2,U,, ). Asi, por la Proposicién 7, tenemos que
St(sl,L{nO) N St(SQ,UnO) = @

El hecho de que V es una familia celular, implica que |V| = |S| > w. Luego, dado que X es
DCCC, se tiene que V no es una familia discreta. Entonces existe o € X tal que para cualquier
vecindad, U de g, se tiene que U intersecta a més de un elemento de V. Como U, es cubierta
abierta de X, existe U, € U,,, de tal forma que zy € Uy,. Luego, existen s1, s2 € 9, con s # s2
tales que U, N St(s;,Un,) # 0, para i € {1,2}. Tomemos z € U,, N St(s1,Uy,). Notemos que
z € St2(s9,Uy,) (puesto que Uy, N St(s2,Un,) # 0, implica que U,, C St?(s2,U,,)). Ahora, z €
St(s1,Uy, ), implica que existe U, € U, de tal manera que {s1,z} C U,;luego, z € St?(s9,Uy,,)NU..
Lo cual implica que U, C St3(s2,U,, ), entonces s; € St?(s2,Up, ). Una contradiccion.

Por tanto | X| < 2. O

3.2. Autoduales y desigualdades cardinales
Teorema 16. (Xuan y Song, [16]) Si X € [CCC|* y X tiene rango 2-diagonal, entonces | X| < 2¢.

Demostracion. Supongamos que |X| > 2¥. Como X tiene rango 2-diagonal, existe una sucesion
{U, : n € w} de cubiertas abiertas de X de tal manera que para cualquier x € X, {z} =

N{St?(z,Uy,) : n € N}.

Por el Lema 5, existe S C X, tal que:
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1. |S] > w;
2. S es cerrado y discreto, y
3. para cualesquier 7,y € S con = # y, y & St*(x,Un,)-

Por la Proposicion 7, se sigue que {St(s,Uy,) : s € S} es una familia celular en X.

Ahora consideramos la asignacion de vecindades ¢, definida para cada x € X como sigue:

1. ¢(x) = St(z,Uy,),siz €S,y

2. p=X\S,six &S.

Como X € [CCC]*, para tal asignacion de vecindades existe Y subespacio de X el cual es CCC
y ademas satisface que X = J{¢(y) :y € Y'}.

Afirmacién: SCY.

En efecto, sea s € S. Como X = [J{o(y) : y € Y}, existe y; € Y de tal manera que s € ¢(ys).
Notemos que ys € S, pues de lo contrario ¢(y,) # X\S, lo que implica que s € SN(X\S5), lo cual es
absurdo. Ahora, si s # ys, entonces (dado que s,ys € S), tenemos que St(s,Un,) N St(ys,Un,) = 0,
lo que implica que s &€ St(ys,Un,) = d(ys)-

De lo anterior obtenemos que s = y, y por tanto s € Y. Lo que demuestra que la afirmacion es
cierta.

De la afirmacion anterior se sigue que la coleccion {St(x,U,,) NY : x € S} es una familia
celular (de abiertos no vacios) en Y, lo cual contradice que Y es CCC. Por tanto | X| < 2¢. O

Antes de establecer el siguiente resultado vamos a recordar una de las desigualdades mas im-
portantes en la teoria de los invariantes cardinales topologicos, a la que haremos referencia como
desigualdad de Hajnal y Juhész:

Para cualquier espacio Hausdorff X, |X| < 2¢6(X)x(X),

Teorema 17. Sea X un espacio Hausdorff. Si X € [kCC|*, x(X) = k y X es k-perfecto, entonces
| X| < 2%,

Demostracion. Del Teorema 9, tenemos que en la clase de los espacios k-perfectos la propiedad

kCC' es autodual respecto de asignacion de vecindades; esto es, [kCC|5p = [kCCl.p; luego, si
X € [kCCT%p, entonces X € [kCC],p. Luego por la desigualdad de Hajnal y Juhész, tenemos que
| X < 2", O

Corolario 10. (Xuan y Song, [16]) Si X € [CCC]*, primero numerable y perfecto, entonces
|X] <2v.

Teorema 18. (Xuan y Song, [16]) Si X € [CCCI*, primero numerable con rango 1-diagonal,
entonces | X| < 2%

Demostracion. Por hipotesis existe una sucesion {U,, : n € N} de cubiertas abiertas de X de tal
manera que para cualquier x € X, {z} = {St(x,U,) : n € N}. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que para cualquier n € N, St(x,U,4+1) C St(x,U,). Para cada z € X, tomamos
B, = {B? : n € N} base local de z. También podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
para cada n € N, B2+ C B

Supongamos que | X| > 2¥.

Ahora, para cada n € N, denotamos

Po={{a,y} € [XJ: BIN By =0y y & St(,Uy)).

26



Cardinalidad
3.2 Autoduales y desigualdades cardinales

Notemos que [X]? = |J{P, : n € N}. En efecto, es evidente que J{P, : n € N} C [X]2. Veamos
la otra contencion. Sean x, y € X, con x # y. Puesto que {y} = N{St(y,U,) : n € N}, existe
n € N de tal manera que = & St(y,U,). Es claro que = & St(y,Uy,,). Ahora, como X es Hausdorft,
tenemos que existen BY € B, y By' € By tales que B N B)" = . Tomando n = méx{no, k, m},
tenemos que y & St(x,U,) y By N By = 0; es decir, {z,y} € P,.

Por el Lema 5, existen ng € N y un subconjunto no numerable S de X tal que [S]? C P,,.
Afirmacién 1. El conjunto S es cerrado y discreto en X.

En efecto, supongamos que no, es decir, existe x es un punto de acumulacién de S. Como X
es Ty, para cada U € U,,, tal que = € U, se cumple que U N S es infinito. Por tanto existen
z,y € SNU, con z # y; luego, y € U C St(z,Up, ), lo cual no puede ocurrir. De donde S no tiene
puntos de acumulacion y por tanto S es cerrado y discreto en X.

Notemos que {B™ : x € S} es una familia celular no numerable (porque [S]? C P,,).

Ahora consideramos la asignacion de vecindades, ¢ definida, para cada x € X, como sigue:
1. ¢(x)=Blo,size S,y
2. ¢(xz) =X\S,siz &S8S.

Como X € [CCC]*, para tal asignacion de vecindades existe Y subespacio de X el cual es CCC
y ademas satisface que X = J{¢(y) :y € Y'}.

Afirmaciéon: S CY.

En efecto, sea s € S. Como X = [J{¢(y) : y € Y}, existe ys € Y de tal manera que s € ¢(ys).
Notemos que ys € S, pues de lo contrario ¢(ys) # X\S, lo que implica que s € SN (X\S5), lo cual
es absurdo. Ahora, si s # ys, entonces (dado que s,ys € S), tenemos que B N Byo = 0, lo que
implica que s ¢ By)° = ¢(ys), lo cual es absurdo. Asi S CY.

De la afirmacion anterior se sigue que la coleccion {B? NY : s € S} es una familia celular (de
abiertos no vacios) en Y, lo cual contradice que Y es CCC. O

En [7] Hodel introdujo el pseudocaracter Hausdorff de un espacio X, denotado Hy(X), el cual
satisface que Hy(X) < k si para cada x € X, existe una coleccion, B,, de vecindades de x en X
(nos referimos a B, como pseudobase Hausdorff), con |B,| < k y de tal forma que para cualesquiera
z, y€ X, x #y, existen U, € By y Uy € B, tales que U, N U, = 0.

Notemos que si Hp(X) < w, entonces para cada x € X, existe una pseudobase Hausdorff,
B! = {UZ : n € N}. Fijemos B/, y consideramos Bf = Uy y paran > 2, BE = (\{U? : 1 <i < n}.
Denotemos B, = {B* : n € N}.

Notemos que por construccién se tiene que, para cadan € N, B,,,1 C B,,.

Aplicando el proceso anterior a cada B, obtenemos, para cada z € X la coleccion B, = {B,, :
n € N}, tal que B,y1 C B, para cada n € N.

Veamos que, para cada z € X, B, es una pseudobase Hausdorff. En efecto, si z, y € X
y T # vy, entonces existen U? € B, y UY, € B?'J, tales que U NUY, = (). Por construccion
B ={Uf:1<i<n}CU?yBY ={U}:1<i<m}CUY; luego B N BY, = 0.

Se dice que un espacio X tiene extensiéon menor o igual que un cardinal infinito, x, lo que se
denota, e(X) < &, si todo subconjunto cerrado y discreto de X tiene cardinalidad menor o igual
que K.

Teorema 19. Si X € [CCC* y HY(X) = w, entonces e(X) < 2%.
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Demostracion. Para cada x € X, tomamos B, = {B* : n € N} pseudobase Hausdorff de z. Por
lo comentado antes de este teorema, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que para cada
neN, B, C By

Ahora bien, si e(X) > 2¢, entonces existe un subconjunto E C X, cerrado y discreto con
|E| > 2.

Ahora, para cada n € N, denotamos

P, = {{z,y} € [E]* : BN BY = {}.

Observemos que [E]? = [J{P, : n € N}. En efecto, es claro que | J{P, : n € N} C [E]%. Ahora
si {z,y} € [E]*, entonces existen B € B) y BY, € B,, tales que By N BY, = (. Consideremos
k = méax{n, m}, entonces Bf C BZ y B} C BY,; lo cual implica que Bf N B} = 0 y asi, {z,y} € Pj.
Por tanto [E]? C J{P, : n € N}. Con todo [E]?> = |J{P, : n € N}.

Por el Teorema 1, existen ng € N y un subconjunto S de E, con |S| > w; tal que [S]2 C P,,.

Como S C FE, tenemos que S es cerrado y discreto en X.

Notemos que {Bg :x € S} es una familia celular no numerable (porque [S]?> C Py,).

Ahora consideramos la asignacion de vecindades, ¢ definida, para cada x € X, como sigue:

1. ¢(x)=Blo,size S,y

2. ¢(xz) =X\S,siz &S.

Como X € [CCC]*, para tal asignacion de vecindades existe Y subespacio de X el cual es CCC
y ademas se verifica que X = J{¢(y) : y € Y}.

Afirmacién: S CY.

En efecto, sea s € S. Como X = (J{é(y) : y € Y}, existe y; € Y de tal manera que s € ¢(ys).
Notemos que ys € S, pues de lo contrario ¢(ys) = X\S, lo que implica que s € SN (X\S5), lo cual
es absurdo. Ahora, si s # ys, entonces (dado que s,ys € S), tenemos que B;, N BY: = 0, lo que
implica que s ¢ B}z = ¢(ys), lo cual es absurdo. Asi S C Y.

De la afirmacion anterior se sigue que la coleccion {B? NY : s € S} es una familia celular (de
abiertos no vacios) de cardinalidad > k¥ en Y, lo cual contradice que Y es CCC. O

Evidentemente, toda base de un punto x (en un espacio X), es una pseudobase Hausdorff de
x, luego, si X es un espacio primero numerable, tenemos que Hi(X) < w. De este hecho y el
Teorema 19, se tiene el siguiente.

Corolario 11. (Xuan y Song, [16]) Si X € [CCC|* y X es primero numerable, entonces e(X) <
2%,

Proposicion 10. (Xuan y Song, [16]) Si X € [DCCCI* y X tiene rango 3-diagonal, entonces
| X] < 2¢.

Demostracion. Por el Teorema 7, tenemos que [DCCC]* = [DCCC]; luego, si X € [DCCCI*,
entonces X € [DCCC]. Asi, por el Teorema 19, tenemos que | X| < 2¢. O

En la teoria de los invariantes cardinales existen diversos resultados que establecen cotas su-
periores para la cardinalidad de espacios topologicos; una de las méas sobresalientes es llamada
desigualdad de Arhangel’skii (y a la que nos referiremos con dicho nombre):

Para cualquier espacio Lindel6f y primero numerable, X € Ty, | X| < 2¥.

28



Cardinalidad
3.2 Autoduales y desigualdades cardinales

En términos de funciones cardinales, la desigualdad de Arhangel’skii se establece de la siguiente
forma (vea [7]): Para cualquier espacio Hausdorff X, | X| < 24(X)x(X) Donde L(X), denota el grado
de Lindel6f de un espacio. Se entiende que si X es un espacio, L(X) < k (para un cardinal infinito
k) si para toda U, cubierta abierta de X, existe V C U tal que |JV = X y |V| < k. Es consecuencia
de la definicion anterior que un espacio X es Lindelof si y solo si L(X) < w.

Esta desigualdad se tiene generalizada por diversos autores, tal es el caso de la siguiente,
obtenida por Arhangel’skii y Sapirovski (nos referimos a la desigualdad siguiente como desigualdad
de Arhangel’skii-Sapirovskii).

Si X es un espacio Hausdorff Lindel6f con pseudocaracter y estrechez numerables, entonces
| X| <2v.
En términos de funciones cardinales, la desigualdad previa se establece como sigue:

Para todo espacio Hausdorff, X, | X| < 2L(X)w(XOUX),

A continuaciéon recordamos las definiciones de los conceptos involucrados en la desigualdad
previa.

Un espacio, X, tiene pseudocaracter numerable, lo que se denota 1)(X) < w, si para cada z € X,
existe B, una coleccién numerable de vecindades de z en X, de tal forma que {z} = B,.

Se dice que un espacio, X, tiene estrechez menor o igual que un cardinal infinito &, lo que se
denota t(X) < k, si se verifica que para cualquier A C X y cualquier z € clx(A), existe B C A,
con |B| <k tal que z € clx(B). Si k = w, se dice que X tiene estrechez numerable.

Para poder establecer el siguiente resultado, requerimos introducir una notacion.

Si k es una cardinal infinito, DEN(k), denota la propiedad topologica: tener densidad menor
o igual que k. Asi, X satisface DEN (k) si d(X) < k.

Teorema 20. Si X € [DEN(x)]* y 1.(X)t(X) <7, entonces | X| <257,

Demostracion. Primero veremos que L(X) < k7. Sea U = {U, : a € p} una cubierta abierta de
X, donde p es un cardinal infinito. Consideremos la asignacion de vecindades, ¢, tal que para cada
x € X ¢(x) = U,,, donde o, = min{a € k : © € U,}. Dado que X € [DEN(k)]*, existe YV
subespacio de X con d(Y) < k tal que X = J{¢(y) : y € Y}. Luego, por la desigualdad de Hodel,
V| < d(Y)¥=0HY) < k7 (porque 1. (Y)HY) < ¥e(X)t(X) < 7) ; es decir, |Y| < &7. Entonces
{6(y) sy € Y} C U, con {oly) 1y € Y}| < w.

Asi, dado que U era una cubierta abierta arbitraria de X a la cual hemos extraido una subcu-
bierta de cardinalidad < k7, concluimos que L(X) < k7.

Ahora, notemos que ¥.(X) < 1h.(X)t(X) y ¥(X) < ¢.(X) (esto ultimo se sigue de las defini-
ciones de pseudocaracter y pseudocaracter cerrado), entonces ¥(X) < 7.

Finalmente, por la desigualdad de Arhangel’skii-Sapirovskii, tenemos que |X| < 2R = on7

O
Como consecuencia del teorema anterior, tenemos el siguiente.
Corolario 12. Sea X un espacio Tp. Si X € [DEN(2%)]* y v(X)t(X) < &, entonces | X| < 22".
La versién numerable del corolario previo, establece que:
Si X es un espacio Hausdorff tal que X € [DEN (2¢)]* v 1.(X)t(X) < w, entonces |X| < 22°.

Teorema 21. Para cualquier X € [DEN(2%)]* con rango 2-diagonal, se cumple que L(X) < 2¢.
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Demostracion. Veamos que L(X) < 2“. Sea U = {U, : o € K} una cubierta abierta de X, donde
k es un cardinal infinito. Consideremos la asignacion de vecindades, ¢, tal que para cada x € X,
¢(x) = U,,, donde o, = min{a € k: 2 € U,}. Dado que X € [DEN(2¥)]*, existe Y subespacio
de X con d(Y) < 2¥ tal que X = [J{o(y) : y € Y}. Puesto que d(Y) < 2¢, existe D C Y con
|D| < 2¢/ el cual es denso en Y.

Como X tiene rango 2-diagonal (vea Definicion 5), existe una sucesion {i, : n € N} de cubiertas
abiertas de X con la propiedad de que para cada x € X, se cumple que:

(1) {2} = N{St2(x,Uy,) : n € N}.

Para cada n € Ny cada y € Y, fijamos un punto dyy € DN St(y,U,) y definamos f: Y — D
como sigue:

Paracaday €Y, f(y) = f, : N— D; donde f,(n) =d.

Y

Afirmacién: f es inyectiva.

En efecto, sean z, y € X, con = # y. Entonces existe m € N tal que y € St(z,U,,); luego
(por la Proposicion 7), St(z, Uy ) N St(y,Unm) = 0. Luego di* # d;'. Asi, f es inyectiva y por tanto
Y| < |DY| < |D|* < (2¥)¥ = 2*. En suma, {¢(y) :y € Y} CU, con [{¢(y) : y € Y}| < 2v.

Asi, dado que U era una cubierta abierta arbitraria de X a la cual hemos extraido una subcu-
bierta de cardinalidad < 2¢; concluimos que L(X) < 2¢. O

3.3. Duales débiles y desigualdades cardinales

Teorema 22. (Xuan y Song, [15]) Si X € [CCC) es Hausdorff, Baire y tiene rango 2-diagonal,
entonces X tiene cardinalidad | X| < 2.

Demostracion. Como X tiene rango 2-diagonal, existe una sucesion {U,, : n € N} de cubiertas
abiertas de X de tal manera que para cualquier € X, {z} = N{St?(x,U,) : n € N}. De aqui se
sigue que si x, y € X son cualesquiera, tales que = # y, entonces existe m € N, de tal manera que
y & St?(x,U,y,). Por la Proposicién 7, tenemos que:

(%) y & St?(x,Uy,) siy solo si x & St2(y,Uy,) o bien y & St?(z,U,,) si y solo si
St(x,Up) N St(y,Up) = 0.

Ahora, para cada n € N, consideramos la asignacion de vecindades, ¢™, definida para cada
x € X, como ¢"(x) = St(x,U,). Dado que X € [CCC] (para cada n € N), existe ¥;, C X, de tal
forma que Y;, cumple la CCC'y X = clx({¢"(y) : y € Yy, }).

Puesto que X es Baire y cada |J{é(y)" : y € Y, } es un subconjunto abierto y denso en X,
tenemos que D = ("{U{¢(¥)" : y € Y.} : n € N} es denso en X.

Afirmacion 1: |D] < 2¢.

En efecto, supongamos que la afirmacion es falsa; es decir, |D| > 2¥. Para cada n € N, deno-
tamos P, = {{z,y} € [D]? : y & St?(x,U,)}. Se sigue de lo establecido al inicio de la prueba que
[D]? = U{P, : n € N}. Entonces, por el Lema 5, existen m € Ny S C D, tales que:

1. |S] > w;
2. S es cerrado y discreto, y

3. para cualesquier x,y € S con x # y, y & St?(x,Uy,).
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Se sigue de la Proposicién 7 que la coleccion {St(s,S) : s € S} es una familia celular.
Afirmacion 2. (J{¢™(y) 1y € Y} = St(Yon,Un).

En efecto, si z € J{¢™(y) : y € Y, }, entonces existe y, € YV, tal que x € ¢} = St(ys,Unm);
luego, existe U € U, de tal manera que {z,y,} € U. De aqui, junto con el hecho de que y, €
Yy, NU, tenemos que x € St(Yo,,Up). Ast que U{¢)' 1 y € Yy} C St(Yy,,Un). Por otro lado, si
x € St(Yin,Un), entonces existe U € U, tal que UNY,, # 0y x € U. Tomemos y, € U N Yy,
entonces x € St(yy,Un) C U{¢"(y) : v € Yy, }. Luego, St(Yo,,Unm) C U{¢™(y) : y € Yi,}. La
afirmacion queda demostrada.

Afirmacion 3. Para cada s € S, St(s,U)NY,, # 0. En efecto, notemos que S C D C [J{¢™(y) :
y € Y}, entonces s € J{¢"™(y) : y € Y.} v por la afirmacién anterior, s € St(Y,,,U), entonces
existe U € Uy, tal que UNY,, # By s € U. Tomemos y; € U NY,,, entonces ys € St(s,Up) N Yy,.

De la afirmacion anterior obtenemos que la coleccion {St(x,U) NY,, : © € S} es una familia
celular en Y con cardinalidad mayor que |S| > w. Lo cual contradice el hecho de que Y es CCC.
Por lo tanto |D| < 2v.

Como |D| < 2%, se sigue que |DN| < 2%,

Ahora definamos f : X — DY como sigue, dado z € X, f(z) = f,, donde f, : N — D esta
definida de la manera siguiente: f,(n) = d%; donde d? es un punto arbitrario de D N St(z,Uy,).
Dado que D es denso en X, tenemos que f, esta bien definida.

Afirmacién 4. f es inyectiva. En efecto, sean x, y € X arbitrarios tales que x # y. Entonces
existe m € N de tal forma que y ¢ St*(z,U,,); asi que, por la Proposicion 3.4, St(z,U,,) N
St(y,Um) = 0. De done dj* # d;*; lo cual implica que f.(m) # f,(m); y por lo tanto, f(z) # f(y).
Esto es, f es inyectiva.

De la afirmacién anterior obtenemos que | X| < |DN| < 2¢. La prueba esta completa. O

La demostracion del resultado que presentamos a continuacion sigue el mismo patréon que la
prueba del Teorema 22.

Teorema 23. (Xuan y Song, [15]) Si X € [DCCC| es Hausdorff, Baire y tiene rango 3-diagonal,
entonces X tiene cardinalidad < 2%.

Demostracion. Como X tiene rango 3-diagonal, existe una sucesion {U,, : n € w} de cubiertas
abiertas de X de tal manera que para cualquier x € X, {z} = N{St3(z,U,) : n € N}.

Notemos que si z, y € X son tales que z # y, entonces existe m € N, de tal manera que (vea
Teorema 13)

(%) y & St3(x,Uy,) siy solo si x & St3(y,Un,).

Ahora, para cada n € N, consideramos la asignacion de vecindades, ¢™, definida como ¢"(x) =
St(x,U,,), para cada x € X. Dado que X € [DCCC] (para cada n € N), existe ¥,, C X, de tal
forma que Y,, cumple la DCCC' y X = clx({¢"(y) : y € Yn.}).

Puesto que X es Baire y cada [J{¢"(y) : y € Y,,} es un subconjunto abierto y denso en X,
tenemos que D = ({U{¢"(y) : y € Y.} : n € N} es denso en X.

Afirmacion 1: |D] < 2v.

En efecto, supongamos que |D| > 2% y para cada n € N, denotamos P, = {{z,y} € [D]?* :y &
St3(x,Uy,)}. Por lo comentado en el segundo parrafo de la prueba, Se sigue que D = | J{P, : n € N}.
Entonces, por el Lema 5, existen m € Ny S C D, tales que:

1. |S| > w;
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2. S es cerrado y discreto, y
3. para cualesquier z,y € S con z # y, y & St3(x,Uy,).
Afirmacion 2. clx (St(S,Upm)) C St2(S,Uy,).

En efecto, sea z € clx(St(S,U,,)). Entonces, para cualquier U vecindad de z, se tiene que
UNSt(S,Uy,) # 0. Puesto que U,, es cubierta abierta de X, existe U € U,,, de tal forma que = € U;
luego, U N St(S,U,,) # 0, lo cual implica que z € U C St?(S,U,,). Por tanto clx (St(S,U,,)) C
St2(S, Up,).

Afirmacion 3. La coleccion D = {St(s,Uy,) : s € S} es discreta.

Supongamos que no es discreta y que 29 € X es tal que para toda, U, vecindad de z, [{s € S :
St(s,Uy,)NU # (] > 1. Como U,, es cubierta abierta de X, existe U € U,, de tal manera que z € U.
Por nuestra suposicion, existen sg,s1 € S, con sg # s1, de tal manera que U N St(sg,Uy,) # 0
y U N St(s1,Uy) # 0. Entonces U C St?(so,Um) v U N St(s1,Un) # 0; lo cual implica que
St2(s0,Um) N St(s1,Uy,). Sea z € St?(so,Um) N St(s1,Uy), entonces existe V € U, de tal forma
que {z,s1} C V; de donde V N St?(sg,Upn) # 0y V € Uy, entonces {z,51} CV C St3(s0,Unm)-
De aqui que ,s; € St3(so,U,,), lo cual contradice el punto 3. Con lo que queda demostrada la
Afirmacion 3.

Afirmacion 4. Para cada s € S, St(s,Uy,) NY,, # 0.

En efecto, sea s € S arbitrario. Puesto que S C D C [J{¢™(y) : y € Y.}, existe ys € Yy,
de tal manera que s € ¢™(y) = St(ys,Unm); luego, existe U € U, tal que {s,ys} € U. Asi, dado
que {s,ys} CU y U € Uy, tenemos que ys; € St(s,Uy,,). Por tanto, St(s,Up,) N Yy # 0. Lo que
concluye la prueba de la Afirmacion 4.

De la afirmacion anterior tenemos que la coleccion {Y,, N St(s,Uy,) : s € S} es una familia
discreta de conjuntos abiertos no vacios en Y,, con [{Yy, N St(s,Uy,) : s € S} > w, lo cual
contradice que Y, satisface DCCC. De esta contradiccién obtenemos que la Afirmaciéon 1 se
verifica; es decir, |D| < 2¢.

Ahora definamos f : X — DN como sigue, dado = € X, f(x) = f,, donde f, : N = D esta
definida por: f;(n) = d}; donde dJ es un punto arbitrario de D N St(x,U,,). Dado que D es denso
en X, tenemos que f esta bien definida.

Afirmacién 5. f es inyectiva.

En efecto, sean x, y € X arbitrarios tales que = # y. Entonces existe k € N de tal forma que
y & St3(x,Uy), entonces debido a que St?(x,Uy) C St3(z,Uy), tenemos que y ¢ St2(x,Uy), as
que por la Proposicion 7, St(x,Ux) N St(y,Uy) = 0, concluimos que d¥ # df; lo cual implica que
fz(k) # fy(k) vy por ende, f(z) # f(y). Esto es, f es inyectiva.

De la afirmacion anterior obtenemos que |X| < |D¥| < 2¢. O

El resultado siguiente muestra que si el espacio X, en el teorema anterior, tiene rango 4-diagonal,
entonces la condiciéon Baire se puede omitir.

Teorema 24. (Xuan y Song, [15]) Si X € [DCCC) es Hausdorff y tiene rango 4-diagonal,
entonces | X| < 2%.

Demostracion. Supongamos que |X| > 2¢. Como X tiene rango 4-diagonal, existe una sucesion
{U,, : n € N} de cubiertas abiertas de X con la propiedad de que para cada z € X, se cumple que:

(1) {z} = N{St*(x,U,) : n € N}.
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Para cada n € N, denotamos P, = {{z,y} € [X]? : y & St*(z,U,)}. Tenemos que [X]? =
U{P, : n € N}. En efecto, es claro que | J{P, : n € N} C [X]%. Veamos que [X]?> C |J{P, :n € N}.
Sean z, y € X, con x # y, entonces (por (1)), existe k € N, de tal manera que y ¢ St*(z,Uy);
luego, {z,y} € P, CUJ{P., : n € N}. Entonces, por el Lema 5, existen m € Ny S C D, tales que:

1. |S] > w;

2. S es cerrado y discreto, y

3. para cualesquiera z,y € S con x # y, y & St*(z,Uy,).
Afirmacion 1. ¢l (St(S,Up)) C St2(S,Up,).

En efecto, sea y € cl.(St(S,U,,)). Entonces St(y, U, )NSt(S,Uy,) # 0. Tomemos z € St(y, Uy, )N
St(S,Uy,). Como z € St(y,Uy), existe U € U,, de tal manera que {y,z} C U. Ahora, dado que
2 € UNSt(S,Uy,) y U € U, tenemos que y € U C St3(S,U,,). Asi, y € St?(S,U,,) y por tanto
cly (St(S,Upm)) C St2(S,Uy,).

Afirmacion 2. La coleccion {St(s,Uy,) : s € S} es discreta.

Supongamos que no es discreta; es decir, existe xyp € X de tal manera que para toda, U,
vecindad de g, |{s € S : U N St(s,Uy) # 0} > 2. Dado que U,, es cubierta de X, existe
U € U,,, de tal manera que x € U. Por nuestra hipotesis, existen s;,s2 € S, con s; # so tales
que U N St(s;,Un) # 0, i € {1,2}. Ahora, como U N St(s1,Uy,) # 0, existe z1 € U N St(s1,Un);
luego, existe Uy € U, de tal manera que {z1,s1} C U;. Dado que U N St(s2,Uy,) # 0, tenemos
que U C St2(s9,U,,) y por consiguiente, x; € St?(so,U,,), asi que Uy N St2(sa,Uy,) # 0, lo cual
implica que {x1,s,} C U; C St3(s2,U,,). Lo cual no puede ocurrir ya que s; & St*(so,Uy,).

Claramente |J{St(s,U) : s € S} = St(S,Uy,). De la afirmacion previa y la Proposicion 2,
tenemos que | J{clx (St(s,Un)) : s € S} = clx (U{St(s,Un) : s € S}) = clx (St(S,Upn)).

Afirmacion 3. La coleccion {St?(s,U,,)) : s € S} es una familia celular.

En efecto, supongamos que St2(sy,U,,)) N St?(s2,Uy)) # 0, para si, so € S. Sea z1 €
St2(s1,Up)) N St2(s2,Up)). Dado que 21 € St(s1,Uy)), existe Uy € U, de tal manera que v, € Uy
y Ur N St2(s1,Uy,)) # 0. Tomemos zo € Uy N St2(s1,Uy,)), entonces existe Us € U, de tal manera
que {xg,s1} C Us. Ahora, como z1 € Uy N St2(sq,Uy), tenemos que Uy C St3(sq, Uy ); luego,
x9 € St3(s9,U,,) N Uy, lo cual implica que Us C St*(sq,U,,) y por tanto s; € St*(se,U,,), lo cual
no puede ocurrir. Por lo que la Afirmacién 3. se cumple.

Notemos que si x € St?(S,U,,), entonces existe un tnico s, € S, de tal manera que x €
St%(s4,Uy,). Por supuesto, si z € St2(S,U,,), entonces existe U € U, de tal manera que x € U y
UNSt(S,Uy,) # 0. Tomemos s € U N St(S,U,,), entonces existe V € U, de tal forma que s € V' y
VNS # 0. Tomemos s, € VNS. Como {s,5,} € VyV €Uy, tenemos que s € St(s,,Un); luego,
s € UNSt(sz,Un) vy U € Uy, o cual implica que U C St2(s,,Uy,) v por tanto @ € St?(sz, Un,).
La unicidad de s, se sigue de que la familia {St?(s,U,)) : s € S} es una familia celular.

Ahora consideramos la asignacion de vecindades, ¢ definida como sigue, para cada x € X:

(a) Siz € St3(S,U,,), entonces ¢(x) es el Gnico elemento, St2(s,,U,,), de {St2(s,Uy,) : s € S},
tal que = € St2(s,,Up,).

(b) Si z € X\St2(S,U,,), entonces ¢p(z) = X \clx (St(S,U)).

Asi, para esta asignacion de vecindades, existe Y C X, tal que clx (|U{¢(y) :y €Y} ) =Xy Y
es DCCC.

Afirmacién 4. Para cualquier s € S, se cumple que St?(s,U,,) NY # 0 si y solo si St(s,Uy,) N
U{e(y) 1y e Y} #0.
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En efecto, tomemos s € S, arbitrario y supongamos que St2(s,Uy,,) NY # (), tomemos y €
St?(s,U,,) NY, entonces, por un lado existe U € Uy, tal que y € U y U N St(s,Uy,) # 0. Por otro
lado, el hecho de que {St?(z,U,,) : * € S} es una familia celular y y € St?(s,U,,), tenemos que
é(y) = St2(s,U,y,). Asi, puesto que U C St2(s,U,,) = ¢(y), tenemos que ¢(y) N St(s,Up,) # 0.

Supongamos ahora que St(s,Uy,) N U{é(y) : y € Y} # 0. Entonces existe y; € Y, tal que
St(s,Unm) N @(ys) # O, entonces existe U € Uy, tal que s € U y U N ¢ (ys) # 0.

Tenemos dos casos:

(i) é(ys) = St*(sy,,Un). Entonces s = s, , pues si z € U N St*(s,,,Un), entonces z €
St(s,Uy,) C St?(s,Un), lo que implica que St(s,U,,) N St*(s,,,Um) # 0, de modo que
St2(s,Um) = St*(sy,,Uy). Ahora, como ys € St*(s,,,Uy) = St2(s,Uy,,), tenemos que, en
este caso, St2(s,U,) NY # 0.

(i) ¢(y) = X\clx(St3(S,U,,)). Este caso no puede ocurrir, pues de lo contrario, si z € U N
X\clx (St3(S,Uyy,)), entonces z € U N X\U; puesto que s € U € U,,, implica que U C
St2(S,Up) C clx (St*(S,Uy,)) y complementando X \clx (St2(S,U,,)) € X\U.

Lo que termina la prueba de la Afirmacion 4.

Afirmacion 5. La coleccion {St?(s,Uy,)NY : s € S} es una familia discreta de abiertos no vacios
enY.

En efecto, sea y € Y, arbitrario. Notemos que ¢(y) NY es una vecindad de y en Y y
1. Si ¢(y) = X\clx (St?(S,U,)), entonces (¢(y) NY) N {St3(s,Uy,)NY : s € S} =0.

2. ¢(y) = (St*(sy,Up,)). Supongamos que (¢p(y) NY) N (St3(s;,Um) NY) # 0, para i € {1,2}.
Entonces existen y; € (¢(y) NY) N (St3(s;,Uy,) NY), para i € {1,2}. Entonces y; €
St2(si,Um) N St2(sy,Uy,), para i € {1,2} y como {St*(x,Uy) : = € S} es una familia
celular, tenemos que St2(s;,Uy,) = St?(sy,Un), para i € {1,2}. Entonces ¢(y)NY intersecta
solo a un elemento de {St*(s,U,)NY : s € S}

Asi, la Afirmacion 5 queda demostrada.
De la afirmacion anterior tenemos que Y no cumple DCCC, lo cual es una contradicciéon. Por

tanto | X| < 2¥. O

De los dos ultimos resultados nacen un par de interrogantes.

Problema 1. ;Es cierto que si X € [CCC] es Hausdorff y tiene rango 3-diagonal, entonces
|X| <2v?

Problema 2. ;Fs cierto que si X € [DCCC] es Hausdorff y tiene rango 3-diagonal, entonces
|X| <2v?

En el Teorema 25 daremos una respuesta afirmativa a estas interrogantes.

El Lema 6 y la Proposicion 9, establecen cotas superiores para la densidad y la cardinalidad de
un espacio topologico X, respectivamente, en términos de su grado débil de Lindel6f. Para concluir
este trabajo de tesis, a continuaciéon vamos a presentar algunos resultados particulares, empleando
duales débiles, que permiten obtener cotas para el grado débil de Lindel6f de un espacio dado.

Lema 7. Sean X un espacio topolégico y vy un cardinal infinito. Si para cada asignacion de vecin-
dades ¢, existe Y C X, con Y| <~ tal que X = J{¢(y) : y € Y}, entonces wL(X) < 7.
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Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que U = {U, : a € k}, para algin cardinal x. Notemos que si k < ~, entonces V = U es una
subcoleccion de U con |V| <« tal que clx (V) = X.

Supongamos ahora que v < k y consideremos la asignacion de vecindades ¢ definida para cada
r € X como sigue ¢(r) = U,,, donde a, = min{a € x : € U,}. Por hipétesis, existe Y € [X]=7,
de tal manera que X = | J{¢(y) : y € Y}. Asi, para la cubierta abierta, U, existe una subcoleccion;
a saber, {¢(y) : y € Y}, con cardinalidad < +, cuya uniéon es un conjunto denso en X. Por lo tanto
wL(X) < 7. O

Como una consecuencia del lema anterior y la Proposicion 9, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 25. Si X € [DCCCY es Hausdorff con rango 3-diagonal, entonces | X| < 2.

Demostracion. Sea ¢ una asignacion de vecindades. Por hipotesis, existe Y C X, tal que X =
WHo(y):yeY} yY es DCCC. Dado que X tiene rango 3-diagonal, Y tiene rango 3-diagonal;
asi que por el Teorema 15, tenemos que |Y| < 2. Luego, por el Lema anterior, wL(X) < 2¢.
Finalmente, por la Proposicion 9 tenemos que |X| < wL(X)“ = 2¥. O

Observemos que si X es un espacio que satisface a CCC, entonces X satisface DCCC. En
efecto, si X no es DCCC, entonces existe una familia discreta &/ no numerable. Supongamos sin
pérdida de generalidad que U = {U,, : « € w; }. Para cada a € w, tomamos z,, € U, y V,, vecindad
de z, de tal manera que V,, C U, y VanNUg = 0, para cualquier 8 € w\{a} (lo cual es posible
por el hecho de que U es discreta). Claramente la coleccion {V,, : & € w} es una familia celular en
X de abiertos no vacios y con cardinalidad ws; lo que contradice que X satisface la CCC. De este
hecho obtenemos que si X € [CCC)’, entonces X € [DCCCY'.

De lo anterior obtenemos el Corolario 13, el cual da una respuesta afirmativa a la siguiente
interrogante de [15]:

Problema 3. ;Es cierto que si X € [CCC] es Hausdorff y tiene rango 3-diagonal, entonces
|X| <2v?

Corolario 13. Si X € [CCCY es Hausdorff con rango 3-diagonal, entonces | X| < 2%.

Otro resultado importante en la teoria de los invariantes cardinales topologicos es la desigualdad
Bell, Ginsburg y Woods:

Para cualquier espacio débilmente Lindeldf y primero numerable, X € Ty, | X| < 2%.

El lector interesado en una demostracién o en una exposicion mas detallada de la teoria de los
invariantes cardinales topologicos puede consultar [7].

En el resultado siguiente, denotamos L a la propiedad de Lindel6f. También vamos a requerir
de otra de las famosas desiguadades cardinales; a saber la debida a Bell, Ginsburg y Woods; la
cual establece que:

Para cualquier espacio normal, X, |X| < 2wE(X)x(X),

Teorema 26. Si X € [L)' es normal y primero numerable, entonces | X| < 227,

Demostracion. Sea ¢ una asignaciéon de vecindades. Por hipotesis existe Y subespacio de X tal
que cx({¢(y) : y € Y}) = X y Y es Lindel6f. Ahora bien, por la desigualdad de Arhangel’skii,
tenemos que |Y| < 2¥. Asi, por el Lema 7, wL(X) < 2¢. Finalmente, por la desigualdad de Bell,
Ginsburg y Woods, tenemos que | X| < QwL(X)x(X) = 927w — 92° O

El Lema 7, junto con la Proposiciéon 9, permiten establecer el siguiente.

Teorema 27. Si X € [L] es primero numerable y X tiene rango 3-diagonal, entonces | X| < 2“.
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Demostracion. Dado que X € [L]’ es primero numerable, podemos ver (como en la prueba del

Teorema 26) que wL(X) < 2¥; luego, el hecho de que X tenga rango 3-diagonal, implica (por la
Porposicion 9) que | X| < wL(X)« < (2¥)¥ = 2¥. O

En el resultado siguiente, se omite la condiciéon de ser primero numerable y se debilita la
hipétesis sobre el rango, requeridas en el teorema anterior, pero se solicita la propiedad de Baire.

En [6], Ginsburg y Woods demostraron que: Todo espacio Lindelof, X, con rango 1-diagonal,
tiene cardinalidad < 2.

Teorema 28. Si X € [L]' es Baire con rango 2-diagonal, entonces | X| < 2%.

Demostracion. Veamos que wL(X) < 2¢. Consideremos una asignacion de vecidades, ¢, de X.
Puesto que X € [L], existe Y C X tal que Y es Lindeldtf y clx (|U{é(y) : y € Y'}).

El hecho de que X tenga rango 2-diagonal, implica que X tiene rango 1-diagonal; de donde,
Y tiene rango 1-diagonal. Luego, por el resultado de Ginsburg y Woods comentado en el parrafo
previo a este teorema, tenemos que |Y| < 2¢. Por tanto wL(X) < 2¢.

Ahora, por el Lema 6, tenemos que d(X) < wL(X)¥ < (2¥)¥ = 2%. Sea D C X denso con
|D| < 2v.

Como X tiene rango 2-diagonal, existe una sucesion {U,, : n € N} de cubiertas abiertas de X
con la propiedad de que para cada x € X, se cumple que:

(1) {z} = N{St3(x,U,) : n € N}.
Para cada n € Ny cada € X, fijamos un punto d} € D N St(x,U,) y definamos f: X — D
como sigue:
Para cada z € X, f(z) = fz : N — D; donde f;(n) =dJ.
Afirmacion: f es inyectiva.

En efecto, sean z, y € X, con = # y. Entonces existe m € N tal que y € St(x,U,,); luego
(por la Proposicion 7), St(x,Up,) N St(y,Unm) = 0. Luego di* # d;. Asi, f es inyectiva y por tanto
X| < [DY| < D < (29)% = 2. 0

Para el siguiente resultado vamos a emplear una desigualdad cardinal dada por Pospisil: Para
cualquier espacio X € Ty, |X| < d(X)XX) (vea [7]).

Teorema 29. Si X € [L] es Baire, primero numerable y tiene rango 1-diagonal, entonces | X| <
2¢.

Demostracion. Veamos que wL(X) < 2¢. Consideremos una asignacion de vecidades, ¢, de X;
puesto que X € [L]', existe Y C X tal que Y es Lindeldf y clx (U{¢(y) : v € Y}) = X. Ahora,
como X tiene rango 1-diagonal, tenemos que Y tiene rango 1-diagonal. Luego, por el resuyltado el
resultado de Ginsburg y Woods comentado antes del Teorema 28, |Y| < 2¢.

Asi, por el Lema 6, tenemos que d(X) < wL(X)¥ < (2¥)¥ = 2¥. Sea D C X denso con
|D| <2¢.

Luego, por la desigualdad de Pospisil, tenemos que |X| < d(X)XX) < |D|* < (29)* =2¢ [
Teorema 30. Si X € [L]' es Baire, Hausdorff con estrechez numerable y rango 2-diagonal, enton-

ces | X| < 2v.

Demostracion. Veamos que wL(X) < 2¢. Consideremos una asignacion de vecidades, ¢, de X.
Dado que X € [L], existe Y C X tal que Y es Lindelof y clx (U{¢(y) :y € Y}) = X.

Ahora bien, como X tiene rango 2-diagonal, por el Corolario 14, tenemos que ¥.(X) < w; luego,
por la desigualdad de Hodel, tenemos que |X| < d(X)¥e(®)t=) < 2w, O
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Para concluir este trabajo de tesis, vamos a presentar un par de resultados presentados recien-
temente en [17] por Xuan y Song.

Teorema 31. Si X es un espacio primero numerable y X € [CCC]*, entonces | X| < 227,

Demostracion. Primero que nada mostraremos que L(X) < 2¢.

Sea U = {U, : @ < kK, una cubierta abierta de X. Defeniamos una signacion de vecindades,
¢, como sigue ¢(x) = U,,; donde o, = min{a € k : z € U,}. Como X € [CCCI*. existe Y
subconjunto de X tal que Y es CCC y J{¢(y) : y € Y} = X. Dado que Y es CCC y primero
numerable (porque X es primero numerable y Y C X)), de la desigualdad de Hajnal y Juhasz (vea
los dos parrafos previos al Teorema 17), tenemos que |Y| < 2¥. Luego, [{¢(y) : y € Y}| < 2¥. De
donde L(X) <2 y por la desigualdad de Arhangel’skii, concluimos que | X| < 22°. O

Teorema 32. Si X es un espacio normal, primero numerable y X € [WL]*, entonces | X| < 2%,

Demostracion. Primero mostraremos que L(X) < 2¢.

Sea U = {U, : @ < Kk, una cubierta abierta de X. Defeniamos una signacion de vecindades, ¢,
como sigue ¢(x) = Uy, ; donde o, = min{a € k: € U, }. Como X € WL]*. existe Y subconjunto
de X tal que Y es débilmente Lindelof y (J{¢(y) : y € Y} = X. Dado que Y es débilmente Lindl6f
y primero numerable. Consideremos a Z = clx (V). Claramente Z es débilmente Lindeldf y primero
numerable; luego, por la desigualdad de Bell, Ginsbug y Woods (vea el parrafo previo al Teorema
26), tenemos que |Y| < 2¥. Luego, [{¢(y) : y € Y}| < 2¥. De donde L(X) < 2¢ y por la desigualdad
de Arhangel’skii, concluimos que | X| < 227, O
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Conclusiones

En el presente trabajo de tesis hemos trabajado con las nociones de clade dual y clase dual
débil (vea Definicion 3) para ciertas propiedades topolégicas. Hemos visto que por cada propiedad
topoldgica P, tenemos los siguientes problemas:

Problema General 3. Sea P una propiedad topoldgica.

1. 4Cudl es la clase dual de P, [P]*?

2. ;Quién es la clase dual débil de P, [P]'?

3. ;Qué relacion guarda [P] con [P]* y [P]'?

4. ¢Cudndo se cumple que [P|* = [P] (en este caso la propiedad se dice autodual) o [P]" = [P]
(diremos, en este caso, que la propiedad es autodual débil)?

5. ¢Bajo qué condiciones o para qué propiedades P se verifica que [P]' = [P]*?

Ahora podemos, ademés, agregar a la lista previa, el problema de analizar lo que ocurre con las
iteraciones (para cada propiedad topologica P). Por poner un ejemplo, ;Quién es [[compacto]*]'?
En este trabajo de tesis no hemos abordado resultados de este tipo (iteraciones) y no hemos visto
alguno en las referencias empleadas.

Los problemas anteriores, por supuesto, establecen que esta tematica no es un area exhausta. Se
puede observar (en las referencias empleadas en esta tesis) que las propiedades estudiadas hasta el
dia de hoy son pocas. Ain més en varias de las referencias empleadas en este trabajo de tesis, hay
listas de problemas abiertos; lo cual establece que el material visto aqui, es un area de investigacion,
lo que abre la posibilidad de estudiarla con miras a realizar estudios de maestria o doctorado.
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