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Caṕıtulo 1

Conceptos y resultados básicos

En este caṕıtulo exponemos algunas nociones y resultados básicos de la topoloǵıa general, y
de la teoŕıa de los continuos y sus hiperespacios, los cuales tienen como objetivo facilitar el
desarrollo del caṕıtulo dos.

1.1 Elementos de topoloǵıa

Notación. El interior y la cerradura de un subconjunto A de un espacio topológico X, se
denotan por int(A) y A, respectivamente. El complemento de A en X se denota por X −A. Si
A y B son espacios topológicos, entonces A ≈ B denota que A es homeomorfo a B. Si A es una
colección de conjuntos, entonces

⋃
A y

⋂
A denotan la unión y la intersección de los elementos

de la familia A, respectivamente. La cardinalidad de A es |A|. Si X es un espacio métrico y A
es acotado, diám(A) denota el diámetro del conjunto A; y si x ∈ X y ε > 0, entonces B(x, ε)
denota la bola en X con centro en el punto x y de radio ε. Los śımbolos N y R denotan los
conjuntos de los números naturales (1,2,3,...) y números reales, respectivamente. Si {xn}n∈N
es una sucesión de puntos en un espacio topológico X y x es un punto de X, entonces xn → x
significa que la sucesión {xn}n∈N converge al punto x. Por otro lado, cuando escribimos, un
espacio X significa que X es un espacio topológico.

1.1 Definición. El ĺımite inferior y el ĺımite superior de una sucesión de conjuntos,
{An}n∈N, en un espacio X, denotados por ĺım inf An y ĺım sup An respectivamente, se de-
finen como sigue:

ĺım inf An = {x ∈ X : para cada conjunto abierto U en X que contiene al punto x, existe
N ∈ N tal que U ∩An 6= ∅ para cada n ≥ N}.

ĺım sup An = {x ∈ X : para cada conjunto abierto U en X que contiene al punto x, existe
un subconjunto infinito, J , de N tal que U ∩An 6= ∅ para cada n ∈ J}.

1.2 Definición. Decimos que el ĺımite de una sucesión de conjuntos, {An}n∈N, en un espacio
X existe y es igual al conjunto A si ĺım inf An = A = ĺım sup An. Para indicar esto escribimos
ĺım An = A.

1.3 Proposición. Dada una sucesión, {An}n∈N, de conjuntos en un espacio X, se tiene que:
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(a) ĺım inf An ⊆ ĺım sup An;

(b) ĺım inf An y ĺım sup An son conjuntos cerrados en X y;

(c) Si X es secuencialmente compacto y cada An es no vaćıo, entonces ĺım sup An es no vaćıo.

Demostración. (a) Sean x ∈ ĺım inf An y U un conjunto abierto en X que contiene a x.
Luego, existe N ∈ N tal que U ∩An 6= ∅, para todo n ≥ N . Tomando J = {n ∈ N : n ≥ N}, se
justifica que x ∈ ĺım sup An.

(b) Veamos que ĺım sup An ⊆ ĺım sup An.
Sea x ∈ ĺım sup An y U un conjunto abierto en X que contiene a x. Se sigue que U ∩

(ĺım sup An) 6= ∅, de manera que podemos tomar un punto z ∈ (ĺım sup An)∩U . Luego, existe
J ⊂ N infinito tal que U ∩An 6= ∅, para todo n ∈ J . Por tanto x ∈ ĺım sup An.

Ahora veamos que ĺım inf An ⊆ ĺım inf An.
Sea x ∈ ĺım inf An y U un conjunto abierto en X que contiene a x. Se sigue que U ∩

(ĺım inf An) 6= ∅, aśı podemos tomar un punto z ∈ (ĺım inf An) ∩ U . Luego, existe N ∈ N tal
que U ∩An 6= ∅, para todo n ≥ N . Por tanto x ∈ ĺım inf An.

(c) Para cada n ∈ N fijamos un punto an ∈ An. Por la hipótesis sobre X, existen una
subsucesión {ank

}k∈N de la sucesión {an}n∈N y un punto x ∈ X tales que ank
→ x. Ahora, dado

un conjunto abierto, U , en X existe K ∈ N tal que ank
∈ U para toda k ≥ K. Considerando el

conjunto J = {nk : k ≥ K}, se justifica que x ∈ ĺım sup An.

1.4 Teorema. Sea {An}n∈N una sucesión de subconjuntos cerrados, no vaćıos, de un espacio
métrico compacto X y x un punto en X. Se tiene que:

(a) x ∈ ĺım inf An si, y sólo si, existe una sucesión {xn}n∈N en X tal que xn → x y xn ∈ An,
para todo n ∈ N.

(b) x ∈ ĺım sup An si, y sólo si, existe una sucesión de números naturales n1 < n2 < ... y
existen puntos xnk

∈ Ank
para todo k ∈ N tales que xnk

→ x.

Demostración. (a) supongamos que x ∈ ĺım inf An. Para cada n ∈ N elegimos un punto
xn ∈ An de tal forma que d(x, xn) = mı́n{d(x, y) : y ∈ An}, donde d es la métrica de X, tal
punto xn existe por la compacidad del conjunto An. Veamos que xn → x. Para esto fijemos
ε > 0. Como x ∈ ĺım inf An, existe N ∈ N tal que B(x, ε)∩An 6= ∅, para cada n ≥ N . De modo
que, para cada n ≥ N , existe an ∈ An tal que d(x, an) < ε. Note que d(x, xn) ≤ d(x, an) < ε,
para cada n ≥ N . Aśı, xn → x.

Rećıprocamente, supongamos que {xn}n∈N es una sucesión de puntos en X tal que xn → x
y xn ∈ An para cada n ∈ N. Fijemos ε > 0. Existe N ∈ N tal que d(xn, x) < ε, para cada
n ≥ N . Se sigue que xn ∈ An ∩ B(x, ε) para cada n ≥ N . Aśı, B(x, ε) ∩ An 6= ∅, para todo
n ≥ N . Por lo tanto, x ∈ ĺım inf An.

(b) Supongamos que x ∈ ĺım sup An. Existe un subconjunto infinito, J1, de N tal que para
todo n ∈ J1, B(x, 1) ∩ An 6= ∅. Fijemos n1 ∈ J1 y un punto xn1 ∈ B(x, 1) ∩ An1 . También,
existe un subconjunto infinito, J2, de N tal que, para todo n ∈ J2, B(x, 12 ) ∩ An 6= ∅. Fijamos
n2 ∈ J2 tal que n2 > n1 y tomamos un punto xn2

∈ B(x, 12 ) ∩An2
.

De esta manera, inductivamente, se determina una sucesión de números naturales {nk}k∈N
tal que n1 < n2 < n3 < · · · , y para cada k ∈ N, el punto xnk

∈ B(x, 1k ) ∩ Ank
. Se tiene que

d(x, xnk
) < 1

k , para cada k ∈ N. Aśı, xnk
→ x.
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Rećıprocamente, supongamos que existen una sucesión de números naturales n1 < n2 < · · ·
y puntos xnk

∈ Ank
para todo k ∈ N, tales que xnk

→ x. Ahora, dado ε > 0, existe K ∈ N tal
que d(x, xnk

) < ε para todo k ≥ K. Denotamos J = {nk : k ≥ K}. Notamos que J es infinito
y B(x, ε) ∩An 6= ∅ para todo n ∈ J . Aśı, x ∈ ĺım sup An.

1.5 Nota. Las pruebas de los rećıprocos en (a) y (b) del Teorema 1.4 no requieren que el
espacio sea métrico compacto, ni que los conjuntos de la sucesión sean cerrados. Es decir, en
general, la existencia de sucesiones de puntos con las propiedades indicadas en ese teorema
implica que los puntos ĺımite pertenecen al ĺımite inferior y ĺımite superior, respectivamente.

1.6 Teorema. Sean {An}n∈N y {Bn}n∈N sucesiones de conjuntos en un espacio X y A y B
subconjuntos de X, tales que ĺım An = A y ĺım Bn = B. Se tiene que

(a) ĺım (An ∪Bn) = A ∪B;

(b) Si existe un subconjunto infinito J de N tal que An ⊆ Bn, para todo n ∈ J , entonces
A ⊆ B;

(c) Si X es secuencialmente compacto y existe un subconjunto infinito J de N tal que An ∩
Bn 6= ∅ para todo n ∈ J , entonces A ∩B 6= ∅.

Demostración. (a) Por la Proposición 1.3 (a), basta demostrar que ĺım sup (An ∪ Bn) ⊆
A ∪B ⊆ ĺım inf (An ∪Bn).

Sea x ∈ X − (A ∪ B). Se tiene que x /∈ ĺım sup An y x /∈ ĺım sup Bn. Aśı, existen
conjuntos abiertos, U y V , en X que contienen al punto x y existen enteros positivos, N1 y
N2 tales que U ∩ An = ∅, para cada n ≥ N1, y V ∩ Bn = ∅, para cada n ≥ N2. Denotemos
W = U ∩ V y N = max{N1, N2}. Es claro que W es un conjunto abierto en X que contiene a
x y W ∩ (An ∪ Bn) = ∅, para cada n ≥ N . Aśı, x /∈ ĺım sup (An ∪ Bn). Esto demuestra que
ĺım sup (An ∪Bn) ⊆ A ∪B.
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Ahora, fijemos un punto x ∈ A ∪ B y un conjunto abierto U en X que contiene a x. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que x ∈ A. Se tiene que x ∈ ĺım inf An, aśı existe N ∈ N
tal que U ∩ An 6= ∅, para todo n ≥ N . Luego U ∩ (An ∪ Bn) 6= ∅, para todo n ≥ N . Esto
prueba que x ∈ ĺım inf (An ∪Bn), con lo cual (a) está demostrado.

(b) Sean x ∈ A y U un conjunto abierto en X que contiene a x. Se tiene que x ∈ ĺım inf An.
Aśı, existe N ∈ N tal que U ∩An 6= ∅ para todo n ≥ N . Denotemos J ′ = J ∩ {n ∈ N : n ≥ N}.
Claro que si n ∈ J ′, entonces U ∩ An 6= ∅. Dado que An ⊆ Bn para todo n ∈ J , se sigue que
U ∩Bn 6= ∅ para todo n ∈ J ′. Como J ′ es infinito, se obtiene que x ∈ ĺım sup Bn. Aśı, x ∈ B.
Por lo tanto A ⊆ B.

(c) Para cada n ∈ J , fijamos un punto xn ∈ An ∩ Bn. Dado que X es secuencialmente
compacto, la sucesión {xn}n∈J tiene una subsucesión, {xnk

}k∈N, que converge a un punto
x ∈ X. Luego, por el Teorema 1.4 (b), x ∈ ĺım sup An = A y x ∈ ĺım sup Bn = B (véase
también la Nota 1.5). Aśı, x ∈ A ∩B.

1.7 Notación. Para un espacio X, denotamos

CL(X) = {A ⊆ X : A es cerrado y no vaćıo},
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K(X) = {A ∈ CL(X) : A es compacto},
C(X) = {A ∈ K(X) : A es conexo},

y para cada n ∈ N,

Fn(X) = {A ∈ CL(X) : A tiene a lo más n puntos},

además denotamos F(X) =
⋃
{Fn(X) : n ∈ N}.

1.8 Notación. Para un subconjunto U de un espacio X, denotamos

U+ = {A ∈ CL(X) : A ⊆ U} y U− = {A ∈ CL(X) : A ∩ U 6= ∅}.

Dado un espacio X, la topoloǵıa de Vietoris en CL(X) es la que tiene como subbase a la
colección

{U+ : U es abierto en X} ∪ {U− : U es abierto en X}.
Con esta topoloǵıa CL(X) es denominado el hiperespacio de los subconjuntos cerrados
del espacio X.

1.9 Notación. Para una colección finita de subconjuntos de un espacio X, digamos E1, ..., En,

denotamos 〈E1, ..., En〉 = {A ∈ CL(X) : A ⊆
n⋃
i=1

Ei y A ∩ Ei 6= ∅ para todo i ∈ {1, ..., n}}.

También denotemos βV = {〈W1, ...,Wn〉 : n ∈ N y Wi es abierto en X para todo i ∈
{1, ..., n}}.

Una prueba del siguiente Teorema puede consultarla en [9, Teorema 1.2].

1.10 Teorema. Para un espacio X, la colección βV es una base para la topoloǵıa de Vietoris
del hiperespacio CL(X).

Una prueba del siguiente resultado puede consultarla en [18, Proposición 2.4].

1.11 Proposición. Si X es un espacio T1, entonces F(X) es un subconjunto denso de CL(X).

1.12 Teorema. Para cualquier espacio X, si A es un subespacio conexo de CL(X) y existe
A ∈ A tal que A es conexo, entonces

⋃
A es conexo.

Demostración. Supongamos que
⋃
A no es conexo. Consideremos U y V , conjuntos no

vaćıos, en X tales que
⋃
A = U ∪ V , U ∩ V = ∅ y V ∩ U = ∅. Dado que A es conexo se tiene

que A ⊆ U o A ⊆ V . Sin pérdida de generalidad, supongamos que A ⊆ U .

Sean U = {B ∈ A : B ⊆ U} y V = {B ∈ A : B ∩ V 6= ∅}. Es claro que A = U ∪ V y, como
U ∩ V = ∅, también es claro que U ∩ V = ∅. Además, notemos que A ∈ U , y como V 6= ∅ se
obtiene que V 6= ∅. Ahora, si existe E ∈ U ∩ V, entonces E ∩ V 6= ∅. Se sigue que E 6⊂ U ya
que U ∩ V = ∅. Aśı E ∩ (X − U) 6= ∅, equivalentemente E ∈ (X − U)−. Como E ∈ U , se tiene
que (X − U)− ∩ U 6= ∅. Sea F ∈ (X − U)− ∩ U . Luego, F ∩ (X − U) 6= ∅ y F ⊆ U lo cual es
una contradicción. Esto prueba que U ∩ V = ∅.

Por otro lado, si existe E ∈ U ∩ V, entonces E ⊆ U . Lo que implica que E ∩ V = ∅,
equivalentemente E ⊆ (X − V ). Se sigue que E ∈ (X − V )+. Como E ∈ V se tiene que
(X − V )+ ∩ V 6= ∅. Sea D ∈ (X − V )+ ∩ V. Tenemos que D ⊆ (X − V ) y D ∩ V 6= ∅ lo cual es
una contradicción. Por lo tanto, U ∩ V = ∅.

Con todo lo anterior tenemos queA no es conexo. Esta contradicción prueba el teorema.
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1.13 Lema. Sea X un espacio Hausdorff. Si A es un subconjunto conexo y compacto de K(X)
y S ∈ A, entonces cada componente de

⋃
A intersecta a S.

Demostración. Supongamos que existe una componente A de
⋃
A tal que S ∩ A = ∅. Dado

que
⋃
A es compacto (vea [18, Teorema 2.5]) y X es Hausdorff, por [9, Teorema 12.9, pag

101] podemos considerar dos subconjuntos cerrados ajenos, K y L, de
⋃
A tales que S ⊂ K,

A ⊂ L y K ∪ L =
⋃
A. Definamos K = K+ ∩ A y L = L− ∩ A. Observe que K y L son dos

subconjuntos cerrados ajenos y no vaćıos de A cuya unión es A, lo cual contradice la conexidad
de A.

1.14 Teorema. Un espacio X es regular si, y sólo si, CL(X) es un espacio Hausdorff y X es
un espacio T1.

Demostración. Supongamos que X es un espacio regular. Sean A,B ∈ CL(X) con A 6= B.
Sin perder generalidad supongamos que A 6⊆ B. Fijemos un punto x ∈ A − B. Consideremos
abiertos ajenos, U y V , en X tales que x ∈ U y B ⊆ V . Se tiene que U− y V + son abiertos en
CL(X), A ∈ U−, B ∈ V + y U− ∩ V + = ∅ ya que U ∩ V = ∅. En consecuencia, CL(X) es un
espacio Hausdorff.

Rećıprocamente, supongamos que X es un espacio T1 y que CL(X) es un espacio Hausdorff.
Sean A un subespacio cerrado de X y x ∈ X − A. Denotemos B = A ∪ {x}. Se tiene que A y
B son elementos de CL(X) y A 6= B. Por hipótesis, existen abiertos básicos, U = 〈U1, ..., Un〉 y
V = 〈V1, ..., Vm〉, en CL(X) tales que A ∈ U , B ∈ V y U ∩ V = ∅.

Observemos que x /∈ (U1 ∪ · · · ∪ Un) ya que B 6∈ U . Luego, dado que A /∈ V, existe
j ∈ {1, ...,m} tal que A ∩ Vj = ∅. Se sigue que x ∈ Vj . Denotemos U = U1 ∪ · · · ∪ Un y
V =

⋂
{Vi : i ∈ {1, ...,m} y A∩Vi = ∅}. Es claro que U y V son abiertos en X, A ⊆ U y x ∈ V .

Veamos que U ∩ V = ∅. Para esto, supongamos que existe un punto y ∈ U ∩ V y denotemos
E = A ∪ {y}. Se tiene que E ∈ U ∩ V lo cual es una contradicción. Por lo tanto U y V son
ajenos. Aśı X es un espacio regular.

Una prueba del siguiente resultado puede consultarla en [14, Lema 1].

1.15 Teorema. Sean X un espacio métrico compacto y C1, ..., Cn subespacios conexos de X.
Si m ≥ n, entonces 〈C1, ..., Cn〉 ∩ Fm(X) es conexo.

Una prueba del siguiente resultado puede consultarla en [3, Teorema 1.3.6].

1.16 Teorema. Sean X un espacio y D un subconjunto denso en X. Si A es abierto en X,
entonces A ∩D es denso en A.

1.17 Definición. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vaćıo. Decimos
que A es un subcontinuo de un continuo X si A es un subconjunto de X y A es un continuo.

1.18 Definición. Un arco ordenado en el hiperespacio CL(X) de un continuo X es una
función continua, α : [0, 1]→ CL(X), tal que si s < t, entonces α(s)  α(t).

1.19 Nota. Si α : [0, 1] → CL(X) es una arco ordenado y denotamos α(0) = A y α(1) = B,
decimos que α es un arco ordenado desde A hasta B en CL(X).

1.20 Definición. Dado un punto p en un espacio X, la casi componente conexa de p en
X, la cual denotamos por Q(p), es la intersección de todos los subconjuntos abiertos y cerrados
de X que contienen a p.
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1.21 Definición. Un espacio es totalmente disconexo si no tiene subconjuntos conexos con
más de un punto.

1.22 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff y A1, ..., An son subespacios compactos total-
mente disconexos de X, entonces A1 ∪ · · · ∪An es un subespacio totalmente disconexo de X.

Demostración. Sean n = 2 y A1, A2 como en el enunciado. Si A1∩A2 = ∅ es claro que A1∪A2

es totalmente disconexo ya que A1, A2 son cerrados ajenos en X. En lo que sigue, supongamos
que A1 ∩ A2 6= ∅. Sea K una componente de A1 ∪ A2 y supongamos que |K| > 1. Notemos
que K es un subespacio Hausdorff, compacto y conexo de X. Además K ∩ (A1 − A2) 6= ∅
y K ∩ (A2 − A1) 6= ∅. Fijemos un punto p ∈ K ∩ (A1 − A2). Existe un arco ordenado,
α : [0, 1]→ C(K), desde {p} hasta K (vea [8, Teorema 5] o [9, Teorema 15.3]). Observemos que
α(0) = {p} ∈ 〈X −A2〉. Luego, por continuidad existe t > 0 tal que α(t) ∈ 〈X −A2〉. Se sigue
que α(t) ⊆ A1 y α(t) es un conexo con mas de un punto lo cual contradice el hecho de que A1

es totalmente disconexo. Por lo tanto A1 ∪A2 es totalmente disconexo.

Ahora, supongamos que se cumple para n = k. Veamos que se cumple para n = k+ 1. Sean
A1, ..., Ak, Ak+1 como en el enunciado. Por lo supuesto para n = k, tenemos que A1 ∪ · · · ∪Ak
es un subespacio totalmente disconexo de X. Luego, por lo probado en el caso n = 2, tenemos
que A1 ∪ · · · ∪Ak+1 es totalmente disconexo.

1.23 Definición. Sean X un espacio y p un punto en X. Decimos que X es conexo en
pequeño en el punto p si cada vecindad de p contiene una vecindad conexa de p.

1.24 Definición. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera A y B subcontinuos
de X tales que X = A ∪ B se tiene que A ∩ B es conexo. Un continuo X es hereditariamente
unicoherente si cualquier subcontinuo de X es unicoherente.

1.25 Definición. Dado un espacio X, decimos que dim(X) = 0 si la topoloǵıa de X tiene una
base cuyos elementos son abiertos y cerrados en la topoloǵıa.

1.26 Definición. Un espacio X es un espacio de Lindelöf si toda cubierta abierta de X tiene
una subcubierta numerable.

Una prueba de la siguiente Proposición la puede consultar en [22, Corolario 5.5].

1.27 Proposición. Si X es un continuo no degenerado, entonces X contiene un subcontinuo
propio no degenerado. Además, si A es un subcontinuo propio de X y U es un subconjunto
abierto de X que contiene a A, entonces existe un subcontinuo B de X tal que A ⊆ B ⊆ U y
A 6= B.
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Caṕıtulo 2

El hiperespacio de los conjuntos
totalmente disconexos

En este caṕıtulo presentamos nuestro estudio del hiperespacio de los conjuntos totalmente
disconexos de un espacio topológico. Particularmente exponemos con detalle la compacidad,
conexidad, conexidad local y conexidad por trayectorias de este hiperespacio.

2.1 Generalidades

En esta parte definimos el hiperespacio principal de este trabajo: el hiperespacio de los conjuntos
totalmente disconexos y demostramos resultados básicos referentes a la estructura topológica
de este hiperespacio.

2.1 Notación. Dado un espacio X, denotamos por T D(X) a la colección de los subespacios
de X que son cerrados, no vaćıos y totalmente disconexos, es decir,

T D(X) = {A ∈ CL(X) : A es totalmente disconexo}.

2.2 Proposición. Un espacio X es T1 si, y sólo si, F(X) ⊆ T D(X).

Demostración. Supongamos que X es un espacio T1. Es claro que F1(X) ⊆ T D(X). Ahora,
consideremos un elemento A ∈ F(X)−F1(X). Fijemos un punto x ∈ A y observemos que {x}
y A−{x} son dos cerrados, ajenos y no vaćıos cuya unión es A. Aśı, A es totalmente disconexo.
Se sigue que F(X) ⊆ T D(X).

Por otro lado, si X es un espacio tal que F(X) ⊆ T D(X), entonces para cada x ∈ X se
tiene que {x} es cerrado en X ya que F1(X) ⊆ F(X). En consecuencia, X es un espacio T1.

2.3 Proposición. Para cualquier espacio no degenerado X, se tiene que T D(X) 6= F1(X).

Demostración. Supongamos que F1(X) = T D(X). Se sigue que F1(X) ⊆ CL(X), en conse-
cuencia X es un espacio T1. Luego, por la Proposición 2.2, F(X) ⊂ T D(X). Por lo supuesto
tenemos que F(X) ⊆ F1(X), lo cual implica que |X| = 1, es decir que X es degenerado.

Observemos que, por las Proposiciones 2.2 y 2.3, se tiene que T D(X) = F1(X) si, y sólo si,
|X| = 1.
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2.4 Observación. Por la Proposición 2.2, notamos que si X es un espacio T1, entonces T D(X)
es un subconjunto denso de CL(X) (vea la Proposición 1.11).

2.5 Proposición. Si X es un espacio de Hausdorff compacto, conexo y no degenerado, entonces
intCL(X)(T D(X)) = ∅.

Demostración. Consideremos un conjunto abierto básico en CL(X), digamos 〈U1..., Un〉,
donde cada Ui es abierto en X. Fijemos un punto x ∈ U1. Luego, por la Proposición
1.27, existe un subespacio compacto y conexo, B0, de X tal que {x}  B0 ⊆ U1. Note-
mos que B0 ∈ CL(X) − T D(X). Para cada i ∈ {2, ..., n}, fijemos un punto xi ∈ Ui. Sea
B = B0 ∪ {x2, ..., xn}. Es claro que B ∈ CL(X) − T D(X) y que B ∈ 〈U1, ..., Un〉. Aśı,
〈U1, ..., Un〉 no está contenido en T D(X), por lo cual intCL(X)(T D(X)) = ∅ .

2.6 Proposición. Sea X un espacio regular. Se tiene que intCL(X)(T D(X)) 6= ∅ si, y sólo si,
X tiene un subespacio abierto, no vaćıo y totalmente disconexo.

Demostración. Supongamos que intCL(X)(T D(X)) 6= ∅. Consideremos abiertos, U1, ..., Un,
en X tales que ∅ 6= 〈U1, ..., Un〉 ⊆ T D(X). Para cada i ∈ {1, ..., n}, fijemos un punto xi ∈ Ui
y fijemos un subespacio abierto Vi de X tal que xi ∈ Vi ⊆ Vi ⊂ Ui. Veamos que cada Vi
satisface la conclusión. Para esto supongamos que existe j ∈ {1, ..., n} y A un subespacio de
X tal que A ⊆ Vj y A no es totalmente disconexo. Luego, A no es totalmente disconexo.
Sea B = A ∪ {x1, ..., xn}. Se tiene que B ∈ CL(X) ∩ 〈U1, ..., Un〉 y B 6∈ T D(X). Esta
contradicción prueba que, para cada i ∈ {1, ..., n}, Vi es un subespacio abierto, no vaćıo y
totalmente disconexo.

Ahora, supongamos que X tiene un subespacio abierto, no vaćıo y totalmente disconexo,
digamos U . Sea x ∈ U , es claro que {x} ∈ 〈U〉 ⊆ T D(X).

2.2 Compacidad

En esta sección nosotros probamos que en general la compacidad del hiperespacio T D(X) im-
plica la compacidad del espacio X y notamos que la compacidad de X no implica la compacidad
del hiperespacio T D(X). También probamos que cualquier espacio Hausdorff que contenga un
subconjunto conexo no degenerado tendrá su hiperespacio de los conjuntos totalmente dis-
conexos no compacto.

2.7 Proposición. Si X es un espacio T1 y H(X) es un subespacio compacto de CL(X) que
contiene a F1(X), entonces X es compacto.

Demostración. Supongamos que H(X) es compacto y consideremos una cubierta abierta,
U , de X. Denotemos U− = {U− ∩ H(X) : U ∈ U}. Dados A ∈ H(X) y a ∈ A, existe un
elemento U ∈ U tal que a ∈ U , aśı A ∩ U 6= ∅. Se sigue que U− es una cubierta abierta
de H(X). Ahora, por la compacidad de H(X), existen U1, ..., Un ∈ U tales que H(X) =
[U−1 ∩H(X)] ∪ · · · ∪ [U−n ∩H(X)].

Observemos que si x ∈ X, entonces {x} ∈ H(X). Luego, {x} ∈ U−j ∩ H(X) para algún
j ∈ {1, ..., n}. Se sigue que {x}∩Uj 6= ∅, por lo cual x ∈ Uj . Esto prueba que X = U1∪· · ·∪Un.
Aśı, la colección {U1, ..., Un} es una subcubierta finita de U . Por lo tanto X es compacto.

2.8 Corolario. Si X es un espacio T1 y T D(X) es compacto, entonces X es compacto.
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2.9 Proposición. Si X es un espacio Hausdorff y T D(X) es compacto, entonces X es total-
mente disconexo.

Demostración. Dado que T D(X) es compacto, por el Corolario 2.8, tenemos que X es com-
pacto. En consecuencia X es un espacio normal, de donde CL(X) es un espacio Hausdorff
(véase el Teorema 1.14). Ahora, por la compacidad de T D(X) tenemos que T D(X) es cerrado
en CL(X). Como T D(X) es denso en CL(X) (Observación 2.4) se tiene que T D(X) = CL(X).
Aśı X ∈ TD(X). Por lo tanto X es totalmente disconexo.

2.10 Corolario. Si X es un espacio Hausdorff que contiene un subconjunto conexo no degen-
erado, entonces T D(X) no es compacto.

Demostración. Supongamos que T D(X) es compacto. Luego, por la Proposición 2.9 se tiene
que X es totalmente disconexo, aśı X no contiene un conjunto conexo no degenerado.

2.11 Observación. El corolario 2.10 muestra que en general la compacidad de un espacio
X no implica la compacidad del hiperespacio T D(X). En particular, si X es un espacio no
degenerado, Hausdorff, compacto y conexo, entonces T D(X) no es compacto.

2.12 Corolario. Sea X un espacio Hausdorff, entonces T D(X) es compacto si y solo si X es
compacto y totalmente disconexo.

Demostración. Que la compacidad de T D(X) implica la compacidad de X es el Corolario
2.8.

Ahora, supongamos que X es compacto y totalmente disconexo. Notemos que dado A ∈
CL(X) se tiene que A es totalmente disconexo, es decir, CL(X) = T D(X). Por [18, Teorema
4.2], sabemos que CL(X) es compacto. Por lo tanto T D(X) es compacto.

2.3 Compacidad local

En esta sección probamos que si X es un espacio Hausdorff y T D(X) es localmente compacto,
entonces X es localmente compacto. En la prueba del siguiente Teorema, para un espacio Y y
U ⊆ Y , ClY (U) denota la cerradura de U en Y, es decir, ClY (U) = U ∩ Y .

2.13 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff y T D(X) es localmente compacto en {x}, en-
tonces X es localmente compacto en x.

Demostración. Por hipótesis existe un subconjunto abierto U de CL(X) tal que {x} ∈ U
y ClT D(X)(U) es compacto. Luego, existen subconjuntos abiertos de X, digamos V1, ..., Vn,
tales que {x} ∈ 〈V1, ..., Vn〉 ∩ T D(X) ⊆ U . Denotemos V = V1 ∩ · · · ∩ Vn. Notemos que
{x} ∈ 〈V 〉∩T D(X) ⊆ U . Como F1(X) es un subconjunto cerrado de CL(X) y F1(X) ⊆ T D(X)
(vea la Proposición 2.2) tenemos que ClT D(X)(F1(V )) = ClCL(X)(F1(V )). Dado que F1(V ) ⊆
〈V 〉∩T D(X) y ClT D(X)(F1(V )) = ClCL(X)(F1(V )) se tiene que ClCL(X)(F1(V )) ⊆ ClT D(X)(U).
Ahora, por la compacidad de ClT D(X)(U) tenemos que ClCL(X)(F1(V )) es compacto. Es claro
que ClCL(X)(F1(V )) = F1(ClX(V )) y F1(ClX(V )) es homeomorfo a ClX(V ). Aśı, V es un
subconjunto abierto de X que contiene a x tal que ClX(V ) es compacto.

2.14 Corolario. Si X es un espacio Hausdorff y T D(X) es localmente compacto, entonces X
es localmente compacto.
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2.4 Conexidad

En esta sección presentamos la relación que hay entre la conexidad de un espacio X y la
conexidad de su hiperespacio T D(X).

2.15 Proposición. Sean X un espacio T1 y H(X) un subespacio de CL(X) que contiene a
F(X). Entonces X es conexo si, y sólo si, H(X) es conexo.

Demostración. Supongamos que X es conexo. Notemos que F(X) ⊆ H(X) ⊆ CL(X).
Además, sabemos que F(X) = CL(X) (vea la Proposición 1.11). Luego, por la conexidad de
X se tiene que F(X) es conexo (vea [18, Teorema 4.10]). Se sigue que H(X) es conexo.

Para mostrar el rećıproco, supongamos que X no es conexo y consideremos abiertos ajenos
no vaćıos, U y V , en X tales que X = U ∪ V . Notemos que para cada A ∈ H(X), se tiene que
A ⊆ U o A ∩ V 6= ∅, es decir, A ∈ U+ o A ∈ V −. Se sigue que H(X) = (U+ ∪ V −) ∩ H(X) =
[U+∩H(X)]∪[V −∩H(X)]. Fijemos un punto p ∈ U y un punto q ∈ V . Luego, {p} ∈ U+∩H(X)
y {q} ∈ V − ∩ H(X). Aśı, U+ ∩ H(X) y V − ∩ H(X) son abiertos no vaćıos en H(X). Ahora,
puesto que U ∩ V = ∅ se tiene que [U+ ∩H(X)] ∩ [V − ∩H(X)] = ∅. Esto prueba que si X no
es conexo, entonces H(X) tampoco lo es.

2.16 Corolario. Si X es un espacio T1, entonces T D(X) es conexo si y sólo si X es conexo.

Los siguientes ejemplos muestran que la hipótesis de que el espacio X sea T1, en el Corolario
2.16, no se puede omitir.

2.17 Ejemplo. Sea X = {1, 2, 3} con topoloǵıa τ = {{1}, {1, 2}, {1, 3}, X, ∅}. Notemos que X
no es T1, es conexo y T D(X) = {{2}, {3}, {2, 3}}. Además si U = {1, 3} y V = {1, 2}, entonces
{3} ∈ 〈U〉, {2} ∈ 〈X,V 〉, T D(X) ⊆ 〈U〉 ∪ 〈X,V 〉 y (〈U〉 ∩ T D(X)) ∩ (〈X,V 〉 ∩ T D(X)) = ∅.
Aśı la conexidad de X no implica (en general) la conexidad del hiperespacio T D(X).

2.18 Ejemplo. Sea X = {1, 2, 3} con topoloǵıa τ = {{1}, {2, 3}, X, ∅}. Notemos que X no es
T1, no es conexo y T D(X) = {{1}}. Se concluye que la conexidad de T D(X) no implica (en
general) la conexidad de X.

2.19 Observación. Si Y es un subespacio de un espacio totalmente disconexo X, entonces
Y es totalmente disconexo. Se sigue que un espacio X es totalmente disconexo si, y sólo si,
T D(X) = CL(X).

2.5 Conexidad local

En esta sección probamos que, en los espacios Hausdorff compactos, la conexidad local de un
espacio X es equivalente a la conexidad local de su hiperespacio T D(X). Para esto, primero
probamos que la colección {〈V1, ..., Vn〉∩T D(X) : {V1, ..., Vn} es una familia de abiertos no vaćıos ajenos dos a dos en X}
es una base para la topoloǵıa de Vietoris en T D(X) cuando X es un espacio Hausdorff com-
pacto.

2.20 Proposición. Sean X un espacio T1 y p un punto en X. Si H(X) es un subespacio de
CL(X) que contiene a F1(X) y H(X) es conexo en pequeño en el punto {p}, entonces X es
conexo en pequeño en el punto p.
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Demostración. Sea U un subespacio abierto de X tal que p ∈ U . Notemos que {p} ∈
〈U〉 ∩ H(X). Por hipótesis, existe un subespacio conexo, V, de H(X) tal que {p} ∈ intH(X)(V)
y V ⊆ 〈U〉. Sea V =

⋃
{A ∈ H(X) : A ∈ V}. Notemos que V es un subespacio conexo de

CL(X) el cual contiene un subespacio conexo de X, a saber {p}. Luego, por el Teorema 1.12,
se tiene que V es conexo. Además, es claro que p ∈ V .

Afirmación 1. Se tiene que p ∈ int(V ).

Para probar esto, consideremos conjuntos abiertos, U1, ..., Un, enX tales que {p} ∈ 〈U1, ..., Un〉∩
H(X) ⊆ V. Sea W = U1 ∩ · · · ∩ Un. Tenemos que W es abierto en X y p ∈ W . Ahora, dado
x ∈ W , se tiene que x ∈ Ui, para cada i ∈ {1, ..., n}. Aśı, {x} ∈ 〈U1, ..., Un〉 ∩ H(X) ⊆ V. En
consecuencia x ∈ V . Esto prueba que W es un espacio abierto en X contenido en V que tiene
a p, lo cual prueba la Afirmación 1.

Afirmación 2. Se tiene que V ⊆ U .

Para probar esto, dado x ∈ V existe A ∈ V tal que x ∈ A. Como V ⊆ 〈U〉 tenemos que
A ⊆ U , aśı x ∈ U . Esto prueba la Afirmación 2.

En resumen, hemos probado que V es un subespacio conexo de X, contenido en U que
contiene a p en su interior.

2.21 Corolario. Sea X un espacio. Si H(X) es un subespacio de CL(X) que contiene a F1(X)
y H(X) es localmente conexo en {x}, para cada x ∈ X, entonces X es localmente conexo.

2.22 Corolario. Sea X un espacio T1. Si T D(X) es localmente conexo, entonces X es local-
mente conexo.

2.23 Definición. Una familia celular en un espacio X es una familia de subconjuntos abiertos
no vaćıos de X ajenos dos a dos.

2.24 Notación. La colección de todas las familias celulares finitas de X es denotada por C(X).

2.25 Notación. Denotamos al hiperespacio T D(X) ∩ K(X) por KD(X).

Los siguientes resultados nos serán de gran utilidad para demostrar que la familia {〈V1, ..., Vn〉∩
KD(X) : n ∈ N y {V1, ..., Vn} ∈ C(X)} es base para la topoloǵıa de Vietoris en KD(X), cuya
prueba es una aportación nuestra.

2.26 Lema. Sean X un espacio Hausdorff y n ∈ N. Si K1, ...,Kn son subespacios compactos y
ajenos dos a dos de X, entonces existen abiertos U1, ..., Un en X tales que Ki ⊂ Ui, para cada
i ∈ {1, ..., n} y Ui ∩ Uj = ∅, para cada i 6= j.

Demostración. Basta probar el Lema para el caso n = 2. Sean K1 y K2 subespacios com-
pactos y ajenos de X. Fijemos un punto x ∈ K1. Para cada punto y ∈ K2, existen subconjuntos
abiertos ajenos Vy y Wy de X tales que x ∈ Vy y y ∈Wy. Es claro que K2 ⊆

⋃
{Wy : y ∈ K2}.

Por la compacidad de K2 existen puntos y1, ..., ym en K2 tales que K2 ⊆
⋃
{Wyi : i ∈ {1, ...,m}}.

Sean V =
⋂
{Vyi : i ∈ {1, ...,m}} y W =

⋃
{Wyi : i ∈ {1, ...,m}}. Es claro que x ∈ V , K2 ⊆W

y, V y W son ajenos. Hemos probado que para cualquier punto x ∈ K1 existen subconjun-
tos abiertos ajenos, V y W , de X tales que x ∈ V y K2 ⊆ W . Ahora, para cada x ∈ K1

consideremos subconjuntos abiertos ajenos Vx y Wx de X tales que x ∈ Vx y K2 ⊆ Wx. Por
la compacidad de K1 existen puntos x1, ..., xr en K1 tales que K1 ⊆

⋃
{Vxi : i ∈ {1, ..., r}}.

Definamos U1 =
⋃
{Vxi : i ∈ {1, ..., r}} y U2 =

⋂
{Wxi : i ∈ {1, ..., r}}. Es claro que U1 y U2

son abiertos ajenos tales que K1 ⊆ U1 y K2 ⊆ U2.
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2.27 Lema. Si Q1, ..., Qr son subconjuntos abiertos, cerrados y no vaćıos de un espacio X, en-
tonces existe una familia finita F de subconjuntos de X que cumplen las siguientes condiciones.

(1) Los elementos de F son abiertos.

(2) Los elementos de F son cerrados.

(3) Los elementos de F son ajenos dos a dos.

(4) Los elementos de F son no vaćıos.

(5)
⋃
F = Q1 ∪ · · · ∪Qr.

Demostración. Definamos F1 = Q1 y para cada i ∈ {2, ..., r} sea Fi = Qi − (
⋃
{Qj : j ∈

{1, ..., i− 1}}). Sea F = {Fi : Fi 6= ∅}. Veamos que F cumple las condiciones del Lema.

Dado que para cada i ∈ {1, ..., r} tenemos queQi es abierto y cerrado se tiene queQ1∪· · ·∪Qj
es abierto y cerrado, para cada j ∈ {1, ..., r}. Aśı, Fi es abierto y cerrado para cada Fi ∈ F , es
decir, F cumple las condiciones (1) y (2). Además, es claro que F cumple la condición (4).

Ahora, si x ∈ Fi∩Fj con i < j, entonces x ∈ Fi ⊂ Qi y x ∈ Fj− (Q1∪· · ·∪Qi∪· · ·∪Qj−1),
de donde x /∈ Qi. Esta contradicción prueba que F cumple la condición (3).

Finalmente, es claro que
⋃
F ⊆

⋃
{Qi : i ∈ {1, ..., r}}. Por otra parte, dado x ∈

⋃
{Qi : i ∈

{1, ..., r}} se tiene que x ∈ Q1 o x /∈ Q1, Si x ∈ Q1, entonces x ∈ F1. Si x /∈ Q1, definimos
s = mı́n{i ∈ {1, ..., r} : x ∈ Qi}. Se sigue que x ∈ Fs. Esto prueba que F cumple la condición
(5).

2.28 Lema. Si X es un espacio Hausdorff compacto, entonces X tiene una base B tal que U
es abierto y cerrado en X, para cada U ∈ B, si y sólo si, X es totalmente disconexo.

Demostración. Supongamos que X tiene una base B tal que U es abierto y cerrado en X,
para cada U ∈ B. Consideremos A ⊆ X tal que A tiene al menos dos puntos. Dados dos puntos
distintos en A, digamos x y y, existe un abierto en X, digamos U tal que x ∈ U y y /∈ U . Por
hipótesis existe un elemento W ∈ B tal que x ∈W ⊆ U . Luego A∩W y A∩ (X −W ) son una
separación de A. Por lo tanto A no es conexo, se sigue que X es totalmente disconexo.

Notemos que en la implicación anterior no usamos el hecho de que el espacio fuera Hausdorff
y compacto. Sólo usamos que el espacio es T1.

Rećıprocamente, sean p ∈ X y U un abierto en X que contiene a p. Notemos que la
componente conexa de p en X es {p} y esta coincide con la casi componente conexa, Q(p), de
p en X (vea [3, Teorema 6.1.23]). Dado que X es normal, existe un abierto W en X tal que
p ∈W ⊆W ⊆ U . Observe que Q(p) ⊆W y W es compacto.

Afirmamos que existen V1, ..., Vk abiertos y cerrados en X tales que si V wp = V1 ∩ · · · ∩ Vk
entonces V wp ⊆W ⊆ U y p ∈ V wp .

En efecto, sea A = X −W . Para cada V abierto y cerrado en X que contenga a p sea Uv =
X−V . Notemos queA es compacto yA ⊆

⋃
{Uv : V es un abierto y cerrado en X que contiene a p}.

Luego, existen abiertos y cerrados V1, ..., Vk tales que A ⊆ U1∪· · ·∪Uk = (X−V1)∪· · ·∪(X−Vk).
En consecuencia, V1 ∩ · · · ∩ Vk ⊆W . Se sigue que V wp ⊆W . Esto prueba la Afirmación.

Finalmente, sea B = {V wp : p ∈ X y W es abierto en X}. Es claro que B es una base de
abiertos y cerrados en X.
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2.29 Lema. Sean X un espacio Hausdorff, A ∈ KD(X) y V1, ..., Vn abiertos en X tales que
A ∈ 〈V1, ..., Vn〉. Entonces, existen subconjuntos cerrados ajenos no vaćıos, digamos A1, ..., Am,
tales que se cumplen las siguientes condiciones.

(1) A = A1 ∪ · · · ∪Am.

(2) Para cada i ∈ {1, ...,m} existe ji ∈ {1, ..., n} tal que Ai ⊆ Vji .

(3) Para cada j ∈ {1, ..., n} existe rj ∈ {1, ...,m} tal que Arj ⊆ Vj .

Más aún, para cada i ∈ {1, ...,m} existe un conjunto abierto Ui en X tal que:

(4) Ui ∩ Uj = ∅ si i 6= j.

(5) Ai ⊆ Ui ⊆ Vji .

(6) Para cada j ∈ {1, ..., n} se tiene que Arj ⊆ Urj ⊆ Vj .

Demostración. Para cada a ∈ A, definamos Va =
⋂
{Vj : a ∈ Vj}. Para cada i ∈ {1, ..., n}

fijemos un punto yi ∈ Vi. Sea {x1, ..., xs} = {yi : i ∈ {1, ..., n} y yi 6= yj si i 6= j}. Como
X es un espacio Hausdorff existe una colección de conjuntos abiertos en X y ajenos dos a
dos, {W1, ...,Ws}, tal que xi ∈ Wi, para cada i ∈ {1, ..., s}. Notemos que xi ∈ Wi ∩ Vxi

,
para cada i ∈ {1, ..., s}. Luego, por el Lema 2.28, para cada i ∈ {1, ..., s} existe un conjunto
abierto y cerrado en A, digamos Bxi tal que xi ∈ Bxi ⊆ Wi ∩ Vxi . Es claro que {Bxi : i ∈
{1, ..., s}} es una familia de conjuntos abiertos y cerrados en A ajenos dos a dos. Denotemos
B = A − (Bx1

∪ · · · ∪ Bxs
). Se tiene que B es cerrado y abierto en A. En particular, B es

compacto. Luego, por el Lema 2.28, para cada b ∈ B existe un conjunto Bb abierto y cerrado en
A, en particular, abierto y cerrado en B, tal que b ∈ Bb ⊆ Vb. Por la compacidad de B, existen
b1, ..., bt puntos en B tales que B = Bb1 ∪ · · · ∪ Bbt . Sea C1 = Bb1 y para cada j ∈ {2, ..., t}
definimos Cj = Bbj − (

⋃
{Bbr : r ∈ {1, ..., j − 1}}). Sea {F1, ..., Fk} = {Cj : Cj 6= ∅}. Por el

Lema 2.27, {F1, ..., Fk} es una familia de conjuntos abiertos y cerrados no vaćıos en A, ajenos
dos a dos cuya unión es B. Definamos Ai = Bxi

, para cada i ∈ {1, ..., s} y As+i = Fi para cada
i ∈ {1, ..., k}. Si m = s + k, entonces {A1, ..., Am} es un una colección de abiertos y cerrados
en A, ajenos dos a dos cuya unión es A.

Veamos que la familia {A1, ..., Am} cumple las condiciones (2) y (3).

Sea i ∈ {1, ...,m}. Se tiene que Ai ⊆ Bai para algún ai ∈ {x1, ..., xs, b1, ..., bt}. Luego,
existe ji ∈ {1, ..., n} tal que ai ∈ Vji . Como Bai ⊆ Vai y Vai ⊆ Vji se tiene que Ai ⊆ Vji . Por
otro lado, dado j ∈ {1, ..., n} existe rj ∈ {1, ..., s} tal que xrj ∈ Vj . Luego, xrj ∈ Bxrj

= Arj
y Bxrj

⊆ Vxrj
⊆ Vj , de donde Arj ⊆ Vj . Por lo tanto, la familia {A1, ..., Am} cumple las

condiciones (2) y (3).

Ahora, como Ai es cerrado en A y A es compacto tenemos que Ai es compacto, para cada
i ∈ {1, ...,m}. En consecuencia, existen abiertos ajenos en X, O1, ..., Om, tales que Ai ⊆ Oi
para cada i ∈ {1, ...,m} (vea el Lema 2.26). Dado i ∈ {1, ...,m} definamos Ui = Oi ∩ (

⋂
{Vj :

Ai ⊆ Vj}). Es claro que la familia {U1, ..., Um} cumple la condición (4).

Veamos que la familia {U1, ..., Um} cumple las condiciones (5) y (6).

Sea i ∈ {1, ...,m}. Por la condición (2), existe ji ∈ {1, ..., n} tal que Ai ⊆ Vji . En con-
secuencia, Ai ⊆ Ui ⊆ Vji . Por otro lado, dado j ∈ {1, ..., n}, por la condición (3), existe
rj ∈ {1, ...,m} tal que Arj ⊆ Vj , aśı Arj ⊆ Urj ⊆ Vj . Por lo tanto la familia {U1, ..., Um}
cumple las condiciones (5) y (6).
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2.30 Teorema. Sea X un espacio Hausdorff. Entonces la colección {〈V1, ..., Vn〉∩KD(X) : n ∈
N y {V1, ..., Vn} ∈ C(X)} es base para la topoloǵıa de Vietoris en KD(X).

Demostración. La demostración se sigue inmediatamente del Lema 2.29 y [18, Lema 2.3.1].

2.31 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff compacto, entonces X es localmente conexo si,
y sólo si, el hiperespacio T D(X) es localmente conexo.

Demostración. Para demostrar que la condición es necesaria consideremos A ∈ T D(X) y
W1, ...,Wn abiertos en X tales que A ∈ W = 〈W1, ...,Wn〉 ∩ T D(X). Por el Lema 2.29, existen
r subespacios compactos no vaćıos de A, digamos A1, ..., Ar, tales que A = A1 ∪ · · · ∪ Ar,
Ai ∩Aj = ∅ si i 6= j y que además cumplen las siguientes dos condiciones.

(1) Para cada i ∈ {1, ..., r}, existe j ∈ {1, ..., n} tal que Ai ⊂Wj .

(2) Para cada i ∈ {1, ..., n}, existe j ∈ {1, ..., r} tal que Aj ⊂Wi.

Sean U1, ..., Ur abiertos ajenos dos a dos en X tales que Ai ⊂ Ui, para cada i ∈ {1, ..., r} y
denotemos Vi = (

⋂
{Wj : Ai ⊂Wj , con j ∈ {1, ..., n}}) ∩ Ui, para cada i ∈ {1, ..., r}.

Dado i ∈ {1, ..., r}, para cada x ∈ Ai consideremos un subespacio abierto y conexo, Cx, tal
que x ∈ Cx ⊂ Vi. Por la compacidad de Ai, existe un subconjunto finito {xi1, ..., xiki} de Ai tal
que Ai ⊂ Cxi1

∪ · · · ∪Cxiki
. Denotemos Di = Cxi1

∪ · · · ∪Cxiki
. Observemos que Di tiene sólo

un número finito de componentes, las cuales denotamos por M i
1, ...,M

i
pi , y notemos que cada

una de estas componentes es un subespacio abierto de X. Denotemos

V = 〈M1
1 , ...,M

1
p1 , ...,M

r
1 , ...,M

r
pr 〉 ∩ T D(X).

Notemos que V es abierto en T D(X).

Afirmación 1. Se tiene que V es conexo.

Para probar esta afirmación, por el Lema 1.15 tenemos que V∩Fm(X) = 〈M1
1 , .M

1
p1 , ...,M

r
1 , ...,M

r
pr 〉∩

Fm(X) es conexo, para cada m ≥ p1 + · · ·+pr. Ahora, por la definición de F(X) y por el hecho
de que Fi(X) ⊆ Fj(X) si i ≤ j tenemos que V ∩F(X) =

⋃
{V ∩Fm(X) : m ≥ p1 + · · ·+pr}, se

sigue que V ∩ F(X) es conexo. Por otro lado, sabemos que F(X) es denso en T D(X). Luego,
por el Teorema 1.16, tenemos que V ∩ F(X) es denso en V, es decir, ClV(V ∩ F(X)) = V. En
consecuencia, V es conexo. Esto prueba la Afirmación 1.

Afirmación 2. Se tiene que A ∈ V.

Para probar esta afirmación, notemos que A =
r⋃
i=1

Ai ⊂
r⋃
i=1

(
ki⋃
j=1

Cxij
) =

r⋃
i=1

(
pi⋃
j=1

M i
j).

Además, dado M i
j , existe un punto xil ∈ {xi1, ..., xiki} ⊂ Ai tal que Cxil

⊂ M i
j , se sigue que

Ai ∩M i
j 6= ∅. En consecuencia, A ∩M i

j 6= ∅. Esto prueba la Afimación 2.

Afirmación 3. Se tiene que V ⊂ W.

Para probar esta Afirmación, fijemos B ∈ V. Por la condición (2), dado j ∈ {1, ..., n},

existe i ∈ {1, ..., r}, tal que Ai ⊂ Wj . Como B ∩ (
pi⋃
l=1

M i
l ) 6= ∅ y B ∩ (

pi⋃
l=1

M i
l ) ⊂ Wj se tiene

que B ∩ Wj 6= ∅. Aśı, B ∩ Wj 6= ∅, para cada j ∈ {1, ..., n}. Por otro lado, es claro que
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B ⊂ W1 ∪ · · · ∪Wn ya que dado j ∈ {1, ..., r} y l ∈ {1, ..., pj}, M j
l es componente de Dj y por

definición de Dj se tiene que Dj ⊂ Vj y Vj ⊂ Wi, para algún i ∈ {1, ..., n}. Esto prueba la
Afirmación 3.

En resumen, hemos probado que V es un subespacio abierto y conexo de T D(X) tal que
A ∈ V ⊂ W. Aśı, que la condición es necesaria queda demostrada.

Finalmente, que la condición es suficiente se sigue del Corolario 2.22.

2.6 Conexidad por trayectorias

En esta sección mostramos que el hiperespacio T D(X) es conexo por trayectorias si X es un
dendroide suave y mostramos un dendroide Y cuyo hiperespacio T D(Y ) no es conexo por
trayectorias. También damos una clase de espacios, digamos A, tal que para cada Y ∈ A, el
hiperespacio T D(Y ) tiene una cantidad no numerable de arco componentes.

Iniciamos el estudio de la conexidad por trayectorias del hiperespacio de los conjuntos to-
talmente disconexos probando que T D([0, 1]) es conexo por trayectorias.

2.32 Teorema. El hiperespacio T D([0, 1]) es conexo por trayectorias.

Demostración. Afirmación. Para cada A ∈ T D([0, 1]), existe una función continua F :
[0, 1]→ T D([0, 1]) tal que F (0) = A y F (1) = {0}.

Para probar esta Afirmación, sea A ∈ T D([0, 1]). Para cada a ∈ A, definamos la función
fa : [0, 1] → [0, 1] dada por fa(t) = a(1 − t) y definamos F : [0, 1] → T D([0, 1]) como F (t) =
{fa(t) : a ∈ A}. Notemos que F (0) = {fa(0) : a ∈ A} = {a : a ∈ A} = A y F (1) =
{fa(1) : a ∈ A} = {0}. Aśı, para t ∈ {0, 1} tenemos que F (t) ∈ T D([0, 1]). Ahora, fijemos
t0 ∈ (0, 1) y consideremos B ⊂ F (t0) con |B| ≥ 2. Fijemos puntos b1, b2 ∈ B, con b1 6= b2.
Luego, existen puntos a1, a2 ∈ A con a1 6= a2 tales que fa1(t0) = b1 y fa2(t0) = b2. Sin perder
generalidad, supongamos que a1 < a2. Como A es totalmente disconexo, existe un punto
a3 ∈ (0, 1) tal que a1 < a3 < a2 y a3 /∈ A. Sea g : [0, 1] → [0, 1] dada por g(t) = a3(1 − t).
Se tiene que g(t0) /∈ F (t0) y b1 < g(t0) < b2. Se sigue que [0, g(t0)) y (g(t0), 1] son una
separación de B. Por lo tanto B es totalmente disconexo. Por otro lado, si b ∈ F (t0), entonces
existe una sucesión {bn}n∈N en F (t0) tal que bn → b. Para cada n ∈ N, existe un punto
an ∈ A tal que fan(t0) = bn. Dada la compacidad de A, la sucesión {an}n∈N tiene una
subsucesion {ank

}k∈N tal que ank
→ a ∈ A. Notemos que fank

(t0) = bnk
y bnk

→ b. Además
limk→∞fank

(t0) = limk→∞ank
(1 − t0) = a(1 − t0) = fa(t0). Por lo tanto, b = fa(t0). En

consecuencia, b ∈ F (t0). Esto demuestra que F (t0) ∈ T D([0, 1]).

Ahora, veamos que la función F es continua. Para esto consideremos una sucesión {tn}n∈N
en [0, 1] tal que tn → t ∈ [0, 1] y probemos que lim sup F (tn) ⊂ F (t) ⊂ lim inf F (tn). Sea b ∈
lim sup F (tn). Luego, existe una subsucesión {bnk

}k∈N tal que bnk
∈ F (tnk

) y bnk
→ b. Se

sigue que, para cada k ∈ N existe un punto ank
∈ A tal que fank

(tnk
) = bnk

. Por la compacidad
de A, podemos suponer que ank

→ a ∈ A. Se tiene que limk→∞bnk
= limk→∞fank

(tnk
) =

limk→∞ank
(1 − tnk

) = a(1 − t) = fa(t) ∈ F (t). Por lo tanto, lim sup F (tn) ⊂ F (t). Por otro
lado, dado b ∈ F (t), existe a ∈ A tal que fa(t) = b. Por la continuidad de fa se tiene que
fa(tn) → fa(t). Notemos que, para cada n ∈ N, fa(tn) ∈ F (tn), aśı b ∈ lim inf F (tn). Por lo
tanto la función F es continua. Esto prueba la Afirmación.

Finalmente, consideremos A,B ∈ T D([0, 1]). Por la Afirmación, existen funciones continuas,
F : [0, 1] → T D([0, 1]) y G : [0, 1] → T D([0, 1]), tales que F (0) = A, F (1) = {0}, G(0) = B y
G(1) = {0}. Definamos la función H : [0, 1]→ T D([0, 1]) como sigue
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H(t) =

{
F (2t), si 0 ≤ t ≤ 1

2
G(2− 2t), si 1

2 ≤ t ≤ 1.

Es claro que H es una función continua tal que H(0) = A y H(1) = B.

2.33 Corolario. Para cada a, b ∈ R con a < b, se tiene que T D([a, b]) es conexo por trayecto-
rias.

2.34 Lema. Sea X un espacio regular. Si f : [0, 1] → T D(X) es una función continua, C es
un subconjunto cerrado no vaćıo de

⋃
f([0, 1]) y u = ı́nf{s ∈ [0, 1] : f(s) ∩ C 6= ∅}, entonces

f(u) ∩ C 6= ∅.

Demostración. Notemos que f([0, 1]) es un subconjunto compacto y no vaćıo de CL(X).
Luego, por [18, Teorema 2.5.1] se tiene que

⋃
f([0, 1]) es un subconjunto cerrado y no vaćıo de

X. En consecuencia, C es un subconjunto cerrado de X. Supongamos que f(u) ∩ C = ∅ y sea
V = X − C. Observemos que V es abierto en X y f(u) ⊂ V . Se sigue que f−1(V +) es un
conjunto abierto en [0, 1] tal que u ∈ f−1(V +) y f−1(V +) ∩ {s ∈ [0, 1] : f(s) ∩ C 6= ∅} = ∅, lo
cual es una contradicción. Por lo tanto, f(u) ∩ C 6= ∅.

El siguiente ejemplo muestra que en general la conexidad por trayectorias de X no implica
la de T D(X), aún cuando el espacio X sea un continuo.

2.35 Ejemplo. Sean A = {(x, | sin(πx )|) : x ∈ (0, 1]}, B = {(x, y) ∈ R2 : (x − 1
2 )2 + y2 =

1
4 y y < 0} y X = ({0} × [0, 1]) ∪ A ∪ B ⊆ R2 con la topoloǵıa usual. Entonces X es conexo
por trayectorias pero T D(X) no es conexo por trayectorias.

Demostración. Para probar que T D(X) no es conexo por trayectorias consideremos S0 =
{(0, 0)} y S1 = {( 1

n , 0) : n ∈ N} ∪ {(0, 0)} elementos en T D(X). Supongamos que existe una
función continua f : [0, 1] → T D(X) tal que f(0) = S0 y f(1) = S1. Sea g : A → (0, 1] la
proyección en la primera coordenada, es decir, g((x, y)) = x, para cada (x, y) ∈ A. Notemos
que g es un homeomorfismo. Para cada q ∈ (0, 1), definimos Aq = g−1((0, q)).

Observación 1. Un elemento E ∈ T D(X) está contenido en un arco de X si, y sólo si, existe
q ∈ (0, 1) tal que Aq ∩ E = ∅.

Notemos que S0 está contenido en el arco {0} × [0, 1] y S1 no está contenida en algún arco
de X. Sea

r = sup{s ∈ [0, 1] : f(t) está contenido en algún arco de X, para cada t ≤ s}.

Por el Teorema 2.30 podemos considerar U1, ..., Um bolas abiertas en X, ajenas dos a dos
tales que diám(Ui) <

1
2 , para cada i ∈ {1, ...,m} y f(r) ∈ U = 〈U1, ..., Um〉. En lo que sigue

consideramos dos casos.

Caso 1. f(r) está contenido en un arco de X. Notemos que 0 ≤ r < 1. Por la Observación 1,
existe q ∈ (0, 1) tal que Aq∩f(r) = ∅. Por como definimos r, para cada ε > 0, existe t ∈ [r, r+ε)
tal que f(t) no está contenido en algún arco de X. De esta manera, por la continuidad de f ,
podemos consideremos t0 ∈ (r, 1] tal que f([r, t0]) ⊂ U y f(t0) no está contenido en algún arco
de X. Fijemos un punto x1 ∈ f(t0) ∩ Aq. Sea x2 ∈ f(t0) ∩ Aq2 con 0 < q2 < mı́n{ 12 , g(x1)}.
Notemos que x1 6= x2 y Aq2 ⊂ Aq. Ahora, supongamos que se han determinado n puntos,
digamos x1, ..., xn, tales que xi ∈ f(t0) ∩Aqi , para cada i ∈ {1, ..., n} con q1 = q. Tomemos un
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punto xn+1 ∈ f(t0)∩Aqn+1
donde 0 < qn+1 < mı́n{ 1

n+1 , g(xn)}. De este modo, inductivamente,
hemos determinado una sucesión {xn}n∈N en Aq tal que xn 6= xm si n 6= m y g(xn) → 0. Por
la compacidad de X, podemos suponer que xn → x ∈ X. Notemos que x ∈ {0} × [0, 1]. Sin
perder generalidad supongamos que x ∈ U1. Ahora, elijamos una componente conexa C de
Aq ∩U1 tal que C ∩f(t0) 6= ∅ y C ⊂ Aq (basta tomar una componente de Aq ∩U1 que contenga
un punto de la sucesión {xn}n∈N muy cerca de x). Notemos que C ∩ f(r) = ∅ ya que C ⊂ Aq
y Aq ∩ f(r) = ∅. Sea a = mı́n{g(y) : y ∈ C} y b = máx{g(y) : y ∈ C}, los cuales existen ya que
g es un homeomorfismo y C es cerrado en Aq ∩ U1, el cual es cerrado en X, aśı C es cerrado
en X y por lo tanto compacto. Observemos que g(C) = [a, b] y g−1(a), g−1(b) ∈ Fr(U1), en
consecuencia g−1(a), g−1(b) /∈ U1. Definamos D = C ∩ [

⋃
f([r, t0])]. Observe que D es un

subconjunto cerrado de
⋃
f([r, t0]).

Afirmación 1. Se tiene que D = [
⋃
f([r, t0])] ∩ U1 ∩ (Ab −Aa).

Para probar esta Afirmación, se tiene que C ∩ [
⋃
f([r, t0])] ⊂ U1 ∩ [

⋃
f([r, t0])]. Dado que

Ui ∩ Uj = ∅ si i 6= j y f([r, t0]) ⊂ U tenemos que U1 ∩ [
⋃
f([r, t0])] = U1 ∩ [

⋃
f([r, t0])].

Además, como C = g−1([a, b]), g−1(a), g−1(b) /∈ U1 y Ab − Aa = g−1((a, b)) se sigue que
D ⊂ [

⋃
f([r, t0])]∩U1∩ (Ab−Aa). Por otro lado, es claro que [

⋃
f([r, t0])]∩U1∩ (Ab−Aa) ⊂ D

ya que Ab −Aa = g−1((a, b)) ⊂ C. Esto prueba la Afirmación 1.

Ahora, notemos que f|[r,t0]
y D satisfacen las condiciones del Lema 2.34, aśı f(u) ∩D 6= ∅,

donde u = ı́nf{s ∈ [r, t0] : f(s) ∩ D 6= ∅}. Como f(r) ∩ C = ∅ y D ⊂ C tenemos que r < u.
Consideremos los conjuntos abiertos V = U1∩(Ab−Aa) y V = 〈V,U1, ..., Um〉. Por la Afirmación
1, V ∩ [

⋃
f([r, t0])] = D. Como f(u) ∩ D 6= ∅ y f(u) ∈ f([r, t0]) ⊂ U se tiene que f(u) ∈ V.

Luego, f−1(V) es un conjunto abierto en [0, 1] tal que u ∈ f−1(V) y f−1(V) ∩ [r, u) = ∅, esto
contradice la continuidad de la función f .

Caso 2. f(r) no está contenido en algún arco. En este caso, notemos que 0 < r. Por la
continuidad de f podemos tomar un punto t0 ∈ [0, r) tal que f([t0, r]) ⊂ U . Notemos que
f(t0) está contenido en algún arco. Luego, por la Observación 1, existe q ∈ (0, 1) tal que
f(t0) ∩ Aq = ∅. De manera similar al caso 1, podemos elegir una componente C de Aq ∩ U1

tal que f(r) ∩ C 6= ∅ y C ⊂ Aq. Sea a = mı́n{g(y) : y ∈ C} y b = máx{g(y) : y ∈ C}.
Definamos D = C ∩ [

⋃
f([t0, r])]. De igual forma que en la Afirmación 1 se prueba que D =

[
⋃
f([t0, r])]∩U1∩ (Ab−Aa). Por otro lado, f|[t0,r]

y D cumplen las condiciones del Lema 2.34.

Aśı, si u = ı́nf{s ∈ [t0, r] : f(s) ∩ D 6= ∅}, entonces f(u) ∩ D 6= ∅. En consecuencia, u > t0
(f(t0) ∩ Aq = ∅ y C ⊂ Aq). Definamos V = U1 ∩ (Ab − Aa) y V = 〈V,U1, ..., Um〉. Dado que
f(u)∩D 6= ∅ y f(u) ∈ f([t0, r]) ⊂ U se tiene que f(u) ∈ V. Se sigue que f−1(V) es un conjunto
abierto en [0, 1] tal que u ∈ f−1(V) y f−1(V) ∩ [t0, u) = ∅, lo cual contradice la continuidad de
f .

Por lo tanto, no existe una función continua, f : [0, 1] → T D(X), tal que f(0) = S0 y
f(1) = S1.

Acontinuación enunciamos una serie de definiciones que nos ayudarán a exhibir una clase
de continuos cuyo hiperespacio de conjuntos totalmente disconexos es conexo por trayectorias.

2.36 Definición. Un dendroide es un continuo arco conexo y hereditariamente unicoherente
(vea la definición 1.24).

Notemos que en un dendroide X, para cualesquiera dos puntos x y y con x 6= y, existe un
único arco en X desde x hasta y, de lo contrario X no seŕıa hereditariamente unicoherente (una
prueba de esto la puede consultar en [20, pag. 42]).
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2.37 Notación. Si X es un dendroide y x, y ∈ X, entonces xy denota el único arco en X con
puntos finales x y y. Si x = y, entonces xy = {x}.

2.38 Definición. Un dendroide X es suave si existe un punto p ∈ X tal que dada cualquier
sucesión {an}n∈N en X tal que {an}n∈N converge a a en X, entonces Lim anp = ap.

2.39 Definición. Sean X un dendroide y p ∈ X. Definimos un orden parcial ≤p en X como
sigue. Si x, y ∈ X, entonces x ≤p y si, y sólo si, x ∈ yp.

2.40 Observación. Observemos que si X es un dendroide y x, p ∈ X, entonces {y ∈ X : y ≤p
x} es totalmente ordenado.

2.41 Definición. Decimos que un orden parcial ≤ en un espacio X es continuo si ≤ es un
subconjunto cerrado de X ×X, (vea [19, Definición 1.10]).

Los siguientes dos resultados los puede consultar en [19] (Lema 1.12 y Teorema 1.15).

2.42 Lema. Un dendroide X es suave si, y sólo si, existe un punto p ∈ X tal que el orden
parcial ≤p es continuo.

2.43 Teorema. Si X es un espacio métrico compacto y ≤ es un orden parcial continuo en X,
entonces existe una métrica equivalente r para X que satisface la siguiente condición.

(1) Si x ≤ y ≤ z en X y x 6= y 6= z, entonces r(x, y) < r(x, z).

Además, r puede ser construida tal que

(2) si x ≤ y ≤ z en X, entonces r(x, z) = r(x, y) + r(y, z).

2.44 Teorema. Si X es un dendroide suave, entonces T D(X) es contráctil.

Demostración. Sea p un punto en X tal que el orden parcial ≤p es continuo (vea la Definición
2.39 y el Lema 2.42). Consideremos d una métrica equivalente para X que satisface la condición
(2) del Teorema 2.43. Como X es compacto, podemos suponer que máx{d(x, p) : x ∈ X} = 1.

Afirmación 1. Dado cualquier x ∈ X y número real r ∈ [0, d(x, p)], existe un único punto y
en el arco px tal que d(p, y) = r.

Para probar esta Afirmación notemos que {y ∈ X : y ≤p x} = xp es conexo, aśı al menos
existe un punto y ≤p x tal que d(y, p) = r. Supongamos ahora que y y z son puntos en xp
tales que d(y, p) = d(z, p) = r. Como {y ∈ X : y ≤p x} = xp es totalmente ordenado, se
tiene que y ≤p z o z ≤p y. Supongamos que y ≤p z. Dado que p ≤p y ≤p z tenemos que
r = d(p, z) = d(p, y) + d(y, z) = r+ d(y, z) lo que implica que y = z. Esto prueba la Afirmación
1.

Definamos H : X × [0, 1]→ X dada por

H((x, t)) =

{
el único y ∈ px tal que d(y, p) = t, si d(x, p) ≥ t

x, si d(x, p) ≤ t.
Por la Afirmación 1 tenemos que H está bien definida.

Afirmacion 2. La función H es continua.

En efecto, dado que la función d : X → R dada por d(x) = d(x, p) es continua, los conjuntos
U = {(x, t) ∈ X × [0, 1] : d(x, p) ≥ t} y V = {(x, t) ∈ X × [0, 1] : d(x, p) ≤ t} son cerrados
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en X × [0, 1]. Además, U ∪ V = X × [0, 1]. Aśı, basta probar que H es continua en estos
dos conjuntos. Observemos que H es continua en V . Para probar que H es continua en U
consideremos una sucesión {(xn, tn)}n∈N en U que converge a (x, t) en U . Sea y un punto en
la cerradura de {H((xn, tn)) : n ∈ N}. Dado que H((xn, tn)) ≤p xn para cada n ∈ N y ≤p es
cerrado se tiene que y ≤p x (vea el Lema 2.42 y la Definición 2.41). Como d(H((xn, tn)), p) = tn
para cada n ∈ N y tn → t, la continuidad de d implica que d(y, p) = t. Se sigue que y es el
único punto en el arco px tal que d(y, p) = t, es decir, H((x, t)) = y. Como X es compacto,
esto establece la continuidad de H.

Observemos que H cumple las siguientes condiciones.

(i) H((x, 0)) = p,

(ii) H((x, 1)) = x, para cada x ∈ X,

(iii) H((H((x, s)), t)) = H((x,mı́n{s, t})), para cada x ∈ X y para cada s, t ∈ [0, 1].

Ahora, Definamos H : T D(X) × [0, 1] → CL(X) dada por H((A, t)) = H(A × {t}), para
cada (A, t) ∈ T D(X)× [0, 1]. Notemos que H está bien definida ya que H es continua y A×{t}
es compacto en X× [0, 1]. Además, por las condiciones (i) y (ii) tenemos que H((A, 0)) = {p} y
H((A, 1)) = A, para cada A ∈ T D(X). Por otro lado, la función inducida H : CL(X × [0, 1])→
CL(X) dada por H(E) = H(E), para cada E ∈ CL(X × [0, 1]) es continua ya que H lo es (vea
[9, Lema 13.3]). En consecuencia la función H es continua.

Ahora, para cada t ∈ (0, 1) sea Ft = {x ∈ X : d(x, p) ≤ t} y Bt = {x ∈ X : d(x, p) = t}.
Notemos que para cada x ∈ X, H((x, t)) ∈ Ft. Fijemos un elemento A ∈ T D(X).

Afirmación 3. Se tiene que H(A× {t}) ⊆ (A ∩ Ft) ∪Bt para cada t ∈ (0, 1).

Sean t ∈ (0, 1) y H((a, t)) ∈ H(A× {t}). Se tiene que a ∈ Ft o a /∈ Ft. Si a ∈ Ft, tenemos
que H((a, t)) = a ∈ A∩Ft. Ahora, si a ∈ X −Ft, entonces d(a, p) > t. Luego, por la definición
de H se tiene que H((a, t)) es un punto en X tal que d(p,H(a, t)) = t, de donde H((a, t)) ∈ Bt.
Esto prueba la Afirmación 3.

Afirmación 4. Los conjuntos Ft y Bt son cerrados, para cada t ∈ [0, 1].

Para esto, basta recordar que la función d : X → R dada por d(x) = d(x, p) es continua y
notar que Ft = d−1([0, t]) y d−1(t) = Bt.

Afirmación 5. El conjunto Bt es totalmente disconexo para cada t ∈ (0, 1).

Sean x ∈ Bt y K la componente conexa de x en Bt. Notemos que K ∈ C(X), ya que
Bt es cerrado en X (vea la Afirmación 4). Si existe z ∈ K − {x}, como X es arco conexo y
hereditariamente unicoherente existe un arco L en K desde x hasta z. Notemos que x, z ∈ L ⊆
K ⊆ Bt. Además, x 6= p ya que para cada t ∈ (0, 1), p /∈ Bt puesto que p ∈ F0. En consecuencia
x, p y z son tres puntos distintos en X. También observemos que p /∈ L. Consideremos el arco
en X, px, desde p hasta x y sea w la primera vez que el arco px intersecta al arco xz. Se sigue
que w ∈ L y pw ∩ xz = {w}. Dado que w ∈ L ⊆ Bt y p /∈ Bt tenemos que p 6= w. Sin pérdida
de generalidad supongamos que z 6= w. Como p, z ∈ H({z} × [0, t]) (ya que H((z, 0)) = p y
z ∈ L ⊆ K ⊆ Bt) y H({z} × [0, t]) es conexo tenemos que w ∈ H({z} × [0, t]) (pz = pw ∪ wz).
Luego, existe r ∈ [0, t] tal que H((z, r)) = w. Si r = t, entonces w = H((z, t)) = z ya que
z ∈ Bt ⊆ Ft, de donde w = z lo cual es una contradicción. Aśı, r ∈ [0, t) y H((z, r)) = w, es
decir, w ∈ Fr con r < t, por lo cual w /∈ Bt lo que contradice el hecho de que w ∈ L ⊆ K ⊆ Bt.
Esto prueba la Afirmación 5.
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Finalmente, dado t0 ∈ (0, 1) tenemos por la Afirmación 3 que H((A, t0)) = H(A× {t0}) ⊆
(A∩Ft0)∪Bt0 . Notemos que (A∩Ft0) yBt0 son subconjuntos compactos y totalmente disconexos
(vea la Afirmación 4). Luego, por el Teorema 1.22 tenemos que (A ∩ Ft0) ∪ Bt0 es totalmente
disconexo, aśı H((A, t0)) es totalmente disconexo. Con todo lo anterior hemos probado que H
es una función continua de T D(X)× [0, 1] a T D(X) tal que H((A, 0)) = {p} y H((A, 1)) = A
para cada A ∈ T D(X).

En seguida mencionamos algunas consecuencias inmediatas del Teorema 2.44.

2.45 Corolario. Si X es un dendroide suave, entonces T D(X) es conexo por trayectorias.

2.46 Definición. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas
cerradas simples.

El siguiente resultado lo puede consultar en [13, Teorema 8, pag. 116].

2.47 Teorema. Un continuo X es una dendrita si, y sólo si, X es un dendroide suave en cada
uno de sus puntos.

2.48 Corolario. Si X es una dendrita, entonces T D(X) es conexo por trayectorias.

2.49 Definición. Un continuo es una dendrita local si cada uno de sus puntos tiene una
vecindad la cual es una dendrita.

2.50 Corolario. Si X es una dendrita local, entonces T D(X) es conexo por trayectorias.

Demostración. Fijemos A ∈ T D(X). Por [12, Teorema 9, pag. 307] X = Y ∪ Z, donde Y y
Z son dendritas. Fijemos un punto p ∈ Y ∩ Z. Ahora, por el Corolario 2.48, existen funciones
continuas, α1 : [0, 1] → T D(Y ) y α2 : [0, 1] → T D(Z), tales que α1(0) = A ∩ Y , α1(1) = {p},
α2(0) = A ∩ Z y α2(1) = {p}. Definamos α : [0, 1] → T D(X) dada por α(t) = α1(t) ∪ α2(t).
Por el Teorema 1.22 tenemos que α esta bien definida. Notemos que α(0) = A y α(1) = {p}.
Es claro que α es continua (vea [10, Lema 1.1 (a)]). En consecuencia, cualquier elemento de
T D(X) se puede unir mediante una trayectoria con {p}.

En seguida mostramos un ejemplo de un dendroide (no suave) cuyo hiperespacio T D(X) no
es conexo por trayectorias. Para esto primero recordamos una definición la cual puede consultar
en [1, D5].

2.51 Definición. Un continuo X es uniformemente arco conexo si X es arcoconexo y si
para cada ε > 0 existe k ∈ N tal que cada arco A en X contiene puntos a0, a1, ..., ak tales que
A = a0a1 ∪ · · · ∪ ak−1ak y diám(aiai+1) < ε para cada i ∈ {0, ..., k − 1}.

2.52 Ejemplo. Sea L0 el segmento de recta que une el punto (0, 0) con el punto (1, 0). Para

cada n ∈ N, sean xn = (1, 1
n ), yin = (1, 1

n −
i

2n2(n+1) ) con i ∈ {1, ..., n} y zin = (3
4 ,

3
4

n −
( 3
4 ) i

2n2(n+1) ) para i ∈ {1, ..., n}. Para cada n ∈ N sean Hn el segmento de recta que une el

punto xn con el punto z1n, In el segmento de recta que une al punto (0, 0) con el punto xn,
Jin el segmento de recta que une el punto zin con el punto yin con i ∈ {1, ..., n} y Kin el
segmento de recta que une el punto yin con el punto z(i+1)n con i ∈ {1, ..., n − 1}. Para cada
n ∈ N, denotemos Ln = Hn ∪ In ∪ (

⋃
{Jin : i ∈ {1, ..., n}}) ∪ (

⋃
{Kin : i ∈ {1, ..., n − 1}}) y

X = L0 ∪ (
⋃
{Ln : n ∈ N}), vea la figura 2.1, nosotros probaremos que T D(X) no es conexo

por trayectorias.
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Figura 2.1: Un dendroide X con hiperespacio T D(X) no conexo por trayectorias

Para probar que T D(X) no es conexo por trayectorias consideremos S0 = {(0, 0)} y S1 =
{xn : n ∈ N}

⋃
{(1, 0)}

⋃
{yin : n ∈ N y i ∈ {1, ..., n}} elementos en T D(X). Supongamos que

existe una función continua f : [0, 1] → T D(X) tal que f(0) = S0 y f(1) = S1. Notemos que
S0 está contenido en un subcontinuo uniformemente arco conexo de X y S1 no está contenido
en algún subcontinuo uniformemente arco conexo de X. Sea

r = sup{s ∈ [0, 1] : f(t) está contenido en algún subcontinuo uniformemente

arco conexo de X, para cada t ≤ s}.

Por el Teorema 2.30 podemos considerar U1, ..., Uk bolas abiertas en X, ajenas dos a dos
tales que diám(Ui) <

1
8 , para cada i ∈ {1, ..., k} y f(r) ∈ U = 〈U1, ..., Uk〉. En lo que sigue

consideramos dos casos.

Caso 1. f(r) está contenido en un subcontinuo uniformemente arco conexo de X. Notemos
que 0 ≤ r < 1. Sea t0 ∈ (r, 1] tal que f([r, t0]) ⊆ U y tal que f(t0) no está contenido en
un subcontinuo uniformemente arco conexo. Aśı para cada n ∈ N existe N ∈ N con N > n
tal que f(t0) ∩ JiN 6= ∅ o f(t0) ∩ KiN 6= ∅ para algún i > N . Se sigue que f(t0) tiene un
punto de acumulación en el segmento de recta que une al punto ( 3

4 , 0) con el punto (1, 0).
Denotemos tal punto por x0. Sin perder generalidad supongamos que x0 ∈ U1. Como f(r) está
contenido en un subcontinuo uniformemente arco conexo de X, podemos considerar m ∈ N tal
que f(r) ∩ Jin = ∅ para cada n ≥ m y cada i ∈ {m, ..., n} y f(r) ∩Kin = ∅ para cada n ≥ m y
cada i ∈ {m, ., .., n− 1}. Fijemos C una componente de U1 tal que f(t0)∩C ∩ (JjN ∪KlM ) 6= ∅
con N,M > 2m, j ∈ {2m, ..., N} y l ∈ {2m, ...,M − 1}. Notemos que f(r)∩C = ∅. Definamos
D = C∩[

⋃
f([r, t0])]. Observe queD es un subconjunto cerrado de

⋃
f([r, t0]) ya que Ui∩Uj = ∅

si i 6= j y D ⊆ C ∩
⋃
f([r, t0]) ⊆ C ∩

⋃
f([r, t0]), vea [18, Teorema 2.5].

Ahora, notemos que f|[r,t0]
y D satisfacen las condiciones del Lema 2.34, en consecuencia si

u = ı́nf{s ∈ [r, t0] : f(s)∩D 6= ∅}, entonces f(u)∩D 6= ∅. Como f(r)∩C = ∅ y D ⊆ C tenemos
que r < u. Consideremos los conjuntos abiertos C y V = 〈C,U1, ..., Um〉. Como f(u)∩D 6= ∅ y
f(u) ∈ f([r, t0]) ⊆ U se tiene que f(u) ∈ V. Luego, f−1(V) es un conjunto abierto en [0, 1] tal
que u ∈ f−1(V) y f−1(V) ∩ [r, u) = ∅, esto contradice la continuidad de la función f .

Caso 2. f(r) no está contenido en un subcontinuo arco conexo. En este caso, notemos que
0 < r y que para cada n ∈ N existe N ∈ N con N > n tal que f(r) ∩ JiN 6= ∅ o f(r) ∩KiN 6= ∅
para algún i > N . Se sigue que f(r) tiene un punto de acumulación en el segmento de recta
que une al punto ( 3

4 , 0) con el punto (1, 0). Denotemos tal punto por x0. Sin perder generalidad
supongamos que x0 ∈ U1. Fijemos un punto t0 ∈ [0, r) tal que f([t0, r]) ⊆ U . Sea m ∈ N tal
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que f(t0)∩Jin = ∅ para cada n ≥ m y cada i ∈ {m, ..., n} y f(t0)∩Kin = ∅ para cada n ≥ m y
cada i ∈ {m, ., .., n− 1}. Fijemos C una componente de U1 tal que f(r)∩C ∩ (JjN ∪KlM ) 6= ∅
con N,M > 2m, j ∈ {2m, ..., N} y l ∈ {2m, ...,M −1}. Notemos que f(t0)∩C = ∅. Definamos
D = C∩[

⋃
f([t0, r])]. Observe queD es un subconjunto cerrado de

⋃
f([t0, r]) ya que Ui∩Uj = ∅

si i 6= j y D ⊆ C ∩
⋃
f([t0, r]) ⊆ C ∩

⋃
f([t0, r]), vea [18, Teorema 2.5].

Ahora, notemos que f|[t0,r]
y D satisfacen las condiciones del Lema 2.34, en consecuencia si

u = ı́nf{s ∈ [t0, r] : f(s)∩D 6= ∅}, entonces f(u)∩D 6= ∅. Como f(t0)∩C = ∅ y D ⊆ C tenemos
que t0 < u. Consideremos los conjuntos abiertos C y V = 〈C,U1, ..., Um〉. Como f(u) ∩D 6= ∅
y f(u) ∈ f([t0, r]) ⊆ U se tiene que f(u) ∈ V. Luego, f−1(V) es un conjunto abierto en [0, 1]
tal que u ∈ f−1(V) y f−1(V) ∩ [t0, u) = ∅, esto contradice la continuidad de la función f .

Por lo tanto, no existe una función continua, f : [0, 1] → T D(X), tal que f(0) = S0 y
f(1) = S1.

Hasta este punto, hemos mostrado dos ejemplos de dos continuos cuyos hiperespacios de
los conjuntos totalmente disconexos no son conexos por trayectorias, vea los ejemplos 2.52
y 2.35. Lo que nos conduce a la pregunta ¿Cuantas componentes por trayectorias tendrá
nuestro hiperespacio de estudio para dichos continuos?. Para intentar responder dicha pregunta,
enunciamos las siguientes definiciones y demostramos una serie de resultados.

Los siguientes dos resultados fueron probados en el Lema 2.28. El significado de dim(X) = 0
lo puede consultar en la Definición 1.25.

2.53 Lema. Sea X un espacio T1. Si dim(X) = 0, entonces X es totalmente disconexo.

2.54 Lema. Sea X un espacio compacto y Hausdorff, entonces dim(X) = 0 si, y sólo si, X es
totalmente disconexo.

Como consecuencia de los Lemas 2.53 y 2.54 se tiene el siguiente Corolario.

2.55 Corolario. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff, entonces dim(X) = 0,
si, y sólo si, X es totalmente disconexo.

2.56 Lema. [3, Teorema 3.3.1] Si X es un espacio localmente compacto y Hausdorff, entonces
X es T3 1

2
.

El siguiente resultado es una consecuencia de [3, Proposición 1.5.5].

2.57 Lema. Si X es un espacio T3, K ⊆ X es compacto y L ∈ CL(X) tal que K ∩ L = ∅,
entonces existe V abierto en X tal que K ⊆ V ⊆ V ⊆ X − L.

2.58 Lema. [3, Teorema 3.3.2] Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Si K ⊆ X
es compacto y W es abierto en X tal que K ⊆ W , entonces existe V abierto en X tal que
K ⊆ V ⊆ V ⊆W y V es compacto.

2.59 Definición. Decimos que un espacio X es un espacio de Lindelöf si toda cubierta
abierta de X tiene una subcubierta numerable.

2.60 Lema. [3, Teorema 3.8.4] Si X es un espacio de Lindelöf y D ∈ CL(X), entonces D es de
Lindelöf.

2.61 Definición. Un espacio X es numerablemente compacto si toda cubierta abierta numer-
able de X tiene una subcubierta finita.

22



2.62 Lema. [3, Teorema 3.10.3] Sea X un espacio. Entonces X es numerablemente compacto
si, y sólo si, todo subconjunto infinito numerable de X tiene algún punto de acumulación.

2.63 Lema. [3, Teorema 3.10.1] Sea X un espacio de Lindelöf, entonces X es compacto si, y
sólo si, X es numerablemente compacto.

2.64 Lema. [3, Teorema 3.8.3] Si X es un espacio de Lindelöf y T3, entonces X es T4.

2.65 Lema. Sean X un espacio Hausdorff y C ⊆ X cerrado, discreto y numerable. Si A,B ⊆ C
y A−B es infinito, entonces A no es compacto y A−B tampoco lo es.

Demostración. Como A − B es infinito se tiene que A es infinito. Para cada a ∈ A, fijemos
Ua abierto en X tal que Ua ∩ A = {a}. Luego, {Ua : a ∈ A} es una cubierta abierta de A que
no tiene subcubiertas finitas. De manera ańaloga se muestra que A−B no es compacto.

2.66 Lema. Sean X un espacio Hausdorff, E ∈ CL(X) y K ⊆ X compacto. Si E no es
compacto, entonces E −K es infinito.

Demostración. Supongamos que E − K es finito y sea U una cubierta abierta de K ∪ E.
Como K es compacto, existen U1, ..., Un abiertos en X tales que K ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un. Sea
E −K = {x1, ..., xm}. Para cada i ∈ {1, ...,m}, fijemos Vi ∈ U tal que xi ∈ Vi. Se sigue que
K ∪ E ⊆ (U1 ∪ · · · ∪ Un) ∪ (V1 ∪ · · · ∩ Vm), en consecuencia K ∪ E es compacto. Dado que
E ∈ CL(X) y E ⊆ E ∪ K tenemos que E es compacto, lo cual es una contradicción. Por lo
tanto E −K es infinito.

2.67 Lema. Sea X un espacio T3. Si {xn : n ∈ N} ⊆ X es discreto, entonces para cada n ∈ N,
existe Wn abierto en X tal que xn ∈Wn, y Wi ∩Wj = ∅ para i 6= j.

Demostración. Como {xn : n ∈ N} es discreto, para cada i ∈ N tenemos que xi ∈ X −
{xn : n ∈ N− {i}}. Por el Lema 2.57, para cada i ∈ N, existe Ui abierto en X tal que xi ∈ Ui y
Ui ∩ {xn : n ∈ N− {i}} = ∅. Sea W1 = U1 y denotemos Wi = Ui − (U1 ∪ · · · ∪Ui−1), para toda
i ≥ 2. Notemos que xi ∈ Wi, para cada i ∈ N. Ahora, sean i, j ∈ N con i < j. Dado x ∈ Wj ,
se tiene que x /∈ Ui, en consecuencia x /∈Wi.

2.68 Proposición. Para cada A,B ⊆ N, decimos que A ∼ B si, y sólo si, existe N ∈ N tal
que A ∩ [N,∞) = B ∩ [N,∞). Se cumplen las siguientes condiciones.

(1) La relación ∼ es de equivalencia.

(2) Si A,B ⊆ N son finitos, entonces A ∼ B.

(3) La clase [A]∼ es numerable, para cada A ∈ P(N).

(4) Hay tantas clases de equivalencia como números reales.

Demostración. Consideremos A,B,C ⊆ N.

(1) Es claro que A ∼ A y también que si A ∼ B entonces B ∼ A. Ahora, si A ∼ B y B ∼ C
se tiene que existen N,M ∈ N tales que A∩ [N,∞) = B ∩ [N,∞) y B ∩ [M,∞) = C ∩ [M,∞).
Sea m = máx{M,N}. Se sigue que A ∩ [m,∞) = B ∩ [m,∞) = C ∩ [m,∞), de donde A ∼ C.

(2) Si A y B son finitos consideremos m = máx A y n = máx B. Dado N = máx {m,n}+1,
se tiene que A ∩ [N,∞) = ∅ = B ∩ [N,∞).
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(3) Para cada k ∈ N, definimos Lk = {E ⊆ N : A ∩ [k,∞) = E ∩ [k,∞)}.

Afirmamos que |Lk| < ω.

En efecto, definamos fk : P({1, ..., k− 1})→ Lk dada por f(E) = E ∪ (A∩ [k,∞)). Veamos
que fk es sobreyectiva. Sea D ∈ Lk. Se tiene que D ∩ {1, ..., k − 1} ∈ P({1, ..., k − 1}). Ahora,
fk(D∩{1, ..., k− 1}) = (D∩{1, ..., k− 1})∪ (A∩ [k,∞)) = (D∩{1, ..., k− 1})∪ (D∩ [k,∞)) =
D∩N = D. Por lo tanto fk es sobreyectiva. En consecuencia, 2k−1 = |P({1, ..., k−1})| ≥| Lk |.
Esto prueba la Afirmación.

Por otro lado, observemos que [A]∼ =
⋃
{Lk : k ∈ N}. Se sigue que [A]∼ es numerable, para

cada A ∈ P(N).

(4) Observemos que {[A]∼ : A ∈ P(N)} es una partición de P(N). Como |P(N)| = |R|
y [A]∼ es numerable, para cada A ⊆ N, se tiene que hay tantas clases de equivalencia como
números reales.

2.69 Teorema. Si X es segundo numerable, entonces |τ | ≤ |R|, donde τ denota la topoloǵıa
de X.

Demostración. Sea B = {B1, B2, ...} una base numerable para la topoloǵıa de X. Para cada
subconjunto abierto, U , de X fijemos un subconjunto, digamos Nu, de N tal que U =

⋃
{Bi :

i ∈ Nu}. Definamos f : τ → {A : A ⊆ N} dada por f(U) = Nu. Es claro que f es una función
inyectiva.

2.70 Corolario. Si X es segundo numerable, entonces |CL(X)| ≤ |R|.

Demostración. Sea A = {A ⊆ X : A es abierto en X}. Definamos f : A → CL(X) por
f(A) = X − A, para cada A ∈ A. Es claro que f es una función biyectiva. Por el Teorema
2.69, el corolario esta probado.

2.71 Lema. Sea X un espacio Hausdorff y localmente compacto. Sean K un subconjunto
compacto de X, P ∈ CL(X) y B ⊆ X tales que P −K ⊆ B. Supongamos que P −K = {cn :
n ∈ N} ∈ CL(X) es discreto y cn 6= cm para cada n 6= m. Si existe {Pk : k ∈ N} ⊆ CL(X) tal
que Pk → P y Pk −B no es compacto, para cada k ∈ N, entonces existe V abierto en X, existe
M ∈ N y para cada m ∈ N existe Um abierto y existe nm ∈ N tales que:

(1) Los elementos de {Um : m ∈ N} ∪ {V } son ajenos dos a dos.

(2) Se tiene que cm ∈ Um, para cada m ∈ N y K ⊆ V .

(3) Se tiene que nm < nm+1, para cada m ∈ N.

(4) Para cada m ∈ N, existe xm ∈ PM+m ∩ (Unm − {cnm}).

Demostración. Por el Lema 2.56 tenemos que X es un espacio T3 1
2
, y aśı T3. Luego, por

los Lemas 2.57 y 2.58, existe V abierto en X tal que K ⊆ V ⊆ V ⊆ X − (P − K) y V es
compacto. Ahora, por el Lema 2.67, para cada m ∈ N, existe Vm abierto en X tal que cm ∈ Vm
y Vn ∩ Vm = ∅, si n 6= m. Como X es T3 (Lema 2.56), para cada m ∈ N, existen abiertos
en X, Wm y W ′m tales que cm ∈ Wm, V ⊆ W ′m y Wm ∩ W ′m = ∅. Para cada m ∈ N, sea
U ′m = Wm ∩ Vm. Se tiene que U ′m ∩ U ′n = ∅ si n 6= m ya que para cada n ∈ N, U ′n ⊆ Vn y
Vn ∩ Vm = ∅. Además, dado m ∈ N, U ′m ∩ V = ∅ ya que U ′m ⊆Wm, Wm ∩W ′m = ∅ y V ⊆W ′m.
Por el Lema 2.58, para cada m ∈ N existe Um abierto en X tal que cm ∈ Um ⊆ Um ⊆ U ′m y
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Um es compacto. Notemos que la familia {Um : m ∈ N} ∪ {V } satisface las condiciones (1) y
(2) de este Lema.

Para probar las condiciones (3) y (4), sea U = V ∪ (
⋃
{Um : m ∈ N}). Es claro que P ∈ 〈U〉.

Como Pk → P , existe M ∈ N tal que Pk ∈ 〈U〉, para todo k > M . Si PM+1 −B ⊆ V , por
la compacidad de V , tenemos que PM+1 −B es compacto, lo cual contradice la hipótesis del
Lema. En consecuencia, existe y1 ∈ PM+1 −B − V ⊆ PM+1 − V (ya que PM+1 −B ⊆ PM+1).
Sea n1 ∈ N tal que y1 ∈ Un1

. Luego, existe x1 ∈ (PM+1 −B) ∩ Un1
. Notemos que x1 6= cn1

ya
que cn1

∈ P −K ⊆ B, de donde x1 ∈ (PM+1 − B) ∩ (Un1
− {cn1

}) ⊆ PM+1 ∩ (Un1
− {cn1

}).
De esta forma, supongamos que se han construido n1 < · · · < nj y puntos x1, ..., xj ∈ X
tales que xi ∈ PM+i ∩ (Uni

− {cni
}). Ahora, como PM+j+1 −B ⊆ PM+j+1 no es compacto y

V ∪ Un1 ∪ · · · ∪ Unj es compacto, existe un punto yj+1 ∈ PM+j+1 −B − (V ∪ Un1 ∪ · · · ∪ Unj ).
Luego, existe nj+1 ∈ N tal que yj+1 ∈ Unj+1 . Sea xj+1 ∈ (PM+j+1 −B) ∩ (Unj+1 − {cnj+1}) ⊆
PM+j+1 ∩ (Unj+1

− {cnj+1
}). Finalmente, si es necesario reordenamos n1, ..., nj , nj+1. Aśı,

inductivamente hemos probado las condiciones (3) y (4) del Lema.

La siguiente definición será de gran utilidad en las pruebas de los siguientes resultados.

2.72 Definición. Decimos que un subconjunto A de un espacio X es cerra-abierto en X si
A es cerrado y abierto en X.

2.73 Lema. Sea E un espacio T4 tal que dim(E) = 0. Sea Y = {yn : n ∈ N} ⊆ E cerrado,
discreto e infinito. Si {Qn : n ∈ N} es una familia celular de cerra-abiertos en E tal que
yn ∈ Qn, para cada n ∈ N, entonces existe una familia celular, {Vn : n ∈ N}, de cerra-abiertos
en E tal que yn ∈ Vn ⊆ Qn, para cada n ∈ N y

⋃
{Vn : n ∈ N} ∈ CL(E). Más aún, si

{Pn : n ∈ N} ⊆ CL(E) es tal que Pn ⊆ Vn, para cada n ∈ N, entonces
⋃
{Pn : n ∈ N} ∈ CL(E).

Demostración. Sea L =
⋃
{Qn : n ∈ N} −

⋃
{Qn : n ∈ N}. Si L es vaćıo no hay nada que

demostrar. Supongamos entonces que L es no vaćıo. Notemos que Y ⊆ E − L y L es cerrado.
Como E es T4, existe W0 abierto en E tal que Y ⊆ W0 ⊆ W0 ⊆ E − L. Observemos que para
cada n ∈ N, yn ∈ Qn ∩W0 y Qn ∩W0 es abierto en E. Como dim(E) = 0, para cada n ∈ N,
existe Vn abierto y cerrado en E, tal que yn ∈ Vn ⊆ Qn ∩W0. Es claro que {Vn : n ∈ N} es una
familia celular en E.

Afirmamos que
⋃
{Vn : n ∈ N} ∈ CL(E).

Para probar esta Afirmación, dado que Vn ⊆ Qn ∩ W0, para cada n ∈ N, tenemos que⋃
{Vn : n ∈ N} ⊆ (

⋃
{Qn : n ∈ N}) ∩W0, de donde

⋃
{Vn : n ∈ N} ⊆

⋃
{Qn : n ∈ N} ∩W0 ⊆⋃

{Qn : n ∈ N} ∩ (E − L). En consecuencia
⋃
{Vn : n ∈ N} ⊆

⋃
{Qn : n ∈ N}. Luego, dado

x ∈
⋃
{Vn : n ∈ N}, tenemos que x ∈ Qn, para algún n ∈ N. Si x ∈ Qn − Vn, se tiene que

(Qn − Vn) ∩ (
⋃
{Vn : n ∈ N}) = ∅ (Qn ∩Qm = ∅, si n 6= m), lo cual contradice el hecho de que

x ∈
⋃
{Vn : n ∈ N}. Por lo tanto, x ∈ Vn. Esto prueba la Afirmación.

De igual forma que en la Afirmación, se prueba que si {Pn : n ∈ N} ⊆ CL(E) es tal que
Pn ⊆ Vn, para cada n ∈ N, entonces

⋃
{Pn : n ∈ N} ∈ CL(E).

2.74 Lema. Sea X un espacio T4. Si {Pn : n ∈ N} es una familia tal que Pn ∩ Pm = ∅ si
n 6= m;

⋃
{Pn : n ∈ N} ∈ CL(X) y para cada n ∈ N Pn es cerra-abierto en

⋃
{Pn : n ∈ N},

entonces existe una familia celular {Un : n ∈ N} tal que Pn ⊆ Un, para cada n ∈ N.

Demostración. Notemos que para cada m ∈ N, se tiene que Pm y
⋃
{Pn : n ∈ N − {m}}

son cerrados en
⋃
{Pn : n ∈ N}, en consecuencia Pm y

⋃
{Pn : n ∈ N − {m}} son cerrados
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ajenos en X. Como X es T4, para cada m ∈ N, existe Wm abierto en X tal que Pm ⊆ Wm y
Wm ∩

⋃
{Pn : n ∈ N− {m}} = ∅. Dado que X es T4, para cada m ∈ N existe Vm abierto en X

tal que Pm ⊆ Vm ⊆ Vm ⊆ Wm. Sea U1 = V1 y Um = Vm − (V1 ∪ · · · ∪ Vm−1). Es claro que la
familia {Um : m ∈ N} satisface el Lema.

2.75 Lema. SeaX un espacio T4 y localmente compacto. Sean E,B ∈ T D(X). Sea Y ⊆ E −B
cerrado, discreto e infinito numerable. Entonces existe V abierto y para cada n ∈ N existe Un
abierto en X tales que

(1) Para cada n ∈ N, V ∩ Un = ∅ y Un ∩ Um = ∅, con n 6= m.

(2) Para cada n ∈ N, Un ∩ E 6= ∅ y B ⊆ V .

(3) E ⊆ V ∪ (
⋃
{Un : n ∈ N}).

Demostración. Sea Y = {yn : n ∈ N}. Por el Lema 2.67, para cada n ∈ N existe Wn

abierto en X tal que yn ∈ Wn y Wn ∩Wm = ∅ si n 6= m. Ahora, por el Corolario 2.55, se
tiene que E es 0-dimensional, en consecuencia, para cada n ∈ N existe On cerra-abierto en E
tal que yn ∈ On ⊆ Wn. Luego, por el Lema 2.73, existe una familia celular {Vn : n ∈ N}
de cerra-abiertos en E tales que yn ∈ Vn, para cada n ∈ N y

⋃
{Vn : n ∈ N} ∈ CL(E).

Observe que
⋃
{Vn : n ∈ N} ∈ CL(X). Dado que para cada n ∈ N yn ∈ E −B y yn ∈ Vn,

existe xn ∈ Vn ∩ (E − B) = Vn − B. Como E es 0-dimensional, para cada n ∈ N existe Pn
cerra-abierto en E tal que xn ∈ Pn ⊆ Vn − B. Luego, por el Lema 2.73 podemos suponer
que

⋃
{Pn : n ∈ N} ∈ CL(E) de donde

⋃
{Pn : n ∈ N} es cerrado en X. Observemos que

{Pn : n ∈ N} cumple las condiciones del Lema 2.74, aśı, para cada n ∈ N existe Qn abierto en
X tal que Pn ⊆ Qn yQn∩Qm = ∅ si n 6= m. Por otro lado, notemos que

⋃
{Pn : n ∈ N} ⊆ E−B.

Se sigue que B ∪ (E −
⋃
{Pn : n ∈ N}) y

⋃
{Pn : n ∈ N} son cerrados ajenos en X. Como

X es T4 existen V y W abiertos ajenos en X tales que B ∪ (E −
⋃
{Pn : n ∈ N}) ⊆ V y⋃

{Pn : n ∈ N} ⊆ W . Para cada n ∈ N, sea Un = Qn ∩W . Es claro que {V } ∪ {Un : n ∈ N}
satisface las condiciones (1) y (3) del Lema. Para probar la condición (2), notemos que para
cada n ∈ N, xn ∈ Pn ⊆ Qn ∩W ∩ E = Un ∩ E.

2.76 Lema. Sean X un espacio y A un subespacio conexo de CL(X). Si K es un subconjunto
abierto, cerrado y no vaćıo de

⋃
A, entonces A ∩K 6= ∅ para cada A ∈ A.

Demostración. Supongamos que existe A ∈ A tal que A ∩ K = ∅. Como K es abierto en⋃
A, existe U abierto en X tal que K = U ∩ (

⋃
A).

Afirmación 1. Tenemos que K− ∩ A = U− ∩ A.

Para probar esta Afirmación, dado B ∈ K− ∩ A se tiene que B ∩ K 6= ∅ y B ∈ A.
Como K ⊆ U obtenemos que B ∩ U 6= ∅ y B ∈ A, por lo cual B ∈ U− ∩ A. Por lo tanto
K− ∩A ⊆ U− ∩A. Por otro lado, dado E ∈ U− ∩A tenemos que E ∩U 6= ∅ y E ∈ A. Se sigue
que E ∩ U 6= ∅ y E ⊆

⋃
A, de donde ∅ 6= E ∩ U ⊆ E ∩ (

⋃
A) ∩ U = E ∩K. Aśı, E ∈ K− ∩A.

Esto prueba la Afirmación 1.

Ahora, como K es cerrado en
⋃
A tenemos que

⋃
A−K es abierto en

⋃
A. En consecuencia,

existe V abierto en X tal que
⋃
A−K = V ∩ (

⋃
A).

Afirmación 2. Tenemos que (
⋃
A−K)+ ∩ A = V + ∩ A.

Para probar esta Afirmación, sea C ∈ (
⋃
A−K)+ ∩A. Como (

⋃
A−K) ⊆ V se tiene que

C ∈ V + ∩ A. Por otro lado, dado D ∈ V + ∩ A tenemos que D ⊆ V y D ⊆
⋃
A. Se sigue que

D ⊆ V ∩ (
⋃
A) =

⋃
A−K. Aśı, D ∈ (

⋃
A−K)+ ∩ A. Esto prueba la Afirmación 2.
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Notemos que A = [(
⋃
A−K)+∩A]∪[K−∩A], A ∈ (

⋃
A−K)+∩A. Además, como K 6= ∅ y

K ⊆
⋃
A se tiene que K−∩A 6= ∅. También, observemos que [(

⋃
A−K)+∩A]∩ [K−∩A] = ∅.

Por las Afirmaciones 1 y 2, (
⋃
A−K)+∩A y K−∩A son abiertos en A. Con todo esto tenemos

que A no es conexo, lo cual es una contradicción.

El siguiente resultado es uno de los resultados más importantes que obtuvimos durante el
desarrollo de este trabajo. Dicho resultado está incluido en nuestro art́ıculo The hyperspace of
totally disconnected sets, vea [4].

2.77 Teorema. Sea X un espacio Hausdorff, localmente compacto y Lindelöf. Si C es un
subconjunto cerrado, discreto y numerable de X y A y B son subconjuntos de C tales que
A−B es infinito, entonces no existe una trayectoria de A a B en T D(X).

Demostración. Supongamos que existe una trayectoria α : [0, 1]→ T D(X) tal que α(0) = B
y α(1) = A. Sean T = {t ∈ [0, 1] : α(t)−B es compacto} y t0 = sup T . Observe que 0 ∈ T .
Ahora por el Lema 2.65, A no es compacto y A − B tampoco lo es. Como A − B es infinito
tenemos que A−B es un subconjunto infinito de C. En consecuencia A−B no es compacto,
es decir, 1 /∈ T . Supongamos que t0 /∈ T , es decir, α(t0)−B no es compacto. Por el Lema
2.63 tenemos que α(t0)−B no es numerablemente compacto, luego por el Lema 2.62 existe
Y ⊆ α(t0)−B cerrado, discreto e infinito numerable. Por el Lema 2.75, existe un subconjunto
abierto V de X y para cada n ∈ N existe un subconjunto abierto Un de X que cumplen las
siguientes condiciones.

(1) Para cada n ∈ N, Un ∩ V = ∅ y Un ∩ Um = ∅ si n 6= m.

(2) Para cada n ∈ N, Un ∩ α(t0) 6= ∅.

(3) α(t0) ⊆ V ∪ (
⋃
{Un : n ∈ N}) y B ⊆ V .

Sea U = V ∪ (
⋃
{Un : n ∈ N}). Observemos que α(t0) ∈ U+ y t0 > 0. Por la continuidad de

α existe δ > 0 tal que α([t0−δ, t0]) ⊆ U+. Fijemos t1 ∈ [t0−δ, t0]∩T . Se sigue que α(t1)−B es
compacto. En consecuencia, existe F ⊂ N finito tal que α(t1)−B ⊆ V ∪ (

⋃
{Un : n ∈ F}). Sea

N ∈ N− F . Notemos que α([t0 − δ, t0]) ⊆ CL(X) es conexo. Además, UN ∩ (
⋃
α([t0 − δ, t0]))

es un subconjunto abierto y cerrado no vaćıo de
⋃
α([t0 − δ, t0]) (por la condición (1) y del

hecho de que
⋃
α([t0− δ, t0])) ⊆ U). Luego, por el Lema 2.76, se tiene que α(t)∩UN 6= ∅, para

cada t ∈ [t0 − δ, t0], de donde α(t1) ∩ UN 6= ∅. Como B ⊆ V y UN ∩ V = ∅ obtenemos que
(α(t1)−B) ∩ UN 6= ∅. Esta contradicción prueba que t0 ∈ T . Ahora, como 1 /∈ T se tiene que
t0 < 1.

Afirmación 1. Se tiene que α(t0) no es compacto y es infinito.

Para probar esta Afirmación, supongamos que α(t0) es compacto y sea U un subconjunto
abierto de X tal que α(t0) ∈ 〈U〉. Por el Lema 2.58 tenemos que existe V abierto en X tal
que α(t0) ⊆ V ⊆ V ⊆ U y V es compacto. Luego, existe ε > 0 tal que α((t0, t0 + ε)) ⊆ 〈V 〉.
Se sigue que, para cada t ∈ (t0, t0 + ε), α(t) ⊆ V ⊆ V . Como V es compacto se tiene que
α(t) es compacto, para cada t ∈ (t0, t0 + ε). Dado que α(t)−B es un subconjunto cerrado
del compacto α(t), para cada t ∈ (t0, t0 + ε), se concluye que α(t)−B es compacto, para cada
t ∈ (t0, t0 + ε), lo cual contradice la definición de t0. Por lo tanto, α(t0) no es compacto, y en
consecuencia α(t0) es infinito. Esto prueba la Afirmación 1.

Definamos K = α(t0)−B.

Afirmación 2. Se tiene que α(t0) − K ⊆ B y α(t0) − K es cerrado, discreto e infinito
numerable.
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Para probar esta Afirmación, consideremos un punto x ∈ α(t0) −K = α(t0) − α(t0)−B.
Entonces, x ∈ α(t0) y x /∈ α(t0)−B. Se sigue que, x ∈ α(t0) y existe V abierto en X tal que
x ∈ V y V ∩ (α(t0) − B) = ∅, lo que implica que x ∈ B. Aśı, α(t0) −K ⊆ B. Además, como
α(t0) no es compacto se tiene que α(t0) − K es infinito además es cerrado y discreto porque
α(t0)−K ⊆ B ⊆ C con C cerrado y discreto. Por lo tanto, la Afirmación 2 esta probada.

Denotemos α(t0)−K = {cn : n ∈ N y cn 6= cm si n 6= m}. Como t0 6= 1, existe una sucesión
{tk : k ∈ N} ⊆ [0, 1] − T tal que tal que tk → t0. Se sigue que, α(tk) → α(t0) y α(tk)−B no
es compacto, para cada k ∈ N. Notemos que K, α(t0) y B satisfacen las condiciones del Lema
2.71, en consecuencia, existe V abierto en X y existe M ∈ N tal que para cada m ∈ N existe
Um abierto y existe nm ∈ N que cumplen las siguientes condiciones.

(1) Los elementos de la familia {Um : m ∈ N} ∪ {V } son ajenos dos a dos.

(2) Para cada m ∈ N se tiene que cm ∈ Um y K ⊆ V .

(3) nm < nm+1, para cada m ∈ N .

(4) Para cada m ∈ N , existe xm ∈ α(tM+m) ∩ (Unm − {cnm}).

Para cada m ∈ N, definamos

Vm =

{
Um, si m 6= nk, para cada k ∈ N

Unk
− {xk}, si m = nk, para algún k ∈ N.

Sea W = V ∪ (
⋃
{Vm : m ∈ N}). Dado un punto y ∈ α(t0) tenemos que y ∈ α(t0) −K o

y ∈ K. Si y ∈ K, entonces y ∈ V . Ahora, si y ∈ α(t0) − K, entonces existe m ∈ N tal que
y = cm. Como cm ∈ Um, se tiene y ∈ Vm. En consecuencia, α(t0) ∈W+.

Como α(tk)→ α(t0) existe N ∈ N tal que α(tM+N ) ∈W+. Notemos que xN ∈ α(tM+N ) ∩
(UnN

− {cnN
}). Dado que Ur ∩Us = ∅, si r 6= s, se tiene que xN ∈ VnN

= UnN
− {xN}, lo cual

es una contradicción. Por lo tanto no existe una trayectoria de A a B en T D(X).

Como consecuencia del Teorema 2.77, tenemos los siguientes tres resultados, los cuales son
algunos de los resultados principales de este trabajo.

2.78 Teorema. El hiperespacio T D(R) tiene exactamente c componentes por trayectorias.

Demostración. Notemos que N es un subconjunto cerrado, discreto e infinito numerable de
R. Sean A,B ⊆ N tal que [A] 6= [B]. Por el Teorema 2.68 parte (2) podemos suponer que
A−B es infinito. Por el Teorema 2.77 no existe una trayectoria de A a B en T D(X) para cada
A,B ⊆ N tales que [A] 6= [B]. Por la Proposición 2.68, P(N) tiene c clases de equivalencia,
en consecuencia, T D(R) tiene al menos c componentes por trayectorias. Finalmente, por el
Corolario 2.70, T D(R) tiene a lo más c componentes por trayectorias.

2.79 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff, localmente compacto, Lindelöf y no compacto,
entonces T D(X) tiene al menos c componentes por trayectorias.

Demostración. Como X es de Lindelöf y no es compacto, por el Lema 2.63, se tiene que X no
es numerablemente compacto. Luego, por el Lema 2.62, existe C subconjunto de X tal que C es
cerrado, discreto e infinito numerable. Pongamos C = {xn : n ∈ N}. Sean N,M ⊆ N tales que
N no esta relacionado con M , en el sentido de la Proposición 2.68. Definamos A = {xn : n ∈M}
y B = {xn : n ∈ N}. Sin perder generalidad, supongamos que A−B es infinito. Por el Teorema
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2.77 tenemos que no existe una trayectoria en T D(X) desde A hasta B, para cada M,N ⊆ N
tales que [M ] 6= [N ]. Luego, por la Proposición 2.68, P(N) tiene c clases de equivalencia, en
consecuencia, T D(X) tiene al menos c componentes por trayectorias.

2.80 Corolario. Si X es un espacio Hausdorff, localmente compacto, no compacto y segundo
numerable, entonces T D(X) tiene exactamente c componentes por trayectorias.

Demostración. Por el Teorema 2.79 tenemos que T D(X) tiene al menos c componentes por
trayectorias. Luego, por el Corolario 2.70 tenemos que T D(X) tiene a lo más c componentes
por trayectorias.

El siguiente Teorema se obtuvo durante el desarrollo de este trabajo y muestra que, para un
espacio Hausdorff, localmente compacto y Lindelöf, si una componente por trayectorias en el
hiperespacio de los conjuntos totalmente disconexos contiene un elemento compacto, entonces
cualquier elemento de la componente es compacto.

2.81 Teorema. Sea X un espacio Hausdorff, localmente compacto y Lindelöf. Si L y M
pueden conectarse por una trayectoria en T D(X), entonces L es compacto si, y sólo si, M es
compacto.

Demostración. Sean L,M ∈ T D(X) y α : [0, 1] → T D(X) una función continua tal que
α(0) = L y α(1) = M . Basta probar que si L es compacto entonces M también lo es. Supong-
amos que L es compacto y M no lo es. Sea r = sup {t ∈ [0, 1] : α(t) es compacto}.

Afirmación 1. Se tiene que α(r) no es compacto.

Para probar esta Afirmación consideramos dos casos.

Caso 1. Si r = 1, no hay nada que probar.

Caso 2. r < 1. En este caso, supongamos que α(r) es compacto. Sea U abierto en X tal
que α(r) ∈ 〈U〉. Luego, por el Lema 2.58, existe V abierto en X tal que α(r) ⊆ V ⊆ V ⊆ U
y V es compacto. Por la continuidad de α, existe ε > 0 tal que α((r − ε, r + ε)) ⊆ 〈V 〉. En
consecuencia, α(t) es compacto, para cada t ∈ (r− ε, r+ ε), lo cual es una contradicción. Esto
prueba la Afirmación 1.

Por otro lado, como X es de Lindelöf y α(r) es cerrado en X, por el Lema 2.60, se tiene
que α(r) es de Lindelöf. Luego, por los Lemas 2.62 y 2.63, α(r) contiene un subconjunto
infinito numerable que no tiene puntos de acumulación. En consecuencia existe A subconjunto
de α(r) tal que A es cerrado, discreto e infinito numerable. Sea A = {xn : n ∈ N}. Por
el Lema 2.67, para cada n ∈ N existe V ′n abierto en X tal que xn ∈ V ′n y V ′n ∩ V ′m = ∅, si
n 6= m. Ahora, por el Lema 2.54, α(r) es 0-dimesional, de donde para cada n ∈ N existe
Wn cerra-abierto en α(r) tal que xn ∈ Wn ⊆ V ′n. Por el Lema 2.73 existe una familia celular
{Vn : n ∈ N} de cerra-abiertos en α(r) tal que xn ∈ Vn ⊆ Wn ⊆ V ′n y

⋃
{Vn : n ∈ N} ∈

CL(α(r)) ⊆ CL(X). Notemos que {Vn : n ∈ N} ∪ {α(r) −
⋃
{Vn : n ∈ N}} es una familia

celular de cerra-abiertos en
⋃
{Vn : n ∈ N}. Como X es localmente compacto y Hausdorff, por

el Lema 2.56, X es T3 1
2
. Además, como X es de Lindelöf, por el Lema 2.64, se tiene que X

es un espacio T4. Luego, por el Lema 2.74, existe una familia celular {Un : n ∈ N ∪ {0}} tal
que (α(r) −

⋃
{Vn : n ∈ N}) ⊆ V0 y para cada n ∈ N, se tiene que Vn ⊆ Un. Observemos que

α(r) ⊆
⋃
{Un : n ∈ N∪{0}}, es decir, α(r) ∈ (

⋃
{Un : n ∈ N∪{0}})+. Por la continuidad de α,

existe ε > 0 tal que α([r−ε, r+ε]) ⊆ (
⋃
{Un : n ∈ N∪{0}})+. Fijemos t0 ∈ [r−ε, r) tal que α(t0)

es compacto. En consecuencia, existe N ∈ N tal que α(t0)∩UN = ∅. También observemos que
(
⋃
α([r−ε, r+ε]))∩UN = (

⋃
α([r−ε, r+ε]))∩UN , aśı (

⋃
α([r−ε, r+ε]))∩UN es un subconjunto
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abierto y cerrado, no vaćıo de
⋃
α([r− ε, r+ ε]). Como α([r− ε, r+ ε]) es un subespacio conexo

de CL(X), por el Lema 2.76, se sigue que α(t) ∩ ((
⋃
α([r − ε, r + ε])) ∩ UN ) 6= ∅, para cada

t ∈ [r − ε, r + ε], de donde α(t0) ∩ UN 6= ∅, lo cual es una contradicción. Esta contradicción
prueba que M es compacto.

2.82 Corolario. Sea X un espacio Hausdorff, localmente compacto y Lindelöf. Si T D(X) es
conexo por trayectorias, entonces X es compacto.

Demostración. Si X no es compacto, entonces X cumple las hipótesis del Teorema 2.79, por
lo que T D(X) tendŕıa al menos c componentes por trayectorias.

El siguiente resultado es de gran ayuda para probar que la conexidad por trayectorias
de T D(X) implica la conexidad por trayectorias de X, cuando X es un espacio Hausdorff,
localmente compacto y Lindelöf. La prueba original del siguiente resultado la puede consultar
en [7, Teorema 3.2].

2.83 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff, α : [0, 1]→ KD(X) es una trayectoria y p ∈ α(0),
entonces existe una función continua f : [0, 1] → X tal que f(0) = p y f(t) ∈ α(t) para cada
t ∈ [0, 1].

Demostración. Denotemos K =
⋃
α([0, 1]) ⊆ X. Por [18, Teorema 2.5] tenemos que K es

compacto. Para cada n ∈ N y i ∈ {0, ..., 2n − 1} definamos In,i = [ i2n ,
i+1
2n ]. Fijemos n ∈ N

y para cada i ∈ {0, ..., 2n − 1} recursivamente definamos pn,i y un subconjunto compacto Kn,i

como sigue. Sea pn,0 = p y sea Kn,0 la componente conexa de
⋃
α(In,0) la cual contiene

a pn,0. Para cada i ∈ {0, ..., 2n − 1}, por el Lema 1.13, podemos elegir un punto pn,i ∈
Kn,i−1 ∩ α( i

2n ). Sea Kn,i la componente conexa de
⋃
α(In,i) que contiene a pn,i. Por [18,

Teorema 2.5] tenemos que Kn,i es compacto, para cada i ∈ {0, ..., 2n − 1}. Ahora, para cada
n ∈ N sea Gn =

⋃
{In,i × Kn,i : i ∈ {0, ..., 2n − 1}}. Observemos que Gn es compacto

ya que es unión finita de compactos. Además es un subespacio conexo de [0, 1] × K ya que
( i+1

2n , pn,i+1) ∈ (Ini
×Kni

)∩ (Ini+1
×Kni+1

), para cada i ∈ {0, ..., 2n− 1}. Como CL([0, 1]×K)
es compacto, vea [18, Teorema 4.2], {Gn : n ∈ N} tiene un punto de acumulación, digamos G,
en CL([0, 1]×K).

Afirmación 1.- Dado t ∈ [0, 1] y U un subconjunto abierto de X tal que α(t) ∈ 〈U〉 existen
un subconjunto abierto V de [0, 1] y N ∈ N tales que si n ≥ N, i ∈ {0, ..., 2n− 1} y V ∩ In,i 6= ∅
entonces α(In,i) ⊆ 〈U〉.

Para probar esta Afirmación, dado que α es continua, existe ε > 0 tal que α(x) ∈ 〈U〉 para
cada x ∈ [0, 1]∩ (t− ε, t+ ε). Notemos que para cada n ∈ N, se tiene que diám(In,i) = 1

2n . Sea
r < ε y tomemos N ∈ N tal que 1

2N
< ε− r. Definamos V = (t− r, t+ r) ∩ [0, 1]. Luego, para

cada n ≥ N y cada i ∈ {0, ..., 2n − 1} se tiene que si In,i ∩ V 6= ∅, entonces In,i ⊆ (t− ε, t+ ε)
(sea a ∈ In,i∩V y b ∈ Ini

, tenemos que d(b, t) ≤ d(a, b)+d(a, t) < ε−r+r = ε ya que a, t ∈ V ).
Aśı el conjunto V y N cumplen la Afirmación 1.

Afirmación 2.- Se tiene que G ∩ ({t} ×K) ⊆ {t} × α(t), para cada t ∈ [0, 1].

Para probar esta Afirmación, supongamos que existe un punto t ∈ [0, 1] y un punto x ∈
K − α(t) tales que (t, x) ∈ G. Dado que {x} y α(t) son compactos ajenos existen abiertos
ajenos en K, Ux y Ut, tales que x ∈ Ux y α(t) ⊆ Ut. Por la Afirmación 1, existe un subconjunto
abierto V de [0, 1] que contiene a t y existe N ∈ N tales que si n ≥ N, i ∈ {0, ..., 2n − 1} y
V ∩ In,i 6= ∅ entonces α(In,i) ⊆ 〈Ut〉. Note que O = 〈V × Ux, [0, 1] × K〉 es un subconjunto
abierto de CL([0, 1]×K) que contiene a G (esto ya que G ⊆ [0, 1]×K y (t, x) ∈ G∩ (V ×Ux)).
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Enseguida veamos que Gn /∈ O para cada n ≥ N . Para esto fijemos n ≥ N e i ∈ {0, ..., 2n− 1}.
Consideremos dos casos.

Caso 1.- Si V ∩ In,i = ∅, entonces es claro que (In,i ×Kn,i) ∩ (V × Ux) = ∅.

Caso 2.- Si V ∩ In,i 6= ∅, entonces [
⋃
α(In,i)] ∩ Ux ⊆ Ut ∩ Ux = ∅ de donde Kn,i ∩ Ux = ∅,

por lo tanto (In,i ×Kn,i) ∩ (V × Ux) = ∅.

Aśı, hemos probado que Gn ∩ (V × Ux) = ∅ para cada n ≥ N . Luego, tenemos que O es
un abierto que contiene a G y que intersecta a lo más N elementos de {Gn : n ∈ N}, lo cual
contradice la propiedad de G. Esto prueba la Afirmación 2.

Afirmación 3.- Se tiene que π1(G) = [0, 1] y (0, p) ∈ G, donde π1 : [0, 1] ×K → [0, 1] es la
primera proyección.

Primero veamos que π1(G) = [0, 1]. Para esto supongamos que π1(G) 6= [0, 1] y consideremos
un subconjunto abierto propio U de [0, 1] tal que π1(G) ⊆ U . Como G ∈ 〈U ×K〉 existe n ∈ N
tal que Gn ∈ 〈U ×K〉. Luego π1(Gn) ⊆ U lo cual contradice el hecho de que π1(Gn) = [0, 1]
(Gn =

⋃
{In,i ×Kn,i : i ∈ {0, ..., 2n − 1}} y

⋃
{In,i : i ∈ {0, ..., 2n − 1}} = [0, 1]). Concluimos

que π1(G) = [0, 1]. Por otro lado, supongamos que (0, p) /∈ G. Sea V = ([0, 1]×K)− {(0, p)}.
Note que G ∈ 〈V 〉. Por construcción tenemos que (0, p) ∈ In,0 ×Kn,0 ⊆ Gn para cada n ∈ N,
por lo cual Gn /∈ 〈V 〉 para cada n ∈ N. En consecuencia 〈V 〉 ∩ {Gn : n ∈ N} = ∅ lo cual es una
contradicción. Por lo tanto (0, p) ∈ G. Aśı la Afirmación 3 está probada.

Afirmación 4.- G es la gráfica de una función.

En efecto, sea t ∈ [0, 1] y supongamos que (t, x1), (t, x2) ∈ G. Veamos que x1 = x2.
Supongamos que x1 6= x2. Por la Afirmación 2 tenemos que x1, x2 ∈ α(t). Sea U = {U1, U2}
una cubierta abierta disjunta de α(t) tal que x1 ∈ U1 y x2 ∈ U2 ( sean W1 y W2 abiertos
ajenos en X tales que x1 ∈ W1 y x2 ∈ W2. Por el Lema 2.28 existe W , abierto y cerrado en
α(t) tal que x1 ∈ W ⊆ W1. Tenemos que W y α(t) −W son compactos ajenos. Por el Lema
2.26, existen U1 y U2 abiertos ajenos en X tales que W ⊆ U1 y α(t) −W ⊆ U2. Es claro que
x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 y α(t) ⊆ U1∪U2 ). Por la Afirmación 1, existe un intervalo abierto V de [0, 1]
que contiene a t y existe N ∈ N tales que si n ≥ N, i ∈ {0, ..., 2n − 1} y V ∩ In,i 6= ∅ entonces
α(In,i) ⊆ 〈U〉. Definamos O = 〈V ×U1, V ×U2, [0, 1]×K〉 y observemos que G ∈ O. Enseguida
veamos que Gn /∈ O para cada n ≥ N . Fijemos n ≥ N . Consideremos G′n =

⋃
{In,i×Kn,i : i ∈

{0, ..., 2n−1} y In,i∩V = ∅} y G′′n =
⋃
{In,i×Kn,i : i ∈ {0, ..., 2n−1} y In,i∩V 6= ∅}. Es claro

queG′n∩(V×Ui) = ∅ para cada i ∈ {1, 2}. AdemásG′′n es conexo (cada In,i×Kn,i es conexo, V es
un intervalo y ( i

2n , pn,i) ∈ (In,i×Kn,i)∩(In,i−1×Kn,i−1)). Ahora, por la elección de V , tenemos
que G′′n ⊆ ([0, 1]×U1)∪([0, 1]×U2) (ya que

⋃
{In,i : i ∈ {0, ..., 2n−1}} = [0, 1], Kn,i ⊆

⋃
α(In,i)

y si V ∩ In,i 6= ∅, entonces α(In,i) ⊆ 〈U〉 = 〈U1, U2〉). En consecuencia, existe i0 ∈ {1, 2} tal que
G′′n∩(V ×Ui0) = ∅. Esto demuestra que Gn∩(V ×Ui0) = [G′n∩(V ×Ui0)]∪ [G′′n∩(V ×Ui0)] = ∅.
Esto prueba que Gn /∈ O, para cada n ≥ N , lo cual es una contradicción. Por lo tanto, x1 = x2.
Aśı la Afirmación 4 esta probada.

Finalmente, nuestra función requerida, f , es la que tiene como gráfica a G. Por la Afirmación
3 tenemos que f es una función tal que f(0) = p y con dominio [0, 1]. Por la Afirmación 2 se
tiene que el codominio de la función f es K y que f(t) ∈ α(t), para cada t ∈ [0, 1]. Además,
sabemos que la gráfica G de f es cerrada y que K es compacto, luego por el Teorema del grafo
cerrado (vea [3, Ejercicio 3.1.D (a)]) tenemos que f es continua.

2.84 Lema. Si A ∈ T D(X) y {U1, ..., Un} ∈ C(X) son tales que A ∈ 〈U1, ..., Un〉, entonces
A ∩ Ui ∈ CL(X) para cada i ∈ {1, ..., n}.
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Demostración. Basta probar que A ∩ Ui ⊂ A ∩ Ui para cada i ∈ {1, ..., n}. Fijemos i ∈
{1, ..., n} y consideremos un punto x ∈ A ∩ Ui ⊂ A ∩ Ui. Se sigue que x ∈ A y como A es
cerrado obtenemos que x ∈ A. Ahora, como A ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Un se tiene que x ∈ Uj para algún
j ∈ {1, ..., n}. Supongamos que j 6= i. Luego Uj es un subconjunto abierto que contiene a x y
dado que x ∈ Ui tenemos que Ui ∩ Uj 6= ∅ lo cual es una contradicción. Por lo tanto i = j, aśı
x ∈ Ui.

2.85 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff, localmente compacto y Lindelöf tal que T D(X)
es conexo por trayectorias, entonces X es conexo por trayectorias.

Demostración. Sean x, y ∈ X y α : [0, 1] → T D(X) una trayectoria tal que α(0) = {x} y
α(1) = {y}. Notemos que {x} es compacto, aśı por el Teorema 2.81 tenemos que α([0, 1]) ⊆
KD(X). Ahora, por el Teorema 2.83 existe una trayectoria γ : [0, 1] → X tal que γ(0) = x y
γ(1) ∈ {y}.

2.86 Proposición. Sea X un espacio compacto para el cual existe una homotoṕıa H : X ×
[0, 1]→ X y existe p ∈ X que cumplen las siguientes condiciones:

(1) H(x, 0) = p y H(x, 1) = x, para cada x ∈ X.

(2) La función gt : X → X dada por gt(x) = H(x, t) es un encaje, para cada t ∈ (0, 1).

Entonces T D(X) es conexo por trayectorias.

Demostración. Fijemos un elemento A ∈ T D(X). Definamos α : [0, 1] → CL(X) dada por
α(t) = H(A×{t}). Notemos que dado t ∈ (0, 1) se tiene que α(t) = H(A×{t}) = gt(A). Como
cada función gt es un encaje tenemos que α(t) ∈ T D(X) para cada t ∈ [0, 1], es decir, α es una
función de [0, 1] a T D(X).

Veamos que α es continua.

Para esto definamos β : [0, 1] → CL(X × [0, 1]) dada por β(t) = A × {t} y notemos que β
es continua. Por otro lado, la función inducida H : CL(X × [0, 1])→ CL(X) dada por H(E) =
H(E), para todo E ∈ CL(X × [0, 1]) es continua (vea [9, Lema 13.3]). Finalmente, observemos
que dado t ∈ [0, 1], tenemos que H(β(t)) = H(A×{t}) = H(A×{t}) = α(t). En consecuencia,
α es una función continua tal que α(0) = {p} = H(A × {0}) y α(1) = A = H(A × {1}) para
cada A ∈ T D(X).

2.87 Corolario. Si X es un espacio compacto, entonces T D(Cono(X)) es conexo por trayec-
torias.

Demostración. El Cono(X) cumple las propiedades de la Proposición 2.86.

2.88 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff, compacto y conexo por trayectorias tal que
cada punto p ∈ X tiene una vecindad homeomorfa a algún continuo Xp de la forma Xp '
Cono(Yp), para algún continuo Yp, y p sea el vértice de tal cono, entonces T D(X) es conexo
por trayectorias.

Demostración. Sea A ∈ T D(X). Por la compacidad de A, existen vecindades Up1 , ..., Upn
tales que A ⊆ Up1∪· · ·∪Upn y cada Upi es homeomorfa al cono de algún continuo Xpi . Notemos
que Upi es un continuo, aśı A∩Upi es cerrado. Luego, para cada i ∈ {1, ..., n} existe una función
continua αi : [0, 1] → T D(Upi) tal que αi(0) = A ∩ Upi y αi(1) = {pi} (vea el Corolario 2.87).
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Definamos α : [0, 1]→ T D(X) dada por α(t) = α1(t)∪· · ·∪αn(t). Por el Teorema 1.22 tenemos
que la función está bien definida.

Veamos que α es continua.

Para esto, sea W abierto en X. Se tiene que α−1(W+) = α−11 (W+) ∩ · · · ∩ α−1n (W+) y
α−1(W−) = α−11 (W−) ∪ · · · ∪ α−1n (W−). Por lo tanto α es continua.

Notemos que α(0) = A y α(1) = {p1, ..., pn}. Aśı, α es una trayectoria desde A hasta
{p1, ..., pn}. Como X es arcoconexo se tiene que F(X) también lo es (esto se puede justificar de
manera similar al inciso (a) de la demostración del Teorema 4.10 de [18]). Por lo tanto, T D(X)
es conexo por trayectorias.

2.89 Corolario. Si X es una variedad compacta y conexa, entonces T D(X) es conexo por
trayectorias.

Enseguida mencionamos algunos problemas que los autores de este trabajo nos planteamos
y no pudimos resolver.

2.90 Problema. Será cierto que ¿siX es un dendroide contráctil, entonces T D(X) es contráctil?

2.91 Problema. Dar condiciones sobre X bajo las cuales T D(X) sea contráctil.

2.92 Problema. ¿Si X es un continuo uniformemente arco conexo, entonces T D(X) es conexo
por trayectorias?.

2.93 Problema. ¿Si X es un continuo no uniformemente arco conexo, entonces T D(X) tiene
c componentes por trayectorias?.

2.7 Conclusiones

En esta tesis introducimos el hiperespacio de todos los subconjuntos cerrados no vaćıos tatal-
mente disconexos de un espacio topológico, al cual equipamos con la topoloǵıa de Vietoris.
Hemos obtenido resultados relacionados con la compacidad, la conexidad y la conexidad local
de este hiperespacio. También presentamos un estudio de la conexidad por trayectorias, en
particular, demostramos que para un dendroide suave este hiperespacio es conexo por trayec-
torias y, además, probamos un resultado bastante general el cual implica que para los espacios
Euclidianos este hiperespacio tiene una cantidad no numerable de componentes conexas por
trayectorias. Los resultados originales de esta tesis constituyen el material que contiene nuestro
art́ıtulo The hyperspace of totally disconnected sets, que está por aparecer en la revista Glasnik
Matematicki, [4].
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