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Capitulo 1

Conceptos y resultados basicos

En este capitulo exponemos algunas nociones y resultados basicos de la topologia general, y
de la teoria de los continuos y sus hiperespacios, los cuales tienen como objetivo facilitar el
desarrollo del capitulo dos.

1.1 Elementos de topologia

Notacién. El interior y la cerradura de un subconjunto A de un espacio topoldgico X, se
denotan por int(A) y A, respectivamente. El complemento de A en X se denota por X — A. Si
Ay B son espacios topolégicos, entonces A ~ B denota que A es homeomorfo a B. Si A es una
coleccién de conjuntos, entonces | J A y [].A denotan la unién y la interseccién de los elementos
de la familia A, respectivamente. La cardinalidad de A es |A|. Si X es un espacio métrico y A
es acotado, didm(A) denota el didmetro del conjunto A; y si z € X y € > 0, entonces B(z,¢)
denota la bola en X con centro en el punto x y de radio €. Los simbolos N y R denotan los
conjuntos de los nimeros naturales (1,2,3,...) y nimeros reales, respectivamente. Si {Zy, }nen
es una sucesion de puntos en un espacio topolégico X y = es un punto de X, entonces x,, — x
significa que la sucesién {z,},en converge al punto x. Por otro lado, cuando escribimos, un
espacio X significa que X es un espacio topoldgico.

1.1 Definicién. El limite inferior y el limite superior de una sucesién de conjuntos,
{A,}nen, en un espacio X, denotados por lim inf A, y lim sup A, respectivamente, se de-
finen como sigue:

lim inf A,, = {# € X : para cada conjunto abierto U en X que contiene al punto z, existe
N e N tal que UN A, # () para cada n > N}.

lim sup 4,, = {# € X : para cada conjunto abierto U en X que contiene al punto z, existe
un subconjunto infinito, J, de N tal que U N A,, # () para cada n € J}.

1.2 Definicién. Decimos que el limite de una sucesién de conjuntos, { A, },en, en un espacio
X existe y es igual al conjunto A si lim inf A,, = A = lim sup A,,. Para indicar esto escribimos
lim A,, = A.

1.3 Proposicién. Dada una sucesién, {A, }nen, de conjuntos en un espacio X, se tiene que:



(a) lim inf A,, C lim sup A,;
(b) lim inf A,, y lim sup A,, son conjuntos cerrados en X y;
(c¢) SiX es secuencialmente compacto y cada A,, es no vacio, entonces lim sup A4, es no vacio.

DEMOSTRACION. (a) Sean x € lim inf A,, y U un conjunto abierto en X que contiene a .
Luego, existe N € N tal que U N A,, # 0, para todon > N. Tomando J = {n € N:n > N}, se
justifica que = € lim sup A,,.

(b) Veamos que lim sup A,, C lim sup A,.

Sea x € lim sup A,, y U un conjunto abierto en X que contiene a z. Se sigue que U N
(Iim sup A,,) # 0, de manera que podemos tomar un punto z € (Iim sup 4, )NU. Luego, existe
J C N infinito tal que U N A,, # 0, para todo n € J. Por tanto x € lim sup A,,.

Ahora veamos que lim inf A,, C lim inf A4,,.

Sea x € lim inf A,, y U un conjunto abierto en X que contiene a x. Se sigue que U N
(Iim inf A,) # 0, as{ podemos tomar un punto z € (lim inf A,,) N U. Luego, existe N € N tal
que UN A, # 0, para todo n > N. Por tanto x € lim inf A,,.

(¢) Para cada n € N fijamos un punto a, € A,. Por la hip6tesis sobre X, existen una
subsucesion {ay, }ren de la sucesion {a, nen y un punto z € X tales que a,, — x. Ahora, dado
un conjunto abierto, U, en X existe K € N tal que a,, € U para toda k > K. Considerando el
conjunto J = {ny : k > K}, se justifica que = € lim sup A,. O

1.4 Teorema. Sea {A,},en una sucesién de subconjuntos cerrados, no vacios, de un espacio
métrico compacto X y z un punto en X. Se tiene que:

(a) z € lim inf A, si, y sélo si, existe una sucesiéon {z, }n,en en X tal que x,, > x y x, € A,,
para todo n € N.

(b) & € lim sup A, si, y sélo si, existe una sucesién de nidmeros naturales ny < ng < ...y
existen puntos z,, € A,, para todo k € N tales que z,, — z.

DEMOSTRACION. (a) supongamos que x € lim inf 4,,. Para cada n € N elegimos un punto
Tn € A, de tal forma que d(z,z,) = min{d(z,y) : y € A,}, donde d es la métrica de X, tal
punto x,, existe por la compacidad del conjunto A,. Veamos que x, — x. Para esto fijemos
€ > 0. Como z € lim inf A, existe N € N tal que B(z,e)NA,, # (), para cadan > N. De modo
que, para cada n > N, existe a,, € A, tal que d(z,a,) < . Note que d(z,z,,) < d(z,a,) < &,
para cada n > N. Asi, z,, — x.

Reciprocamente, supongamos que {x, }nen €s una sucesién de puntos en X tal que z,, — z
y Tn € A, para cada n € N. Fijemos ¢ > 0. Existe N € N tal que d(x,,z) < &, para cada
n > N. Se sigue que z, € A, N B(x,¢) para cada n > N. Asi, B(z,e) N A, # 0, para todo
n > N. Por lo tanto, x € lim inf A,,.

(b) Supongamos que z € lim sup A,,. Existe un subconjunto infinito, J;, de N tal que para
todo n € Jy, B(z,1) N A, # 0. Fijemos n; € J; y un punto z,, € B(z,1) N A,,. También,
existe un subconjunto infinito, Jo, de N tal que, para todo n € Jy, B(x, %) N A, # 0. Fijamos
ng € Jo tal que ny > ny y tomamos un punto z,, € B(z, %) NAp,.

De esta manera, inductivamente, se determina una sucesién de nimeros naturales {ng }ren
tal que ny < ng < ng < ---, y para cada k € N, el punto z,, € B(z, %) N A,,. Se tiene que
d(z,xy,) < 1, para cada k € N. Asi, z,, — .



Reciprocamente, supongamos que existen una sucesiéon de nimeros naturales ny < ng < ---
y puntos x,, € A,, para todo k € N, tales que x,, — x. Ahora, dado € > 0, existe K € N tal
que d(z,x,,) < € para todo k > K. Denotamos J = {ny : k > K}. Notamos que J es infinito
y B(z,e) N A, # 0 para todo n € J. Asi, z € lim sup A,. O

1.5 Nota. Las pruebas de los reciprocos en (a) y (b) del Teorema 1.4 no requieren que el
espacio sea métrico compacto, ni que los conjuntos de la sucesiéon sean cerrados. Es decir, en
general, la existencia de sucesiones de puntos con las propiedades indicadas en ese teorema
implica que los puntos limite pertenecen al limite inferior y limite superior, respectivamente.

1.6 Teorema. Sean {A,},en v {Bn}nen sucesiones de conjuntos en un espacio X y Ay B
subconjuntos de X, tales que lim A,, = A y lim B,, = B. Se tiene que

(a) lim (A, UB,)=AUB;

(b) Si existe un subconjunto infinito J de N tal que A, C B, para todo n € J, entonces
A C B;

(¢) Si X es secuencialmente compacto y existe un subconjunto infinito J de N tal que A, N
B, # 0 para todo n € J, entonces AN B # (.

DEMOSTRACION. (a) Por la Proposicién 1.3 (a), basta demostrar que lim sup (4, U B,) C
AUB C lim inf (A, U By).

Sea © € X — (AU B). Se tiene que & ¢ lim sup A, y = ¢ lim sup B,. Asi, existen
conjuntos abiertos, U y V', en X que contienen al punto = y existen enteros positivos, N1 y
N, tales que U N A,, = 0, para cadan > Ny, y VN B, = 0, para cada n > Ny. Denotemos
W =UNVy N =max{Ny, Na}. Es claro que W es un conjunto abierto en X que contiene a
xy WnN(A,UB,) =10, para cada n > N. As{, z ¢ lim sup (A, U B,,). Esto demuestra que
lfim sup (A4, U B,) CAUB.
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Ahora, fijemos un punto x € AU B y un conjunto abierto U en X que contiene a z. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que = € A. Se tiene que z € lim inf A,,, asf existe N € N
tal que U N A, # 0, para todo n > N. Luego U N (A, U B,) # 0, para todo n > N. Esto
prueba que x € lim inf (A, U B,,), con lo cual (a) estd demostrado.

(b) Sean z € A y U un conjunto abierto en X que contiene a z. Se tiene que = € lim inf 4,,.
Asi, existe N € N tal que U N A,, # () para todo n > N. Denotemos J' = JN{n e€N:n > N}.
Claro que si n € J’, entonces U N A,, # 0. Dado que A,, C B,, para todo n € J, se sigue que
U N B, # () para todo n € J'. Como J' es infinito, se obtiene que x € lim sup B,,. Asi, z € B.
Por lo tanto A C B.

(¢) Para cada n € J, fijamos un punto z, € A, N B,. Dado que X es secuencialmente
compacto, la sucesién {x,}nes tiene una subsucesion, {x,, }ren, que converge a un punto
x € X. Luego, por el Teorema 1.4 (b), z € lim sup A, = Ay « € lim sup B,, = B (véase
también la Nota 1.5). Asi, x € AN B. O

1.7 Notacién. Para un espacio X, denotamos

CL(X)={AC X : A es cerrado y no vacio},



K(X)={AeCL(X): A es compacto},
C(X)={AeK(X): A es conexo},
y para cada n € N,
Fn(X)={A € CL(X) : A tiene a lo mds n puntos},
ademds denotamos F(X) = [J{Fn(X) : n € N}.
1.8 Notacién. Para un subconjunto U de un espacio X, denotamos
Ut ={AcCLX):ACUYyU ={AcCL(X): ANU # 0}.

Dado un espacio X, la topologia de Vietoris en CL(X) es la que tiene como subbase a la
coleccion
{U" : U es abierto en X} U{U™ : U es abierto en X}.
Con esta topologia CL(X) es denominado el hiperespacio de los subconjuntos cerrados
del espacio X.

1.9 Notacion. Para una coleccién finita de subconjuntos de un espacio X, digamos E1, ..., By,
n

denotamos (F1,...,E,) ={A€CL(X): AC U E; y ANE; # () para todo i € {1,...,n}}.
i=1

1=

También denotemos By = {(Wq,..,W,,) : n € Ny W, es abierto en X para todo i €

{1,...,n}}.
Una prueba del siguiente Teorema puede consultarla en [9, Teorema 1.2].

1.10 Teorema. Para un espacio X, la coleccién By es una base para la topologia de Vietoris
del hiperespacio CL(X).

Una prueba del siguiente resultado puede consultarla en [18, Proposicién 2.4].

1.11 Proposicién. Si X es un espacio T, entonces F(X) es un subconjunto denso de CL(X).

1.12 Teorema. Para cualquier espacio X, si A es un subespacio conexo de CL(X) y existe
A € A tal que A es conexo, entonces | J.A es conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que | J JA no es conexo. Consideremos U y V, conjuntos no
vacios, en X tales que JA=U UV, UNV =0y VNU = 0. Dado que A es conexo se tiene
que A CU o ACYV. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A C U.

Seaend ={BeA:BCU}yV={BeA: BNV #0}. Es claro que A =U UV y, como
UNV =0, también es claro que Y NV = (). Ademds, notemos que A € U, y como V # ) se
obtiene que V # (). Ahora, si existe £ € U NV, entonces ENV # (). Se sigue que E ¢ U ya
que UNV =0. Asi EN (X —U) # 0, equivalentemente E € (X —U)~. Como E € U, se tiene
que (X —U)"NU#D. Sea F e (X —-U)" NU. Luego, FN(X —U)# 0y F CU lo cual es
una contradiccién. Esto prueba que Y NV = 0.

Por otro lado, si existe E € U NV, entonces E C U. Lo que implica que ENV = 0,
equivalentemente E C (X — V). Se sigue que E € (X — V). Como E € V se tiene que
(X =V) NV #£0D. Sea D e (X —V)tNV. Tenemos que D C (X —V)y DNV # 0 lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, Y NV = ().

Con todo lo anterior tenemos que A no es conexo. Esta contradiccién prueba el teorema. [



1.13 Lema. Sea X un espacio Hausdorff. Si A4 es un subconjunto conexo y compacto de K(X)
y S € A, entonces cada componente de | J.A intersecta a S.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una componente A de | J.A tal que SN A = . Dado
que |JA es compacto (vea [18, Teorema 2.5]) y X es Hausdorff, por [9, Teorema 12.9, pag
101] podemos considerar dos subconjuntos cerrados ajenos, K y L, de |J.A tales que S C K,
ACLy KUL=A. Definamos K=K"™NAy £ =L nN.A. Observe que K y L son dos
subconjuntos cerrados ajenos y no vacios de A cuya unién es A, lo cual contradice la conexidad
de A. O

1.14 Teorema. Un espacio X es regular si, y sélo si, CL(X) es un espacio Hausdorff y X es
un espacio Tj.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio regular. Sean A, B € CL(X) con A # B.
Sin perder generalidad supongamos que A ¢ B. Fijemos un punto x € A — B. Consideremos
abiertos ajenos, U y V, en X tales que x € U y B C V. Se tiene que U~ y VT son abiertos en
CLX),AcU ", BeVrTyU NVt =0yaqueUNV = (. En consecuencia, CL(X) es un
espacio Hausdorff.

Reciprocamente, supongamos que X es un espacio 71 y que CL(X) es un espacio Hausdorff.
Sean A un subespacio cerrado de X y x € X — A. Denotemos B = AU {x}. Se tiene que A y
B son elementos de CL(X) y A # B. Por hipétesis, existen abiertos basicos, U = (Uy,...,Up) y
V={WV,.Vn),en CL(X) tales que Ac U, BEVyUNV =0.

Observemos que ¢ ¢ (Uy U---UU,) ya que B ¢ U. Luego, dado que A ¢ V, existe
Jj e {l,..,m} tal que ANV; = 0. Se sigue que z € V;. Denotemos U = U; U---UU, y
V={Vi:ie{l,...,m}y ANV; = (}. Es claro que U y V son abiertosen X, ACUyx € V.
Veamos que U NV = (). Para esto, supongamos que existe un punto y € U NV y denotemos
E = AU{y}. Se tiene que E € Y NV lo cual es una contradiccién. Por lo tanto U y V son
ajenos. Asi X es un espacio regular. O

Una prueba del siguiente resultado puede consultarla en [14, Lema 1].
1.15 Teorema. Sean X un espacio métrico compacto y C1, ..., C), subespacios conexos de X.
Si m > n, entonces (C1, ..., Cp,) N Fpp,(X) es conexo.

Una prueba del siguiente resultado puede consultarla en [3, Teorema 1.3.6].

1.16 Teorema. Sean X un espacio y D un subconjunto denso en X. Si A es abierto en X,
entonces AN D es denso en A.

1.17 Definicién. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Decimos
que A es un subcontinuo de un continuo X si A es un subconjunto de X y A es un continuo.

1.18 Definicién. Un arco ordenado en el hiperespacio CL(X) de un continuo X es una
funcién continua, « : [0,1] — CL(X), tal que si s < t, entonces a(s) & a(t).

1.19 Nota. Si o : [0,1] — CL(X) es una arco ordenado y denotamos a(0) = A y a(l) = B,
decimos que « es un arco ordenado desde A hasta B en CL(X).

1.20 Definicién. Dado un punto p en un espacio X, la casi componente conexa de p en
X, la cual denotamos por Q(p), es la interseccién de todos los subconjuntos abiertos y cerrados
de X que contienen a p.



1.21 Definicién. Un espacio es totalmente disconexo si no tiene subconjuntos conexos con
més de un punto.

1.22 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff y Ay, ..., A,, son subespacios compactos total-
mente disconexos de X, entonces Ay U ---U A, es un subespacio totalmente disconexo de X.

DEMOSTRACION. Seann = 2y Ay, A3 como en el enunciado. Si A;NAs = () es claro que A;U Az
es totalmente disconexo ya que Aq, A son cerrados ajenos en X. En lo que sigue, supongamos
que A1 N Ay # (0. Sea K una componente de A; U Ay y supongamos que |K| > 1. Notemos
que K es un subespacio Hausdorfl, compacto y conexo de X. Ademds K N (A; — Ay) # 0
y KN (As — Ay) # (0. Fijemos un punto p € K N (4; — Ay). Existe un arco ordenado,
a:[0,1] = C(K), desde {p} hasta K (vea [8, Teorema 5] o [9, Teorema 15.3]). Observemos que
a(0) = {p} € (X — As). Luego, por continuidad existe ¢t > 0 tal que a(t) € (X — As). Se sigue
que «a(t) € Ay y «at) es un conexo con mas de un punto lo cual contradice el hecho de que A;
es totalmente disconexo. Por lo tanto A; U A5 es totalmente disconexo.

Ahora, supongamos que se cumple para n = k. Veamos que se cumple para n = k+ 1. Sean
Aq, .oy Ak, A1 como en el enunciado. Por lo supuesto para n = k, tenemos que A; U---U Ay
es un subespacio totalmente disconexo de X. Luego, por lo probado en el caso n = 2, tenemos
que Ay U---U Ay es totalmente disconexo. O

1.23 Definiciéon. Sean X un espacio y p un punto en X. Decimos que X es conexo en
pequeno en el punto p si cada vecindad de p contiene una vecindad conexa de p.

1.24 Definicién. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera A y B subcontinuos
de X tales que X = AU B se tiene que AN B es conexo. Un continuo X es hereditariamente
unicoherente si cualquier subcontinuo de X es unicoherente.

1.25 Definicién. Dado un espacio X, decimos que dim(X) = 0 si la topologia de X tiene una
base cuyos elementos son abiertos y cerrados en la topologia.

1.26 Definiciéon. Un espacio X es un espacio de Lindeldf si toda cubierta abierta de X tiene
una subcubierta numerable.

Una prueba de la siguiente Proposicién la puede consultar en [22, Corolario 5.5].

1.27 Proposiciéon. Si X es un continuo no degenerado, entonces X contiene un subcontinuo
propio no degenerado. Ademds, si A es un subcontinuo propio de X y U es un subconjunto
abierto de X que contiene a A, entonces existe un subcontinuo B de X tal que AC B C U y

A+B.



Capitulo 2

El hiperespacio de los conjuntos
totalmente disconexos

En este capitulo presentamos nuestro estudio del hiperespacio de los conjuntos totalmente
disconexos de un espacio topolégico. Particularmente exponemos con detalle la compacidad,
conexidad, conexidad local y conexidad por trayectorias de este hiperespacio.

2.1 Generalidades

En esta parte definimos el hiperespacio principal de este trabajo: el hiperespacio de los conjuntos
totalmente disconexos y demostramos resultados bésicos referentes a la estructura topolégica
de este hiperespacio.

2.1 Notacién. Dado un espacio X, denotamos por TD(X) a la coleccién de los subespacios
de X que son cerrados, no vacios y totalmente disconexos, es decir,

TD(X)={Ae€CL(X) : A es totalmente disconexo}.
2.2 Proposicién. Un espacio X es T} si, y sélo si, F(X) C TD(X).

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio T;. Es claro que F1(X) C TD(X). Ahora,
consideremos un elemento A € F(X) — F1(X). Fijemos un punto z € A y observemos que {z}
y A—{z} son dos cerrados, ajenos y no vacios cuya unién es A. Asi, A es totalmente disconexo.
Se sigue que F(X) C TD(X).

Por otro lado, si X es un espacio tal que F(X) C TD(X), entonces para cada x € X se
tiene que {z} es cerrado en X ya que F1(X) C F(X). En consecuencia, X es un espacio T7.
O

2.3 Proposicién. Para cualquier espacio no degenerado X, se tiene que TD(X) # F1(X).

DEMOSTRACION. Supongamos que F1(X) = TD(X). Se sigue que F;(X) C CL(X), en conse-
cuencia X es un espacio T;. Luego, por la Proposicién 2.2, F(X) C TD(X). Por lo supuesto
tenemos que F(X) C F1(X), lo cual implica que | X| =1, es decir que X es degenerado. O

Observemos que, por las Proposiciones 2.2 y 2.3, se tiene que TD(X) = F1(X) si, y sélo si,
|X| = 1.



2.4 Observacion. Por la Proposicién 2.2, notamos que si X es un espacio 77, entonces 7D(X)
es un subconjunto denso de CL(X) (vea la Proposicién 1.11).

2.5 Proposiciéon. Si X es un espacio de Hausdorff compacto, conexo y no degenerado, entonces
intes(x)(TD(X)) = 0.

DEMOSTRACION. Consideremos un conjunto abierto bdsico en CL(X), digamos (Uj...,U,),
donde cada U; es abierto en X. Fijemos un punto x € U;. Luego, por la Proposicién
1.27, existe un subespacio compacto y conexo, By, de X tal que {z} ¢ By C U;. Note-
mos que By € CL(X) — TD(X). Para cada i € {2,...,n}, fijemos un punto z; € U;. Sea
B = By U {xg,....,z,}. Es claro que B € CL(X) — TD(X) y que B € (Uy,...,U,). Asi,
(U1, ..., Uy) no estéd contenido en TD(X), por lo cual intes (X )(TD(X)) =0 . O

2.6 Proposicién. Sea X un espacio regular. Se tiene que intez(x)(TD(X)) # 0 si, y sélo s,
X tiene un subespacio abierto, no vacio y totalmente disconexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que intes(x)(7DP(X)) # 0. Consideremos abiertos, U, ..., Uy,
en X tales que 0 # (Uy,...,U,) C TD(X). Para cada i € {1,...,n}, fijemos un punto x; € U;
y fijemos un subespacio abierto V; de X tal que z; € V; C C U;. Veamos que cada V;
satisface la conclusién. Para esto supongamos que existe j € ..,n} y A un subespacio de
X tal que A C V; y A no es totalmente disconexo. Luego, A no es totalmente disconexo.
Sea B = AU {z1,...,2,}. Se tiene que B € CL(X) N (Uy,...,U,) vy B ¢ TD(X). Esta
contradiccién prueba que, para cada ¢ € {1,...,n}, V; es un subespacio abierto, no vacio y
totalmente disconexo.

{1,
A

Ahora, supongamos que X tiene un subespacio abierto, no vacio y totalmente disconexo,
digamos U. Sea x € U, es claro que {z} € (U) C TD(X). O

2.2 Compacidad

En esta seccién nosotros probamos que en general la compacidad del hiperespacio TD(X) im-
plica la compacidad del espacio X y notamos que la compacidad de X no implica la compacidad
del hiperespacio TD(X). También probamos que cualquier espacio Hausdorff que contenga un
subconjunto conexo no degenerado tendrd su hiperespacio de los conjuntos totalmente dis-
conexos no compacto.

2.7 Proposicién. Si X es un espacio 77 y H(X) es un subespacio compacto de CL(X) que
contiene a Fi(X), entonces X es compacto.

DEMOSTRACION. Supongamos que H(X) es compacto y consideremos una cubierta abierta,
U, de X. Denotemos U~ = {U  NH(X) : U € U}. Dados A € H(X) y a € A, existe un
elemento U € U tal que a € U, asi ANU # B. Se sigue que U~ es una cubierta abierta
de H(X). Ahora, por la compacidad de H(X), existen Uj,...,U, € U tales que H(X) =
[U NHX)|U---UU,; NH(X)].

Observemos que si x € X, entonces {z} € H(X). Luego, {z} € U; NH(X) para algin
J €A{1,...,n}. Sesigue que {z}NU; # 0, por lo cual x € U;. Esto prueba que X = Uy U---UU,.
Asi, la coleccién {Uy, ..., U, } es una subcubierta finita de &. Por lo tanto X es compacto. O

2.8 Corolario. Si X es un espacio T} y TD(X) es compacto, entonces X es compacto.



2.9 Proposicién. Si X es un espacio Hausdorff y 7D(X) es compacto, entonces X es total-
mente disconexo.

DEMOSTRACION. Dado que 7D(X) es compacto, por el Corolario 2.8, tenemos que X es com-
pacto. En consecuencia X es un espacio normal, de donde CL(X) es un espacio Hausdorff
(véase el Teorema 1.14). Ahora, por la compacidad de TD(X) tenemos que 7TD(X) es cerrado
en CL(X). Como TD(X) es denso en CL(X) (Observacién 2.4) se tiene que TD(X) = CL(X).
Asi X € TD(X). Por lo tanto X es totalmente disconexo. O

2.10 Corolario. Si X es un espacio Hausdorff que contiene un subconjunto conexo no degen-
erado, entonces 7TD(X) no es compacto.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7D(X) es compacto. Luego, por la Proposicién 2.9 se tiene
que X es totalmente disconexo, asi X no contiene un conjunto conexo no degenerado. O

2.11 Observacién. El corolario 2.10 muestra que en general la compacidad de un espacio
X no implica la compacidad del hiperespacio TD(X). En particular, si X es un espacio no
degenerado, Hausdorff, compacto y conexo, entonces 7TD(X) no es compacto.

2.12 Corolario. Sea X un espacio Hausdorff, entonces 7D(X) es compacto si y solo si X es
compacto y totalmente disconexo.

DEMOSTRACION. Que la compacidad de TD(X) implica la compacidad de X es el Corolario
2.8.

Ahora, supongamos que X es compacto y totalmente disconexo. Notemos que dado A €
CL(X) se tiene que A es totalmente disconexo, es decir, CL(X) = TD(X). Por [18, Teorema
4.2], sabemos que CL(X) es compacto. Por lo tanto 7TD(X) es compacto. O

2.3 Compacidad local

En esta seccién probamos que si X es un espacio Hausdorff y 7D(X) es localmente compacto,
entonces X es localmente compacto. En la prueba del siguiente Teorema, para un espacio Y y
U CY, Cly(U) denota la cerradura de U en Y, es decir, Cly (U) =UNY.

2.13 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff y TD(X) es localmente compacto en {z}, en-
tonces X es localmente compacto en x.

DEMOSTRACION. Por hip6tesis existe un subconjunto abierto U de CL(X) tal que {z} € U
y Clypx)(U) es compacto. Luego, existen subconjuntos abiertos de X, digamos Vi, ..., Vy,
tales que {z} € (V1,..,V,) N TD(X) C U. Denotemos V = Vi N---NV,. Notemos que
{z} € (V)NTD(X) CU. Como F1(X) es un subconjunto cerrado de CL(X) y F1(X) C TD(X)
(vea la Proposicion 2.2) tenemos que Clrp(x)(F1(V)) = Cleg(x)(F1(V)). Dado que F1(V) C
(VINTD(X) y Clyp(x) (F1(V)) = Cleg(x) (F1(V)) se tiene que Clegx) (F1(V)) € Clrpx)(U).
Ahora, por la compacidad de Clyp(x)(U) tenemos que Cles(x)(F1(V)) es compacto. Es claro
que Clesx)(F1(V)) = Fi(Clx(V)) y Fi(Clx(V)) es homeomorfo a Clx (V). Asi, V es un
subconjunto abierto de X que contiene a x tal que Clx (V') es compacto. O

2.14 Corolario. Si X es un espacio Hausdorff y 7D(X) es localmente compacto, entonces X
es localmente compacto.



2.4 Conexidad

En esta secciéon presentamos la relacion que hay entre la conexidad de un espacio X y la
conexidad de su hiperespacio TD(X).

2.15 Proposicién. Sean X un espacio T} y H(X) un subespacio de CL(X) que contiene a
F(X). Entonces X es conexo si, y s6lo si, H(X) es conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es conexo. Notemos que F(X) C H(X) C CL(X).
Ademds, sabemos que F(X) = CL(X) (vea la Proposicién 1.11). Luego, por la conexidad de
X se tiene que F(X) es conexo (vea [18, Teorema 4.10]). Se sigue que H(X) es conexo.

Para mostrar el reciproco, supongamos que X no es conexo y consideremos abiertos ajenos
no vacios, U y V, en X tales que X = U UV. Notemos que para cada A € H(X), se tiene que
ACU0ANV #0, es decir, Ac Ut 0 A€ V™. Se sigue que H(X) = (UT UV )NH(X) =
[UTNH(X)JU[V~NH(X)]. Fijemos un punto p € U y un punto g € V. Luego, {p} € UTNH(X)
y{q} €e VT NH(X). As{, Ur NH(X) y V™ NH(X) son abiertos no vacios en H(X). Ahora,
puesto que U NV = () se tiene que [UT NH(X)] N[V~ NH(X)] = 0. Esto prueba que si X no
es conexo, entonces H(X) tampoco lo es. O

2.16 Corolario. Si X es un espacio T, entonces TD(X) es conexo si y s6lo si X es conexo.

Los siguientes ejemplos muestran que la hipdtesis de que el espacio X sea T7, en el Corolario
2.16, no se puede omitir.

2.17 Ejemplo. Sea X = {1,2,3} con topologia 7 = {{1}, {1, 2},{1,3}, X,0}. Notemos que X
no es 11, es conexo y TD(X) = {{2},{3},{2,3}}. Ademdssi U = {1,3} y V = {1, 2}, entonces
{31 € (U), {2} € (X, V), TD(X) C (U) U (X, V) y ((U) N TD(X)) N ((X,V) N TD(X)) = 0.
Asf la conexidad de X no implica (en general) la conexidad del hiperespacio 7TD(X).

2.18 Ejemplo. Sea X = {1,2,3} con topologia T = {{1},{2, 3}, X,0}. Notemos que X no es
Ty, no es conexo y TD(X) = {{1}}. Se concluye que la conexidad de TD(X) no implica (en
general) la conexidad de X.

2.19 Observaciéon. Si Y es un subespacio de un espacio totalmente disconexo X, entonces
Y es totalmente disconexo. Se sigue que un espacio X es totalmente disconexo si, y soélo si,

TD(X) = CL(X).

2.5 Conexidad local

En esta seccién probamos que, en los espacios Hausdorff compactos, la conexidad local de un

espacio X es equivalente a la conexidad local de su hiperespacio TD(X). Para esto, primero

probamos que la coleccién {(V1, ..., V,)NTD(X) : {V4,..., Vi, } es una familia de abiertos no vacios ajenos dos a dos
es una base para la topologia de Vietoris en 7D(X) cuando X es un espacio Hausdorff com-

pacto.

2.20 Proposicién. Sean X un espacio T y p un punto en X. Si H(X) es un subespacio de
CL(X) que contiene a F;(X) y H(X) es conexo en pequeno en el punto {p}, entonces X es
conexo en pequeno en el punto p.
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DEMOSTRACION. Sea U un subespacio abierto de X tal que p € U. Notemos que {p} €
(U) NH(X). Por hipétesis, existe un subespacio conexo, V, de H(X) tal que {p} € intyx)(V)
yV C(U). SeaV =J{A € H(X) : A € V}. Notemos que V es un subespacio conexo de
CL(X) el cual contiene un subespacio conexo de X, a saber {p}. Luego, por el Teorema 1.12,
se tiene que V es conexo. Ademsds, es claro que p € V.

Afirmacién 1. Se tiene que p € int(V).

Para probar esto, consideremos conjuntos abiertos, Uy, ..., Up, en X tales que {p} € (U, ...,Up)N
H(X)CV. Sea W =U;N---NU,. Tenemos que W es abierto en X y p € W. Ahora, dado
x € W, se tiene que x € U;, para cada i € {1,...,n}. Asi, {z} € (U1,...,U,) NH(X) C V. En
consecuencia x € V. Esto prueba que W es un espacio abierto en X contenido en V' que tiene
a p, lo cual prueba la Afirmacién 1.

Afirmacién 2. Se tiene que V C U.

Para probar esto, dado x € V existe A € V tal que z € A. Como V C (U) tenemos que
A CU, asiz e U. Esto prueba la Afirmacion 2.

En resumen, hemos probado que V' es un subespacio conexo de X, contenido en U que
contiene a p en su interior. O

2.21 Corolario. Sea X un espacio. Si H(X) es un subespacio de CL(X) que contiene a F;(X)
y H(X) es localmente conexo en {x}, para cada x € X, entonces X es localmente conexo.

2.22 Corolario. Sea X un espacio Tj. Si TD(X) es localmente conexo, entonces X es local-
mente conexo.

2.23 Definicién. Una familia celular en un espacio X es una familia de subconjuntos abiertos
no vacios de X ajenos dos a dos.

2.24 Notacidén. La coleccién de todas las familias celulares finitas de X es denotada por €(X).
2.25 Notacién. Denotamos al hiperespacio 7D(X) N K(X) por Kp(X).

Los siguientes resultados nos serdn de gran utilidad para demostrar que la familia {(V1, ..., V;,)N
Kp(X):neNy{V,..,V,} € €X)} es base para la topologia de Vietoris en Kp(X), cuya
prueba es una aportacién nuestra.

2.26 Lema. Sean X un espacio Hausdorff y n € N. Si K3, ..., K,, son subespacios compactos y
ajenos dos a dos de X, entonces existen abiertos Uy, ...,U, en X tales que K; C U;, para cada
ie{l,.,n}yU;NU; =0, para cada i # j.

DEMOSTRACION. Basta probar el Lema para el caso n = 2. Sean K; y K, subespacios com-
pactos y ajenos de X. Fijemos un punto x € K;. Para cada punto y € K», existen subconjuntos
abiertos ajenos V,, y W, de X tales que z € V, y y € W,,. Es claro que Ky C | {W, : y € Ky}
Por la compacidad de K existen puntos y1, ..., Ym en K tales que Ko C (J{W,, : i € {1,...,m}}.
Sean V =({V,, :ie{l,..m}} y W=U{W,, :ie{l,...m}}. Esclaroque z € V, Ky CW
y, V y W son ajenos. Hemos probado que para cualquier punto z € K; existen subconjun-
tos abiertos ajenos, V' 'y W, de X tales que x € V' y Ko C W. Ahora, para cada z € K;
consideremos subconjuntos abiertos ajenos V, y W, de X tales que z € V, y K5 C W,. Por
la compacidad de K existen puntos z1,...,x, en Kj tales que Ky C ([ J{V,, : i € {1,...,r}}.
Definamos Uy = {V, 14 € {1,..,r}} y Us = ({Wy, : ¢ € {1,...,7}}. Es claro que Uy y Us
son abiertos ajenos tales que K1 C Uy y Ky C Us. O
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2.27 Lema. Si )y, ..., @, son subconjuntos abiertos, cerrados y no vacios de un espacio X, en-
tonces existe una familia finita F de subconjuntos de X que cumplen las siguientes condiciones.

(1) Los elementos de F son abiertos.

(2) Los elementos de F son cerrados.

(3) Los elementos de F son ajenos dos a dos.
(4) Los elementos de F son no vacios.

(6) UF=Q1U---UQ,.

DEMOSTRACION. Definamos F; = @ y para cada i € {2,....,r} sea F; = Q; — (U{Q; : j €
{1,...,i —1}}). Sea F = {F; : F; # (}. Veamos que F cumple las condiciones del Lema.

Dado que paracadai € {1, ...,7} tenemos que @); es abierto y cerrado se tiene que Q1 U- - -UQ;
es abierto y cerrado, para cada j € {1,...,r}. Asi, F; es abierto y cerrado para cada F; € F, es
decir, F cumple las condiciones (1) y (2). Ademads, es claro que F cumple la condicién (4).

Ahora, siz € F;NFjconi < j,entoncesz € F; CQ;yx € Fj—(QrU---UQ;U---UQj_1),
de donde = ¢ Q;. Esta contradiccién prueba que F cumple la condicién (3).

Finalmente, es claro que |JF C (J{Q; : i € {1,...,r}}. Por otra parte, dado x € | J{Q; : i €
{1,...,r}} se tiene que x € Q1 0o x ¢ @1, Si z € @1, entonces x € Fy. Si x ¢ @1, definimos
s=min{i € {1,...,r} : x € Q;}. Se sigue que x € Fy. Esto prueba que F cumple la condicién
(5). O

2.28 Lema. Si X es un espacio Hausdorff compacto, entonces X tiene una base B tal que U
es abierto y cerrado en X, para cada U € B, si y sélo si, X es totalmente disconexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que X tiene una base B tal que U es abierto y cerrado en X,
para cada U € B. Consideremos A C X tal que A tiene al menos dos puntos. Dados dos puntos
distintos en A, digamos z y y, existe un abierto en X, digamos U tal que z € U y y ¢ U. Por
hip6tesis existe un elemento W € B tal que x € W C U. Luego ANW y AN (X — W) son una
separacién de A. Por lo tanto A no es conexo, se sigue que X es totalmente disconexo.

Notemos que en la implicacién anterior no usamos el hecho de que el espacio fuera Hausdorff
y compacto. Sélo usamos que el espacio es T7.

Reciprocamente, sean p € X y U un abierto en X que contiene a p. Notemos que la
componente conexa de p en X es {p} y esta coincide con la casi componente conexa, Q(p), de
pen X (vea [3, Teorema 6.1.23]). Dado que X es normal, existe un abierto W en X tal que
p €W CW CU. Observe que Q(p) C W y W es compacto.

Afirmamos que existen Vi, ..., Vj abiertos y cerrados en X tales que si V,* =ViN---NVj
entonces V)Y CW C U ypeV)y'.

En efecto, sea A = X — W. Para cada V abierto y cerrado en X que contenga a p sea U, =
X—V. Notemos que A es compactoy A C [ J{U, : V es un abierto y cerrado en X que contiene a p}.
Luego, existen abiertos y cerrados Vi, ..., Vi, tales que A C U U- - -UU, = (X —V1)U- - -U(X —TV%).

En consecuencia, V1 N--- NV C W. Se sigue que Vp“’ C W. Esto prueba la Afirmacion.

Finalmente, sea B = {V;}” :p € X y W es abierto en X}. Es claro que B es una base de
abiertos y cerrados en X. O
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2.29 Lema. Sean X un espacio Hausdorff, A € Kp(X) y Vi,...,V, abiertos en X tales que
A e (WVq,..., V). Entonces, existen subconjuntos cerrados ajenos no vacios, digamos Ay, ..., A,
tales que se cumplen las siguientes condiciones.

(1) A=A U---UA,.
(2) Para cada i € {1,...,m} existe j; € {1,...,n} tal que A; C V..

(3) Para cada j € {1,...,n} existe r; € {1,...,m} tal que A, CV}.

Maés ain, para cada i € {1,...,m} existe un conjunto abierto U; en X tal que:
4) U;NnU; =0sii#j.
(5) A; CU; CVj,.
(6) Para cada j € {1,...,n} se tiene que A,, CU,, CVj.

DEMOSTRACION. Para cada a € A, definamos V,, = ({V; : a € V;}. Para cada i € {1,...,n}
fijemos un punto y; € V;. Sea {z1,...,zs} = {y; 1 i € {1,....,n} yy; # y;sit # j}. Como
X es un espacio Hausdorff existe una colecciéon de conjuntos abiertos en X y ajenos dos a
dos, {W1,...,Ws}, tal que x; € W;, para cada ¢ € {1,...,s}. Notemos que z; € W; NV,
para cada ¢ € {1,...,s}. Luego, por el Lema 2.28, para cada i € {1,...,s} existe un conjunto
abierto y cerrado en A, digamos B, tal que x; € B,, C W; NV,,. Es claro que {B,, : i €
{1,...,s}} es una familia de conjuntos abiertos y cerrados en A ajenos dos a dos. Denotemos
B =A— (B U---UB,,). Se tiene que B es cerrado y abierto en A. En particular, B es
compacto. Luego, por el Lema 2.28, para cada b € B existe un conjunto B} abierto y cerrado en
A, en particular, abierto y cerrado en B, tal que b € By C V},. Por la compacidad de B, existen
b1,...,b; puntos en B tales que B = By, U---U By,. Sea Cy = By, y para cada j € {2,...,t}
definimos C; = By, — ((U{Bs, : r € {1,...,j — 1}}). Sea {F1,...,F}.} = {C; : C; # 0}. Por el
Lema 2.27, {Fy, ..., F},} es una familia de conjuntos abiertos y cerrados no vacios en A, ajenos
dos a dos cuya unién es B. Definamos A; = B,,, paracadai € {1,...,s} y Asy; = F; para cada
ie{l,...,k}. Sim = s+ k, entonces {4y,..., A} es un una coleccién de abiertos y cerrados
en A, ajenos dos a dos cuya unién es A.

Veamos que la familia {4, ..., 4,, } cumple las condiciones (2) y (3).

Sea i € {1,...,m}. Se tiene que A; C B,, para algin a; € {z1,...,Ts,b1,...,b:}. Luego,
existe j; € {1,...,n} tal que a; € V},. Como By, CV,, v Vo, CVj, se tiene que A; C Vj,. Por
otro lado, dado j € {1,...,n} existe r; € {1,...,s} tal que x,, € Vj. Luego, x,;, € B_Trj = A,
y BM]_ - VIT]_ C Vj, de donde A,; C V;. Por lo tanto, la familia {4y, ..., Ay} cumple las

condiciones (2) y (3).

Ahora, como A; es cerrado en A y A es compacto tenemos que A; es compacto, para cada
i € {1,...,m}. En consecuencia, existen abiertos ajenos en X, Oq,...,O,,, tales que A; C O;
para cada i € {1,...,m} (vea el Lema 2.26). Dado ¢ € {1,...,m} definamos U; = O; N (("{V} :
A; CV;}). Es claro que la familia {Uq, ..., Uy, } cumple la condicién (4).

Veamos que la familia {Uy, ..., U,,} cumple las condiciones (5) y (6).

Sea i € {1,...,m}. Por la condicién (2), existe j; € {1,...,n} tal que A; C Vj,. En con-
secuencia, A; C U; C Vj,. Por otro lado, dado j € {1,...,n}, por la condicién (3), existe
r; € {1,...,m} tal que A,, C Vj, asi A,, C U,, C V;. Por lo tanto la familia {Ui,...,U,,}
cumple las condiciones (5) y (6). ' ' O
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2.30 Teorema. Sea X un espacio Hausdorff. Entonces la coleccién {(Vi, ..., V,) NKp(X) : n €
Ny {W,....,V,} € €(X)} es base para la topologia de Vietoris en Kp(X).

DEMOSTRACION. La demostracién se sigue inmediatamente del Lema 2.29 y [18, Lema 2.3.1].
O

2.31 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff compacto, entonces X es localmente conexo si,
y s6lo si, el hiperespacio TD(X) es localmente conexo.

DEMOSTRACION. Para demostrar que la condicién es necesaria consideremos A € TD(X) y
Wi, ..., W,, abiertos en X tales que A € W = (Wq,..., W,,) N TD(X). Por el Lema 2.29, existen
r subespacios compactos no vacios de A, digamos Aj, ..., A,, tales que A = A; U---U A,,
A;NA;j=0sii#jy que ademds cumplen las siguientes dos condiciones.

(1) Para cada i € {1,...,7}, existe j € {1,...,n} tal que A; C Wj.
(2) Para cada i € {1,...,n}, existe j € {1,...,r} tal que A; C W,.

Sean U17 ..., Uy, abiertos ajenos dos a dos en X tales que A; C U;, para cada i € {1,...,r} y
denotemos V; = (({W; : A, C W;, con j € {1,...,n}})NU,, para cada i € {1,...,r}.

Dado i € { 1,...,7}, para cada x € A; consideremos un subespacio abierto y conexo, C,, tal
que z € C,, C V;. Por la compacidad de A;, existe un subconjunto finito {x;1, ..., z;, } de A; tal
que A; C Cy,y U---U sz Denotemos D; = Cy,, U---U C’miki. Observemos que D; tiene sélo
un nimero finito de componentes, las cuales denotamos por M7, ..., M;;i, y notemos que cada
una de estas componentes es un subespacio abierto de X. Denotemos

V=(M},.. M

prr

MY, ..., M7 ) A TD(X).

Notemos que V es abierto en TD(X).
Afirmacién 1. Se tiene que V es conexo.

Para probar esta afirmacién, por el Lema 1.15 tenemos que VNF,,,(X) = (M{, Mél ey M7, ..

Fm(X) es conexo, para cada m > p; +- - - +p,. Ahora, por la definicién de F(X) y por el hecho
de que F;(X) C F;(X) sii < j tenemos que VNF(X) = | H{VNFn(X):m >pi+---+pr}, se
sigue que YV N F(X) es conexo. Por otro lado, sabemos que F(X) es denso en TD(X). Luego,
por el Teorema 1.16, tenemos que ¥V N F(X) es denso en V, es decir, Cly,(VNF(X)) =V. En
consecuencia, V es conexo. Esto prueba la Afirmacién 1.

Afirmacién 2. Se tiene que A € V.

T Pi .
Para probar esta afirmacién, notemos que A = U A; C U (U Ceiy) = U (U Mj).
i=1 j=1 i=1 j=1

Ademi4s, dado M;, existe un punto x; € {x;1, ...,J;iki} C A; tal que Cy,, C Ml, se sigue que
A; 0 M # 0. En consecuencia, AN M; # (). Esto prueba la Afimacién 2.

Afirmacién 3. Se tiene que YV C W.

Para probar esta Afirmacién, fijemos B € V. Por la condicién (2 ) dado j € {1,...,n},
existe ¢ € {1,...,r}, tal que A; C W;. ComoBﬂ(U M) #@yBﬁ(UM) C W se tiene
que BNW; # 0. Asi, BNW; # 0, para cada ] E {1,...,n}. Por otro lado, es claro que
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BCcWiU---UW, yaquedado j € {l,...,r} yle{l,..,p;}, Mlj es componente de D; y por
definicién de D; se tiene que D; C V; y V; C W, para algin i € {1,...,n}. Esto prueba la
Afirmacién 3.

En resumen, hemos probado que V es un subespacio abierto y conexo de 7TD(X) tal que
A€V CW. Asi, que la condicién es necesaria queda demostrada.

Finalmente, que la condicién es suficiente se sigue del Corolario 2.22. O

2.6 Conexidad por trayectorias

En esta seccién mostramos que el hiperespacio 7D(X) es conexo por trayectorias si X es un
dendroide suave y mostramos un dendroide Y cuyo hiperespacio 7D(Y) no es conexo por
trayectorias. También damos una clase de espacios, digamos A, tal que para cada Y € A, el
hiperespacio 7D(Y) tiene una cantidad no numerable de arco componentes.

Iniciamos el estudio de la conexidad por trayectorias del hiperespacio de los conjuntos to-
talmente disconexos probando que 7TD([0, 1]) es conexo por trayectorias.

2.32 Teorema. El hiperespacio 7D([0, 1]) es conexo por trayectorias.

DEMOSTRACION. Afirmacién. Para cada A € TD(|0,1]), existe una funcién continua F :
[0,1] = TD([0,1]) tal que F(0) =Ay F(1) = {0}.

Para probar esta Afirmacién, sea A € TD([0,1]). Para cada a € A, definamos la funcién
fa :[0,1] = [0,1] dada por f,(t) = a(1 —t) y definamos F : [0,1] — TD([0,1]) como F(t) =
{fa(t) : a € A}. Notemos que F(0) = {f.(0) : a € A} = {a :a € A} = Ay F(1) =
{fa(1) : a € A} = {0}. Asi, para t € {0,1} tenemos que F(t) € TD([0,1]). Ahora, fijemos
to € (0,1) y consideremos B C F\(ty) con |B| > 2. Fijemos puntos by,by € B, con by # bs.
Luego, existen puntos aj,as € A con aj # as tales que fqu, (to) = b1 ¥ fa,(to) = ba. Sin perder
generalidad, supongamos que a; < as. Como A es totalmente disconexo, existe un punto
as € (0,1) tal que a1 < a3 < az y az ¢ A. Sea g : [0,1] — [0,1] dada por g(t) = az(1 — ¢).
Se tiene que g(tg) ¢ F(to) y b1 < g(to) < ba. Se sigue que [0,9(to)) ¥ (g(t0),1] son una
separacién de B. Por lo tanto B es totalmente disconexo. Por otro lado, si b € F(ty), entonces
existe una sucesién {b,}nen en F(tp) tal que b, — b. Para cada n € N, existe un punto
an € A tal que f,, (to) = by. Dada la compacidad de A, la sucesién {a,}nen tiene una
subsucesion {ay, }ren tal que a,, — a € A. Notemos que f,, (to) = bn, ¥ by, — b. Ademds
limk—cc fa,, (to) = limg—ootn, (1 —to) = a(l —to) = fa(to). Por lo tanto, b = f,(tp). En
consecuencia, b € F(tg). Esto demuestra que F'(t9) € TD([0,1]).

Ahora, veamos que la funcién F es continua. Para esto consideremos una sucesién {t, } nen
en [0, 1] tal que ¢, — t € [0,1] y probemos que lim sup F(¢,) C F(t) C lim inf F(¢,). Sea b €
lim sup F(t,). Luego, existe una subsucesion {b,, }ren tal que by, € F(t,,) v by, — b. Se
sigue que, para cada k € N existe un punto a,, € A tal que fank (tn,) = bn,. Por la compacidad
de A, podemos suponer que a,, — a € A. Se tiene que limg_o00bn, = limkﬁoofank (tn,) =
limg—oon, (1 —tn,) = a(l —t) = f.(t) € F(¢t). Por lo tanto, lim sup F(t,) C F(t). Por otro
lado, dado b € F(t), existe a € A tal que f,(t) = b. Por la continuidad de f, se tiene que
fa(tn) — fa(t). Notemos que, para cada n € N, f,(t,) € F(t,), asi b € lim inf F(¢,). Por lo
tanto la funcién F' es continua. Esto prueba la Afirmacién.

Finalmente, consideremos A, B € TD([0, 1]). Por la Afirmacién, existen funciones continuas,
F:[0,1] - TD([0,1]) y G : [0,1] — TD([0,1]), tales que F(0) = A, F(1) = {0},G(0) =By
G(1) = {0}. Definamos la funcién H : [0,1] — 7D([0,1]) como sigue
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_ F(2t), si 0<t<
H(t){G(2—2t), si 3 <t<
)

1
2
1
Es claro que H es una funcién continua tal que H(0) = Ay H(1) = B. O

2.33 Corolario. Para cada a,b € R con a < b, se tiene que TD([a, b]) es conexo por trayecto-
rias.

2.34 Lema. Sea X un espacio regular. Si f : [0,1] = TD(X) es una funcién continua, C' es
un subconjunto cerrado no vacio de |J f([0,1]) y u = inf{s € [0,1] : f(s) N C # 0}, entonces
flu)ynC #0.

DEMOSTRACION. Notemos que f([0,1]) es un subconjunto compacto y no vacio de CL(X).
Luego, por [18, Teorema 2.5.1] se tiene que |J f([0,1]) es un subconjunto cerrado y no vacio de
X. En consecuencia, C' es un subconjunto cerrado de X. Supongamos que f(u) NC =0y sea
V = X — C. Observemos que V es abierto en X y f(u) C V. Se sigue que f~1(V*) es un
conjunto abierto en [0,1] tal que u € f~Y (V) y f~H (V) n{s€[0,1]: f(s)NC # 0} =0, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, f(u) NC # 0. O

El siguiente ejemplo muestra que en general la conexidad por trayectorias de X no implica
la de TD(X), ain cuando el espacio X sea un continuo.

2.35 Ejemplo. Sean A = {(z,[sin(Z)|) : z € (0,1]}, B = {(z,y) € R? : (z — 3)* + y* =
1vy <0ty X = ({0} x[0,1])UAU B C R? con la topologia usual. Entonces X es conexo
por trayectorias pero 7D(X) no es conexo por trayectorias.

DEMOSTRACION. Para probar que 7D(X) no es conexo por trayectorias consideremos Sy =
{(0,0} y S1 ={(£,0) : n € N} U{(0,0)} elementos en TD(X). Supongamos que existe una
funcién continua f : [0,1] — TD(X) tal que f(0) = So vy f(1) = S;. Seag: A — (0,1] la
proyeccién en la primera coordenada, es decir, g((z,y)) = z, para cada (x,y) € A. Notemos
que g es un homeomorfismo. Para cada g € (0, 1), definimos A, = g=1((0,q)).

Observacién 1. Un elemento E € TD(X) estd contenido en un arco de X si, y sélo si, existe
q €(0,1) tal que A, N E = 0.

Notemos que Sy estd contenido en el arco {0} x [0,1] y S1 no estd contenida en algin arco
de X. Sea

r =sup{s € [0,1] : f(¢) estd contenido en algin arco de X, para cada t < s}.

Por el Teorema 2.30 podemos considerar Uy, ..., U,, bolas abiertas en X, ajenas dos a dos
tales que didm(U;) < %, para cada ¢ € {1,....m} y f(r) € U = (Uy,...,Up). En lo que sigue
consideramos dos casos.

Caso 1. f(r) estd contenido en un arco de X. Notemos que 0 < r < 1. Por la Observacién 1,
existe ¢ € (0,1) tal que A;Nf(r) = 0. Por como definimos r, para cada ¢ > 0, existe t € [r,r+¢)
tal que f(t) no estd contenido en algin arco de X. De esta manera, por la continuidad de f,
podemos consideremos ty € (r,1] tal que f([r,to]) CU y f(to) no estd contenido en algin arco
de X. Fijemos un punto z1 € f(to) N Aq. Sea 3 € f(to) N Ag, con 0 < g2 < min{,g(z1)}.
Notemos que 1 # z2 y Ay, C A,;. Ahora, supongamos que se han determinado n puntos,
digamos x1, ..., T, tales que z; € f(tp) N A,,, para cada i € {1,...,n} con ¢; = ¢. Tomemos un
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punto z,41 € f(to)NAg,,, donde 0 < g1 < ml’n{%ﬂ, g(xn)}. De este modo, inductivamente,
hemos determinado una sucesién {x, }nen en A, tal que x,, # z,, sin # m y g(x,) — 0. Por
la compacidad de X, podemos suponer que z,, — = € X. Notemos que = € {0} x [0,1]. Sin
perder generalidad supongamos que x € U;. Ahora, elijamos una componente conexa C' de
A,NU; tal que CN f(tg) # 0y C C A, (basta tomar una componente de A, NU; que contenga
un punto de la sucesién {z, },eny muy cerca de x). Notemos que C' N f(r) = 0 ya que C C A,
yAgNf(r)=0. Seaa =min{g(y) : y € C} y b =mdax{g(y) : y € C}, los cuales existen ya que
g es un homeomorfismo y C es cerrado en A, N Uy, el cual es cerrado en X, asi C es cerrado
en X y por lo tanto compacto. Observemos que g(C) = [a,b] y g~ *(a),g~1(b) € Fr(U), en
consecuencia g~ 1(a),g 1 (b) ¢ U;. Definamos D = C N [ f([r,t0])]. Observe que D es un
subconjunto cerrado de | f([r, to]).

Afirmacién 1. Se tiene que D = [|J f([r, to])] N UL N (A — Ay).

N (U f([r,to])]- Dado que
D = 0, 0 [U £ to))
g~ ((a,b)) se sigue que
oDINUIN(Ay—A,) C D

U,
UinU; = 0sii# jy f([r,te]) C U tenemos que Uy N[ f([r,
Ademis, como € = g~ ([a,b). g (a). g (5) ¢ Us y Ay~ Ay =

0
D cC [ f([r,to])]NnULN(Ap — Ag). Por otro lado, es claro que [ f([r, ¢

va que A, — A, = g7 ((a,b)) C C. Esto prueba la Afirmacién 1.

Para probar esta Afirmacion, se tiene que C N [ f([r, to])] C
f

Ahora, notemos que fhm(]] y D satisfacen las condiciones del Lema 2.34, as{ f(u) N D # 0,
donde u = inf{s € [r,t] : f(s)ND # 0}. Como f(r)NC =0y D C C tenemos que r < u.
Consideremos los conjuntos abiertos V = UyN(Ay,—A,) y V = (V, Uy, ..., U,,). Por la Afirmacién
L VnlJf(rt])] = D. Como f(uyND #0y f(u) € f([r,to]) C U se tiene que f(u) € V.
Luego, f~1(V) es un conjunto abierto en [0,1] tal que u € f=*(V) y f~1(V) N [r,u) = 0, esto
contradice la continuidad de la funcién f.

Caso 2. f(r) no estd contenido en algin arco. En este caso, notemos que 0 < r. Por la
continuidad de f podemos tomar un punto ¢y € [0,r) tal que f([to,r]) C U. Notemos que
f(to) estéd contenido en algin arco. Luego, por la Observacién 1, existe ¢ € (0,1) tal que
f(to) N A, = 0. De manera similar al caso 1, podemos elegir una componente C' de A, N Uy
tal que f(r)NC # 0y C C A;. Sea a = min{g(y) : y € C} y b = méx{g(y) : y € C}.
Definamos D = C N [ f([to,r])]. De igual forma que en la Afirmacién 1 se prueba que D =
U f([to, r))]NU1 N (A, — A,). Por otro lado, f| oy ¥ D cumplen las condiciones del Lema 2.34.
Asi, si u = Inf{s € [to,r] : f(s) N D # 0}, entonces f(u) N D # (. En consecuencia, u > tg
(fito))N A, =0y C C Ap). Definamos V = Uy N (A — A,) y V = (V, Uy, ...,Uy,). Dado que
fw)ND #0y f(u) € f([to,7]) C U se tiene que f(u) € V. Se sigue que f~1(V) es un conjunto
abierto en [0, 1] tal que u € f~1(V) y f~1(V) N [to,u) = 0, lo cual contradice la continuidad de
f.

Por lo tanto, no existe una funcién continua, f : [0,1] — TD(X), tal que f(0) = Sy y
f(1) =51 U

Acontinuacién enunciamos una serie de definiciones que nos ayudaran a exhibir una clase
de continuos cuyo hiperespacio de conjuntos totalmente disconexos es conexo por trayectorias.

2.36 Definicién. Un dendroide es un continuo arco conexo y hereditariamente unicoherente
(vea la definicién 1.24).

Notemos que en un dendroide X, para cualesquiera dos puntos x y y con = # y, existe un
tnico arco en X desde z hasta y, de lo contrario X no serfa hereditariamente unicoherente (una
prueba de esto la puede consultar en [20, pag. 42]).
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2.37 Notacién. Si X es un dendroide y =,y € X, entonces xy denota el tinico arco en X con
puntos finales x y y. Si x =y, entonces xy = {z}.

2.38 Definicion. Un dendroide X es suave si existe un punto p € X tal que dada cualquier
sucesién {an fneny en X tal que {an ey converge a a en X, entonces Lim a,p = ap.

2.39 Definicién. Sean X un dendroide y p € X. Definimos un orden parcial <, en X como
sigue. Siz,y € X, entonces x <, y si, y sélo si, z € yp.

2.40 Observacién. Observemos que si X es un dendroide y x,p € X, entonces {y € X : y <,
x} es totalmente ordenado.

2.41 Definicién. Decimos que un orden parcial < en un espacio X es continuo si < es un
subconjunto cerrado de X x X, (vea [19, Definicién 1.10]).

Los siguientes dos resultados los puede consultar en [19] (Lema 1.12 y Teorema 1.15).

2.42 Lema. Un dendroide X es suave si, y sélo si, existe un punto p € X tal que el orden
parcial <, es continuo.

2.43 Teorema. Si X es un espacio métrico compacto y < es un orden parcial continuo en X,
entonces existe una métrica equivalente r para X que satisface la siguiente condicion.

(I)Siza<y<zen X yax#yF#z, entonces r(z,y) < r(z,z).
Adems4s, r puede ser construida tal que
(2) six <y < zen X, entonces r(z,z) =r(z,y) + r(y, 2).
2.44 Teorema. Si X es un dendroide suave, entonces TD(X) es contréctil.

DEMOSTRACION. Sea p un punto en X tal que el orden parcial <, es continuo (vea la Definicién
2.39 y el Lema 2.42). Consideremos d una métrica equivalente para X que satisface la condicién
(2) del Teorema 2.43. Como X es compacto, podemos suponer que méx{d(z,p): x € X} = 1.

Afirmacién 1. Dado cualquier z € X y ndmero real r € [0, d(z, p)], existe un tinico punto y
en el arco pz tal que d(p,y) =r.

Para probar esta Afirmacién notemos que {y € X : y <, 2} = xp es conexo, asi al menos
existe un punto y <, z tal que d(y,p) = r. Supongamos ahora que y y z son puntos en zp
tales que d(y,p) = d(z,p) = r. Como {y € X : y <, z} = zp es totalmente ordenado, se
tiene que y <, z 0 z <, y. Supongamos que y <, z. Dado que p <, y <, z tenemos que
r=d(p,z) =d(p,y)+d(y,z) =r+d(y, z) lo que implica que y = z. Esto prueba la Afirmacién
1.

Definamos H : X x [0,1] — X dada por
_ el tnico y € px tal que d(y,p) =t, si  d(z,p) >t
H((w,1)) = { xz, st dz,p) <t
Por la Afirmacion 1 tenemos que H estd bien definida.
Afirmacion 2. La funcién H es continua.

En efecto, dado que la funcién d : X — R dada por d(x) = d(x,p) es continua, los conjuntos
U= {(z,t) € X x[0,1] : d(z,p) >t} y V = {(z,t) € X x[0,1] : d(z,p) < t} son cerrados

18



en X x [0,1]. Ademds, UUV = X x [0,1]. Asi, basta probar que H es continua en estos
dos conjuntos. Observemos que H es continua en V. Para probar que H es continua en U
consideremos una sucesion {(z,,t,)}nen en U que converge a (x,t) en U. Sea y un punto en
la cerradura de {H((xn,t,)) : n € N}. Dado que H((zy,t,)) <p x, para cadan € Ny <, es
cerrado se tiene que y <, x (vea el Lema 2.42 y la Definicién 2.41). Como d(H ((zn,tn)),p) = tn
para cada n € Ny ¢, — t, la continuidad de d implica que d(y,p) = t. Se sigue que y es el
tnico punto en el arco px tal que d(y,p) = t, es decir, H((x,t)) = y. Como X es compacto,
esto establece la continuidad de H.

Observemos que H cumple las siguientes condiciones.

(i) H((z,0)) = p,
(i) H((z,1)) = =, para cada z € X,
(i) H((H((z,s)),t)) = H((x,min{s,t})), para cada x € X y para cada s,t € [0, 1].

Ahora, Definamos H : TD(X) x [0,1] — CL(X) dada por H((A,t)) = H(A x {t}), para
cada (A,t) € TD(X) x [0, 1]. Notemos que H esta bien definida ya que H es continua y A x {t}
es compacto en X x [0,1]. Ademds, por las condiciones (i) y (ii) tenemos que H((A,0)) = {p} vy
H((A,1)) = A, para cada A € TD(X). Por otro lado, la funcién inducida H : CL(X x [0,1]) —
CL(X) dada por H(E) = H(E), para cada E € CL(X x [0,1]) es continua ya que H lo es (vea
[9, Lema 13.3]). En consecuencia la funcién #H es continua.

Ahora, para cada t € (0,1) sea F; = {z € X : d(z,p) <t} y By = {z € X : d(z,p) = t}.
Notemos que para cada z € X, H((z,t)) € F;. Fijemos un elemento A € TD(X).

Afirmacién 3. Se tiene que H(A x {t}) C (AN F}) U B; para cada t € (0,1).

Sean ¢t € (0,1) y H((a,t)) € H(A x {t}). Se tiene que a € F; o a ¢ F;. Si a € F}, tenemos
que H((a,t)) =a € ANF;. Ahora, si a € X — Fy, entonces d(a,p) > t. Luego, por la definicién
de H se tiene que H((a,t)) es un punto en X tal que d(p, H(a,t)) = t, de donde H((a,t)) € B;.
Esto prueba la Afirmacion 3.

Afirmacién 4. Los conjuntos F; y B; son cerrados, para cada ¢ € [0, 1].

Para esto, basta recordar que la funcién d : X — R dada por d(z) = d(x,p) es continua y
notar que Fy = d=1([0,¢]) y d71(t) = B;.

Afirmacién 5. El conjunto B, es totalmente disconexo para cada t € (0,1).

Sean z € By y K la componente conexa de z en B;. Notemos que K € C(X), ya que
B, es cerrado en X (vea la Afirmacién 4). Si existe z € K — {z}, como X es arco conexo y
hereditariamente unicoherente existe un arco L en K desde = hasta z. Notemos que z,z € L C
K C B;. Ademas, x # p ya que para cada t € (0,1), p ¢ B; puesto que p € Fy. En consecuencia
x,py z son tres puntos distintos en X. También observemos que p ¢ L. Consideremos el arco
en X, pz, desde p hasta z y sea w la primera vez que el arco pz intersecta al arco xzz. Se sigue
que w € Ly pwNzz={w}. Dadoque w € L C By y p ¢ By tenemos que p # w. Sin pérdida
de generalidad supongamos que z # w. Como p,z € H({z} x [0,t]) (va que H((2,0)) =py
z€ LC K CB)y H({z} x [0,t]) es conexo tenemos que w € H({z} x [0,]) (pz = pw U wz).
Luego, existe r € [0,¢] tal que H((z,7)) = w. Sir = t, entonces w = H((z,t)) = z ya que
z € B, C F;, de donde w = z lo cual es una contradiccién. Asi, r € [0,t) y H((z,7)) = w, es
decir, w € F, con r < t, por lo cual w ¢ By lo que contradice el hecho de que w € L C K C B.
Esto prueba la Afirmacion 5.
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Finalmente, dado ¢y € (0,1) tenemos por la Afirmacién 3 que H((A4,%0)) = H(A x {to}) C
(ANF;, )UBy,. Notemos que (ANFy, ) y By, son subconjuntos compactos y totalmente disconexos
(vea la Afirmacién 4). Luego, por el Teorema 1.22 tenemos que (A N Fy,) U By, es totalmente
disconexo, asi H((A4,to)) es totalmente disconexo. Con todo lo anterior hemos probado que H
es una funcién continua de 7D(X) x [0,1] a TD(X) tal que H((A4,0)) = {p} v H((4,1)) = A4
para cada A € TD(X). O

En seguida mencionamos algunas consecuencias inmediatas del Teorema 2.44.
2.45 Corolario. Si X es un dendroide suave, entonces 7D(X) es conexo por trayectorias.

2.46 Definicién. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas
cerradas simples.

El siguiente resultado lo puede consultar en [13, Teorema 8, pag. 116].

2.47 Teorema. Un continuo X es una dendrita si, y sélo si, X es un dendroide suave en cada
uno de sus puntos.

2.48 Corolario. Si X es una dendrita, entonces 7TD(X) es conexo por trayectorias.

2.49 Definiciéon. Un continuo es una dendrita local si cada uno de sus puntos tiene una
vecindad la cual es una dendrita.

2.50 Corolario. Si X es una dendrita local, entonces TD(X) es conexo por trayectorias.

DEMOSTRACION. Fijemos A € TD(X). Por [12, Teorema 9, pag. 307] X =Y U Z, donde Y y
Z son dendritas. Fijemos un punto p € Y N Z. Ahora, por el Corolario 2.48, existen funciones
continuas, a; : [0,1] = TD(Y) y az : [0,1] = TD(Z), tales que a1(0) = ANY, ai1(1) = {p},
az(0) = ANZ y as(1) = {p}. Definamos « : [0,1] — TD(X) dada por a(t) = a;(t) U as(t).
Por el Teorema 1.22 tenemos que « esta bien definida. Notemos que a(0) = Ay a(1) = {p}.
Es claro que « es continua (vea [10, Lema 1.1 (a)]). En consecuencia, cualquier elemento de
TD(X) se puede unir mediante una trayectoria con {p}. O

En seguida mostramos un ejemplo de un dendroide (no suave) cuyo hiperespacio 7TD(X) no
es conexo por trayectorias. Para esto primero recordamos una definicién la cual puede consultar
en [1, D5].

2.51 Definicién. Un continuo X es uniformemente arco conexo si X es arcoconexo y si
para cada € > 0 existe k € N tal que cada arco A en X contiene puntos ag, ay, ..., aj tales que
A=aga; U---Uag_1a; y didm(a;a;41) < € para cada ¢ € {0,....,k — 1}.

2.52 Ejemplo. Sea Lg el segmento de recta que une el punto (0,0) con el punto (1,0). Para

cada n € N, sean x,, = (1,%), Yin = (1,% - m) coni € {l,...n}y zin = (%,ﬁ -

(%)m) para i € {1,...,n}. Para cada n € N sean H,, el segmento de recta que une el
punto x, con el punto zy,, I, el segmento de recta que une al punto (0,0) con el punto z,,
Jin €l segmento de recta que une el punto z;, con el punto y;, con i € {1,...,n} y K;, el
segmento de recta que une el punto y;, con el punto z(;11), con i € {1,...,n — 1}. Para cada
n € N, denotemos L, = H, UI, U (U{Jin : i € {1,..on}}) U(U{Kin : 1 € {1,...on—=1}}) ¥
X = LoU (IH{Ly : n € N}), vea la figura 2.1, nosotros probaremos que 7D(X) no es conexo
por trayectorias.
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Figura 2.1: Un dendroide X con hiperespacio 7D(X) no conexo por trayectorias

Para probar que TD(X) no es conexo por trayectorias consideremos Sp = {(0,0)} y S; =
{2 :n e N}U{(1,0)} U{vin : m € Ny i€ {1,..,n}} elementos en TD(X). Supongamos que
existe una funcién continua f : [0,1] — TD(X) tal que f(0) = So y f(1) = S;. Notemos que
Sy estd contenido en un subcontinuo uniformemente arco conexo de X y 51 no estd contenido
en algin subcontinuo uniformemente arco conexo de X. Sea

r =sup{s € [0,1] : f(t) esta contenido en algin subcontinuo uniformemente

arco conexo de X, para cada ¢ < s}.

Por el Teorema 2.30 podemos considerar Uy, ..., Uy bolas abiertas en X, ajenas dos a dos
tales que didm(U;) < %, para cada i € {1,....k} vy f(r) e U = (Us,...,Ux). En lo que sigue
consideramos dos casos.

Caso 1. f(r) estd contenido en un subcontinuo uniformemente arco conexo de X. Notemos
que 0 < r < 1. Sea ty € (r,1] tal que f([r,to]) C U y tal que f(typ) no estd contenido en
un subcontinuo uniformemente arco conexo. Asi para cada n € N existe N € Ncon N > n
tal que f(to) N Jin # 0 o f(to) N K;n # 0 para algin ¢ > N. Se sigue que f(ty) tiene un
punto de acumulacién en el segmento de recta que une al punto (%,0) con el punto (1,0).
Denotemos tal punto por zy. Sin perder generalidad supongamos que zg € U;. Como f(r) estd
contenido en un subcontinuo uniformemente arco conexo de X, podemos considerar m € N tal
que f(r)NJy = 0 para cadan >m ycadai € {m,...,n}ty f(r)NK;, =0 paracadan>my
cada i € {m,.,..,n—1}. Fijemos C' una componente de U; tal que f(to) NCN(JjnUKjn) # 0
con NyM >2m, j€{2m,...N}yle{2m,..,M — 1}. Notemos que f(r)NC = (). Definamos
D = N[ f([r,to])]. Observe que D es un subconjunto cerrado de J f([r, to]) ya que U;nU; = 0

siiZjyDCCNUf(rt]) CCnUF(r to]), vea [18, Teorema 2.5].

Ahora, notemos que fl[m y D satisfacen las condiciones del Lema 2.34, en consecuencia si
u=1inf{s € [r,to] : f(s)ND # 0}, entonces f(u)ND # B. Como f(r)NC =0y D C C tenemos
que r < u. Consideremos los conjuntos abiertos C'y ¥V = (C, Uy, ...,Up,). Como f(u)ND £ 0y
f(u) € f([r,to]) C U se tiene que f(u) € V. Luego, f~1(V) es un conjunto abierto en [0, 1] tal
que u € fXV)y f~H(V)N[r,u) = 0, esto contradice la continuidad de la funcién f.

Caso 2. f(r) no estd contenido en un subcontinuo arco conexo. En este caso, notemos que
0 < r y que para cadan € N existe N € Ncon N >n tal que f(r)NJiy #0o f(r)NK;ny £ 0
para algin ¢ > N. Se sigue que f(r) tiene un punto de acumulacién en el segmento de recta
que une al punto (%, 0) con el punto (1,0). Denotemos tal punto por xy. Sin perder generalidad
supongamos que zo € Uy. Fijemos un punto tg € [0,7) tal que f([to,7]) C U. Sea m € N tal
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que f(to)NJim = 0 para cadan > my cadai € {m,...,n}y f(to) N K;, = () para cadan > my
cada i € {m,.,..,n—1}. Fijemos C una componente de U; tal que f(r)NCN(J;n UKjpr) # 0
con N,M >2m, j€{2m,...,N}yle€{2m,...,M —1}. Notemos que f(to) NC = (). Definamos
D = CN[U f([to, r])]. Observe que D es un subconjunto cerrado de |J f([to, ]) ya que U;nU; = 0
sii£jyDCCnUf(to,r]) CCNU f([to,r]), vea [18, Teorema 2.5].

Ahora, notemos que f| o Y D satisfacen las condiciones del Lema 2.34, en consecuencia si
u = inf{s € [to,r] : f(s)ND # B}, entonces f(u)ND # (). Como f(to)NC =0y D C C tenemos
que ty < u. Consideremos los conjuntos abiertos C'y V = (C, Uy, ...,Uy,). Como f(u)ND # 0
v f(u) € f([to,r]) C U se tiene que f(u) € V. Luego, f~1(V) es un conjunto abierto en [0, 1]
tal que u € f=X(V) y f~1(V) N [to,u) = 0, esto contradice la continuidad de la funcién f.

Por lo tanto, no existe una funcién continua, f : [0,1] — TD(X), tal que f(0) = Sy y

Hasta este punto, hemos mostrado dos ejemplos de dos continuos cuyos hiperespacios de
los conjuntos totalmente disconexos no son conexos por trayectorias, vea los ejemplos 2.52
y 2.35. Lo que nos conduce a la pregunta ;Cuantas componentes por trayectorias tendra
nuestro hiperespacio de estudio para dichos continuos?. Para intentar responder dicha pregunta,
enunciamos las siguientes definiciones y demostramos una serie de resultados.

Los siguientes dos resultados fueron probados en el Lema 2.28. El significado de dim(X) =0
lo puede consultar en la Definicién 1.25.
2.53 Lema. Sea X un espacio 7. Si dim(X) = 0, entonces X es totalmente disconexo.

2.54 Lema. Sea X un espacio compacto y Hausdorff, entonces dim(X) = 0 si, y sélo si, X es
totalmente disconexo.

Como consecuencia de los Lemas 2.53 y 2.54 se tiene el siguiente Corolario.

2.55 Corolario. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff, entonces dim(X) = 0,
si, y sélo si, X es totalmente disconexo.

2.56 Lema. [3, Teorema 3.3.1] Si X es un espacio localmente compacto y Hausdorff, entonces
X esTy 1

El siguiente resultado es una consecuencia de [3, Proposicién 1.5.5].

2.57 Lema. Si X es un espacio T3, K C X es compacto y L € CL(X) tal que KNL =0,
entonces existe V abiertoen X tal que K CV CV C X — L.

2.58 Lema. [3, Teorema 3.3.2] Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Si K C X
es compacto y W es abierto en X tal que K C W, entonces existe V' abierto en X tal que
KCV CV CWyV escompacto.

2.59 Definiciéon. Decimos que un espacio X es un espacio de Lindel6f si toda cubierta
abierta de X tiene una subcubierta numerable.

2.60 Lema. [3, Teorema 3.8.4] Si X es un espacio de Lindeloéf y D € CL(X), entonces D es de
Lindelsf.

2.61 Definicién. Un espacio X es numerablemente compacto si toda cubierta abierta numer-
able de X tiene una subcubierta finita.
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2.62 Lema. [3, Teorema 3.10.3] Sea X un espacio. Entonces X es numerablemente compacto
si, y sélo si, todo subconjunto infinito numerable de X tiene algin punto de acumulacién.

2.63 Lema. [3, Teorema 3.10.1] Sea X un espacio de Lindeldf, entonces X es compacto si, y
solo si, X es numerablemente compacto.

2.64 Lema. [3, Teorema 3.8.3] Si X es un espacio de Lindelof y T3, entonces X es Ty.

2.65 Lema. Sean X un espacio Hausdorff y C' C X cerrado, discreto y numerable. Si A, B C C
y A — B es infinito, entonces A no es compacto y A — B tampoco lo es.

DEMOSTRACION. Como A — B es infinito se tiene que A es infinito. Para cada a € A, fijemos
U, abierto en X tal que U, N A = {a}. Luego, {U, : a € A} es una cubierta abierta de A que
no tiene subcubiertas finitas. De manera analoga se muestra que A — B no es compacto. O

2.66 Lema. Sean X un espacio Hausdorff, £ € CL(X) y K C X compacto. Si F no es
compacto, entonces E — K es infinito.

DEMOSTRACION. Supongamos que E — K es finito y sea I/ una cubierta abierta de K U E.
Como K es compacto, existen Uy, ...,U, abiertos en X tales que K C U; U---UU,. Sea
E—- K ={xy,....,x,}. Paracadai € {1,...,m}, fijemos V; € U tal que z; € V;. Se sigue que
KUEC (UiU---UU,) U (V1 U---NV,), en consecuencia K U E es compacto. Dado que
E eCL(X)y E C EUK tenemos que E es compacto, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto E — K es infinito. O

2.67 Lema. Sea X un espacio T3. Si {x, : n € N} C X es discreto, entonces para cada n € N,
existe W, abierto en X tal que x,, € W,,, y W; N W; = () para i # j.

DEMOSTRACION. Como {z, : n € N} es discreto, para cada i € N tenemos que z; € X —
{z,, :n € N—{i}}. Por el Lema 2.57, para cada i € N, existe U; abierto en X tal que z; € U; y
U;N{z,:n€N-{i}} =0. Sea W; = U y denotemos W; = U; — (U; U---UU;_;), para toda
¢ > 2. Notemos que z; € W;, para cada ¢ € N. Ahora, sean ¢,7 € N con i < j. Dado x € W},
se tiene que z ¢ U;, en consecuencia z ¢ W;. O

2.68 Proposiciéon. Para cada A, B C N, decimos que A ~ B si, y s6lo si, existe N € N tal
que AN[N,00) = BN[N,00). Se cumplen las siguientes condiciones.

1) La relacién ~ es de equivalencia.

(1)
(2) Si A, B C N son finitos, entonces A ~ B.
(3) La clase [A]~ es numerable, para cada A € P(N).

(4) Hay tantas clases de equivalencia como nimeros reales.
DEMOSTRACION. Consideremos A, B,C C N.

(1) Es claro que A ~ Ay también que si A ~ B entonces B ~ A. Ahora,si A~ By B~C
se tiene que existen N, M € N tales que AN[N,00) = BN[N,00) y BN[M,00) = CN[M, ).
Sea m = méx{M, N}. Se sigue que AN [m,o0) = BN[m,00) = CN[m,o0), de donde A ~ C.

(2) Si Ay B son finitos consideremos m = méx Ay n = méx B. Dado N = méx {m,n}+1,
se tiene que AN [N,00) =0 = BN [N, 00).
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(3) Para cada k € N, definimos £, = {E CN: AN[k,c0) = EN[k,00)}.
Afirmamos que |Lg| < w.

En efecto, definamos fi : P({1,...,k—1}) — L dada por f(E) = EU(AN[k,0)). Veamos
que fi es sobreyectiva. Sea D € L. Se tiene que DN {1,....k — 1} € P({1, ...,k — 1}). Ahora,
fDOn{l,. k—=1}) = (Dn{l,...k=1}H)U(AN[k,00)) = (DN{L,...k—1}HU(DN[k,00)) =
DNN = D. Por lo tanto fj, es sobreyectiva. En consecuencia, 251 = [P({1,...,k—1})| >| Ly |.
Esto prueba la Afirmacién.

Por otro lado, observemos que [A]. = |J{Lk : k € N}. Se sigue que [A4]. es numerable, para
cada A € P(N).

(4) Observemos que {[A].~ : A € P(N)} es una particién de P(N). Como |P(N)| = |R]
y [A]~ es numerable, para cada A C N, se tiene que hay tantas clases de equivalencia como
nimeros reales. O

2.69 Teorema. Si X es segundo numerable, entonces |7| < |R|, donde 7 denota la topologia
de X.

DEMOSTRACION. Sea B = {Bj, B, ...} una base numerable para la topologfa de X. Para cada
subconjunto abierto, U, de X fijemos un subconjunto, digamos N,, de N tal que U = [ J{B; :
i € Ny}. Definamos f: 7 — {A: A C N} dada por f(U) = N,. Es claro que f es una funcién
inyectiva. O

2.70 Corolario. Si X es segundo numerable, entonces |[CL(X)| < |R].

DEMOSTRACION. Sea A = {A C X : A es abierto en X}. Definamos f : A — CL(X) por
f(A) = X — A, para cada A € A. Es claro que f es una funcién biyectiva. Por el Teorema
2.69, el corolario esta probado. U

2.71 Lema. Sea X un espacio Hausdorff y localmente compacto. Sean K un subconjunto
compacto de X, P € CL(X) y B C X tales que P — K C B. Supongamos que P — K = {¢, :
n € N} € CL(X) es discreto y ¢, # ¢, para cada n # m. Si existe {Py, : k € N} C CL(X) tal
que Py — Py P, — B no es compacto, para cada k € N, entonces existe V' abierto en X, existe
M € Ny para cada m € N existe U, abierto y existe n,, € N tales que:

(1
(2
(
(

Los elementos de {U,, : m € N} U{V'} son ajenos dos a dos.
Se tiene que ¢, € Uy, paracadam e Ny K C V.

3) Se tiene que n,, < n.,+1, para cada m € N.

)
)
)
4) Para cada m € N, existe z,, € Prrom N (Un,, — {Cn,, })-

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.56 tenemos que X es un espacio T3%, y asi T3. Luego, por

los Lemas 2.57 y 2.58, existe V abierto en X talque K CV CV C X —(P—K)y V es
compacto. Ahora, por el Lema 2.67, para cada m € N, existe V,,, abierto en X tal que ¢,, € Vi,
y VanNV, =0,sin# m. Como X es T3 (Lema 2.56), para cada m € N, existen abiertos
en X, W,, y W/ tales que ¢, € W,,, VC W/ vy W,, N W/ = (). Para cada m € N, sea
U/, = Wy N V. Se tiene que U/, NU/, = 0 si n # m ya que para cadan € N, U, C V,, y
VNV = 0. Ademds, dadom € N, U/ NV =0 ya que U}, C W, W, NW) =0y V CW/.
Por el Lema 2.58, para cada m € N existe U,, abierto en X tal que ¢,, € Uy, C U, CU., vy
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U, es compacto. Notemos que la familia {U,, : m € N} U {V'} satisface las condiciones (1) y
(2) de este Lema.

Para probar las condiciones (3) y (4), sea U = VU (J{Un, : m € N}). Es claro que P € (U).
Como P, — P, existe M € N tal que P, € (U), para todo k > M. Si Pyy41 — B C V, por
la compacidad de V, tenemos que Py;; — B es compacto, lo cual contradice la hipétesis del
Lema. En consecuencia, existe y; € Pyyy1 — B~V C Pyy1 —V (yaque Pyy1 — B C Pyyq).
Sea n; € N tal que y; € U,,. Luego, existe x1 € (Py+1 — B) NU,,. Notemos que z1 # ¢,, ya
que ¢p, € P— K C B, de donde z1 € (Py4+1 — B) N (Upy —{cn,}) € Prrg1 N (Uny, — {cn, })-
De esta forma, supongamos que se han construido n; < --- < n; y puntos z1,...,z; € X
tales que x; € Prrqi N (Un, — {cn,}). Ahora, como Prryji1 — B € Ppryj41 Do es compacto y
VUU,, U---UT,, es compacto, existe un punto y;41 € Pryqji1 — B — (VUU,, U---UU,,).
Luego, existe n;41 € N tal que yj11 € Uy,,,. Sea xj11 € (Pyryjyr — B) N (Un, .y — {en;0}) €
Pyrijir N (Un, oy — {cn,,, })- Finalmente, si es necesario reordenamos ny, ..., nj,nj1. Asi,
inductivamente hemos probado las condiciones (3) y (4) del Lema. O

La siguiente definicion serd de gran utilidad en las pruebas de los siguientes resultados.

2.72 Definicion. Decimos que un subconjunto A de un espacio X es cerra-abierto en X si
A es cerrado y abierto en X.

2.73 Lema. Sea E un espacio Ty tal que dim(F) = 0. Sea Y = {y, : n € N} C E cerrado,
discreto e infinito. Si {@, : n € N} es una familia celular de cerra-abiertos en E tal que
Yn € Qn, para cada n € N, entonces existe una familia celular, {V;, : n € N}, de cerra-abiertos
en E tal que y, € V,, C Qn, para cada n € Ny (J{V, : n € N} € CL(E). Més atn, si
{P, :n €N} CCL(E) es tal que P, C V,, para cada n € N, entonces | J{P,, : n € N} € CL(E).

DEMOSTRACION. Sea L = [ J{Q, :n € N} — | J{Qn : n € N}. Si L es vacio no hay nada que
demostrar. Supongamos entonces que L es no vacio. Notemos que Y C F — L y L es cerrado.
Como E es Ty, existe W, abierto en E tal que Y C Wy C Wy C E — L. Observemos que para
cadan € Ny, € Q, "Wy v @, N W, es abierto en E. Como dim(F) = 0, para cada n € N,
existe V;, abierto y cerrado en E, tal que y, € V;, C Q, NWy. Es claro que {V,, : n € N} es una
familia celular en F.

Afirmamos que | J{V,, : n € N} € CL(E).

Para probar esta Afirmacién, dado que V,, C @, N Wy, para cada n € N, tenemos que
U{Vs : mn € N} C (U{Qn : n € N}) N Wy, de donde | J{V,, :n e N} C | J{Qn:neN}NW, C
U{@» :n e N} N (E — L). En consecuencia | J{V;, : n € N} C |J{Q, : n € N}. Luego, dado
xz € |U{Vs : n € N}, tenemos que z € @, para algin n € N. Si z € @Q,, — V,,, se tiene que

(Qn =V )N(U{V:mneN}) =0 (QnN Q. =0, si m#m), lo cual contradice el hecho de que
z € |J{V, : n € N}. Por lo tanto, x € V,,. Esto prueba la Afirmacién.

De igual forma que en la Afirmacién, se prueba que si {P, : n € N} C CL(E) es tal que
P, C V,, para cada n € N, entonces | J{P, : n € N} € CL(E). O

2.74 Lema. Sea X un espacio Ty. Si {P, : n € N} es una familia tal que P, N P,, = 0 si
n # m; J{P, : n € N} € CL(X) y para cada n € N P, es cerra-abierto en (J{P, : n € N},
entonces existe una familia celular {U,, : n € N} tal que P,, C U,,, para cada n € N.

DEMOSTRACION. Notemos que para cada m € N, se tiene que P, y U{P, : n € N— {m}}
son cerrados en |J{P, : n € N}, en consecuencia P, y |J{P, : n € N — {m}} son cerrados

25



ajenos en X. Como X es Ty, para cada m € N, existe W,,, abierto en X tal que P,, C W, y
W N U{P, :n € N—{m}} = 0. Dado que X es Ty, para cada m € N existe V,,, abierto en X
tal que P, CVyy C Vi S Wy Sea Uy = V4 y Uy, = Vi — (ViU -~ U V,,,_1). Es claro que la
familia {U,, : m € N} satisface el Lema. O

2.75 Lema. Sea X un espacio Ty y localmente compacto. Sean E, B € TD(X). SeaY CE— B
cerrado, discreto e infinito numerable. Entonces existe V' abierto y para cada n € N existe U,
abierto en X tales que

(1) Paracadane N, VNU, =0y U, NU,, =0, con n # m.
(2) Paracadan e N, U, NE# 0y BCV.
(3) ECVU(U{U,:neN}).

DEMOSTRACION. Sea Y = {y, : n € N}. Por el Lema 2.67, para cada n € N existe W,
abierto en X tal que y, € W,, y W, N W,,, = 0 si n # m. Ahora, por el Corolario 2.55, se
tiene que E es 0-dimensional, en consecuencia, para cada n € N existe O,, cerra-abierto en F
tal que y, € O, C W,. Luego, por el Lema 2.73, existe una familia celular {V,, : n € N}
de cerra-abiertos en E tales que y, € V,, para cadan € Ny [J{V,, : n € N} € CL(E).
Observe que |J{V,, : n € N} € CL(X). Dado que para cadan € Ny, € E— By y, € V,,
existe z, € V, N (E — B) = V,, — B. Como E es 0-dimensional, para cada n € N existe P,
cerra-abierto en E tal que z, € P, C V,, — B. Luego, por el Lema 2.73 podemos suponer
que | J{P, : n € N} € CL(E) de donde |J{P, : n € N} es cerrado en X. Observemos que
{P,, : n € N} cumple las condiciones del Lema 2.74, asi, para cada n € N existe @,, abierto en
X tal que P, C Q,, vy QnNQy = 0 sin # m. Por otro lado, notemos que | J{P, : n € N} C E—B.
Se sigue que BU (E — | J{P, : n € N}) y U{P, : n € N} son cerrados ajenos en X. Como
X es T, existen V' y W abiertos ajenos en X tales que BU(E — |J{P, : n € N}) C Vy
U{P, : n € N} CW. Para cadan € N, sea U,, = Q,, N W. Es claro que {V} U{U, : n € N}
satisface las condiciones (1) y (3) del Lema. Para probar la condicién (2), notemos que para
caddaneN, z, € P, CQ."WNE=U,NE. O

2.76 Lema. Sean X un espacio y A un subespacio conexo de CL(X). Si K es un subconjunto
abierto, cerrado y no vacio de [ J.A, entonces AN K # () para cada A € A.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe A € A tal que AN K = (. Como K es abierto en
\J A, existe U abierto en X tal que K =U N (Y A).

Afirmacién 1. Tenemos que K- NA=U"NA.

Para probar esta Afirmacién, dado B € K~ N A se tiene que BN K # ) y B € A.
Como K C U obtenemos que BNU # () y B € A, por lo cual B € U~ N A. Por lo tanto
K-NACU™ NA. Porotro lado, dado F € U~ N A tenemos que ENU # (0 y E € A. Se sigue
que ENU#Py EClJA,dedonde 0 £ ENUCEN(JUANU=ENK. Asi, E€ K- NA.
Esto prueba la Afirmacion 1.

Ahora, como K es cerrado en | J A tenemos que |J A— K es abierto en | A. En consecuencia,
existe V abierto en X tal que A - K =V n(JA).

Afirmacién 2. Tenemos que (JA— K)tNA=V*1TnA

Para probar esta Afirmacién, sea C € (|JA— K)TN.A. Como (|JA— K) C V se tiene que
C € VT N A. Por otro lado, dado D € V* N A tenemos que D C V' y D C [JA. Se sigue que
DCcvVvn(UA) =UA-K. Asi, De (UA - K)" N A. Esto prueba la Afirmacién 2.
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Notemos que A = [(JA-K)TNAJUK NA|, A e (JA-K)TNA. Ademds, como K # 0y
K C |J A se tiene que K~ NA # (). También, observemos que [((JA—K)TNAN[K~NA] = 0.
Por las Afirmaciones 1y 2, (JA—K)TNAy K~ NA son abiertos en A. Con todo esto tenemos
que A no es conexo, lo cual es una contradiccion. O

Fl siguiente resultado es uno de los resultados més importantes que obtuvimos durante el
desarrollo de este trabajo. Dicho resultado esta incluido en nuestro articulo The hyperspace of
totally disconnected sets, vea [4].

2.77 Teorema. Sea X un espacio Hausdorff, localmente compacto y Lindeléf. Si C' es un
subconjunto cerrado, discreto y numerable de X y A y B son subconjuntos de C' tales que
A — B es infinito, entonces no existe una trayectoria de A a B en TD(X).

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una trayectoria « : [0,1] — TD(X) tal que a(0) = B
ya(l) =A. Sean T = {t € [0,1] : a(t) — B es compacto} y t, = sup T. Observe que 0 € T.
Ahora por el Lema 2.65, A no es compacto y A — B tampoco lo es. Como A — B es infinito
tenemos que A — B es un subconjunto infinito de C. En consecuencia A — B no es compacto,
es decir, 1 ¢ T. Supongamos que ¢y ¢ T, es decir, a(tp) — B no es compacto. Por el Lema
2.63 tenemos que a(tg) — B no es numerablemente compacto, luego por el Lema 2.62 existe
Y C a(ty) — B cerrado, discreto e infinito numerable. Por el Lema 2.75, existe un subconjunto
abierto V de X y para cada n € N existe un subconjunto abierto U,, de X que cumplen las
siguientes condiciones.

(1) Paracadan e N, U, NV =0y U, NU,, =0 si n # m.
(2) Para cadan € N, U, Na(ty) # 0.
3) alt)) CVU(H{Ur:neN) y BCV.

Sea U = VU (J{U, : n € N}). Observemos que a(ty) € UT y to > 0. Por la continuidad de
a existe § > 0 tal que a([to—9,t0]) C UT. Fijemos t1 € [tg—9,to]NT. Se sigue que a(t1) — B es
compacto. En consecuencia, existe F' C N finito tal que a(t;) — B C VU (U{U, : n € F}). Sea
N € N — F. Notemos que «a([tg — d,tg]) C CL(X) es conexo. Ademds, Uy N (| a([to — 9, to]))
es un subconjunto abierto y cerrado no vacio de |Ja([to — d,%0]) (por la condicién (1) y del
hecho de que |J a([to — 4, %0])) C U). Luego, por el Lema 2.76, se tiene que a(t) NUy # 0, para
cada t € [tg — d,tp], de donde a(t;) NUn # 0. Como B C V y Uy NV = @ obtenemos que
(a(t1) — B)NUx # (. Esta contradiccién prueba que tg € T. Ahora, como 1 ¢ T se tiene que
to < 1.

Afirmacion 1. Se tiene que a(tp) no es compacto y es infinito.

Para probar esta Afirmacién, supongamos que «a(tg) es compacto y sea U un subconjunto
abierto de X tal que a(tp) € (U). Por el Lema 2.58 tenemos que existe V abierto en X tal
que a(t)) CV CV C Uy V es compacto. Luego, existe ¢ > 0 tal que a((to,to +¢)) C (V).
Se sigue que, para cada t € (tg,to +¢), a(t) €V C V. Como V es compacto se tiene que
a(t) es compacto, para cada t € (to,tp + €). Dado que a(t) — B es un subconjunto cerrado
del compacto a(t), para cada t € (tg,to + €), se concluye que a(t) — B es compacto, para cada
t € (to,to + €), lo cual contradice la definicién de ty. Por lo tanto, a(tg) no es compacto, y en
consecuencia a(tg) es infinito. Esto prueba la Afirmacién 1.

Definamos K = a(tg) — B.

Afirmacién 2. Se tiene que «(tg) — K C By «fto) — K es cerrado, discreto e infinito
numerable.
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Para probar esta Afirmacién, consideremos un punto z € a(tg) — K = a(ty) — a(ty) — B.
Entonces, x € a(ty) y = ¢ a(ty) — B. Se sigue que, x € a(ty) y existe V abierto en X tal que
x €V yVn(alty) — B) =0, lo que implica que z € B. Asi, a(tg) — K C B. Ademds, como
a(tg) no es compacto se tiene que «(tg) — K es infinito ademds es cerrado y discreto porque
a(tg) — K € B C C con C cerrado y discreto. Por lo tanto, la Afirmacién 2 esta probada.

Denotemos a(tg) — K ={c, : n € Ny ¢, # ¢y sin # m}. Como ty # 1, existe una sucesién
{tx : k € N} C[0,1] — T tal que tal que ¢, — to. Se sigue que, a(ty) — a(to) y a(ty) — B no
es compacto, para cada k € N. Notemos que K, a(tp) y B satisfacen las condiciones del Lema
2.71, en consecuencia, existe V abierto en X y existe M € N tal que para cada m € N existe
U,, abierto y existe n,, € N que cumplen las siguientes condiciones.

1) Los elementos de la familia {U,, : m € N} U{V} son ajenos dos a dos.

(
(2
(
(

Para cada m € N se tiene que ¢, € U, y K C V.

3) Ny < Nypy1, para cada m € N.

)
)
)
4) Para cada m € N, existe @, € a(tpr4m) N (Un,, — {cn,. })-

Para cada m € N, definamos

voo— Un, sim#nyg, paracadak € N
™ Un, — {zk}, sim=ny, paraalgin k € N.

Sea W =V U (U{Vin : m € N}). Dado un punto y € a(tyg) tenemos que y € a(tg) — K o
y € K. Siy € K, entonces y € V. Ahora, si y € a(tg) — K, entonces existe m € N tal que
Y = Cm. Como ¢, € Uy, se tiene y € V;,,. En consecuencia, a(ty) € W.

Como a(ty) — a(to) existe N € N tal que a(tyryn) € WT. Notemos que xy € a(tpy+n) N
(Uny — {ceny})- Dado que U, NUs =0, sir # s, se tiene que oy € Vyy, = Uy — {zn}, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto no existe una trayectoria de A a B en TD(X). O

Como consecuencia del Teorema 2.77, tenemos los siguientes tres resultados, los cuales son
algunos de los resultados principales de este trabajo.

2.78 Teorema. El hiperespacio TD(R) tiene exactamente ¢ componentes por trayectorias.

DEMOSTRACION. Notemos que N es un subconjunto cerrado, discreto e infinito numerable de
R. Sean A,B C N tal que [A] # [B]. Por el Teorema 2.68 parte (2) podemos suponer que
A — B es infinito. Por el Teorema 2.77 no existe una trayectoria de A a B en 7TD(X) para cada
A,B C N tales que [A] # [B]. Por la Proposicién 2.68, P(N) tiene ¢ clases de equivalencia,
en consecuencia, 7D(R) tiene al menos ¢ componentes por trayectorias. Finalmente, por el
Corolario 2.70, TD(R) tiene a lo mds ¢ componentes por trayectorias. O

2.79 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff, localmente compacto, Lindel6f y no compacto,
entonces 7D(X) tiene al menos ¢ componentes por trayectorias.

DEMOSTRACION. Como X es de Lindelof y no es compacto, por el Lema 2.63, se tiene que X no
es numerablemente compacto. Luego, por el Lema 2.62, existe C subconjunto de X tal que C' es
cerrado, discreto e infinito numerable. Pongamos C' = {x,, : n € N}. Sean N, M C N tales que
N no esta relacionado con M, en el sentido de la Proposicién 2.68. Definamos A = {z,, : n € M}
y B ={x, : n € N}. Sin perder generalidad, supongamos que A— B es infinito. Por el Teorema
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2.77 tenemos que no existe una trayectoria en 7D(X) desde A hasta B, para cada M, N C N
tales que [M] # [N]. Luego, por la Proposicién 2.68, P(N) tiene ¢ clases de equivalencia, en
consecuencia, TD(X) tiene al menos ¢ componentes por trayectorias. O

2.80 Corolario. Si X es un espacio Hausdorff, localmente compacto, no compacto y segundo
numerable, entonces TD(X) tiene exactamente ¢ componentes por trayectorias.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.79 tenemos que 7D(X) tiene al menos ¢ componentes por
trayectorias. Luego, por el Corolario 2.70 tenemos que 7TD(X) tiene a lo més ¢ componentes
por trayectorias. O

El siguiente Teorema se obtuvo durante el desarrollo de este trabajo y muestra que, para un
espacio Hausdorff, localmente compacto y Lindelof, si una componente por trayectorias en el
hiperespacio de los conjuntos totalmente disconexos contiene un elemento compacto, entonces
cualquier elemento de la componente es compacto.

2.81 Teorema. Sea X un espacio Hausdorff, localmente compacto y Lindelof. Si L y M
pueden conectarse por una trayectoria en 7D(X), entonces L es compacto si, y sélo si, M es
compacto.

DEMOSTRACION. Sean L,M € TD(X) y a : [0,1] — 7TD(X) una funcién continua tal que
a(0) = Ly a(l) = M. Basta probar que si L es compacto entonces M también lo es. Supong-
amos que L es compacto y M no lo es. Sea r =sup {t € [0,1] : a(t) es compacto}.

Afirmacién 1. Se tiene que a(r) no es compacto.
Para probar esta Afirmacién consideramos dos casos.
Caso 1. Si r =1, no hay nada que probar.

Caso 2. r < 1. En este caso, supongamos que «(r) es compacto. Sea U abierto en X tal
que a(r) € (U). Luego, por el Lema 2.58, existe V abierto en X tal que a(r) CV CV C U
y V es compacto. Por la continuidad de «, existe ¢ > 0 tal que a((r —&,7 +¢)) C (V). En
consecuencia, «(t) es compacto, para cada t € (r —e,r 4+ ¢), lo cual es una contradiccién. Esto
prueba la Afirmacion 1.

Por otro lado, como X es de Lindelof y a(r) es cerrado en X, por el Lema 2.60, se tiene
que a(r) es de Lindelof. Luego, por los Lemas 2.62 y 2.63, «(r) contiene un subconjunto
infinito numerable que no tiene puntos de acumulacién. En consecuencia existe A subconjunto
de a(r) tal que A es cerrado, discreto e infinito numerable. Sea A = {z, : n € N}. Por
el Lema 2.67, para cada n € N existe V! abierto en X tal que =z, € V! y V. NV! = 0, si
n # m. Ahora, por el Lema 2.54, a(r) es 0-dimesional, de donde para cada n € N existe
W, cerra-abierto en a(r) tal que x,, € W,, C V.!. Por el Lema 2.73 existe una familia celular
{V,, : n € N} de cerra-abiertos en «(r) tal que z, € V,, C W, C V! y | J{V,, : n € N} €
CL(a(r)) € CL(X). Notemos que {V,, : n € N} U {a(r) — J{V, : n € N}} es una familia
celular de cerra-abiertos en [ J{V,, : n € N}. Como X es localmente compacto y Hausdorff, por
el Lema 2.56, X es TS%. Ademsds, como X es de Lindelof, por el Lema 2.64, se tiene que X
es un espacio Ty. Luego, por el Lema 2.74, existe una familia celular {U,, : n € NU {0}} tal
que (a(r) — U{V, : n € N}) C Vp y para cada n € N, se tiene que V,, C U,,. Observemos que
a(r) CU{U, : n € NU{0}}, es decir, a(r) € (U{U, : n € NU{0}})T. Por la continuidad de a,
existe ¢ > 0 tal que a([r—e, r+¢]) C (U{Un : n € NU{0}})*. Fijemos tq € [r—e,r) tal que a(to)
es compacto. En consecuencia, existe N € N tal que a(tg) N Uy = 0. También observemos que
Ua([r—e,r+e]))NUx = (Ja([r—e,r+€]))NUn, ast (J a([r—¢,r+¢]))NUx es un subconjunto
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abierto y cerrado, no vacio de |J a([r —¢,r+¢]). Como a([r —e,r+¢]) es un subespacio conexo
de CL(X), por el Lema 2.76, se sigue que a(t) N ((Ja([r — &,7 +¢])) N Uxn) # 0, para cada
t €[r—e,r+e¢], de donde afty) NUx # 0, lo cual es una contradiccién. Esta contradiccion
prueba que M es compacto. O

2.82 Corolario. Sea X un espacio Hausdorff, localmente compacto y Lindeldf. Si TD(X) es
conexo por trayectorias, entonces X es compacto.

DEMOSTRACION. Si X no es compacto, entonces X cumple las hipétesis del Teorema 2.79, por
lo que TD(X) tendria al menos ¢ componentes por trayectorias. O

El siguiente resultado es de gran ayuda para probar que la conexidad por trayectorias
de 7D(X) implica la conexidad por trayectorias de X, cuando X es un espacio Hausdorff,
localmente compacto y Lindel6f. La prueba original del siguiente resultado la puede consultar
en [7, Teorema 3.2].

2.83 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff, a : [0,1] — Kp(X) es una trayectoria y p € a(0),
entonces existe una funcién continua f : [0,1] — X tal que f(0) = py f(¢) € a(t) para cada
te0,1].

DEMOSTRACION. Denotemos K = |J([0,1]) € X. Por [18, Teorema 2.5] tenemos que K es
compacto. Para cada n € Ny i € {0,...,2" — 1} definamos I,; = [55, 5]. Fijemos n € N
y para cada i € {0, ...,2" — 1} recursivamente definamos p,, ; y un subconjunto compacto K, ;
como sigue. Sea p,o = p y sea K, o la componente conexa de |Ja(I, ) la cual contiene
a pno. Para cada i € {0,...,2" — 1}, por el Lema 1.13, podemos elegir un punto p,; €
Knic1 N a(Q%). Sea K, ; la componente conexa de |Ja(l,;) que contiene a p, ;. Por [18,
Teorema 2.5] tenemos que K, ; es compacto, para cada i € {0,...,2" — 1}. Ahora, para cada
n € Nsea G, = U{In; x Kp; : i € {0,...,2" — 1}}. Observemos que G,, es compacto
ya que es unién finita de compactos. Ademds es un subespacio conexo de [0,1] x K ya que
(S pniv1) € (In, X Kny) N (In,,y X Kn,,,), para cada i € {0,...,2" —1}. Como CL([0,1] x K)
es compacto, vea [18, Teorema 4.2], {G,, : n € N} tiene un punto de acumulacién, digamos G,
en CL([0,1] x K).

Afirmacién 1.- Dado t € [0,1] y U un subconjunto abierto de X tal que «(t) € (U) existen
un subconjunto abierto V de [0,1] y N € N tales que sin > N,i € {0,...,2" =1} y VNI, ; #0
entonces (I, ;) C (U).

Para probar esta Afirmacién, dado que « es continua, existe € > 0 tal que a(x) € (U) para
cada z € [0,1] N (t —&,t +¢). Notemos que para cada n € N, se tiene que didm(I,, ;) = 5. Sea
r < ey tomemos N € N tal que 2% < e —r. Definamos V = (t — r,t +r) N[0, 1]. Luego, para
cadan > N y cada i € {0,...,2" — 1} se tiene que si I,,; NV # 0, entonces I,,; C (t —¢,t +¢)
(seaa € I,;,NV ybel,,, tenemos que d(b,t) < d(a,b)+d(a,t) <e—r+r=cyaquea,t V).
Asi el conjunto V' 'y N cumplen la Afirmacién 1.

Afirmacién 2.- Se tiene que G N ({t} x K) C {t} x a(t), para cada t € [0, 1].

Para probar esta Afirmacién, supongamos que existe un punto ¢ € [0,1] y un punto z €
K — a(t) tales que (t,2) € G. Dado que {z} y «a(t) son compactos ajenos existen abiertos
ajenos en K, U, y Uy, tales que x € U, y «(t) C Uy. Por la Afirmacién 1, existe un subconjunto
abierto V' de [0, 1] que contiene a ¢ y existe N € N tales que si n > N,i € {0,...,2" — 1} y
VNnl,; # 0 entonces a(l,,;) C (U). Note que O = (V x U,,[0,1] x K) es un subconjunto
abierto de CL([0,1] x K) que contiene a G (esto ya que G C [0,1] x K y (t,x) € GN(V x Uy)).
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Enseguida veamos que G,, ¢ O para cada n > N. Para esto fijemos n > N e i € {0,...,2" — 1}.
Consideremos dos casos.

Caso 1.- Si V N I, ; = 0, entonces es claro que (I,,; X K, ;)N (V x U,) = 0.

Caso 2.- Si VN1, # 0, entonces [Ja(l, ;)] NU, €U NU, = 0 de donde K,,; N U, = 0,
por lo tanto (I, ; x Ky ;)N (V x Uy) = 0.

Asi, hemos probado que G, N (V x U,) = ) para cada n > N. Luego, tenemos que O es
un abierto que contiene a G y que intersecta a lo mas N elementos de {G,, : n € N}, lo cual
contradice la propiedad de G. Esto prueba la Afirmacién 2.

Afirmacién 3.- Se tiene que m1(G) = [0,1] ¥ (0,p) € G, donde 7 : [0,1] x K — [0,1] es la
primera proyeccién.

Primero veamos que 71 (G) = [0, 1]. Para esto supongamos que 71 (G) # [0, 1] y consideremos
un subconjunto abierto propio U de [0,1] tal que m1(G) C U. Como G € (U x K) existe n € N
tal que G, € (U x K). Luego m1(G,) C U lo cual contradice el hecho de que 71 (G,) = [0, 1]
(Gn = U{In;i x Ky i 1 €{0,...,2" = 1}} y U{Ln : i € {0,...,2" — 1}} = [0,1]). Concluimos
que 71(G) = [0, 1]. Por otro lado, supongamos que (0,p) ¢ G. Sea V = ([0,1] x K) — {(0,p)}.
Note que G € (V). Por construccién tenemos que (0,p) € I, o X K, 0 C G, para cada n € N,
por lo cual G, ¢ (V) para cada n € N. En consecuencia (V) N {G,, : n € N} = ) lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto (0,p) € G. Asi la Afirmacién 3 estd probada.

Afirmacién 4.- G es la grafica de una funcién.

En efecto, sea t € [0,1] y supongamos que (t,z1),(t,x2) € G. Veamos que z1 = 3.
Supongamos que x; # x3. Por la Afirmacién 2 tenemos que x1,z2 € «a(t). Sea U = {Uy, Us}
una cubierta abierta disjunta de «(t) tal que z1 € Uy y xo € Uy ( sean Wy y Wy abiertos
ajenos en X tales que x1 € W1 y xo € Ws. Por el Lema 2.28 existe W, abierto y cerrado en
a(t) tal que z1 € W C W;. Tenemos que Wy a(t) — W son compactos ajenos. Por el Lema
2.26, existen Uy y Uy abiertos ajenos en X tales que W C Uy y «at) — W C Us. Es claro que
x1 €Uy, 20 € Us y a(t) CU;UUs ). Por la Afirmacién 1, existe un intervalo abierto V' de [0, 1]
que contiene a ¢t y existe N € N tales que si n > N,i € {0,....,2" — 1} y VN L, ; # 0 entonces
a(I, ;) € (U). Definamos O = (V x U1,V x Us, [0,1] x K) y observemos que G € O. Enseguida
veamos que Gy, ¢ O para cada n > N. Fijemos n > N. Consideremos G), = J{I,,; X K,,; : i €
{0,..,2" =1} y L,,NV =0} y Gl =\ { i x Kpni 11 €{0,...,2" =1} y I,,,NV # 0}. Es claro
que G, N(VxU;) = @ paracadai € {1,2}. Ademds G/, es conexo (cada I, ; X K,, ; es conexo, V es
un intervalo y (2%,]),”) € (Inn,ix Kpni)N(In,i—1 X Ky i—1)). Ahora, por la eleccién de V', tenemos
que G C ([0,1]xUp)U([0,1] x Us) (ya que {1y :i € {0,...,2"—1}} =[0,1], K, ;s C Ja(Ln4)
ysi VNI, ,; #0, entonces «(l, ;) C (U) = (U1, Us)). En consecuencia, existe g € {1, 2} tal que
GIN(V xU;y) = 0. Esto demuestra que G,N(V xU;,) = [GL,N(V xU; )JU[GEN(V x Uy, )| = 0.
Esto prueba que G,, ¢ O, para cada n > N, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, 1 = xs.
Asi la Afirmacién 4 esta probada.

Finalmente, nuestra funcién requerida, f, es la que tiene como grafica a G. Por la Afirmacion
3 tenemos que f es una funcién tal que f(0) = p y con dominio [0, 1]. Por la Afirmacién 2 se
tiene que el codominio de la funcién f es K y que f(t) € a(t), para cada t € [0,1]. Ademads,
sabemos que la grafica G de f es cerrada y que K es compacto, luego por el Teorema del grafo
cerrado (vea [3, Ejercicio 3.1.D (a)]) tenemos que f es continua. O

2.84 Lema. Si A € TD(X) y {Ux,...,U,} € €(X) son tales que A € (Uy,...,U,), entonces
ANU; € CL(X) para cada i € {1,...,n}.
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DEMOSTRACION. Basta probar que ANU; C AN U; para cada i € {1,...,n}. Fijemos i €
{1,...,n} y consideremos un punto x € ANU; C ANU;. Se sigue que z € A y como A es
cerrado obtenemos que z € A. Ahora, como A C U; U---UU, se tiene que = € U; para algin
j €{1,...,n}. Supongamos que j # i. Luego U, es un subconjunto abierto que contiene a x y
dado que z € U; tenemos que U; N U, # 0 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto ¢ = j, asi
X € Uz O

2.85 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff, localmente compacto y Lindelof tal que TD(X)
es conexo por trayectorias, entonces X es conexo por trayectorias.

DEMOSTRACION. Sean z,y € X y a : [0,1] — TD(X) una trayectoria tal que a(0) = {z
a(l) = {y}. Notemos que {x} es compacto, asi por el Teorema 2.81 tenemos que «([0,1]
Kp(X). Ahora, por el Teorema 2.83 existe una trayectoria v : [0,1] — X tal que v(0) =

(1) € {y}-

}
)

e 1N«

2.86 Proposiciéon. Sea X un espacio compacto para el cual existe una homotopia H : X X
[0,1] = X y existe p € X que cumplen las siguientes condiciones:

(1) H(z,0) =py H(x,1) =z, para cada = € X.
(2) La funcién g, : X — X dada por g:(z) = H(z,t) es un encaje, para cada ¢t € (0,1).
Entonces TD(X) es conexo por trayectorias.

DEMOSTRACION. Fijemos un elemento A € 7D(X). Definamos « : [0,1] — CL(X) dada por
a(t) = H(Ax {t}). Notemos que dado t € (0,1) se tiene que a(t) = (A x {t}) = g:(A). Como
cada funcién g, es un encaje tenemos que a(t) € TD(X) para cada ¢ € [0, 1], es decir, a es una
funcién de [0,1] a TD(X).

Veamos que « es continua.

Para esto definamos § : [0,1] — CL(X x [0,1]) dada por 8(t) = A x {t} y notemos que
es continua. Por otro lado, la funcién inducida H : CL(X x [0,1]) — CL(X) dada por H(E) =
H(E), para todo E € CL(X x [0,1]) es continua (vea [9, Lema 13.3]). Finalmente, observemos
que dado t € [0, 1], tenemos que H(B(t)) = H(A x {t}) = H(A x {t}) = a(t). En consecuencia,
a es una funcién continua tal que «(0) = {p} = H(A x {0}) y (1) = A = H(A x {1}) para
cada A € TD(X). O

2.87 Corolario. Si X es un espacio compacto, entonces 7D(Cono(X)) es conexo por trayec-
torias.

DEMOSTRACION. El Cono(X) cumple las propiedades de la Proposicién 2.86. O

2.88 Teorema. Si X es un espacio Hausdorff, compacto y conexo por trayectorias tal que
cada punto p € X tiene una vecindad homeomorfa a algin continuo X, de la forma X
Cono(Y},), para algun continuo Y, y p sea el vértice de tal cono, entonces 7D(X) es conexo
por trayectorias.

DEMOSTRACION. Sea A € TD(X). Por la compacidad de A, existen vecindades U,,, ..., U,
tales que A C Up, U---UU,, y cada U,, es homeomorfa al cono de algin continuo X,,. Notemos
que Up, es un continuo, asi ANU,, es cerrado. Luego, para cada i € {1,...,n} existe una funcién
continua «; : [0,1] — TD(Up,) tal que o;(0) = ANU,, ¥y a;(1) = {p;} (vea el Corolario 2.87).
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Definamos « : [0,1] — TD(X) dada por a(t) = a1(t)U---Uay,(t). Por el Teorema 1.22 tenemos
que la funcién esta bien definida.

Veamos que « es continua.

Para esto, sea W abierto en X. Se tiene que a ' (W+) = o' (WH)N---Na, ' (W) y
a W) =o' (W™)U---Ua;,;"(W™). Por lo tanto « es continua.

Notemos que «(0) = Ay a(l) = {p1,....,pn}. Asi, @ es una trayectoria desde A hasta
{p1, .., Pn}. Como X es arcoconexo se tiene que F(X) también lo es (esto se puede justificar de
manera similar al inciso (a) de la demostracién del Teorema 4.10 de [18]). Por lo tanto, TD(X)
es conexo por trayectorias. O

2.89 Corolario. Si X es una variedad compacta y conexa, entonces TD(X) es conexo por
trayectorias.

Enseguida mencionamos algunos problemas que los autores de este trabajo nos planteamos
y no pudimos resolver.

2.90 Problema. Serd cierto que ¢si X es un dendroide contractil, entonces TD(X) es contractil?
2.91 Problema. Dar condiciones sobre X bajo las cuales TD(X) sea contréictil.

2.92 Problema. ;Si X es un continuo uniformemente arco conexo, entonces 7D(X) es conexo
por trayectorias?.

2.93 Problema. ;Si X es un continuo no uniformemente arco conexo, entonces 7D(X) tiene
¢ componentes por trayectorias?.

2.7 Conclusiones

En esta tesis introducimos el hiperespacio de todos los subconjuntos cerrados no vacios tatal-
mente disconexos de un espacio topoldgico, al cual equipamos con la topologia de Vietoris.
Hemos obtenido resultados relacionados con la compacidad, la conexidad y la conexidad local
de este hiperespacio. También presentamos un estudio de la conexidad por trayectorias, en
particular, demostramos que para un dendroide suave este hiperespacio es conexo por trayec-
torias y, ademds, probamos un resultado bastante general el cual implica que para los espacios
Euclidianos este hiperespacio tiene una cantidad no numerable de componentes conexas por
trayectorias. Los resultados originales de esta tesis constituyen el material que contiene nuestro
artitulo The hyperspace of totally disconnected sets, que esta por aparecer en la revista Glasnik
Matematicki, [4].

33



Referencias

[1]

J. J. Charatonik, Two invariants under continuity and the incomparability of fans, Fund.
Math. 53 (1964), 187-204.

J. J. Charatonik, C. Eberhart On smooth dendroids, Fund. Math. 67 (1970), 297-322.

R. Engelking, General Topology, Sigma Series in Pure Mathematics. Vol 6, Heldermann
Verlag, Berlin, 1989.

R. Escobedo, P. Pellicer-Covarrubias, V. Sanchez-Gutierréz, The hyperspace of totally dis-
connected sets, por aparecer en Glasnik Matematicki.

J. B. Fugate, G. R Gordh, Jr. and Lewis Lum, Arc-smooth continua, Trans. Amer. Math.
Soc. 265 (1981), 545-561.

S. Garcia-Ferreira, Y. F. Ortiz-Castillo, The hyperspace of convergent sequences, Topol.
Appl. 196 (2015), 795-804.

S. Garcia-Ferreira, R. Rojas-Hernandez, Connectedness like properties on the hyperspace
of convergent sequences, Topol. Appl. 230 (2017), 639-647.

L. M. Garcia-Veldzquez, Whitney Levels in hyperspaces of non-metrizable continua, Topol.
Appl. 182 (2015) 24-35.

A. Tlanes, S. B. Nadler, Jr., Hyperspaces, Fundamentals and recent advances, Monogr.
Textbooks Pure Appl. Math. Vol. 216, Marcel Dekker, Inc., New York, 1999.

J. L. Kelley, Hyperspaces of a continuum, Trans. Amer. Math. Soc. 52 (1942), 22-36.
K. Kuratowski, Topology, Vol. I, Academic Press, New York, N. Y. 1966.

K. Kuratowski, Topology, Vol. II, Academic Press, New York, N. Y., 1968.

L. Lum, Weakly smooth dendrois, Fund. Math. 83 (1974), 111-120.

J. M. Martinez-Montejano, Mutual aposyndesis of symmetric products, Top. Proc. 24
Spring (1999), 203-213.

D. Maya, P. Pellicer-Covarrubias, R. Pichardo, Induced mappings on the hyperspace of
convergent sequences, Topol. Appl. 229 (2017), 85-105.

D. Maya, P. Pellicer-Covarrubias, R. Pichardo, Cardinal functions on the hyperspace of
convergent sequences, Math. Slovaca 28 No. 2 (2018), 431-450.

34



[17]

[18]

[19]
[20]

[21]

22]

23]

D. Maya, P. Pellicer-Covarrubias, R. Pichardo, General properties of the hyperspace of
convergent sequences, Top. Proc. 51 (2018), 143-168.

E. Michael, Topologies on spaces of subsets, Trans. Amer. Math. Soc. 71 (1) (1951), 152-
182.

L. Mohler, A characterization of smoothness in dendroids, Fund. Math. 67 (1970), 369-376.

L. Montejano-Peimbert, I. Puga-Espinosa, Shore points in dendroids and conical pointed
hyperspaces, Topol. Appl. 46 (1992), 41-54.

S. B. Nadler, Jr., Hyperspaces of sets, Monogr. Textbooks Pure Appl. Math. Vol. 49, Marcel
Dekker, Inc., New York, 1978.

S. B. Nadler, Jr., Continuum Theory: An Introduction, Monogr. Textbooks Pure Appl.
Math. Vol. 158, Marcel Dekker, Inc., New York, (1992).

G. T. Whyburn, Analytic Topology, Amer. Math. Soc. Collog. Publ. Vol 28, Amer. Math.
Soc. Providence, R. I., (1942).

35



Indice alfabético

Arco ordenado, 5
CL(X),K(X),C(X), 3
Casi componente conexa, b
Cerra-abierto, 25

Conexo en pequeno, 6
Continuo, 5

Dendrita, 20

Dendrita local, 20
Dendroide, 17

Dendroide suave, 18
dim(X) =0, 6

Familia celular €(X), 11
Kp(X), 11

Limite, 1

Limite inferior, 1

Limite superior, 1
Lindelof, 6

Totalmente disconexo, 6
Unicoherente, 6
Uniformemente arco conexo, 20

36



