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"No es el conocimiento, sino el acto de aprendizaje, y no la posesion, sino el acto de llegar ahi, lo que concede el
mayor disfrute.”

Carl Friedrich Gauss

El camino no ha sido ficil, pero ha vdlido la pena, ustedes jamds dudaron de mi, y aiin en la tribulacion no

dejaron de apoyarme, Dios me concede llegar hasta acd tomada de las manos de las personas a las que mds amo.
A mis padres y hermano.
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INTRODUCCION

La Teoria de Cédigos y la Criptografia inmersas en las Matemadticas y en otras disciplinas tales como las
Ciencias de la Computacién e Ingenieria Eléctrica, estdn enfocadas en la optimizacion de la fiabilidad
y seguridad de las comunicaciones digitales. A grandes rasgos, la fiabilidad significa correccién de
errores mientras que la seguridad significa prevenir el acceso no autorizado de intrusos.

La Teoria de Cédigos Algebraicos es vista como una rama de las matematicas puras, sus fundamen-
tos pueden encontrarse en el Algebra, la Teoria de Ntmeros, la Geometria Finita y la Combinatoria.
Los cédigos detectores-correctores de errores son estudiados para dar solucién al problema central de
la teoria de la informacién, cuyo objetivo es lograr construir un sistema de codificacién y de decodifica-
cién que haga posible la comunicacién confiable, eficaz y segura; y ademas, que sea aceptable para las
aplicaciones practicas, es decir, requerimos buenos cédigos detectores-correctores de errores capaces
de ser implementados para recuperar el mensaje original produciendo asi, una buena transmisién de
la informacién.

Por lo anterior, el estudio de este tipo de problemas es interesante no s6lo desde el punto de vista
tedrico dado que tiene aplicaciones practicas, i.e., el estudio de la Teoria de Cédigos Algebraicos es un
tema de investigacion actual que es de utilidad para la sociedad en general.

En los afios 9o del siglo pasado, se inici6 el estudio de la caracterizacion de la estructura algebraica
de los c6digos ciclicos lineales sobre anillos finitos, en particular sobre anillos de Galois (cf. [HKC1994],
[PQo6], [KLP97] [LBo2], [DLPo4], [LATR11]). La representacién p-ddica de los elementos de un anillo
de Galois es imprescindible en la definicién de la funcién de Gray en esta clase de anillos, asi como la
correspondiente representacion m-adica en la clase de los anillos finitos de cadena (cf. [GSg9]), de las
cuales, los primeros son una subclase. Hammons et. al en [HKC1994] demostraron que el cédigo de
Kerdock es la imagen de Gray de un cédigo ciclico lineal extendido sobre el anillo de Galois Z4. Ellos
usan este hecho para resolver un problema “viejo”, explicar la dualidad formal entre dos cédigos no
lineales binarios, los famosos cédigos de Kerdock y Preparata. Este trabajo abri6 la puerta al estudio
de la Teoria de Cédigos Algebraicos sobre anillos finitos, y en particular, sobre los anillos de Galois.

Este trabajo tiene como base el articulo de Pless y Qian [PQg6], del cual se ha estudiado a detalle la
primera seccién, donde se habla de las principales propiedades de un c6digo ciclico sobre Z4, nuestro
objetivo serd comprender la estructura de dichos cédigos y sus claras diferencias con los cédigos
ciclicos sobre campos finitos, ademds de poder dar un pequefio vistazo a los cédigos de residuos
cuadraticos sobre campos finitos que son una clase muy particular de c6digos ciclicos con propiedades
muy interesantes, las cuales nos llevan a revisar algunos conceptos de la Teorfa de Nuimeros y algunas
propiedades importantes de los campos finitos (cf.[MA78]).

Esta tesis consta de cuatro capitulos, en el primer capitulo se abordan algunas definiciones importan-
tes que serdn de gran utilidad en los capitulos 2 y 3, ademds se encuentran resultados muy interesantes
como lo es el teorema chino del residuo y algunos resultados que se derivan del mismo; el tema central
del capitulo 2 es dar algunas propiedades importantes sobre los cédigos ciclicos sobre campos finitos,
comenzando por definir lo que es un cédigo y un cédigo lineal, asi como los caracteristicas mas im-
portantes que definen a un cédigo lineal, como lo son la longitud, el peso y sus matrices generadoras
y de chequeo de paridad y finalmente abordar un par de ejemplos. El tercer capitulo es el que merece
de una singular atencién, se comienza dando algunas definiciones importantes del anillo de polino-
mios Z4[x], y discutimos la estructura que tiene el anillo cociente % donde f(x) es un polinomio
basico irreducible, enseguida, se discute la estructura de un Z4—cédigo ciclico, se muestra como son
sus polinomios generadores y cual es la cardinalidad del mismo, hablamos del cédigo dual y de los
generadores idempotentes. Por ttlimo, el capitulo 4 da una pequefia introduccién a la estructura de
cédigos de residuos cuadraticos sobre campos finitos, para ello, se comienza definiendo un residuo
cuadratico médulo p y se recuerdan algunos resultados de teoria de nimeros, finalmente, se definen a
los co6digos de residuos cuadréticos y se prueban algunas propiedades importantes de los mismos.

vil



INDICE GENERAL

1 PRELIMINARES 1
2 CcODIGOS CiCLICOS SOBRE CAMPOS FINITOS 7
2.1 Coédigos lineales 7
2.2 Codigos ciclicos lineales 9

2.2.1  El Polinomio Generador de un Cédigo Ciclico 12
2.2.2  El Polinomio de Chequeo de un Cédigo Ciclico 16
2.3 Idempotentes 19

3 CODIGOS CiCcLICOS SOBRE ANILLOS DE GALOIS 21
3.1 Generadores 21
3.2 Codigo dual 31
3.3 Generadores Idempotentes 35

4 CODIGOS DE RESIDUOS CUADRATICOS SOBRE CAMPOS FINITOS 39
Conclusiones 47
Bibliografia 48

Indice Alfabético 49



PRELIMINARES

Definicién 1.1. Sea R un anillo arbitrario y sea D un ideal en R. Entonces D es llamado primario si las
condiciones a,b € R, ab € D y a ¢ D implican que existe un entero m tal que b™ € D.

Sea .
. s Zps
Wi Zps — ) (1)
a —  a+(p)
Sabemos que p es un homomorfismo sobreyectivo natural
Z.ys
fi: Zps[x] — <;> [x]
n . _ (2)
= T axt 3 plagxt = F(x)
i=0 i=0

donde dicha funcién es un homomorfismo sobreyectivo de anillos (cf.[Ram17]), esto se prueba a detalle
en la observacién 3.1, parap =2y s = 2.

Definicién 1.2. Sean f1,f, € Zys([x]. Diremos que 1 y f5 son coprimos en Zs[x] si existen q1, q2 € Zpsx]
tales que
qi1f1 +q2f2 =1

Lema 1.1. Sean fq,f; € Zys[x]. Entonces f1 y f2 son coprimos en Zps si y sélo si fy, 2 son coprimos en
IF, [x].
P

Demostracion. =] Sean f1 y f, polinomios coprimos en Zps, entoces por la definicion 1.2 existen
q1,d2 € Zps tales que q1f1 + q2f; = 1 y aplicando 2 tenemos que q1f1 +q2f2 = 1, luego, qify +
g2f2 =1, de ahi que f; y f, son coprimos en Fp [x].

<] Ahora, sean f;, f, coprimos en [F4[x] entonces existen g/, g} € Fq[x] tales que glﬂ +g5f2 =1/
pero como [i es sobreyectiva entonces existen q1,q2 € Zps|x] tales que G1=91yq2=95,y1=1"asi,
gi1f1 +g2f2 =1,luego q1f1 + q2f2 — T =0y deahi que q1f; + q2f2 — 1 =0, es decir, q1f1 +q2f2—1 €
(p), por lo que ex1ste k € Zps[x] tal que q1f1 4+ q2f2 —1 =kp, luego q1f1 +qof2 =1+ kp.

Definimos h = Z —kp)}, tenemos que h(q1f1 +q2f2) = h(1 +kp), entonces

hqi1f; +hqaf2 = h+h(kp)
s—1

= h+()_(~kp)')kp

i=0
= R+ ((—kp)® + (—kp) + (—kp)2 + -+ (—kp)*)kp
= h4+(1—kp+k2p>+ -+ (=1 ks Tps~Nkp
= h+kp—Kp2+13p3 4+ 4+ (=152 Tps 7T 4 (1) Tksp®
= ]_kp+k2p2+---+(—1)571k5*1p5*1 i
Tkp — K22 +13p3 4+ (1) 2 Tps T (—1)5 keSS
~ 1 (yaque p*=0)

Asi (hqq)fy + (hq2)f2 =1, por lo que 1 y f, son coprimos en Z s [x].

Sean A, B ideales en un anillo R, entonces

n
AB:{CGR:C:Za]'b)' paraalgin n € N ycon a; € A y b; € B}
j=1
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Teorema 1.1 (Teorema Chino del Residuo). Sean A1, A,,...,An ideales en un anillo conmutativo R tales
que R? + Ay = Rpara toda iy A; + A;j = Rparatodai#j. Siby,...,bn € Rentonces existe b € R tal que

conie{l,2,...,n}. Ademds b es determinado de manera iinica por la congruencia moédulo el ideal A1 N A, N
.NAR.

Observacion 1.1. Si R tiene identidad, entonces R2 =R, de ahi R2 + A =R para cada ideal A de R.

Demostracion. Probemos que para cada k € {1,2,...,n}, R=A + (] A;.
i£k
Tomemos k = 1y veamos que R = A7 + [ Aj inductivamente.
i#£1
Para n = 3, sean Aj,A,,Aj3 ideales de R tales que A1 +A; =R, A1+ A3 =Ry A +Az =R
Entonces R? = (A1 +Ay) (A7 +A3) = A% +A1A3 +A3A7 + AzA3. Notemos que
n
° A% C Aj.Seac e A% = A1A; entonces existe un n € N tal que ¢ = .Z] ajbj donde aj, b; € Ay
]:
n
pero Aj es ideal por lo que ajb; € Aq paracadaj = 1,2,...nyasi } ajb; € Ay, por lo que
j=1
ceA.

o ATA3 Y AZAq estan contemdos en Aj. Sean ¢ € A1A3 y d € AyA; entonces, existen n, m € IN
tales que ¢ = Z ajbjyd= Z hif; donde aj,f; € Ay, b; € A3 yhi € Ay paracadai=1,.
j=1

yj=1,...,n,ycomo A esun 1deal y Az,A3 C R entonces para cada iy j se tiene que h;f; € Ay
n m

y ajb; € A7y ya que A es cerrado bajo la suma entoncesc = ) ajb;j € Ajyd= ) hifi € Aj.
j=1 i=1

e AyA3 C AyNA3z.Seac e AyAs, entonces ¢ = Z ajbj para algin n € IN y para cada j, aj € A2
]_
y bj € Az, luego por ser A, y A3 ideales entonces ajb; € Ay y ajbj € Az, asiquec € Ay y
ce Az porloquece A;NA;3.

Asi, RZ = A3+ A1A3 +A2A7 + A2A3 C Ay + A1+ A7 +(A2NA3) = Aq +(A2NA3) yaque Aq es un
ideal. Entonces R? C A7 + (A2 NA3). Como R = A; +R? entonces R = A1 +R2 C A; +A; +(AxN
A3)=A1+(A2NA3), porloque RC Ay + (A NA3), pero Ay + (A;NA3) C R pues son ideales de R,
asi,

R=A1+(A2NA3)

Asumimos inductivamente que R=A7 + (A NA3N...NAx_1) y ya que R= A7 + Ay. Entonces
RZ = (A1+(A2NA3N...0 A1) (A7 +Ax)
= A%-F(Az NA3N...NA_1)JAT1 +A1AK+ (A2 NA3N...NAK_1)AK

Y como ya vimos A% C Aq,ademds By = A, NA3zN...NAg_1 esunideal en R, por lo que B1A; C
A1 y también AjAy . C Aq y la justificacion de esto es andloga a la que hizo en el segundo punto
cuando n=3 por otro lado tenemos que B1A C B1 NA = (A2 NA3N...NAx_1)NAg ya que By es
un ideal en R y la prueba de ello se remite al tercer punto, cuando n = 3. Asfi

RZCAT+AT+AT+(A2NA3N...NAL) =A7+ (A2 NA3N...NAL)

luego
R=RZ+A; CA;+(A2NA3N...NA)+A; =A1+(A2NA3N...NAL) CR

Por tanto, R = A7 + (A2 NA3N...N Ay). Consecuentemente

R=A1+[) A
i#£1
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conie{l,2,...,nh

De manera similar se prueba que paracadak =1,2...,n R=Ag + [ A;. Luego, existen ay € Ay y

izk
Tk € () Ay, tales que by = ay + 1. Mds atn, by — 1 = a € Ay, porlo que by =1 (mdd Ay )y como
itk
Tk € [) Ay, entoncesry € Ajconi#k,asitg =0 (mdd A;), paracadai#k.Seab =11 +12+--+71n.
itk

Ya que Ty = by (méd Ay) y m; =0 (méd Ay) para cada j # i, entonces 79 +12 + -+ Ty +---Th = by
(méd A;) para cada i, de ahi que
b= bi (m(’)d Ai)

Sic € Restal que c = by (mdd A;) para cada i, entonces ¢ = b (mdd A;), por lo que c—b € A;

n n
paracada i, luegoc—b e (| Ajyporlotantoc=b (méd [ Ay).
i=1 i=1
O
Corolario 1.1. Si Aq,...,An son ideales en un anillo R, entonces existe un monomorfismo de anillos
TATNLL.NAR Aq An
SiR? + Ay =R, para cada iy Ai + A; = R para cada i # j, entonces © es un isomorfismo de anillos.
Demostracion. Sabemos que para cada k =1,2,...,n, la funciéon
R
R -
Tl — Ak
T — TH+A
es un homomorfismo sobreyectivo de anillos. Sea
R R
0::R e —
1 — A] X X An
r o— (r)=(r+A,r+A .., T+AR)
Notemos que 01(r) = (m(r),7m2(r),...,mn (7)), por lo que, sean 1,s € Rsi v = s, como cada 7y estd
bien definida entonces my (r) = my(s), por lo que (mq (1), 72(7),..., 70 (7)) = (m1(s),m2(s),...,7Tn(s)),
de ahi que 07 (r) = 01(s), asi 0 estd bien definida. Ademads tenemos que
01(r+s) = (m@r+s),m(r+s)...,mn(r+s))
= (m(r)+m(s),ma(r) +ma(s), ..., (r) + 7Tn(s))
(ya que, para cada k, mx es un homomorfismo)
= (m(r),m2(r)y..., (1)) + (11 (s), m2(s), . . ., 7Tn ()
= 0:1(r)+064(s)
y
01(rs) = (mi(rs),m2(rs),...,mn(rs))
= (m(r)m(s)+,m2(r)ma(s), ..., n(r)tn(s)) (ya que, para cada k 7y es un homomorfismo)
= (m(r),m2(r)y..., (7)) (71 (s), m2(s), .. ., 7T (s))
= 01(r)01(s)

por lo que 67 también es un homomorfismo de anillos. Veamos que Ker(67) = AjN...NAx. Sea
T € Ker(07)

01(r)=(0+A4,0+As,...,0+A)
(r+A1,r+As ..., T+ AL)=(0+A1,0+As...,0+AR)
r+A; =0+A; paracada i€ {1,2,...,n}

T € Ay, paracada i€{1,2,...,n}

reATNAIN...NAL

L R

3
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por lo que Ker(87) € AjNAz;N...NARL. Ahora, sea s € AjNA;N...N Ay, entonces s € A; para
cada i € {1,2,...,n}, luego mi(s) = s+ A; = 0+ Ay, de ahi que 08¢(s) = (m1(s),m2(s),...,7n(s)) =
(0+A1,0+A,,...,0+Ay), yasi s € Ker(07). Por lo tanto

Ker(67) CATNAN...NAL

Sea
0: R — R X X R
TAIN.LLNAR A An
T+ATN...NAL — 04(1)
R
Veamos que O estd bien definida. Sean r+ A1 N...NAn, s+ A1 N...NAy € —————— con T+

ArN...NA,L

AiN...NAL=s+A1N...NAn

= r—s€AjN...NAL =Ker(07)
r—s €A (paracada i=1,2...,n)
T+A{=s+A;
(r+A1,1+Ay ..., T+AL) = (s+A1,s+A2...,s+An)
01(r) =01(s)
= Or+AIN...NAL)=0(s+A1N...NAR)

Pl

por lo que 0 esta bien definido. Ademds, es un homomorfismo de anillos ya que

O((r+A1N...NAR)+(s+ATN...NAR)) = 0O((r+s)+A1N...NAL)
01(r+s)
= 01(r)+061(s) (ya que 67 es un morfimos de anillos)
= O(rT+AIN...NAL)+0(s+A;N...NAR)
y
B((r+ATN...NAR)(S+ATN...NAL)) = OB(rs+A1N...NAL)

= 01(rs)
01(r)01(s) (ya que 67 es un morfimos de anillos)
= O(r+A1N...NAR)O(s+ATN...NAR)

Ahora probemos que Ker(8) ={0+A;N...NAn} . Sear+A;N...NA, € Ker(0),

Or+A1N...NAL)=(0+A1,...,0+An)
(r+Aq,...,7t+A ) =(0+Aq,...,0+ An)
reA; (paracada i=1,2...,n)
reAiN...NAn

= TH+AIN...0AL=04+A7N...NAn

R

por lo que Ker(6) C {0+ A N...NAy}, ahora si tomamos unr € AjN...N Ay, tenemos que T+ A7 N
L.NAL=0+A1N...NA,asi

OO0+ATN...NAL) =0(r+ATN...NAL) =(T+Aq,...,T+AL)=(0+Aq,...,0+Ap)

puesr € Ay, para cadaiy de ahi que 0+ A N...NA, € Kern(8). Por lo tanto Ker(8) ={0+A;N...N
An}, luego 6 es un homomorfismo inyectivo pero no necesariamente es sobreyectivo.

Si RZ+A; = R, para cada i, y Aj +A; = Rcon i # j, sea (by +Aq,by +Ay,...,bn +An) €
AL] X X e X Aln, por el 1.1 existe un b € R tal que para cada i, se cumple que b = b; (méd A;), es

decir, b2+ Ai =Dbi+ Ay, yasi
B(b+A1N...NAR)=(b+A,b+Ay,...,b+AL) =(byj +A7,ba+As...,bn +An)

Por lo que bajo estas condiciones 8 es sobreyectiva y asi, es un isomorfismo de anillos. O
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Teorema 1.2. Si Ry, Ry, ..., Ry son anillos con identidad y A es un ideal en Ry x Ry X --- x Ry, entonces
A =A1 XAy x--- X Ay, donde cada A; es un ideal en Rj.

Demostracion. Sea
Qr: Ry X+ xR x--- xRy — Ry
(T1yeeeyThyeeoyTh) —> Tk

el cual es un homomorfismo sobreyectivo canénico. Asi, sea A un ideal en Ry x Ry x - - x Ry, para cada
ie{1,2...,n}, definimos

Ai ={a; € Ri: (a1,...,ai-1,0{,Q{11,...,an) € A} = @i (A)
Luego, tenemos que

e Para cada i€ {1,2...,n} tenemos que, A; es un ideal de Rj, puesto que @;i(A) = A; y @i esun
homomorfismo sobreyectivo de anillos.

e Como cada A; es un ideal de R;, entonces, A1 x --- X A, es unideal de Ry X --- X Rp,.

e Veamos que A = Aj X -+ X Ap

Sea a € Ay x---x Ay, entonces a = (aj,...,an), donde cada a; € A;. Como ¢; es un homo-
morfismo sobreyectivo, entonces existe a; € A tal que ¢i(x;) = ai, luego, sea e; € R tal que
ei = (0,...,0,14,0,...) donde 1; es el elemento identidad de cada R;, para cada i =1,2,...,n,
entonces

a=owje] +0uper +- -+ neéen

por lo que a € A puesto que A es un ideal en R, asi A7 x --- x A, C A. Por otro lado, A C
A7 X -+ x A debido a la definicion de cada A;. Por lo tanto

A=A1x---XAn
De ahi que, si A es un ideal de R entonces A = A7 x Ay x -+ x A, donde cada A; es un ideal en
R;. O

Definicién 1.3. Si R es un anillo, un R—mddulo izquierdo es un grupo abeliano M junto con una funcién
(a,x) — ax de R x M en M que satisface, para cada a,b € Ry x,y € M

i) a(x+y) =ax+ay
ii) (a+b)x = ax+bx

iii) (ab)x = a(bx)
Si R tiene identidad, 1g y

iv) 1:x = x entonces M es un R—mddulo unitario.

A partir de este momento R siempre denotara un anillo conmutativo con identidad. Un ideal I de R
es un R-médulo, més atun, R es un R-mdédulo

Definicién 1.4. Sean M y N R-médulos, una funcién f : M — N es un homomorfismo de R-mddulos (o es
R-lineal) si:

o fix+y) =f(x)+fly),
e f(ax) = af(x),

para cada a € Ry x,y € M. Si f : M — N es un homomorfismo de R- médulos inyectivo y sobreyectivo, se dice
que T es un isomorfismo de R-mddulos.

Definicién 1.5. Un submédulo M’ de M es un subgrupo de M que es cerrado bajo multiplicacion por elementos
de R.

El grupo abeliano M/M’ hereda de M una estructura de R-médulo definida por:

5
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o (x+M+ (y+M) = (x+y)+M
o a(x+M') =ax+M.
Definicién 1.6. Si M es un R-médulo y L, N son submédulos de M, entonces
L+N={x+ylxelyeN}

es el submédulo mds pequefio de M que contiene a L y N, mientras que LN N es el submédulo mds grande de M
que estd contenido en L y N.

Si M es un R-médulo y L, N son submédulos de M tales que M =L+ Ny LN N = {0} entonces M
es la suma directa de L y N, lo cual se denota por M =L @ N.



CODIGOS CICLICOS SOBRE CAMPOS
FINITOS

Los cédigos ciclicos fueron estudiados por primera vez por Prange en 1957. Desde entonces, los tedricos
de la codificacién algebraica han hecho grandes progresos en el estudio de estos cédigos. Los cédigos
ciclicos incluyen la importante familia de cédigos BCH y muchas clases importantes de c6digos, entre
éstas se encuentran los cédigos de Hamming y cédigos de Golay.

La idea en los c6digos correctores de errores consiste en afiadir informacién redundante de tal
manera que es posible detectar o incluso corregir errores después de la transmisién.

Imaginemos a dos individuos, el remitente (emisor) y el receptor. El remitente debe tratar de trans-
mitir al receptor con la mayor precisiéon posible la salida de la fuente, esto es, el mensaje, y el tnico
vinculo de comunicacién permitido entre los dos es un canal simétrico g-ario (cf. [McEo4]). Para tal
efecto, se codifica el mensaje para darle alguna proteccién contra errores en el canal.

Supéngase que el mensaje u es codificado en la palabra-cédigo x la cual es enviada por el canal,
debido al ruido del canal, el vector recibido y, quizé sea diferente de x, esto es, y = x+ e donde e es
un vector error, la decodificacién debe decidir a partir de y que mensaje u o (usualmente mds simple)
que palabra-cédigo x fué transmitida. En la Figura 1 se muestra un sistema general de transmisién de
informacién como el que se acaba de describir.

Canal HY =Xx+te D]

[e =ej...en (ruido)]

Figura 1: Sistema general de transmisién de informacién

Definiciones y conceptos basicos relacionados con los c6digos lineales sobre campos finitos son dados
en la seccién 1, la estructura de los c6digos ciclicos lineales se describe en la seccién 2 y 3 (cf. [MA78],
[Romogz], [McEo4]).

21 CODIGOS LINEALES

Sea Fq un campo finito con q elementos, donde q = p™, p-primo, m € N y sea Fg el conjunto de
n-adas de elementos de F.

Definicién 2.1. Se dice que C es un cddigo de longitud n sobre IFq 6 que C es un IFq- cddigo de longitud n
st C es un subconjunto de Fg. Un (n, M)-cddigo C sobre Fq es un codigo de longitud n y tamasio M. A los
elementos de un cédigo C se les llama palabras-codigo.

Definicion 2.2. Sea H € My, _y)xn (Fq) arbitraria. Llamamos a C cddigo lineal de longitud n sobre Fq con

matriz de chequeo de paridad H al conjunto que consiste de todos los vectores x € IFy tales que Hx* = o, i.e.,
C:{xelFa‘:th = o).

Definicién 2.3. Sea C un cédigo lineal sobre IFq. Una matriz G cuyo espacio fila es igual a C es llamada una

matriz generadora para C. Reciprocamente, si G es una matriz con entradas en [F g, su espacio fila es llamado el
codigo lineal generado por G.



8

| cODIGOS CiCLICOS SOBRE CAMPOS FINITOS

Teorema 2.1. Si C es un cédigo lineal sobre IF q con matriz de chequeo de paridad H = [A|l ] € M _y)xn
(IFq), entonces su matriz generadora estd dada por G = [Iy| — A'] y viceversa.

Demostracion. Si el mensaje es u = (uq,...,uy), entonces x = (x1,...,xn) € C es tal que x1 = uy,..,
Xk = Uy, de ahf que,
X1 uq
= Ik
Xk U

Partiendo de que Hx' = 0y que H = [A|],,_y], tenemos que

X1
[A‘Infk] =0
Xn
entonces
X1 Xk+1
0=A 4+ 1%
Xx Xn
esto implica que,
Xk+1 X1 uq
Xn Xk Uk
por consiguiente,
X1 up
: I .
' k : wq X1 uq
X Uk Iy ) . ) Iy .
— = : y 1.e., : = N )
Xk+1 w —A —A
u X uw
. —A . k n k
Xn Uy
transponiendo, la dltima ecuacién, obtenemos x = [x1x2..xn] = [wjuz.. u]Iy] — AY = uG, donde
G = [Ix| —AY. O

A las matrices H y G que se enuncian en el Teorema 2.1 se les llaman matriz de chequeo de paridad
estdndar y matriz generadora estdndar, respectivamente.

Teorema 2.2. Si C es un cddigo lineal con matriz de chequeo de paridad H = [All,_y] € Mn_x)xn(Fq),
entonces dimC =k y €| = q*.

Demostracion. Como rango(H) = n — k entonces nulidad(H) = n — (n — k) =k, por consiguiente, dimC =
k y toda palabra-cédigo se puede escribir como combinacién lineal de k vectores en C, ie., x =
Y 'y aix; donde oy € Fqyx € Ci=1,.,k Hay g* de tales combinaciones lineales, por lo tan-
to, |G = g*. O

Definicién 2.4. Un [n, kl|-codigo lineal sobre IFq es un subespacio k-dimensional del espacio vectorial IF;; n es
llamado la longitud del cédigo y k la dimensidn .

Usualmente la matriz de chequeo de paridad H de un [n, k]-c6digo lineal C es una matriz de tamafio
(n—%k) x n de la forma H = [A|l,,_], sin embargo, H no necesariamente debe tener esta forma ya que
si H es equivalente a una matriz escalonada reducida por filas H’, entonces el espacio nulo de H' es
igual al espacio nulo de H.
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Definicién 2.5. Se dice que dos cédigos C1 y C, son equivalentes si uno se obtiene a partir del otro por una
permutacion de sus coordenadas.

Teorema 2.3. Si C es un [n, k|-cédigo lineal sobre IF q con matriz de chequeo de paridad H y matriz generadora
G entonces HG' =00 GH' =0.

Demostracién. Como x = uG para cada x € Cy u € F entonces x' = G'u*, pero Hx" = 0, de ahi que,
0 = Hx* = HG'u', i.e, 0 = HG'u" para cadau € IFg, por consiguiente, HGt =0obien, GHt =0. O

Definicién 2.6. Seann € Ny x € Fy
(i) El peso de Hamming de x, denotado por wy(x), se define como wi(x) := {1 <j <n|[x; # 0}f.

(ii) La distancia de Hamming entre x,y € g, denotada por dy(x,y), se define como:
dn(xy) =wh(x—y)
(iii) Si C es un cddigo sobre Fq, la distancia minima de Hamming

dc = min{dn(x,y) [ x,y € Cyx#y}
=minfwy(x—y) I x,y € Cyx #y}

La distancia minima de un [n,k]-c6digo lineal es de suma importancia en la teoria de cédigos
detectores-correctores de errores, uno de los resultados mas relevantes respecto a este pardmetro se
enuncia a continuacién, cuya demostracién se puede encontrar en cualquier libro de Teoria de Coédi-
gos.

Teorema 2.4 ([LA14] Teorema 3.9, pag. 16). Un [n, k, dl-cddigo lineal C sobre IFq, puede corregir [%(d —1)]
0 menos errores.

Definicién 2.7. Sean u = (uq,u,...,Un) ¥ v = (V1,V2,...,Vvn) vectores en Fg. El producto escalar de u y
v estd definido por wivy +uv) + - - - +Unvn y se denota por u - v. Dos palabras-cédigo u y v son ortogonales
siu-v=0.

Definicién 2.8. Si C es un IFq-cédigo lineal su codigo dual u ortogonal C-- puede ser definido como el conjunto
de vectores que son ortogonales a todas las palabras-codigo de C, es decir,

CL:{u:u-v:Opam todo v € C},

un IF g-cddigo lineal C es auto-dual si C = eL.

2.2 CODIGOS CiCLICOS LINEALES

Definition 2.1. Un cddigo C es ciclico si es lineal y si todo corrimiento ciclico de una palabra-cédigo es también
una palabra-cédigo, i.e.,

si (coyC1y..-yCn_1) € Cimplica que (ch_1,c0,C1,...,cn_2) € C.
]Fq[X}

(xn—1)°

Recordemos lo siguiente sobre el anillo Ry,

Sea Ry, =

¢ Cada polinomio con coeficientes en IFy de grado menor o igual que n — 1 pertenece a una clase
diferente, estos polinomios seran los representantes de las clases residuales.

9
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e Lasumay el producto en Ry, son las usuales, i.e., en la suma se suman los polinomios representan-
tes y en el producto se multiplican los polinomios representantes, recordando que en este tltimo
caso el producto obtenido se reduce médulo x™ — 1. Obsérvese que x™ + (x™ —1) =14+ (x™ —1)
en R, ya que x™ —1 € (x™ —1), lo cual se denota por x™ = 1 (mdéd x™ — 1), en este contexto,
abusando de la notacion, se suele reemplazar a x™ =1 (méd x™ —1) por x™ =1 en Ry,.

Definimos la siguiente funcién

d):lFH—)fRn

c=1(co,C1y..ycn_1) = cx)+I=(co+ciXx+ .t cn1x" 1) +1

(3)

donde I = (x™ —1) y ¥ es un isomorfismo que va del [Fq espacio vectorial IF§ al IFq espacio vectorial
Rn. Para probar que es un isomofismo de espacios vectoriales primero veamos que \ es transformacion
lineal, sean a,b € Fj; cona = (agyaiy...,an—1)y b= (bg,by,...,bn_1) y A € Fq tenemos que

P(a+Ab) = YP((ag+Abgp,a; +Ab1,...;an_1 +Abn_1))

= ((ag+Abo)+ (aj +Ab1)x + ...+ (an_1+Abp_1)x" 1) +1
((ap+arx+ ..+ an_1x™ )+ 1)+ A(bo+bix+ ... + by_1x" 1) +1)
= UP(a) +AP(b)

Por lo que \ es tranformacién lineal, ahora bien , por el recordatorio que hicimos previamente
sobre el anillo R;, entonces cada elemento f(x) +1 € R,y es de la forma f(x)+1 = (fo +fix+---+
faox™ ) +1, luego, existe f = (fo,f1,...,fn_1) € Fg tal que W(f) = f(x) + 1, por lo que VP es
sobreyectiva. Para ver que 1 es inyectiva tomemos dos elementos, a,b € ]Fal cona=(ap,ay...,an_1)
y b = (bo,b1,...,bn_1), y supongamos que P(a) =P(b)

= ax)+I=0b(x)+1

= a(x)—b(x)el=x"-T1)

= a(x) —b(x) =0en Fqlx] (ya que grad(a(x) —b(x)) <n)
= a(x) =b(x)

= ay=Db; paracadaic{0,1,...,n—1}

= a=b

por lo que \ isomorfismo de espacios vectoriales. Asi que a cada elemento a € € lo podemos ver como
a(x) +Idonde I = (x™—1) y vicecersa.

Teorema 2.5. Sea \ como la definimos en 3 y € un subconjunto no vacio de IFy. € es un cédigo ciclico si y sélo
si, P(C) es un ideal del anillo R,

Demostracion. <] Supongamos que P(C) es un ideal de Ry, entonces para cualesquiera x + I, +1 €
Rn, con &, B € Fq y a,b € € se cumple que ap(a) + I, B(b) + 1 € P(C), asi (cp(a) + B (b)) + I esta
en (€) y como 1 es tranformacion [Fq-lineal, tenemos que (op(a) + p(b)) +1 = Pp(xa+ Bb) es un
elemento de P (C), por lo que xa + Bb estd en €, de ahi que C es subespacio vectorial, y por tanto es un
céddigo lineal. Resta ver que € es ciclico, para ello consideremos la palabra cédigo ¢ = (cp,c1,...,Cn—1)
en C, tenemos que

Pe)=cx)+I1=co+c1x+...+cp_1x 1 +1
y ya que P(C) es un ideal de R, y x + I estda en R,, entonces

(c(x)+D(x+1) = (co+cix+..tcn1x* T+ (x+1)
(cotcix+ o +en1 X Dx+1
= (cox+c1X2+ it enox™ T Hep1x™) +1
(cox+e1x2 4t cenox™ T+cenq)+1 (yaque x™ =1en Ry)
(

Cno1+cox+cix2+ . Fen X" ) +1
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estd en (C), y mas aun, ya que éste es el polinomio asociado con el vector ¢’ = (¢ —1,¢0,C1,.--,Cn—2),
entonces ¢’ estd en €. Por tanto, € es un c6digo ciclico.

=] Supongamos que C es un cédigo ciclico. Sean a(x) + I, b(x) + I elementos de ) (C), existen a, b
en C tales que P(a) = a(x) + Iy P(b) = b(x) + I, asi

(a(x)=b(x))+1 = Y(a) —P(b)
= P(a—b) (ya que P es Fq —lineal)

y como a—b estd en C entonces (a—Db) estd enP(C), asi (a(x) +I) — (b(x) +I) es un elemento de P(C),
de ahi que ({(C),+) < (Rn,+). Por otro lado, sea f(x) +1 = fo +f1x+...+fr_1x""! + I elemento
de Y(C), entonces f(x) +1=1P((fo, f1,...,fn_1)), donde (fo, f1,...,fn_1) es una palabra cédigo de €,
tenemos que el polinomio

(x+ D)+ 1) =fnq +fox+ x>+ -+ fpox™ T +1

es también un elemento de \J(C) puesto que el vector (f,_1,fo,f1,...,frn_2) es un elemento de € ya
que este es ciclico. De manera analoga

(2 +DEX)+1) = (x+ D(xF(x) +1) = fr2 4+ fno1x+ fox? + F1x3 4+ f3x™ T 41
es un elemento de P (C), ya que el vector (f,_2,fn_1,f0,f1,...,fn_3) estd en C. Supongamos que
(x* +1)(f(x) + 1) estd en P(€) con k un entero positivo, veamos que (x**tT 4+ 1)(f(x) 4+ 1) también lo esta.
Tenemos que
O D) (F(x) + 1) = (x + ) (x*F(x) + 1)
y como (x*f(x) + I) estd en P(C) entonces existe un vector f& = (fn fn—(k—1)y - -» fn—1,fo, f1, - ...
oy (k1)) en € tal que P = (xkf(x) + 1), luego
(x+DOMFR)+D) = (x4 Dfnok +Frgenyx -+ fox® + x4 f ™+ D)
= (fn,(kJr] )T kX + (k-1 )XZ +--F fQXk_H + f1Xk+2 + -
e (X + 1
pero fk+1 = (fn— (k1) fr—to fne(k—1)5 - - > Tn—15 fos f1y ooy fn(k42)) € Cya que X € €y € es ciclico,

entonces x**1f(x) + I estd en C. Por lo que, para toda k > 0 se cumple que (x* + I)(f(x) + I) pertenece
aP(C).Seag(x)+I1=go+gix+ - +gn_1x*"! +1un elemento de R,, entonces

(go+gix+-+gnax" T +D(f(x) +1)

n—1
> gilxH(x) + 1)
i=0

g(x)f(x) +1

y como x'f(x) + I estd en (C) para cada 0 < i < n— 1, existe fi para cada i, tal que P(f) = xH(x) +1,
y ya que 1 es isomorifsmo de espacios vectoriales y cada g; estd en Fq se sigue que

n—1
g)fx)+1 = > gub(f)
i=0
n—1 .
= D W(gif)
i=0
n—1 )
= ¥()_ af)
i=0

n—1 .
y como € es un codigo lineal entonces ) gif' estd en C, por lo que f(x)g(x) + 1 es un elemento de

i=0
P(C). Por tanto, P(€) es un ideal de Ry,
O

1"
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A partir de ahora, cuando hablemos de un cédigo ciclico € lo veremos como un ideal del anillo R,
y viceversa, seglin nos convenga.

Notar que, de acuerdo a la definicién de cédigo ciclico, un cédigo lineal € es ciclico si es cerrado
bajo todo corrimiento ciclico, es decir,

(CO)Cl)“-)Cnf]) €C= (Ckv~-~)Cnf1>CO»C1>-~-)Ckf1) et

Sip(x)+1 € Ry, entonces el ideal generado por p(x) + I, denotado por (p(x) +1I) (donde I es el ideal
[ = (x™—1)), es, abusando del lenguaje, el ideal generado por p(x) en R,

2.2.1  ELl Polinomio Generador de un Cddigo Ciclico

En el siguiente teorema exhibiremos que R, es un anillo de ideales principales y por ende que cada
cédigo ciclico tiene un polinomio generador.

Teorema 2.6. Sea C un ideal en Ry, distinto de cero, esto es, un cédigo ciclico de longitud n.

i) Hay un tinico polinomio ménico g(x) de grado minimo tal que C = (g(x) + 1) y g(x) es llamado el
polinomio generador de C.

ii) El polinomio generador g(x) divide a x™ — 1.

iii) Siel grad(g(x)) =, entonces @ tiene dimensién n — r. De hecho,
C=(gx)+ D) ={(r(x)+D(gx)+1):grad(r(x)) <n—rkL

iv) Sig(x) =go+gix+---+ gx" entonces go # 0 y C tiene matriz * generadora

go 91 ... 9r
go 91 .-+ Or

go 91 .-+ Or

donde cada fila de G es un corrimiento ciclico de la fila previa.

Demostracion. i) Sean los polinomios g1(x), g2(x) € Fq[x] ménicos y de grado minimo r distintos,
tales que g7 (x) +1,g2(x)+1 € Cy gi(x)+1I# ga(x)+1, entonces (g7(x)+1) —(ga(x)+1) #0
y (g1(x) +1) —(g2(x) +1) € € pero grad(gj(x) —g2(x)) < r lo cual no puede ser posible, asi,
g1(x) +1 = g2(x) + L. Por lo tanto, hay un tinico polinomio ménico g(x) de grado minimo r tal
que g(x) +IeC.

Veamos que C = (g(x) + I).

D]Sea g(x) € Fq[x] moénico y de grado minimo r tal que g(x) + 1 € C, como € es un ideal de Ry,
entonces (g(x) +1I) C C.

C] Supongamos que p(x) + I € € para algtn p(x) € F4[x], por el algoritmo de la division existen
q(x),m(x) € Fqlx] tales que p(x) = q(x)g(x) +r(x) donde r(x) = 0 6 grad(r(x)) < grad(g(x))
entonces p(x) +1 = (q(x) + I)(g(x) + I) + (r(x) + I) para algtn q(x) +I,r(x) +1 € Rn. Como €
es un ideal que contiene a g(x) + I, tenemos, p(x) + I, (q(x) + I)(g(x) +I) € €, por consiguiente,
rx) +I=px)+I—(q(x)+D(g(x)+1) € € ie., r(x)+1 € C pero grad(r(x)) < grad(g(x)) ésto
s6lo es posible si r(x) = 0, de ahi que p(x) = q(x)g(x) entonces p(x)+I=qx)gx)+1=(q(x)+
D(g(x)+1) € (g(x) +1I), por consiguiente, p(x) + I € (g(x) +I), en consecuencia, € C (g(x) +I).

Por lo tanto, € = (g(x) + I).

1 Los espacios en blanco en la matriz representan los ceros omitidos
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Dividiendo x™ — 1 por g(x) obtenemos x™ —1 = q(x)g(x) 4 r(x) para algunos q(x),r(x) € Fq[x]
donde r(x) =0 6 grad(r(x)) < r. Como en Ry, (x™ —1)+1 =0+ 1. Entonces

(x"=1+I = (q(x)g(x)+7(x))+IenRn
= (q(x)+D(gx)+ D+ (r(x) + 1)

si f(x) +1=(q(x)+1D)(g(x)+1) € C para f(x) = q(x)g(x) € Fqlx]

= 0+I=(f(x)+I)+ (r(x)+1)

= r1(x)+1€ Cdonde grad(r(x)) <r
= r(x)=

= x"—1 ZQ(X)Q(X)

Por lo tanto, g(x)[x™ —1.

El ideal generado por g(x) +1es (g(x) +I) = {(f(x) +I)(g(x) + 1) : f(x) + 1 € Rn} con la reduccién
usual médulo x™ — 1 y debemos mostrar que es suficiente restringir f(x) a polinomios de grado
menor que n— 1. Como g(x)[x™ —1 entonces x™ — 1 = h(x)g(x) para algtn h(x) € Fq[x] de grado
n — 1. Dividamos f(x) por h(x) luego f(x) = q(x)h(x) 4+ r(x) donde grad(r(x)) < grad(h(x)) =
n—r

= f(x)g(x) = q(x)h(x)g(x) +r(x)g(x)

= f(x)g(x) = q(x)(x™ = 1) +r(x)g(x)

= f(x)g(x) —r(x)g(x) = q(x)(x" =1) € (x™" —1) =1
= f(x)g(x) —r(x)g(x) €1

= f(x)g(x) =r(x)g(x) (mdd I)

lo cual queriamos demostrar. Sélo resta probar que el conjunto

{g(x) +Lxg(x) +1,...,x™ " Tg(x) + I}

genera a C y es linealmente independiente, formando asi una base para €. Veamos que dicho
conjunto genera a €. Sea u(x) +1 € Cu(x) +1I= (f(x)+1I)(g(x) +I) donde grad(f(x)) <n—ry
f(x)=ap+aix+...+an_r_x* 7!

Sux)+1 = ((@o+arx+...4+an_x™ 71+ I)(() 1)
((ap+arx+...+ an_r_1x™ " 1g(x)) +
= (apg(x)+arxg(x) +...4+any1x" " 9( ) +1
= (aog(x) + 1)+ (a1xg(x) + D) +...+ (an X" " g(x) +1)
= (ao+D(gx)+D+(a; +D(xg(x)+1) +...+
(an—r 1 DM g +1)
asf {g(x) + I xg(x) +1,... ,x“*rq g(x) + I} genera a €, donde como sabemos los a; + I estdn en

una copia isomorfica de [Fq en Ry,.
Ahora probemos que {g(x) +I,xg(x) +1,..., X" T Tg(x)+ I} esun conjunto linealmente indepen-
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diente.
Supongamos que

04+1 =(bo+D(gx)+D+ (b +D(xg(x) + 1)+ ...+ (bpn_r1 +DE""T"Tg(x)+1)

= (bog(x)+bixg(x)+ ...+ bpr 1 x" T g(x))+1=0+1
= (bog(x)+b1xg(x)+...+ by X" T g(x)) el = x"—1)
=  (bo+bix+...+bn  1x" T Ng(x) e x"—1)
=  (bo+bix+...4+bn_ 1x" T Ngx) =0
( ya que este polinomio tiene grado menor que n)

= bo+bix+...4bp g x" T T=0
= b;j=0i=0,...,n—1—1
= bi+I=0+Li=0,....n—1—1

asi {g(x) + I,xg(x) +1,...,x™ " Tg(x) + I} es linealmente independiente. De ahi que {g(x) +
Ixg(x)+1,...,x™ " Tg(x) + I} es una base para C. Por lo tanto, dim€ =n—r.

iv) Supongamos que go = 0, entonces g(x) = xh(x) donde h(x) € Fqlx] y grad(h(x)) < r pero
h(x) =1-h(x), y en R, tenemos que:

h(x)+I1=1-h(x)+I1=x"-h(x)+I1=x""(xh(x))+1=x"""+D(gx)+1) € €= h(x)+1 €€,

lo cual no puede ser posible. Por lo tanto, go # 0. Finalmente, recordando que {g(x) +I,xg(x) +
I,...,x™ " Tg(x) + I} es una base de C y que a una clase polinomial la podemos ver como una
palabra-cédigo luego tenemos las siguientes relaciones:

g(x)—l—I Ans (90,9],---)91‘,0,0)---,0)
xg(x)+1 « (0,90,91y+-+,9r,0,...,0)

Xn—r—]Q(X) +1 « (0,0,...,0,90,91,...,91«)
asi el conjunto de palabras-cédigo
{(90>91)"')gT)O)O)'-')O))(O)90>g]w")g‘r)o)"')o))“')(O)Ov'~)0,90>91>~"’9T)}

genera a C y por la definicién 2.3 tenemos que si G es la matriz

go 91 --- Or
go 91 ... Or

go 91 --- Or

entonces el espacio fila de G debe generar a C.
O

A partir de ahora haremos uso de la notacién € = ((p(x) +I)) para denotar el hecho de que C es el
ideal generado por p(x) + 1y que p(x) es el polinomio generador para C.

Teorema 2.7. Un polinomio ménico p(x) en Ry es el polinomio generador para un cédigo ciclio si y sélo si
p(x)x™—1.

Demostracion. Debemos establecer dos implicaciones.

=] Ya probamos en el teorema anterior que si p(x) + 1 € Ry, es el polinomio generador de un cédigo
ciclico € entonces p(x)[x™ —1.

<] Supongamos que p(x)[x™ —1 y sea g(x) + I el polinomio generador para € = (p(x) + I) con p(x) #
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g(x), entonces tenemos que grad(g(x)) < grad(p(x)).
Por hipétesis
1

= p(x)f(x), para algtn f(x) € Fq[x]

Ademds como g(x)+I1eC=g(x)+Ie (p(x)+1I) = g(x)+I=(h(x)+ )(p(x)—H) para algtin h(x) €
Fqlxl = (g(x) + D(f(x) + 1) = (h(x) + D(p(x) + D(f(x) + ) = (h(x) + D((x™ —=1) + 1) = 0+ L. Pero
grad(g(x)f(x)) < grad(p(x)f(x)) = n y ademds g(x)f(x) +I = 0+1I lo cual no puede ser posible, asi
p(x)+1 = g(x)+ I Por lo tanto, si p(x)[x™ — 1 entonces p(x) es el polinomio generador de un cédigo

ciclico.
O

Sean Dy, = {m(x) € Fqlx]: m(x)x™ —1y m(x) es ménico} y Gn el conjunto de todos los cédigos
ciclicos en Ry, es decir, n ={€ C Ry, : € es un ideal}. Tenemos que la funcién

Y:Dn — Gn
gx) — ((g9(x)))

es una correspondecia uno-a-uno entre el conjunto de todos los divisores ménicos, D, y el conjunto
de todos los cédigos ciclicos, Gr, , en Ry, donde envia a cada divisor ménico g(x) de x™ — 1 al cédigo

({(g(x))). De los teoremas 2.6 y 2.7 tenemos que 7y es sobreyectiva, por lo que resta ver que y es inyectiva.

Sean C1,C; € Gn, supongamos que €1 = C, donde €1 = ((my(x))) y €2 = ((m2(x))).Seacy =mq(x) €
Cy, entonces mq(x) = c1 € €y, por lo que my(x) = f1(x)my(x), luego m;(x)/my(x) y como mj(x) y
m;(x) son ménicos del mismo grado entonces my(x) = m,(x)

La funcién vy tiene algunas propiedades adicionales relacionadas con un orden parcial natural en Dy,
y Gn. Notemos que si €71 y €; son cédigos ciclicos en Ry, entonces la suma

C1+Cr ={cs+cle; € Cryc, € Co}

es el codigo ciclico mds pequefio en R;, que contiene a €y y €;. Probemos esto tltimo, sea € un ideal en
Rn que contiene a €1 y €3, veamos que €1 + €2 C €. Tomemos ¢; + ¢, € €1 + €3, entonces ¢; € €1 C €
y ¢; € €3 C C, de ahi que ¢; + ¢, € €, lo cual queriamos demostrar, en consecuencia €1 + C; es el ideal
maés pequefio en Ry, que contiene a €1 y C;.

Teorema 2.8. Sea C1 = ((g1(x) + 1)) y C2 = ((g2(x) + I)) cddigos ciclicos en Rr,. Entonces

i) €1 CCy e g2(x)lgr(x),
ii) €3 NECz = ((mem(gq(x),g2(x)))),
iii) €1+ C2 = ((med(g7(x), g2(x)))).

Demostracion. i) Es facil ver que se sigue el resultado. €1 C €2 < ((g1(x))) CCr < g1(x) € €2 y ya
que C2 = ((g2(x))) < g1(x) = m(x)g2(x) para algtin m(x) € Fq[x] < g2(x)Ig1(x).

. C1 € C2 & g2(x)lgr(x)

ii) Dado que Cy N C; es unideal en Ry, entonces es un cédigo ciclico lineal sobre IFq, luego €1 NC; =
((m(x))) y solo resta porbar que m(x) = mecm(gy(x),g2(x)) para ello veamos que i) m(x) es
multiplo de g1 (x) y g2(x) y que ii) si g1 (x)hu(x) y g2(x)[u(x) entonces m(x)ht(x).

) m(x) € G1NEy = m(x) € € ym(x) € €2 = m(x) = vi(x)g1(x) y m(x) = va(x)ga(x) para
algunos vi,v; € Ry = m(x) es un multiplo de g1 (x) y de g2(x)

ii) Supongamos que g7 (x)[u(x) y ga(x)lu(x) = u(x) = z1(x)g71 (x) y u(x) = z2(x)g2(x) = u(x) €
Cyulx) € €2 = ux) € ¢1NCy = ((Mm(x))) = u(x) = h(x)m(x) para algin h(x) € Rn
= m(x)ju(x).

Asim(x) = mem(g1 (x), g2(x)). Por lo tanto, €1 N €, = ((mem(gy (), g2(x)))-

15
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iii) Dado que €7 +C; es un ideal en Ry, entonces es un cédigo ciclico lineal sobre [F, luego €1 +C, =
({(d(x))) y s6lo resta probar que d(x) = mecd(g7(x), g2(x)), para ello veamos que

a) d(x)Ig1(x) y d(x)lgz2(x),
b) Siv(x)lg1(x) y v(x)lg2(x), entonces v(x)|d(x)
a)Sean g1(x) € €1 C C1 +C = ((d(x))) y g2(x) € €2 C €1 +C2 = ((d(x)))

= g1(x) =t1(x)d(x) y g2(x) = t2(x)d(x)
para algunos t7(x),t2(x) € Rn
= d(x)lg1(x) y d(x)lga(x).
b) Si v(x)lg1(x) y v(x)lg2(x) entonces gi1(x) = uj(x)v(x) y g2(x) = uz(x)v(x) para algunos

ug(x),uz(x) € Rn. Sea d(x) = c € €3+ €, entonces c = cy+cy concy € € ycy € €, por
lo que existen s1(x),s2(x) € Ry, tales que c¢1 = s71(x)g1(x) y c2 =s2(x)g2(x)

= d(x) = 510w (x)v(x) + s2(x)uz (x)v(x) = (mq (x)ug (x) +ma (x)uz (x))v(x)
= v(x)|d(x)

Asi, d(x) = med(g1(x),g2(x)). Por lo tanto, €1 + €2 = ((med(g1(x), g2(x)))).

2.2.2 ELl Polinomio de Chequeo de un Cdédigo Ciclico

Como el polinomio generador g(x) de un [n,n — r]-cédigo ciclico en Ry, divide a x™ — 1, tenemos que

donde h(x) es un polinomio de grado n —, llamado el polinomio de chequeo de C.

Teorema 2.9. Sea h(x) el polinomio de chequeo de un cédigo ciclico C en Ry,.
i) El cédigo C puede ser descrito de la siguente forma

C={p(x)+1€Rnllp(x)+D(h(x)+1) =0+1}
if) Sih(x) =ho+hix+...+hn_x""T, entonces una matriz de chequeo de paridad para C esta dada por

hn—r hn_r_q o ho
hp hnr g ce ho

hn—r hnr1 ... ho
iii) El cédigo dual C+ es el cédigo ciclico de dimension  con polinomio generador

ht(x) =ho "X Th(x ") =hy ' (hox™ "+hixn—1—1+--+hn_y)

donde el 1iltimo polinomio en paréntesis es el polinomio reverso, 6 contrario u opuesto del polinomio de
chequeo h(x). (Notar que C* no es generado por h(x)).

Demostracion. i) Sea g(x) + I el polinomio generador de €, si p(x) +1 € C, entonces p(x) +1 =
(f(x) + I)(g(x) +1I) para alan f(x) + 1 € Ryy. Asi

(Px)+D(h(x)+10) = (f(x)+D(g(x)+D(h(x)+1)
= (fx)+D(g(x)h(x) +1)
= (f)"=1+1)
= 0+1

+
+
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porloque C C{p(x)+1€ Rnllp(x)+I)(h(x)+1I) =0+1}.

Por otro lado, sea p(x) +1 € Ry, tal que (p(x) +I)(h(x) +1I) = 0+ L. Por el algoritmo de la divisién
existen, q(x),r(x) € [Fq[x] tales que

p(x) = q(x)g(x) +7(x)

donde 7(x) = 0 6 grad(r(x)) < grad(g(x)) = r. Supongamos que grad(r(x)) < r, multiplicando
por h(x), tenemos
p(x)h(x) = q(x)g(x)h(x) +r(x)h(x)

entonces, p(x)h(x) —r(x)h(x) € I, asi que p(x)h(x) + 1 =r(x)h(x) +1, de ahi que r(x)h(x) +I =0+
I, es decir, 7(x)h(x) € (x™ —1) pero grad(r(x)h(x)) < v+ (n—r1) =n, lo cual es una contradiccién
por lo que r(x) = 0 y asi p(x) = q(x)g(x), lo que nos lleva a que p(x) +1 = (q(x) +I)(g(x)+ 1),
por tanto p(x) +1 € C.

Seac(x)+1€ € conc(x)+I=co+cix+cox?+---+cext +1donde t = grad(c(x)) < n, tenemos
por el inciso i) que c(x)h(x) + 1 =0+1, es decir, c(x)h(x) € I por lo que existe a(x) € Fq[x], con
a(x) = ap+arx+ arx? - -+ amx™ tal que c(x)h(x) = a(x)(x™ —1) y como grad(c(x)h(x )) <n+
(n—71) =2n—r, entonces m = grad(a(x)) < n—r, por lo que existe k € N talque m+k =n—r.
Notemos que

n+1 +m 2

A amx™M —ag —ajx —arxx” - —amx™
m+1 m—+k—1

n+2+“

a(x)(x™=1) = apx™+aix + axx

= —ag—ax— Xt — - — amx™ + A1 X +oot Amak_1x

+am+kxm+k + am+k+1xm+k+] NI an71xn7] +

+aoxn + a1xn+1 + azxn+2 et aaner
= —agg—ax—ax?— - —amx™ Famx™ T o an e x !
Fan XV 4 a(n—r)Jr]X(n_T)_H 4t a(n—r)+(r—1)xn_r+(r_” +
—|—a0Xn + (11Xn+1 + azxn+2 R aaner
donde a4 = 0 para cada i € {0,1,2,...,7— 1}, por lo que en el producto de c(x)h(x), los
coeficientes de x™ 7, x™ "t .. x™1 son iguales a 0, es decir, para toda j € (n—7m,n—71+
j
1,...,n—1}secumple } cihj_; =0, desarrollando la sumatoria para cada j podemos ver que
i=0
0 = cohn—r+cithny 1+ +cn—rho
0 = cohnry1tcthnr+cohyp 7+~ +cnri1ho
0 = cohprtcthp 2+t qthnr+crhp 1 ++---cn_1ho
y ya que grad(h(x)) =n—r1, entonces h,_1 =hn_y =--- =hn_41 =0 por lo que, tenemos lo
siguiente
0 = cohn—r+cthp v 1+ +cn-rho
0 = chpr+cohn g+ +cnrr1ho
0 = ¢r—thn—r+crhp1++---cnthg
de aqui, podemos ver que
hnf-r hn—'r—1 oo h() Co 0
hn—r hn—r—l e h,o C1 0
hnr hny1 ... ho Cn—1 0

Por tanto, por la definicién 2.2 tenemos que H es una matriz de chequeo de paridad del cédigo
C.
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iii) Primero probemos que ht(x) divide a x™ — 1. Tenemos que h(x)g(x) =x™—1

= h(x 1)g(x H=x"-1

= x"h(x Ngx 1) =x ( 1)

= ( MTh(xT ) (xTg(x ) =1—x"

= ht(x)(—f(x)) =x™—1 donde f(x) =x"g(x" ")
= ht)K™—1

Asi, por el teorema 2.7, <hJ- (x)+1I) = €’ es un cddigo ciclico y por el teorema ?? su matriz
generadora es H (como en el inciso ii)) y dim(€) =n— (n—r) = r, ahora como Hc' = o entonces
para cada vector h generado por el espacio fila de la matriz H, es h- ¢ = o, por lo que €’ C Ct y
como dim(C1) = r entonces €’ = €+

O

Ejemplo 2.1. Sean R =F;[x] el = x? — 1, tenemos que

Ro = ={f(x) + (x” — 1) : f(x) € F2[x]}

Se tiene que x° —1 = (1+x)(1 +x+ x2)(1+x3 +x°) es producto de factores irreducibles sobre IF,. De ahi
que hay 23 =238 cddigos ciclicos en Re. Uno de ellos es el cédigo ciclico €1 = (((1+ X3 +x8) + (x7 —1))) que
tiene dimension dimCqy = 9 — 6 = 3 y matriz generadora

100 1T 00100
=01 00100710
001001001

Existen codigos lineales muy famosos, uno de ellos es el [7,4,3]—c6digo lineal de Hamming y en
este ejemplo, abordaremos las principales caracteristicas de dicho cédigo.

Ejemplo 2.2. Veamos que el [7,4, 3]-cédigo lineal de Hamming es un cédigo ciclico lineal. Considérese el polino-
mio x” —1 = (14+x)(1+x%4+x3)(1+x+x3)como producto de irreducibles sobre IF, y construyamos el anillo

IF,[x]

cociente R7 = ——— T Sea g(x) = 14x+x3 tenemos que {({g(x) + (x” —1))) es un ideal principal en R por

lo que {(g(x) + (x” —1))) = C donde C es un cédigo ciclico. Asi g(x) genera un (7,4]-cédigo lineal ciclico con
matriz generadora

1101000
c_|o1r o oo
0011010
0001 101

Seax € Cyu e Fj conu=(u,uz,u3,usg) tenemos que x =uq(1,1,0,1,0,0,0) +12(0,1,1,0,1,0,0) +
u3(0,0,1,1,0,1,0) +u4(0,0,0,1,1,0,1). Luego, todas las palabras cédigos de C son

0000000 0001101
0011010 0010111
0110100 0111001
0101110 0100011
1101000 1100101
1110010 1111111
1011100 1010001
1000110 1001011

Por otro lado, construyamos una matriz de chequeo de paridad del cédigo de Hamming. Esta se construye
tomando los coficientes que resultan al expresar los niimeros 1,2,3,4,5,6 y 7 a través de una expansion en base
2, como se muestra
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2040-2" 4022
2041.2"40.22
2041.2"4+0.22
20402V 4122
2040274122
2041.2141.22
2041.21 4122

N o g B W N =
Il
O N S o Y o QN

Posteriormente formamos la matriz H

0
Hyc=| 0
1

y de aqui podemos obtener la matriz generadora que es

o = O
- - o
o o —
—_ —
—_
- a4
N————

11100 0 0
o _| 1001100
=1 o101 01 0

1101 0 0 1

Asi, todas las palabras cédigo del cédigo de Hamming, H son:

0000000 1110000
1101001 0011001
0101010 1011010
1000011 0110011
1001100 0111100
0100101 1010101
1100110 0010110
0001111 1111111

Podemos ver que mediante la permutacion

(1234567
™\16375 42

Los cédigos C y I son equivalentes. Por lo tanto el [7,4,3]-cédigo de Hamming es un cddigo ciclico.

2.3 IDEMPOTENTES

En esta seccién daremos la definicién y un resultado principal de idempotentes de un cédigo ciclico
Fp[x]
(xn=1)

sobre IF;, por lo que R, = con n impar.

Definicién 2.9. Un polinomio e(x) en Ry, es un idempotente si
e(x) = e?(x) = e(x?)
Teorema 2.10. Un cddigo ciclico C = (g(x) + I) contiene un tinico idempotente e(x) tal que € = (e(x) +I)

Demostracion. Sea x™ —1 = g(x)h(x), donde g(x) y h(x) son primos relativos. Por el algoritmo de
Euclides existen polinomios p(x) y q(x) tnicos en [F,[x] tales que

p(x)g(x) + q(x)h(x) =1

Sea e(x) = p(x)g(x) entonces sustituyendo y multiplicando por e(x) en la igualdad de arriba tenemos
que
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pero q(x)h(x)e(x) = q(x)p(x)h(x)g(x) = q(x)p(x) (x™ — 1), por lo que
e?(x) —e(x) € (x™ —1)
y asi, en R, se cumple que
Por otro lado, podemos ver que e(x) +1=p(x)g(x) +1 € (g(x) +I) donde I = (x™ — 1), por lo que resta
probar que g(x) +1 € (e(x)+I). Como p(x)g(x) + q(x)h(x) = 1, multiplicando por g(x) y sustituyendo

e(x) tenemos que
e(x)g(x) + q(x)h(x)g(x) = g(x)

pero q(x)h(x)g(x) € (x™ —1), por lo que
e(x)g(x) —g(x) € (x™ —1)
por lo que en Ry, tenemos que e(x)g(x) = g(x) y asi g(x) +1 € (e(x) +I). Por lo tanto

C=(e(x)+1I)



3 CODIGOS CICLICOS SOBRE ANILLOS DE
GALOIS

Alo largo de este capitulo estudiaremos las principales propiedades de los codigos ciclicos sobre anillos
de Galois, en particular sobre el anillo Z4.

Recordemos que Z4 = % denota a los enteros médulo 4 y es un anillo local cuyo tnico ideal maxi-
mal es M = (2). Un conjunto de n-adas sobre Z, es llamado un cédigo sobre Z, y es un Z4—cédigo
lineal si es un Z4-submédulo de Z;.

En este capitulo probaremos que cualquier cédigo ciclico sobre Z4, €, tiene generadores de la forma
(fh, 2fg) donde fgh = x™ — 1 sobre Z4[x] y |€| = 497¢d(9)297ad(N) Ademas probaremos que G tiene
generadores de la forma (g*h*,2f*g*).

3.1 GENERADORES

Sea
w:Zs — (T4>
a — a4 (2)

(4)

Sabemos que p es un homomorfismo sobreyectivo natural, ademés cabe recordar que % es isomorfo
a Zj,,y este a su vez es isomorfo a IF, por lo que en adelante haremos uso de esto de manera indistinta.
La siguiente funcion, i manda a cada coeficiente de un polinomio f(x Z aix' en Z4[x] a suimagen

i=0
bajo la funcién p, es decir

BZiK — B
a3 ey =2

i=0 i=0

Observacion 3.1. La funcién fi es un homomorfismo sobreyectivo de anillos.

m .
Demostracién. Sean f(x Z a;xt yg(x)= > b;x) polinomios en Z4[x], conn > m
j=0
n .
if(x)+g(x)) = ﬂ(Z(ai +bi)x"), donde by 11 =bypi2=...=bp =0
i=0
n
= Z u(ai +by)
i=0
n

= Z w(ay) + p(by))xt ya que p es homorfismo.

Asi, j(f(x) +g(x)) = j(f(x)) + R(g(x)).

Por otro lado,

21
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m—+n

j
mfix)g(x)) = gl Z ¢jx/), donde cj = Z aibj i
j=o -
m+n

= ) ulg)
j=0

m—+n

j
= > ul) aibj_i)¥

j=0  i=0

m+n j

= ZZuaHl

j=0 i=0

m+n j

= ) ) ulagu(bj_)¥

j
= Af(x))pg(x))

De ahi, f(f(x)g(x)) = p(f(x))(g(x)).

N

n .
Sea f(x) € ﬁ [x], ya que p es sobreyectivo para cada coeficiente de f(x) = )~ a{x' existe un elemento
i=0
n .
en Z, tal que u(ay) = af, por lo que existe un polinomio en Z4[x], f(x) = Y a;x', tal que f(f(x)) =
i=0
f(x). Asi, fi es un homomorfismo sobreyectivo.
O

Es importante mencionar que a partir de ahora denotaremos a fi(f(x)) por f(x).

Definicién 3.1. Un poloniomio f(x) en Z4[x] es bdsico irreducible si w(f(x)) es irreducible en F;[x]; f(x) es
primario si (f(x)) es un ideal primario.

Lema 3.1. Si f(x) es un polinomio bdsico irreducible, entonces f(x) es primario.

a g(x)h(x), por lo que exite k(x) € Z4[x] tal que g(x)h(x) = f(x)k(x), ya que fi es homomorfismo de

fi(k(x)), es decir i(f(x)) divide a fi(g(x))i(h(x)) y ya
es irreducible en F;[x], de ahi que sucede uno de los

Demostracion. Supongamos que g(x)h(x) € (f(x)) para algunos g(x), h(x) € Z4[x], entonces f(x) divide
(

anillos, tenemos que fi(g(x))f(h(x)) = @(f(x)
que f(x) es bdsico irreducible entonces fi(f(x)
siguientes casos,

i) med(f(g(x)), p(f(x))) =1
i) med(n(g(x)), 1(f(x))) = A(f(x))

Si ocurre 1), es decir, si fi(g(x)) y f(f(x)) son coprimos, por el lema 1.1 tenemos que g(x) y f(x)
tambien son coprimos, luego, f(x) divide a h(x), de ahi que h(x) € (f(x)) y asi, (f(x)) es ideal primario.
Por otro lado, si ocurre ii) tenemos que, fi(f(x)) divide a fi(g(x)), de ahi que existe u(x) + (2) € <ZZ—4> [x] tal
que g(x) + (2) = (f(x) +(2))(u(x) + (2)), entonces g(x) — f(x)u(x) € (2), es decir, g(x) — f(x)u(x) = 2v(x)

\—/\-/

para algin v(x) € Z4[x], despejando g(x), vemos que g(x) = f(x) (x) —2v(x ) elevando al cuadrado
ambos lados tenemos gz( ) = 2 (x)u2(x) + 4f(x)u(x)v(x )+4v (x) = f2(x)u?(x) en Z4[x], de esto se
sigue el hecho de que (f(x)) es un ideal primario, pues gZ(x) € (f(x)). Por tanto, f(x) es un polinomio
primario.

O

Un anillo local es un anillo que tiene un tinico ideal maximal. Si R es un anillo local, el anillo po-
linomial puede no ser un dominio de factorizacién tinica. Un ejemplo de tales polinomios son los
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polinomios regulares. Un polinomio regular es un polinomio que no es divisor de cero en R[x]. En nues-
tro caso el anillo local es Z4 y cualquier polinomio que tenga algin coeficiente distinto de cero y de
2 es regular. En particular, x™ — 1 es regular. Por el lema de Hensel (cf [Ram17][Wanos]) x™ — 1 es
producto de polinomios bésicos irreducibles y tales polinomios son primarios por el lema 3.1. Por lo
tanto por el teorema de factorizacion (cf [Ram1y][Wano3], para un resultado més general cf [McD74]),
tenemos lo siguiente.

Lema 3.2. Six™—1 = f{f,...f donde los f; son polinomios bdsicos irreducibles y coprimos por pares, entonces
esta factorizacion es tinica.

Demostracion. Supongamos que x™ —1 = f1f,...f; con los f; basicos irreducibles y coprimos por pares
y ademds x™ —1 = g7g2...gr donde los g; son bésicos irreducibles y coprimos por pares, entonces
por el teorema de factorizacién tenemos que (f;) = (gi), luego f; divide a g; y tambien g; divide a fj,
de ahi que g; = af; con a una unidad en Z4[x] pero las tinicas unidades en Z4[x] son 1y 3, asi que
a =16 a=3. Por tanto la factorizacién es tnica salvo asociados. O

El siguiente lema muestra la estructura del anillo < > para un polinomio basico irreducible f(x).

Lema 3.3. Si f(x) estd en Z4[x] y es un polinomio bdsico irreducible, entonces los tinicos ideales de <Zf‘(‘)[:§]> son

O+1D),(14+1)y (2+1), donde 1 es el ideal generado por f(x), es decir, I = (f(x)).

Demostracién. Supongamos que | es un ideal del anillo ( > (0+1) y g(x) + (f(x)) estd en
J, para algtin g(x) que no estd en I = (f(x)). Como f(x) es un polinomio bdésico irreducible, entonces
por 3.1, f(x) es irreducible en FF,[x], asi que tenems los siguientes casos, i) (x) y f(x) son coprimos 6
i) §(x) es divisible por f(x). Analicemos cada uno de ellos:

i) Si f(x) y g(x) son coprimos en F[x], por el lema 1.1 tenemos que f(x) y g(x) también lo son
pero en Z4[x], por lo que existen t(x) y s(x) en Z4[x] tales que t(x)g(x) + s(x)f(x) = 1 luego,
tx)g(x) =1 = —s(x)f(x) y como —s(x)f(x) estd en (f(x)) entonces t(x)g(x) =1 € (f(x)), esto
significa que t(x)g(x) + (f(x)) = 14 (f(x)), y asi [t(x) + (f(x))][g < (x))] =14 (f(x)), de esto
altimo se sigue que g(x) + (f(x)) es invertible en <Zi[]> y como a g(x) + (f(x)) lo tomamos en ]
entonces 1+ (f(x)) estden ] ,asi ] = (1+1)

ii) Si f(x) divide a g(x) entonces §(x) = f(x)q’(x) para algun q’(x) en F,[x] y ya que f es sobreyec-
tiva, entonces existe q(x) en Z4[x] tal que fi(q(x)) = q(x) = q’(x). A (x) = f(x)q(x)

= g(x) —f(x)gq(x) =0’

= g(x) —f(x)q(x) =0’

= g(x) —f(x)q(x) € Ker(p) = (2)

= g(x)—f(x)q(x) =2v(x) para algin v(x) en Z4[x]

= g(x)—2v(x) =f(x)q(x) donde f(x)q(x) estd en (f(x))

= g(x) —2v(x) € (f(x))

= g(x) + (f(x)) = 2v(x) + (f(x))

= g(x) + (f(x)) = 2+ (f(x))][v(x) + (f(x))], este altimo se encuentra en (2 + I)
= g(x)+(f(x)) € 2+1)

Por lo que el ideal | estd contenido en el ideal (2 + I), debido a esto tenemos que existe un
elemento de la forma 2r(x) + (f(x)) distinto de la clase del cero en ] (ya que | no es el ideal
(04 1)) para algtn r(x) en Z4[x]. Podemos suponer que ¥(x) no estd en (f(x)), de lo contrario,
si ¥(x) estuviera en (f(x)) existiria un polinomio u’(x) en Z4[x] tal que ¥(x) = u’(x)f(x) y como
il es sobreyectiva, entonces u’(x) = T(x) para algin u(x) en Z4[x], luego, restando f(x)u’(x)
y sustituyendo u’(x) tendriamos que 0’ = F(x) — f(x)u(x) = r(x) — f(x)u(x) lo cual nos dice

23
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que 1(x) — f(x)u(x) = 2v(x) para algin v(x) en Z4[x] y despejando 7(x) se sigue que r(x) =
f(x)u(x) + 2v(x), al multiplicar por 2 tenemos 2r(x) = 2f(x)u(x) +4v(x) y como estamos en
Z4[x] entonces 2r(x) = 2f(x)u(x), esto implica que 2r(x) estd en (f(x)) y asi, tendriamos que
2r(x) + (f(x)) = 04 (f(x)), lo cual no es posible pues 2r(x) + (f(x)) lo tomamos distinto de la
clase del 0. Como ¥(x) no estd en (f(x)) y f(x) es irreducible en F;[x] entonces ¥(x) y f(x) son
coprimos, por lo que existen s’(x) y t’(x) en [F,[x] tales que s’ (x)T(x) + t’(x)f(x) = 1’ pero como
fi es sobreyectivo tenemos que existen s(x) y t(x) en Z4[x] tales que s’(x) =5(x) y t'(x) = t(x) y
ademds 1’ =1, sustituyendo s’(x),t'(x) y 17,

= Sx)F(x)+tx)f(x) =1

= s(x)r(x) +t(x)f(x) —1=0’

= s(x)r(x) +t(x)f(x) —1 € ker(ft) = (2)

= s(x)r(x) +t(x)f(x) =1 = 2w(x) para algtn w(x) en Z4[x]

= 2s(x)r(x) +2t(x)f(x) =2 =4w(x) pero 4 =0 en Z4

= 2s(x)r(x) +2t(x)f(x) —2=0

= 2s(x)r(x) —2 = —2t(x)f(x) este ultimo se encuentra en (f(x))
= 2s(x)r(x) —2 € (f(x))

= 2s(x)r(x) + (f(x)) =2+ (f(x))

Y dado que 2r(x) + (f(x)) es un elemento del ideal ], entonces 2 + (f(x)) también estd en ] y asi,
(2+1) estd contenido en J.

Por tanto | = (2+1).

Sea R, = %.

De manera similar a cuando hablamos de cédigos ciclicos sobre campos finitos en el capitulo 2,

tenemos que C es un Z4-cédigo ciclico de longitud n, si y sélo si, es un ideal del anillo R;,. Para esto
primero definimos la funcién

G:Z) — Rn

¢=(co,C1y--rCn1) = c(x) +I=co+eix+ - Fen1x™ ' +1

(6)

donde I = (x™ —1) el cual es un isomorfismo de Z,—moddulos y cuya prueba resulta ser igual a la
que se realizé cuando definimos la funcién 1, de esta misma forma tenemos que la prueba de la
caracterizacién de cédigos ciclicos sobre Z4 es similar a la que se da en el teorema 2.5 puesto que una
vez mas, al estudiar dicha demostracién podemos darnos cuenta que ésta no depende del hecho de
que trabajamos sobre un campo finito.

El siguiente teorema nos muestra como son los ideales del anillo R;, partiendo de una factorizacién
del polinomio x™ — 1, pero antes de enunciarlo probaré el siguiente resultado, el cual me sera de mucha
utilidad en la demostracién del teorema.

Proposicién 3.1. Sean f1,f,,...,f; polinomios coprimos por pares en Z4[x], se cumple que
i) Para todo i,j € {1,2,...,1}con i #j, (f;) + (f;) = (1)
i) (f1fz---fr) = (f1) N (f2) NN (fr)
Demostracion. i) Como para cadai,j € {1,2,...,1} se tiene que fi, f; son coprimos siempre que i # j,
entonces existen o, B en Z4[x] tales que «f; + Bf; = 1. Sea h en Z4[x] = (1), tenemos
h o= h(af+Bf)
= h(afi) +h(pf;)
= (hedfi + (hB)fj
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y ya que (ha)f; € (fi) y (hB)fj € (f;) se sigue que h es elemento de (f;) + (fj), por lo que (1) C
(fi) + (f;). Por otro lado, como (f;) y (fj) son ideales de Z4[x] entonces (f;) + (fj) C (1) = Z4[x].

ii) Podemos ver que f{f; ---f; es un elemento de cada ideal generado por f; por lo que fif; ---f;
estd en (fi)N(fa)N---N(fy) y asi (f1fy---fr) C (f1)N{f2) N---N{fy). Para probar la otra
contencién haremos induccién sobre 1, que es el ntimero de polinomios involucrados. Para r = 2,
sea g en (f1) N (f2) entonces f; y f, dividen a g y como f; y f; son coprimos tenemos que el
producto de ambos divide a g, por lo que g se encuentra en (f;f;). Supongamos que el resultado
se cumple para 1, es decir, (f1) N (fz) N---N({fy) C (f1f2---fr), veamos que el resultado también
se sigue para v+ 1Sea gen (f1) N (f2) N---N{fr) N {frp1) = ({(f1)yN{f2)N---N{f:)) N {frp1) por
lo que, g estd en (f1) N (f2) N---N(fr) y también es elemento de (f;1), por nuestra hip6tesis
inductiva tenemos que g se encuentra en (f{fy---fy), y como todos los f; son coprimos por

pares, se sigue que H fi es coprimo con fy; 1, y ya que fif;---f, y fq dividen a g, entonces

existen s,q € Z4lx ] tales que g = sfify---fr vy g = qfy41, luego frpqlsfify---fr por lo que
s = kf,41 para algin k € Z4[x], asi f1f, - - - f+f;11 divide a g, por lo cual (f1) N (f2)N---N{fr) C
(f1fy - fr)(frpq) C (f1fz - frfrpq). Por lo tanto, se cumple que (f1fy --- ) = (f1)N{f)N---N
(fr)

O

Teorema 3.1. Sea x™ —1 = fif, - .- fr un producto de polinomios bdsicos irreducibles y coprimos por pares en
Z.4[x] para n impar, y sea f; el producto de todos los f; excepto f;. Entonces cualquier ideal del anillo Ry, es
suma de algunos (fi + (x™ —1)) y (2f; + (x™ — 1))

Demostracion. Por el lema de Hensel tal factorizacién de x™ — 1 existe y ademds es tnica por el lema
3.2. Como los f; son coprimos por pares tenemos que (f1fy---f:) = (fi) N {(f2) N---N{f;) y para
cada i # j, (fi) + (f;) = (1) Ademds ya que Z4[x] tiene unidad se cumple que (Z4[x])? = Z4[x] y asi
(Z4[X])? + (f;) = Z4[x] paracadaic 1,2,...,r, luego por 1.1 y 1.1 se sigue que

Z.4[x] Z.4[X] Z.4[x] Z4slx]  Z4[X] Z.4[x]
R = = = ~
G—T) " (fa ) NN i) 0y o Ty
es decir
Ry, = Z4[X] o Z4x] . Z41x]

Siles unideal de Ry, por 1.2 entonces,

I~1eLh -l

donde, para cada i € {1,2,...,71}, I; es un ideal de Z(;[’)‘]. Como cada f; es un bésico irreducible en

Z.4x], entonces por el lema 3.3 los tnicos ideales de £ <f > son (0+ (fi)), (1+ (fi)) y 2+ (fi)).

A continuacién se definen tres funciones que establecen un isomorfismo entre los ideales I; y los
ideales de R, donde cada funcién es un isomorfismo de anillos.

Para ello, primero consideremos lo siguiente, como fi y fi son coprimos entonces existen ai, b; €
Z4[x] tales que a;ifi + bifi = 1, consideremos e; = a;f;, entonces e; = 1 —b;f; luego e =e;—bifie; =

—bififia; = e; —bjag (x™ 1)luegoel—e1 (x"—1)), asw,z:e1 (modx —1)yademaseﬂ:
ﬂfbifiﬂ = fi —bi(x™ — 1) de ahi que e;f; — f; € (x™ — 1> entonces e;f; +< —-1) = f + X =T1)
por lo que (fi + (x™ —1)) C (e; + (x™ —1)) y como e; = a;fj, entonces (e; + (x™ —1)) C (f; + (x™ —1)),

asi (e + (x™ — 1)) = (f; + (x™ — 1)), con esto en mente tenemos:

i) Silj = (14(f;) = Zé[’)‘ , definimos

e1:5; = (g +(x"—=1))
h+(f;) — hej+(x"—1)

25
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ii)

Sean h + (fj), g + (fj) en I;, tenemos las siguientes equivalencias

h—g € (fj)

h—g = fjk para algtn k € Z[x]

(h—g)ej :e)ka

(h—g)ej :a]f]f]k

hej — gej = aj(x™ — 1)k para algtn k € Z4[x]

i

h (1) = g+ (F)

he; —gej € (x™ —1)
hej + (x™ —1) = ge; + (x™ —1)
e1(h+(f5)) = @1(g + (f;))

tetete O

De esto se tiene que @1 estd bien definida y es inyectiva.

Por otro lado,

@1 ((h+(f;)) + (g + (f;))) e1((h+g)+(fj))
= (h+g)fj+(x"—1)
(hfj + (x™ = 1)) + (gfj + (x™ = 1))

= @1(h+(f;))+@i(g+ (f;))

y
e1((h+(f5))(g+(f;))) = @1((hg)+(f;))
= (hgle; +(x" —1)
= ejz+(x” 1)

= (he)+<x“ 1))(ge; + (x" —1))
= @1(h+(f;))e1(g+(fj))

Por lo que @1 es un homomorfismo de anillos, ahora sea g + (x™ — 1) un elemento de (e; + (x™ —

1)) entonces g + (x™ —1) = ejk + (x™ — 1) para algtin k + (x™ — 1) en R, donde k es un polinomio
con coeficientes en Z4, luego, k+ (f } es un elemento de [; tal que

010k + () = gk + (x™ — 1) = g+ (x™ — 1)

de ahi que @1 es sobreyectiva.

Por tanto cuando I = (1 + (f;)) es isomorfo a (f;j + (x™ — 1)) el cual es un ideal de Rn,.

Cuando I; = (2 + (fj)), tenemos que cualquier elemento de I; es de la forma 2k + (f;) donde
k + (fj) es un elemento de Iy, con esto en mente definimos, de manera muy similar a como lo
)

hicimos en 1), la siguiente funcién

(pzZI]' — <Ze]~—|—<xn—1>>
2h+<fj> — 2h6j+<xnf1>

la cual esta bien definida y es inyectiva puesto que, si 2h + (fj), 2g + (f;) en I; se tiene lo siguiente

2h+(fj) = 2g + (f;) 2(h—g) = fjk para algtin k € Z4[x]

2(h—g)ej = ejfjk

2(h—g)ej = a;fjfik

2he; —2gej = a;(x™ — 1)k para algtn k € Z4[x]
2hej + (x™ —1) =2ge5 + (x" — 1)

©2(2h+(f5)) = @2(2g + (fj))

S R R
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Ademas se tiene que @, es un homomorfismo de anillos y la prueba de esto es como en el inciso
i), para ver la sobreyectividad tomamos un elemento g+ (x™ — 1) en (21% + (x™—1)), por lo que
existe k + (x™ —1) € Ry, tal que g+ (x™ —1) = 2ejk + (x™ — 1) luego, como k es un elemento de
Z41x] entonces 2k + (f;) estd en I; y se sigue que

¢2(2k+(f;)) = g+ (x" —1)

Por lo que, siempre que Ij = (2 + (f;)), I es isomorfo al ideal de Rn, (2fj + (x™ — 1))

iii) Por dltimo consideramos el caso cuando [ = (0 + (fj)) = (fj), notemos que para todo elemento
h+ (f;) en (0+ (fj)) se cumple que h = kfj para algin k € Zx] por lo que he; = ha;f; =
ka;fjfj € (x™ —1). Definimos la funcién

03:T = O+ (" 1))
hf; + (f;) hfjej—l—(x“—w

Podemos ver que @3 estd bien definida y es inyectiva, pues dados hf; + (f;), gf; + (f;) € I; se
tiene que

hf; + (f;5) = gfj + (f;) hf; — gf; = kf; para algtin k € Z4[x]

hfj € — gfj € = kfj €

hfje; — gfje; = kfjfja;

hf;e; —gfje; = ka;j(x™ —1) para algin k € Z4[x]
hfje; + (x™ —1) = gfje; + (x™ —1)

@3(hfj + (f;)) = @3(gf; + (f;))

SR R R

ademds es homomorfismo de anillos y sobreyectiva ya que 0+ (x™ —1) = a;fjf; + (x* —1) y
(pg(fj + <f]'>) = ajf]-fj + <Xn — 1>
Asi, si Iy = (0 + (fj)) = (f;) entonces I; es isomorfo a (0 + (x™ —1))

Por lo tanto, como a cada ideal I; se le puede identificar con un ideal de R;,, entonces cada ideal I
de Ry, es la suma de ideales de la forma (f; + (x™ — 1)) y (2fj + (x™ —1)).
O

Corolario 3.1. El miimero de cédigos ciclicos sobre Z.4 de longitud n es, 37, donde v es el niimero de factores
polinomiales bdsicos irreducibles de x™ — 1

Demostracion. Tenemos que € es un codigo ciclico de Ry, si € es un ideal de Ry, y por teorema previo
tenemos que
Cl1eLh - -l

donde cada I; es un ideal del anillo Z(]‘C—F)X], y como cada ideal I; puede ser (0+ (f;)), (1+(f;)) 6 (24 (fj))
)

entonces por el principio multiplicativo, existen 3" ideales distintos en Ry,
O

Seal= (x"—1)

Teorema 3.2. Supongamos que C es un Za—codigo ciclio de longitud n, donde n no es par. Entonces existen F,
F1 y F2 polinomios tinicos, ménicos y coprimos por parejas (posiblemente alguno igual a 1) tales que FoF1F, =
x™ — 1y Ces generado por {F1 +1,2F, + 1}, es decir, @ = (Fy +1,2F, +1).

Demostracion. Sabemos que x™ — 1 tiene una tinica factorizaciéon en Z4[x], digamos, x™ —1 = f{f; -- - f;.
donde los f; son polinomios basicos irreducibles y coprimos por pares, ademéas como x™ — 1 es ménico
los f; también pueden escogerse moénicos.

Para cada i,j € {1,2,...,r} definimos f; = [ fj.

1

Es importante mencionar que a partir de ]ette momento estaremos trabajando sobre el anillo Ry, a
menos que se indique lo contrario, por lo que, para fines practicos, en la demostracién, a las clases
residuales de R, las denotaremos tinicamente por el representante, es decir, g+ (x™ + 1)=g.

27
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Como C es ideal de Ry, entonces por el teorema 3.1, C es suma de ideales del tipo (27f;) donde
j=0,1,2.
Reordenando, si fuese necesario, podemos suponer que C es la suma de

(Pt (P2 -+ o i i)y @i 0100 2Fi 11 4k
donde ki +ky +kz =7
Sea ko =0, para i€ 0,1,2, definimos en Z4[x]
. _{ 1 siki 1 =0
' fiot-tki+1 kot tki+2  Fhottkyyy Stkip1 #0

yiii = H F] COI’Ij 6{0,1,2}.
j#L

Asi,
1 sik; =0
Fo = iyt ik #£0
12 fy, siky #
_— { 1 siky =0
! fiorifig 12 frprk, sika #0
F o { 1 Sik3=0
z f ko + 1k +ko+2 g +ko+k; Siks #0
Sean

C = (fig 1)+ (fiy2) + -+ (Fig i) + @fig i)+ + 261) y €1 = (Fr,2F2)
Veamos que C = €
C] Probemos
i) Para cada ly, con 1 < 1y < kot (fi,41,) € (F1)
ii) Para cada 1, con 1 <1 < k3: <2fk1+k2+12) C (2Fy)

Para el caso i), sean l; € {1,2,...,ka}yu € (ﬂqﬂl ), entonces existe h € Ry, tal que u = hﬂqﬂ] =
hfyfz - fig oy —1fig 441 fr

= w=h{frf2-fic ) (1 P —1fig 41 fiog i) (g g - fr)
= u=(FoF2)(h(fi, +1 i,y —1fi 4141 Fryaky )
= uc <]A:]>

de ahi que 1) se cumple y como (F1) es un ideal de R, se sigue que

(Frer1) + (Fey2) + -+ (fiy i) € (F1)

Para ii), de manera similar al caso previo tomamos 1, € {1,2,...,kz}yv € (2ﬂ<l+k2+12>, entonces
existe gc :Rn tal quev = zgfk] +ko+1ly — 29f1 fa--- fk1 fk1+] e fk1+k2 e fk] +ko+1,—1 fk1+k2+12+1 e
oty

= v=29g(f1f2- i, ) (Fi, 1 - iy i) (P 141 Ty ko4 -1 Ty ko 1,41 Tr)
= v=2(FoF1)(h(fi; 11,41 Fry o+ 1Tk +ko+ 1,41 - fr))
= ve (2R)

de ahi que ii) se cumple y como (2F,) es un ideal de R, se sigue que
<21Ek1+k2+1 )+ (2fr) C (2F,)
Por lo tanto,
C=(fi, 1)+ (fi,12) + -+ (P in) + @Fiy 1y 1) + -+ 2F) € (Fr,2F) = ¢

D] Ahora probemos que €1 C €, para ello probaremos lo siguiente
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Ko
i) (Fi)C ¥ (f,+1)

1=

k3

11) <2]E2> g Z1 <2f-‘\k]+k2+lz>
1LL,=

En el caso i) notemos que

k)
Z fk1+l1 = fk1+] +fk1+2+"'+fk1+kz
L=
= (f1-Ffi fguz o)+ (Fr o fg pafig 3 fr) 0+
+(f1 - o1k ko1 )
= (f1-Fie) ) (Pt - o) l(Feg 2 fig ) + (P 1 fig 43 g k) +00 0+
+(fk1+1 T fk] +ko—1 )]
Definimos Fk1+11 = fi,+1f 42 i 41, —1Fkg 41,41 - - T, +x, para cada 1y € {1,2,...,k;}, enton-

ces, de la ultima igualdad se obtinen lo siguiente

ko
Z gty = (F1 - fi) ) (Fiy 1+ a2+ + Fig i) (g kg1 o+ 1)
L=1

Afirmacion. mcd(ﬂq“ ,ﬂq 1 2y.- .,fkTJrkz) =1en Z4[x].

Sea g € Z4[x] tal que para cada l; €{1,2,...,k;}, g divide a Fk]Jrh ysea q € {1,2,...,k,} entonces
g divide a ka] +q por lo que existe al menos un elemento, i, en {1,2,...,k;} distinto de q tal que fy, 1
es divisible por g, esto ya que los fy, 1, son coprimos por pares, pero glfy, i por lo que para algtin
j €{1,2,...,kz2} con j # i se cumple que g|fy,j y como fy, iy fi, ;) son coprimos entonces g|1, de
ahi que g =1, lo cual querfamos probar.

De la afirmacioén se sigue que, para cada 1y € {1,2,...,k,} existe uy, 11, en Z4[x] tal que

k2
Z Uk +1, fk] +4 = 1
1, =1
Entonces
k k
Z Uiy +1 fk1+l1 = (f1-- fk] ) Z Uiy +14 fk1+11 )(fk1+kz+1 o)
Ly=1 1=1
= (f1 i) ) (Fry 41 - Fr)
= FoF2
A A A kz A
y como para cada 1y € {1,2,...,ky} se cumple que uy, 1, fx,+1, € (fik,+1,) entonces F1 € > (fi,41,),
1L=1
N kz A
asi (F1) € > (fig+1y)
=
Por otro lado, para ii) tenemos que
k3
Z 2fk] +ko+1l = ka] +ky+1 + 2fk] +ky+2 +o At ka] +ko+k3
L=1

= 2(f1 gk fr o2 o) 2000 g gy rkges o fe) 000+
F2(f1 - frg k4 kg —1)

= 2(f1 ) ) (Fg o1 Frg i) (Fiey a2 - o) + (P 111 Ty i 43 - Fr) +
+oo At (g kg1 fro1)l

29
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Para cada 1; € {1,2,...,k3} definimos fi, 11,11, = fi; 1o+ 1 k4042 Ty rkot b1k ko141
e fk1 +ko+k3 asi,

k3
Z 2 1041 = 2(F1 i ) (Fiy 11 g ) (Fg o1 g o2 T+ g 1k 1k3)
1L=1
De manera analoga a como se afirmé en i), tenemos que mcd(fi, 11,41, Fiy4ky+25 -+ - Tk 4 ka4k3) =
1 en Z4[x] y la prueba de esto se remite al mismo argumento usado en i), por lo que para cada
1, €{1,2,...,k3} existe vy, 4k, +1, en Z4[x] tal que
k3
Z Vig ko + 1 Tk k41, =1
1,=1
luego
k3 k3
Z i ro4 LTk, = 20F1 i ) (Fg 1 i ko) ( Z Vi 4k +1 Tk k41,
L=1 L,=1
— 2FoF
y ya que para cada l; € {1,2,...,k3} se cumple que 2vy, y1,+1, Tk, +k,+1, € (2fk;4+x,+1,), entonces
a k3 A
<2F2> - ]_Z] <2fk1+k2+12>
=

Por lo tanto,

A

Cr = (F1,2F;) C (fi, 1) + (Fiy12) + 4 (i iy) + @i 1)+ + 2fr) =€
O
Como mencionamos al principio de este capitulo, € es un cédigo ciclico sobre Z,4 si es un Z4—

submédulo cerrado bajo corrimiento ciclico. En la siguinte proposicién veremos cual es la cardinalidad
de C.

Proposicién 3.2. Sea C como en el teorema previo, entonces |C| = 49rad(Fi)ygrad(Fy) y si
i) F=1,8=(Fo+1)yle| =4n—9rad(Fo)
ii) F1 =1,C= (2Fy + 1) y €] = 2n—9rad(Fo)

Demostracién. Sean Fo, F1 y F2 polinomios tinicos, ménicos y coprimos por parejas tales que FoF1F, =

x™ —1donde grad(Fp) =t, grad(Fy) =1, grad(F2) =syC= (F1 +1,2F; +1). Recordemos que (F1+1)
y (2F; 4 1) son Z4—submédulos y con esto en mente probemos los siguiente

) I(Fy +1)| = dorad(Fy)

b) [(2F; +1)| = 297ad(F2)

a) Notemos que grad(F;) = grad(FoF2) = grad(Fo) + grad(F,) =t+s =n—resto yaquet+r+s =
n, por lo que, n — grad(f% J=r

Como (F1 +1) ={(g+D)(F; + 1) : g+ I € Ry}, mostremos que es suficiente restringir al polinomio g
a polinomios de grado menor que n — (n—71) =r.Sea g+ 1 € (Fy +1I) entonces g+ 1= (h+I)(F; +1)
para algin h+1 € Ry con h = hg + hyx + - - + hgx%. Supongamos que d = grad(h) > r, por lo que
existe k > 0 tal que d = r+ k. Definimos el polinomio

g1 =h—hax?""F

como F1 es ménico entonces el polinomio ¢ tiene grado menor que d, multiplicando por F1 tenemos
lo siguiente
qiF =hF; —haxd R F
q1Fy =hF —hgxd T (x™ 1)
qiF—hF e (XM —1) =1
q1l§1 +I=hf:1 +1
g+I=qy ]E] +1

R
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Sij = grad(qi) > r volvemos a aplicar el procedimiento de arriba y definimos q; = q1 — q1jx5*rF1 ,
donde grad(qz) < grad(qi) y después de multiplicar por F; tenemos que g+ 1 = qF +1 y si
nuevamente se tiene que grad(q,) > r entonces procedemos de manera andloga a como lo hicimos
antes, en general, serd necesario realizar esto a lo méas k + 1 veces para poder obtener un polinomio q
tal que grad(q) <ty g+1 = qF; +1, por lo que g+ I se puede ver como el producto de F; + I con
q+ I donde q es un polinomio de grado menor que r, lo cual querfamos probar. Ahora en bien, sea
q(x) = qo +q1x+ -+ gr_1x"~! un polinomio en Z4[x], tenemos que cada q; € Z4[x], por lo que,
por el principio multiplicativo q(x) se puede escribir de 4" formas distintas, de ahi que el conjunto
Fr+0D ={(g+D(F; +1): g+ € Ry}, tiene 4" elementos distintos. Asi |(Fy +I)| = 47 = 497ad(F1)

b) Ya que (2?2 +I)={(g+1) (2F,+1): g+1€ R, podemos ver que se puede restringir al polinomio
g a polinomios de grado menor que s y la prueba de esto es igual a la que se realiz6 en el inciso b)
cuando restringimos g a polinomios de grado menor que T, solo se debe tener presente que ahora
trabajamos con los polinomios F, y F, cuyos grados son n —s y s respectivamente. sea g € Z4[x] un
polinomio de grado menor que s, tenemos que los coeficientes del polinomio 2g serdn 0 6 2, ya que en
Zy2-1=2=2---3y2-0=0=2-2luego, el ntimero de polinomios de la forma 2g, donde grad(g) <
s, en Z4[x] es de 2%, esto por el principio multiplicativo, por lo que |(2F; +1)| = 2% = 29rad(F,).

Afirmacion. (F1 +1)N(2F, +1) = (0+1)

Sabemos que 0+1 € (F; +1) y 04+ 1 € (2F, +1) por lo que (0+1) C (F; +1) N (2F; +1). Sea
a+1e (F; +1)N(2F, 4 1) entonces existen hy + I, hy +1 € R,y con grad(hy) <t y grad(hy) < s tales
que a+1=(hy + D(F +1) ya+I=(hy+ 0(2f, +1), igualando ambos lados tenemos, hF +1=
2h,F, + 1 lo cual nos dice que hiFoF2 —2hyFoFy € T = (x™ — 1) pero como grad(h1FoF2) < ny
grad(2h,FoFq) < n entonces grad(h;FoF, —2h,FoFq) < n por lo que hyFoFy —2h,FoFy =0, luego:

hiFoF2 = 2hyFoFy (7)
asi que F2|2h,FoFq, v ya que Fo, F1 y F2 son coprimos por pares, entonces FoF; y F2 son coprimos y
como ademds F; no divide a 2 pues F, # 1, asi tenemos que F|h;, es decir, exite k € Z4[x] tal que

h, = kF;, sustituyendo esto en 7 tenemos que hyFoF, = 2kF,FoFy = 2k(x™ — 1), asi que hyFoF, € I,
luego hyf; +1=0+1,esdecira+I1=0+1 Porloque (F; + )N 2F +1) = (0O +1)

De la afirmacién se sigue que
e=F+Da2fh+1)

Por lo tanto
€] = I(F1 + D)II(2F2 + 1] = 497ed(T)g0mad(i)

i) SiF, = 1, entonces x™ — 1 = FyFy deahi que C = (Fy +1,2F, + 1) = (Fo + ) + 2FoFq + 1) = (Fo +1)
y €| = 4nfgrad(?1) _ 4nfgrad(Fo)

ii) Si F; = 1, entonces x™ —1 = FoF, por lo que € = (F1+L2F, +1) = (FoFo + 1) + 2Fg + 1) =
(2Fo + 1) y asi |¢] = 2n-97ad(F2) — Jn—grad(Fa)

3.2 CODIGO DUAL

Ahora hablaremos del cédigo dual de un Z4-cédigo ciclico, para ello necesitamos definir el producto
interno en Z)". Sean a = (ap, at,...,an—1) y b = (bo,by,...,bn_1) en Z}, definimos

a-b=agbg+a1b;+---+an_1bn_1 (mod 4)



32 | cODIGOS CICLICOS SOBRE ANILLOS DE GALOIS

En la definicién 2.8 se habl6 del c6digo dual de un c6digo sobre un campo finito, para un Z4-cédigo
ciclico la definicién es la misma con la observacion de que ahora estamos sobre Z4, es decir,

et ={ueZ} :u-v=0paratodov e C} 8
Nuestro mayor interés es poder conocer la forma del polinomio generador del cédigo dual.

Definition 3.1. Sea f(x) = fo + fix+---+fqax4 un polinomio en Z4[x] con fq # 0, definimos el polinomio
reciproco de f(x) como

(x) = Ex4(x71) = £(aox? + arx® !+ -+ agoix+ag)
El siguiente lema enuncia dos propiedades importantes del polinomio reciproco que nos serdn de
gran utilidad en la prueba del teorema 3.4.

Lema 3.4. Sean f(x) = ap+ ajx+---+asx® y g(x) = bg +byx+ -+ bex" polinomios en Z4[x] con's > t,
entonces

i) ()" (x) = f(x)
i) (f(x)g(x))* = *(x)g*(x)
iif) (f(x) +g(x))* = f*(x) + g* (x)x" para algiin v > 0
Demostracion. i) Tenemos que f*(x) = +xSf(x 1) = £(agx* + x5 4+ -+ ag_1x+ as) luego

() () = £ ()
= £x5(E(aox S4+ax V4 tao1x T+ ag)
g+ arx+ -4 ag_ x5 + agx®
= f(x)

ii) Tenemos que

(F(x)g(x))* = BT (x g™ 1) = (B3 1)) (Ex g (x 1)) = F*(x)g* (%)

iii) Como s > t entonces existe un r > 0 tal que t+1 = s y como grad(f(x)+g(x)) =s =t+r,
entonces

(Fx) +g(x)* = £=x(fx ) +gx ")
= =)+ (=xMHTg(x )
= )+ (Extgx )X
= (x) +x"g" (%)

lo cual queriamos probar.

Obsérvese que grad(f(x)) = grad(f*(x)).

Teorema 3.3. Seana = (ap, a,...,an—1)yb = (b, b1,...,by_1) vectores en Z} con polinomios asociados
a(x) y b(x). Entonces a es ortogonal a b y a todos sus corrimientos ciclicos si y sélo si, a(x)b*(x) =0 en Ry.

Demostracion. Tenemos que a(x) = ap+aix+---+an_1 xn1 yb*(x) =bpn_1+bn_2x+---+by X2 4
box™ 1. Realizemos el producto de a(x)b*(x) en Ry, recordando que aqui x™ = 1. As{
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0 = ax)b*(x)
= (ap+a1x+ -+ an_1x")b*(x)

aob*(x) + a;xb*(x) + - -+ an_1x™ ' b*(x)

= aobp_1+aobp_2Xx+---+agb1x™ 2+ agbox™ ! +
+a1bn_1x+ arbpox? +-- 4+ a1bx™ 7 +arbox™ +

Fan 1 bn X" Fan by XM a1 b a1 bex? 2
= aobn_1+apbn_2x+---+ (1()1boxn_1 +
ajbg+aibp_1x+ a1bn,2x2 +---+ (1]b1xni1 +
+an—1bn2+an_1bp_3x+---+ an—lbn—lxnil
= (apbpn_1+ajbo+---+an_1bn_2)+
(apbn—2+ajbp1+---+an_1by 3)x+
(apbp+ar1br+--+an_1bn_1 )an]
<~ 0 = aobn_1+aibo+--+an_1bn_>
= aobp 2+ aibn 1 +--+ap_1bn_3
0 = aobg+a1bi+---+an_1bn_1
=0 = ((10,(1],...,(1117‘[)'(bnfhbo,...,bnfz)
0 = (aO)alw-wanfl) : (bn72>bn71>~-~abnf3)
0 = (a03a1»---)an—1)'(b03b1)---)bn—1)
<= a esortogonala b y a todos sus corrimientos ciclicos.
O
Observacién 3.2. Del teorema anterior y de 8, se tiene que
et ={b(x)+1€ Rnla(x)b*(x)+1=0+1 para cada a(x)+1e C}. 9)

El siguiente teorema nos muestra como es el dual de un cédigo ciclico € sobre Z4.
Teorema 3.4. Sea € = (Fy +1,2F, + 1) un Z4-cédigo ciclico de longitud impar n, donde Fo, F1 y F, son
polinomios ménicos y coprimos por pares tales que FoF1Fy = x™ — 1y |G| = 497ad(F1)29rad(F2) Eptonces
Gt = (FIF + L,2F{Fi +1) y |@t] = 497ad(Fo)pgrad(Fs)

Si FZ = 1, entonces C = <FO + I> y eJ_ _ <F>; + I>
SiFy =1, entonces € = (2Fy + 1) y €L = (F} + 1, 2F5 + 1.

Demostracion. Sea g = F{F5, entonces, por el lema 3.4 g* = (FjF3)* = (F})*(F5)* = F1F,. Luego

F19* = (FoF2)(F1F2) = (FoF1F2)F2 = (x™ —1)F2 =0 en Rn (10)

2?29* = (ZFoF] )(F]Fz) = (FoF]Fz)ZF] = (Xn — ])ZF] =0 en Rn (11)

Sean a+1 € @, entonces a + I = (k1 Fy +1) + (2koF, +1) para algunos k1 + Lk, +1 e Rpnyq+1¢€
(F1F5 +1) se tiene que existe k3 +1 € Ry, tal que q+1 = k3FjF5 + I, luego q —k3FjF5 € I = (x™ —1),
es decir, existe k4 € Z4[x] tal que q —k3FjF5 = k4(x™ — 1), luego pasamos sumando a q 6 —k3FF3,
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dependiendo de cual tenga grado mayor o igual al grado de k4(x™ — 1), sin pérdida de generalidad
supongamos que —k3FjF5 es de grado mayor o igual a k4 (x™ — 1), entonces q = k3FjF; + k4 (x™ — 1),
luego por iii) del lema 3.4, existe un r > 0 tal que q* = k3F1F, +x"kj (x™ —1)* = k39" —x"k3 (x™ —1)
puesto que (x™ —1)* = —(x™ —1), asi ¢* — k39" = —x"k; (x™ — 1), por tanto q* +1 = k3g* + 1. Luego

(a+D(q*+1) = ((kaF+D+2kF2+D)(k5g" +1)

= (kF +D(k5g* + 1)+ (2kaF2 + 1) (k5g* +1)
(kikiFrg* + 1) + (kok32F9* +1)
= 0+1

esto tltimo por 10 y 11. Luego, por la observacién 3.2 se sigue que q + 1 € €+, de ahi que

(FiF5 +1) c et

Por otro lado, sea h = 2F3jF], entonces h* = 2FyF; y tenemos lo siguinte

Fih* = (FoF2)(2FgF1) = 2Fo(x™ —1) = 0 en Rn. (12)

2Fh* = 2(FoFy)(2FgFy) = 4(FoF1)(FoF1) =0 en Ry, (13)

Seanb+1 € Cyp+1e (2ZF5F] + 1) entonces existen kq + I, ky +1,k3 +1 € Ry, tales que a+1 =
qFr + D+ 2k F +1) y p+1 = 2k3F§F] + L. Notemos que, haciendo el mismo procedimiento que
hicimos antes, p* +1 = 2k3FoF; +1 = 2k3h* + 1. Entonces

b+Dp*+1) = ((kqF +D+ 2k +D)(2KEh* +1)

= (kaF1 +D2KEh* + 1) + (2kaF2 + D) (2K5h* +1)
(2kK5F h* + 1) + (4kok3Foh* +1)
= 0+1

esto tltimo por 12 y 13. Asi, por la observacién 3.2 se tiene que p + I € C*, por lo tanto

(2FFr +1) c et

Veamos que (FjF; +1,2F{F; +1) C e-L.

Sean t +1 € (FjF; +1,2F§F; +1) y c+1 € C entonces existen q +1 € (FjF5 +1) y p+1€ 2F5F; +1)
talesquet+1=(q+1)+ (p+1) = (q+p)+1ysin pérdida de generalidad supongamos que grad(q) >
grad(p), asi, por el inciso iii) del lema 3.4 tenemos que (q+p)* = q* +x"p* para algtin r > 0, luego

((@+p)*+Dlc+D = (g"+x"p*+D(c+1)
= (" +D+&p*+D)(c+1D)
= (q*c+ D)+ (x"pc+])
= 041

donde la tltima igualdad se da ya que (FiF5 +1) C €ty (2F5F% +1) C €+. Asi t+1 € €, por lo que

(FiF5 +1,2F5F +1) C @t (14)

Ya que FiFjF; = 1 —x™ = —(x™ — 1) entonces de manera andloga a como se hizo en la proposicién
3.2, se puede ver que

o |(FiF5 4 1)| = 497ad(Fo)

o [(2F5F1 + 1) = 2grad(Fz)
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De ahi que
(F{F3 + 1, 2FgF; + 1) = 4o7ad Fo)ggrad(F2) (15)

Como todo cédico ciclico de longitud n sobre un anillo Z,« tiene una matriz generadora “estandar”y
de manera andloga su cédigo dual, luego por las propiedades de dichas matrices, se cumple que

IClIe+] = pa™ (cf [CS9s5]) en este caso, nosotros tenemos que p = 2y a = 2, y por proposicién 3.2

|e‘ _ 4grad(F1)zgrad(Fz) _ 22grad(F1)+grad(F2) por o que |eJ_| _ % _ 22n2729rad(F1)fgrad(Fz),

pero n = grad(Fo) + grad(Fy) + grad(F,), asi 22n—2grad(Fy)—grad(Fz) pero 2grad(Fp) + 2grad(Fy) +
2grad(F,) —2grad(Fy) — grad(F,) = 2grad(Fo) + grad(F;), asi

|GJ“ — p2grad(Fo)+grad(F2) _ ggrad(Fo)pygrad(Fz)
pero por 15 tenemos que
€| = |(F{F3 + I, 2F5F5 + 1) (16)

Por lo tanto, por 14 y 16, se sigue que
et = (FiF; + L2F5F +1)

Si Fp =1, entonces F5 =1, y asi (2F3F; + 1) C (Fj +1) por lo que (FyF5 +1,2F5F] + 1) = (F7 + 1),
es decir, Ct = (F¥ +1)

Si Fy =1, entonces F’f =1, luego, eL = <F§ + I,ZFB +1).

3.3 GENERADORES IDEMPOTENTES

Definicién 3.2. Un idempotente en Z.4[x] es un polinomio e(x) tal que

2(x)=e(x) (mod x™—1)

Observacion 3.3. Cada polinomio en IF[x] se puede ver como un polinomio en Z4[x].
Teorema 3.5. Sea C un Zs—cédigo ciclico de longitud impar n.

i) Si C = (f+1), donde fg = x™ — 1 para algiin g € Z4[x], entonces C tiene un idempotente generador en
Z4 [X]

ii) §i C = (2f +1) y f divide a x™ — 1 entonces C = (2e + I) donde e es un generador binario idempotente de
(u(f) +1).

iif) Si € = (fh+1,2fg+ I) donde fgh = x™ — 1, entonces C = (e + I, 2v + I) donde e es un idempotente en
Z.4[x]; v es un idempotente en IF; [x].

Demostracion. i) Como fy g son coprimos entonces existen u,v € Z4[x] tales que 1 = fu+ gv. Sea
e = fu, entonces e = 1—gvy e’ =e— gve, sustituyendo e tenemos que el =e— gv(fu) y asf
e =e—uwv(x™—1), por lo que e —e € (x™ — 1), y por tanto e? = e (méd x™ — 1), por lo que e
es idempotente en Z4[x].
Ahora, tenemos que en R, e = fu, por lo que e +1 € (f+I). Veamos que f+1 € (e +1I).

Como e = 1 — gv entonces fe = f — fgv y como fg = x™ — 1 se sigue que f — fgv —f = (x™ — 1)y,
asi f —fgv=1f (méd x™ —1)

= fe=f (modx™-—1)
= fe—fe{x"—1)=1I

= fed+I=F+1I

= (f+D(e+I) =f+1I

= f+le(e+])

Por lo tanto (f +1I) = (e +I).
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ii) Probemos que 2f(x) = 2fi(f(x)) = f(x) donde i es como se defini6 en 5. Sea f(x) = ap + a;x +
arx? + -+ agx® € Z4[x], tenemos que los a; € Z4, luego 2f(x) = 2ap +2ax +2a%%2 -+
2ax° y observemos lo siguiente

ai=0 = 2a;=0 y ula))=0 = 2u(a;)=0=2q4
ai=1 = 20i=2 y plag)=1 = 2ulai) =2=2aq
ai=2 = 2a;=0 y ula)=0 = 2u(a;)=0=2aq
ai=3 = 2ai=2 y uwa)=1 = 2u(a)) =2=2q

donde p es como se definini6 en 4. Asi
200 +2a1x 4 2a,x? + - - -+ 2asx® =2u(ag) + 2plag )x + 2u(az)x® + - - -+ 2ulag)x®

Por lo que 2f(x) = 2f(x) y como f(x) € F,[x] tenemos que por 2.10 (f(x) + I) contiene un tnico

Z.4[X]

idempotente e(x), tal que (f(x) +1I) = (e(x) +I), luego (2f(x) +I) = (2e(x) +I) en o

(2f(x) + 1) = (2e(x) + I).

y asi

iii) De i) tenemos que (fh+1I) = (e +I) con e un idempotente en Z4[x] y por ii) tenemos que
(2fg+1I) = (2v+1) donde v es un idempotente en FF, [x]. Por lo tanto

(fh+1,2fg+1) = (e+1,2v+1).
O

El siguiente teorema nos permite conocer el generador idempontente del cédigo dual €+, cuando
conocemos el generador idempotente del cédigo ciclico C.

Observacion 3.4. Tenemos que x y x™ — 1 son coprimos en Z4[x], por lo que existen a(x),b(x) € Za[x] tales
que
a(x)x+bx)(x"—=1) =1

pero entonces
a(x)x—1=-b(x)(x"—1)

por lo que
a(x)x=1 (méd x™ —1)
De ahi que a(x) es el inverso de x en Ry, y denotamos a a(x) por x 1.

Teorema 3.6. Si un cédigo ciclico sobre Z4, C, tiene el generador idempotente e(x), entonces CL tiene el
generador idempotente 1 —e(x ™).

Demostracion. Sabemos que C tiene un polinomio generador en Ry, digamos que € = (g(x) +I), donde
g(x) divide a x™ — 1 y ademads como ya vimos en el teorema 3.2 g(x) es producto de basicos irreducibles
y coprimos por pares, ademds, existe h(x) € Z4[x] tal que g(x)h(x) = x™ —1 g(x), h(x) son coprimos,
es decir (g(x)) + (h(x)) = (1), por lo que existen s(x), t(x) € Z4[x] tales que

1 =s(x)g(x) + t(x)h(x) (17)

Sean eq(x) = s(x)g(x) y e2(x) = t(x)h(x), podemos ver que e (x) y ez(x) son idempotentes de manera
andloga a como lo hicimos en el inciso i) del teorema 3.5 y por este mismo teorema se tiene que
(gx)+1I) =(e1(x) +I) y (h(x) +1I) = (ez2(x) + I). Como e(x) es el generador idempotente de C en Ry,
entonces e (x) = e(x), luego, sustituyendo en 17 tenemos que

1=-e(x)+ex(x)
por lo que ex(x) = 1 —e(x). Por otro lado como (h(x)+I) = (e2(x) +I) entonces e;(x) = t(x)h(x) y
1 )

h(x) = k(x)ez(x), esto en Ry, luego erx(x 1) =t(x Hh(x y h(x =k(x Nea(x 1), por lo que
(x" 1) +1) = (e2(x ) +1)
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Por el teorema 3.4 tenemos que C+ = (h*(x) + I) donde h*(x) = +x97ad(Mn(x—T1), ademds por
la observacién anterior tenemos que x 1 = xn! puesto que X" Tx =1 (méd x™ —1). Sea h(x) =
ho + h1x + hyx? 4 - - - 4 hyx" entonces

h(xi1 ) = ho+h X*1 + h,zx*z +-o+hx "
h(xn71) = ho+h]Xn7] +h2(xn7])z+"'+hr(xni])r

= ho—|—h1xn_1 _I_thZ(n—l) _|_..._|_hrxr(n—1)
= hO+h]X71 +h.2X72—|—---—|—th7T

esto dltimo haciendo reduccién médulo x™ — 1, por lo que efectivamente h(x~ 1) =h(x™ 1), luego

h*(x) = #x"h(x" ")
= +x"h(x"1
y ademaés
ExMTThE(x) = =X (ExTh(x )
_ anrJrrh(an] )
= x"h(x""")

= h(x""") (en Ry)

por lo que (h*(x) +1) = (h(x ')+ 1) y asi 6+ = (h(x ")+ 1) = (ea(x ') +1) y como e(x7') =
1—e(x~ ') entonces
Ct=(1—e(x")+I)

O

Teorema 3.7. Sean Cq y €, cddigos ciclicos sobre Z.4, con generadores idempotentes eq y e, en Ry, entonces
Cy N €y tiene el generador idempotente e1ey y C1 4 C, tiene el generador idempotente e + e; —eqe;.

Demostracion. Primero probemos que eje; y 1 + ey — e ey son idempontentes es Ry,. Tenemos que
)2

(e1ez :e%eﬁzemz (méd x™ —1)

puesto que e y ez son idempotentes, por lo que eje; es idempotente. Por otro lado

(1 +es—ejez)? = e%—i—e]ez—e%ez+e1ez—l—e%—e]e%—e%ez—me%—i-e%e%
e? +e3 +2ejex —2ele; —2eqed + efel

= ej+ey+2erey;—2er1ex; —2ejez+ejey (méd x™ —1)
= e;t+er—ejey (modx"™—1)

por lo que e; + e, —eje; es idempotente en Ry,

i) Veamos que €1 NC; = (erey +1I) donde I = (x™ —1).

D] Como e +1 € Gy entonces eje; +1 € €y, y de manera andloga tenemos que eje; +1 € €,
por lo que (ejey +1I) C €1 NC,.

ClSeac+1€CNECy como(ej+I) =Cyy(ex+I) =Crentoncesc+I=ejki+Iyc+I=
eyky + I para algunos k1 +1,ky +1 € Ry, luego erky +1 = exky + 1, por lo que ezerky +1 =
ezepky +1 = exky + 1 puesto que e% +1=ey+1 asiejeski +1 =c+ 1 porlotanto c+1 €
(erex +1).

AsiCiNCy =(eje; +1).

ii) Probemos que €1 +C, = ((e1 +e2 —ejez) +1)

Tenemos que (e1 +e;—ejez)+1=(e1+1)+((1—ey)+I)(ex+1),dondee; +1€ Cry ((1—eq)+
I(ex+1I) €(ex+1I) =C, porloque (e +ex—ejex)+1€Cr+Cayasi ((e1+ex—ejex)+1) C
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€1 + €. Por otro lado, sea c +1 € €7 + €, como (e7 +1) = C; y (e2 + I) = C, entonces existen
hi +Lhy+1€ Ry talesquec+1=(ethy +1)+ (eghy +1) = (e1hy +exhy) + 1, luego

(c+1D)((eg +ex—eqjer)+1)

(ethy +exho +1)((eg +ex —ejer) +1)

(ethy +exhy)(e1 +e2—ejex) +1

(e%m +ejexhy —e%ezm +ejezhy +e%h2 —ew%hz) +1
(eghy +ejexhy —ejexhy +ejexhy +eshy —ejesho) +1
(ya que e y ez son idempotentes)

((e1 +ejez —ejez)hy + 1)+ ((erez + ez —ejez)hz +1)
(ethqy + 1)+ (exhy + 1)

c+1

de ahi que c+1 € ((e1 +e2 —erez) +I). Por lo tanto

Ci+Cr=(le1+ex—ejer)+1)



4 CODIGOS DE RESIDUOS CUADRATICOS
SOBRE CAMPOS FINITOS

En este capitulo se mostrardn algunas propiedades importantes de los c6digos de residuos cuadraticos
de longitud prima p sobre un campo FFy, donde 1 es otro primo, el cual es un residuo cudratico médulo
p.

Definicion 4.1. Si m es un entero positivo, decimos que el entero a es un residuo cuadrdtico de m si (a, m) =1
y la congruencia x*> = a (méd m) tiene solucién. Si la congruencia x> = a (méd m) no tiene solucion,
decimos que a es un residuo no cuadrdtico de m.

Ejemplo 4.1. Sea m =7, tenemos que

12 =1 (méd 7)
22 = 4 (mod7)
32 = 2 (méd7)
42 = 2 (méd7)
52 = 4 (méd7)
62 = 1 (méd 7)
72 = 0  (méd7)
Por lo que los residuos cuadrdticos de 7 son 1, 2 y 4, y los no residuos cuadrdticos son 3,5 y 6.

Ejemplo 4.2. Sea m = 11, tenemos que

12 =1 (méd 11)
22 = 4 (méd 11)
32 = 9 (moéd11)
42 =5  (méd 11)
52 = 3 (méd 11)
62 = 3 (méd 11)
72 = 5  (méd 11)
8 = 9  (méd 11)
92 = 4 (méd 11)
102 = 1 (méd 11)
112 = 0 (mod 11)

Por lo que los residuos cuadrdticos de 11 son 1,3 4,5y 9 y los no residuos cuadrdticos son 2, 6,7, 8 y 10.

Teorema 4.1. Sip es un primo impar entonces hay exactamente % residuos cuadrdticos de p, y % residuos
no cuadrdticos de p, de entre los enteros 1,2,...,p—1.

Demostracion. Podemos escribir los p elementos de Z, como sigue:

—7‘[’21,—"73,...,—1,0,1,... 1’273,"72]
estamos haciendo uso del hecho de que Z,, <+ F, ={0,1,...,p—1}

Ahora bien, en un campo la relacién a?—b%2 = (a+b)(a—b) =0 implica que a = £b. Asf en un
campo si dos cuadrados, a® y b? coinciden entonces a = +b. Esto nos dice que los cuadrados de los
elementos

p—3 p—1

Loy oy 5 €25

son distintos y hay ]32;1 de ellos distintos, luego también hay Pz;] residuos no cuadréticos. O

Definicién 4.2. Cualquier elemento de ¥y, que genere el grupo multiplicativo IFy es llamado un elemento
primitivo de TFp,.
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Ejemplo 4.3. Tenemos que cuando p = 7, los elementos primitivos de IF7 son 3 y 5, y cuando p = 11, los
elementos primitivos de IF11 son 2, 6,7 y 8.

Proposicién 4.1. Sea g € IF}, un elemento primitivo, a es un residuo cuadrdtico de p si y solo si a = g** para
algiin entero 1.

Demostracion. Sea g un elemento primitivo de Fy,, es decir, F}, = (g).

=] Sea a un residuo cuadrético de p, entonces (a,p) = 1y existe un x tal que x? = a (méd p),
podemos tomar x en {0,1,2...,p — 1}, pero como a # 0 y x # p, entonces para que x sea solucion de la
congruencia x debe ser distinto de 0, por lo que x € {1,2...,p — 1}, luego, podemos ver a x como un
elemento de F}; y asi, existe un entero i tal que gt = x, luego x? = (g')? = g%}, asi, g?' = a (méd p),
por lo que, en F, a = gt

<] Supongamos que en Fj, a = g?! para algtin i en los enteros, luego, sea x = g', tenemos que

x2 = a (méd p), y ademds como a € [F}, entonces (a,p) =1, por lo que a es un residuo cuadrético de

p. O

Corolario 4.1. a es un no residuo cuadrdtico de q si y sélo si a = g>*~! para algiin entero i, donde g es un
elemento primitivo de IF,.

Demostracion. Por la proposicién anterior tenemos que si a es un no residuo cuadréatico de p entonces
para todo entero j tenemos que a # g2} en [Fp, pero como (g) = F}, entonces existe un entero k tal que
a = g* (méd p), y como k no es par, entonces k = 2i — 1 para algtn entero i, es decir a = g?i~".

Por otro lado si a = 921—1 en IFp,, con i un entero, tenemos que a no es un residuo cuadratico, pero
(a,p) =1 puesto que a € F, por lo que a es un residuo no cuadrético de p. O

Observacién 4.1. Si vy s son residuos no cuadrdticos de p, entonces existen i, j enteros tales que para g
un elemento primitivo de Fp,, v = g?'"1 y s = g# =1 y asi vs es un residuo cuadrdtico puesto que s =

g2i-1g2—1 = g2i-1+(2=1) — g2(i~j-1)

A partir de ahora denotaremos con Q al conjunto de todos los residuos cuadraticos médulo p y con
N al conjunto de todos los no residuos cuadraticos médulo p. Asi, si g es un elemento primitivo de IFp,
tenemos por 4.1y 4.1 que

e Q ={g?": 1 es un entero}
o N={g¥':j es un entero}

ademads podemos ver que Q es un grupo ciclico generado por g que tiene % elementos

Ahora, sea g un elemento primitivo de IFp,, tomemos un 1 € Q es decir 1 = g2t entonces tenemos lo
siguiente:

i) paratodo q € Q, lq € Q puesto que q = g% yasilq = g?ig? = g2(it+i)

ii) paracadan € N, ln € N, esto ya que n = g2*~1, luego In = g2ig?k—1 = g2(i+k)-1
Notemos que Q y N son disjuntos y ademdas ambos son cerrados bajo la multiplicacién por 1.

A partir de ahora, 1 serd un elemento en Q y ademds un primo.

Definicion 4.3. Las raices de x™ — 1 en el campo de descomposicion IFqs son llamadas n—ésimas raices de la
unidad sobre IF .

Definicioén 4.4. Una n—ésima raiz de la unidad sobre IFq que genera el grupo ciclico formado por todas las
n—ésimas raices de la unidad es una n—ésima raiz de la unidad de orden n y es llamada una n—ésima raz
primitiva de la unidad sobre IF 4

Sea o una raiz p—ésima primitiva de la unidad en algiin campo que contenga a Fy. Definimos

g0 = [Jx—a") y nix) = ] (x—a™)

TreQ neN
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Proposicién 4.2. Los polinomios q(x) y n(x) tienen coeficientes en Fy.

Demostracion. Notemos que grad(q(x)) = |Q| y grad(n(x)) = IN|. Sea q(x) = ap +ajx+---+ asx®
donde s = [Q[ y los a; € E, con E un campo que contiene a [F;. Elevamos cada coeficiente a; a la
potencia 1, donde los a; son sumas de productos de los ™ con r € Q, y ademds como en un campo de
caracteristica 1 un primo, (a + b)! = al 4+ b}, entonces

ay+alx 4+ +alx® = H(x—cxlj)
jeQ
por otro lado, recordemos que para cada q € Q, lq € Q, asi
[[x—a)=]]x—a") =alx)
jeQ reQ

y asi, tenemos que
ab +aix+-F+alx® =ap+ayx+--+agx®

lo cual implica que para cada i = 0,1,--,s a}! = a; y como para cualquier ¢ € E tal que c' = c, se
sigue que ¢ € [F; (cf [Wano3]) entonces para cada i se cumple que a; € [Fy, por lo que q(x) € F.

Por otro lado, sea n(x) = bg + by + -+ byx' donde t = [N| y cada b; € E, con E un campo que
contiene a [Fj, una vez mas elevando cada coeficiente de n(x) a la potencia 1, tenemos que
by +bix+ -4 bixt = H(x—ocu)
ieN

esto ya que E es un campo de caracteristica 1 por lo que (a+b)' = a' + b!, como vimos antes para
cadam € N, lm € N por lo que

[[x=oah) =] x—a™ =nx)

ieN neqQ
luego
1,4l Lot _ t
by +bix+---+bix" =by+bix+---+bx
por lo que para cadaj =0,1...,t, b].l = bj y como para cualquier ¢ € E tal que ¢! = c, se sigue que
¢ € IFy (cf [Wano3]) entonces para cada j se cumple que b; € [Fy, por lo que n(x) € IFy. O

Ademads notemos que para cada r € Q, q(a") = 0y paracadan € N, n(«™) = 0y ya que « es
una p—ésima raiz primitiva de la unidad sobre [F; entonces para cada r € Q y n € N, tenemos que
(«")P—1 =0y («™)P —1 = 0 por lo que q(x) y n(x) dividen a xP — 1 y ademds, q(x) y n(x) son
coprimos pues tienen raices distintas. Por otro lado tenemos que 1° —1 = 0 y 1 no es raiz de q(x)
y n(x), por lo que x — 1 también divide a xP — 1, y como q(x), n(x) y x — 1 tienen en total p raices
distintas de la unidad, entonces se sigue que

xP —1=(x—1)q(x)n(x)

F[x]
(xp —1)°
P

Definicién 4.5. Los cddigos de residuos cuadrdticos Q, Q, N y N son cédigos ciclicos de F 1~ es decir, son ideales
del anillo Ry, y sus polinomios generadores son

SeaR;, el anillo

q(x), (x=1)q(x), n(x), (x—=T)n(x)

respectivamente. Algunas veces Q y N son llamados cédigos de residuos cuadriticos aumentados y, Q y N cédigos
de residuos cuadrdticos reducidos.

Observacién 4.2. Sea ] = (xP —1). Como (x —1)q(x) +] € (q(x) + J) entonces Q C Q y de la misma forma,
ya que (x —1)n(x) +] € (n(x) +J) entonces N C N.

Proposicion 4.3. Qy N tienen dimension 257 y O y N tienen dimension 25

4
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Demostracion. Como Q y N son cédigos ciclicos, entonces por el inciso iii) del teorema 2.6 tenemos que
las dimensiones de Q y N son p — grad(q(x)) y p — grad(n(x)) respectivamente, pero el grad(q(x)) =
IQl y grad(n(x)) = IN| y por el teorema 4.1 sabemos que |Q| = % = INJ, por lo que p — % =
ZJ’—_zm = Pzﬁ y asf la dimensién de Q y N es B3+

Por otro lado, como grad(q(x)) = PZ;] = grad(n(x)) entonces el grado que (x —1)q(x) y (x —1)n(x)
es P51 4+ 1 =241 luego, la dimension de los codigos Oy Nes p — 241 = P 1. O

A continuacién se enunciardn algunos resultados que serdn de gran utilidad mas adelante para
exhibir que los cédigos Q y N son equivalentes.

Definicién 4.6. Un sistema completo de residuos médulo n es un conjunto de enteros tales que todo entero es
congruentes médulo n a exactamente un entero del conjunto.

El conjunto de enteros {0,1,2,...,n — 1} es un sistema completo de residuos médulo n.

Lema 4.1. Si 11,72,...,Tn es un sistema completo de residuos médulo n y si a es un entero positivo tal que
(a,n) =1, entonces
A ={ar; +b, ar, +b,...,ar, + b}

es un sistema completo de residuos médulo n.

Demostracion. Sean ari +b, arj +b € A, supongamos que i #j. Si ar; +b = arj +b (méd n)
= ary=arj (moédn)
= 1y=7; (médn) (yaque (a,n)=1)

luego, sea ¢ € Z tal que c =i (mdd n), entonces ¢ =15 (mdd n), lo cual no puede ser posible puesto
que T1,T2...Tn son un sistema completo de residuos médulo n, por lo que i = j, asi, para cuales
quiera dos elementos distinto en A, estos no son congruentes médulo n. Como el conjunto de enteros
A consiste de n enteros incongruentes médulo n y tenemos que para cadai=1,2,...,n,ari +b =1y

(méd n) para algtin j = 1,2,...,n entonces, sea ¢ un entero, tal que ¢ = 1 (mdéd n) para un tnico
ke{l,2,...,n}ycomory = arj +b (mdd n) para algtn j, se sigue que ¢ = arj +b (méd n) y ademas
c es incongruente médulo n a cualquier otro elemento de A, por lo que A es un sistema completo de
residuos médulo n. O

Lema 4.2. Sean m y n dos enteros mayores que 1 y med(m,n) = 1. Entonces la funcién
IF"q [x] N IF"q (x]

1) 1)

a(x)+I — a(x™)+1

Xm:

IF
donde 1 = (x™ —1), es una permutacion de IFy cuando identificamos a IFy con <an[x]1> a través de la funcién
3.
n—1 .
Demostracion. Sea f(x) = ) fix', tenemos que
i=0
xm(fO)+1) = fx™)+1
= f(x™) (moédx"™—1)
n—1
_ Z fix(mi (méd n))
i=0
Como (m,n) =1y{0,1,2,...,n— 1} es un sistema completo de residuos médulo n, entonces, por el
lema 4.1 tenemos que para cada i € {0, 1,2,...,n—1}, el conjunto

Ap, ={im+b:1=0,1,...,n—1}

es un sistema completo de residuos médulo n donde b es un entero, de ahi que si b = 0, entonces el
conjunto
Apg={0 (médn),ITm (médn),2m (méd n),...,(p—1)m (mdd n)}
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es un sistema completo de residuos, ademads, tenemos que para cada a € Ay, a = i (mdéd n) para
algin i€ {1,2,...,n} que ademds es tinico.

Luego tenemos una permutacién, pues a cada i € {1,2,...,n} lo manda a mi (méd n) el cual es
congruente médulo n con un dnico j € {1,2,...,n}, es decir i — j con i,j € {1,2,...,n}, asi, cuando
tenemos el coeficiente f; que acompana a x™!, tenemos que despueés de hacer la reduccién médulo n,
f; sera el coeficiente de xJ, para algtn j € {1,2,...,n}. Por lo tanto, xm es una permutacion. O

Teorema 4.2. Los cddigos de residuos cuadrdticos Q y N son equivalentes.

Demostracion. Por definicién, Q = (q(x)+]J) y N = (n(x) +]J), donde ] = (xP —1). Escogemos un
residuo no cuadratico, m, médulo p y consideramos la funcién
LR Rl
Xm: (xP —1) (xP —T1)
ax)+] — a(x™)+]

Como (m,p) = 1 entonces por el lema anterior tenemos que Xy, es una permutacién, por lo que Xm (Q)
es un cédigo equivalente de Q, esto por la definicién 2.5. Veamos que Xm(Q) = N. Probemos que

xm(Q) € N, para ello mostraremos que Xm(q(x) +]) € N, es decir, que n(x) = [] (x— ') es un
teN
divisor de xm(q(x)+]J) = ] (x™ —«") en Ry,
TeQ
Sea t un no residuo cuadratico, tenemos que por la observacién 4.1, tm es un no residuo cuadratico

modulo p, por lo que «'™ es un raiz del polinomio q(x) y asi
0=q(a'™) = q((«")™) = xm(q(a"))

pero esto se cumple para cualquier t € N, por lo que n(x) es un divisor de xm (q(x)) pues para cada
t € N, n(al) = 0y n(x) no tiene raices multiples, luego xm (q(x) +]) € (n(x) +J) = Ny asi xm(Q) C N.

Por otro lado, como |Q| = [xm (Q)|, donde |Q| = l¥ y ademds [N| = 1¥ entonces |[xm (Q)| = [N|, por
lo que xm (Q) = Ny por lo tanto Q y N son equivalentes. O

Ejemplo 4.4. Tomemos p = 7, del ejemplo 4.1, se tiene que Q = {1,2,4} y N = {3,5,6} , luego, tomamos
1l € Q, y como 1 debe ser un primo, consideremos 1 = 2. Sea « € [F,3, con o una raiz primitiva 7—ésima de la
unidad, tal que o + o+ 1 = 0, es decir « satisface al polinomio primitivo de grado 3, x> +x + 1, tenemos que
o3 = o+ 1y asi teniendo presente que estamos trabajando sobre TF:

ot = a1+ «) = o+ o?

o = (a4 «?) = o + o = o?+oa+l
a® = ael+a+1) = a+ol+ad =  &?+1
o = a(a?+1) = o3+« = 1

ahora bien hallemos los polinomios generadores de Q y N. Tenemos que
qx) = J[x—a") y nx) =[] (x—a™)
reQ neN
asi,
ax) = (x—a)(x — o) (x —a’) y n(x) = (x— o) (x — &) (x — &)

luego, desarrollando los productos y haciendo uso de las relaciones previas se sigue que
qx) =x>+x+1y nx) =x>+x2 +1

Luego, por el ejemplo 2.2, podemos ver que el [7,4, 3]-cédigo lineal de Hamming es un cédigo de residuos cua-
drdticos, y es equivalente al codigo Q. Nétese que si tomamos una raiz primitiva 7—ésima de la unidad distinta,
q(x) y n(x) se intercambian, para ver esto, consideremos 3 € I3, tal que 3 es una raiz primitiva 7—ésima de
la unidad, y B3+pB2+1=0, luego B3 = B2 + 1 sobre [y, asi

pY = BRE+1) =  B3+Pp = BI+BH+]
B> = BMRZ+B+1) = B3+B%2+Pp = PB+1
Re = B(R+1) = B2 +B

B7 = BR*+B) = B3+pr = 1
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por lo que

nx) =[] x=B" =x—p>)x—p>)x—p®) =x>+x+1
nenN
en efecto, se puede ver que cuando escogemos una raiz primitiva distinta los cédigos se intercambian, pero por el
teorema 4.2 sabemos que Q y N son equivalentes.

En el siguiente ejemplo se habla sobre los dos cédigos de Golay, dos c6digos muy importantes, con
propiedades muy interesantes, estos c6digos son el [23, 12, 7]—cédigo binario G3 y el [11,6,5]—cédigo
ternario G911

Ejemplo 4.5. Los cddigos G23 y G171 son cddigos de residuos cuadrdticos. Para Gp3 tenemos p =23y 1 = 2,
donde, en efecto 1 es un residuo cuadrdtico médulo 23, puesto que 52 =2 (mod 23), ahora, si nosotros tomamos
una raiz primitiva 23—ésima de la unidad en alguna extension de IF, podemos obtener alguno de los cédigo de
residuos cuadrdticos, Q 6 N, y haciendo los cdlculos pertinentes se llega a que

q(x) =x"T 4+ x10 x84 x° +x* +x2 +1 y n(x) =x"T 4 x? +x7 +xC X% Fx+1
y estos son divisores de x*3 — 1, pues
X2 1= =D xTOxC xS XX+ (N X7 X X+ X x4 1).

Ahora bien, cuando consideramos al cédigo G141, tenemos que p = 11 y por el ejemplo 4.2 se sique que, 3 es un
residuo cuadrdtico médulo 11, asi que tomando una raiz primitiva 11—ésima de la unidad en alguna extension
de IF3, se obtienen los cddigos de residuos cuadrdticos Q y N, con generadores

qx) =x" +x* = +x* =1 y n(x) =x" —x> +xF —x—1

en efecto,
XM —1=x=DE+x* =3 +x2=1)(x° =3 +x>—x—1).

Teorema 4.3. Si d es la distancia minima de C o N, entonces d* > p. Mds aiin si p = 4k — 1, entonces
a2—d+1>p

Demostracion. Sea a(x) + ] una palabra cédigo de peso minimo distinto de cero, d, en C. Si n es un
residuo no cuadratico, entonces xn (a(x)+J) = a(x™) + ] es una palabra c6digo de peso minimo en n,
esto ya que los coeficientes distintos de cero de a(x) seguiran siendo distintos de cero en a(x™), luego
(a(x)+J)(a(x™)+]) € €NN, es decir, es multiplo de

[Tx=an) J] (x—a™

TreEQ nenN i=1

Il
—
®
|
R
N

puesto que Q y N son disjuntos y Q UN son todos los enteros distintos de cero en IFy,, luego como
xP —1 = (x —1)q(x)n(x), entonces x — 1 divide a xP — 1 y al hacer esta divisién nosotros tenemos que
1

| i p—1
xP—1=(x—T1) x'), por lo que n(x)q(x) = > x'vy asi
i=0 i=0
p—1 ) p—1
H(x— at) = Z X
i=1 j=0

por lo que cualquier elemento de C NN tiene p coeficientes distintos de cero, y asi, (a(x) +J)(a(x™) +])
tiene peso p. Como a(x) + ] tiene peso d, es decir, el polinomio a(x) tiene d coeficientes distintos de
cero, entonces (a(x) + J)(a(x™) +J) tiene a lo mas, d? coeficientes distintos de cero, por lo que d? > p.
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Sip =4k —1, podemos ver a p como p = 4(k—1)+4—1 = 4kq + 3, y tenemos una propiedad que
nos dice que si p = 4m + 3 entonces —1 es un residuo no cuadratico médulo p (cf [MA78, Cap. 2]),
luego tomemos n = —1,ysea a(x) = ap+ajx+-- -+ asx® donde d coeficientes de a(x) son distintos de
cero, entonces a(x ') = ap+a;x ' +---+asx %, donde d coeficientes son distintos de cero, notemos
que al realizar el producto a(x)a(x~1), tenemos lo siguiente aixtaix~t = aizxo = aiz, esto para cada
ie{0,1,2,...,s} tal que a; # 0y como d coeficientes son distintos de cero entonces tendremos al
menos d productos de la forma a? distintos de cero, que sumarlos, seran un elemento en Fy, por lo
que tendremos a lo mas d? — d + 1 coeficientes distintos de cero en el producto a(x)a(x™ 1), y como
a(x)a(x~")+J € €NN entonces dZ —d +1 > p. O

Con esto se termina una breve exposicién de los cédigos de residuos cuadraticos sobre campos
finitos.
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CONCLUSIONES

Se han estudiado los cédigos ciclicos sobre campos finitos y sobre el anillo de Galois Z4, y a simple
vista se puede ver que las diferencias son muchas y el trato que se le da a cada uno difiere por
las propiedades que tienen los campos finitos y el anillo Z4, una de las diferencias mas relevante
es la forma en como son generados, pues bien, mientras que en los cédigos ciclicos sobre campos
finitos el polinomio generador es un divisor de x™ — 1, en los c6digos ciclicos sobre Z el cédigo no
necesarimante es generado por un tinico polinomio, de manera general, el c6digo es una suma directa
de dos Z4—submoédulos; otra gran diferencia es la extructura del c6digo dual el cudl, cuando hablamos
de cédigos ciclicos sobre Z4, goza de unas propiedades muy peculiares, desde la forma en que este
es generado hasta el generador idempotente que este puede poseer. En fin, ambos tipos de cédigos
son interesantes por su estructura, pero los cédigos ciclicos sobre Z, requieren de un cuidado mayor
al ser estudiados. Y finalmente se abordaron las principales caracteristicas de los c6digos de residuos
cuadraticos, notamos que dichos cédigos se vuelven especiales por su construccion, la cual requiere de
conocimiento sobre la teoria de ntimeros y sobre propiedades importantes de campos finitos.
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