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Introducción

La topología es una rama de las matemáticas que se
encarga del estudio de las propiedades de los espacios que
se conservan bajo transformaciones continuas. Dentro de
esta área, la teoría de continuos se ocupa del estudio de los
espacios topológicos conexos y compactos. En este campo, los
hiperespacios juegan un papel importante en la comprensión
de la estructura topológica de los continuos.

La investigación sobre conjuntos que no desconectan
un continuo tiene una larga trayectoria. Desde los trabajos
clásicos de R. L. Moore [17] y R. H. Bing [2] sobre conjuntos
de no corte y de no corte débil, hasta los estudios de J.
Krasinkiewics y P. Minc [14] sobre la conexidad colocal, y
más recientemente, artículos como los de Bautista-Callejas
et al. [1], Bobok et al. [4], Camargo et al. [5] y Escobedo et
al. [8] han profundizado en estos conceptos. Todo esto ha
permitido que este campo evolucione de manera significativa.

En esta tesis, nos enfocamos en el estudio de
los hiperespacios de conjuntos que no desconectan,
específicamente los hiperespacios de: conjuntos de conexidad
colocal, conjuntos de no corte débil, conjuntos que no
bloquean a los unipuntuales, conjuntos que no bloquean
a algún punto, conjuntos orilla y conjuntos de no
corte. Nuestro objetivo es obtener una comprensión más
profunda de la relación entre la estructura topológica de un
continuo y la estructura de sus hiperespacios de conjuntos
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IV Introducción

que no desconectan. Para lograr esto, investigamos las
condiciones necesarias y suficientes para que algunos de estos
hiperespacios coincidan, y estudiamos el comportamiento de
estos hiperespacios en gráficas finitas y continuos localmente
conexos.

La tesis está organizada en cuatro capítulos. El primer
capítulo presenta los preliminares necesarios para el desarrollo
de la investigación. Los capítulos segundo, tercero y cuarto
contienen los resultados principales de la tesis, y se enfocan
en los hiperespacios de conjuntos que no desconectan, el
estudio del hiperespacio de conjuntos que no cortan en
continuos localmente conexos y el estudio del hiperespacio de
conjuntos que no cortan en gráficas finitas, respectivamente.

En particular, en el segundo capítulo, establecemos
condiciones necesarias y suficientes para que algunos de los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan coincidan
(Corolarios 2.20 y 2.28). En el tercer capítulo, investigamos los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan en continuos
localmente conexos, donde proporcionamos caracterizaciones
de la conexidad local mediante los hiperespacios de conjuntos
que no desconectan (Teorema 3.5). Además demostramos que,
dentro de los continuos localmente conexos, el hiperespacio
de conjuntos de no corte es compacto si y solo si el
continuo es el arco o la curva cerrada simple (Teorema
3.22). También, demostramos que la coincidencia entre
uno de los hiperespacios de conjuntos que no desconectan
y el hiperespacio de subcontinuos caracteriza a la curva
cerrada simple dentro de todos los continuos, en el sentido
de que dicha coincidencia ocurre si y solo si el continuo
es la curva cerrada simple (Teorema 3.56). En el cuarto
capítulo, estudiamos el hiperespacio de conjuntos de no corte
en gráficas finitas, descomponiéndolo en unión de conjuntos
que parecen celdas y determinando su dimensión (Teorema
4.44) y número de componentes en el caso de árboles
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(Teorema 4.58). Además, obtenemos caracterizaciones del
arco (Teorema 4.59) y del triodo simple (Teorema 4.60)
dentro de las gráficas finitas.

Nota: Esta tesis puede sufrir ligeras modificaciones
durante el año 2025. Los lectores interesados pueden contactar
al autor en game.1297@gmail.com para obtener la versión más
actualizada.



Índice general

Agradecimientos I

Introducción III

1. Preliminares 1
1.1. Continuos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Hiperespacios . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2. Hiperespacios de conjuntos que no desconectan 14
2.1. Definiciones y relaciones . . . . . . . . . . . . 15
2.2. Coincidencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3. Continuos localmente conexos 33
3.1. Caracterizaciones de la conexidad local . . . . 33
3.2. Compacidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3. Caracterizaciones del arco y de la curva cerrada

simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4. Gráficas finitas 71
4.1. Herramientas básicas . . . . . . . . . . . . . . 71
4.2. Un modelo general . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.3. Algunos modelos particulares . . . . . . . . . 87
4.4. Dimensión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
4.5. Árboles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

Conclusiones 118

VI



Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo tiene como objetivo establecer los
fundamentos necesarios para el desarrollo de nuestro estudio.
Presentamos aquí la notación, definiciones y resultados
conocidos que se utilizan posteriormente.

Notación
Para un subconjunto A de un espacio X escribimos A,

int(A), fr(A) y X \ A, para denotar la cerradura, el interior,
la frontera y el complemento de A en X, respectivamente. Si
B es un subconjunto de X disjunto de A decimos que B no
interseca a A, de lo contrario decimos que B interseca a A.
Si B y C son subconjuntos de X tales que A contiene a B y
C contiene a A decimos que A está entre B y C.

1.1. Continuos
Definición. 1.1. Un continuo es un espacio métrico no vacío,
compacto y conexo. Un subcontinuo de un espacio dado es
un continuo que está contenido en dicho espacio. Usamos el
término no degenerado para los espacios topológicos con más
de un punto.
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2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Notemos que si X es un continuo con métrica d y h : X →
Y es un homeomorfismo (i. e., h es una biyección continua
con inversa continua), por la continuidad de h se tiene que
Y es espacio compacto y conexo. Por otro lado la función
D : Y × Y → [0, ∞] dada por D(a, b) = d(h−1(a), h−1(b)) es
una métrica para la topología de Y . Por lo tanto, la propiedad
de ser un continuo se preserva bajo homeomorfismos. Los
siguientes son ejemplos de continuos.

Ejemplos. 1.2. Un arco es un espacio topológico
homeomorfo al intervalo [0, 1]. Como este intervalo es un
continuo, un arco también lo es.

Ejemplos. 1.3. Una curva cerrada simple es un espacio
topológico homeomorfo a la circunferencia unitaria:

S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

Como S1 es un continuo una curva cerrada simple también lo
es.

Por conveniencia, usaremos el arco para referirnos a
cualquier espacio homeomorfo al intervalo [0, 1], y la curva
cerrada simple para referirnos a cualquier espacio homeomorfo
a la circunferencia unitaria.

Ejemplos. 1.4. El continuo sen( 1
x
) es la cerradura de W ,

donde

W = {(x, sen( 1
x
)) ∈ R2 : 0 < x ≤ 1}.

Todos los continuos mencionados en los ejemplos
anteriores tienen la propiedad de poder ser expresados como
la unión de dos subcontinuos propios. Esta observación nos
ayuda a entender la siguiente definición.

Definición. 1.5. Un continuo es descomponible, si puede
expresarse como la unión de dos subcontinuos propios. Un
continuo es indescomponible si no es descomponible.
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A continuación, presentamos algunas proposiciones que
establecen condiciones necesarias y suficientes para que un
continuo sea un arco o una curva cerrada simple.

Proposición. 1.6. [18, Corolario 9.29, p. 154] Un continuo
X es un arco si y solo si tiene exactamente dos puntos, p y
q, tales que X \ {p} y X \ {q} son conjuntos conexos.

Proposición. 1.7. [18, Teorema 9.31, p. 156] Un continuo
no degenerado X es una curva cerrada simple si y solo si
para cualesquiera par de puntos distintos x, y ∈ X se tiene
que X \ {x, y} no es conexo.

Es importante destacar que, en contraste con el
comportamiento observado en el arco y la curva cerrada
simple, donde podemos encontrar abiertos conexos
arbitrariamente pequeños alrededor de cualquier punto,
en el continuo sen( 1

x
) esto no es posible. Esta distinción

ilustra la importancia de la siguiente definición.

Definición. 1.8. Un espacio topológico X es localmente
conexo en un punto p, si para todo conjunto abierto, U , de
X que contiene al punto p, existe un subconjunto abierto y
conexo, V , de X tal que p está en V y V está contenido en U .
Si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos decimos
que X es localmente conexo.

La propiedad de ser localmente conexo tiene consecuencias
importantes sobre la estructura de los subconjuntos abiertos
y conexos de un espacio. A continuación, presentamos una
proposición que muestra una de estas implicaciones.

Proposición. 1.9. [18, Teorema 8.26, p. 132] Si U es
un subconjunto abierto y conexo de un continuo localmente
conexo, entonces para cada par de puntos p y q en U existe
un arco α : [0, 1] → U tal que α(0) = p y α(1) = q.

Es bien conocido que los únicos continuos localmente
conexos que no contienen triodos simples son el arco y la curva
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cerrada simple, [18, Ejercicio 8.40, p. 135]. A continuación lo
enunciamos formalmente.
Proposición. 1.10. Si un continuo no degenerado localmente
conexo no contiene triodos simples, entonces es un arco o una
curva cerrada simple.
Demostración. Supongamos por el contrario que X no es un
arco ni una curva cerrada simple. Entonces, por la Proposición
1.7, existen dos puntos distintos x y y en X tales que A =
X \ {x, y} es conexo. Luego, por la Proposición 1.6, existe
un punto z en A tal que B = X \ {z} es conexo. De la
Proposición 1.9 se sigue que existe un arco α1 en B que
contiene al conjunto {x, y}. Sea w un punto en α1 \ {x, y}.
Por la Proposición 1.9, existe un arco α2 : [0, 1] → A tal
que α(0) = z y α(1) = w. Definimos el conjunto T = {t ∈
[0, 1] : α2(t) ∈ α1}. Como α2 es continua y α1 es un conjunto
cerrado, el conjunto T es cerrado en [0, 1]. Sea t0 = mı́n T . El
conjunto α1 ∪α2([0, t0]) es un triodo simple con vértice α2(t0),
lo cual contradice la hipótesis de que X no contiene triodos
simples.

Uno de los resultados más importantes en la teoría de
continuos establece que un continuo es localmente conexo si y
solo si las componentes de cada conjunto abierto son conjuntos
abiertos, [19, Teorema 27.9, p. 200], se tiene así el siguiente
resultado.
Teorema. 1.11. Un continuo es localmente conexo si y solo
si cada componente de cada conjunto abierto es un conjunto
abierto.

Un concepto estrechamente relacionado con la conexidad
local es la conexidad en pequeño. A continuación, presentamos
la definición de este concepto.
Definición. 1.12. Un espacio topológico X es conexo en
pequeño en un punto p, si para todo conjunto abierto, U , de
X que contiene al punto p, existe un subconjunto conexo, V ,
de X tal que p está en int(V ) y V está contenido en U .
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En [18, Ejercicio 5.22, p.83] enuncian la siguiente
caracterización de la conexidad local en términos de la
conexidad en pequeño.

Lema. 1.13. Un espacio topológico es conexo en pequeño en
cada uno de sus puntos si y solo si es localmente conexo.

Demostración. De las Definiciones 1.8 y 1.12 se sigue que si
X es localmente conexo, entonces X es conexo en pequeño
en cada uno de sus puntos. Supongamos que X es conexo en
pequeño en cada uno de sus puntos. Sea U un subconjunto
abierto de X, K una componente de U y p un elemento de K.
Existe un subconjunto conexo V de X tal que p está en int(V )
y V está contenido en U . Observamos que V está contenido
en U , lo que prueba que K es un conjunto abierto. Por el
Teorema 1.11, X es localmente conexo.

Existe una relación profunda entre la conexidad en
pequeño y la existencia de continuos de convergencia. De
hecho, la ausencia de conexidad en pequeño en algún punto
garantiza la existencia de continuos de convergencia [18,
Teorema 5.12, p. 76]. A continuación definimos este concepto
y enunciamos el resultado antes mencionado.

Definición. 1.14. Un subcontinuo no degenerado A de un
continuo X es llamado continuo de convergencia, si existe una
sucesión {Ai}∞

i=1 de subcontinuos de X tal que A = ĺım Ai y,
para cada entero positivo i, A no interseca a Ai.

Teorema. 1.15. Si X es un continuo que no es conexo en
pequeño en un punto p, entonces existe un subcontinuo de
convergencia, A, de X tal que p está en A y X no es conexo
en pequeño en q, para todo q en A.

En el estudio de continuos, la separabilidad es
una propiedad importante. A continuación, definimos
separabilidad y presentamos algunos resultados relacionados.

Definición. 1.16. Un espacio topológico X es separable si
existe un subconjunto numerable D de X tal que D = X.



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Proposición. 1.17. [7, Teorema 4.1.18, p. 256] Todo espacio
métrico y compacto es separable.

Proposición. 1.18. [7, Corolario 4.1.16, p. 256] Para
un espacio métrico X, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. El espacio X es separable.

2. Cada familia de conjuntos abiertos no vacíos disjuntos
dos a dos de X es numerable.

Considerando las propiedades de continuos y la existencia
de colecciones no numerables de conjuntos que desconectan
el espacio, la siguiente proposición establece un resultado
interesante.

Proposición. 1.19. [18, Ejercicio 6.29, p. 100]. Si C es una
colección no numerable de conjuntos disjuntos dos a dos de
un continuo X tal que X \ C no es conexo para cada C en C,
entonces existe un elemento A de C tal que para cualesquiera
conjuntos abiertos disjuntos U y V de X con X \ A = U ∪ V ,
existen elementos B y C de C tales que B interseca a U y C
interseca a V .

Demostración. Por la Proposición 1.17, X es separable.
Supongamos por el contrario que para cada elemento A de
C existen subconjuntos abiertos disjuntos UA y VA de X
con X \ A = UA ∪ VA, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que cada elemento B un C distinto de A, está
contenido en UA. Probaremos que la familia {VA : A ∈ C} es
una colección no numerable de conjuntos abiertos no vacíos
de X, lo cual contradice el hecho de que X es un espacio
métrico separable, Proposición 1.18.

Para obtener la contradicción mencionada, tomamos A y B
dos elementos diferentes de C, observamos que X = (X \ A) ∪
(X \ B) = (UA ∪ UB) ∪ (VA ∩ VB). Notamos que UA ∪ UB y
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VA ∩VB son conjuntos abiertos disjuntos de X. Como UA ∪UB

es no vacío, por conexidad de X, tenemos que VA∩VB es vacío.
Esto concluye la demostración.

Los continuos de convergencia poseen una propiedad
notable: siempre tienen una cantidad no numerable de puntos
de no corte, [18, Ejercicio 6.29, p. 100]. Este hecho queda
establecido en el siguiente resultado.

Lema. 1.20. Si C es un continuo de convergencia de un
continuo X, entonces el conjunto S = {x ∈ C : X \
{x} es conexo} es no numerable.

Demostración. Supongamos por el contrario que S es un
conjunto numerable. Entonces, la familia T = {{x} : x ∈
C y X \ {c} no es conexo } es una colección no numerable
de conjuntos de X ajenos dos a dos. Fijemos un elemento
arbitrario {x} en T . Sean U y V conjuntos abiertos disjuntos
no vacíos de X, tales que X \ {x} = U ∪ V . Supongamos que
C \{x} interseca a U . Probaremos que C \{x} está contenido
en U , lo cual es una contradicción a la Proposición 1.19.
Como C es un continuo de convergencia, existe una sucesión
{Ci}∞

i=1 de subcontinuos de X tal que C = ĺım Ci y, para cada
entero positivo i, C no interseca a Ci. Sea y un elemento de
(C \ {x}) ∩ U . Como y es un elemento de C y ĺım Ci = C,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que para cada
entero positivo i, Ci está contenido en U , por lo tanto C \{x}
está contenido en U .

Más allá de las propiedades especificas de los continuos
de convergencia, existen resultados generales sobre espacios
métricos que son de utilidad en nuestro estudio. En particular
se tienen los siguientes enunciados.

Proposición. 1.21. [18, Corolario 5.9, p. 75] Sean X un
continuo y A un subcontinuo de X. Si K es una componente
de X \ A, entonces A ∪ K es un subcontinuo de X.



8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Proposición. 1.22. [18, Teorema 5.6, p. 74] Sean X un
continuo y E un subconjunto propio de X. Si K es una
componente de E, entonces K interseca a fr(E).

1.2. Hiperespacios
Si X es un continuo no degenerado con métrica d, los

hiperespacios son ciertas familias de subconjuntos de X con
alguna característica particular. Los más estudiados son:

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y no vacío en X},

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo},

C(p, X) = {A ∈ C(X) : p ∈ A} (p ∈ X),

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes} y

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos}, (n ∈ N).

Dados ε > 0, x ∈ X y A ∈ 2X , se definen:

La bola de radio ε centrada en x, denotada por Bε(x),
como

Bε(x) = {y ∈ X : d(x, y) < ε},

la nube de radio ε centrada en A, denotada por N(ε, A),
como

N(ε, A) =
⋃

a∈A

Bε(a).

Dados A y B en 2X , definimos:

H(A, B) = ínf{ε > 0 : A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A)}.
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En [12, Proposición 2.1, p. 22] se prueba que H es una
métrica para 2X . La métrica H se conoce como la métrica
de Hausdorff, la idea intuitiva de esta métrica es que dos
subconjuntos están cercanos si ellos casi se empalman uno
con el otro.

El conjunto 2X dotado con la métrica H se llama el
hiperespacio de compactos de X. Como 2X contiene a C(X)
y a Fn(X) se tiene que estos últimos también se pueden
dotar de la métrica inducida por H. Al conjunto C(X)
dotado con la métrica inducida por H se le conoce como el
hiperespacio de subcontinuos de X, el conjunto Fn(X) dotado
con la métrica inducida por H es conocido como el n-ésimo
producto simétrico de X.

Uno de los resultados más importantes en la teoría de
hiperespacios establece que 2X y C(X) son compactos [12, pp.
66-69] y arco-conexos [12, pp. 92-93] para cualquier continuo
X, se tiene así el siguiente resultado.

Teorema. 1.23. Para cualquier continuo X, los hiperespacios
2X y C(X) son continuos arco-conexos.

Habiendo establecido la topología, presentamos a
continuación dos resultados que son útiles.

Proposición. 1.24. [12, Ejercicio 2.8, p.27] Si X es un
continuo, n un entero positivo y U1,...,Un son subconjuntos
abiertos de X, entonces el conjunto U = {A ∈ 2X :
A ⊂ ⋃n

i=1 Ui y A ∩ Ui ̸= ∅ para cada i ∈ {1, ..., n}} es un
subconjunto abierto de 2X .

Demostración. Sea A un elemento de U . Para cada x en
A, definimos N(x) = {i ∈ {1, ..., n} : x ∈ Ui}. Existe
un número positivo δx tal que Bδx(x) está contenida en⋂

i∈N(x) Ui. Por compacidad, existe una colección finita
{B 1

2 δx1
(x1), ..., B 1

2 δxk
(xk)} tal que A está contenido en⋃k

i=1 B 1
2 δxi

(xi). Sea δ = 1
2 mı́n{δx1 , ..., δxk

}. Mostraremos
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que si B es un elemento de 2X y H(A, B) es menor que δ,
entonces B es un elemento de U .

Afirmación 1. Si H(A, B) es menor que δ, entonces B está
contenido en ⋃n

i=1 Ui.

En efecto. Sea b un elemento de B. Existe a en A tal que
d(a, b) es menor que δ. Tomamos i en {1, ..., k} tal que a es
un elemento de B 1

2 δxi
(xi). Como consecuencia, d(b, xi) < δxi

,
lo que implica que b es un elemento de ⋂

j∈N(xi) Uj.

Afirmación 2. Si H(A, B) es menor que δ, entonces
B ∩ Ui ̸= ∅ para cada i ∈ {1, ..., n}.

En efecto. Sea i un elemento de {1, ..., n} y a en A ∩ Ui.
Existe b en B tal que d(a, b) es menor que δ. Tomamos j en
{1, ..., k} tal que a es un elemento de B 1

2 δxj
(xj). Se tiene que

d(b, xj) < δxj
. Como Bδxj

(xj) está contenida en ⋂
j∈N(xi) Uj

y a es un elemento de Bδxj
(xj), se tiene que Bδxj

(xj) está
contenida en Ui, lo que prueba que B interseca a Ui.

De las afirmaciones 1 y 2, se sigue que el conjunto {B :
H(A, B) < δ} está contenido en U . Esto prueba que U es un
conjunto abierto.

Proposición. 1.25. [12, Ejercicio 2.10, p. 27] Sea f : X →
Y una función continuo entre continuos. Se define 2f : 2X →
2Y por 2f (A) = f(A). Se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) 2f está bien definida.

(2) 2f es continua.

Demostración. (1) Por el Teorema 1.23, 2X y 2Y son
compactos. Por la continuidad de f , para cada cerrado A de
X, f(A) es cerrado en Y .
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(2) Sea {An}∞
n=1 una sucesión de conjuntos cerrados de

X que converge a A. Mostraremos que toda subsucesión
convergente de {f(An)}∞

n=1 converge a f(A). Sea {f(Ank
)}∞

k=1
una subsucesión convergente de {f(An)}∞

n=1 con límite B. Sea
a un elemento de A. Existe una sucesión {an}∞

n=1 que converge
a a con an un elemento de An para cada entero n. Por la
continuidad de f , f(a) = ĺım f(ank

). Por lo tanto, f(a) es un
elemento de B. Esto prueba que f(A) está contenido en B.
Sea b un elemento de B. Existe una sucesión {f(bnk

)}∞
k=1 que

converge a b con bnk
un punto en Ank

para cada entero nk.
Por compacidad, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que {bnk

}∞
k=1 converge a c con c un elemento de A. Por la

continuidad de f , ĺım f(bnk
) = f(c) = b. Por lo tanto b es un

elemento de f(A). Esto prueba que B está contenido en f(A).
Así, toda subsucesión convergente de {f(An)}∞

n=1 converge a
f(A). En consecuencia ĺım f(An) = f(A), lo que implica la
continuidad de 2f .

Proposición. 1.26. [12, Ejercicio 2.16, p.28] Sea X un
continuo. Se define ∪ : 22X → 2X por ∪(A) = ⋃{A : A ∈ A}.
Se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) ∪ es continua.

(2) Si A es un subcontinuo de 2X y A interseca a C(X),
entonces D = ∪(A) es un subcontinuo de X.

Demostración. (1) Sea {An}∞
n=1 una sucesión de conjuntos

cerrados de 2X que converge a A. Mostraremos que toda
subsucesión convergente de {∪(An)}∞

n=1 converge a ∪(A). Sea
{∪(Ank

)}∞
k=1 una subsucesión convergente de {∪(An)}∞

n=1
con límite B. Sea a un elemento de ∪(A). Existe A en A tal
que a está en A. Existe una sucesión {An}∞

n=1 que converge
a A con An un elemento de An para cada entero n. Existe
una sucesión {an}∞

n=1 que converge a a con an un elemento
de An para cada entero n. Como, para cada entero n, An

está contenido en ∪(An), se tiene que a es un elemento de
B. Esto prueba que ∪(A) está contenido en B. Sea b un
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elemento de B. Existe una sucesión {bnk
}∞

k=1 que converge
a b con bnk

un punto en ∪(Ank
) para cada entero nk. Para

cada entero nk, existe Ank
un elemento de Ank

tal que bnk

está en Ank
. Por compacidad, sin perdida de generalidad

podemos suponer que {Ank
}∞

k=1 converge a C con C en
A. Esto implica que b es un elemento C y por lo tanto
de ∪(A). Esto prueba que B está contenido en ∪(A). Así,
toda subsucesión convergente de {∪(An)}∞

n=1 converge a
∪(A). En consecuencia ĺım ∪(An) = ∪(A), lo que implica la
continuidad de ∪.

(2) Afirmación 1. D es un conjunto conexo.

En efecto. Supongamos por el contrario que D no es
conexo. Existen conjuntos abiertos disjuntos no vacíos, U
y V , de X, tales que D está contenido en U ∪ V y D
interseca tanto a U como a V . Definimos los conjuntos
W1 = {A ∈ 2X : A ⊂ U}, W2 = {A ∈ 2X : A ⊂ V } y
W3 = {A ∈ 2X : A ⊂ U ∪ V y A ∩ U ̸= ∅ ̸= A ∩ V }. Por
la Proposición 1.24, W1, W2 y W3 son conjuntos abiertos
de 2X . Sea C un elemento en A ∩ C(X). Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que C es un elemento de W1.
Como D interseca a V , existe E en A tal que E interseca a
V . Esto implica que W2 ∪ W3 es no vacío. Esto contradice la
conexidad de A, pues A = W1

⋃ (W2 ∪ W3) y W1, W2 y W3
son disjuntos dos a dos.

Afirmación 2. D es un conjunto cerrado.

En efecto. Sea d un elemento de D. Existe una sucesión
{di}∞

i=1 de puntos de D que converge a d. Para cada entero
positivo i, existe un elemento Ai en A tal que di es un
elemento de Ai. Por compacidad, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que la sucesión {Ai}∞

i=1 converge a A
con A en A. Esto implica que d es un elemento de A, en
consecuencia d está en D, lo que prueba que D es un conjunto
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cerrado.

Por las afirmaciones 1 y 2, D es un subcontinuo de X.

Una herramienta de gran utilidad en el estudio de la
estructura topológica de los hiperespacios son los arcos
ordenados.

Definición. 1.27. Dados dos subcontinuos, A, B, de un
continuo X tales que A es subconjunto propio de B, decimos
que una función continua α : [0, 1] → C(X) es un arco
ordenado de A a B en C(X) si α(0) = A, α(1) = B y α(s) es
un subconjunto propio de α(t), cuando s es menor que t.

En [12, Teorema 6.10, p. 90], podemos encontrar una
demostración del siguiente resultado.

Teorema. 1.28. Si A y B son subcontinuos de un continuo
X tales que A es un subconjunto propio de B, entonces existe
un arco ordenado en C(X) de A a B.

Este último teorema nos dice que cualquier elemento A
del hiperespacio C(X) se puede “inflar” continuamente hasta
llegar a X.



Capítulo 2

Hiperespacios de
conjuntos que no
desconectan

En este capítulo, nos adentramos en el estudio de los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan, un área que
ha sido previamente explorada en artículos como [8] y [11].
Sin embargo, es importante destacar que las definiciones
proporcionadas en esos trabajos implican que los elementos
de un hiperespacio de conjuntos que no desconectan tienen
necesariamente interior vacío. En este capítulo, presentamos
una perspectiva más amplia al definir los hiperespacios de
conjuntos que no desconectan de manera que no requieran
que sus elementos tengan interior vacío. Aunque nuestras
definiciones difieren de las anteriores en este aspecto, es
notable que al restringirnos a conjuntos de interior vacío,
nuestras definiciones coinciden con las dadas en [8] y [11]. Esto
nos permite establecer una conexión clara con la literatura
existente, al mismo tiempo que ampliamos el alcance de la
teoría.

14
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2.1. Definiciones y relaciones
En esta sección, definimos los hiperespacios de conjuntos

que no desconectan y exploramos sus relaciones mediante
la contención de conjuntos. Iniciamos con las definiciones
necesarias.
Definición. 2.1. Dados A un subconjunto cerrado no vacío
de un continuo X y p un punto en el complemento de A,
decimos que A no bloquea a p si existe una función continua
α de [0, 1] en 2X tal que α(0) = {p}, α(1) = X \ A y, para
cada t en [0, 1), α(t) no interseca a A. De lo contrario decimos
que A bloquea a p.
Definición. 2.2. Decimos que un subconjunto cerrado no
vacío A de un continuo X:

es un conjunto de conexidad colocal de X, si A tiene
vecindades abiertas arbitrariamente pequeñas cuyos
complementos son conexos, es decir, para cada conjunto
abierto, U , de X que contiene a A, existe un subconjunto
abierto, V , de X que contiene a A y está contenido en
U tal que X \ V es conexo.

es un conjunto de no corte débil de X, si el complemento
de A es conexo por continuos, es decir, si cada par de
puntos en X \ A están contenidos en un subcontinuo de
X que no interseca a A. De lo contrario decimos que A
es un conjunto de corte débil de X.

no bloquea a los unipuntuales de X, si A no bloquea a
cada punto de su complemento.

no bloquea a algún punto de X, si existe un punto en el
complemento de A tal que A no lo bloquea.

es un conjunto orilla de X si para cada número positivo
ε existe un subcontinuo B de X tal que H(X \ A, B) es
menor que ε y B no interseca a A, donde, H denota la
métrica de Hausdorff para 2X .
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es un conjunto de no corte de X, si A tiene complemento
conexo. De lo contrario decimos que A es un conjunto
de corte de X.

Definición. 2.3. Para un continuo X, se definen los
siguientes subespacios de 2X :

CLC(X) = {A ∈ 2X :
A es un conjunto de conexidad colocal de X}.

NWC(X) = {A ∈ 2X :
A es un conjunto de no corte débil de X}.

NB(F1(X)) = {A ∈ 2X :
A no bloquea a los unipuntuales de X}.

NB∗(F1(X)) = {A ∈ 2X :
A no bloquea a algún punto de X}.

S(X) = {A ∈ 2X : A es un conjunto orilla de X}.

NC(X) = {A ∈ 2X :
A es un conjunto de no corte de X}.

Estos subespacios se llaman, hiperespacio de: conjuntos de
conexidad colocal, conjuntos de no corte débil, conjuntos que
no bloquean a los unipuntuales, conjuntos que no bloquean
a algún punto, conjuntos orilla y conjuntos de no corte,
respectivamente.

Todos ellos se conocen colectivamente como hiperespacios
de conjuntos que no desconectan a X.

Observación. 2.4. Adoptamos la notación común en
la literatura, aunque debemos tener presente que los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan que definimos
contienen a los hiperespacios de conjuntos que no desconectan
clásicos como subconjuntos.
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Denotamos por KX\A(p) al subconjunto más grande
conexo por continuos de X \ A que contiene al punto p, es
decir, KX\A(p) = ⋃{C ∈ C(X) : p ∈ C y C ⊂ X \ A}.

A continuación, presentamos proposiciones que nos
permiten establecer las relaciones entre los hiperespacios de
conjuntos que no desconectan mediante la contención de
conjuntos. Las pruebas de estos resultados siguen las técnicas
y enfoques desarrollados en [8] y [11].

Proposición. 2.5. Sean X un continuo, A un subconjunto
cerrado no vacío de X y p un punto en el complemento de A.
Las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) A no bloquea a p.

(2) Existe un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) de {p} a
X \ A, tal que, para cada t en [0, 1), α(t) no interseca
a A.

(3) Existe una sucesión, {Ai}∞
i=1, de subcontinuos de X que

no intersecan a A, tales que para cada número entero
positivo n, p es un elemento de An, An está contenido
en An+1 y ∪∞

i=1Ai coincide con X \ A.

(4) La cerradura de KX\A(p) coincide con X \ A.

Demostración. (1) ⇒ (2) Supongamos que A no bloquea
a p. Sea α : [0, 1] → 2X una función continua tal que
α(0) = {p}, α(1) = X \ A y, para cada t en [0, 1), α(t)
no interseca a A. Por la Proposición 1.25, la función
β1 : 2[0,1] → 2X dada por β1(A) = α(A) es continua. Por el
inciso (1) de la Proposición 1.26, la función ∪ : 22X → 2X

definida por ∪(A) = ⋃{A : A ∈ A} es continua. La
función β2 : [0, 1] → C(0, [0, 1]) definida por β2(t) = [0, t]
es continua. Se define la función β : [0, 1] → 2X como
β(t) = ∪(β1(β2(t))) = ⋃{α(s) : s ∈ [0, t]}. La función β
es continua. Observe que, para cada t en [0, 1), β(t) no
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interseca a A. Por el inciso (2) de la Proposición 1.26, se
tiene que, β(t) es un subcontinuo de X. Lo que implica que
β : [0, 1] → C(X) es un arco ordenado satisfaciendo las
propiedades en (2).

(2) ⇒ (3) Sea α : [0, 1] → C(X) un arco ordenado de {p}
a X \ A, tal que, para cada t en [0, 1), α(t) no interseca a
A. Para cada entero positivo n, se define An = α( n

n+1). La
sucesión {An}∞

n=1 satisface las propiedades en (3).

(3) ⇒ (4) Es inmediato.

(4) ⇒ (3) Sea {d1, d2, ...} un subconjunto denso de X \ A.
Para cada entero positivo n, sea Cn un subcontinuo de X que
contiene a p, no interseca a A e interseca a B 1

n
(dn). Se tiene

que ⋃{Cn : n ∈ N} coincide con X \ A. Se definen, A1 = {p}
y An+1 = A1 ∪ ⋃{Ci : i ∈ {1, ..., n}}. La sucesión {An}∞

n=1
satisface las propiedades en (3).

(3) ⇒ (1) Sean {Ai}∞
i=1 como en (3) y A0 = {p}. Para cada

entero n, por el Teorema 1.28, existe αn : [1 − 1
n
, 1 − 1

n+1 ] →
C(X) un arco ordenado de An−1 a An. Se define α : [0, 1] →
C(X) como α(t) = αn(t) si t es un elemento de [1− 1

n
, 1− 1

n+1)
y α(1) = X \ A. La función α es una función continua, α(0) =
{p} y, para cada t en [0, 1), α(t) no interseca a A.

Proposición. 2.6. Sean X un continuo y A un subconjunto
cerrado no vacío de X. Entonces:

(1) A es un conjunto de no corte débil de X si y solo si para
cada x en el complemento de A, se tiene que KX\A(x)
coincide con X \ A.

(2) A no bloquea a los unipuntuales de X si y solo si para
cada x en el complemento de A, se tiene que KX\A(x)
coincide con X \ A.
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(3) A no bloquea a algún punto de X si y solo si existe x en el
complemento de A tal que KX\A(x) coincide con X \ A.

Demostración. (1) Supongamos que A es un conjunto de no
corte débil y sea x un punto en X \ A. En general se tiene
que KX\A(x) está contenido en X \ A. Sea y ∈ X \ A, existe
un subcontinuo, C, de X contenido en X \ A y conteniendo
a los puntos x y y. Esto implica que y pertenece al conjunto
KX\A(x). Así, KX\A(x) coincide con X \ A.
Supongamos ahora que, para cada x en el complemento
de A, KX\A(x) coincide con X \ A. Sean y y z puntos
en el complemento de A. Por hipótesis, z es un elemento
de KX\A(y), por lo tanto, existe un subcontinuo C de X
contenido en X \ A y conteniendo a los puntos y y z. Lo que
implica que A es un conjunto de no corte débil de X.

Los enunciados (2) y (3) se siguen del inciso (4) de la
Proposición 2.5.

El siguiente teorema establece la relación entre los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan mediante la
contención de conjuntos. Su demostración se basa en las
técnicas desarrolladas en [8].

Teorema. 2.7. Si X es un continuo, entonces
CLC(X) ⊂ NWC(X) ⊂ NB(F1(X)) ⊂ NB∗(F1(X)) ⊂ S(X) ⊂ NC(X).

Demostración. Supongamos que A es un conjunto de
conexidad colocal. Sean x y y dos puntos en el complemento
de A. Existe un subconjunto abierto, U , de X que contiene
a A y su cerradura no interseca al conjunto {x, y}. Sea V un
subconjunto abierto de X conteniendo a A, contenido en U
y de complemento conexo. El continuo X \ V no interseca a
A y contiene a los puntos x y y. Así, A es un conjunto de no
corte débil.

Supongamos que A es un conjunto de no corte débil de X.
Sea x un punto en el complemento de A. Por el inciso (1) de
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la Proposición 2.6, se tiene que KX\A(x) coincide con X \ A.
Por el inciso (2) de la Proposición 2.6, se concluye que A no
bloquea a los unipuntuales de X.

Es claro que si A no bloquea a los unipuntuales de X,
entonces A no bloquea a algún punto de X.

Supongamos que A no bloquea a algún punto de X. Existe
un punto x en el complemento de A tal que A no bloquea a x,
por el inciso (2) de la Proposición 2.5, existe un arco ordenado
α : [0, 1] → C(X), de {x} a X \ A, tal que, para cada t en
[0, 1), α(t) no interseca a A. Observe que, {α(1 − 1

n
)}∞

n=1 es
una sucesión en C(X) que converge a X \ A. Lo que prueba
que A es un conjunto orilla de X.

Finalmente, supongamos que A es un conjunto orilla de X.
Para cada entero positivo n, existe un subcontinuo, Cn, de X
que no interseca a A tal que H(Cn, X \ A) es menor que 1

n
.

Supongamos que X \ A no es conexo. Existen subconjuntos
abiertos disjuntos no vacíos, U y V , de X, tales que X \ A =
U ∪ V . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que para
cada entero positivo n, Cn está contenido en U . Se sigue que
X \ A está contenido en U ∪ A. Lo que implica que V es
vacío. Lo cual es una contradicción. Así, X \ A es conexo. Por
lo tanto, A es un conjunto de no corte de X.

Observación. 2.8. En la Observación 3.3 de [8, pp. 99-100],
muestran que, bajo las definiciones establecidas allí, las
inclusiones dadas en el Teorema 2.7 pueden ser propias. Dado
que nuestras definiciones coinciden con las de [8] cuando
se restringen a conjuntos de interior vacío, se sigue que las
inclusiones también pueden ser propias en nuestro caso.

Las siguientes proposiciones establecen una relación
importante entre los elementos de los hiperespacios de
conjuntos que no desconectan y sus fronteras. Las
demostraciones se siguen directamente de la Definición 2.2.
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Proposición. 2.9. Sea A un subconjunto cerrado no vacío de
un continuo X.

(1) Si A es un conjunto de conexidad colocal de X, entonces
fr(A) es un conjunto de conexidad colocal de X \ A.

(2) Si A es un conjunto de no corte débil de X, entonces fr(A)
es un conjunto de no corte débil de X \ A.

(3) Si A no bloquea a los unipuntuales de X, entonces fr(A)
no bloquea a los unipuntuales de X \ A.

(4) Si A no bloquea a algún punto de X, entonces fr(A) no
bloquea a algún punto de X \ A.

(5) Si A es un conjunto orilla de X, entonces fr(A) es un
conjunto orilla de X \ A.

(6) Si A es un conjunto de no de corte X, entonces fr(A) es
un conjunto de no corte de X \ A.

Proposición. 2.10. Sea A un subconjunto cerrado no vacío
de un continuo X tal que X \ A es un subcontinuo de X.

(1) Si fr(A) es un conjunto de conexidad colocal de X \ A,
entonces A es un conjunto de conexidad colocal de X.

(2) Si fr(A) es un conjunto de no corte débil de X \ A,
entonces A es un conjunto de no corte débil de X.

(3) Si fr(A) no bloquea a los unipuntuales de X \ A, entonces
A no bloquea a los unipuntuales de X.

(4) Si fr(A) no bloquea a algún punto de X \ A, entonces A
no bloquea a algún punto de X.

(5) Si fr(A) es un conjunto orilla de X \ A, entonces A es un
conjunto orilla de X.

(6) Si fr(A) es un conjunto de no corte de X \ A, entonces A
es un conjunto de no corte de X.
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2.2. Coincidencias
En esta sección, nos enfocamos en establecer condiciones

necesarias y suficientes para que el hiperespacio de conjuntos
de no corte débil coincida con el hiperespacio de conjuntos
de conexidad colocal, y también, para que el hiperespacio de
conjuntos que no bloquean a los unipuntuales coincida con
el hiperespacio de conjuntos de no corte débil. Para lograr
esto, comenzamos analizando la aposindesis y su papel en la
relación entre estos espacios. En particular, demostramos que
si F es un conjunto que pertenece a alguno de los hiperespacios
de conjuntos que no desconectan y X es aposindético con
respecto a F , entonces F pertenece al hiperespacio de
conjuntos de conexidad colocal.

Definición. 2.11. Decimos que un continuo X es
aposindético con respecto a un conjunto cerrado A si cada
punto en el complemento de A está contenido en el interior
de un subcontinuo que no interseca a A.

Las siguientes dos proposiciones establecen propiedades
que satisfacen los conjuntos cerrados para los cuales X es
aposindético con respecto a ellos.

Proposición. 2.12. Si A es un subconjunto cerrado de un
continuo X y X es aposindético con respecto a A, entonces
cada componente de X \ A es un subconjunto abierto de X.

Demostración. Sean D una componente de X\A y p un punto
en D. Existe un subcontinuo C de X que contiene al punto p
en su interior y no interseca a A. Se sigue que C está contenido
en D. Lo que prueba que D es un conjunto abierto de X.

Proposición. 2.13. Si A es un subconjunto cerrado de un
continuo X y X es aposindético con respecto a A, entonces
cada componente de X \ A es un conjunto conexo por
continuos.
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Demostración. Sean D una componente de X \ A y p un
punto en D. Claramente KX\A(p) está contenido en D.

Afirmación 1. KX\A(p) es un subconjunto abierto de D.

En efecto. Sea y un punto en KX\A(p). Existe un subcontinuo,
C1, de X que contiene los puntos p y y, tal que C1 está
contenido en el complemento de A. Por otro lado, existe un
subcontinuo, C2, de X que contiene al punto y en su interior
y está contenido en el complemento de A. Así, C1 ∪ C2 es un
subcontinuo de X que contiene al punto p y está contenido
en X \ A. Entonces, C1 ∪ C2 está contenido en KX\A(p). En
consecuencia, KX\A(p) es un subconjunto abierto de X y, por
lo tanto, es un subconjunto abierto de D.

Afirmación 2. KX\A(p) es un subconjunto cerrado de D.

En efecto. Sea y un punto en D \ KX\A(p). Existe un
subcontinuo, C1, de X que contiene a y en su interior y está
contenido en el complemento de A. Probaremos que C1 está
contenido en D \ KX\A(p). Claramente C1 está contenido
en D. Supongamos que existe un punto z en C1 ∩ KX\A(p).
Existe un subcontinuo, C2, de X que contiene a los puntos p
y z y está contenido en el complemento de A. Así, C1 ∪ C2
es un subcontinuo de X que contiene a los puntos p y y, y
está contenido en el complemento de A. Esto implica que
y es un elemento de KX\A(p), lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, C1 está contenido en D \ KX\A(p). Se tiene que
D \ KX\A(p) es un subconjunto abierto de D. Lo que prueba
que KX\A(p) es un subconjunto cerrado de D.

De las afirmaciones 1 y 2, se sigue que KX\A(p) coincide con
D. Lo que implica que para cualquier punto q en D, existe un
subcontinuo que contiene a los puntos p y q, y no interseca a
A.
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Como consecuencia inmediata de la Proposición 2.13 se
tiene el siguiente corolario.

Corolario. 2.14. Si A es un conjunto de no corte de un
continuo X y X es aposindético con respecto a A, entonces A
es un conjunto de no corte débil.

El corolario a continuación establece que si F es un
elemento de un hiperespacio de conjuntos que no desconectan
a X y X es aposindético con respecto a F , entonces F es un
conjunto de no corte débil.

Corolario. 2.15. Sean X un continuo y H(X) un
hiperespacio de conjuntos que no desconectan a X. Si A es
un elemento de H(X) y X es aposindético con respecto a A,
entonces A es un conjunto de no corte débil.

Demostración. Por el Teorema 2.7, se tiene que A es un
conjunto de no corte. Del Corolario 2.14, se sigue que, F es
un conjunto de no corte débil.

Observación. 2.16. Un conjunto cerrado F , puede ser de no
corte débil sin que X sea aposindético con respecto a F ,
como se muestra en el ejemplo siguiente.

En el plano cartesiano consideramos los puntos a = (−1, 0),
b = (1, 0), c = (3

4 , 0) para cada entero positivo n, bn = (1, 1
n
),

los segmentos de recta L0 = ab, Ln = abn y el arco L−1 =
{(cos(x), sin(X)) : x ∈ [−π, 0]}. Tomamos X = ⋃∞

n=−1 Ln y F
el segmento de recta con extremos (−1

4 , 0) y (1
4 , 0). Se ilustra

en la Figura 2.1. Observamos que F es un conjunto de no
corte débil y todo subcontinuo que contenga a c en su interior
interseca a F .
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c

Figura 2.1

El siguiente teorema proporciona una condición necesaria
y suficiente para que un conjunto de no corte débil sea un
conjunto de conexidad colocal.

Teorema. 2.17. Un subconjunto cerrado no vacío, A, de un
continuo X es un conjunto de conexidad colocal, si y solo si
A es un conjunto de no corte débil de X y X es aposindético
con respecto a A.

Demostración. Necesidad: Supongamos que A es un conjunto
de conexidad colocal de X. Por el Teorema 2.7, es suficiente
mostrar que X es aposindético con respecto a A. Sean p un
punto en el complemento de A y U un subconjunto abierto de
X que contiene a A tal que p no es un elemento de U . Existe
un subconjunto abierto, V , de X que contiene a A, está
contenido en U y tiene complemento conexo. Se tiene que,
X \ V es un subcontinuo de X que contiene al punto p en su
interior y no interseca a A. Por lo tanto, X es aposindético
con respecto a A.

Suficiencia: Supongamos que A es un conjunto de no corte
débil y que X es aposindético con respecto a A. Sea U un
subconjunto abierto de X que contiene a A. Para cada punto
x en el complemento de U , existe un subcontinuo, Cx, de X
que contiene al punto x en su interior y no interseca a A. Por
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compacidad, existe un subconjunto finito {x1, ..., xn} de X \U
tal que X \ U ⊂ ⋃n

i=1 int(Cxi
). Más aún, para cada entero

i en {1, ...n}, existe un subcontinuo Bi de X que contiene
a los puntos x1 y xi, y está contenido en X \ A. Sea C =⋃n

i=1(Cxi
∪ Bi). Claramente, C es un subcontinuo de X que

contiene a X \ U y no interseca a A. Se tiene que X \ C es
un conjunto abierto de X que contiene a A, contenido en U y
cuyo complemento es conexo. Por lo tanto, A es un conjunto
de conexidad colocal.

El siguiente corolario proporciona una condición necesaria
y suficiente para que el hiperespacio de conjuntos de
conexidad colocal coincida con el hiperespacio de conjuntos
de no corte débil.

Corolario. 2.18. Para un continuo X, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) Los hiperespacio CLC(X) y NWC(X) coinciden.

(2) El continuo X es aposindético con respecto a cada
elemento de NWC(X).

Demostración. (1) ⇒ (2) Sea A un elemento de NWC(X).
Por hipótesis, A es un elemento de CLC(X). Por el Teorema
2.17, X es aposindético con respecto a A.

(2) ⇒ (1) Por el Teorema 2.7,es suficiente probar que
NWC(X) está contenido en CLC(X). Sea A un elemento
de NWC(X). Por hipótesis, X es aposindético con respecto
a A. Por el Teorema 2.17, A es un elemento de CLC(X).

El corolario a continuación muestra que bajo ciertas
condiciones, un hiperespacio de conjuntos que no desconectan
coincide con el hiperespacio de conjuntos de conexidad
colocal.

Corolario. 2.19. Sean X un continuo y H(X) un
hiperespacio de conjuntos que no desconectan a X. Si X es
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aposindético con respecto a cada elemento de H(X), entonces
los hiperespacios CLC(X) y H(X) coinciden.

Demostración. Por el Teorema 2.7, es suficiente mostrar que
H(X) está contenido en CLC(X). Sea A un elemento de
H(X). Como consecuencia del Corolario 2.15, se tiene que A
es un conjunto de no corte débil. Del Teorema 2.17, se sigue
que, A es un conjunto de conexidad colocal. Por lo tanto, los
hiperespacios CLC(X) y H(X) coinciden.

Como consecuencia directa del Corolario 2.19, se tiene el
siguiente corolario.

Corolario. 2.20. Sean X un continuo y H(X) un
hiperespacio de conjuntos que no desconectan a X. Si X es
aposindético con respecto a cada elemento de H(X), entonces
todos los hiperespacios de conjuntos que no desconectan entre
CLC(X) y H(X) coinciden.

Observación. 2.21. La igualdad entre el hiperespacio
de conjuntos que no bloquean a los unipuntuales y el
hiperespacio de conjuntos de no corte débil no implica que X
sea aposindético con respecto a cada conjunto que no bloquea
a los unipuntuales, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

En el plano cartesiano consideramos los puntos a = (0, 0), b =
(1, 0), para cada entero positivo n, bn = (1, 1

n
), cn = (1+ 1

n
, 1

n
),

dn = (1 + 1
n
, − 1

n
), an = (0, − 1

n
), los segmentos de recta L0 =

ab, An = abn, Bn = bncn, Cn = cndn, Dn = dnan y los arcos
Ln = An ∪Bn ∪Cn ∪Dn. Tomamos X = ⋃∞

n=1 Ln. Se ilustra en
la Figura 2.2. Observamos que X es un continuo para el cual
los hiperespacios NWC(X) y NB(F1(X)) coinciden y X no
es aposindético con respecto a cada elemento de NB(F1(X)).
A continuación describimos estos hiperespacios y damos un
ejemplo de un elemento F en NB(F1(X)) tal que X no es
aposindético con respecto a F .
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Figura 2.2

Para cada subconjunto finito no vacío E = {p1, ..., pk} de
{p1, p2, ...}, definimos

A(E) = {A1∪· · ·∪Ak : A1 ∈ C(pi, Li)\{Li}, i ∈ {1, ..., k}} y

B(E) = {D ∪ E : D ∈ A(E) y E ∈ C(b, L0) \ {L0}}.

Para cada entero positivo i, tomamos Xi = X \Li y definimos

C(i) = {Xi ∪ A : A ∈ C(p, Li)} y

D(i) = {D ∪ E : D ∈ B(i) y E ∈ C(pi, Li)}.

El hiperespacio de conjuntos de no corte débil y el
hiperespacio de conjuntos que no bloquean a los unipuntuales
de X coinciden con
⋃

(A(E) ∪ B(E))
∞⋃

i=1
(C(i)∪D(i))∪{A : A ∈ C(q, L0 \{L0})},

donde E corre sobre todos los conjuntos cerrados no vacíos
de {p1, p2, ...}.

Consideramos los puntos p1 = (1
2 , −1), p2 = (3

4 , −1
2), p3 =

(1
2 , 0), q = (1

4 , 0) y los segmentos de recta P1 = p1a1, P2 =
p2a2 y P3 = p3b. Tomamos F = ⋃3

i=1 Pi. Se ilustra en la
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Figura 2.3

Figura 2.3. Observamos que F es un conjunto que no bloquea
a los unipuntuales y todo subcontinuo que contenga a q en su
interior interseca a F .

A continuación, con el fin de determinar las condiciones
precisas bajo las cuales el hiperespacio de conjuntos que no
bloquean a los unipuntuales coincide con el hiperespacio de
conjuntos de no corte débil, presentamos una definición y un
teorema, que serán cruciales para establecer los resultados
deseados. La demostración del teorema sigue las técnicas
empleadas en [13].

Definición. 2.22. Sean A un subconjunto cerrado de un
continuo X y p un punto en el complemento de A. Decimos
que X es aposindético en p con respecto a A si existe un
subcontinuo de X que contiene a p en su interior y no interseca
a A.

Teorema. 2.23. Sean X un continuo, D un subconjunto
abierto no vacío de X y A un subconjunto cerrado no vacío de
X que no interseca a D. Si para cada punto x en D se tiene
que X no es aposindético en x con respecto a A, entonces para
cada punto y en X \ A existe un punto z en D tal que todo
subcontinuo de X que contiene a los puntos y y z interseca a
A.

Demostración. Sea y un punto en X \ A. Existe un
subconjunto abierto no vacío, D1, de X, tal que D1 está
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contenido en D, D1 no interseca a A ∪ {y} y diam(D1) es
menor que 1

2 . Tomemos δ como el mínimo entre d(A, y) y
d(A, D1). Sea C1 la componente de X \ N 1

2 δ(A) que contiene
a y. Como X no es aposindético en x con respecto a A para
todo x en D1, se tiene que D1 no está contenido en C1. Sea
z1 en D1 \ C1. Existe un subconjunto abierto, D2, de X tal
que z1 está en D2, D2 está contenido en D1, D2 no interseca
a C1 y diam(D2) es menor que 1

4 . Sea C2 la componente de
X \ N 1

4 δ(A) que contiene a y. Como X no es aposindético en
x con respecto a A para todo x ∈ D2, existe z2 en D2 \ C2. Lo
cual implica que existe un subconjunto abierto, D3, de X tal
que z2 está en D3, D3 está contenido en D2, D3 no interseca a
C2 y diam(D3) es menor que 1

8 . Se continúa con este proceso.
Sea {z} = ⋂∞

i=1 Di. Claramente z está en D. Supongamos que
existe un subcontinuo C de X que contiene a los puntos y y z,
y está contenido en X \ A. Existe un entero positivo j tal que
C está contenido en Cj. Lo que implica que z es un elemento
de Cj. Lo cual es una contradicción pues z está en Dj+1 y
Dj+1 no interseca a Cj. Por lo tanto, todo subcontinuo de X
que contiene a los puntos y y z, interseca a A.

Como consecuencia directa del Teorema 2.23, se obtiene el
siguiente corolario.

Corolario. 2.24. Si A es un conjunto de no corte débil de
un continuo X, entonces cada abierto de X que no interseca
a A contiene un punto p, tal que X es aposindético en p con
respecto a A.

Otra manera de escribir el corolario anterior es la siguiente.

Corolario. 2.25. Si A es un conjunto de no corte débil de
un continuo X, entonces el conjunto formado por los puntos
en los cuales X es aposindético con respecto a A es denso en
X \ A.

Del corolario anterior se deduce el siguiente resultado.
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Corolario. 2.26. Si A es un conjunto de no corte débil de un
continuo X, entonces existe un subcontinuo de X con interior
distinto del vacío contenido en X \ A.

Después de desarrollar los resultados previos, presentamos
el teorema que proporciona las condiciones precisas bajo las
cuales el hiperespacio de conjuntos que no bloquean a los
unipuntuales coincide con el hiperespacio de conjuntos de no
corte débil.

Teorema. 2.27. Un subconjunto cerrado no vacío, A, de un
continuo X es un conjunto de no corte débil, si y solo si, A
no bloquea a los unipuntuales de X y existe un subcontinuo
de X con interior distinto del vacío contenido en X \ A.

Demostración. Necesidad: Supongamos que A es un conjunto
de no corte débil de X. Por el Teorema 2.7, es suficiente
mostrar que existe un subcontinuo de X con interior no
vacío contenido en el complemento de A. El Corolario 2.26,
garantiza la existencia de dicho continuo.

Suficiencia: Supongamos que A no bloquea a los unipuntuales
de X y que existe un subcontinuo C de X con interior no vacío
contenido en X \ A. Sean x y y dos puntos en X \ A. Por la
Proposición 2.6, los conjuntos KX\A(x) y KX\A(y) son densos
en X \ A. Existen subcontinuos, Cx y Cy, de X contenidos en
X \ A, tales que x es un elemento de Cx, y es un elemento de
Cy, Cx interseca a int(C) y Cy interseca a int(C). Entonces
C ∪Cx∪Cy es un subcontinuo contenido en X \A que contiene
a los puntos x y y. Por lo tanto, A es un conjunto de no corte
débil de X.

Corolario. 2.28. Para un continuo X, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) Los hiperespacio NWC(X) y NB(F1(X)) coinciden.

(2) Para cada A en NB(F1(X)) existe un subcontinuo de X
con interior no vacío contenido en X \ A.
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Demostración. (1) ⇒ (2) Sea A un elemento de NB(F1(X)).
Por hipótesis, A es un elemento de NWC(X). Por el Teorema
2.27, existe un subcontinuo de X con interior distinto del
vacío contenido en X \ A.

(2) ⇒ (1) Por el Teorema 2.7,es suficiente probar que
NB(F1(X)) está contenido en NWC(X). Sea A un elemento
de NB(F1(X)). Por hipótesis, existe un subcontinuo de X con
interior no vacío contenido en X \ A. Por el Teorema 2.27, A
es un elemento de NWC(X).



Capítulo 3

Continuos localmente
conexos

En este capítulo, exploramos los continuos localmente
conexos y demostramos que en este tipo de continuos, los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan coinciden.
Además, proporcionamos caracterizaciones de la conexidad
local, identificamos los únicos continuos localmente conexos
para los cuales el hiperespacio de conjuntos de no corte es
compacto y se dan caracterizaciones del arco y la curva
cerrada simple.

3.1. Caracterizaciones de la
conexidad local

En esta sección, se demuestra que en continuos localmente
conexos, los hiperespacios de conjuntos que no desconectan
coinciden. Además, demostramos que para un continuo X las
siguientes condiciones son equivalentes: (i) El continuo X es
localmente conexo, (ii) Cada conjunto de no corte de X tiene
vecindades arbitrariamente pequeñas cuyos complementos
son conexos, (iii) Cada conjunto de no corte de X tiene
complemento conexo por continuos, (iv) Cada conjunto de

33
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no corte de X no bloquea a los unipuntuales de X, (v) El
continuo X es aposindético con respecto a cada uno de sus
conjuntos de no corte y (vi) El continuo X es aposindético
con respecto a cada uno de sus conjuntos cerrados no vacíos.

Iniciamos demostrando una proposición que aparece en
[15, Teorema 3.1.31, p. 120] en términos de la llamada función
T de Jones.

Proposición. 3.1. Un continuo es localmente conexo si y solo
si es aposindético con respecto a cada uno de sus subconjuntos
cerrados no vacíos.

Demostración. La necesidad es clara. Para la suficiencia,
supongamos que X es un continuo aposindético con respecto
a cada elemento de 2X . Sea U un subconjunto abierto de
X. Como X es aposindético con respecto a X \ U , de la
proposición 2.12, se sigue que cada componente de U es un
conjunto abierto de X. Esto prueba la conexidad local de X,
teorema 1.11.

El siguiente teorema establece una propiedad fundamental
de los continuos localmente conexos en relación con los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan .

Teorema. 3.2. Si X es un continuo localmente conexo,
entonces todos los hiperespacios de conjuntos que no
desconectan coinciden.

Demostración. Por la Proposición 3.1, se sigue que X es
aposindético con respecto a a cada elemento de NC(X).
Del Corolario 2.20, se tiene que, todos los hiperespacios de
conjuntos que no desconectan coinciden.

El siguiente lema es crucial en nuestro análisis y su
demostración sigue las ideas desarrolladas por L. Mohler en
[16, Teorema 3].
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Lema. 3.3. Si X es un continuo que no es conexo en pequeño
en uno de sus puntos, entonces X contiene un conjunto de no
corte que bloquea a los unipuntuales de X

Demostración. Supongamos que X es un continuo que no
es conexo en pequeño en un punto p. Existen un número
positivo δ, una sucesión de componentes distintas, {Li}∞

i=1, y
un subcontinuo, L, de la cerradura de la bola abierta Bδ(p),
tal que L tiene más de un punto, p es un elemento de L,
ĺım Li = L y, para cada entero positivo i, Li no interseca a
L, vea la demostración del Teorema 5.12 en [18, p. 76]. Sea
q un punto en L distinto de p. Fijamos un numero positivo,
r, menor que d(p, q). Para cada t en el intervalo (0, r], se
definen los siguientes conjuntos: Pt denota la cerradura de la
componente de la bola abierta Bt(p) que contiene al punto p;
Kt = Pt \ Bt(p); Qt es la componente de X \ Pt que contiene
al punto q; y Ct = Qt ∩Kt. Observe que, para cada t en (0, r],
el conjunto {p, q} no interseca a Kt. Por lo tanto, para cada
t en (0, r], Ct no interseca a {p, q} .
Mostraremos una serie de afirmaciones:

Afirmación 1. Para cada número t en (0, r] y para cada punto
x en Ct, d(x, p) = t.

En efecto. Sea t un número en (0, r] y x un punto en Ct.
Observe que Ct está contenido en fr(Bt(p)). Se sigue que
d(x, p) = t.

Afirmación 2. Para cualquier par de números distintos en
(0, r], t y s, los conjuntos Ct y Cs son disjuntos.

En efecto. Por la afirmación 1, x en Ct ∩ Cs implica que
d(x, p) = t y d(x, p) = s. Así, t = s.

Afirmación 3. Si t es un número en (0, r] y X \ Ct = U ∪ V ,
donde, U y V , son conjuntos abiertos disjuntos no vacíos de
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X, y p está en U , entonces q está en U .

En efecto. Supongamos que q no está en U . Entonces, q
está en V . Como p y q son puntos en L y ĺım Li = L, sin
pérdida de generalidad podemos suponer que para cada
entero positivo i, Li interseca tanto a U como a V . Por
conexidad de Li, se tiene que Li interseca a Ct. Como Ct

está contenido en Pt, se sigue que Li interseca a Pt. Por otro
lado, como t es menor que δ, se tiene que Pt está contenido
en Pδ, donde, Pδ denota la componente de la cerradura de
la bola abierta Bδ(p) que contiene al punto p. Se sigue que
Li interseca a Pδ. Por lo tanto, para cada entero positivo i,
Li = Pδ. Esto es una contradicción que prueba la afirmación 3.

Afirmación 4. Existe un numero t en (0, r] tal que Ct es un
conjunto de no corte de X.

En efecto. Supongamos por el contrario que para cada t en
(0, r], Ct es un conjunto de corte de X. Entonces, la familia
{Ct : 0 < t ≤ r} es una colección no numerable de conjuntos
de corte de X ajenos dos a dos. Fijemos un número arbitrario
s en (0, r]. Sean U y V conjuntos abiertos disjuntos no vacíos
de X, tales que X \ Cs = U ∪ V . Supongamos que p está en
U . Probaremos que para cada t en (0, r] distinto de s, Ct está
contenido en U , lo cual es una contradicción a la proposición
1.19. Sea t un número en (0, r] distinto de s. Existen dos casos:

Supongamos que t < s; en este caso, note que si x es
un punto en Pt, entonces d(p, x) ≤ t y, por la afirmación
1, x no está en Cs. Se sigue que Pt no interseca a Cs.
Así, Pt está contenido en U ∪ V . Más aún, como p es
un punto común de Pt y U , por conexidad de Pt, se
tiene que, Pt está contenido en U . Finalmente, como Ct es
un subconjunto de Pt, se concluye que Ct está contenido en U .

Supongamos ahora que s < t; en este caso se tiene que X \ Pt
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es un subconjunto de X \ Ps. Lo que implica que Qt está
contenido en X \ Ps. Más aún, como Ct y Ps son disjuntos,
se tiene que Ct está contenido en X \ Ps. Por lo tanto, se
tiene que Qt ∪ Ct está contenido en X \ Cs. Por otro lado,
como Qt ∪ Ct está entre Qt y Qt, se tiene que Qt ∪ Ct es
un conjunto conexo. Por la afirmación 3, q es un punto de
U . Finalmente, como q es un punto de Qt, se concluye que
Qt ∪ Ct está contenido en U . En particular, Ct está contenido
en U .

Esto concluye la demostración de la afirmación 4.

Afirmación 5. Para cada numero t en (0, r], todo subcontinuo
de X que contiene a los puntos p y q interseca a Ct.

En efecto. Supongamos por el contrario que existe un
subcontinuo B de X contenido en X \ Ct que contiene a
los puntos p y q. Observe que q no es un elemento de Pt,
lo que implica que, 0 < d(q, Pt). Para cada entero n, sea
Vn = N(d(q,Pt)

2n
, Pt), y En la cerradura de la componente

de B \ Vn que contiene a q. Por la Proposición 1.22, para
cada entero positivo n, En interseca a fr(Vn). Por lo tanto,
para cada entero positivo n, podemos tomar un punto xn

en En y un punto yn en Pt tales que d(xn, yn) ≤ d(q,Pt)
2n

. Por
compacidad, podemos suponer que existe un punto q1 en X
tal que ambas sucesiones {xi}∞

i=1 y {yi}∞
i=1 convergen a q1.

Por otro lado, note que, si n es menor que m, entonces En

está contenido en Em. Sea E = ⋃{En : n ∈ N}. Observe que
E es un subcontinuo de B. Más aún, q1 es un punto común
de E y Pt. Además, E es un subconjunto de Qt, pues para
cada entero positivo n, En está contenido en Qt. Observe
que, como B no interseca a Ct, q1 no es un elemento de Ct.
Así, q1 es un punto de Pt \ Kt. Por lo tanto, q1 es un punto de
la bola abierta Bt(p). Sea M la componente de E ∩ Bt(p) que
contiene a q1. Por la Proposición 1.22, existe un punto q2 en
M ∩ fr(E ∩ Bt(p)). Note que Pt contiene al punto q2 y q2 no
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es un elemento de la bola abierta Bt(p), pues d(p, q2) = t. Se
sigue que, q2 es un punto en E ∩ Kt. Por lo tanto, dado que
E está contenido en Qt, se tiene que, q2 es un punto de Ct.
Así, q2 es un punto de B ∩ Ct, lo cual es una contradicción
pues B no interseca a Ct. Esto concluye la demostración de
la afirmación 5.

Por las afirmaciones 4 y 5

(1) Existe un número t0 en el intervalo (0, r] tal que Ct0 es
un conjunto de no corte y todo subcontinuo de X que
contiene a los puntos p y q interseca a Ct0 .

Si Ct0 bloquea a algún punto de X, entonces Ct0 es un
conjunto de no corte que bloquea a los unipuntuales de X.

Supongamos que Ct0 no bloquea a los unipuntuales de X.

Por el inciso (2) de la Proposición 2.6, se tiene

(2) Los conjuntos KX\Ct0
(p) y KX\Ct0

(q) son densos en
X \ Ct0 .

Por (1),

(3) KX\Ct0
(p) y KX\Ct0

(q) son disjuntos.

Afirmación 6. Para cada número t en (0, r], Ct tiene interior
vacío.

En efecto. Sea t un número en (0, r]. Denotemos por
M la componente que contiene a p en Bt(p). Se tiene que
Ct ⊂ M \Bt(p) ⊂ M \M . Por lo tanto, Ct tiene interior vacío.

Afirmación 7. Para cada s en el intervalo (0, t0), Ks es un
conjunto de no corte de X.
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En efecto. Sea s un elemento de (0, t0). Por la Afirmación
1, Ps está contenido en X \ Ct0 . Por (3), Ps no interseca
a KX\Ct0

(q), por lo tanto Ks no interseca a KX\Ct0
(q). En

consecuencia KX\Ct0
(q) está contenido en X \ Ks. Por (2)

y la Afirmación 6, KX\Ct0
(q) = X. Esto prueba que Ks es

un conjunto de no corte pues X \ Ks está entre KX\Ct0
(q) y

KX\Ct0
(q).

Afirmación 8. Para cada s en el intervalo (0, t0), Ks bloquea
a p.

En efecto. Sea U una vecindad abierta de q tal que U no
interseca a Br(p). Por el inciso (2) de la Proposición 2.6, es
suficiente probar que si B es un subcontinuo que tiene a p
e interseca U , entonces B interseca a Ks. Tomemos B un
subcontinuo de X que tiene a p e interseca a U . Como s es
menor que r, los conjuntos U y Bs(p) son disjuntos. Sea M
la componente que tiene a p en B ∩ Bs(p). Por la Proposición
1.22, existe un punto q en M ∩ fr(B ∩ Bs(p)). Note que Ps

tiene al punto q y q no es un elemento de la bola abierta
Bs(p), pues d(p, q) = s. Así, q es un punto de B ∩ Ks.

Por las Afirmaciones 6 y 7, para cada s en (0, t0), Ks es un
conjunto de no corte que bloquea a los unipuntuales de X.

Observación. 3.4. Los conjuntos de no corte Ct0 y Ks tiene
interior vacío.

El Teorema 3.5 proporciona caracterizaciones de la
conexidad local mediante algunos de los hiperespacios de
conjuntos que no desconectan .

Teorema. 3.5. Para un continuo X, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) El continuo X es localmente conexo.

(2) Los hiperespacios CLC(X) y NC(X) coinciden.
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(3) Los hiperespacios NWC(X) y NC(X) coinciden.

(4) Los hiperespacios NB(F1(X)) y NC(X) coinciden.

(5) El continuo X es aposindético con respecto a cada
elemento de NC(X).

(6) El continuo X es aposindético con respecto a cada
elemento de 2X .

Demostración. (1) ⇒ (2) se sigue del Teorema 3.2.
(2) ⇒ (3) y (3) ⇒ (4) se siguen del Teorema 2.7.

(4) ⇒ (6) supongamos que X no es aposindético con respecto
a A, para algún A en 2X . Existe un punto p en X \ A tal
que cualquier subcontinuo de X que contenga a p en su
interior, interseca a A. Sea U un subconjunto abierto de X
que contiene al punto p, tal que U no interseca a A. Observe
que si V es un subconjunto conexo de X que contiene al
punto p en su interior, entonces V es un subcontinuo de
X que contiene al punto p en su interior. Se sigue que, V
interseca a A. Por lo tanto, V no está contenido en U . Esto
prueba que X no es conexo en pequeño en p. Por el Lema
3.3, se concluye que el hiperespacio NB(F1(X)) es diferente
de NC(X).

(6) ⇒ (1) se sigue de la Proposición 3.1.

Hasta aquí, se ha probado que (1), (2), (3), (4) y (6) son
equivalentes.

Ahora, (6) ⇒ (5) es obvio y (5) ⇒ (3) se sigue del Corolario
2.20.

Observación. 3.6. Es importante notar que el teorema anterior
es igualmente válido para los respectivos hiperespacios de
conjuntos que no desconectan comúnmente estudiados en la
literatura.
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Observación. 3.7. La igualdad entre los hiperespacios
CLC(X), NWC(X), NB(F1(X)), NB∗(F1(X)) y S(X) no
implica la conexidad local de X, como se puede observar en
el siguiente ejemplo.

En el plano cartesiano consideramos los conjuntos W1 =
{(x, sen( 1

x
)) : 0 < x ≤ 1} y W2 = {(−x, sen( 1

x
)) : 0 < x ≤ 1}.

Tomamos X = W1 ∪ W2, p = (−1, sen(1)) y q = (1, sen(1)).
Se ilustra en la Figura 3.1. Observamos que X es un continuo
no localmente conexo para el cual los hiperespacios CLC(X),
NWC(X), NB(F1(X)), NB∗(F1(X)) y S(X) coinciden. A
continuación describimos estos hiperespacios.

••
p q

Figura 3.1

Definimos

H = {A ∪ B : A ∈ C(p, X) y B ∈ C(q, X)}.

Se tiene la igualdad

CLC(X) = S(X) = C(p, X) ∪ C(q, X) ∪ H.

Observación. 3.8. La igualdad entre los hiperespacios
NB∗(F1(X)), S(X) y NC(X) no implica la conexidad local
de X, como se puede observar en el siguiente ejemplo.

En el plano cartesiano consideramos el conjunto W =
{(x, sen( 1

x
)) : 0 < x ≤ 1}. Tomamos X = W y p =

(1, sen(1)). Se ilustra en la Figura 3.2. Observamos que
X es un continuo no localmente conexo para el cual los
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p•

Figura 3.2

hiperespacios NB∗(F1(X)), S(X) y NC(X) coinciden. A
continuación describimos estos hiperespacios.

Definimos
I = {0} × [−1, 1],

H1 = {A ∪ B : A ∈ C(p, X) y B ∈ C(I, X)} y

H2 = {A ∪ B : A ∈ 2I y B ∈ C(p, X)}.

Se tiene la igualdad

NB∗(F1(X)) = NC(X) = C(p, X) ∪ C(I, X) ∪ H1 ∪ H2 ∪ 2I .

3.2. Compacidad
En esta sección, nos enfocamos en la relación entre

la compacidad del hiperespacio de conjuntos de no corte
y la estructura de los continuos localmente conexos.
Demostramos un resultado fundamental que establece que
los únicos continuos localmente conexos para los cuales el
hiperespacio de conjuntos de no corte es compacto son el
arco y la curva cerrada simple.

Comenzamos estableciendo tres resultados que nos
proporcionarán las herramientas necesarias para alcanzar
nuestra conclusión.
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Proposición. 3.9. Sea C un subcontinuo de un continuo
localmente conexo X. Si U es un conjunto abierto de X que
contiene a C, entonces existe un conjunto abierto y conexo de
X, que contiene a C y está contenido en U .

Demostración. Para cada punto x de C, existe un conjunto
abierto y conexo Ux de X, que contiene al punto x y está
contenido en U . Por compacidad, existe un subconjunto finito
{x1, ..., xn} de C, tal que C está contenido en ⋃n

i=1 Uxi
. Sea

V = ⋃n
i=1 Uxi

. Observe que V es un conjunto abierto y conexo
de X que está contenido en U .

Teorema. 3.10. Si el hiperespacio de conjuntos de no corte
de un continuo localmente conexo es compacto, entonces cada
subcontinuo del continuo tiene interior conexo.

Demostración. Sea C un subcontinuo de X. Construiremos
una sucesión de cerrados de no corte de X que converja a
X \ int(C). Definimos U1 como la nube de radio 1 centrada
en C. Por la Proposición 3.9, existe un abierto y conexo V1
de X, que contiene a C y está contenido en U1. Supongamos
que, para cada entero positivo, i, mayor o igual que 2, Ui−1
y Vi−1 están definidos. Se define Ui = Vi−1 ∩ N(1

i
, C). Por

la Proposición 3.9, existe un abierto y conexo Vi de X, que
contiene a C y está contenido en Ui. La sucesión de abiertos
y conexos {Vn}∞

i=1, cumple lo siguiente: X \ Vi está contenido
en X \Vi+1 y ⋃∞

i=1 X \Vn = X \C. Por lo tanto, ĺım(X \Vn) =
X \ C. Como, para cada numero entero i, X\Vi es un conjunto
de no corte de X, por la compacidad de NC(X), se tiene que
X \ C es un conjunto de no corte. Lo que implica que, int(C)
es conexo.

Proposición. 3.11. Si el hiperespacio de conjuntos de no
corte de un continuo localmente conexo es compacto, entonces
el continuo no contiene triodos simples.

Demostración. Supongamos que X es un continuo localmente
conexo que contiene un triodo simple, T = e1v ∪ e2v ∪ e3v,
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donde, eiv son los arcos que forman a T y v es el vértice de T .
Existen subconjuntos abiertos conexos, U1 y U2, de X, tales
que e1 está contenido en U1, la cerradura de U1 no interseca
a e2v ∪ e3v, e2 está contenido en U2, la cerradura de U2 no
interseca a e1v ∪ e3v, y la cerradura de U1 no interseca a la
cerradura de U2. Sea C = U1 ∪ e1v ∪ U2 ∪ e2v. Observe que C
es un subcontinuo de X que contiene a los puntos e1 y e2 en
su interior y al punto v en su frontera. Por otro lado, se tiene
que C \ {v} = (U1 ∪ (e1v \ {v})) ∪ (U2 ∪ (e2v \ {v})). Se sigue
que C \{v} no es un conjunto conexo. Observe que, el interior
de C está contenido en C \ {v}. Como e1 es un elemento de
U1 y e2 es un elemento de U2 se tiene que int(C) no es conexo.
Por Teorema 3.10, se concluye que NC(X) no es compacto.
Esto concluye la demostración.

El Teorema 3.12 establece una caracterización de los
continuos localmente conexos cuyo hiperespacio es compacto.
La demostración se sigue de las Proposiciones 3.11 y 1.10.
Teorema. 3.12. Si el hiperespacio de conjuntos de no corte
de un continuo no degenerado localmente conexo es compacto,
entonces el continuo es un arco o una curva cerrada simple.

Demostración. Por la Proposición 3.11, X no contiene triodos
simples. Por la Proposición 1.10, X es un arco o una curva
cerrada simple.

A continuación, mostramos que tanto el hiperespacio de
conjuntos de no corte del arco, como el de la curva cerrada
simple son continuos arco-conexos.

El hiperespacio de conjuntos que no cortan
al arco
Definición. 3.13. Sea A un subcontinuo de un continuo X,
se define C(A, X) = {C ∈ C(X) : A ⊂ C}.
Lema. 3.14. Si A es un subcontinuo de un continuo X,
entonces C(A, X) es un continuo arco-conexo.



3.2. COMPACIDAD 45

Demostración. Afirmación 1. C(A, X) es cerrado en 2X .

En efecto. Sea {C}∞
i=1 una sucesión de elementos de C(A, X)

y C un elemento de 2X tal que C = ĺım Ci. Como C(X) es
compacto, Teorema 1.23, C es un elemento de C(X). Dado
que A está contenido en Ci para cada entero positivo i, se
tiene que A está contenido en C. Esto prueba que C es un
elemento de C(A, X).

Afirmación 2. C(A, X) es arco-conexo.

Por el Teorema 1.28, existe un arco ordenado
α : [0, 1] → C(X) de A a X. Como A está contenido
en α(t) para toda t en el intervalo [0, 1], α es un arco de A a
X en C(A, X). Esto prueba que C(A, X) es arco-conexo.

Por las afirmaciones 1 y 2, C(A, X) es un continuo
arco-conexo.

Definición. 3.15. Dados dos subcontinuos, A y B, de un
continuo X, definimos el hiperespacio C2(A, B, X) = {C ∪D :
C ∈ C(A, X) y D ∈ C(B, X)}.

Por comodidad, denotamos C2({p}, {q}, X) simplemente
por C2(p, q, X) y C2({p}, B, X) simplemente por C2(p, B, X).

Lema. 3.16. Si A y B son subcontinuos de un continuo X,
entonces el hiperespacio C2(A, B, X) es un continuo.

Demostración. Por el Lema 3.14, los hiperespacios
C(A, X) y C(B, X) son continuos. Definimos la función
f : C(A, X) × C(B, X) → C2(A, B, X) por f(D, E) = D ∪ E.
Probaremos que f es continua y sobreyectiva.

Primero, mostraremos que f es sobreyectiva. Sea C un
elemento de C2(A, B, X). Existen subcontinuos C1 y C2 de
X tales que C1 ∈ C(A, X), C2 ∈ C(B, X) y C = C1 ∪ C2.
Observamos que f(C1, C2) = C. Esto prueba que f es
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sobreyectiva.

Ahora veamos que f es continua. Sea {(Ci, Hi)}∞
i=1

una sucesión de elementos de C(A, X) × C(B, X) y
(C, H) un elemento de C(A, X) × C(B, X) tal que
(C, H) = ĺım(Ci, Hi). Como C = ĺım Ci y H = ĺım Hi,
se tiene que ĺım f(Ci, Hi) = ĺım Ci ∪ Hi = C ∪ H = f(C, H).
Esto prueba la continuidad de f .

Como C(A, X) y C(B, X) son continuos, C(A, X) × C(B, X)
es compacto y conexo. Dado que f es continua y sobreyectiva,
C2(A, B, X) es compacto y conexo. Por lo tanto, C2(A, B, X)
es un continuo.

Lema. 3.17. Si A y B son subcontinuos de un continuo X,
entonces el hiperespacio C(A, X) ∪ C(B, X) ∪ C2(A, B, X) es
un continuo arco-conexo.

Demostración. Sea H = C(A, X) ∪ C(B, X) ∪ C2(A, B, X).
Por la compacidad de los hiperespacios C(A, X), C(B, X)
y C2(A, B, X) (Lemas 3.14 y 3.16), H es compacto.
Observamos que X es elemento de H. Mostraremos que para
cada elemento F en H distinto de X, existe un arco de F a
X en H. Sea F un punto en H distinto de X. Hay 3 casos a
considerar:

Caso 1. F es un elemento de C(A, X). Existe un arco
ordenado α : [0, 1] → C(X) de F a X, Teorema 1.28.
Observamos que α es un arco de F a X en H.

Caso 2. F es un elemento de C(B, X). Análogo al Caso 1.

Caso 3. F es un elemento de C2(A, B, X). Existen
subcontinuos, D y E, de X tales que D está en C(A, X),
E está en C(B, X) y F = D ∪ E. Existe un arco ordenado
α : [0, 1] → C(X) de D a X, Teorema 1.28. Definimos la
función β : [0, 1] → C2(A, B, X) como β(t) = F ∪ α(t). La
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función β es un arco de F a X en H.

Lema. 3.18. Si X es un arco con puntos extremos p y q,
entonces NC(X) coincide con C(p, X)∪C2(p, q, X)∪C(q, X).

Demostración. Sea H = C(p, X) ∪ C2(p, q, X) ∪ C(q, X).
Probaremos que NC(X) coincide con H.

Primero, mostraremos que H está contenido en NC(X). Sea
A un elemento de H. Si A pertenece a C(p, X), entonces
el complemento de A es vacío o es un conjunto conexo
que contiene a q. Si A pertenece a C(q, X), entonces el
complemento de A es vacío o es un conjunto conexo que
contiene a p. Si A pertenece a C2(p, q, X), entonces el
complemento de A es vacío o es homeomorfo a (0, 1). Esto
implica que A es un elemento de NC(X), en consecuencia H
está contenido en NC(X).

Ahora veamos que NC(X) está contenido en H. Sea F un
conjunto de no corte de X. Mostraremos dos afirmaciones:

Afirmación 1. Si K es una componente de F , entonces K es
un elemento de C(p, X) o K es un elemento de C(q, X).

En efecto. Supongamos que existe un punto k en K \ {p, q}.
Note que X \ {k} tiene exactamente dos componentes, una
de ellas contiene a p y la otra contiene a q. Así, K contiene a
p o K contiene a q.

Afirmación 2. El conjunto F tiene a lo más dos componentes.
Se sigue de la afirmación 1.

Procedemos ahora a demostrar el resultado. Por la Afirmación
2, F tiene a lo más dos componentes. Si F tiene exactamente
una componente, por la Afirmación 1, F es un elemento
de C(p, X) ∪ C(q, X). Si F tiene dos componentes, por la
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Afirmación 1, una componente de F contiene a p y la otra
contiene a q. Por lo tanto, F es un elemento de C2(p, q, X).
Esto prueba que NC(X) coincide con C(p, X) ∪ C2(p, q, X) ∪
C(q, X).

La Proposición 3.19 establece que el hiperespacio de
conjuntos que no cortan del arco es un continuo arco-conexo.
Este resultado es consecuencia de los Lemas 3.17 y 3.18.

Proposición. 3.19. Si X es un arco, entonces NC(X) es un
continuo arco-conexo.

Demostración. Sean p y q los puntos extremos de X. Por
el Lema 3.18, NC(X) coincide con C(p, X) ∪ C2(p, q, X) ∪
C(q, X). Por el Lema 3.17, NC(X) es un continuo
arco-conexo

El hiperespacio de conjuntos que no cortan
a la curva cerrada simple
Lema. 3.20. Si X es una curva cerrada simple, entonces
NC(X) coincide con C(X).

Demostración. Es claro que C(X) está contenido en NC(X).
Mostraremos que NC(X) está contenido en C(X). Sea F
un elemento de NC(X). Supongamos que existen puntos
distintos, p y q, en F . El conjunto X \ {p, q} consta de dos
componentes, y los puntos p y q, pertenecen a la cerradura
de cada una de esas componentes. Como X \ F es conexo, F
debe contener a alguna de las componentes de X \ {p, q}, por
lo tanto, los puntos p y q están en la misma componente en F .
Esto prueba que F es conexo. Se sigue que F es un elemento
de C(X). Así, NC(X) coincide con C(X).

Como consecuencia del Lema 3.20 y del Teorema 1.23, se
tiene el siguiente resultado.
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Proposición. 3.21. Si X es una curva cerrada simple,
entonces NC(X) es un continuo arco-conexo.

Demostración. Por el Lema 3.20, NC(X) coincide con C(X).
Por el Teorema 1.23, NC(X) es un continuo arco-conexo.

Enseguida, demostramos el teorema que caracteriza la
compacidad del hiperespacio de conjuntos de no corte en
continuos localmente conexos, estableciendo que esto ocurre
si y solo si el continuo es un arco o una curva cerrada simple.
La demostración de este resultado se sigue directamente del
Teorema 3.12 y de las Proposiciones 3.19 y 3.21.

Teorema. 3.22. Para un continuo localmente conexo no
degenerado X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El hiperespacio NC(X) es un continuo.

(2) El hiperespacio NC(X) es compacto.

(3) El continuo X es un arco o una curva cerrada simple.

Demostración. (1) ⇒ (2) es obvio, (2) ⇒ (3) es el Teorema
3.12 y (3) ⇒ (1) se sigue de las Proposiciones 3.19 y 3.21.

La compacidad de los hiperespacios de conjuntos que no
desconectan no es suficiente para garantizar la conexidad
local. De hecho, los hiperespacios de conjuntos que no
desconectan pueden ser continuos incluso cuando el continuo
no es localmente conexo. Esto se ilustrará en detalle en el
siguiente ejemplo.

Hiperespacios de conjuntos que no
desconectan a compactaciones del rayo

En esta sección, nos enfocamos en el estudio de los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan asociados
a las compactaciones del rayo. Demostramos que estos
hiperespacios de conjuntos que no desconectan resultan ser
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continuos arco-conexos. Comenzamos dando una serie de
definiciones y lemas que nos sirven para demostrar los
resultados principales.

Definición. 3.23. Dados dos subcontinuos, A y B, de un
continuo X, definimos 2A(B, X) = {C ∪ D : C ∈ 2A y D ∈
C(B, X)}.

Por comodidad, denotamos 2A({p}, X) simplemente por
2A(p, X).

Lema. 3.24. Si A y B son subcontinuos de un continuo X,
entonces el hiperespacio 2A(B, X) es un continuo.

Demostración. Por el Teorema 1.23, 2A es un continuo.
Por el Lema 3.14, C(B, X) es un continuos. Definimos la
función f : 2A × C(B, X) → 2A(B, X) por f(D, E) = D ∪ E.
Probaremos que f es continua y sobreyectiva.

Primero, mostraremos que f es sobreyectiva. Sea C un
elemento de 2A(B, X). Existen subconjuntos C1 y C2 de X
tales que C1 ∈ 2A, C2 ∈ C(B, X) y C = C1 ∪ C2. Observamos
que f(C1, C2) = C. Esto prueba que f es sobreyectiva.

Ahora veamos que f es continua. Sea {(Ci, Hi)}∞
i=1 una

sucesión de elementos de 2A × C(B, X) y (C, H) un
elemento de 2A × C(B, X) tal que (C, H) = ĺım(Ci, Hi).
Como C = ĺım Ci y H = ĺım Hi, se tiene que
ĺım f(Ci, Hi) = ĺım Ci ∪ Hi = C ∪ H = f(C, H). Esto
prueba la continuidad de f .

Como 2A y C(B, X) son continuos, 2A ×C(B, X) es compacto
y conexo. Dado que f es continua y sobreyectiva, 2A(B, X) es
compacto y conexo. Por lo tanto, 2A(B, X) es un continuo.

De manera similar a como se demostró el lema 3.17, se
puede demostrar el siguiente lema.
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Lema. 3.25. Si A y B son subcontinuos de un continuo
X, entonces el hiperespacio 2A ∪ C(A, X) ∪ C(B, X) ∪
C2(A, B, X) ∪ 2A(B, X) es un continuo arco-conexo.

Demostración. Sea H = 2A ∪ C(A, X) ∪ C(B, X) ∪
C2(A, B, X) ∪ 2A(B, X). Por la compacidad de los
hiperespacios 2A, C(A, X), C(B, X), C2(A, B, X) y 2A(B, X)
(Teorema 1.23, Lemas 3.14, 3.16 y 3.24), H es compacto.
Observamos que X es elemento de H. Mostraremos que para
cada elemento F en H distinto de X, existe un arco de F a
X en H. Sea F un punto en H distinto de X. Hay 5 casos a
considerar:

Caso 1. F es un elemento de C(A, X). Existe un arco
ordenado α : [0, 1] → C(X) de F a X, Teorema 1.28.
Observamos que α es un arco de F a X en H.

Caso 2. F es un elemento de C(B, X). Análogo al Caso 1.

Caso 3. F es un elemento de C2(A, B, X). Existen
subcontinuos, D y E, de X tales que D está en C(A, X),
E está en C(B, X) y F = D ∪ E. Existe un arco ordenado
α : [0, 1] → C(X) de D a X, Teorema 1.28. Definimos la
función β : [0, 1] → C2(A, B, X) como β(t) = F ∪ α(t). La
función β es un arco de F a X en H.

Caso 4. F es un elemento de 2A. Existe un arco α : [0, 1] → 2A

de F a A, Teorema 1.23. Como α(1) es un elemento de
C(A, X), por el Caso 1, hay un arco de α(1) a X en H. Así,
hay un arco de F a X en H.

Caso 5. F es un elemento de 2A(B, X). Existen subconjuntos,
D y E, de X tales que D está en 2A, E está en C(B, X) y
F = D∪E. Existe un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) de E a
X, Teorema 1.28. Definimos la función β : [0, 1] → 2A(B, X)
como β(t) = F ∪ α(t). La función β es un arco de F a X en
H.
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Definición. 3.26. Un continuo X es una compactación del
rayo si puede escribirse como X = R ∪ S con R ∩ S = ∅,
donde, R es un subcontinuo de X y S es un subconjunto
denso de X y homeomorfo al intervalo [0, 1). En tal caso, el
conjunto R se llama residuo de X.

Dado que, si f y g son dos homeomorfismos de [0, 1) en S, se
cumple que f(0) = g(0), podemos denominar al punto f(0)
como el punto inicial de la compactación. En esta sección p
siempre denotará el punto inicial de la compactación.

Proposición. 3.27. Si X = Y ∪ S es una compactación
del rayo con residuo Y , entonces NC(X) coincide con 2Y ∪
C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ 2Y (p, X) ∪ C2(p, Y, X).

Demostración. Sea H = 2Y ∪ C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ 2Y (p, X) ∪
C2(p, Y, X). Primero probaremos que NC(X) está contenido
en H:
Sea F un conjunto de no corte de X. Mostraremos dos
afirmaciones:

Afirmación 1. Si K es una componente de F que interseca a
S, entonces K es un elemento de C(Y, X) o K es un elemento
de C(p, X).

En efecto. Supongamos que existe un punto q en K ∩ S \ {p}.
Notemos que X \ {q} tiene exactamente dos componentes,
una de ellas contiene a Y y la otra contiene a p. Así, K
contiene a Y o K contiene a p.

Afirmación 2. F ∩ S tiene a lo más dos componentes.
Se sigue de la afirmación 1.

Procedemos ahora a demostrar el lema. Si F no interseca
a Y , por las afirmaciones 1 y 2 se concluye que F es un
elemento de C(p, X). Si F interseca a Y . Hay dos casos a
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analizar:

Caso 1: F contiene a Y : de la afirmación 2 se sigue que F ∩ S
tiene a lo más dos componentes. Si F ∩ S tiene exactamente
una componente, entonces, por la afirmación 1, se tiene que
F es un elemento de C(Y, X). Si F ∩ S tiene exactamente
dos componentes, por la afirmación 1 se concluye que F es
un elemento de C2(p, Y, X).

Caso 2: F no contiene a Y . De las afirmaciones 1 y 2, se
sigue que F ∩ S tiene exactamente una componente y dicha
componente contiene a p. Así, F es un elemento de 2Y (p, X).
Esto prueba que NC(X) está contenido en H.

Veamos ahora que H está contenido en NC(X). Damos una
serie de afirmaciones que son fáciles de probar. Sea F un
elemento de H distinto de X.

Afirmación 1. Si F es un elemento de 2Y , entonces X \ F está
entre S y S.

Afirmación 2. Si F es un elemento de C(Y, X), entonces
X \ F es homeomorfo a (0, 1].

Afirmación 3. Si F es un elemento de C(Y, X), entonces
X \ F es homeomorfo a una compactación del rayo sin el
punto inicial de la compactación.

Afirmación 4. Si F es un elemento de C2(p, Y, X), entonces
X \ F es homeomorfo a (0, 1).

Afirmación 5. Si F es un elemento de 2Y (p, X), entonces
existe un subconjunto conexo T de S talque X \ F está entre
T y T .

De las afirmaciones 1, 2, 3, 4 y 5, se sigue que H está
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contenido en NC(X).

Se ha probado que NC(X) coincide con 2Y ∪ C(Y, X) ∪
C(p, X) ∪ 2Y (p, X) ∪ C2(p, Y, X).

Lema. 3.28. Si X = Y ∪ S es una compactación del rayo
con residuo Y , entonces para cada F en 2Y ∪ 2Y (p, X) que no
contenga a Y , se tiene que F bloquea a algún punto de X.

Demostración. Sea x un elemento en Y \ F . Mostraremos
que F bloquea a x. Supongamos que existe un arco ordenado
α : [0, 1] → C(X) de {x} a X \ F tal que, para cada t en
[0, 1), α(t) no interseca a F .

Afirmación 1. Si α(t) interseca a S para algún t en el intervalo
[0, 1], entonces Y está contenido en α(t).

En efecto. Supongamos por el contrario que Y no está
contenido en α(t). Tomemos un elemento x en Y \ α(t).
Existe una sucesión {xi}∞

i=1 de elementos de S \ α(t) que
converge a x. Para cada entero positivo i, sean Ui y Vi las
componentes de X \{xi} con Y ⊂ Ui y p en Vi. Sea z un punto
en α(t) ∩ S. Existe un entero positivo i tal que z está en Vi.
Como α(t) está contenido en X \ {xi}, se tiene que α(t) está
contenido en Vi. Esto contradice que x es un elemento de α(t).

Afirmación 2. Para cada t en [0, 1), α(t) está contenido en Y .

En efecto. Si α(t) interseca a S, por la Afirmación 1, Y está
contenido en α(t). Esto implicaría que α(t) interseca a F , lo
cual es una contradicción.

Por las Afirmaciones 1 y 2, y la compacidad de C(Y )
(Teorema 1.23), α(1) = X \ F está contenido en Y . Esto
es una contradicción pues X \ F es un conjunto abierto que
interseca a S. Esto prueba que no existe un arco ordenado
α : [0, 1] → C(X) de {x} a X \ F tal que, para cada t en



3.2. COMPACIDAD 55

[0, 1), α(t) no interseca a F . Por los incisos (1) y (2) de la
Proposición 2.5, se concluye la demostración.

Lema. 3.29. Si X = Y ∪S es una compactación del rayo con
residuo Y , entonces para cada F en 2Y ∪ 2Y (p, X) distinto de
X, se tiene que F no bloquea a algún punto de X.

Demostración. Sea F un elemento de 2Y ∪ 2Y (p, X) distinto
de X.

Caso 1. F está en 2Y . El conjunto S está contenido en X \ F .
Como S es arco-conexo y S = X \ F , por los incisos (1)
y (4) de la Proposición 2.5, F no bloquea a x para cada x en S.

Caso 2. F está en 2Y (p, X). Existe un elemento q de S tal que
F = (F ∩ Y ) ∪ qp, donde qp denota el arco de q a p en S.
Como S \ qp es arco-conexo y S \ qp = X\, por los incisos (1)
y (4) de la Proposición 2.5, F no bloquea a x para cada x en
S \ qp.

Lema. 3.30. Si X = Y ∪ S es una compactación del rayo
con residuo Y , entonces para cada F en C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪
C2(p, Y, X) distinto de X, se tiene que F no bloquea a los
unipuntuales de X.

Demostración. Sea F un elemento de C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪
C2(p, Y, X) distinto de X.

Caso 1. F está en C(Y, X). Existe un elemento q de S tal que
X \ F = qp \ {q}, donde qp es el arco de q a p en S. Como
qp \ {q} es arco-conexo, por el inciso (2) de la Proposición
2.6, F no bloquea a los unipuntuales de X.

Caso 2. F está en C(p, X). Existe un elemento q de S tal que
F = qp, donde qp es el arco de q a p en S. Como X \ qp es
conexo por continuos, por el inciso (2) de la Proposición 2.6,
F no bloquea a los unipuntuales de X.
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Caso 3. F está en C2(p, Y, X). Existen dos puntos distintos q
y r de S tales que X \ F = qr \ {q, r}, donde qr es el arco
de q a r en S. Como qr \ {q, r} es arco-conexo, por el inciso
(2) de la Proposición 2.6, F no bloquea a los unipuntuales de
X.

Lema. 3.31. Si X = Y ∪ S es una compactación del rayo
con residuo Y , entonces para cada F en C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪
C2(p, Y, X), se tiene que X es aposindético con respecto a F .

Demostración. Sea F un elemento de C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪
C2(p, Y, X) distinto de X.

Caso 1. F está en C(Y, X). Existe un elemento q de S tal
que X \ F = qp \ {q}, donde qp es el arco de q a p en S.
Como qp \ {q} es localmente conexo, X es aposindético con
respecto a F .

Caso 2. F está en C(p, X). Existe un elemento q de S tal que
F = qp, donde qp es el arco de q a p en S. Dado que para
punto x en X \ qp existe un elemento z de X \ qp tal que x
no pertenece a zq, donde zq es el arco de z a q en S, x es un
elemento del interior de la cerradura de la componente que
contiene a Y en X \ {z}. Esto prueba que X es aposindético
con respecto a F .

Caso 3. F está en C2(p, Y, X). Existen dos puntos distintos q
y r de S tales que X \ F = qr \ {q, r}, donde qr es el arco
de q a r en S. Como qr \ {q, r} es localmente conexo, X es
aposindético con respecto a F .

El siguiente lema se sigue de los lemas 3.27, 3.30 y 3.28.

Lema. 3.32. Si X = Y ∪ S es una compactación del rayo
con residuo Y , entonces NB(F1(X)) coincide con C(Y, X) ∪
C(p, X) ∪ C2(p, Y, X).

Demostración. Por los Lemas 3.27 y 3.28, NB(F1(X)) está
contenido en C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ C2(p, Y, X). Por el Lema
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3.30, C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ C2(p, Y, X) está contenido en
NB(F1(X)). Por lo tanto, NB(F1(X)) coincide con C(Y, X)∪
C(p, X) ∪ C2(p, Y, X).

De la aplicación conjunta de los Lemas 3.32, 3.31 y 2.19
se obtiene el siguiente resultado.

Lema. 3.33. Si X = Y ∪ S es una compactación del rayo
con residuo Y , entonces CLC(X) coincide con C(Y, X) ∪
C(p, X) ∪ C2(p, Y, X).

Demostración. Por el Lema 3.32, NB(F1(X)) coincide con
C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ C2(p, Y, X). Del Lema 3.31, concluimos
que X es aposindético con respecto a cada elemento de
NB(F1(X)). Por el Lema 2.19, CLC(X) coincide con
NB(F1(X)). Por lo tanto, CLC(X) coincide con C(Y, X) ∪
C(p, X) ∪ C2(p, Y, X).

De los Lemas 3.27,3.32 y 3.29 se sigue el siguiente
resultado.

Lema. 3.34. Si X = Y ∪S es una compactación del rayo con
residuo Y , entonces NB∗(F1(X)) coincide con 2Y ∪C(Y, X)∪
C(p, X) ∪ 2Y (p, X) ∪ C2(p, Y, X).

Demostración. Por el Lema 3.27, NB∗(F1(X)) está contenido
en 2Y ∪ C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ 2Y (p, X) ∪ C2(p, Y, X). Por los
Lemas 3.32 y 3.29, 2Y ∪ C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ 2Y (p, X) ∪
C2(p, Y, X) está contenido en NB∗(F1(X)). Por lo tanto
NB∗(F1(X)) coincide con 2Y ∪C(Y, X)∪C(p, X)∪2Y (p, X)∪
C2(p, Y, X).

Finalmente, enunciamos las proposiciones que establecen
que los hiperespacios de conjuntos que no desconectan
para una compactación del rayo son continuos arco-conexos.
Estos resultados son consecuencia directa de los resultados
expuestos en esta sección.
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Proposición. 3.35. Si X = Y ∪ S es una compactación
del rayo con residuo Y y H(X) es un elemento de
{CLC(X), NWC(X), NB(F1(X))} entonces H(X) coincide
con C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ C2(p, Y, X) y es un continuo
arco-conexo.

Demostración. Por los Lemas 3.32 y 3.33, CLC(X) y
NB(F1(X)) coinciden con C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ C2(p, Y, X).
Por el Teorema 2.7, NWC(X) coincide con C(Y, X) ∪
C(p, X) ∪ C2(p, Y, X). Del Lema 3.17, se sigue que C(Y, X) ∪
C(p, X) ∪ C2(p, Y, X) es arco-conexo.

Proposición. 3.36. Si X = Y ∪ S es una compactación
del rayo con residuo Y y H(X) es un elemento de
{NB∗(F1(X)), S(X), NC(X)} entonces H(X) coincide con
2Y ∪C(Y, X)∪C(p, X)∪2Y (p, X)∪C2(p, Y, X) y es un continuo
arco-conexo.

Demostración. Por los Lemas 3.27 y 3.34, NB∗(F1(X)) y
NC(X) coinciden con 2Y ∪ C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ 2Y (p, X) ∪
C2(p, Y, X). Del Teorema 2.7, se sigue que S(X) coincide con
2Y ∪ C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ 2Y (p, X) ∪ C2(p, Y, X). Por el Lema
3.25, 2Y ∪ C(Y, X) ∪ C(p, X) ∪ 2Y (p, X) ∪ C2(p, Y, X) es un
continuo arco-conexo.

3.3. Caracterizaciones del arco y de
la curva cerrada simple

En esta sección, presentamos caracterizaciones del arco
y de la curva cerrada simple. El resultado más destacado
establece que si para algún continuo, alguno de sus
hiperespacios de conjuntos que no desconectan coincide con
su hiperespacio de subcontinuos, entonces dicho continuo es
necesariamente una curva cerrada simple.
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Caracterizaciones del arco
Aquí, presentamos una serie de caracterizaciones del arco

utilizando los hiperespacios de conjuntos que no desconectan.
Estas caracterizaciones nos permiten comprender mejor la
relación entre la topología del arco y la estructura de sus
hiperespacios.

Corolario. 3.37. Si X es un continuo no localmente conexo,
entonces NC(X) ∩ F1(X) es no numerable.

Demostración. Como X no es localmente conexo, por el Lema
1.13 y el Teorema 1.15, se tiene que existe un continuo de
convergencia C de X. Del Lema 1.20, se tiene que {x ∈ C : X\
{x} es conexo} es no numerable. Por lo tanto, NC(X)∩F1(X)
es no numerable.

Teorema. 3.38. Sea X un continuo, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) Existen puntos distintos p y q de X tales y que NC(X)
coincide con C(p, X) ∪ C(q, X) ∪ C2(p, q, X).

(2) X es un arco.

Demostración. (1) ⇒ (2) Observemos que X solo tiene dos
puntos de no corte, los puntos p y q. Por el Lema 3.37, X
es localmente conexo. De la Proposición 3.17, se tiene que
NC(X) es compacto. Por el Teorema 3.12, X es un arco
o una curva cerrada simple. Como X \ {p, q} es conexo, se
sigue que X no es una curva cerrada simple. Por lo tanto, X
es un arco.

(2) ⇒ (1) Sea X un arco con puntos extremos p y q. Del Lema
3.18, se tiene que NC(X) = C(p, X) ∪ C(q, X) ∪ C(p, q, X).

Teorema. 3.39. Sean X un continuo localmente conexo y
H(X) un hiperespacio de conjuntos que no desconectan a X,
las siguientes condiciones son equivalentes:
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(1) Existen puntos distintos p y q de X tales y que H(X)
coincide con C(p, X) ∪ C(q, X) ∪ C({p, q}, X).

(2) X es un arco.

Demostración. (1) ⇒ (2) Por el Teorema 3.2, NC(X)
coincide con H(X). Del Teorema 3.38, se tiene que X es un
arco.

(2) ⇒ (1) Sea X un arco con puntos extremos p y q. Por la
Proposición 3.18, NC(X) = C(p, X)∪C(q, X)∪C({p, q}, X).
Del Teorema 3.2, se tiene que H(X) = NC(X).

Observación. 3.40. El siguiente ejemplo muestra que la
condición de conexidad local pedida en el Teorema 3.39 es
necesaria.

En el plano cartesiano consideramos los conjuntos W1 =
{(x, sen( 1

x
)) : 0 < x ≤ 1} y W2 = {(−x, sen( 1

x
)) : 0 < x ≤ 1}.

Tomamos X = W1 ∪ W2, p = (−1, sen(1)) y q = (1, sen(1)).
Se ilustra en la Figura 3.3. Observamos que X es un continuo
no localmente conexo para el cual los hiperespacios CLC(X),
NWC(X), NB(F1(X)), NB∗(F1(X)) y S(X) coinciden con
C(p, X) ∪ C(q, X) ∪ C({p, q}, X).

••
p q

Figura 3.3

Caracterizaciones de la curva cerrada simple
Nuestro objetivo ahora es dar caracterizaciones de la

curva cerrada simple. Comenzamos enunciando resultados
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preliminares que son útiles para nuestro análisis. Para cada
uno de ellos, se proporciona la referencia correspondiente.

Proposición. 3.41. [2, Teorema 11] Un continuo no
degenerado X es una curva cerrada simple si para todo
conjunto cerrado F de exactamente un elemento, se tiene que
F no corta débilmente y para cada conjunto cerrado G de
exactamente dos elementos, se tiene que G corta débilmente.

Con las ideas expuestas en la demostración del Teorema
5.12 en [18, 10, p. 76], se puede probar el siguiente resultado.

Teorema. 3.42. Sea X un continuo que no es conexo en
pequeño en un punto p. Para toda vecindad U de p, existe un
subcontinuo de convergencia K de X que contiene a p, está
contenido en el interior de U y X no es conexo en pequeño
en cada punto de K.

Demostración. Como X no es conexo en pequeño en p, existe
una vecindad cerrada V de p tal que p no está en el interior
de la componente que lo contiene en V . Sea W una vecindad
cerrada de p contenida en int(V ∩ U) y C la componente que
contiene a p en W . Observemos que p no está en el interior
de C. Por lo tanto p es un elemento de W \ C. Existe una
sucesión {pi}∞

i=1 tal que

(1) p = ĺım pi,

(2) para cada entero positivo i, pi es un elemento de W \ C .

Para cada entero positivo i, sea Ci la componente que contiene
a pi en W . Si C interseca a Ci para algún entero positivo i,
entonces C ∪ Ci está contenido en C, esto implica que pi es
un elemento de C, lo cual contradice (2). Por lo tanto:

(3) Para cada entero positivo i, C no interseca a Ci.

Sea W ′ una vecindad cerrada de p tal que

(4) W ′ está contenida en el interior de W .
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Por (1), sin pérdida de generalidad podemos suponer que,
para cada entero positivo i, pi es un elemento de W ′. Para
cada entero positivo i, sea Ki la componente que contiene a
pi en W ′. Como W ′ está contenido en W ,

(5) para cada entero positivo i, Ki está contenido en Ci.

Por compacidad de C(X) (Teorema 1.23), sin pérdida de
generalidad podemos suponer que

(6) ĺım Ki = K para algún subcontinuo K de X.

Como, para cada entero positivo i, pi es un elemento de Ki,
se tiene que

(7) p es un elemento de K.

Dado que para cada entero positivo i, Ki está contenido en
W ′ y W ′ es conjunto cerrado en X, se tiene que

(8) K está contenido en W ′.

Por (8) y (4), K está contenido en W . Como C es la
componente que contiene a p en W , se sigue de (6) y (7)
que

(9) K está contenido en C.

Por (9), (5) y (3),

(10) para cada entero positivo i, K no interseca a Ki.

Por el Teorema 1.22, para cada entero posito i, Ki interseca
a fr(W ′). De (6) se sigue que K interseca a fr(W ′). Por (7)
y como p está en el interior de W ′, K es no degenerado. Por
(6), (8) y (10), K es un continuo de convergencia contenido
en U . Mostraremos que X no es conexo en pequeño en cada
punto de K. Supongamos que existe un elemento x en K tal
que X es conexo en pequeño en x. Como x está en K, por (8)
y (4), se tiene que
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(11) x está en el interior de W .

Por (9), se tiene que

(12) C es la componente de W que contiene a x en W .

Como X es conexo en pequeño en x, por (11), existe una
vecindad conexa G de x tal que G está contenida en W . Por
(12),

(13) G está contenida en C.

Como x está en K, por (6) y (5), G interseca a Ct para algún
número positivo t. Por (13), C interseca a Ct. Esto contradice
(3). Por lo tanto, X no es conexo en pequeño en cada punto
de K.

Observación. 3.43. Si C es un continuo de convergencia de X,
entonces int(C) = ∅, lo que implica X = X − C.

A continuación, y con los resultados anteriores en mente,
comenzamos nuestro estudio detallado, que nos llevará a
demostrar una serie de resultados y culminar en un teorema
que caracteriza a la curva cerrada simple.

Lema. 3.44. Un continuo no degenerado X es una curva
cerrada simple si y solo si NC(X) está contenido en C(X).

Demostración. Necesidad: Por el Lema 3.20, se tiene que
NC(X) coincide con C(X).
Suficiencia: Se sigue de la Proposición 1.7.

A partir de la Proposición 3.20 y el Lema 3.44, se obtiene
el siguiente resultado

Proposición. 3.45. Un continuo no degenerado X es una
curva cerrada simple si y solo si NC(X) coincide con C(X).

Proposición. 3.46. Un continuo no degenerado X es una
curva cerrada simple si y solo si CLC(X) coincide con C(X).
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Demostración. Sea X una curva cerrada simple. Por la
Proposición 3.20, NC(X) coincide con C(X). Del Teorema
3.2, se tiene que CLC(X) coincide con NC(X).
Supongamos ahora que CLC(X) coincide con C(X). Primero
mostraremos que X es localmente conexo. Sean U un
subconjunto abierto de X, K una componente de U y x un
elemento de K. Dado que {x} pertenece a CLC(X), existe un
conjunto abierto V de X que contiene a x, está contenido en U
y X \ V es conexo. Como X \ V es un elemento de CLC(X),
por el Teorema 2.17, X es aposindético con respecto a X \ V .
Por lo tanto, existe un subcontinuo C de X tal que x está en
el interior de C y C está contenido en V . Dado que C está
contenido en K, K es un conjunto abierto. Por el Teorema
1.11, X es localmente conexo. Ahora, por el Teorema 3.2,
NC(X) coincide con C(X). Del Lema 3.45 se sigue que X es
una curva cerrada simple.

Proposición. 3.47. Un continuo no degenerado X es una
curva cerrada simple si y solo si NWC(X) y C(X) coinciden.

Demostración. Sea X una curva cerrada simple. Por la
Proposición 3.20, NC(X) coincide con C(X). Del Teorema
3.2, se tiene que NWC(X) coincide con NC(X).
Supongamos ahora que NWC(X) coincide con C(X). Por la
Proposición 3.41, X es una curva cerrada simple.

Proposición. 3.48. Si X es un continuo tal que NB∗(F1(X))
coincide con C(X), entonces NWC(X) coincide con C(X).

Demostración. Por el Teorema 2.7, es suficiente probar que
C(X) está contenido en NWC(X). Sean C un subcontinuo
de X y x, y dos puntos distintos de X \ C. Existe un punto z
en X \ C tal que C no bloquea a z en X. Por el inciso (2) de
la Proposición 2.5, existe un arco ordenado α : [0, 1] → C(X)
tal que α(0) = {z}, α(1) = X \ C y, para cada t menor que
1, α(t) no interseca a C . Hay dos casos a considerar.
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Caso 1: Supongamos que z coincide con x, como C ∪ {y} no
pertenece a NB∗(F1(X)), existe s < 1 tal que y está en α(s).
Esto implica que α(s) es un subcontinuo de X que contiene
a las puntos x y y, y está contenido en X \ C.

Caso 2: Supongamos ahora que los puntos x, z y y son
distintos entre sí. Como C ∪ {x} y C ∪ {y} no pertenecen
a NB∗(F1(X)), existen sx < 1 y sy < 1 tales que x está
α(sx) y y está α(sy). Esto implica que α(sx) ∪ α(sy) es un
subcontinuo de X que contiene a los puntos x y y, y está
contenido en X \ C.
Esto prueba que C es un elemento de NWC(X).
Proposición. 3.49. Un continuo no degenerado X es una
curva cerrada simple si y solo si NB∗(F1(X)) coincide con
C(X).
Demostración. Supongamos que X es una curva cerrada
simple. Por la Proposición 3.47, NWC(X) coincide con C(X).
Del Teorema 3.2, se sigue que NB∗(F1(X)) coincide con
C(X).
Supongamos ahora que NB∗(F1(X)) coincide con C(X).
Por la Proposición 3.48, NWC(X) coincide con C(X). De
la Proposición 3.47, se sigue que X es una curva cerrada
simple.
Proposición. 3.50. Si X es un continuo tal que S(X)
coincide con C(X), entonces NWC(X) coincide con C(X).
Demostración. Por el Teorema 2.7, es suficiente probar que
C(X) está contenido en NWC(X). Sean C un subcontinuo de
X y x, y dos puntos distintos de X\C. Como C∪{x} y C∪{y}
no pertenecen a S(X), existe ε > 0 tal que, para cualquier
subcontinuo K de X con H(K, X \ C) < ε, se cumple que
K interseca tanto a C ∪ {x} como a C ∪ {y}. Por hipótesis,
existe un subcontinuo K de X tal que H(K, X − C) < ε y K
no interseca a C. Se sigue que K es un subcontinuo de X que
contiene a los puntos x y y, y está contenido en X \ C. Esto
prueba que C ∈ NWC(X).
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Proposición. 3.51. Un continuo no degenerado X es una
curva cerrada simple si y solo si S(X) coincide con C(X).

Demostración. Supongamos que X es una curva cerrada
simple. Por la Proposición 3.47, NWC(X) coincide con C(X).
Del Teorema 3.2, se sigue que S(X) coincide con C(X).
Supongamos ahora que S(X) coincide con C(X). Por la
Proposición 3.50, NWC(X) coincide con C(X). De la
Proposición 3.47, se sigue que X es una curva cerrada
simple.

Proposición. 3.52. Sea X un continuo tal que NB(F1(X))
coincide con C(X). Si C es un subcontinuo propio de X con
interior distinto del vacío, entonces para cada punto z en
int(C) se tiene que X es conexo en pequeño en z.

Demostración. Supongamos que X no es conexo en
pequeño en z. Como z está en int(C), por el Teorema
3.42 existe un continuo de convergencia A que contiene
al punto z y está contenido en int(C). Sean p y q puntos
distintos de A. Mostraremos que {p, q} es un elemento de
NB(F1(X)) = C(X).

Primero se probara que {p, q} no bloquea a los puntos de
X \ A. Como A no bloquea a los unipuntuales de X, por el
inciso (2) de la Proposición 2.5, para cada x en X \ A, existe
un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) tal que α(0) = {x},
α(1) = X \ A y, para cada t en [0, 1), α(t) no interseca a A.
Como {p, q} está contenido en A se tiene que, para cada t en
[0, 1), α(t) no interseca a {p, q}. Note que X \ {p, q} y X \ A
coinciden con X. Se sigue que α(0) = {x}, α(1) = X y, para
cada t en [0, 1), α(t) no interseca a {p, q}. Por la Proposición
2.5, se tiene que, para cada x X \ A, {p, q} no bloquea a x.

Ahora mostraremos que {p, q} no bloquea a los puntos de
A \ {p, q}. Sea x en A \ {p, q}. Como C es distinto de X, se
tiene que X \ C es no vacío. Notemos que X \ C coincide con
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int(X − C). Dado que C está en NB(F1(X)), se tiene X\C es
conexo. Por lo tanto, X \ C es un subcontinuo de X. Como A
está contenido en int(C) y x está en A, se sigue que X \ C está
contenido en X \{x}. Por el Teorema 2.27, se obtiene que {x}
es un conjunto de no corte débil. Esto implica la existencia
de un subcontinuo K de X que contiene a los puntos p y q
y está contenido en X \ {x}. Sea U una vecindad abierta de
x contenida en int(C) que no interseca a K. Observamos que
U \ A es un subconjunto abierto de X que interseca a int(C)
y está contenido en X \ K. Como K está en NB(F1(X)) y x
no está en K, por el inciso (3) de la Proposición 2.5, existe
un subcontinuo, Kx, de X que contiene a x, está contenido en
X \ K e interseca a (X \ A) ∩ int(C). Sea β1 : [0, 1

2 ] → C(X)
un arco ordenado de {x} a Kx en C(X). Observamos que,
para cada t en [0, 1

2 ], β1(t) no interseca a K. Sea y un punto
en Kx ∩ (U \ A) ∩ int(C). Dado que y no está en A y A es un
elemento de NB(F1(X)), por el inciso 2 de la proposición 2.5,
existe un arco ordenado β2 : [1

2 , 1] → C(X) de {y} a X − A
en C(X) tal que, para cada t en [1

2 , 1), β2(t) no interseca a A.
Se define la función β : [0, 1] → C(X) como

β(t) =


β1(t) si t ∈ [0, 1

2 ]

Kx ∪ β2(t) si t ∈ [1
2 , 1]

La función β : [0, 1] → C(X) es continua y satisface
β(0) = {x}, β(1) = X \ {p, q}, (pues X \ {p, q} y X − A
coinciden con X), y, para cada t en [0, 1), β(t) no interseca a
{p, q}. Así, para cada x en A \ {p, q}, {p, q} no bloquea a x.

Por lo tanto, {p, q} es un elemento de NB(F1(X)), resultando
en una contradicción. Lo que implica que X es conexo en
pequeño en z.

Proposición. 3.53. Si X es un continuo para el cual
NB(F1(X)) coincide con C(X), entonces cada punto de X
está contenido en el interior de un subcontinuo propio de X.
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Demostración. Dado un punto x en X, denotamos por k(x) al
conjunto {y ∈ X : existe C ∈ C(X) \ {X} tal que x, y ∈ C}.

Primero, mostraremos que X es descomponible: Supongamos
que X es indescomponible. Sean p y q puntos en X tales
que k(p) no interseca a k(q). Sea x en X \ {p, q}. Si x no
está en k(p) ∪ k(q), entonces k(x) es denso en X. Como
X \ {p, q} coincide con X, por la Proposición 2.5, se tiene
que {p, q} no bloquea a x. Supongamos que x está k(p)∪k(q),
sin pérdida de generalidad podemos suponer que x es un
elemento de k(p). Dado que {p} pertenece a NB(F1(X)), por
la Proposición 2.5, existe un arco ordenado α : [0, 1] → C(X)
de {x} a X \ {p} = X tal que, para cada t en [0, 1), p no está
en α(t). Note que, para cada t en [0, 1), α(t) está contenido
en k(p), se sigue que, para cada t en [0, 1), α(t) no interseca
a {p, q}. Así, {p, q} no bloquea a x. Se tiene que {p, q} es un
elemento de NB(F1(X)), lo cual es una contradicción. Por lo
tanto, X es descomponible.

Procederemos a demostrar el enunciado. Dado que X es
descomponible, existen subcontinuos propios, L y M , de X
tales que X = L ∪ M . Por la Proposición 3.52, para cada x
en int(L) se tiene que X es conexo en pequeño en x. Sea p en
int(L), existe un subcontinuo C que contiene a p en su interior
y está contenido en int(L). Como C está en NB(F1(X)) se
tiene que X \C es abierto y conexo, lo que implica que X \ C
es un subcontinuo propio de X. Note que X = (X\C)∪int(L),
esto prueba el enunciado.

Aplicando las Proposiciones 3.53 y 3.52, y el Lema 1.13,
se obtiene el siguiente resultado.

Teorema. 3.54. Si X es un continuo tal que NB(F1(X))
coincide con C(X), entonces X es localmente conexo.

Demostración. Sea x un elemento de X. Por la Proposición
3.53, existe un subcontinuo propio de X que contiene a x en su
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interior. De la Proposición 3.52, se sigue que X es conexo en
pequeño en x. Por el Lema 1.13, X es localmente conexo.

Como consecuencia de los Teoremas 3.2 y 3.54, y la
Proposición 3.47, se tiene el resultado siguiente.

Proposición. 3.55. Un continuo no degenerado X es una
cueva cerrada simple si y sólo si NB(F1(X)) coincide con
C(X).

Demostración. Supongamos que X es una curva cerrada
simple. Por la Proposición 3.47, NWC(X) coincide con C(X).
Del Teorema 3.2, se sigue que NB(F1(X)) coincide con C(X).
Supongamos ahora que NB(F1(X)) coincide con C(X). Por
la Proposición 3.54, X es localmente conexo. Del Teorema 3.2,
se sigue que NWC(X) coincide con C(X). Por la Proposición
3.47, X es una curva cerrada simple.

Finalmente, las proposiciones 3.45, 3.47, 3.49, 3.51, y 3.55,
nos permiten enunciar el siguiente teorema, que caracteriza a
la curva cerrada simple.

Teorema. 3.56. Para un continuo X, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) El continuo X es una curva cerrada simple.

(2) Los hiperespacios CLC(X) y C(X) coinciden.

(3) Los hiperespacios NWC(X) y C(X) coinciden.

(4) Los hiperespacios NB(F1(X)) y C(X) coinciden.

(5) Los hiperespacios NB∗(F1(X)) y C(X) coinciden.

(6) Los hiperespacios S(X) y C(X) coinciden.

(7) Los hiperespacios NC(X) y C(X) coinciden.
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Demostración. (1) ⇒ (2) Se sigue de la Proposición 3.46.

(2) ⇒ (3) Por la Proposición 3.46, X es una curva cerrada
simple. De la Proposición 3.47, se sigue que NWC(X) y
C(X) coinciden.

(3) ⇒ (4) Por la Proposición 3.47, X es una curva cerrada
simple. De la Proposición 3.55, se sigue que NB(F1(X)) y
C(X) coinciden.

(4) ⇒ (5) Por la Proposición 3.55, X es una curva cerrada
simple. De la Proposición 3.49, se sigue que NB∗(F1(X)) y
C(X) coinciden.

(5) ⇒ (6) De la Proposición 3.49, X es una curva cerrada
simple. De la Proposición 3.51, se sigue que S(F1(X)) y
C(X) coinciden.

(6) ⇒ (7) Por la Proposición 3.51, X es una curva cerrada
simple. De la Proposición 3.45, se sigue que NC(X)) y C(X)
coinciden.

(7) ⇒ (1) Se sigue de la Proposición 3.45.



Capítulo 4

Gráficas finitas

Este capítulo se centra en el estudio del hiperespacio
de conjuntos de no corte en gráficas finitas, abordando tres
aspectos: su representación como unión de conjuntos similares
a celdas, la determinación de su dimensión y el recuento de
las componentes del hiperespacio de conjuntos de no corte en
árboles.

4.1. Herramientas básicas
Antes de iniciar el estudio del hiperespacio de conjuntos de

no corte en gráficas finitas, se presentan a continuación una
definición y algunos resultados técnicos útiles para nuestro
análisis.

Definición. 4.1. La 2-celda agujerada es el cuadrado formado
por los vértices (0, 0), (0, 1), (1, 1) y (1, 0) menos el interior
del triángulo formado por los vértices (1

4 , 1
2), (1

2 , 1) y (3
4 , 1

2).

71
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Durante todo este capítulo, Q siempre denotara la 2-celda
agujerada, Q1 el contorno del triángulo con vértices (1

4 , 1
2),

(1
2 , 1) y (3

4 , 1
2), y Q0 el conjunto Q \ Q1. Estos conjuntos se

ilustran en la siguiente figura.

Q Q1

◦

Q0

Lema. 4.2. Existe un homeomorfismo, h, de C([0, 1]) en
[0, 1]2 tal que h([0, 1]) = (0, 1) y h(C(0, [0, 1]) ∪ C(1, [0, 1])) =
({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1] × {1}).

Demostración. Cada subcontinuo, C, del intervalo [0, 1]
está determinado por su elemento mínimo, mc, y su
elemento máximo, Mc. La función f(C) = (mc, Mc) es un
homeomorfismo de C([0, 1]) en el triángulo, T , de vértices
(0, 0), (0, 1) y (1, 1), [12, Ejemplo 3.1, pp. 29-31]. El triángulo
T puede ser deformado de manera continua mediante la
función g, representada en la siguiente figura, en una 2-celda.

•b

•
a

•c

•d
g

b

•
a

•c

•d

•

Denotamos por h a la función g ◦ f . La función h es un
homeomorfismo de C([0, 1]) en [0, 1]2. Podemos observar que
los subcontinuos que contiene al punto 0 quedan representados
en el arco {0} × [0, 1], en la figura de arriba corresponde al
segmento de recta que une al punto a con el punto b en la
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2-celda, y los subcontinuos que contiene al punto 1 quedan
representados en el arco [0, 1] × {1}, en la figura de arriba
corresponde al segmento de recta que une al punto b con el
punto c en la 2-celda.

Lema. 4.3. Existe un homeomorfismo, h, de C(S1) en [0, 1]2
tal que h(F1(S1)) = ({0, 1} × [0, 1]) ∪ ([0, 1] × {0, 1}).

Demostración. Cada subcontinuo propio, C, de S1 está
determinado por su punto medio, mC , y su longitud, lC . La
función definida por f(C) = (1 − lC

2π
)mC , para cuando C

es un subcontinuo propio de S1, y f(S1) = (0, 0), es un
homeomorfismo de C(S1) en el disco unitario, D, [12, Ejemplo
3.2, pp. 31-35]. Observe que cada punto en el contorno de
D representa un conjunto unipuntual. El disco D puede
ser deformado de manera continua mediante la función g,
representada en la siguiente figura, en una 2-celda.

g

•

••

• c

da

b
b

•
a

•c

•d

•

Denotamos por h a la función g ◦ f . La función h es un
homeomorfismo de C(S1) en [0, 1]2. Podemos observar que
cada punto en el contorno de la 2-celda representa un conjunto
unipuntual.

Lema. 4.4. Sean X una curva cerrada simple y p un punto
en X. Se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) Existe un homeomorfismo, h, de C(p, S1) en [0, 1]2 tal que
h(S1) = (0, 1), h({p}) = (1, 0) y h(fr(C(S1)\C(p, S1))) =
({0, 1} × [0, 1]) ∪ ([0, 1] × {0, 1}).
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(2) Existe un homeomorfismo, h, de {C ∈ C(S1) : p /∈ C}
en Q, tal que h(S1) = (1

2 , 1
2), h({p}) = (1

2 , 1),
h(frC(S1)({C ∈ C(S1) : p /∈ C})) = Q1 y h(F1(S1)) =
({0, 1} × [0, 1]) ∪ ([0, 1] × {0, 1}).

Demostración. Sean p un punto en S1 y f : C(S1) → D la
función definida en la demostración del Lema 4.3.
(1) La función f restringida a C(p, S1) es un homeomorfismo
de C(p, S1) en el continuo Y , representado en la siguiente
figura, [12, Ejemplo 3.2, pp. 31-35].

• •(0, 0) p

En el continuo Y el origen representa a S1 y el resto de
puntos en el contorno de Y representa a un subcontinuo de
S1 que contiene al punto p en su frontera. El continuo Y
puede ser deformado de manera continua mediante la función
g, representada en la siguiente figura, en una 2-celda.

• •

•

•

b d

a

c
g

b

•
a

•c

•d

•

Denotamos por h a la función g ◦ f . La función h es un
homeomorfismo de C(p, S1) en [0, 1]2. Podemos observar que
S1 queda representado por el punto (0, 1) en la 2-celda y
cualquier otro punto en el contorno de la 2-celda representa
a un subcontinuo de S1 que contiene al punto p en su frontera.
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(2) La función f restringida a {C ∈ C(S1) : p /∈ C} es
un homeomorfismo de {C ∈ C(S1) : p /∈ C} en el continuo
Y , representado en la siguiente figura, [12, Ejemplo 3.2, pp.
31-35].

• •(0, 0) p

En el continuo Y el origen representa a S1, los puntos en
el contorno exterior de Y , los que están en la circunferencia
unitaria, representan los conjuntos unipuntuales de S1 y los
puntos en el contorno interior, los que están en el corazón,
distintos del origen, representan a un subcontinuo de S1 que
contiene al punto p en su frontera. El continuo Y puede
ser deformado de manera continua mediante la función g,
representada en la siguiente figura, en una 2-celda agujerada.

•

•

k

j •

••

• b

cd

a
g

• •e i

b

•
a

•c

•d

• •

•• •

i

j ke

Denotamos por h a la función g ◦ f . La función h es
un homeomorfismo de {C ∈ C(S1) : p /∈ C} en la 2-celda
agujerada. Podemos observar que S1 queda representado por
el punto (1

2 , 1
2) en la 2-celda agujerada. Un punto en el

conjunto Q1 representa un subcontinuo de la circunferencia
que contiene al punto p en su frontera. Un punto en el contorno
del cuadrado con vértices (0, 0), (0, 1), (1, 1) y (1, 0) representa
un conjunto unipuntual de S1
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4.2. Un modelo general
Esta sección, se centra en la representación del

hiperespacio de conjuntos de no corte como unión de
conjuntos similares a celdas. Comenzamos estableciendo la
notación y terminología empleada en este capítulo.

Definición. 4.5. Una gráfica finita es un continuo que puede
escribirse como la unión de una cantidad finita de arcos, tales
que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se intersecan
solo en uno o en sus dos puntos extremos. Un árbol es una
gráfica finita sin curvas cerradas simples. Dado un entero
positivo n, un n-odo simple es una gráfica finita, que se puede
escribir como la unión de n arcos que tienen un punto de
origen común, v, y no se intersecan en ningún otro punto. El
punto v es llamado vértice del n-odo simple.

Dados una gráfica finita X y un punto p en X, decimos
que p es de orden n en X, denotado por ord(p, X) = n, si p
tiene una vecindad cerrada que es homeomorfa a un n-odo
simple y tiene al punto p como vértice. Si ord(p, X) = 1
el punto p es llamado punto extremo de X. El conjunto de
todos los puntos extremos de X es denotado por E(X). Si
ord(p, X) = 2 el punto p es llamado punto ordinario de X.
El conjunto de todos los puntos ordinarios de X es denotado
por O(X). El punto p es llamado punto de ramificación
de X si ord(p, X) ≥ 3. El conjunto de todos los puntos de
ramificación de X es denotado por R(X). El punto p es
un vértice de X si p es un punto extremo o es un punto
de ramificación. El conjunto de todos los vértices de X es
denotado por V (X).

Una arista de X es un arco que tiene como puntos
extremos dos elementos de V (X) y no contiene más de dos
vértices de X o una curva cerrada simple que contiene a lo
más un punto de ramificación de X. El conjunto de aristas
de X, se denota por edge(X). Decimos que una arista de X
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es un lazo si es una curva cerrada simple que contiene un
único punto de ramificación de X. Dada una arista e de X
denotamos al conjunto e − V (X) por ⟨e⟩.

Una subgráfica de aristas de X es un subcontinuo propio
de X que puede escribirse como la unión de elementos de
edge(X) o un conjunto unipuntual formado por un elemento
de V (X). Dada una subgráfica de aristas G de X, decimos
que una arista e de X es una arista adjunta de G si G
interseca a e y e no está contenida en G. El conjunto de todas
las aristas adjuntas de G es denotado por adj(G), es decir,
adj(G) = {a ∈ edge(X) : a ∩ G ̸= ∅ y a ⊈ G}. Una arista
adjunta, e, de G es llamada arista simple de G si el conjunto
e ∩ V (X) no está contenido en G. Una arista adjunta, e, de
G es llamada arista múltiple de G si el conjunto e ∩ V (X)
está contenido en G. Una arista múltiple de G es llamada
arista doble de G si no es un lazo. Una arista múltiple de G
es llamada bucle de G si es un lazo.

A continuación, establecemos una proposición que es útil
para lo que sigue.

Proposición. 4.6. Si F es un conjunto de no corte de una
gráfica finita X y e es una arista de X tal que F interseca a
e, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Si e es un lazo, entonces F ∩ e es un subcontinuo de e.

(2) Si e es un arco, entonces F ∩ e tiene a lo más dos
componentes. Además, si tiene dos componentes, entonces
cada componente contiene un punto extremo de e.

Demostración. (1). Basta probar que F ∩ e es conexo.
Supongamos que existen puntos distintos p1 y p2 en F ∩ e.
Sean U1 y U2 las componentes de e \ {p1, p2}. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que U1 no contiene puntos
de ramificación de X. Observe que U1 es una componente
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de X \ {p1, p2}. Sea U la componente que contiene a U2
en X \ {p1, p2}. Se sigue que, U1 está contenido en F , o U
está contenido en F . Lo que implica que, p1 y p2 están en
la misma componente en F ∩e. Así, el conjunto F ∩e es conexo.

(2). Supongamos que existen puntos distintos p1, p2 y p3 en
F ∩ e. Existen componentes, U1 y U2, de e \ {p1, p2, p3} tales
que la clausura de cada una de ellas contiene exactamente
dos elementos de {p1, p2, p3} y {p1, p2, p3} está contenido en
U1 ∪ U2. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p1
y p2 son elementos de U1 y que p2 y p3 son elementos de U2.
Observe que U1 y U2 son componentes de X \ {p1, p2, p3}. Se
sigue que, U1 está contenido en F , o U2 está contenido en F .
Lo que implica que, p1 y p2 están en la misma componente en
F ∩ e o p2 y p3 están en la misma componente en F ∩ e. Esto
prueba que dados tres puntos en F ∩e, dos de ellos están en la
misma componente en F ∩e. Por lo tanto, F ∩e tiene a lo más
dos componentes. Supongamos que F ∩ e tiene exactamente
dos componentes. Sean p y q puntos en diferentes componentes
de F ∩ e. Existe una componente, U , de e \ {p, q} tal que p
y q son elementos de U y U no contiene puntos extremos de
e. Note que U es una componente de X \ {p, q}. Se sigue
que, X \ U está contenida en F . Así, e \ U está contenido
en F . Observe que e \ U tiene dos componentes y cada una
de ellas contiene un punto extremo de e. Por lo tanto, cada
componente de F ∩ e contiene un punto extremo de e.

Definimos ahora los conjuntos que constituyen la
descomposición del hiperespacio de conjuntos de no corte.

Definición. 4.7. Dada una arista, e, de X, denotamos por
σ(e) a la colección de conjuntos de no corte de X cuyo
complemento está contenido en ⟨e⟩, es decir, σ(e) = {F ∈
NC(X) : X \ F ⊂ ⟨e⟩}.

Observación. 4.8. Para cada arista, e, de una gráfica finita,
X, se cumple que X es un elemento de σ(e).
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Definición. 4.9. Dada una subgráfica de aristas, G, de X,
se definen: el conjunto T (G) = X \ (G ∪ ⋃{⟨e⟩ : e ∈ adj(G)})
y ∆(G) como la colección de conjuntos de no corte de X que
contienen a T (G), están contenidos en X \ G e intersecan a
cada arista adjunta de G, es decir, ∆(G) = {F ∈ NC(X) :
T (G) ⊂ F ⊂ X \ G y F ∩ e ̸= ∅ para cada e ∈ adj(G)}.

Por comodidad, denotamos ∆({v}) simplemente por ∆(v),
donde, v es un elemento de V (X).
Observación. 4.10. El conjunto T (G) puede ser vacío; en caso
contrario es un conjunto de no corte de X y está contenido
en X \ int(G).
Observación. 4.11. Para cada punto v en V (X) se tiene que
X es un elemento de ∆(v).
Observación. 4.12. Si X es un árbol, entonces la definición
de ∆(G) puede ser escrita simplemente como ∆(G) = {F ∈
NC(X) : T (G) ⊂ F ⊂ X \ G}.

A continuación, mostramos que cada elemento del
hiperespacio de conjuntos de no corte pertenece a alguno de
los conjuntos definidos anteriormente.

Proposición. 4.13. Para cada conjunto de no corte F de
una gráfica finita X, se cumple que existe una arista, e, de X
tal que F es un elemento de σ(e) o existe una subgráfica de
aristas, G, de X tal que F es un elemento de ∆(G).

Demostración. Supongamos que F no pertenece a σ(e) para
cada e en edge(X), es decir, para cada e en edge(X), X \ F
no está contenido en ⟨e⟩ . Sea A = {e ∈ edge(X) : e ∩ F ̸=
∅ y e ⊈ F}. Observe que, para cada e ∈ A, el conjunto (e \
F ) ∩ V (X) es distinto del vacío. De la Proposición 4.6, se
sigue que, para cada e ∈ A, F ∩ e es un subcontinuo de e.
Como X \ F es conexo, se tiene que el conjunto G = (X \
F ) \ ⋃{⟨e⟩ : e ∈ A} es una subgráfica de aristas de X. Por
construcción de G, se tiene que, F no interseca a G. Note que
los conjuntos adj(G) y A coinciden. Por lo tanto, F es un
elemento de ∆(G).
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Los siguientes seis lemas describen propiedades clave de
los conjuntos que hemos definido.

Lema. 4.14. Si e es una arista de una gráfica finita X,
entonces σ(e) es un subconjunto cerrado de X.

Demostración. Sea F un elemento de σ(e). Existe una
sucesión {Fi}∞

i=1 de puntos en σ(e), con límite F . Para cada
entero positivo i, se tiene que, X \ ⟨e⟩ está contenido en Fi.
Se sigue que, X \ ⟨e⟩ está contenido en F . En consecuencia,
X \ F está contenido en ⟨e⟩. Por lo tanto, F es un elemento
de σ(e).

Lema. 4.15. Sean X una gráfica finita y e una arista de X.
Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Si e es un arco con puntos extremos p y q, entonces cada
elemento en σ(e) puede escribirse como la unión de X\⟨e⟩
con un subcontinuo de e que contiene a p y un subcontinuo
de e que contiene a q, es decir, σ(e) = {(X \⟨e⟩)∪A∪B :
A ∈ C(p, e) y B ∈ C(q, e)}.

(2) Si e es una curva cerrada simple, se tienen dos casos:

2.1 La arista e no contiene puntos de ramificación de
X, entonces σ(e) coincide con el hiperespacio de
subcontinuos de X, es decir σ(e) = C(X).

2.2 La arista e contiene un punto de ramificación, r, de
X, entonces cada elemento de σ(e) puede escribirse
como la unión de X \⟨e⟩ con un subcontinuo de e que
contiene a r, es decir, σ(e) = {(X \ ⟨e⟩) ∪ A : A ∈
C(r, e)}.

Demostración. Sea F un elemento de σ(e).
(1) Por el inciso (2) de la Proposición 4.6, se tiene que,
el conjunto F ∩ e tiene a lo más dos componentes y si
tiene dos componentes, cada una de ellas contiene un punto
extremo de e. Como los puntos p y q son elementos de F ,
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se tiene que, si F ∩ e es conexo, entonces F contiene a e.
Así, F es igual a (X \ ⟨e⟩) ∪ e = X. Supongamos ahora
que F ∩ e tiene exactamente dos componentes. Sean K1 y
K2 las componentes de F ∩ e. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que p está en K1 y que q está en K2. Así,
F = (X \ ⟨e⟩) ∪ K1 ∪ K2. Lo que prueba (1).

(2) Por el inciso (1) de la Proposición 4.6, F ∩ e es un
subcontinuo de e. Con base en este hecho, procedemos a
demostrar los casos (2.1) y (2.2):

(2.1) En este caso, se tiene que, e coincide con X. Se sigue
que X es una curva cerrada simple. Observe que todo cerrado
de no corte de X es un elemento de σ(e). Lo que implica que,
el hiperespacio de conjuntos de no corte de X está contenido
en el hiperespacio de subcontinuos de X. La otra contención
es clara. Lo que prueba que σ(e) coincide con C(X).

(2.2) Se tiene que F ∩ e es un subcontinuo de e que contiene
a r. De modo que, F = (X \ ⟨e⟩) ∪ (F ∩ e). Lo que concluye
la demostración.

Lema. 4.16. Si G es una subgráfica de aristas de X, e una
arista simple de G y p el punto extremo de e que no está en
G, entonces para cada F en ∆(G) se tiene que F ∩ e es un
subcontinuo de e que contiene a p.

Demostración. Sea F un elemento de ∆(G). Observe que el
punto extremo de e que está en G, no es un elemento de F .
Por el inciso (2) de la Proposición 4.6, el conjunto F ∩ e es
un subcontinuo de e. Por la definición de ∆(G), se tiene que
p es un elemento de F . Por lo tanto, F ∩ e es un subcontinuo
de e que contiene a p.

Lema. 4.17. Si e es un bucle de una subgráfica de aristas G
y r el único punto de ramificación de X que pertenece a e,
entonces para cada elemento, F , en ∆(G), se tiene que, F ∩ e
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es un subcontinuo de e que no tiene al punto r, o F ∩ e es un
subcontinuo de e que tiene al punto r en su frontera, o F ∩ e
es e.

Demostración. Sea F un elemento de ∆(G). Existe una
sucesión, {Fi}∞

i=1, de elementos en ∆(G) convergiendo a F .
Como consecuencia del inciso (1) de la Proposición 4.6, se
tiene que, para cada entero positivo i, Fi ∩e es un subcontinuo
de e. Así, Fi∩e es un subcontinuo de e que no contiene a r. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que Fi ∩ e converge
a un subcontinuo B de e. El continuo B es un elemento de
{C ∈ C(e) : r /∈ C} = {C ∈ C(e) : r /∈ C} ∪ {C ∈ C(e) :
r ∈ fr(C)} ∪ {e}, [12, Ejemplo 3.2, pp. 31-35]. Así, B no
tiene a r, o B tiene a r en su frontera, o B es e. Para
concluir la demostración, mostraremos que F ∩ e es igual a
B. Supongamos que F ∩ B es distinto de B. Observemos
que el único punto en e que puede estar en F \ B es r.
Supongamos que r es un elemento de F \ B. Por el inciso (1)
de la Proposición 4.6, se deduce que F ∩ e es un subcontinuo
de e. De donde rpertenece a F ∩ e y B está contenido en un
subcontinuo de F ∩e. En consecuencia, existen elementos en e
distintos de r que están en F \B. Lo cual es una contradicción.
Lo que prueba que F ∩ e = B.

Lema. 4.18. Sean G una subgráfica de aristas de X,
e1, e2, ..., el las aristas simples de G, pi el extremo de ei que
no está en G y el+1, el+2, ...el+k las aristas múltiples de G. Si
F es un elemento de ∆(G), entonces F puede escribirse de la
forma T (G) ∪ A1 ∪ · · · ∪ Al+k, donde, para cada i en {1, ..., l},
Ai es un subcontinuo de ei que contiene a pi y para cada i en
{l + 1, ...l + k}, Ai es un subcontinuo de ei.

Demostración. Existe una sucesión, {Fi}∞
i=1, de elementos en

∆(G), que converge a F . Observe que, para cada entero
positivo i, el conjunto Fi puede escribirse de la forma Fi =
T (G) ∪ ⋃{Fi ∩ e : e ∈ adj(G)}. Por el Lema 4.16, se tiene
que, para cada j en {1, ..., l}, Fi ∩ ej es un subcontinuo de
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ej que contiene pj. Como consecuencia del inciso (1) de la
Proposición 4.6, se tiene que, para cada j en {l + 1, ..., l + k},
Fi ∩ ej es un subcontinuo de ej. Para cada número entero
i y para cada j en {1, ..., l + k} sea Aij = Fi ∩ ej. Así,
Fi = T (G) ∪ Ai1 ∪ · · · ∪ Ai(l+k), donde, para cada j en
{1, ..., l}, Aij es un elemento de C(pj, ej) y para cada j en
{l + 1, ..., l + k}, Aij es un elemento de C(ej). Sin pérdida de
generalidad, para cada j en {1, ..., l+k}, podemos suponer que
la sucesión {Aij}∞

i=1 converge a Aj. Observe que, para cada j
en {1, ..., l}, Aj es un elemento de C(pj, ej) y para cada j en
{l + 1, ..., l + k}, Aj es un elemento de C(ej). Así, F es igual
T (G) ∪ A1 ∪ · · · ∪ Al+k.

Lema. 4.19. Sean G una subgráfica de aristas de X,
e1, e2, ..., el las aristas simples de G, pi el extremo de ei que
no está en G y el+1, el+2, ...el+k las aristas múltiples de G. Si,
para cada i en {1, ..., l}, Ai es un elemento de C(pi, ei) \ {ei}
y, para cada i en {l + 1, ..., l + k}, Ai es un elemento de C(ei)
que está contenido en ⟨ei⟩, entonces T (G) ∪ A1 ∪ · · · ∪ Al+k es
un elemento de ∆(G).

Demostración. Para cada i ∈ {1, ..., l}, el conjunto Bi = ei\Ai

es un conjunto conexo que interseca a G. Por lo tanto, G ∪ Bi

es un conjunto conexo.

Para cada i en {l + 1, ..., l + k}, hay dos casos a considerar:

Caso 1: La arista ei es una arista doble de G. En este caso, el
conjunto Bi = ei \Ai es la unión de dos conjuntos conexos que
intersecan a G. En consecuencia G∪Bi es un conjunto conexo.

Caso 2: La arista ei es un bucle de G. Aquí, el conjunto Bi =
ei \ Ai es un conjunto conexo que interseca a G. Así, G ∪ Bi

es un conjunto conexo.
Observe que X \ (T (G) ∪ A1 ∪ . . . ∪ Al+k) = ⋃{G ∪ Bi : i ∈
{1, ..., l + k}}. Lo que prueba que T (G) ∪ A1 ∪ · · · ∪ Al+k es
un elemento de ∆(G).
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Presentamos ahora una proposición que muestra la
equivalencia topológica entre ciertos conjuntos y una 2-celda.

Proposición. 4.20. Si e es una arista de una gráfica finita
X, entonces σ(e) es homeomorfo a [0, 1]2.

Demostración. Hay tres casos a considerar:

Caso 1: La arista e es un arco con puntos extremos p y q. Por
el inciso (1) del Lema 4.15, se tiene que

σ(e) = {(X \ ⟨e⟩) ∪ A ∪ B : A ∈ C(p, e) y B ∈ C(q, e)}.

En este caso, es claro que, σ(e) es homeomorfo al subespacio
H = {A ∪ B : A ∈ C(0, [0, 1]) y B ∈ C(1, [0, 1])} de 2[0,1].
Mostraremos que H es homeomorfo a [0, 1]2. Cada cerrado,
A ∪ B, que pertenece a H, distinto de [0, 1], está determinado
por el elemento máximo de A, MA, y el elemento mínimo de
B, mB. La función f(A ∪ B) = (MA, mB) es una asignación
inyectiva de H \ {X} en el triangulo, T , de vértices (0, 0),
(0, 1) y (1, 1).

D

•

•

•

•
(MA, mB)f

MA

mB
• •

Denotamos por D al segmento de recta que une a los vértices
(0, 0) y (1, 1). En el triángulo T , se define la relación de
equivalencia ∼, de la siguiente manera: x ∼ y si y sólo si
x y y son elementos de D, o si x = y. Consideramos T/ ∼ el
espacio cociente inducido por la relación de equivalencia ∼ y
denotamos por π : T → T/ ∼ la proyección natural. Se define
la función h1 : H → T/ ∼ de la siguiente manera:

h1(A ∪ B) =


(MA, mB) si A ∪ B ̸= X

π(D) si A ∪ B = X
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La función h resulta ser un homeomorfismo entre H y T/ ∼.
El espacio cociente T/ ∼ puede ser deformado de manera
continua mediante la función g, representada en la siguiente
figura, en una 2-celda.

•b

•

•

•a

•c

D
g

b

•
a

•c

•D

•

Denotamos por h a la función g ◦ h1. La función h es un
homeomorfismo de H en [0, 1]2. Podemos observar que
[0, 1] queda representado en el punto (1, 0). El conjunto
{0, 1} queda representado en el punto (0, 1). Los cerrados
que tiene al 0 en su frontera quedan representados en
([0, 1) × {0}) ∪ ({0} × [0, 1]). Los cerrados que contiene
al punto 1 en su frontera quedan representados en
([0, 1] × {1}) ∪ ({1} × (0, 1]).

Caso 2: La arista e es una curva cerrada simple que no
contiene puntos de ramificación. Se sigue del inciso (2.1) del
Lema 4.15 y del Lema 4.3.

Caso 3: La arista e es un lazo. Aquí, por el inciso (2.2) del
Lema 4.15, se tiene que, σ(e) = {(X \ ⟨e⟩) ∪ A : A ∈ C(r, e)}.
Consideremos la circunferencia unitaria en el plano, S1, y un
punto, p en ella. Es claro que, σ(e) es homeomorfo a C(p, S1).
Del Lema 4.4, se sigue que σ(e) es homeomorfo a [0, 1]2.

Como consecuencia directa de la proposición anterior, se
tiene el siguiente corolario.

Corolario. 4.21. Si X es una gráfica finita, entonces el
hiperespacio de conjuntos de no corte de X contiene un
subconjunto homeomorfo a la 2-celda.
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La siguiente proposición establece que ciertos conjuntos
pueden ser encajados en un espacio que se parece a una celda.

Proposición. 4.22. Si G es una subgráfica de aristas de X,
entonces existe un encaje h : ∆(G) → [0, 1]k+2l × Qm tal que(
(0, 1)k+2l × Qm

0

)
⊂ h(∆(G)), donde, k es el número aristas

simples de G, l es el número de aristas dobles de G, m es el
número de bucles de G, a su vez Q y Q0 como en la Definición
4.1.

Demostración. Sean e1,..., ek las aristas simples de G, ek+1,...,
ek+l las aristas dobles de G y ek+l+1,..., ek+l+m los bucles
de G. Para cada i en {1, ..., k}, sean pi el extremo de ei

que no está en G y Ci = C(pi, ei) \ {ei}. Para cada i en
{k +1, ..., k + l}, sea Ci = {C ∈ C(ei) : C ⊂ ⟨ei⟩}. Para cada i
en {k+l+1, ..., k+l+m}, sean ri el único punto de ramificación
de X que está contenido en ei y Ci = {C ∈ C(ei) : ri /∈ C}.
Sea F un elemento en ∆(G). Por los Lemas 4.17 y 4.18, F
puede escribirse de la forma T (G)∪AF

1 ∪ . . .∪AF
k+l+m, donde,

para cada i en {1, ..., k + l + m}, AF
i es un elemento de Ci.

Observe que el conjunto de no corte F queda determinado
por los subcontinuos AF

1 , ..., AF
k+l+m. Para cada i en {1, ..., k},

existe un homeomorfismo, hi : C(pi, ei) → [0, 1], tal que
hi(Ci) = [0, 1). Para cada i en {k + 1, ..., k + l}, se define
hi : C(ei) → [0, 1]2 como el homeomorfismo descrito en el
Lema 4.2. Para cada i en {k + l + 1, ..., k + l + m}, se define
hi : Ci → Q como el homeomorfismo descrito en el inciso
(2) del Lema 4.4. La función h : ∆(G) → [0, 1]k+2l × Qm

definida por h(F ) = (h1(AF
1 ), ..., hk+l+m(AF

k+l+m)) es inyectiva
y continua. Por el Lema 4.19, se tiene que el conjunto E =
{T (G) ∪ C1 ∪ · · · ∪ Ck+l+m : Ci ∈ Ci} está contenido en ∆(G).
Note que

(
(0, 1)k+2l × Qm

0

)
⊂ h(E). Por lo tanto, h es un

encaje de ∆(G) en [0, 1]k+2l × Qm tal que (0, 1)k+2l × Qm
0 está

contenido en h(∆(G)).

El resultado final de esta sección, que se sigue de las
proposiciones 4.13, 4.20 y 4.22, muestra que el hiperespacio de
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conjuntos de no corte se expresa como la unión de conjuntos
que se pueden encajar en espacios parecidos a una celda.

Corolario. 4.23. Si X es una gráfica, la unión
NC(X) = ⋃{σ(e) : e ∈ edge(X)} ∪ ⋃{∆(G) :
G es una subgráfica de aristas de X} es una descomposición
del hiperespacio de conjuntos de no corte de X.

4.3. Algunos modelos particulares
Esta sección está dedicada a la construcción de modelos

para el hiperespacio de conjuntos de no corte de algunas
gráficas finitas, lo que constituye un paso fundamental en
la comprensión de su topología. A partir de los resultados
presentados en la sección anterior, es suficiente enfocar
nuestro análisis en los conjuntos σ(e) y ∆(G), donde e
representa una arista y G una subgráfica de aristas, para
construir un modelo para el hiperespacio de conjuntos de
no corte. Una vez determinados los conjuntos σ(e) y ∆(G),
el paso crucial es pegarlos adecuadamente. Comenzamos con
algunos ejemplos ilustrativos.

Modelo para el hiperespacio de no corte del
arco

Consideremos el arco X que va de p a q, ilustrado en la
figura siguiente.

p q
• •

En el caso del arco, identificamos una arista y dos
subgráficas de aristas. Las subgráficas de aristas son {p} y
{q}, y la única arista es el arco de p a q, al cual llamamos e.

Empezamos examinando el conjunto σ(e). En este caso,
σ(e) es la colección de conjuntos de no corte formada
por los cerrados que pueden escribirse como la unión de un
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subcontinuo que contiene a p con un subcontinuo que contiene
a q. Por la Proposición 4.20, sabemos que σ(e) es homeomorfo
a una 2-celda. El arco de p a q queda representado en el punto
(1, 0), el conjunto {p, q} queda representado en el punto
(0, 1). Un punto en el conjunto ([0, 1) × {0}) ∪ ({0} × [0, 1])
representa un cerrado que se puede escribir como la unión
de {p} con un subcontinuo que contiene a q. Un punto
en el conjunto ([0, 1] × {1}) ∪ ({1} × (0, 1]) representa un
cerrado que se puede escribir como la unión de {q} con un
subcontinuo que contiene a p. Cualquier otro punto en la
2-celda representa un cerrado que se puede escribir como la
unión de un continuo que contiene a p en su interior con un
continuo que contiene a q en su interior. Esto se ilustra en la
siguiente figura.

•

•

•

•

X

{p, q}

• •
q

•
p

•
p

•
q

•

A continuación, analizamos los conjuntos ∆(p) y ∆(q). La
gráfica de aristas p tiene una única arista adjunta, el arco de
p a q. Observe que, en este caso ∆(p) coincide con C(q, pq),
donde pq denota el arco de p a q. Sea h el encaje construido
en la demostración de la Proposición 4.22, el cual va de
∆(p) en [0, 1]. Dicho encaje es un homeomorfismo de ∆(p)
en [0, 1]. El punto 0 representa al conjunto {q} y el punto
1 representa al arco pq. Como se muestra en la siguiente figura.

• •
X{q}

De forma similar, ∆(q) es homeomorfo al intervalo [0, 1].
El punto 0 representa al conjunto {p} y el punto 1 representa
al arco pq. Esto se ilustra en la figura a continuación.
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• •
X{p}

Los conjuntos σ(e), ∆(p) y ∆(q) solo se intersecan en el
punto X. De esta manera, podemos establecer un modelo para
el hiperespacio de conjuntos de no corte del arco, tal como se
representa en la figura siguiente.

•

•

•

•

•

•

X

{p, q}

{q}

{p}

Observación. 4.24. El hiperespacio de conjuntos de no corte
del arco es un continuo.

Modelo para el hiperespacio de no corte de
la curva cerrada simple

Tomemos la circunferencia unitaria en el plano
cartesiano, representada en la figura de abajo.

En el caso de una curva cerrada simple, identificamos una
arista sin puntos de ramificación y no tiene subgráficas de
aristas. Del inciso (2.1) del Lema 4.15 y del Lema 4.3 se
obtiene que, un modelo para el hiperespacio de conjuntos de
no corte la una curva cerrada simple es la 2-celda.

Un punto en el contorno de la 2-celda representa un
conjunto unipuntual de la circunferencia. La descomposición
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dada por el conjunto σ(e), donde e es la única arista que forma
la curva cerrada simple, es una descomposición en celdas.
Observación. 4.25. El hiperespacio de conjuntos de no corte
de la curva cerrada simple es un continuo.

Modelo para el hiperespacio de no corte del
ocho

Sea X la gráfica finita ilustrada en la figura siguiente.

r•

e1 e2

Identificamos dos aristas y tres subgráficas de aristas.
Denotamos a las aristas como e1 y e2. Las subgráficas de
aristas son los conjuntos e1, e2 y {r}.

Empezamos examinando el espacio σ(e1). El conjunto
σ(e1) es la colección de todos los subcontinuos que contienen
a e2. Por el inciso 3 de la Proposición 4.20, se tiene que σ(e1)
es homeomorfo a una 2-celda. Los subcontinuos que tiene al
punto r en la frontera y contienen a e2 quedan representados
en la frontera de la 2-celda. Esto se ilustra en la figura
siguiente.

•X e2•

•

•

•

•
Por el inciso (3) de la Proposición 4.20, se tiene que

σ(e2) es homeomorfo a una 2-celda. Los subcontinuos que
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tienen al punto r en la frontera y contienen a e1 quedan
representados en la frontera de la 2-celda. Esto se ilustra en
la figura siguiente.

•e1 X•

•

•

•

•
A continuación, analizamos los espacios ∆(e1) y ∆(e2).

La gráfica de aristas e1 tiene una única arista adjunta, e2,
la cual es un bucle de e1. Sea h el encaje construido en la
demostración de la Proposición 4.22, el cual va de ∆(e1) en
Q. Dicho encaje no es un homeomorfismo, ya que no existe
F ∈ ∆(e1) tal que h(F ) = (1

2 , 1). La imagen de ∆(e1) bajo h
es Q0 unión el punto (1

2 , 1
2), se ilustra en la siguiente figura.

•

◦

e2

El punto (1
2 , 1

2) representa a e2, cada uno de los puntos
restantes representa a un continuo que no contiene a r. Cada
punto con una coordenada igual a 0 o a 1, representa un
conjunto unipuntual de X.

Análogamente, ∆(e2) es homeomorfo a Q0 unión el punto
(1

2 , 1
2), se ilustra en la siguiente figura.

•

◦

e1
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Por último, analizamos el espacio ∆(r). La gráfica de
aristas {r}, tiene dos aristas adjuntas y ambas son bucles
de {r}. Sea h el encaje construido en la demostración de la
Proposición 4.22, el cual va de ∆(r) en Q2. Dicho encaje
no es un homeomorfismo, ya que no existe F ∈ ∆(r) tal
que h(F ) =

(
(1

2 , 1), (1
2 , 1)

)
. La imagen de ∆(r) bajo h

es (Q0 × Q0) ∪ ({(1
2 , 1

2)} × Q1) ∪ (Q1 × {(1
2 , 1

2)}). Como
lo dimensión de ∆(r) es mayor que 3, resulta imposible
representar visualmente el espacio de manera efectiva.

La intersección de ∆(r) con σ(e1) ∪ σ(e1) ∪ ∆(e1) ∪ ∆(e2)
es el conjunto A = {C ∈ NC(X) : A ∈ C(e1, X) ∪ C(e2, X)}.
El único elemento de A que pertenece a ∆(e1) es e2. El único
elemento de A que pertenece a ∆(e2) es e1. Los elementos de
A que están σ(e1) son los elementos de C(e2, X) que contiene
a r en su frontera. Los elementos de A que están σ(e2) son
los elementos de C(e1, X) que contiene a r en su frontera. A
continuación damos un modelo para σ(e1) ∪ σ(e1) ∪ ∆(e1) ∪
∆(e2).

e1 • •X e2•

La descomposición dada por los conjuntos σ(e1),σ(e2)
∆(e1), ∆(e2) y ∆(r), no es una descomposición en celdas.

Modelo para el hiperespacio de no corte del
triodo simple

Sea X el triodo simple formado por las aristas e1, e2 y e3.
Ilustrado en la figura siguiente.



4.3. ALGUNOS MODELOS PARTICULARES 93

• ••

•

p3p1

p2

e3e1

e2

v

Las subgráficas de aristas del triodo simple son: G0 = {v},
G1 = {p1}, G2 = {p2}, G3 = {p3}, G4 = e1, G5 = e2, G6 = e3,
G7 = e1 ∪ e2, G8 = e1 ∪ e3, G9 = e2 ∪ e3.

Empezamos examinando los espacios σ(e1), σ(e2) y σ(e3).

El conjunto σ(e1) es la colección de todos los subconjuntos
cerrados que pueden escribirse como la unión de X \ ⟨e1⟩ con
un subcontinuo de e1 que tiene a v y con un subcontinuo
de e1 que tiene a p1. Por el inciso (1) de la Proposición
4.20, sabemos que σ(e1) es homeomorfo a una 2-celda. El
conjunto X queda representado en el punto (1, 0), el conjunto
X \ ⟨e1⟩ queda representado en el punto (0, 1). Un punto
en el conjunto ([0, 1) × {0}) ∪ ({0} × [0, 1]) representa un
cerrado que se puede escribir como la unión de X \ ⟨e1⟩
con un subcontinuo que tiene a v. Un punto en el conjunto
([0, 1] × {1}) ∪ ({1} × (0, 1]) representa un cerrado que se
puede escribir como la unión de X \ ⟨e1⟩ con un subcontinuo
que tiene a p1. Cualquier otro punto en la 2-celda representa
un cerrado que se puede escribir como la unión de X \ ⟨e1⟩
con un continuo que tiene a p en su interior y con un continuo
que tiene a q en su interior. Esto se ilustra en la figura
siguiente.

•

•

•

•

X

X \ ⟨e1⟩

• ••

•
p2

v p3
•
p1

•
p1

•
p3

•
v

•p2

•
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Análogamente, σ(e2) y σ(e3) son homeomorfos a una
2-celda, se ilustran en las siguiente figura.

•

•

•

•

X

σ(e2)

X \ ⟨e2⟩

• •
•
•
p2

v p3
•
p1

•
p1

•
p3

•
v

•p2
•

•

•

•

•

X

σ(e3)

X \ ⟨e3⟩

• ••

•
p2

v p3
•
p1

•
p1

•
p3

•
v

•p2

•

A continuación analizamos los espacios ∆(e1), ∆(e2) y
∆(e3).

La gráfica de aristas e1 tiene dos aristas adjuntas, las
cuales son aristas simples de e1. Sea h el encaje construido en
la demostración de la Proposición 4.22, el cual va de ∆(e1)
en [0, 1]2. Dicho encaje no es un homeomorfismo, ya que no
existe F ∈ ∆(e1) tal que h(F ) = (1, 0). La imagen de ∆(e1)
bajo h es ([0, 1) × [0, 1)) ∪ {1, 1}. El punto (1, 1) representa
a e2 ∪ e3. El punto (0, 0) representa a {p2, p3}. Cada punto
en {0} × [0, 1) representa un conjunto cerrado que se puede
escribir como la unión de {p2} con un subcontinuo propio de
e3 que contiene a p3. Cada punto en [0, 1) × {0} representa
un conjunto cerrado que se puede escribir como la unión de
{p3} con un subcontinuo propio de e2 que tiene a p2. Cada
uno de los puntos restantes representa a un conjunto cerrado
que se puede escribir como la unión de subcontinuo propio
de e2 que tiene a p2 en su interior con un subcontinuo propio
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de e3 que tiene a p3 en su interior. Esto se ilustra en la figura
siguiente.

•
{p2, p3}

•e2 ∪ e3

•

•

•p2

•
p3

•

•p2
•

•p3

Análogamente, ∆(e2) y ∆(e3) son homeomorfos a
([0, 1) × [0, 1)) ∪ {1, 1}, se ilustran en las siguientes figuras.

•
{p1, p3}

•e1 ∪ e3

∆(e2)

•

•

•p1 •
p3

•

•p1 • •p3

•
{p1, p2}

•e1 ∪ e2

∆(e3)

•

•

•p2

•
p1

•

•p2
•

•p1

Ahora, analizamos los espacios ∆(p1), ∆(p2) y ∆(p3).
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La gráfica de aristas p1 tiene una arista adjunta, la cual
es una arista simple de p1. Sea h el encaje construido en la
demostración de la proposición 4.22, el cual va de ∆(p1) en
[0, 1]. Dicho encaje es un homeomorfismo. Cualquier punto
en [0, 1] representa un elemento de C(e2 ∪ e3, X). El punto 0
representa al conjunto e2 ∪ e3 y el punto 1 representa a X.
Como se muestra en la siguiente figura.

• •
Xe2 ∪ e3

Análogamente, ∆(p2) y ∆(p3) son homeomorfos a [0, 1],
se ilustran en las siguientes figuras.

• •
X

∆(p2)

e1 ∪ e3
• •

X

∆(p3)

e1 ∪ e2

A continuación analizamos los espacios ∆(G7), ∆(G8) y
∆(G9).

La gráfica de aristas G7 tiene una arista adjunta, la cual
es una arista simple de G7. Sea h el encaje construido en la
demostración de la Proposición 4.22, el cual va de ∆(G7) en
[0, 1]. Dicho encaje no es un homeomorfismo, ya que no existe
F ∈ ∆(G7) tal que h(F ) = 1. La imagen de ∆(G7) bajo h
es [0, 1). Cualquier punto en [0, 1) representa un subcontinuo
propio de e3 que contiene a p3. El punto 0 representa al
conjunto {p3}.Como se muestra en la siguiente figura.

• ◦
{p3}

Análogamente, ∆(G8) y ∆(G9). son homeomorfos a [0, 1),
se ilustran en la siguiente figura.
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• ◦
{p2}

∆(G8)

• ◦
{p1}

∆(G9)

Por último, analizamos el espacio ∆(v). La gráfica de
aristas {v}, tiene tres aristas adjuntas y las tres son aristas
simples de {v}. Sea h el encaje construido en la demostración
de la Proposición 4.22, el cual va de ∆(v) en [0, 1]3. Dicho
encaje no es un homeomorfismo, ya que no existe F ∈ ∆(v)
tal que h(F ) = (1, 0, 0). La imagen de ∆(r) bajo h es
[0, 1)3∪({(1, 1)}×[0, 1])∪({1}×[0, 1]×{1})∪([0, 1]×{(1, 1)}).
El punto (1, 1, 1) representa a X. El punto (0, 0, 0)
representa a {p1, p2, p3}. Cada punto en el conjunto
({(1, 1)} × [0, 1]) ∪ ({1} × [0, 1] × {1}) ∪ ([0, 1] × {(1, 1)})
representa un cerrado que puede escribirse como la unión de
de X \ ⟨ei⟩ con un subcontinuo que tiene a pi, para algún i
en {1, 2, 3}. Cada uno de los puntos restantes representa a un
conjunto cerrado que no tiene a v y se puede escribir como la
unión de un subcontinuo que tiene a p1 con un subcontinuo
que tiene a p2 y un subcontinuo que tiene a p3. Esto se ilustra
en la figura siguiente.

•{p1, p2, p3}

X

e1 ∪ e2 ∪ {p3}

e1 ∪ {p2} ∪ e3

•

•

•

•

Habiendo identificado los conjuntos σ(ei) y ∆(Gj),
estamos en posición de presentar un modelo para el
hiperespacio de conjuntos de no corte del triodo simple. Se
obtiene a partir del espacio mostrado en la siguiente imagen,
realizando el pegado de los arcos aia.
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•

a1 > a

a3

≪

a2

≪

•

•

•

•

•

•

•

a

a2

≪

•

•

•

a

a3

≪

•

•

•

a

a1 >

•

◦

•

◦

•

◦

Modelo para el hiperespacio de no corte de
la paleta

Sea X la gráfica finita ilustrada en la figura siguiente.

p2
p1• •

e2

e1

Denotamos a las aristas como e1 y e2, al punto extremo por
p1 y al punto de ramificación por p2.

Identificamos cuatro subgráficas de aristas y dos aristas.
Las subgráficas de aristas son los conjuntos e1, e2, {p1} y {p2}.
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Empezamos examinando el espacio σ(e1). Por el inciso
(1)de la Proposición 4.20, se tiene que σ(e1) es homeomorfo
a una 2-celda. El conjunto X queda representado en el punto
(1, 0), el conjunto X \ ⟨e1⟩ queda representado en el punto
(0, 1). Un punto en el conjunto ([0, 1) × {0}) ∪ ({0} × [0, 1])
representa un cerrado que se puede escribir como la unión
de X \ ⟨e1⟩ con un subcontinuo que tiene a p2. Un punto
en el conjunto ([0, 1] × {1}) ∪ ({1} × (0, 1]) representa un
cerrado que se puede escribir como la unión de X \ ⟨e1⟩ con
un subcontinuo que tiene a p1. Cualquier otro punto en la
2-celda representa un cerrado que se puede escribir como
la unión de X \ ⟨e1⟩ con un continuo que tiene a p2 en su
interior y con un continuo que tiene a p1 en su interior. Esto
se ilustra en la figura siguiente.

•

•

•

•

X

X \ ⟨e1⟩

• ••
p1

p2

•
p2 •

p1
•

Por el inciso (3) de la Proposición 4.20, se tiene que
σ(e2) es homeomorfo a una 2-celda. El conjunto e1 queda
representado en el punto (1, 0), el conjunto X queda
representado en el punto (0, 1). Los subcontinuos que
tienen al punto p2 en la frontera y contienen a e1 quedan
representados en frontera de la 2-celda. Esto se ilustra en la
siguiente figura.

•

•

•

•

e1

X

• •
•

p1

p2

•
p2 •

p1
•
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A continuación analizamos los espacios ∆(e1) y ∆(e2).

La gráfica de aristas e1 tiene una arista adjunta, la cual es
un bucle de e1. Sea h el encaje construido en la demostración
de la Proposición 4.22, el cual va de ∆(e1) en Q. Dicho encaje
no es un homeomorfismo, ya que no existe F ∈ ∆(ei) tal que
h(F ) = (1

2 , 1). La imagen de ∆(e1) bajo h es Q0 unión el
punto (1

2 , 1
2). El punto (1

2 , 1
2) representa a e2, cada uno de los

puntos restantes representa a un continuo que no tiene a p2 y
está contenido en e2. Cada punto con una coordenada igual
a 0 o a 1, representa un conjunto unipuntual de X. Esto se
ilustra en la siguiente figura.

•
e2

◦

La gráfica de aristas e2 tiene una única arista adjunta, la
cual es una arista simples de e2. Sea h el encaje construido
en la demostración de la Proposición 4.22, el cual va de
∆(e2) en [0, 1]. El encaje h es un homeomorfismo. Cualquier
punto en [0, 1] representa un elemento de C(p1, e1). El punto
0 representa al conjunto {p1} y el punto 1 representa a e1. Se
ilustra en la siguiente figura.

• •
e1{p1}

Ahora, analizamos los espacios ∆(p1) y ∆(p2).

La gráfica de aristas p1 tiene una arista adjunta, la cual
es una arista simple de p1. Sea h el encaje construido en la
demostración de la Proposición 4.22, el cual va de ∆(p1) en
[0, 1]. Dicho encaje es un homeomorfismo. Cualquier punto
en [0, 1] representa un elemento de C(e2, X). El punto 0
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representa al conjunto e2 y el punto 1 representa a X. Se
ilustra en la siguiente figura.

• •
X{e2}

La gráfica de aristas p2 tiene dos aristas adjuntas, una
es una arista simple y la otra es un bucle de p2. Sea h
el encaje construido en la demostración de la Proposición
4.22, el cual va de ∆(p1) en [0, 1] × Q. Dicho encaje no
es un homeomorfismo, ya que no existe F ∈ ∆(p2) tal
que h(F ) = (0, (1

2 , 1)). La imagen de ∆(p2) bajo h es
([0, 1) × Q0) unión ({1} × Q1) ∪

(
[0, 1] × {1

2 , 1
2}

)
. El punto

(1, 1
2 , 1

2) representa a X. Cada punto en el conjunto {1} × Q1
representa un elemento de C(e1) que contiene a p2 en la
frontera. Cada punto en el conjunto [0, 1] × {1

2 , 1
2} representa

un conjunto cerrado que se puede escribir como la unión
de e2 con un subcontinuo que contiene a p1. Cada uno de
los puntos restantes representa a un conjunto cerrado que
no contiene a p2 y se puede escribir como la unión de un
subcontinuo que contiene a p1 con un subcontinuo contenido
en e2. Se ilustra en la siguiente figura.

•

•

• •
X

Habiendo identificado los conjuntos σ(ei) y ∆(Gj),
estamos en posición de presentar un modelo para el
hiperespacio de conjuntos de no corte de la paleta. Se obtiene a
partir del espacio mostrado en la siguiente imagen, realizando
el pegado de los arcos indicados en la misma.
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•

• •a

b

c

<≪ ≪ •b

•a

•

•
c<

≪

≪

•

•

4.4. Dimensión
En esta sección, nos enfocamos en determinar la dimensión

del hiperespacio de conjuntos de no corte. Comenzamos
definiendo el concepto de dimensión y presentando tres
resultados conocidos que serán fundamentales para nuestro
análisis.

Definición. 4.26. [10, Definición III.1, p. 24] Un espacio
X tiene dimensión 0 en un punto p, si p tiene vecindades
arbitrariamente pequeñas con frontera vacía, es decir, para
cada vecindad abierta, U , de p existe una vecindad, V , de
p tal que V está contenida en U y tiene frontera vacía. El
conjunto vacío y solo el conjunto vacío tiene dimensión −1.
Un espacio no vacío X tiene dimensión 0 si X tiene dimensión
0 en cada uno de sus puntos. Dado un entero positivo n,
decimos que un espacio X tiene dimensión ≤ n en el punto p
si p tiene vecindades arbitrariamente pequeñas cuya frontera
tiene dimensión ≤ n − 1. Un espacio X tiene dimensión ≤ n,
denotado por dim(X) ≤ n, si X tiene dimensión ≤ n en cada
uno de sus puntos. Un espacio X tiene dimensión n en un
punto p, si se cumple que X tiene dimensión ≤ n en p y es
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falso que X tiene dimensión ≤ n − 1 en p. Un espacio X tiene
dimensión n, denotado por dim(X) = n, si se cumple que
dim(X) ≤ n y es falso que dim(X) ≤ n − 1.

Teorema. 4.27. [10, Teorema III 1, p.26] Un subespacio de
un espacio de dimensión ≤ n tiene dimensión ≤ n

Teorema. 4.28. [10, Teorema III 2, p. 30] Un espacio que es
la unión contable de subconjuntos cerrados de dimensión ≤ n
tiene dimensión ≤ n.

Teorema. 4.29. [10, Teorema IV 3, p. 44] Una condición
necesaria y suficiente para que un subconjunto de Rn tenga
dimensión n es que contenga un subconjunto que es abierto
en Rn.

La siguiente proposición establece la dimensión de ciertos
conjuntos que hemos estado estudiando.

Lema. 4.30. Si G es una subgráfica de aristas de X, entonces
dim(∆(G)) = l + 2n, donde, l es el número aristas simples de
G, y n el número de aristas múltiples de G.

Demostración. Sean m el número de aristas dobles de G y k
el número de bucles de G. Por la Proposición 4.22 existe un
encaje h : ∆(G) → [0, 1]l+2m ×Qk tal que

(
(0, 1)l+2m × Qk

0

)
⊂

h(∆(G)). Del teorema 4.29, se sigue que la dimensión de
h(∆(G)) es l + 2(m + k). Así, dim(∆(G)) = l + 2n.

A continuación, presentamos un teorema que determina la
dimensión del hiperespacio de conjuntos de no corte de una
gráfica finita distinta de una curva cerrada simple.

Teorema. 4.31. Si X es una gráfica finita
distinta de una curva cerrada simple, entonces
dim(NC(X)) = máx{2, n}, donde n = máx{dim(∆(G)) :
G es una subgráfica de aristas de X}.



104 CAPÍTULO 4. GRÁFICAS FINITAS

Demostración. Del Lema 4.30, la Proposición 4.20 y los
Teoremas 4.23 y 4.29, se sigue que dim(NC(X)) ≤ máx{2, n}.
Si el máx{2, n} = 2, por el Corolario 4.21, se tiene que
dim(NC(X)) = 2. Supongamos que 2 < máx{2, n}. Existe G
subgráficas de aristas tal que dim(∆(G)) = máx{2, n}. Como
consecuencia del Teorema 4.27, se tiene que, dim(∆(G)) ≤
dim(NC(X)). Así, dim(NC(X)) = máx{2, n}.

El teorema que sigue establece una condición necesaria y
suficiente para que el hiperespacio de conjuntos de no corte
tenga dimensión 2.

Teorema. 4.32. Para una gráfica finita X, las siguientes
condiciones son equivalentes.

(1) El hiperespacio de conjuntos de no corte de X tiene
dimensión 2.

(2) La gráfica finita X es el arco o la curva cerrada simple.

Demostración. (1) ⇒ (2) Probaremos que si X tiene un
punto de ramificación, entonces X tiene dimensión mayor
que 2. Si r es un punto de ramificación de X, la gráfica
de aristas, {r}, de X tiene al menos dos aristas adjuntas.
Observe que si {r} tiene exactamente dos aristas adjuntas, al
menos una de ellas es un bucle de {r} y si {r} no tiene bucles,
entonces tiene al menos tres aristas simples. Sean l el número
de aristas simples de {r} y n el número de aristas múltiples
de {r}. Por el Lema 4.30, se tiene que dim(∆(r)) = l + 2n.
Así, 3 ≤ dim(NC(X)). Esto prueba que si dim(NC(X)) = 2
entonces X no tiene puntos de ramificación. Lo que implica
que, X es un arco o una curva cerrada simple.

(2) ⇒ (1) Se sigue de los lemas 4.15 y 4.3 y del teorema
4.31.

Corolario. 4.33. Para un árbol X, las siguientes condiciones
son equivalentes.
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(1) El hiperespacio de conjuntos de no corte de X tiene
dimensión 2.

(2) X es un arco.

A continuación, presentamos tres definiciones clave y un
teorema conocido que serán relevantes para nuestro análisis.

Definición. 4.34. Decimos que una subgráfica de aristas, G,
de X es una subgráfica de aristas maximal si no contiene
curvas cerradas simples, contiene a todos los puntos de
ramificación de X y no contiene puntos extremos de X.

Observación. 4.35. Si G es una subgráfica de aristas maximal
de X, entonces G es un árbol.
Observación. 4.36. Si X es un arco o una curva cerrada simple,
entonces X no tiene subgráficas de aristas maximales.

Definición. 4.37. Dada una gráfica finita X y un entero no
negativo n, decimos que el el grado de conectividad de X es
n si se cumple que existen n aristas de X, e1,..., en, tales que
X \ ∪{⟨ei⟩ : 1 ≤ i ≤ n} es conexo y es falso que existen n + 1
aristas de X, a1,..., an+1, tales que X \∪{⟨ai⟩ : 1 ≤ i ≤ n+1}
es conexo.

Teorema. 4.38. [3, Ejercicio 3, p. 90] El grado de
conectividad de una gráfica finita X es 1−|V (X)|+|edge(X)|.

Demostración. Sea X una gráfica finita. Para demostrar que
el grado de conectividad de X es 1 − |V (X)| + |edge(X)|,
procederemos mediante las siguientes afirmaciones.

Afirmación 1. Si X es un árbol, entonces |edge(X)| =
|V (X)| − 1.

En efecto. Fijamos un punto extremo p de X. Sea E = E(X)\
{p}. Para cada q en E, sea eq la arista que tiene a q y rq el
otro punto extremo de eq. Definimos

X1 = X \
⋃

{eq \ {rq} : q ∈ E}.
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Si X1 es distinto de {p}, podemos definir E1 = E(X1) \ {p}.
Procediendo con el conjunto X1 como se hizo con X, definimos

X2 = X1 \
⋃

{eq \ {rq} : q ∈ E1}.

Si X2 es distinto de {p}, podemos proceder de manera similar.
Este proceso finaliza ya que el conjunto Xn+1 se obtiene
al retirar aristas del conjunto Xn. Por lo tanto, existe un
número positivo k tal que Xk = {p}. Para pasar del conjunto
X al conjunto Xk, hemos retirado una arista por cada vértice
de X distinto de p. Por lo tanto |edge(X)| = |V (X)| − 1.

Afirmación 2. Si k es un entero positivo y existen k aristas
de X, e1,..., ek, tales que Y = X \ ∪{⟨ei⟩ : 1 ≤ i ≤ k} es un
árbol, entonces k = 1 − |V (X)| + |edge(X)|.

En efecto. Para cada i en {1, ..., k}, sean ai y bi los
extremos de ei y a′

i y b′
i elementos de ⟨ei⟩ tales que

aia
′
i y bib

′
i son disjuntos, donde aia

′
i es el arco que va

de ai a a′
i en ei y bib

′
i es el arco que va de bi a b′

i en
ei. Tomamos T = Y

⋃{aia
′
i ∪ bib

′
i : i ∈ {1, ..., k}}. Por

construcción de T se tiene que T es un árbol, V (T ) =
V (X) ∪ {{a′

i, b′
i} : i ∈ {1, ..., k}} y |edge(X)| = |edge(T )| − k.

Por la Afirmación 1, |edge(T )| = (|V (X)| + 2k) − 1.
Por lo tanto |edge(X)| = |V (X)| + k − 1, de donde
k = 1 − |V (X)| + |edge(X)|.

Afirmación 3. Si X no es un árbol, entonces existen
n = 1 − |V (X)| + |edge(X)| aristas, e1, ..., en, tales que
X \ ∪{⟨ei⟩ : 1 ≤ i ≤ n} es conexo.

En efecto. Como X no es un árbol, X contiene una curva
cerrada simple S. Sea o un punto en S ∩ O(X) y e1 la arista
de X que tiene al punto o. El conjunto X1 = X \ ⟨e1⟩ es
conexo. Si X1 no es un árbol, procediendo con el conjunto
X1 como se hizo con X, encontramos una arista e2 de X tal
que X2 = X1 \ ⟨e2⟩ es conexo. Si X2 no es un árbol, podemos
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proceder de manera similar. Este proceso finaliza porque el
conjunto Xm+1 se obtiene al retirar aristas del conjunto Xm.
Por lo tanto, existe un número positivo k tal que Xk es un
árbol. Por la Afirmación 2, k = 1 − |V (X)| + |edge(X)|.

Afirmación 4. Si X no es un árbol y existen n aristas, e1,...,
en, tales que Y = X \ ∪{⟨ei⟩ : 1 ≤ i ≤ n} es conexo, entonces
n es menor o igual a 1 − |V (X)| + |edge(X)|.

En efecto. Si Y es un árbol, por la Afirmación 2,
n = 1 − |V (X)| + |edge(X)|. Supongamos que Y no es
un árbol. Como Y no es un árbol, Y contiene una curva
cerrada simple S. Sea o un punto en S ∩ O(X) y en+1 la
arista de X que tiene al punto o. El conjunto Y1 = Y \ ⟨en+1⟩
es conexo. Si Y1 no es un árbol, procediendo con el conjunto
Y1 como se hizo con Y , encontramos una arista en+2 de X
tal que Y2 = Y1 \ ⟨en+2⟩ es conexo. Si Y2 no es un árbol,
podemos proceder de manera similar. Este proceso finaliza
ya que el conjunto Ym+1 se obtiene al retirar aristas del
conjunto Ym. Por lo tanto, existe un número positivo k tal
que Yk es un árbol. Por construcción de Yk, se tiene que
Yk = X \ ∪{⟨ei⟩ : 1 ≤ i ≤ n + k}. Por la Afirmación 2,
n + k = 1 − |V (X)| + |edge(X)|. Por lo tanto, n es menor que
1 − |V (X)| + |edge(X)|.

Si X es un árbol, para cualquier punto o en O(X), X \{o} no
es conexo. Por lo tanto, el grado de conectividad de X es 0.
Por la Afirmación 1, 0 = 1−|V (X)|+|edge(X)|. Si X no es un
árbol, por la Afirmación 3, existen n = 1−|V (X)|+ |edge(X)|
aristas, e1,..., en, tales que X \ ∪{⟨ei⟩ : 1 ≤ i ≤ n} es conexo.
Por la Afirmación 4, no existen n+1 aristas de X, a1,..., an+1,
tales que X \ ∪{⟨ai⟩ : 1 ≤ i ≤ n + 1} es conexo. Por lo tanto
el grado de conectividad de X es 1 − |V (X)| + |edge(X)|.

Observación. 4.39. Una gráfica finita es un árbol si y solo si
su grado de conectividad es 0.
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Observación. 4.40. Si X es un árbol, entonces |V (X)| =
|edge(X)| + 1.

Definición. 4.41. Dada una subgráfica de aristas, G, de X
se define N(G) = k + 2l, donde, k es el número de aristas
simples de G y l es el número de aristas múltiples de G.

Para calcular la dimensión del hiperespacio de conjuntos
de no corte, introducimos dos lemas clave.

Lema. 4.42. Si G es una subgráfica de aristas maximal de
X, entonces N(G) es igual a 2d+ |E(X)|, donde d es el grado
de conectividad de X.

Demostración. Las aristas simples de G coinciden con las
aristas de X que contienen un punto extremo de X. Observe
que, |edge(G)| = |R(X)| − 1 y |edge(X)| = |edge(G)| +
|E(X)| + l, donde l es el número de aristas múltiples de
G. Así, d = 1 − |V (X)| + |edge(G)| + |E(X)| + l = 1 −
(|E(X)| + |R(X)|) + |R(X)| − 1 + |E(X)| + l = l. Por lo
tanto, N(G) = 2d + |E(X)|.

Lema. 4.43. Si d es el grado de conectividad de X y G una
subgráfica de aristas de X, entonces N(G) es menor o igual
que 2d + |E(X)|.

Demostración. Observe que el número de aristas múltiples de
G es menor o igual que d. Denotamos por A1 a la colección
de aristas simples de G que no contienen puntos extremos y
por A2 al conjunto adj(G) \ A1. Si A1 es vacío, entonces el
número de aristas simples de G es menor o igual que |E(X)|.
Esto implica que N(G) es menor o igual que 2d + |E(X)|.
Supongamos que A1 es no vacío. Denotamos por F al conjunto
G ∪ ⋃{⟨e⟩ : e ∈ A1} ∪ ⋃{e : e ∈ A2}. Denotamos por C1 a la
colección formada por las componentes de X \ F tales que su
cerradura interseca a F en un único punto. Denotamos por
C2 a la colección formada por las componentes de X \ F tales
que su cerradura interseca a F en al menos dos puntos. Para
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cada componente, K, de X \ F , existe un árbol formado por
aristas de X, Tk, tal que (R(X) ∩ K) ⊂ Tk ⊂ (K \ E(X)).
Note que TK ∩ F coincide con K ∩ F . Para cada componente,
K, de X \ F , sea eK una arista en A1 que interseca a TK . Por
otro lado, existe un árbol formado por aristas de X, T , talque
(R(X) ∩ G) ⊂ T ⊂ (G \ E(X)). Observe que T interseca a
cada arista adjunta de G. Sea C = T ∪ ⋃{TK ∪ ek : K ∈
C1 ∪ C2}. Note que C es una subgráfica de aristas maximal de
X. Por el Lema 4.42, se tiene que N(C) = 2d + |E(X)|. Por
construcción de C, se tiene que cada arista simple de G que
pertenezca al conjunto A2 es una arista simple de C, y cada
arista múltiple de G que pertenezca al conjunto A2 es una
arista múltiple de C. Cada arista simple de G que pertenece
al conjunto A1 \ ⋃{eK : K ∈ C1 ∪ C2} es una arista doble
de C. Cada componente de K de X \ F que pertenece al
conjunto C1 contiene al menos dos puntos extremos de X o
contiene una curva cerrada simple, pues X \ Ki es conexo y
ningún subconjunto conexo de X contiene todos los puntos
de no corte. Esto implica que K contiene al menos dos aristas
simples de C o al menos una arista doble de C. Se sigue que,
N(C) ≥ N(G) − |A1| + 2(|A1| − |C1 ∪ C2|) + 2|C1| = N(G) +
|A1| − 2|C2|. Observe que, 0 ≤ |C2| ≤ 1

2 |A1|. Por lo tanto,
N(C) ≥ N(G). Lo que implica que 2d + |E(X)| ≥ N(G).

Como resultado del teorema 4.31 y del lema 4.42,
obtenemos el siguiente teorema que establece la dimensión
del hiperespacio de conjuntos de no corte.

Teorema. 4.44. Si X es una gráfica finita y d el grado de
conectividad de X, entonces el hiperespacio de conjuntos de
no corte tiene dimensión 2d + |E(X)|.

Del teorema anterior se deduce el siguiente corolario que
proporciona una condición necesaria y suficiente para que
el hiperespacio de conjuntos de no corte de un árbol tenga
dimensión 3.
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Corolario. 4.45. Para un árbol X, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) El hiperespacio de conjuntos de no corte de X tiene
dimensión 3.

(2) X es un triodo simple.

A continuación, presentamos un teorema establecido por
R. Duda, el cual implica directamente el Teorema 4.47.

Teorema. 4.46. [6, 7.4, p. 278] Si X es una gráfica finita,
entonces el hiperespacio de subcontinuos de X tiene dimensión
2d + |E(X)|, donde, d es el grado de conectividad de X.

Teorema. 4.47. Si X es una gráfica finita, entonces el
hiperespacio de conjuntos de no corte y el hiperespacio de
subcontinuos de X tienen la misma dimensión.

Para concluir esta sección, presentamos un teorema que
proporciona una fórmula para calcular la dimensión del
hiperespacio de conjuntos de no corte en función del orden
de los puntos de ramificación.

Teorema. 4.48. Si X es una gráfica finita entonces la
dimensión del hiperespacio de conjuntos de no corte es
2 + ∑

r∈R(X)(ord(r, X) − 2).

Demostración. Sea d el grado de conectividad de X. Por el
Teorema 4.44 se tiene que dim(NC(X)) = 2d + |E(X)|. Del
Teorema 4.38 se sigue que d = 1 − |V (X)| + |edge(X)|.
se sigue que, d = 1 − |R(X)| − |E(X)| + 1

2 |E(X)| +
1
2

∑
r∈R(X) ord(r, X) = 1− 1

2 |E(X)|+ 1
2

∑
r∈R(X)(ord(r, X)−2).

De donde, dim(NC(X)) = 2 + ∑
r∈R(X)(ord(r, X) − 2).

4.5. Árboles
En esta sección, exploramos el hiperespacio de conjuntos

de no corte en árboles, demostrando que, para un árbol X,
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el hiperespacio de conjuntos que no cortan está contenido
en Cn(X), donde, n es el número de puntos extremos
de X. Además, contamos el número de componentes y
proporcionamos caracterizaciones del arco y del triodo
simple. Comenzamos estableciendo resultados preliminares
que prueben propiedades importantes de los conjuntos de no
corte en árboles.

Proposición. 4.49. Si F es un conjunto de no corte de X
y K es una componente de F , entonces K es un conjunto de
no corte de X.

Demostración. Supongamos que X \ K no es conexo. Existen
subconjuntos abiertos, no vacíos y ajenos, U y V , de X tales
que X \ K = U ∪ V . Se sigue que U está contenido en F o
V está contenido en F . Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que U está contenido en F . De la proposición 1.21,
se sigue que K ∪ U es conexo. Lo cual es una contradicción.
Lo que implica que, K es un conjunto de no corte de X.

Lema. 4.50. Si F es un conjunto de no corte de un árbol X
y K es una componente de F , entonces la frontera de K es
un conjunto unipuntual.

Demostración. Supongamos que existen puntos distintos, p y
q, en la frontera de K. Existe un arco, α, de p a q en K.
Observe que α interseca al interior de K. Por otro lado, existe
un arco, β, de p a q en X \ F . Se sigue que α es distinto
de β. Esto es una contradicción. Así, la frontera de K es un
conjunto unipuntual.

Lema. 4.51. Si F es un conjunto de no corte de un árbol X,
entonces F contiene al menos un punto extremo de X.

Demostración. El complemento de F es un conjunto conexo.
Como ningún subconjunto conexo propio de X contiene todos
los puntos de no corte, se sigue que F contiene al menos un
punto de no corte. Así, F contiene al menos un punto extremo
de X.
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Corolario. 4.52. Si F es un conjunto de no corte de un
árbol X, entonces cada componente de F contiene al menos
un punto extremo de X.

Presentamos ahora el teorema que establece la contención
del hiperespacio de conjuntos de no corte en Cn(X), el cual
se sigue directamente del Corolario 4.52.

Teorema. 4.53. Si X es un árbol entonces NC(X) está
contenido en Cn(X), donde n es el número de puntos extremos
de X.

Componentes del hiperespacio de no corte en
árboles

Nuestro objetivo ahora es determinar el número de
componentes del hiperespacio de conjuntos de no corte
en árboles. Comenzamos estableciendo una proposición que
garantiza la existencia de ciertos arcos clave.

Proposición. 4.54. Si F es un conjunto de no corte de un
árbol X, entonces existe un arco de F a F ∩E(X) en NC(X).

Demostración. Se presentan dos casos:
Caso 1: F es distinto de X. Hay dos subcasos a considerar:

Caso 1.1: La frontera de F está contenida en V (X). Si F
está contenido en E(X), se define α : [0, 1] → NC(X) como
α(t) = F para todo t en [0, 1]. Supongamos que F no está
contenido en E(X). Sea A = {e ∈ edge(X) : e ∩ fr(F ) ̸=
∅ y e ⊂ F}. Para cada e en A sean pe el extremo de e
que pertenece al interior F y qe el extremo de e que es un
elemento de la frontera de F . Definimos el conjunto F ′ como
F ′ = F \ ⋃{⟨e⟩ ∪ {qe} : e ∈ A}. Para cada e en A existe un
arco ordenado, αe, de {pe} a e en C(e). Observe que e \ αe(t)
es vacío si t es igual a 1 y es un conjunto conexo que contiene
a qe si t es distinto de 1. Se define α : [0, 1] → NC(X) como
α(t) = F ′ ∪ ⋃{αe(1 − t) : e ∈ A}. Note que, para cada t
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en [0, 1], X \ α(t) = (X \ F ) ∪ ⋃{e \ αe(1 − t) : e ∈ A}.
Se sigue que, α(t) es conjunto de no corte de X para todo
t en [0, 1]. Así, α es un arco de F a F ′ en NC(X). Sea
F1 = F ′. Si F1 no está contenido en E(X), podemos definir
A1 = {e ∈ edge(X) : e ∩ fr(F1) ̸= ∅ y e ⊂ F1}. Procediendo
con el conjunto F1 como se hizo con el conjunto F , podemos
encontrar un arco α1 de F1 a F ′

1 = F1 \ ⋃{⟨e⟩ ∪ {qe} : e ∈ A1}
en NC(X). Podemos definir F2 = F ′

1, y proceder de manera
similar. Este proceso finaliza ya que el conjunto Fn+1 se
obtiene al retirar aristas del conjunto Fn. Esto finaliza la
demostración del caso 1.1.

Caso 1.2: La frontera de F no está contenida en V (X).
Sea O = fr(F ) ∩ O(X). Para cada punto, x, en O sean
ex la arista que contiene a x y px el extremo de ex tal
que pxx está contenido en F , donde, pxx denota el arco
que va de px a x en ex. Definimos el conjunto F ′ como
F ′ = F \ ⋃{pxx \ {px} : x ∈ O}. Para cada x en O existe
un arco ordenado, αx, de {px} a pxx en C(ex). Observe que
pxx\αx(t) es vacío si t es igual a 1 y es un conjunto conexo que
contiene a x si t es distinto de 1. Se define α : [0, 1] → NC(X)
como α(t) = F ′ ∪ ⋃{αx(1 − t) : x ∈ O}. Note que, para cada
t en [0, 1], X \ α(t) = (X \ F ) ∪ ⋃{ex \ αx(1 − t) : x ∈ O}.
Se sigue que, α(t) es conjunto de no corte de X para todo
t en [0, 1]. Así, α es un arco de F a F ′ en NC(X). Se tiene
que fr(F ′) está contenida en V (X). Aplicando el caso 1.1 se
concluye la demostración del caso 1.2.

Caso 2: F es igual a X. Sean p un punto ordinario de X, e
la arista que contiene a p, q un punto extremo de e y qp el
arco que va de q a p en e. Definimos el conjunto F ′ como
F ′ = (F \ qp) ∪ {q, p}. Existe un arco ordenado, αe, de {q}
a qp en C(e). Observe que, para cada t en [0, 1], qp \ αe(t)
es un conjunto conexo. Se define α : [0, 1] → NC(X) como
α(t) = F ′∪αe(1−t). Note que, para cada t en [0, 1], X\α(t) =
qp \ αe(1 − t). Se sigue que, α(t) es conjunto de no corte de X
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para todo t en [0, 1]. Así, α es un arco de X a F ′ en NC(X).
Note que fr(F ′) = {q, p}. Aplicando el caso 1.2 se concluye la
demostración del caso 2.

A continuación, presentamos dos lemas que prueban que
determinados conjuntos son componentes del hiperespacio de
conjuntos de no corte.

Lema. 4.55. Si X es un árbol y A es un subconjunto no
vacío de E(X) con a lo más |E(X)| − 2 elementos, entonces
el conjunto {F ∈ NC(X) : F ∩E(X) = A} es una componente
de NC(X).

Demostración. Sea A = {F ∈ NC(X) : F ∩ E(X) = A}.
Sean a un elemento de E(X) \ A y B = E(X) \ (A ∪ {a}).
Para cada x en B, existe un arco, αx, de a a x en X. Sea
C = ⋃{αx : x ∈ B}. Se define el conjunto U como U = X \C.

Afirmación 1. Si F es un elemento de A, entonces F está
contenido en U .

En efecto. Supongamos que F interseca a C. Existe un
punto x en B tal que F interseca a αx. Se sigue que F
contiene a a o F contiene a x. Por lo tanto, F no pertenece
a A. Lo cual es una contradicción. Esto prueba la afirmación 1.

Afirmación 2. A es un subconjunto cerrado de NC(X).

En efecto. Sea F en elemento de A. Existe una sucesión,
{Fi}∞

i=1, de elementos en A convergiendo a F . Como,
Fi ∩ E(X) = A, se sigue que A está contenido en F . Por
la afirmación 1, se tiene que F está contenido en U . Lo que
implica que F ∩ E(X) coincide con A. Así, F es un elemento
de A.

Afirmación 3. A es un subconjunto abierto de NC(X).
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En efecto. Para cada x ∈ A sea ex la arista que lo contiene. Se
define el conjunto V como V = {F ∈ NC(X) : F ∩ int(ex) ̸=
∅ para cada x ∈ A y F ⊂ U}. El conjunto V es un abierto
de NC(X), Proposición 1.24. Mostraremos que A coincide
con V . De la Afirmación 1 se sigue que A está contenido en
V . Sea F un elemento de V . Para cada x en A, se tiene F
interseca a int(ex) y F no contiene al punto a, por lo tanto, F
contiene a x. Así, F es un elemento de A. En consecuencia,
A coincide con V . Esto prueba la Afirmación 3.

Finalmente, de la Proposición 4.54, se tiene que A es conexo.
Por las afirmaciones 2 y 3, la proposición está probada.

Lema. 4.56. Si X es un árbol, entonces el conjunto {F ∈
NC(X) : |F ∩ E(X)| ≥ |E(X)| − 1} es una componente de
NC(X).

Demostración. Sea A = {F ∈ NC(X) : |F ∩ E(X)| ≥
|E(X)|−1}. Observe que NC(X)\A coincide con el conjunto
{F ∈ NC(X) : |F ∩E(X)| ≤ |E(X)|−2}. De las Afirmaciones
2 y 3 en la demostración del Lema 4.55 se sigue que el
conjunto NC(X) \ A es un abierto y cerrado de NC(X).
En consecuencia, A es un subconjunto abierto y cerrado de
NC(X). Para ver que A es conexo, se mostrara que si F es un
elemento de A, entonces existe un arco de F a X en A. De la
Proposición 4.54,se sigue que si F ∩E(X) coincide con E(X),
existe un arco de F a X en A. Supongamos que F ∩E(X) tiene
|E(X)| − 1 elementos. Sean p el único elemento de E(X) \ F ,
e la arista que tiene a p y q el otro extremo de e. Se define el
conjunto F ′ como F ′ = (X \e)∪{q}. Por la Proposición 4.54,
existe un arco de F a F ′ en A. Para concluir la demostración
se dará un arco de F ′ a X en A. Existe un arco ordenado, αp,
de {q} a e en C(e). Note que e \ αp(t) es vacío si t es igual a
1 y es un conjunto conexo que contiene a p si t es distinto de
1. Se define α : [0, 1] → A como α(t) = F ′ ∪ αp(t). Note que,
para cada t en [0, 1], X \ α(t) = e \ αp(t). Así, α es un arco
de F ′ a X en A. Esto concluye la demostración del lema.
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La proposición que sigue muestra que el hiperespacio de
conjuntos de no corte es la unión de los conjuntos descritos
en los lemas precedentes.

Proposición. 4.57. Si X es un árbol, entonces NC(X) puede
escribirse como la unión NC(X) = ⋃{F ∈ NC(X) : F ∩
E(X) = A}, donde A corre sobre todos los subconjuntos no
vacíos de E(X).

Demostración. Sea F un conjunto de no corte de X. Por el
Lema 4.51, se tiene que F ∩ E(X) es distinto del vacío. Sea
A = F ∩ E(X). Se tiene que, F es un elemento de {F ∈
NC(X) : F ∩ E(X) = A}. Por lo tanto, NC(X) = ⋃{F ∈
NC(X) : F ∩ E(X) = A}, donde A corre sobre todos los
subconjuntos no vacíos de E(X).

El teorema que sigue establece el número exacto de
componentes que tiene el hiperespacio de conjuntos de no
corte.

Teorema. 4.58. Si X es un árbol, entonces NC(X) tiene
2n − 1 − n componentes, donde n es el número de puntos
extremos de X.

Demostración. Por el Lema 4.55, se tiene que si A es un
subconjunto no vacío de E(X) con a lo más n − 2 elementos,
entonces {F ∈ NC(X) : F ∩ E(X) = A} es una componente
de NC(X). Hay 2n − n − 2 subconjuntos no vacíos de E(X)
con a lo más n − 2 elementos. Por el Lema 4.56, el conjunto
{F ∈ NC(X) : |F ∩E(X)| ≥ |E(X)|−1} es una componente
de NC(X). Por la Proposición 4.57 se tiene que NC(X) =⋃{F ∈ NC(X) : F ∩ E(X) = A}, donde A corre sobre
todos los subconjuntos no vacíos de E(X). Así, NC(X) tiene
2n − n − 1 componentes.

Los dos teoremas siguientes son consecuencia directa del
Teorema 4.58 y proporcionan caracterizaciones importantes
del arco y del triodo simple en términos del número de
componentes del hiperespacio de conjuntos de no corte.
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Teorema. 4.59. Para un árbol X, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) El hiperespacio de conjuntos de no corte de X es conexo.

(2) El árbol X es un arco.

Teorema. 4.60. Para un árbol X, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) El hiperespacio de conjuntos de no corte de X tiene
exactamente 4 componentes.

(2) El árbol X es un triodo simple.



Conclusiones

En esta tesis, se estudian los hiperespacios de conjuntos
que no desconectan un continuo, específicamente los
hiperespacios de: conjuntos de conexidad colocal, conjuntos de
no corte débil, conjuntos que no bloquean a los unipuntuales,
conjuntos que no bloquean a algún punto, conjuntos orilla y
conjuntos de no corte.

Se destacan los siguientes resultados:

(1) La determinación de condiciones necesarias y suficientes
para que el hiperespacio de conjuntos de conexidad colocal
coincida con el hiperespacio de conjuntos de no corte débil
(Corolario 2.20).

(2) El establecimiento de condiciones suficientes y necesarias
para que el hiperespacio de conjuntos de no corte débil
coincida con el hiperespacio de conjuntos que no bloquean
a los unipuntuales (Corolario 2.28).

(3) La determinación de la dimensión del hiperespacio de
conjuntos de no corte de una gráfica finita (Teorema 4.44).

(4) El conteo del número de componentes del hiperespacio de
conjuntos de no corte de un árbol (Teorema 4.58).

(5) La presentación de caracterizaciones de la conexidad local
(Teorema 3.5).
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(6) La prueba de que los únicos continuos localmente conexos
para los cuales el hiperespacio de conjuntos de no corte es
compacto son el arco y la curva cerrada simple (Teorema
3.22).

(7) La caracterización de curva cerrada simple como el único
continuo para el cual sus hiperespacios de conjuntos
que no desconectan coinciden con su hiperespacio de
subcontinuos (Teorema 3.56).

Estos resultados aportan nuevas perspectivas sobre
la estructura de los hiperespacios de conjuntos que no
desconectan y abren posibilidades para futuras investigaciones
en topología y teoría de continuos. Como parte de la difusión
de este trabajo, se ha enviado un manuscrito con algunos
de estos resultados ([9]) a la revista Integración, temas de
matemáticas.
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