BENEMERITA UNIVERSIDAD
AUTONOMA DE PUEBLA

FacuLTAD DE CIENCIAS
Fisico MATEMATICAS

POSTGRADO EN
CIENCIAS MATEMATICAS

HIPERESPACIOS DE
CONJUNTOS QUE NO

DESCONECTAN UN
CONTINUO

TESIS
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:

DOCTOR EN CIENCIAS
MATEMATICAS

PRESENTA:

EDUARDO GARCIA MUNOZ

DIRECTORES DE TESIS:

DR. RAUL ESCOBEDO CONDE
DR. FLORENCIO CORONA VAZQUEZ

PUEBLA, PUEBLA, AGOSTO 2025



Mtro. Alfredo Avendafio Arenaza
Director General de Bibliotecas
Presente

Através de este medio me dirijo a usted para informarle que la tesis con titulo “HIPERESPACIOS
DE CONJUNTOS QUE NO DESCONECTAN UN CONTINUO” ha sido avalada bajo los preceptos
de integridad académica; por lo tanto se autoriza la impresién de tesis del alumno:

Nombre del alumno: Garcia Mufioz Eduardo

Matricula: 221570402

Facultad: Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Programa Educativo: Doctorado en Ciencias Matematicas

Licenciatura o Posgrado: Posgrado

Sin mas por el momento, agradezco la atencién al presente.

ATENTAMENTE
“PENSAR BIEN, PARA VIVIR MEJOR”
H.PuebladeZ.,11d

TG AAa

Dr. Raul Escobedo Conde Dr. Florencfo Corona Vazquez
Director de Tesis Director de Tesis
Facultad Av. San Claudio y 18 sur, edif. FM1
de Ciencias Ciudad Universitaria, Col. San
Fisico Matematicas Manuel, Puebla, Pue. C.P. 72570

(222) 229 55 00 Ext. 7550 y 7552



Agradecimientos

Expreso mi profundo agradecimiento a la Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla (BUAP), por brindarme la
oportunidad de crecer académicamente.

Estoy muy agradecido con el Dr. Rail Escobedo Conde
por su asesoramiento, por su invaluable apoyo; su experiencia
y conocimientos han sido fundamentales durante el desarrollo
de esta tesis doctoral.

El Dr. Florencio Corona Vazquez ha sido una figura clave
en mi formacion académica. Sus ensenanzas y mentoria en la
licenciatura y maestria sentaron las bases para mi interés en
los “continuos” y mi posterior ingreso al doctorado. Mi més
sincero agradecimiento por todo.

Companero Jorge Enrique Vega Acevedo, gracias por tu
valioso apoyo y por estar siempre dispuesto a ayudarme.

Extiendo mi agradecimiento a la Srta. Teresa Maria Rivera
Velazquez, eficiente secretaria de la Benemérita Universidad
Auténoma de Puebla, por su amabilidad y buena disposicion
para apoyarme en los tramites administrativos relacionados
con mi doctorado.

Mi eterno agradecimiento al Consejo Nacional de
Humanidades, Ciencia y Tecnologia (CONAHCYT) por
haberme otorgado la beca para cursar el Doctorado



IT Agradecimientos

en ciencias matematicas; su apoyo ha contribuido de
manera fundamental para lograr mi desarrollo académico y
profesional.



Introduccion

La topologia es una rama de las matematicas que se
encarga del estudio de las propiedades de los espacios que
se conservan bajo transformaciones continuas. Dentro de
esta area, la teoria de continuos se ocupa del estudio de los
espacios topologicos conexos y compactos. En este campo, los
hiperespacios juegan un papel importante en la comprension
de la estructura topolégica de los continuos.

La investigaciéon sobre conjuntos que no desconectan
un continuo tiene una larga trayectoria. Desde los trabajos
clasicos de R. L. Moore [17] y R. H. Bing [2] sobre conjuntos
de no corte y de no corte débil, hasta los estudios de J.
Krasinkiewics y P. Minc [14] sobre la conexidad colocal, y
mas recientemente, articulos como los de Bautista-Callejas
et al. [1], Bobok et al. [4], Camargo et al. [5] y Escobedo et
al. [8] han profundizado en estos conceptos. Todo esto ha
permitido que este campo evolucione de manera significativa.

En esta tesis, nos enfocamos en el estudio de
los hiperespacios de conjuntos que mno desconectan,
especificamente los hiperespacios de: conjuntos de conexidad
colocal, conjuntos de no corte débil, conjuntos que no
bloquean a los unipuntuales, conjuntos que no bloquean
a algin punto, conjuntos orilla y conjuntos de no
corte. Nuestro objetivo es obtener una comprensién maés
profunda de la relacién entre la estructura topolégica de un
continuo y la estructura de sus hiperespacios de conjuntos
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IV Introduccion

que no desconectan. Para lograr esto, investigamos las
condiciones necesarias y suficientes para que algunos de estos
hiperespacios coincidan, y estudiamos el comportamiento de
estos hiperespacios en graficas finitas y continuos localmente
CONEXOs.

La tesis estd organizada en cuatro capitulos. El primer
capitulo presenta los preliminares necesarios para el desarrollo
de la investigacion. Los capitulos segundo, tercero y cuarto
contienen los resultados principales de la tesis, y se enfocan
en los hiperespacios de conjuntos que no desconectan, el
estudio del hiperespacio de conjuntos que no cortan en
continuos localmente conexos y el estudio del hiperespacio de
conjuntos que no cortan en graficas finitas, respectivamente.

En particular, en el segundo capitulo, establecemos
condiciones necesarias y suficientes para que algunos de los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan coincidan
(Corolariosy. En el tercer capitulo, investigamos los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan en continuos
localmente conexos, donde proporcionamos caracterizaciones
de la conexidad local mediante los hiperespacios de conjuntos
que no desconectan (Teorema . Ademas demostramos que,
dentro de los continuos localmente conexos, el hiperespacio
de conjuntos de no corte es compacto si y solo si el
continuo es el arco o la curva cerrada simple (Teorema
3.22|). También, demostramos que la coincidencia entre
uno de los hiperespacios de conjuntos que no desconectan
y el hiperespacio de subcontinuos caracteriza a la curva
cerrada simple dentro de todos los continuos, en el sentido
de que dicha coincidencia ocurre si y solo si el continuo
es la curva cerrada simple (Teorema [3.56). En el cuarto
capitulo, estudiamos el hiperespacio de conjuntos de no corte
en graficas finitas, descomponiéndolo en unién de conjuntos
que parecen celdas y determinando su dimensién (Teorema
4.44) y ntmero de componentes en el caso de arboles
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(Teorema [4.58)). Ademads, obtenemos caracterizaciones del

arco (Teorema K.59) y del triodo simple (Teorema [4.60)
dentro de las gréficas finitas.

Nota: Esta tesis puede sufrir ligeras modificaciones
durante el ano 2025. Los lectores interesados pueden contactar
al autor en game.1297@gmail.com para obtener la version mas
actualizada.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene como objetivo establecer los
fundamentos necesarios para el desarrollo de nuestro estudio.
Presentamos aqui la mnotacién, definiciones y resultados
conocidos que se utilizan posteriormente.

Notacion

Para un subconjunto A de un espacio X escribimos A,
int(A), fr(A) y X \ A, para denotar la cerradura, el interior,
la frontera y el complemento de A en X, respectivamente. Si
B es un subconjunto de X disjunto de A decimos que B no
interseca a A, de lo contrario decimos que B interseca a A.
Si B y C son subconjuntos de X tales que A contiene a By
C contiene a A decimos que A estd entre B y C.

1.1. Continuos

Definiciéon. 1.1. Un continuo es un espacio métrico no vacio,
compacto y conexo. Un subcontinuo de un espacio dado es
un continuo que estd contenido en dicho espacio. Usamos el
término no degenerado para los espacios topoldgicos con més
de un punto.
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Notemos que si X es un continuo con métricady h: X —
Y es un homeomorfismo (i. e., h es una biyeccién continua
con inversa continua), por la continuidad de h se tiene que
Y es espacio compacto y conexo. Por otro lado la funcién
D:Y xY — [0,00] dada por D(a,b) = d(h™*(a),h"1 (b)) es
una métrica para la topologia de Y. Por lo tanto, la propiedad
de ser un continuo se preserva bajo homeomorfismos. Los
siguientes son ejemplos de continuos.

Ejemplos. 1.2. Un arco es un espacio topoldgico
homeomorfo al intervalo [0,1]. Como este intervalo es un
continuo, un arco también lo es.

Ejemplos. 1.3. Una curva cerrada simple es un espacio
topologico homeomorfo a la circunferencia unitaria:

St={(z,y) e R?: 2* +4? = 1}.

Como S! es un continuo una curva cerrada simple también lo
es.

Por conveniencia, usaremos el arco para referirnos a
cualquier espacio homeomorfo al intervalo [0,1], y la curva
cerrada simple para referirnos a cualquier espacio homeomorfo
a la circunferencia unitaria.

Ejemplos. 1.4. El continuo sen(%) es la cerradura de W,
donde

W ={(z,sen(2)) e R?: 0 < z < 1}.
Todos los continuos mencionados en los ejemplos
anteriores tienen la propiedad de poder ser expresados como

la union de dos subcontinuos propios. Esta observacion nos
ayuda a entender la siguiente definicién.

Definicién. 1.5. Un continuo es descomponible, si puede
expresarse como la uniéon de dos subcontinuos propios. Un
continuo es indescomponible si no es descomponible.
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A continuacién, presentamos algunas proposiciones que
establecen condiciones necesarias y suficientes para que un
continuo sea un arco o una curva cerrada simple.

Proposicion. 1.6. (18, Corolario 9.29, p. 154] Un continuo
X es un arco si y solo si tiene eractamente dos puntos, p y
q, tales que X \ {p} y X \ {q} son conjuntos conezos.

Proposicién. 1.7. [18, Teorema 9.31, p. 156] Un continuo
no degenerado X es una curva cerrada simple si y solo si
para cualesquiera par de puntos distintos x,y € X se tiene
que X \ {z,y} no es conexo.

Es importante destacar que, en contraste con el
comportamiento observado en el arco y la curva cerrada
simple, donde podemos encontrar abiertos conexos
arbitrariamente pequenos alrededor de cualquier punto,
en el continuo sen(%) esto no es posible. Esta distincién
ilustra la importancia de la siguiente definicion.

Definicién. 1.8. Un espacio topologico X es localmente
conexo en un punto p, si para todo conjunto abierto, U, de
X que contiene al punto p, existe un subconjunto abierto y
conexo, V', de X tal que p estd en V' y V esta contenido en U.
Si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos decimos
que X es localmente conexo.

La propiedad de ser localmente conexo tiene consecuencias
importantes sobre la estructura de los subconjuntos abiertos
y conexos de un espacio. A continuacién, presentamos una
proposicion que muestra una de estas implicaciones.

Proposicion. 1.9. (18, Teorema 8.26, p. 132/ Si U es
un subconjunto abierto y conexo de un continuo localmente
conexo, entonces para cada par de puntos p y q en U existe
un arco o : [0,1] = U tal que «(0) =p y a(1) = q.

Es bien conocido que los tnicos continuos localmente
conexos que no contienen triodos simples son el arco y la curva
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cerrada simple, [18, Ejercicio 8.40, p. 135]. A continuacién lo
enunciamos formalmente.

Proposiciéon. 1.10. Si un continuo no degenerado localmente
conexo no contiene triodos simples, entonces es un arco o una
curva cerrada simple.

Demostracion. Supongamos por el contrario que X no es un
arco ni una curva cerrada simple. Entonces, por la Proposicion
[1.7 existen dos puntos distintos x y y en X tales que A =
X \ {z,y} es conexo. Luego, por la Proposicién existe
un punto z en A tal que B = X \ {z} es conexo. De la
Proposicién se sigue que existe un arco a; en B que
contiene al conjunto {x,y}. Sea w un punto en oy \ {z,y}.
Por la Proposicién existe un arco ap : [0,1] — A tal
que a(0) = z y a(l) = w. Definimos el conjunto 7' = {t €
[0,1] : aa(t) € a1}. Como ay es continua y a; es un conjunto
cerrado, el conjunto 7" es cerrado en [0, 1]. Sea tp = min7T". El
conjunto a; Uas([0,¢]) es un triodo simple con vértice as(ty),
lo cual contradice la hipotesis de que X no contiene triodos
simples. O

Uno de los resultados mas importantes en la teoria de
continuos establece que un continuo es localmente conexo si y
solo si las componentes de cada conjunto abierto son conjuntos
abiertos, |19, Teorema 27.9, p. 200], se tiene asi el siguiente
resultado.

Teorema. 1.11. Un continuo es localmente conexo si y solo
st cada componente de cada conjunto abierto es un conjunto
abierto.

Un concepto estrechamente relacionado con la conexidad
local es la conexidad en pequeno. A continuacion, presentamos
la definicién de este concepto.

Definicién. 1.12. Un espacio topologico X es conexo en
pequenio en un punto p, si para todo conjunto abierto, U, de
X que contiene al punto p, existe un subconjunto conexo, V,
de X tal que p estd en int(V) y V estd contenido en U.
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En [18, Ejercicio 5.22, p.83] enuncian la siguiente
caracterizacion de la conexidad local en términos de la
conexidad en pequenio.

Lema. 1.13. Un espacio topoldgico es conexo en pequeno en
cada uno de sus puntos si y solo si es localmente conexo.

Demostracion. De las Definiciones N se sigue que si
X es localmente conexo, entonces X es conexo en pequeno
en cada uno de sus puntos. Supongamos que X es conexo en
pequeno en cada uno de sus puntos. Sea U un subconjunto
abierto de X, K una componente de U y p un elemento de K.
Existe un subconjunto conexo V' de X tal que p estd en int(V)
y V esta contenido en U. Observamos que V' esta contenido
en U, lo que prueba que K es un conjunto abierto. Por el

Teorema [1.11] X es localmente conexo. m

Existe una relaciéon profunda entre la conexidad en
pequeno y la existencia de continuos de convergencia. De
hecho, la ausencia de conexidad en pequenio en algiin punto
garantiza la existencia de continuos de convergencia [18,
Teorema 5.12, p. 76]. A continuacién definimos este concepto
y enunciamos el resultado antes mencionado.

Definicién. 1.14. Un subcontinuo no degenerado A de un
continuo X es llamado continuo de convergencia, si existe una
sucesion {A;}5°, de subcontinuos de X tal que A =1lim A4; y,
para cada entero positivo i, A no interseca a A;.

Teorema. 1.15. Si X es un continuo que no es conexo en
pequeno en un punto p, entonces existe un subcontinuo de
convergencia, A, de X tal que p estd en A y X no es conexo
en pequeno en q, para todo q en A.

En el estudio de continuos, la separabilidad es
una propiedad importante. A continuacién, definimos
separabilidad y presentamos algunos resultados relacionados.

Definicién. 1.16. Un espacio topoldgico X es separable si
existe un subconjunto numerable D de X tal que D = X.
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Proposicion. 1.17. [7, Teorema 4.1.18, p. 256] Todo espacio
métrico y compacto es separable.

Proposiciéon. 1.18. (7, Corolario 4.1.16, p. 256] Para
un espacio métrico X, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. FEl espacio X es separable.

2. Cada familia de conjuntos abiertos no vacios disjuntos
dos a dos de X es numerable.

Considerando las propiedades de continuos y la existencia
de colecciones no numerables de conjuntos que desconectan
el espacio, la siguiente proposiciéon establece un resultado
interesante.

Proposicién. 1.19. [18, Ejercicio 6.29, p. 100]. SiC es una
coleccion no numerable de conjuntos disjuntos dos a dos de
un continuo X tal que X \ C no es conexo para cada C' en C,
entonces existe un elemento A de C tal que para cualesquiera
conjuntos abiertos disjuntos U y'V de X con X\ A=UUV,
existen elementos B y C de C tales que B interseca a U y C
interseca a V.

Demostracion. Por la Proposicion [I.I7, X es separable.
Supongamos por el contrario que para cada elemento A de
C existen subconjuntos abiertos disjuntos Uy y V4 de X
con X \ A = Uy U Vy, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que cada elemento B un C distinto de A, esta
contenido en Uy. Probaremos que la familia {V,4 : A € C} es
una coleccién no numerable de conjuntos abiertos no vacios
de X, lo cual contradice el hecho de que X es un espacio
métrico separable, Proposicién [1.18]

Para obtener la contradiccion mencionada, tomamos A y B
dos elementos diferentes de C, observamos que X = (X \ A)U
(X\B) = (UsuUUp) U (V4N Vg). Notamos que Uy UUp y
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VaNVpg son conjuntos abiertos disjuntos de X. Como U,UUpg
es no vacio, por conexidad de X, tenemos que V,4NVp es vacio.
Esto concluye la demostracion. O]

Los continuos de convergencia poseen una propiedad
notable: siempre tienen una cantidad no numerable de puntos
de no corte, [18, Ejercicio 6.29, p. 100]. Este hecho queda
establecido en el siguiente resultado.

Lema. 1.20. Si C' es un continuo de convergencia de un
continuo X, entonces el conjunto S = {x € C : X \
{z} es conexo} es no numerable.

Demostracion. Supongamos por el contrario que S es un
conjunto numerable. Entonces, la familia 7' = {{z} : = €
C'y X \ {c} no es conexo } es una coleccién no numerable
de conjuntos de X ajenos dos a dos. Fijemos un elemento
arbitrario {x} en T. Sean U y V' conjuntos abiertos disjuntos
no vacios de X, tales que X \ {x} = U U V. Supongamos que
C'\{z} interseca a U. Probaremos que C'\ {x} estd contenido
en U, lo cual es una contradiccién a la Proposicién [I.19
Como C' es un continuo de convergencia, existe una sucesion
{C;}$2, de subcontinuos de X tal que C' = lim C; y, para cada
entero positivo 7, C' no interseca a (. Sea y un elemento de
(C\{z})NU. Como y es un elemento de C' y limC; = C,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que para cada
entero positivo i, C; estd contenido en U, por lo tanto C'\ {z}
esta contenido en U. O

Mas alla de las propiedades especificas de los continuos
de convergencia, existen resultados generales sobre espacios
métricos que son de utilidad en nuestro estudio. En particular
se tienen los siguientes enunciados.

Proposicién. 1.21. [18, Corolario 5.9, p. 75] Sean X un
continuo y A un subcontinuo de X. Si K es una componente
de X \ A, entonces AU K es un subcontinuo de X.
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Proposicion. 1.22. [18, Teorema 5.6, p. 74] Sean X wun
continuo y E un subconjunto propio de X. Si K es una
componente de E, entonces K interseca a fr(E).

1.2. Hiperespacios
Si X es un continuo no degenerado con métrica d, los

hiperespacios son ciertas familias de subconjuntos de X con
alguna caracteristica particular. Los mas estudiados son:

2X ={A C X : A es cerrado y no vacio en X},
C(X)={A €2 : A es conexo},
Clp, X)={AeC(X):pec A} (pe X),
Cn(X) ={A € 2% : A tiene a lo més n componentes} y

F,(X) ={A €2X: Atiene a lo méas n puntos}, (n € N).
Dados ¢ > 0, x € X y A € 2%, se definen:

La bola de radio € centrada en x, denotada por B.(z),
como

B.(z) ={y € X : d(z,y) <¢},

la nube de radio £ centrada en A, denotada por N (e, A),
como

N(g, A) = U B.(a).

a€A

Dados A y B en 2%, definimos:

H(A,B)=f{e >0: AC N(¢,B) y B C N(c, A)}.
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En [12, Proposicién 2.1, p. 22| se prueba que H es una
métrica para 2X. La métrica H se conoce como la métrica
de Hausdorff, la idea intuitiva de esta métrica es que dos
subconjuntos estan cercanos si ellos casi se empalman uno
con el otro.

El conjunto 2% dotado con la métrica H se llama el
hiperespacio de compactos de X. Como 2% contiene a C'(X)
y a F,(X) se tiene que estos ultimos también se pueden
dotar de la métrica inducida por H. Al conjunto C(X)
dotado con la métrica inducida por H se le conoce como el
hiperespacio de subcontinuos de X, el conjunto F,,(X) dotado
con la métrica inducida por H es conocido como el n-ésimo
producto simétrico de X.

Uno de los resultados mas importantes en la teoria de
hiperespacios establece que 2% y C'(X) son compactos [12, pp.
66-69] y arco-conexos [12, pp. 92-93] para cualquier continuo
X, se tiene asi el siguiente resultado.

Teorema. 1.23. Para cualquier continuo X, los hiperespacios
2% 4y C(X) son continuos arco-conezos.

Habiendo establecido la topologia, presentamos a
continuacién dos resultados que son ttiles.

Proposicion. 1.24. (12, Ejercicio 2.8, p.27] Si X es un
continuo, n un entero positivo y Uy,...,U, son subconjuntos
abiertos de X, entonces el conjunto U = {A € 2%
AcC UL U yANU; # 0 para cadai € {1,...,n}} es un
subconjunto abierto de 2%.

Demostracion. Sea A un elemento de U. Para cada z en

A, definimos N(z) = {i € {1,...,n} : = € U;}. Existe

un nimero positivo J, tal que Bs, (r) estd contenida en

Nien() Ui- Por compacidad, existe una coleccion finita

{B%6z1($1)v"'7356%(5”’6)} tal que A estd contenido en
1

Y B%(;xi(xi). Sea 0 = 5min{d,,,...,0z,}. Mostraremos
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que si B es un elemento de 2% y H(A, B) es menor que d,
entonces B es un elemento de U.

Afirmacién 1. Si H(A, B) es menor que 0, entonces B estd
contenido en ;" U;.

En efecto. Sea b un elemento de B. Existe a en A tal que
d(a,b) es menor que 4. Tomamos i en {1,...,k} tal que a es
un elemento de Bi; (x;). Como consecuencia, d(b, x;) < 0g,,
lo que implica que b es un elemento de ;e (a,) Uj-

Afirmacién 2. Si H(A,B) es menor que 0, entonces
BNU,; # () para cada i € {1,...,n}.

En efecto. Sea ¢ un elemento de {1,....,n} y a en ANU;,.
Existe b en B tal que d(a,b) es menor que §. Tomamos j en
{1,...,k} tal que a es un elemento de Béézj (x;). Se tiene que
d(b,z;) < bz, Como Bs, (x;) esté contenida en Mjen(, Uj
y a es un elemento de Bs, (x;), se tiene que Bj, (7;) estd
contenida en U;, lo que prueba que B interseca a Us;.

De las afirmaciones 1 y 2, se sigue que el conjunto {B :
H(A, B) < d} esté contenido en U. Esto prueba que U es un
conjunto abierto. O

Proposicién. 1.25. (12, Ejercicio 2.10, p. 27] Sea f : X —
Y una funcién continuo entre continuos. Se define 27 : 2% —
2Y por 27 (A) = f(A). Se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) 27 estd bien definida.
(2) 2/ es continua.

Demostracién. (1) Por el Teorema [1.23] 2% y 2Y¥ son
compactos. Por la continuidad de f, para cada cerrado A de
X, f(A) es cerrado en Y.
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(2) Sea {A,}>°, una sucesiéon de conjuntos cerrados de
X que converge a A. Mostraremos que toda subsucesion
convergente de {f(A,,)}2, converge a f(A). Sea {f(A,, )},
una subsucesion convergente de { f(A4,)}22, con limite B. Sea
a un elemento de A. Existe una sucesion {a, }5°, que converge
a a con a, un elemento de A, para cada entero n. Por la
continuidad de f, f(a) = lim f(a,,). Por lo tanto, f(a) es un
elemento de B. Esto prueba que f(A) estd contenido en B.
Sea b un elemento de B. Existe una sucesiéon { f(by, )}3>, que
converge a b con b, un punto en A, para cada entero ng.
Por compacidad, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que {b,, }7>, converge a ¢ con ¢ un elemento de A. Por la
continuidad de f, lim f(b,,) = f(c) = b. Por lo tanto b es un
elemento de f(A). Esto prueba que B esté contenido en f(A).
Asi, toda subsucesion convergente de {f(A,)}>2; converge a
f(A). En consecuencia lim f(A4,) = f(A), lo que implica la
continuidad de 2/. ]

Proposicién. 1.26. (12, Ejercicio 2.16, p.28] Sea X wun
continuo. Se define U : 22 — 2% por U(A) = U{A: A € A}.
Se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) U es continua.

(2) Si A es un subcontinuo de 2% y A interseca a C(X),
entonces D = U(A) es un subcontinuo de X .

Demostracion. (1) Sea {A4,}22; una sucesiéon de conjuntos
cerrados de 2% que converge a A. Mostraremos que toda
subsucesion convergente de {U(A,)}22; converge a U(A). Sea
{U(A,,)}52, una subsucesion convergente de {U(A,)}>2,
con limite B. Sea a un elemento de U(A). Existe A en A tal
que a estd en A. Existe una sucesién {4, }5°, que converge
a A con A, un elemento de A, para cada entero n. Existe
una sucesioén {a,}32, que converge a a con a, un elemento
de A, para cada entero n. Como, para cada entero n, A,
estd contenido en U(A,), se tiene que a es un elemento de
B. Esto prueba que U(A) estd contenido en B. Sea b un
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elemento de B. Existe una sucesion {b,, }32,; que converge
a b con b, un punto en U(A,,) para cada entero n;. Para
cada entero ny, existe A,, un elemento de A,, tal que b,,
estd en A,,. Por compacidad, sin perdida de generalidad
podemos suponer que {A,, }72, converge a C con C en
A. Esto implica que b es un elemento C y por lo tanto
de U(A). Esto prueba que B esta contenido en U(A). Asi,
toda subsucesién convergente de {U(A,)}>2; converge a
U(A). En consecuencia lim U(A,) = U(A), lo que implica la
continuidad de U.

(2) Afirmacion 1. D es un conjunto conexo.

En efecto. Supongamos por el contrario que D no es
conexo. Existen conjuntos abiertos disjuntos no vacios, U
y V, de X, tales que D estd contenido en U UV y D
interseca tanto a U como a V. Definimos los conjuntos
Wy ={Ae2 : AcU} Wo={Ae2X: ACV}y
Wy ={Ae2X : AcCUUVYANU # 0 # ANV} Por
la Proposicién [1.24] Wy, Wy y Ws3 son conjuntos abiertos
de 2%. Sea C' un elemento en A N C(X). Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que C' es un elemento de Wj.
Como D interseca a V, existe E en A tal que E interseca a
V. Esto implica que W5 U W3 es no vacio. Esto contradice la
conexidad de A, pues A = W U (Wo UW3) y Wy, Wy y W3
son disjuntos dos a dos.

Afirmacién 2. D es un conjunto cerrado.

En efecto. Sea d un elemento de D. Existe una sucesién
{d;}2, de puntos de D que converge a d. Para cada entero
positivo 7, existe un elemento A; en A tal que d; es un
elemento de A;. Por compacidad, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que la sucesién {A4;}5°, converge a A
con A en A. Esto implica que d es un elemento de A, en
consecuencia d esta en D, lo que prueba que D es un conjunto
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cerrado.

Por las afirmaciones 1 y 2, D es un subcontinuo de X. O]

Una herramienta de gran utilidad en el estudio de la
estructura topoldgica de los hiperespacios son los arcos
ordenados.

Definicién. 1.27. Dados dos subcontinuos, A, B, de un
continuo X tales que A es subconjunto propio de B, decimos
que una funcién continua « : [0,1] — C(X) es un arco
ordenado de A a B en C(X) si a(0) = A, a(l) = By a(s) es

un subconjunto propio de «(t), cuando s es menor que ¢.

En [12, Teorema 6.10, p. 90], podemos encontrar una
demostracion del siguiente resultado.

Teorema. 1.28. Si A y B son subcontinuos de un continuo
X tales que A es un subconjunto propio de B, entonces existe
un arco ordenado en C(X) de A a B.

Este ultimo teorema nos dice que cualquier elemento A
del hiperespacio C'(X) se puede “inflar” continuamente hasta
llegar a X.



Capitulo 2

Hiperespacios de
conjuntos que no
desconectan

En este capitulo, nos adentramos en el estudio de los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan, un area que
ha sido previamente explorada en articulos como [§] y [11].
Sin embargo, es importante destacar que las definiciones
proporcionadas en esos trabajos implican que los elementos
de un hiperespacio de conjuntos que no desconectan tienen
necesariamente interior vacio. En este capitulo, presentamos
una perspectiva méas amplia al definir los hiperespacios de
conjuntos que no desconectan de manera que no requieran
que sus elementos tengan interior vacio. Aunque nuestras
definiciones difieren de las anteriores en este aspecto, es
notable que al restringirnos a conjuntos de interior vacio,
nuestras definiciones coinciden con las dadas en [§] y [11]. Esto
nos permite establecer una conexiéon clara con la literatura
existente, al mismo tiempo que ampliamos el alcance de la
teoria.

14
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2.1. Definiciones y relaciones

En esta seccion, definimos los hiperespacios de conjuntos
que no desconectan y exploramos sus relaciones mediante
la contencién de conjuntos. Iniciamos con las definiciones
necesarias.

Definicién. 2.1. Dados A un subconjunto cerrado no vacio
de un continuo X y p un punto en el complemento de A,
decimos que A no blogquea a p si existe una funcién continua
a de [0,1] en 2% tal que a(0) = {p}, a(l) = X \ A y, para
cada t en [0, 1), a(t) no interseca a A. De lo contrario decimos
que A blogquea a p.

Definicién. 2.2. Decimos que un subconjunto cerrado no
vacio A de un continuo X:

= es un conjunto de conexidad colocal de X, si A tiene
vecindades abiertas arbitrariamente pequenas cuyos
complementos son conexos, es decir, para cada conjunto
abierto, U, de X que contiene a A, existe un subconjunto
abierto, V', de X que contiene a A y estd contenido en
U tal que X \ V es conexo.

= es un conjunto de no corte débil de X, si el complemento
de A es conexo por continuos, es decir, si cada par de
puntos en X \ A estan contenidos en un subcontinuo de
X que no interseca a A. De lo contrario decimos que A
es un conjunto de corte débil de X.

= no bloquea a los unipuntuales de X, si A no bloquea a
cada punto de su complemento.

= no bloquea a algin punto de X, si existe un punto en el
complemento de A tal que A no lo bloquea.

= es un conjunto orilla de X si para cada ntimero positivo
e existe un subcontinuo B de X tal que H(X \ A, B) es
menor que € y B no interseca a A, donde, H denota la
métrica de Hausdorff para 2.
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= es un conjunto de no corte de X, si A tiene complemento
conexo. De lo contrario decimos que A es un conjunto
de corte de X.

Definicién. 2.3. Para un continuo X, se definen los
siguientes subespacios de 2%:

» CLO(X)={A€e2X:
A es un conjunto de conexidad colocal de X }.

» NWC(X)={Ae2¥:
A es un conjunto de no corte débil de X'}.

» NB(Fi(X))={Ae2¥:
A no bloquea a los unipuntuales de X }.

» NB*(Fy(X))={Ae€2¥:
A no bloquea a algin punto de X'}.

» S(X)={A4€2¥: Aes un conjunto orilla de X}.

» NC(X)={Ae2¥:
A es un conjunto de no corte de X}.

Estos subespacios se llaman, hiperespacio de: conjuntos de
conexidad colocal, conjuntos de no corte débil, conjuntos que
no bloquean a los unipuntuales, conjuntos que no bloquean
a algin punto, conjuntos orilla y conjuntos de no corte,
respectivamente.

Todos ellos se conocen colectivamente como hiperespacios
de conjuntos que no desconectan a X.

Observacion. 2.4. Adoptamos la notacién comun en
la literatura, aunque debemos tener presente que los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan que definimos
contienen a los hiperespacios de conjuntos que no desconectan
cldsicos como subconjuntos.
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Denotamos por Kx\a(p) al subconjunto mas grande
conexo por continuos de X \ A que contiene al punto p, es
decir, Kx\a(p) =U{C € C(X):peCyCC X\ A}

A continuacién, presentamos proposiciones que nos
permiten establecer las relaciones entre los hiperespacios de
conjuntos que no desconectan mediante la contencién de
conjuntos. Las pruebas de estos resultados siguen las técnicas
y enfoques desarrollados en [§] y [11].

Proposiciéon. 2.5. Sean X un continuo, A un subconjunto
cerrado no vacio de X y p un punto en el complemento de A.
Las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) A no blogquea a p.

(2) Eziste un arco ordenado « : [0,1] — C(X) de {p} a
X\ A4, tal que, para cada t en [0,1), a(t) no interseca
a A.

(3) Existe una sucesion, {A;}2,, de subcontinuos de X que
no intersecan a A, tales que para cada niumero entero
positivo n, p es un elemento de A,, A, estd contenido
en Api1 y UR A coincide con X\ A.

(4) La cerradura de Kx\a(p) coincide con X \ A.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que A no bloquea
a p. Sea a : [0,1] — 2% una funcién continua tal que
a(0) = {p}, a(l) = X\ Ay, para cada t en [0,1), «a(t)
no interseca a A. Por la Proposicién [1.25 la funcion
By : 2001 — 2% dada por B;(A) = a(A) es continua. Por el
inciso (1) de la Proposicién la funcién U : 227 — 2X
definida por U(A) = U{A : A € A} es continua. La
funcién By : [0,1] — C(0,[0,1]) definida por Sa(t) = [0,1]
es continua. Se define la funcién 8 : [0,1] — 2% como
B(t) = U(B1(B2(t)) = Uf{al(s) : s € [0,t]}. La funcién S

es continua. Observe que, para cada t en [0,1), B(t) no
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interseca a A. Por el inciso (2) de la Proposicién [1.26] se
tiene que, 5(t) es un subcontinuo de X. Lo que implica que
B :[0,1] — C(X) es un arco ordenado satisfaciendo las
propiedades en (2).

(2) (3) Sea a : [0,1] — C(X) un arco ordenado de {p}
a X\ A, tal que, para cada t en [0,1), a(t) no interseca a
A. Para cada entero positivo n, se define A, = a(;%5). La

sucesion {4, }22, satisface las propiedades en (3).
(3) = (4) Es inmediato.

(4) = (3) Sea {di,ds,...} un subconjunto denso de X \ A.
Para cada entero positivo n, sea C,, un subcontinuo de X que
contiene a p, no interseca a A e interseca a Bi(d,). Se tiene

que U{C,, : n € N} coincide con X \ A. Se definen, A; = {p}
y Apir = AL UU{C; i € {1,...,n}}. La sucesién {A,}>2,
satisface las propiedades en (3).

(3) = (1) Sean {A;}22, como en (3) y Ag = {p}. Para cada
entero n, por el Teorema [1.28] existe ay, : [1 — 1 — —5] —
C(X) un arco ordenado de 4,1 a A,. Se define « : [0,1] —

C(X) como a(t) = o, (t) sit es un elemento de [1—1,1— =)

y a(l) = X \ A. La funcién « es una funcién continua, a(0) =
{p} y, para cada t en [0, 1), «(t) no interseca a A. O

Proposicion. 2.6. Sean X un continuo y A un subconjunto
cerrado no vacio de X. Entonces:

(1) A es un conjunto de no corte débil de X si y solo si para
cada x en el complemento de A, se tiene que Kx\a(x)
coincide con X \ A.

(2) A no bloquea a los unipuntuales de X si y solo si para
cada x en el complemento de A, se tiene que Kx\a(x)
coincide con X \ A.
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(3) A no bloquea a algin punto de X siy solo si existe x en el
complemento de A tal que Kx\a(x) coincide con X \ A.

Demostracion. (1) Supongamos que A es un conjunto de no
corte débil y sea x un punto en X \ A. En general se tiene
que Kx\a(x) esta contenido en X \ A. Sea y € X \ A, existe
un subcontinuo, C, de X contenido en X \ A y conteniendo
a los puntos z y y. Esto implica que y pertenece al conjunto
Kx\a(z). Asi, Kx\a(z) coincide con X \ A.

Supongamos ahora que, para cada = en el complemento
de A, Kx\a(x) coincide con X \ A. Sean y y z puntos
en el complemento de A. Por hipdtesis, z es un elemento
de Kx\a(y), por lo tanto, existe un subcontinuo C' de X
contenido en X \ A y conteniendo a los puntos y y z. Lo que
implica que A es un conjunto de no corte débil de X.

Los enunciados (2) y (3) se siguen del inciso (4) de la
Proposicion [2.5] [

El siguiente teorema establece la relacién entre los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan mediante la
contencién de conjuntos. Su demostracién se basa en las
técnicas desarrolladas en [8].

Teorema. 2.7. Si X es un continuo, entonces
CLC(X) C NWC(X) C NB(Fy(X)) C NB*(F(X)) C S(X) c NC(X).

Demostracion. Supongamos que A es un conjunto de
conexidad colocal. Sean x y y dos puntos en el complemento
de A. Existe un subconjunto abierto, U, de X que contiene
a Ay su cerradura no interseca al conjunto {z,y}. Sea V un
subconjunto abierto de X conteniendo a A, contenido en U
y de complemento conexo. El continuo X \ V' no interseca a
Ay contiene a los puntos x y y. Asi, A es un conjunto de no
corte débil.

Supongamos que A es un conjunto de no corte débil de X.
Sea x un punto en el complemento de A. Por el inciso (1) de
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la. Proposicion [2.6] se tiene que Kx\4(z) coincide con X \ A.
Por el inciso (2) de la Proposicién , se concluye que A no
bloquea a los unipuntuales de X.

Es claro que si A no bloquea a los unipuntuales de X,
entonces A no bloquea a algin punto de X.

Supongamos que A no bloquea a algin punto de X. Existe
un punto = en el complemento de A tal que A no bloquea a =z,
por el inciso (2) de la Proposicién [2.5] existe un arco ordenado
a:[0,1] —» C(X), de {z} a X\ A, tal que, para cada t en
[0,1), a(t) no interseca a A. Observe que, {a(1 — £)}22, es

una sucesiéon en C'(X) que converge a X \ A. Lo que prueba
que A es un conjunto orilla de X.

Finalmente, supongamos que A es un conjunto orilla de X.
Para cada entero positivo n, existe un subcontinuo, C,,, de X
que no interseca a A tal que H(C,, X \ A) es menor que +.
Supongamos que X \ A no es conexo. Existen subconjuntos
abiertos disjuntos no vacios, U y V, de X, tales que X \ A =
U UV. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que para
cada entero positivo n, C), esta contenido en U. Se sigue que
X \ A estd contenido en U U A. Lo que implica que V es
vacio. Lo cual es una contradiccién. Asi, X \ A es conexo. Por

lo tanto, A es un conjunto de no corte de X. O

Observacion. 2.8. En la Observacién 3.3 de [8, pp. 99-100],
muestran que, bajo las definiciones establecidas alli, las
inclusiones dadas en el Teorema pueden ser propias. Dado
que nuestras definiciones coinciden con las de [8] cuando
se restringen a conjuntos de interior vacio, se sigue que las
inclusiones también pueden ser propias en nuestro caso.

Las siguientes proposiciones establecen una relacién
importante entre los elementos de los hiperespacios de
conjuntos que no desconectan y sus fronteras. Las
demostraciones se siguen directamente de la Definicién [2.2]
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Proposiciéon. 2.9. Sea A un subconjunto cerrado no vacio de
un continuo X .

(1) Si A es un conjunto de conexidad colocal de X, entonces
fr(A) es un conjunto de conexidad colocal de X \ A.

(2) Si A esun conjunto de no corte débil de X, entonces fr(A)
es un conjunto de no corte débil de X \ A.

(3) Si A no bloquea a los unipuntuales de X, entonces fr(A)
no blogquea a los unipuntuales de X \ A.

(4) Si A no bloquea a algin punto de X, entonces fr(A) no
bloquea a algin punto de X \ A.

(5) Si A es un conjunto orilla de X, entonces fr(A) es un
conjunto orilla de X \ A.

(6) Si A es un conjunto de no de corte X, entonces fr(A) es
un conjunto de no corte de X \ A.

Proposicion. 2.10. Sea A un subconjunto cerrado no vacio
de un continuo X tal que X \ A es un subcontinuo de X.

(1) Si fr(A) es un conjunto de conexidad colocal de X \ A,
entonces A es un conjunto de conexidad colocal de X .

(2) Si fr(A) es un conjunto de no corte débil de X \ A,
entonces A es un conjunto de no corte débil de X.

(3) Sifr(A) no bloquea a los unipuntuales de X \ A, entonces
A no bloquea a los unipuntuales de X .

(4) Sifr(A) no bloquea a algin punto de X \ A, entonces A

no bloquea a algin punto de X.

(5) Sifr(A) es un conjunto orilla de X \ A, entonces A es un
conjunto orilla de X .

(6) Sifr(A) es un conjunto de no corte de X \ A, entonces A
es un conjunto de no corte de X.
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2.2. Coincidencias

En esta seccion, nos enfocamos en establecer condiciones
necesarias y suficientes para que el hiperespacio de conjuntos
de no corte débil coincida con el hiperespacio de conjuntos
de conexidad colocal, y también, para que el hiperespacio de
conjuntos que no bloquean a los unipuntuales coincida con
el hiperespacio de conjuntos de no corte débil. Para lograr
esto, comenzamos analizando la aposindesis y su papel en la
relacion entre estos espacios. En particular, demostramos que
si I es un conjunto que pertenece a alguno de los hiperespacios
de conjuntos que no desconectan y X es aposindético con
respecto a F', entonces F pertenece al hiperespacio de
conjuntos de conexidad colocal.

Definicién. 2.11. Decimos que un continuo X es
aposindético con respecto a un conjunto cerrado A si cada
punto en el complemento de A esta contenido en el interior
de un subcontinuo que no interseca a A.

Las siguientes dos proposiciones establecen propiedades
que satisfacen los conjuntos cerrados para los cuales X es
aposindético con respecto a ellos.

Proposicién. 2.12. Si A es un subconjunto cerrado de un
continuo X y X es aposindético con respecto a A, entonces
cada componente de X \ A es un subconjunto abierto de X .

Demostracion. Sean D una componente de X'\ A y p un punto
en D. Existe un subcontinuo C' de X que contiene al punto p
en su interior y no interseca a A. Se sigue que C' esta contenido
en D. Lo que prueba que D es un conjunto abierto de X. [

Proposicién. 2.13. Si A es un subconjunto cerrado de un
continuo X y X es aposindético con respecto a A, entonces
cada componente de X \ A es un conjunto conexo por
continuos.
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Demostracion. Sean D una componente de X \ A y p un
punto en D. Claramente Kx\(p) estd contenido en D.

Afirmacion 1. Kx\a(p) es un subconjunto abierto de D.

En efecto. Sea y un punto en Kx\ 4(p). Existe un subcontinuo,
C1, de X que contiene los puntos p y y, tal que C) esta
contenido en el complemento de A. Por otro lado, existe un
subcontinuo, Cs, de X que contiene al punto y en su interior
y esta contenido en el complemento de A. Asi, C; Uy es un
subcontinuo de X que contiene al punto p y esta contenido
en X \ A. Entonces, C; U Cs estd contenido en Kx\4(p). En
consecuencia, Kx\4(p) es un subconjunto abierto de X y, por
lo tanto, es un subconjunto abierto de D.

Afirmacion 2. Kx\a(p) es un subconjunto cerrado de D.

En efecto. Sea y un punto en D \ Kx\a(p). Existe un
subcontinuo, C7, de X que contiene a y en su interior y esta
contenido en el complemento de A. Probaremos que C] esta
contenido en D \ Kx\a(p). Claramente C; estd contenido
en D. Supongamos que existe un punto z en C7 N KX\A(p).
Existe un subcontinuo, Cs, de X que contiene a los puntos p
y z y estd contenido en el complemento de A. Asi, C} U Cy
es un subcontinuo de X que contiene a los puntos p v vy, y
estd contenido en el complemento de A. Esto implica que
y es un elemento de Kx\4(p), lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, C esta contenido en D\ Kx\a(p). Se tiene que
D\ Kx\a(p) es un subconjunto abierto de D. Lo que prueba
que Kx\a(p) es un subconjunto cerrado de D.

De las afirmaciones 1 y 2, se sigue que Kx\4(p) coincide con
D. Lo que implica que para cualquier punto ¢ en D, existe un
subcontinuo que contiene a los puntos p y ¢, y no interseca a
A. O
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Como consecuencia inmediata de la Proposiciéon [2.13] se
tiene el siguiente corolario.

Corolario. 2.14. Si A es un conjunto de no corte de un
continuo X y X es aposindético con respecto a A, entonces A
es un conjunto de no corte débil.

El corolario a continuacion establece que si F es un
elemento de un hiperespacio de conjuntos que no desconectan
a X y X es aposindético con respecto a F', entonces F' es un
conjunto de no corte débil.

Corolario. 2.15. Sean X wun continuo y H(X) un
hiperespacio de conjuntos que no desconectan a X. Si A es
un elemento de H(X) y X es aposindético con respecto a A,
entonces A es un conjunto de no corte débil.

Demostracién. Por el Teorema 2.7, se tiene que A es un
conjunto de no corte. Del Corolario se sigue que, F es
un conjunto de no corte débil. O

Observacion. 2.16. Un conjunto cerrado F', puede ser de no
corte débil sin que X sea aposindético con respecto a F,
como se muestra en el ejemplo siguiente.

En el plano cartesiano consideramos los puntos a = (—
b=(1,0), c= (%, 0) para cada entero positivo n, b, = (
los segmentos de recta Ly = ab, L, = ab, y el arco L_; =
{(cos(x),sin(X)) : x € [-m,0]}. Tomamos X =2 | L,y F
el segmento de recta con extremos (—1,0) y (,0). Se ilustra
en la Figura [2.I] Observamos que F' es un conjunto de no
corte débil y todo subcontinuo que contenga a ¢ en su interior
interseca a F'.

Sk O

);
),

L,
L,
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Figura 2.1

El siguiente teorema proporciona una condicién necesaria
y suficiente para que un conjunto de no corte débil sea un
conjunto de conexidad colocal.

Teorema. 2.17. Un subconjunto cerrado no vacio, A, de un
continuo X es un conjunto de conexidad colocal, si y solo si
A es un conjunto de no corte débil de X y X es aposindético
con respecto a A.

Demostracion. Necesidad: Supongamos que A es un conjunto
de conexidad colocal de X. Por el Teorema [2.7], es suficiente
mostrar que X es aposindético con respecto a A. Sean p un
punto en el complemento de A y U un subconjunto abierto de
X que contiene a A tal que p no es un elemento de U. Existe
un subconjunto abierto, V, de X que contiene a A, estd
contenido en U y tiene complemento conexo. Se tiene que,
X \ V es un subcontinuo de X que contiene al punto p en su
interior y no interseca a A. Por lo tanto, X es aposindético
con respecto a A.

Suficiencia: Supongamos que A es un conjunto de no corte
débil y que X es aposindético con respecto a A. Sea U un
subconjunto abierto de X que contiene a A. Para cada punto
x en el complemento de U, existe un subcontinuo, C,, de X
que contiene al punto x en su interior y no interseca a A. Por
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compacidad, existe un subconjunto finito {xy, ..., z, } de X\U
tal que X \ U C U, int(C,,). Més aun, para cada entero
i en {1,..n}, existe un subcontinuo B; de X que contiene
a los puntos x; y x;, y estd contenido en X \ A. Sea C' =

* (Cy, U B;). Claramente, C' es un subcontinuo de X que
contiene a X \ U y no interseca a A. Se tiene que X \ C es
un conjunto abierto de X que contiene a A, contenido en U y
cuyo complemento es conexo. Por lo tanto, A es un conjunto

de conexidad colocal. O

El siguiente corolario proporciona una condicién necesaria
y suficiente para que el hiperespacio de conjuntos de
conexidad colocal coincida con el hiperespacio de conjuntos
de no corte débil.

Corolario. 2.18. Para un continuo X, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) Los hiperespacio CLC(X) y NWC(X) coinciden.

(2) El continuo X es aposindético con respecto a cada
elemento de NWC(X).

Demostracion. (1) = (2) Sea A un elemento de NWC(X).
Por hipétesis, A es un elemento de CLC(X). Por el Teorema
2.17] X es aposindético con respecto a A.

(2) = (1) Por el Teorema [2.7les suficiente probar que
NWC(X) esta contenido en CLC(X). Sea A un elemento
de NWC(X). Por hipétesis, X es aposindético con respecto
a A. Por el Teorema A es un elemento de CLC(X). O

El corolario a continuacién muestra que bajo ciertas
condiciones, un hiperespacio de conjuntos que no desconectan
coincide con el hiperespacio de conjuntos de conexidad
colocal.

Corolario. 2.19. Sean X wun continuo y H(X) un
hiperespacio de conjuntos que no desconectan a X. Si X es
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aposindético con respecto a cada elemento de H(X), entonces
los hiperespacios CLC(X) y H(X) coinciden.

Demostracién. Por el Teorema [2.7] es suficiente mostrar que
H(X) estda contenido en CLC(X). Sea A un elemento de
H(X). Como consecuencia del Corolario [2.15] se tiene que A
es un conjunto de no corte débil. Del Teorema [2.17] se sigue
que, A es un conjunto de conexidad colocal. Por lo tanto, los
hiperespacios CLC(X) y H(X) coinciden. O

Como consecuencia directa del Corolario [2.19] se tiene el
siguiente corolario.

Corolario. 2.20. Sean X wun continuo y H(X) un
hiperespacio de conjuntos que no desconectan a X. Si X es
aposindético con respecto a cada elemento de H(X), entonces
todos los hiperespacios de conjuntos que no desconectan entre

CLC(X) y H(X) coinciden.

Observacion. 2.21. La igualdad entre el hiperespacio
de conjuntos que no bloquean a los unipuntuales y el
hiperespacio de conjuntos de no corte débil no implica que X
sea aposindético con respecto a cada conjunto que no bloquea
a los unipuntuales, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

En el plano cartesiano consideramos los puntos a = (0,0), b =
(1,0), para cada entero positivo n, b, = (1, 1), ¢, = (142, 1),
dy=(1+1,-1) a,=(0,—2), los segmentos de recta Ly =
ab, A, = ab,, B, = b,c,, C,, = ¢c,d,, D, = d,a, y los arcos
L, =A,UB,UC,UD,. Tomamos X = ;2 L,. Se ilustra en
la Figura [2.2] Observamos que X es un continuo para el cual
los hiperespacios NWC(X) y NB(Fi(X)) coinciden y X no
es aposindético con respecto a cada elemento de N B(F;(X)).
A continuacién describimos estos hiperespacios y damos un
ejemplo de un elemento F' en NB(F;(X)) tal que X no es
aposindético con respecto a F'.
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a e d1

Figura 2.2

Para cada subconjunto finito no vacio £ = {p,...,px} de
{p1,p2, ...}, definimos

A(E) ={A1U---UAg : Ay € C(pi, L) \{L;},i € {1,....k}} v
B(E)={DUE:Dec A(E)y E € C(b,Lo) \ {Lo}}
Para cada entero positivo i, tomamos X; = X\ L; y definimos
Cli)={X;UA:AeC(p, L)}y

D(i)={DUE:DeB(i)y E€Cl(p;, L)}

El hiperespacio de conjuntos de no corte débil y el
hiperespacio de conjuntos que no bloquean a los unipuntuales
de X coinciden con

s

Il
—

U AE)UB(E)) J(CH)uD(i) U{A : A€ Clg, Lo\ {Lo})},

2

donde FE corre sobre todos los conjuntos cerrados no vacios
de {p1,p2, ... }.

Consideramos los puntos p; = (%, —1), pp = (%, —%), p3 =
(3,0), ¢ = (%,O) y los segmentos de recta P, = pia;, Py =
paas v P3 = p3b. Tomamos F = Ulepl-. Se ilustra en la
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Figura 2.3

Figura [2.3] Observamos que F' es un conjunto que no bloquea
a los unipuntuales y todo subcontinuo que contenga a ¢ en su
interior interseca a F'.

A continuaciéon, con el fin de determinar las condiciones
precisas bajo las cuales el hiperespacio de conjuntos que no
bloquean a los unipuntuales coincide con el hiperespacio de
conjuntos de no corte débil, presentamos una definicién y un
teorema, que seran cruciales para establecer los resultados
deseados. La demostracion del teorema sigue las técnicas
empleadas en [13].

Definicién. 2.22. Sean A un subconjunto cerrado de un
continuo X y p un punto en el complemento de A. Decimos
que X es aposindético en p con respecto a A si existe un
subcontinuo de X que contiene a p en su interior y no interseca

a A.

Teorema. 2.23. Sean X wun continuo, D un subconjunto
abierto no vacio de X y A un subconjunto cerrado no vacio de
X que no interseca a D. Si para cada punto x en D se tiene
que X no es aposindético en x con respecto a A, entonces para
cada punto y en X \ A eziste un punto z en D tal que todo
subcontinuo de X que contiene a los puntos y y z interseca a

A.

Demostracion. Sea y un punto en X \ A. Existe un
subconjunto abierto no vacio, Dy, de X, tal que D; esta
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contenido en D, D; no interseca a A U {y} y diam(D;) es
menor que 3. Tomemos & como el minimo entre d(4,y) y
d(A, Dy). Sea C la componente de X \ N%(;(A) que contiene
a 1. Como X no es aposindético en x con respecto a A para
todo x en Dy, se tiene que D; no esta contenido en C'. Sea
z; en Dy \ (. Existe un subconjunto abierto, Dy, de X tal
que z; estd en Dy, Dy estd contenido en Dy, D, no interseca
a C} y diam(D,) es menor que i. Sea (5 la componente de
X\ N 1 s(A) que contiene a y. Como X no es aposindético en
x con respecto a A para todo x € Ds, existe z; en Dy \ Cy. Lo
cual implica que existe un subconjunto abierto, D3, de X tal
que z esté en Ds, Ds esté contenido en Dy, Dj no interseca a.
Cy y diam(Dj3) es menor que é. Se contintia con este proceso.
Sea {z} = NX, D;. Claramente z estd en D. Supongamos que
existe un subcontinuo C' de X que contiene a los puntos y y z,
y estd contenido en X \ A. Existe un entero positivo j tal que
C' esta contenido en C;. Lo que implica que z es un elemento
de C;. Lo cual es una contradiccién pues z estd en Dy y
Dji1 no interseca a C;. Por lo tanto, todo subcontinuo de X
que contiene a los puntos y y z, interseca a A. ]

Como consecuencia directa del Teorema se obtiene el
siguiente corolario.

Corolario. 2.24. Si A es un conjunto de no corte débil de
un continuo X, entonces cada abierto de X que no interseca
a A contiene un punto p, tal que X es aposindético en p con
respecto a A.

Otra manera de escribir el corolario anterior es la siguiente.

Corolario. 2.25. Si A es un conjunto de no corte débil de
un continuo X, entonces el conjunto formado por los puntos

en los cuales X es aposindético con respecto a A es denso en
X\ A

Del corolario anterior se deduce el siguiente resultado.
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Corolario. 2.26. Si A es un conjunto de no corte débil de un
continuo X, entonces existe un subcontinuo de X con interior
distinto del vacio contenido en X \ A.

Después de desarrollar los resultados previos, presentamos
el teorema que proporciona las condiciones precisas bajo las
cuales el hiperespacio de conjuntos que no bloquean a los
unipuntuales coincide con el hiperespacio de conjuntos de no
corte débil.

Teorema. 2.27. Un subconjunto cerrado no vacio, A, de un
continuo X es un conjunto de no corte débil, si y solo si, A
no bloquea a los unipuntuales de X y existe un subcontinuo
de X con interior distinto del vacio contenido en X \ A.

Demostracion. Necesidad: Supongamos que A es un conjunto
de no corte débil de X. Por el Teorema [2.7 es suficiente
mostrar que existe un subcontinuo de X con interior no
vacio contenido en el complemento de A. El Corolario [2.26
garantiza la existencia de dicho continuo.

Suficiencia: Supongamos que A no bloquea a los unipuntuales
de X y que existe un subcontinuo C' de X con interior no vacio
contenido en X \ A. Sean x y y dos puntos en X \ A. Por la
Proposicion [2.6} los conjuntos Kx\a(z) y Kx\a(y) son densos
en X \ A. Existen subcontinuos, C, y Cy, de X contenidos en
X \ A, tales que x es un elemento de C,, y es un elemento de
Cy, C, interseca a int(C) y C, interseca a int(C'). Entonces
CUC,UC, es un subcontinuo contenido en X \ A que contiene

a los puntos = y y. Por lo tanto, A es un conjunto de no corte
débil de X. O

Corolario. 2.28. Para un continuo X, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) Los hiperespacio NWC(X) y NB(F1(X)) coinciden.

(2) Para cada A en NB(Fi(X)) eziste un subcontinuo de X
con interior no vacio contenido en X \ A.



32 CAPITULO 2. HIPERS. CONJ. NO DESCONECTAN

Demostracion. (1) = (2) Sea A un elemento de NB(F;(X)).
Por hipétesis, A es un elemento de NWC'(X). Por el Teorema
2.27] existe un subcontinuo de X con interior distinto del
vacio contenido en X \ A.

(2) = (1) Por el Teorema ,es suficiente probar que
NB(F;(X)) esta contenido en NWC(X). Sea A un elemento
de NB(F;(X)). Por hipétesis, existe un subcontinuo de X con
interior no vacio contenido en X \ A. Por el Teorema [2.27, A
es un elemento de NWC(X). O



Capitulo 3

Continuos localmente
conexos

En este capitulo, exploramos los continuos localmente
conexos y demostramos que en este tipo de continuos, los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan coinciden.
Ademads, proporcionamos caracterizaciones de la conexidad
local, identificamos los tinicos continuos localmente conexos
para los cuales el hiperespacio de conjuntos de no corte es
compacto y se dan caracterizaciones del arco y la curva
cerrada simple.

3.1. Caracterizaciones de la
conexidad local

En esta seccion, se demuestra que en continuos localmente
conexos, los hiperespacios de conjuntos que no desconectan
coinciden. Ademas, demostramos que para un continuo X las
siguientes condiciones son equivalentes: (i) El continuo X es
localmente conexo, (ii) Cada conjunto de no corte de X tiene
vecindades arbitrariamente pequefias cuyos complementos
son conexos, (iii) Cada conjunto de no corte de X tiene
complemento conexo por continuos, (iv) Cada conjunto de

33
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no corte de X no bloquea a los unipuntuales de X, (v) El
continuo X es aposindético con respecto a cada uno de sus
conjuntos de no corte y (vi) El continuo X es aposindético
con respecto a cada uno de sus conjuntos cerrados no vacios.

Iniciamos demostrando una proposicion que aparece en
[15, Teorema 3.1.31, p. 120] en términos de la llamada funcién
T de Jones.

Proposiciéon. 3.1. Un continuo es localmente conexo si y solo
st es aposindético con respecto a cada uno de sus subconjuntos
cerrados no vacios.

Demostracion. La necesidad es clara. Para la suficiencia,
supongamos que X es un continuo aposindético con respecto
a cada elemento de 2. Sea U un subconjunto abierto de
X. Como X es aposindético con respecto a X \ U, de la
proposicion se sigue que cada componente de U es un
conjunto abierto de X. Esto prueba la conexidad local de X,
teorema [T.111 O

El siguiente teorema establece una propiedad fundamental
de los continuos localmente conexos en relacién con los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan .

Teorema. 3.2. Si X es un continuo localmente conezo,
entonces todos los hiperespacios de conjuntos que no
desconectan coinciden.

Demostracién. Por la Proposicién [3.1] se sigue que X es
aposindético con respecto a a cada elemento de NC(X).
Del Corolario [2.20} se tiene que, todos los hiperespacios de
conjuntos que no desconectan coinciden. 0

El siguiente lema es crucial en nuestro andlisis y su
demostracion sigue las ideas desarrolladas por L. Mohler en
[16, Teorema 3.
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Lema. 3.3. 5i X es un continuo que no es conexo en pequeno
en uno de sus puntos, entonces X contiene un conjunto de no
corte que bloquea a los unipuntuales de X

Demostracion. Supongamos que X es un continuo que no
es conexo en pequefio en un punto p. Existen un nimero
positivo J, una sucesién de componentes distintas, {L;}2, vy
un subcontinuo, L, de la cerradura de la bola abierta Bs(p),
tal que L tiene mas de un punto, p es un elemento de L,
lim L; = L y, para cada entero positivo 7, L; no interseca a
L, vea la demostracion del Teorema 5.12 en [18, p. 76]. Sea
g un punto en L distinto de p. Fijamos un numero positivo,
r, menor que d(p,q). Para cada ¢ en el intervalo (0,r], se
definen los siguientes conjuntos: P; denota la cerradura de la
componente de la bola abierta B;(p) que contiene al punto p;
K; = P, \ By(p); Q; es la componente de X \ P, que contiene
al punto ¢; y C; = Q;N K;. Observe que, para cada t en (0, 7],
el conjunto {p, ¢} no interseca a K;. Por lo tanto, para cada
t en (0,7], C; no interseca a {p,q} .

Mostraremos una serie de afirmaciones:

Afirmacién 1. Para cada nimero ¢ en (0, r| y para cada punto
xen Cy, d(x,p) =t.

En efecto. Sea t un nimero en (0,7] y # un punto en Ci.
Observe que C; estd contenido en fr(B;(p)). Se sigue que
d(x,p) =t.

Afirmacion 2. Para cualquier par de nimeros distintos en
(0,7], t y s, los conjuntos Cy y C; son disjuntos.

En efecto. Por la afirmacion 1, z en C; N Cs implica que
d(x,p) =tyd(x,p)=s. Asi, t =s.

Afirmacién 3. Si t es un nimero en (0,7] y X\ C, =U UV,
donde, U y V, son conjuntos abiertos disjuntos no vacios de
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X,y pesta en U, entonces ¢ esta en U.

En efecto. Supongamos que g no estd en U. Entonces, ¢
estd en V. Como p y ¢ son puntos en L y limL; = L, sin
pérdida de generalidad podemos suponer que para cada
entero positivo ¢, [; interseca tanto a U como a V. Por
conexidad de L;, se tiene que L; interseca a ;. Como C;
estd contenido en P;, se sigue que L; interseca a P;. Por otro
lado, como t es menor que 9, se tiene que P, esta contenido
en Py, donde, Ps denota la componente de la cerradura de
la bola abierta Bs(p) que contiene al punto p. Se sigue que
L; interseca a Pjs. Por lo tanto, para cada entero positivo 1,
L; = Ps. Esto es una contradiccién que prueba la afirmacion 3.

Afirmacién 4. Existe un numero ¢ en (0, 7] tal que C; es un
conjunto de no corte de X.

En efecto. Supongamos por el contrario que para cada t en
(0,7], Cy es un conjunto de corte de X. Entonces, la familia
{C; : 0 <t <r} es una coleccion no numerable de conjuntos
de corte de X ajenos dos a dos. Fijemos un niimero arbitrario
s en (0,r]. Sean U y V' conjuntos abiertos disjuntos no vacios
de X, tales que X \ Cs = U U V. Supongamos que p estd en
U. Probaremos que para cada t en (0, r] distinto de s, C; estd
contenido en U, lo cual es una contradicciéon a la proposicion
Sea t un nimero en (0, r] distinto de s. Existen dos casos:

Supongamos que t < s; en este caso, note que si x es
un punto en P, entonces d(p,x) < t y, por la afirmacién
1, x no estda en Cy. Se sigue que P, no interseca a C.
Asi, P, estd contenido en U U V. Mas aun, como p es
un punto comun de P, y U, por conexidad de P, se
tiene que, P, esta contenido en U. Finalmente, como C; es
un subconjunto de P;, se concluye que C} estd contenido en U.

Supongamos ahora que s < t; en este caso se tiene que X \ P,
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es un subconjunto de X \ Ps. Lo que implica que @, esta
contenido en X \ P,. Més atn, como C; y P son disjuntos,
se tiene que Cy estd contenido en X \ P;. Por lo tanto, se
tiene que @Q; U C; estd contenido en X \ Cj. Por otro lado,
como @Q; U C; esta entre Q; y Q;, se tiene que Q; U C; es
un conjunto conexo. Por la afirmacién 3, ¢ es un punto de
U. Finalmente, como ¢ es un punto de ();, se concluye que
Q: U Cy esta contenido en U. En particular, C; esta contenido
en U.

Esto concluye la demostraciéon de la afirmacién 4.

Afirmacién 5. Para cada numero ¢ en (0, 7], todo subcontinuo
de X que contiene a los puntos p y ¢ interseca a C}.

En efecto. Supongamos por el contrario que existe un
subcontinuo B de X contenido en X \ C; que contiene a
los puntos p y ¢. Observe que ¢ no es un elemento de F;,
lo que implica que, 0 < d(q, P,). Para cada entero n, sea
V., = N (%,Pt), y E, la cerradura de la componente
de B\ V, que contiene a ¢. Por la Proposicién m, para
cada entero positivo n, E, interseca a fr(V},). Por lo tanto,
para cada entero positivo n, podemos tomar un punto z,
en E, y un punto y, en P; tales que d(z,,y,) < d(%:t). Por
compacidad, podemos suponer que existe un punto ¢; en X
tal que ambas sucesiones {z;}°; v {y;}32, convergen a ¢.
Por otro lado, note que, si n es menor que m, entonces F,
estd contenido en E,,. Sea E = U{F, : n € N}. Observe que
E es un subcontinuo de B. Mas aun, ¢; es un punto comun
de E' vy P,. Ademés, E es un subconjunto de @, pues para
cada entero positivo n, E, estd contenido en ;. Observe
que, como B no interseca a Cy, ¢; no es un elemento de C}.
Asi, ¢; es un punto de P, \ K. Por lo tanto, ¢; es un punto de
la bola abierta B,(p). Sea M la componente de £N By(p) que
contiene a ¢;. Por la Proposicién [1.22] existe un punto ¢, en
M N fr(E N By(p)). Note que P; contiene al punto ¢z y g2 no
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es un elemento de la bola abierta B;(p), pues d(p, q2) = t. Se
sigue que, @2 es un punto en £ N K;. Por lo tanto, dado que
E esta contenido en @, se tiene que, ¢ es un punto de C,.
Asi, g es un punto de B N (Y, lo cual es una contradiccion
pues B no interseca a C;. Esto concluye la demostracion de
la afirmacién 5.

Por las afirmaciones 4 y 5

(1) Existe un nimero ¢, en el intervalo (0,r] tal que Cy, es
un conjunto de no corte y todo subcontinuo de X que
contiene a los puntos p y ¢ interseca a Cy,.

Si (4, bloquea a algin punto de X, entonces C;, es un
conjunto de no corte que bloquea a los unipuntuales de X.

Supongamos que Cy, no bloquea a los unipuntuales de X.

Por el inciso (2) de la Proposicién [2.6] se tiene

(2) Los conjuntos Kx\c, (p) ¥ Kx\c,(q) son densos en
X\ Cy.

Por (1),
(3) KX\CtO (p) y KX\CtO (C.Z) son disjuntos.

Afirmacién 6. Para cada nimero ¢ en (0,7], C; tiene interior
vacio.

En efecto. Sea t un ntmero en (0,r]. Denotemos por
M la componente que contiene a p en Bi(p). Se tiene que
Cy C M\ By(p) € M\ M. Por lo tanto, C; tiene interior vacio.

Afirmacion 7. Para cada s en el intervalo (0,%), K es un
conjunto de no corte de X.
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En efecto. Sea s un elemento de (0,%). Por la Afirmacién
1, Ps estd contenido en X \ Cj,. Por (3), P; no interseca
a Kx\g,(q), por lo tanto K, no interseca a Kx\¢, (q). En
consecuencia Kx\c, (q) estd contenido en X \ K. Por (2)
y la Afirmacién 6, Kx\¢, (¢) = X. Esto prueba que K es
un conjunto de no corte pues X \ Ky estd entre Kx\¢, (q) ¥

KX\CtO (Q) .

Afirmacién 8. Para cada s en el intervalo (0, ), K bloquea
ap.

En efecto. Sea U una vecindad abierta de ¢ tal que U no
interseca a B, (p). Por el inciso (2) de la Proposicién [2.6] es
suficiente probar que si B es un subcontinuo que tiene a p
e interseca U, entonces B interseca a K,. Tomemos B un
subcontinuo de X que tiene a p e interseca a U. Como s es
menor que r, los conjuntos U y B,(p) son disjuntos. Sea M
la componente que tiene a p en BN B(p). Por la Proposicién
1.22] existe un punto q en M N fr(B N By(p)). Note que P,
tiene al punto ¢ y ¢ no es un elemento de la bola abierta
Bs(p), pues d(p,q) = s. Asi, ¢ es un punto de B N K.

Por las Afirmaciones 6 y 7, para cada s en (0,%y), K es un
conjunto de no corte que bloquea a los unipuntuales de X. [

Observacion. 3.4. Los conjuntos de no corte Cy, y K, tiene
interior vacio.

El Teorema [3.5] proporciona caracterizaciones de la
conexidad local mediante algunos de los hiperespacios de
conjuntos que no desconectan .

Teorema. 3.5. Para un continuo X, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) El continuo X es localmente conezo.

(2) Los hiperespacios CLC(X) y NC(X) coinciden.
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(3) Los hiperespacios NWC(X) y NC(X) coinciden.
(4) Los hiperespacios NB(Fy(X)) y NC(X) coinciden.

(5) El continuo X es aposindético con respecto a cada
elemento de NC'(X).

(6) El continuo X es aposindético con respecto a cada
elemento de 2%,

Demostracion. (1) = (2) se sigue del Teorema |3.2]
(2) = (3) y (3) = (4) se siguen del Teorema [2.7]

(4) = (6) supongamos que X no es aposindético con respecto
a A, para algin A en 2%. Existe un punto p en X \ A tal
que cualquier subcontinuo de X que contenga a p en su
interior, interseca a A. Sea U un subconjunto abierto de X
que contiene al punto p, tal que U no interseca a A. Observe
que si V' es un subconjunto conexo de X que contiene al
punto p en su interior, entonces V es un subcontinuo de
X que contiene al punto p en su interior. Se sigue que, V
interseca a A. Por lo tanto, V no esta contenido en U. Esto
prueba que X no es conexo en pequeno en p. Por el Lema
3.3, se concluye que el hiperespacio NB(F;(X)) es diferente
de NC(X).

(6) = (1) se sigue de la Proposicién [3.1]

Hasta aqui, se ha probado que (1), (2), (3), (4) y (6) son
equivalentes.

Ahora, (6) = (5) es obvio y (5) = (3) se sigue del Corolario
2.2(0) [

Observacion. 3.6. Es importante notar que el teorema anterior
es igualmente valido para los respectivos hiperespacios de
conjuntos que no desconectan cominmente estudiados en la
literatura.
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Observacion. 3.7. La igualdad entre los hiperespacios
CLC(X), NWC(X), NB(Fy(X)), NB*(Fi(X)) y S(X) no
implica la conexidad local de X, como se puede observar en
el siguiente ejemplo.

En el plano cartesiano consideramos los conjuntos W; =
{(z,sen(1)): 0 <z <1}y Wo = {(—z,sen(1)) : 0 <z < 1}.
Tomamos X = W, UWy, p = (—1,sen(l)) vy ¢ = (1,sen(1)).
Se ilustra en la Figura [3.1] Observamos que X es un continuo
no localmente conexo para el cual los hiperespacios C'LC(X),
NWC(X), NB(Fi(X)), NB*(Fi(X)) y S(X) coinciden. A

continuacion describimos estos hiperespacios.

Figura 3.1

Definimos
H={AUB:AecC(p,X)y BeC(q,X)}.
Se tiene la igualdad
CLC(X)=5(X)=C(p,X)UC(q,X)UH.

Observacion. 3.8. La igualdad entre los hiperespacios
NB*(Fi(X)), S(X) y NC(X) no implica la conexidad local
de X, como se puede observar en el siguiente ejemplo.

En el plano cartesiano consideramos el conjunto W =
{(z,sen(2)) : 0 < 2 < 1}. Tomamos X = W y p =
(1,sen(1)). Se ilustra en la Figura [3.2] Observamos que
X es un continuo no localmente conexo para el cual los
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p

Figura 3.2

hiperespacios NB*(Fi(X)), S(X) y NC(X) coinciden. A
continuacion describimos estos hiperespacios.
Definimos

I={0} x[~1,1],
Hi={AUB:AcC(p.X)yBeC(, X)}y
Ho={AUB:A€c2' yBeCpX)}.

Se tiene la igualdad

NB*(Fi(X)) = NC(X)=C(p, X)UC(I,X)UH UH U2

3.2. Compacidad

En esta seccién, nos enfocamos en la relacién entre
la compacidad del hiperespacio de conjuntos de no corte
y la estructura de los continuos localmente conexos.
Demostramos un resultado fundamental que establece que
los tnicos continuos localmente conexos para los cuales el
hiperespacio de conjuntos de no corte es compacto son el
arco y la curva cerrada simple.

Comenzamos estableciendo tres resultados que nos
proporcionaran las herramientas necesarias para alcanzar
nuestra conclusion.
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Proposicién. 3.9. Sea C un subcontinuo de un continuo
localmente conexo X. Si U es un conjunto abierto de X que
contiene a C', entonces existe un conjunto abierto y conezxo de
X, que contiene a C y estd contenido en U.

Demostracion. Para cada punto x de C, existe un conjunto
abierto y conexo U, de X, que contiene al punto x y estd
contenido en U. Por compacidad, existe un subconjunto finito
{z1,...,2,} de C, tal que C estd contenido en U}, U,,. Sea
V =U, Uy,. Observe que V es un conjunto abierto y conexo
de X que esta contenido en U. O

Teorema. 3.10. Si el hiperespacio de conjuntos de no corte
de un continuo localmente conexo es compacto, entonces cada
subcontinuo del continuo tiene interior conexo.

Demostracion. Sea C' un subcontinuo de X. Construiremos
una sucesion de cerrados de no corte de X que converja a
X \ int(C). Definimos U; como la nube de radio 1 centrada
en C. Por la Proposicion [3.9] existe un abierto y conexo V;
de X, que contiene a C'y esta contenido en U;. Supongamos
que, para cada entero positivo, ¢, mayor o igual que 2, U;_;
y Vioy estdn definidos. Se define U; = V;_; N N(3,C). Por
la Proposicién existe un abierto y conexo V; de X, que
contiene a (' y esta contenido en U;. La sucesion de abiertos
y conexos {V,,}2,, cumple lo siguiente: X \ V; esté contenido
en X\ Vi1 y U2, X\V, = X\ C. Por lo tanto, lim(X'\ V,,) =
X \ C. Como, para cada numero entero i, X \ V; es un conjunto
de no corte de X, por la compacidad de NC(X), se tiene que
X \ C es un conjunto de no corte. Lo que implica que, int(C')
es conexo. O

Proposicion. 3.11. Si el hiperespacio de conjuntos de no
corte de un continuo localmente conexo es compacto, entonces
el continuo no contiene triodos simples.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo localmente
conexo que contiene un triodo simple, T' = e;v U eyv U e3v,
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donde, e;v son los arcos que forman a T' y v es el vértice de T.
Existen subconjuntos abiertos conexos, U; y Us, de X, tales
que e; esta contenido en Uy, la cerradura de U; no interseca
a eV U es3v, ey estd contenido en Us, la cerradura de Us no
interseca a ejv U esv, y la cerradura de U; no interseca a la
cerradura de Us,. Sea C' = U; U ev U U, U eqv. Observe que C
es un subcontinuo de X que contiene a los puntos e; y ey en
su interior y al punto v en su frontera. Por otro lado, se tiene

que C'\ {v} = (U U (erv\ {v})) U (U U (eqv \ {v})). Se sigue
que C'\ {v} no es un conjunto conexo. Observe que, el interior
de C esta contenido en C'\ {v}. Como e; es un elemento de
Uy y e es un elemento de Us se tiene que int(C') no es conexo.
Por Teorema se concluye que NC(X) no es compacto.
Esto concluye la demostracion. O]

El Teorema [B.I2] establece una caracterizacion de los
continuos localmente conexos cuyo hiperespacio es compacto.
La demostracién se sigue de las Proposiciones y [L.10]

Teorema. 3.12. Si el hiperespacio de conjuntos de no corte
de un continuo no degenerado localmente conexo es compacto,
entonces el continuo es un arco o una curva cerrada simple.

Demostracion. Por la Proposicién[3.11] X no contiene triodos
simples. Por la Proposicion [1.10, X es un arco o una curva
cerrada simple. O

A continuacién, mostramos que tanto el hiperespacio de
conjuntos de no corte del arco, como el de la curva cerrada
simple son continuos arco-conexos.

El hiperespacio de conjuntos que no cortan
al arco

Definicién. 3.13. Sea A un subcontinuo de un continuo X,
se define C(A, X)={C e C(X): AcC C}.

Lema. 3.14. Si A es un subcontinuo de un continuo X,
entonces C'(A, X) es un continuo arco-conezxo.
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Demostracion. Afirmacién 1. C(A, X) es cerrado en 2%.

En efecto. Sea {C'}$2, una sucesién de elementos de C'(A, X)
y C un elemento de 2% tal que C' = lim C;. Como C(X) es
compacto, Teorema C' es un elemento de C(X). Dado
que A esta contenido en C; para cada entero positivo i, se
tiene que A esta contenido en C. Esto prueba que C es un

elemento de C(A, X).
Afirmacion 2. C'(A, X) es arco-conexo.

Por el Teorema [1.28 existe un arco ordenado
a : [0,1] - C(X) de A a X. Como A estd contenido
en «(t) para toda ¢ en el intervalo [0, 1], @ es un arco de A a
X en C(A, X). Esto prueba que C'(A, X) es arco-conexo.

Por las afirmaciones 1 y 2, C(A,X) es un continuo
arco-conexo. O

Definicién. 3.15. Dados dos subcontinuos, A y B, de un
continuo X, definimos el hiperespacio Cy(A, B, X) = {CUD :
CeC(AX)yDeC(B,X)}.

Por comodidad, denotamos Cy({p}, {¢}, X) simplemente
por Cs(p,q, X) y Co({p}, B, X) simplemente por Cs(p, B, X).

Lema. 3.16. Si A y B son subcontinuos de un continuo X,
entonces el hiperespacio Cy(A, B, X) es un continuo.

Demostracién. Por el Lema [3.14, los hiperespacios
C(A,X) y C(B,X) son continuos. Definimos la funcién
f:C(AX)xC(B,X)— Cy(A,B,X) por f(D,E)=DUE.
Probaremos que f es continua y sobreyectiva.

Primero, mostraremos que f es sobreyectiva. Sea C un
elemento de Cy(A, B, X). Existen subcontinuos C; y Cs de
X tales que C) € C(A,X), Cy € C(B,X)y C = CyUCs.
Observamos que f(Cy,Cy) = C. Esto prueba que f es
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sobreyectiva.

Ahora veamos que f es continua. Sea {(C;, H;)}¥2,
una sucesion de elementos de C(A4,X) x C(B,X) y
(C,H) un elemento de C(A,X) x C(B,X) tal que
(C,H) = lim(Cy, H;). Como C = limC; y H = limH,,
se tiene que lim f(Cy, H;) = limC; U H; = CUH = f(C, H).

Esto prueba la continuidad de f.

Como C(A, X) y C(B, X) son continuos, C(A, X) x C(B, X)
es compacto y conexo. Dado que f es continua y sobreyectiva,
Cy(A, B, X) es compacto y conexo. Por lo tanto, Cy(A, B, X)
es un continuo. O

Lema. 3.17. Si A y B son subcontinuos de un continuo X,
entonces el hiperespacio C(A, X)UC(B, X)UCy(A, B, X) es
un conlinuo arco-conexo.

Demostracion. Sea H = C(A, X)UC(B,X) U Cy(A, B, X).
Por la compacidad de los hiperespacios C(A, X), C(B, X)
y C3(A,B,X) (Lemas y , H es compacto.
Observamos que X es elemento de H. Mostraremos que para
cada elemento F' en H distinto de X, existe un arco de F' a
X en H. Sea F un punto en H distinto de X. Hay 3 casos a
considerar:

Caso 1. F' es un elemento de C(A,X). Existe un arco
ordenado a : [0,1] — C(X) de F a X, Teorema [L.2§
Observamos que « es un arco de F'a X en H.

Caso 2. F' es un elemento de C'(B, X). Analogo al Caso 1.

Caso 3. F es un elemento de Cy(A,B,X). Existen
subcontinuos, D y E, de X tales que D estd en C'(A, X),
E estd en C(B,X)y F = DU E. Existe un arco ordenado
a: [0,1] = C(X) de D a X, Teorema [1.2§8 Definimos la
funcién 5 : [0,1] — Cy(A, B, X) como S(t) = F U «(t). La
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funcién § es un arco de F'a X en H.
[

Lema. 3.18. Si X es un arco con puntos extremos p y q,
entonces NC(X) coincide con C(p, X)UCs(p, q, X)UC(q, X).

Demostracion. Sea H = C(p,X) U Cy(p,q,X) U C(q,X).
Probaremos que NC(X) coincide con H.

Primero, mostraremos que H estd contenido en NC(X). Sea
A un elemento de H. Si A pertenece a C(p, X), entonces
el complemento de A es vacio o es un conjunto conexo
que contiene a ¢q. Si A pertenece a C(q, X), entonces el
complemento de A es vacio o es un conjunto conexo que
contiene a p. Si A pertenece a Cy(p,q,X), entonces el
complemento de A es vacio o es homeomorfo a (0,1). Esto
implica que A es un elemento de NC(X), en consecuencia H
estd contenido en NC'(X).

Ahora veamos que NC(X) estd contenido en H. Sea F un
conjunto de no corte de X. Mostraremos dos afirmaciones:

Afirmacién 1. Si K es una componente de F', entonces K es
un elemento de C(p, X) o K es un elemento de C(q, X).

En efecto. Supongamos que existe un punto k en K \ {p, q}.
Note que X \ {k} tiene exactamente dos componentes, una
de ellas contiene a p y la otra contiene a g. Asi, K contiene a
p o K contiene a q.

Afirmacién 2. El conjunto F' tiene a lo mas dos componentes.
Se sigue de la afirmacién 1.

Procedemos ahora a demostrar el resultado. Por la Afirmacién
2, I tiene a lo mas dos componentes. Si F' tiene exactamente
una componente, por la Afirmacién 1, F' es un elemento
de C(p,X) U C(q,X). Si F tiene dos componentes, por la
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Afirmaciéon 1, una componente de F' contiene a p y la otra
contiene a ¢. Por lo tanto, F' es un elemento de Cy(p, ¢, X).
Esto prueba que NC(X) coincide con C(p, X)UCsy(p,q, X)U
C(q, X).

O

La Proposicion establece que el hiperespacio de
conjuntos que no cortan del arco es un continuo arco-conexo.

Este resultado es consecuencia de los Lemas v 13.18

Proposicion. 3.19. Si X es un arco, entonces NC(X) es un
continuo arco-conezxo.

Demostracion. Sean p y q los puntos extremos de X. Por
el Lema [3.18] NC(X) coincide con C(p, X) U Ca(p,q, X) U
C(q,X). Por el Lema [3.17, NC(X) es un continuo

arco-conexo O

El hiperespacio de conjuntos que no cortan
a la curva cerrada simple

Lema. 3.20. S7 X es una curva cerrada simple, entonces

NC(X) coincide con C(X).

Demostracion. Es claro que C(X) esta contenido en NC(X).
Mostraremos que NC(X) estd contenido en C(X). Sea F
un elemento de NC(X). Supongamos que existen puntos
distintos, p y ¢, en F. El conjunto X \ {p, ¢} consta de dos
componentes, y los puntos p y ¢, pertenecen a la cerradura
de cada una de esas componentes. Como X \ F' es conexo, F
debe contener a alguna de las componentes de X \ {p, ¢}, por
lo tanto, los puntos p y g estan en la misma componente en F'.
Esto prueba que F' es conexo. Se sigue que F' es un elemento
de C(X). Asi, NC(X) coincide con C'(X). O

Como consecuencia del Lema y del Teorema, [1.23] se
tiene el siguiente resultado.
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Proposicion. 3.21. Si X es una curva cerrada simple,
entonces NC(X) es un continuo arco-conezo.

Demostracion. Por el Lema 3.20, NC'(X) coincide con C(X).
Por el Teorema [1.23] NC(X) es un continuo arco-conexo. [

Enseguida, demostramos el teorema que caracteriza la
compacidad del hiperespacio de conjuntos de no corte en
continuos localmente conexos, estableciendo que esto ocurre
si y solo si el continuo es un arco o una curva cerrada simple.
La demostracion de este resultado se sigue directamente del

Teorema y de las Proposiciones y [3.21]

Teorema. 3.22. Para un continuo localmente conexo no
degenerado X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El hiperespacio NC(X) es un continuo.
(2) El hiperespacio NC(X) es compacto.
(3) El continuo X es un arco o una curva cerrada simple.

Demostracion. (1) = (2) es obvio, (2) = (3) es el Teorema

y (3) = (1) se sigue de las Proposiciones y[3.21 O

La compacidad de los hiperespacios de conjuntos que no
desconectan no es suficiente para garantizar la conexidad
local. De hecho, los hiperespacios de conjuntos que no
desconectan pueden ser continuos incluso cuando el continuo
no es localmente conexo. Esto se ilustrara en detalle en el
siguiente ejemplo.

Hiperespacios de conjuntos que no
desconectan a compactaciones del rayo

En esta seccién, nos enfocamos en el estudio de los
hiperespacios de conjuntos que no desconectan asociados
a las compactaciones del rayo. Demostramos que estos
hiperespacios de conjuntos que no desconectan resultan ser
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continuos arco-conexos. Comenzamos dando una serie de
definiciones y lemas que nos sirven para demostrar los
resultados principales.

Definicién. 3.23. Dados dos subcontinuos, A y B, de un
continuo X, definimos 24(B,X) = {CUD :C €24y D €
C(B,X)}.

Por comodidad, denotamos 24({p}, X) simplemente por
24(p, X).

Lema. 3.24. Si A y B son subcontinuos de un continuo X,
entonces el hiperespacio 24(B, X) es un continuo.

Demostracion. Por el Teorema [1.23, 24 es un continuo.
Por el Lema [3.14 C(B,X) es un continuos. Definimos la
funcién f : 24 x C(B,X) — 24(B, X) por f(D,E)=DUE.
Probaremos que f es continua y sobreyectiva.

Primero, mostraremos que f es sobreyectiva. Sea C un
elemento de 24(B, X). Existen subconjuntos C; y Co de X
tales que C; € 24, Cy, € C(B, X) y C = C; U Cy. Observamos
que f(Cy,Cs) = C. Esto prueba que f es sobreyectiva.

Ahora veamos que f es continua. Sea {(Cj, H;)}2, una
sucesién de elementos de 24 x C(B,X) y (C,H) un
elemento de 24 x C(B,X) tal que (C,H) = Um(C;, H;).
Como C' = 1limC; y H = limH; se tiene que
prueba la continuidad de f.

Como 24 y C(B, X) son continuos, 24 x C(B, X) es compacto
y conexo. Dado que f es continua y sobreyectiva, 24 (B, X) es
compacto y conexo. Por lo tanto, 24(B, X) es un continuo. [

De manera similar a como se demostrd el lema |3.17], se
puede demostrar el siguiente lema.
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Lema. 3.25. Si A y B son subcontinuos de un continuo
X, entonces el hiperespacio 24 U C(A, X) U C(B,X) U
Cy(A, B, X)U24(B, X) es un continuo arco-conezo.

Demostracion. Sea H = 24 U C(4,X) U C(B,X) U
Co(A,B,X) U 24(B,X). Por la compacidad de los
hiperespacios 24, C(4, X), C(B, X), C5(A, B, X) y 24(B, X)
(Teorema Lemas [3.14] [3.16| y [3.24), H es compacto.
Observamos que X es elemento de H. Mostraremos que para
cada elemento F' en H distinto de X, existe un arco de F' a
X en H. Sea I’ un punto en H distinto de X. Hay 5 casos a
considerar:

Caso 1. F es un elemento de C(A,X). Existe un arco
ordenado o : [0,1] — C(X) de F a X, Teorema [1.28
Observamos que « es un arco de F a X en H.

Caso 2. F' es un elemento de C(B, X). Andlogo al Caso 1.

Caso 3. F es un elemento de C5(A,B,X). Existen
subcontinuos, D y E, de X tales que D estd en C(A, X),
E estda en C(B,X)y F'= DU E. Existe un arco ordenado
a :[0,1] = C(X) de D a X, Teorema [1.28] Definimos la
funcién 5 : [0,1] — Cy(A, B, X) como [S(t) = F U «(t). La
funcién S es un arco de F'a X en H.

Caso 4. F' es un elemento de 2. Existe un arco « : [0,1] — 24
de F a A, Teorema [1.23] Como a(1) es un elemento de
C(A, X), por el Caso 1, hay un arco de o(1) a X en H. Asi,
hay un arco de F a X en H.

Caso 5. F' es un elemento de 24 (B, X ). Existen subconjuntos,
Dy E, de X tales que D estd en 24, E estd en C(B,X) y
F = DUE. Existe un arco ordenado « : [0,1] — C(X) de F a
X, Teorema m Definimos la funcién 3 : [0, 1] — 24(B, X)
como ((t) = F U «(t). La funcién 3 es un arco de F' a X en
H. [
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Definicién. 3.26. Un continuo X es una compactacion del
rayo si puede escribirse como X = RUS con RN S = ),
donde, R es un subcontinuo de X y S es un subconjunto
denso de X y homeomorfo al intervalo [0,1). En tal caso, el
conjunto R se llama residuo de X.

Dado que, si f y g son dos homeomorfismos de [0,1) en S, se
cumple que f(0) = ¢(0), podemos denominar al punto f(0)
como el punto inicial de la compactacion. En esta seccion p
siempre denotara el punto inicial de la compactacion.

Proposicién. 3.27. 51 X = Y U S es una compactacion
del rayo con residuo Y, entonces NC(X) coincide con 2¥ U

C(Y,X)uC(p,X)u2Y(p, X)UCy(p,Y, X).

Demostracion. Sea H=2Y UC(Y,X)UC(p, X)U2Y (p, X)U
Cy(p, Y, X). Primero probaremos que NC(X) esta contenido
en H:

Sea F' un conjunto de no corte de X. Mostraremos dos
afirmaciones:

Afirmacion 1. Si K es una componente de F' que interseca a
S, entonces K es un elemento de C(Y, X) o K es un elemento
de C(p, X).

En efecto. Supongamos que existe un punto ¢ en K NS\ {p}.
Notemos que X \ {¢} tiene exactamente dos componentes,
una de ellas contiene a Y y la otra contiene a p. Asi, K
contiene a Y o K contiene a p.

Afirmacién 2. F'N S tiene a lo méas dos componentes.
Se sigue de la afirmacién 1.

Procedemos ahora a demostrar el lema. Si F no interseca
a Y, por las afirmaciones 1 y 2 se concluye que F es un
elemento de C(p, X). Si F' interseca a Y. Hay dos casos a
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analizar:

Caso 1: F contiene a Y: de la afirmacion 2 se sigue que F'N S
tiene a lo més dos componentes. Si /' N S tiene exactamente
una componente, entonces, por la afirmacion 1, se tiene que
F es un elemento de C(Y,X). Si F'N S tiene exactamente
dos componentes, por la afirmacion 1 se concluye que F' es
un elemento de Cy(p, Y, X).

Caso 2: F no contiene a Y. De las afirmaciones 1 y 2, se
sigue que F'N S tiene exactamente una componente y dicha
componente contiene a p. Asi, F' es un elemento de 2¥ (p, X).
Esto prueba que NC(X) estd contenido en H.

Veamos ahora que H esta contenido en NC(X). Damos una
serie de afirmaciones que son faciles de probar. Sea F' un
elemento de H distinto de X.

Afirmacién 1. Si F' es un elemento de 2Y entonces X \ F estd
entre Sy S.

Afirmacion 2. Si F' es un elemento de C(Y,X), entonces
X \ F es homeomorfo a (0, 1].

Afirmacién 3. Si F' es un elemento de C(Y,X), entonces
X \ F' es homeomorfo a una compactaciéon del rayo sin el
punto inicial de la compactacion.

Afirmacién 4. Si F' es un elemento de Cs(p,Y, X), entonces
X \ F es homeomorfo a (0,1).

Afirmacién 5. Si F es un elemento de 2Y(p, X), entonces
existe un subconjunto conexo 7" de S talque X \ F estd entre
TyT.

De las afirmaciones 1, 2, 3, 4 y 5, se sigue que H esta
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contenido en NC'(X).

Se ha probado que NC(X) coincide con 2¥ U C(Y,X) U

Lema. 3.28. 5i X = Y U S es una compactacion del rayo
con residuo Y, entonces para cada F en 2¥ U2Y (p, X) que no
contenga a 'Y, se tiene que F' bloquea a algin punto de X.

Demostracion. Sea x un elemento en Y \ F. Mostraremos
que F' bloquea a z. Supongamos que existe un arco ordenado
a:[0,1] = C(X) de {z} a X\ F tal que, para cada t en
[0,1), a(t) no interseca a F.

Afirmacién 1. Si a(t) interseca a S para algin ¢ en el intervalo
[0, 1], entonces Y esta contenido en «(t).

En efecto. Supongamos por el contrario que Y no esta
contenido en «(t). Tomemos un elemento = en Y \ «(t).
Existe una sucesion {z;}°, de elementos de S \ a(t) que
converge a x. Para cada entero positivo ¢, sean U; y V; las
componentes de X \{z;} con Y C U; y pen V;. Sea z un punto
en «(t) NS. Existe un entero positivo i tal que z estd en V;.
Como «(t) estd contenido en X \ {z;}, se tiene que a(t) esta
contenido en V;. Esto contradice que z es un elemento de a(t).

Afirmacién 2. Para cada ¢ en [0, 1), a(t) estd contenido en Y.

En efecto. Si a(t) interseca a S, por la Afirmacién 1, YV estéd
contenido en «(t). Esto implicaria que a(t) interseca a F', lo
cual es una contradiccion.

Por las Afirmaciones 1 y 2, y la compacidad de C(Y)
(Teorema , a(l) = X\ F estd contenido en Y. Esto
es una contradiccién pues X \ F' es un conjunto abierto que
interseca a S. Esto prueba que no existe un arco ordenado
a:[0,1] - C(X) de {z} a X\ F tal que, para cada t en
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[0,1), a(t) no interseca a F. Por los incisos (1) y (2) de la
Proposicién 2.5, se concluye la demostracion. O]

Lema. 3.29. 57 X =Y US es una compactacion del rayo con
residuo Y, entonces para cada F en 2¥ U2Y (p, X) distinto de
X, se tiene que F' no bloquea a algun punto de X.

Demostracion. Sea F' un elemento de 2¥ U 2Y (p, X) distinto
de X.

Caso 1. F estd en 2¥. El conjunto S estd contenido en X \ F.
Como S es arco-conexo y S = X \ F, por los incisos (1)
y (4) de la Proposicién[2.5, F no bloquea a z para cada z en S.

Caso 2. F estd en 2¥ (p, X). Existe un elemento ¢ de S tal que
F = (FNY)Ugp, donde ¢gp denota el arco de ¢ a p en S.
Como S\ gp es arco-conexo y S \ gp = X\, por los incisos (1)
y (4) de la Proposicion , I no bloquea a x para cada x en

S\ qp. O

Lema. 3.30. 57 X =Y US es una compactacion del rayo
con residuo Y, entonces para cada F en C(Y, X)UC(p, X)U
Co(p,Y, X)) distinto de X, se tiene que F no bloquea a los
unipuntuales de X .

Demostracion. Sea F' un elemento de C(Y,X) U C(p, X) U
Cs(p, Y, X)) distinto de X.

Caso 1. F estéa en C(Y, X). Existe un elemento ¢ de S tal que
X\ F =qp)\ {q}, donde gp es el arco de ¢ a p en S. Como
qp \ {q} es arco-conexo, por el inciso (2) de la Proposicién
2.6 F' no bloquea a los unipuntuales de X.

Caso 2. F estd en C(p, X). Existe un elemento ¢ de S tal que
F = gp, donde ¢p es el arco de ¢ a p en S. Como X \ ¢p es
conexo por continuos, por el inciso (2) de la Proposicién
F' no bloquea a los unipuntuales de X.
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Caso 3. F estd en Cy(p, Y, X). Existen dos puntos distintos ¢
y r de S tales que X \ F' = ¢r \ {q,r}, donde gr es el arco
de g ar en S. Como gr \ {q,r} es arco-conexo, por el inciso
(2) de la Proposicién , F no bloquea a los unipuntuales de
X. O

Lema. 3.31. 51 X =Y U S es una compactacion del rayo
con residuo Y, entonces para cada F en C(Y, X)UC(p, X)U
Co(p, Y, X), se tiene que X es aposindético con respecto a F.

Demostracion. Sea F' un elemento de C(Y, X) U C(p, X) U
Csy(p, Y, X) distinto de X.

Caso 1. F estd en C(Y,X). Existe un elemento ¢ de S tal
que X \ F' = ¢p \ {q}, donde gp es el arco de ¢ a p en S.
Como ¢p \ {q} es localmente conexo, X es aposindético con
respecto a F'.

Caso 2. F estd en C(p, X). Existe un elemento ¢ de S tal que
F = ¢p, donde ¢qp es el arco de ¢ a p en S. Dado que para
punto x en X \ gp existe un elemento z de X \ ¢p tal que x
no pertenece a zq, donde zq es el arco de z a ¢ en S, x es un
elemento del interior de la cerradura de la componente que
contiene a Y en X \ {z}. Esto prueba que X es aposindético
con respecto a F.

Caso 3. F estda en Cy(p, Y, X). Existen dos puntos distintos ¢
y r de S tales que X \ F' = qr \ {¢,r}, donde gr es el arco
de g a r en S. Como gr \ {g,r} es localmente conexo, X es
aposindético con respecto a F. O

El siguiente lema se sigue de los lemas [3.27], [3.30] y [3.28]

Lema. 3.32. 57 X = Y US es una compactacion del rayo
con residuo Y, entonces NB(Fy(X)) coincide con C(Y,X)U
C(va) U 02(p7 Y7X)

Demostracion. Por los Lemas y 13.28, NB(Fi(X)) estd
contenido en C(Y, X) U C(p, X) U Cy(p, Y, X). Por el Lema
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C(Y,X) U C(p,X) U Cy(p,Y,X) estd contenido en
NB(F;(X)). Por lo tanto, NB(F;(X)) coincide con C(Y, X)U
C(p,X) UCQ(p,}/,X). ]

De la aplicacién conjunta de los Lemas [3.32] [3.31] y [2.19
se obtiene el siguiente resultado.

Lema. 3.33. 57 X =Y US es una compactacion del rayo
con residuo Y, entonces CLC(X) coincide con C(Y,X) U

Demostracion. Por el Lema [3.32, NB(F;(X)) coincide con
C(Y,X)UC(p,X)UCy(p,Y, X). Del Lema concluimos
que X es aposindético con respecto a cada elemento de
NB(Fi(X)). Por el Lema [2.19, CLC(X) coincide con
NB(Fi(X)). Por lo tanto, CLC(X) coincide con C(Y,X) U

De los Lemas [3.273.32] y [3.29] se sigue el siguiente
resultado.

Lema. 3.34. 5S¢ X =Y US es una compactacion del rayo con
residuo Y, entonces NB*(F(X)) coincide con 2¥ UC(Y, X )U
C(p, X)U2¥(p, X)UCy(p,Y, X).

Demostracion. Por el Lema[3.27, NB*(F;(X)) esta contenido
en 2¥ UC(Y, X)U C(p, X)U2Y(p, X) U Cy(p,Y, X). Por los
Lemas y B:29, 2¥ U C(Y,X) U C(p, X) U 2¥(p, X) U
Co(p,Y, X) estd contenido en NB*(Fi(X)). Por lo tanto
NB*(F1(X)) coincide con 2¥ UC (Y, X)UC(p, X)U2" (p, X)U
Cu(p, Y, X). O

Finalmente, enunciamos las proposiciones que establecen
que los hiperespacios de conjuntos que no desconectan
para una compactacion del rayo son continuos arco-conexos.
Estos resultados son consecuencia directa de los resultados
expuestos en esta seccion.
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Proposicién. 3.35. 50 X = Y U S es una compactacion
del rayo con residuo Y y H(X) es un elemento de
{CLC(X),NWC(X), NB(F\(X))} entonces H(X) coincide
con C(Y,X) U C(p,X) U Co(p,Y,X) y es un continuo

arco-conexo.

Demostracion. Por los Lemas y B33, CLC(X) ¥y
NB(Fi(X)) coinciden con C(Y,X) U C(p,X) U Ca(p, Y, X).
Por el Teorema NWC(X) coincide con C(Y,X) U
C(p, X)UCs(p,Y, X). Del Lema [3.17 se sigue que C(Y, X) U
C(p, X) U Cy(p, Y, X) es arco-conexo. ]

Proposicién. 3.36. 57 X = Y U S es una compactacion
del rayo con residuo Y y H(X) es un elemento de
{NB*(F1(X)),S(X),NC(X)} entonces H(X) coincide con
2YUC (Y, X)UC (p, X)U2Y (p, X)UCy(p, Y, X) y es un continuo
arco-conexo.

Demostracion. Por los Lemas y B34 NB*(Fi(X)) vy
NC(X) coinciden con 2 U C(Y,X) U C(p, X) U2 (p, X) U
Cy(p,Y, X). Del Teorema [2.7] se sigue que S(X) coincide con
2YUC(Y, X)UC(p, X)U2Y (p, X)UCy(p,Y, X). Por el Lema
2YUC(Y,X)UC(p, X)U2Y(p, X)U Cs(p,Y, X) es un

continuo arco-conexo. ]

3.3. Caracterizaciones del arco y de
la curva cerrada simple

En esta seccion, presentamos caracterizaciones del arco
y de la curva cerrada simple. El resultado més destacado
establece que si para algin continuo, alguno de sus
hiperespacios de conjuntos que no desconectan coincide con
su hiperespacio de subcontinuos, entonces dicho continuo es
necesariamente una curva cerrada simple.
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Caracterizaciones del arco

Aqui, presentamos una serie de caracterizaciones del arco
utilizando los hiperespacios de conjuntos que no desconectan.
Estas caracterizaciones nos permiten comprender mejor la
relacién entre la topologia del arco y la estructura de sus
hiperespacios.

Corolario. 3.37. Si X es un continuo no localmente conexo,
entonces NC(X) N Fi(X) es no numerable.

Demostracion. Como X no es localmente conexo, por el Lema
y el Teorema [1.15, se tiene que existe un continuo de
convergencia C' de X . Del Lemal[1.20} se tiene que {z € C': X'\
{z} es conexo} es no numerable. Por lo tanto, NC'(X)NF;(X)
es no numerable. O

Teorema. 3.38. Sea X un continuo, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) Ezisten puntos distintos p y q de X tales y que NC(X)
coincide con C(p, X) U C(q, X) U Cs(p,q, X).

(2) X es un arco.

Demostracion. (1) = (2) Observemos que X solo tiene dos
puntos de no corte, los puntos p y ¢. Por el Lema [3.37, X
es localmente conexo. De la Proposicién [3.17] se tiene que
NC(X) es compacto. Por el Teorema [3.12, X es un arco
o una curva cerrada simple. Como X \ {p, ¢} es conexo, se
sigue que X no es una curva cerrada simple. Por lo tanto, X
es un arco.

(2) = (1) Sea X un arco con puntos extremos p y ¢. Del Lema
se tiene que NC(X) = C(p, X) U C(q, X) U C(p,q, X).
[l

Teorema. 3.39. Sean X wun continuo localmente conexo y
H(X) un hiperespacio de conjuntos que no desconectan a X,
las siguientes condiciones son equivalentes:
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(1) Existen puntos distintos p y q de X tales y que H(X)
coincide con C(p, X)UC(q, X)UC({p,q}, X).

(2) X es un arco.

Demostracién. (1) = (2) Por el Teorema NC(X)
coincide con H(X). Del Teorema [3.38] se tiene que X es un
arco.

(2) = (1) Sea X un arco con puntos extremos p y ¢. Por la
Proposicién 3.18, NC(X) = C(p, X)UC(q, X)UC({p, q}, X).
Del Teorema [3.2] se tiene que H(X) = NC(X). O

Observacion. 3.40. El siguiente ejemplo muestra que la
condicién de conexidad local pedida en el Teorema [3.39| es
necesaria.

En el plano cartesiano consideramos los conjuntos W; =
{(z,sen(2)) : 0 <z <1} y Wy = {(—a,sen(2)) : 0 <z < 1}.
Tomamos X = W, UWs, p = (—1,sen(1)) y ¢ = (1,sen(1)).
Se ilustra en la Figura [3.3] Observamos que X es un continuo
no localmente conexo para el cual los hiperespacios CLC(X),
NWC(X), NB(Fi(X)), NB*(Fi(X)) y S(X) coinciden con
Clp, X)U (g, X)UC({p,q}, X).

Figura 3.3

Caracterizaciones de la curva cerrada simple

Nuestro objetivo ahora es dar caracterizaciones de la
curva cerrada simple. Comenzamos enunciando resultados
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preliminares que son tutiles para nuestro analisis. Para cada
uno de ellos, se proporciona la referencia correspondiente.

Proposiciéon. 3.41. [2, Teorema 11] Un continuo no
degenerado X es una curva cerrada simple si para todo
conjunto cerrado F' de exactamente un elemento, se tiene que
F no corta débilmente y para cada conjunto cerrado G de
exactamente dos elementos, se tiene que G corta débilmente.

Con las ideas expuestas en la demostracion del Teorema
5.12 en [18, 10, p. 76], se puede probar el siguiente resultado.

Teorema. 3.42. Sea X un continuo que no es conexo en
pequeno en un punto p. Para toda vecindad U de p, existe un
subcontinuo de convergencia K de X que contiene a p, estd
contenido en el interior de U y X mo es conero en pequeno
en cada punto de K.

Demostracion. Como X no es conexo en pequeno en p, existe
una vecindad cerrada V' de p tal que p no esta en el interior
de la componente que lo contiene en V. Sea W una vecindad
cerrada de p contenida en int(V NU) y C la componente que
contiene a p en W. Observemos que p no estd en el interior
de C. Por lo tanto p es un elemento de W \ C. Existe una
sucesion {p; }32, tal que

(1) p=limp;,
(2) para cada entero positivo 4, p; es un elemento de W\ C'.

Para cada entero positivo 7, sea C; la componente que contiene
a p; en W. Si C interseca a C; para algin entero positivo 1,
entonces C' U C; esta contenido en C, esto implica que p; es
un elemento de C, lo cual contradice (2). Por lo tanto:

(3) Para cada entero positivo i, C' no interseca a C;.
Sea W' una vecindad cerrada de p tal que

(4) W’ esté contenida en el interior de WW.
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Por (1), sin pérdida de generalidad podemos suponer que,
para cada entero positivo i, p; es un elemento de W’. Para
cada entero positivo i, sea K; la componente que contiene a
p; en W’. Como W’ estd contenido en W,

(5) para cada entero positivo i, K; estd contenido en C;.

Por compacidad de C(X) (Teorema [1.23)), sin pérdida de
generalidad podemos suponer que

(6) lim K; = K para algtn subcontinuo K de X.

Como, para cada entero positivo ¢, p; es un elemento de K;,
se tiene que

(7) p es un elemento de K.

Dado que para cada entero positivo 7, K; estd contenido en
W'y W' es conjunto cerrado en X, se tiene que

(8) K esta contenido en W'.

Por (8) y (4), K estd contenido en W. Como C es la
componente que contiene a p en W, se sigue de (6) y (7)
que

(9) K esta contenido en C'.

Por (9), (5) v (3),
(10) para cada entero positivo ¢, K no interseca a K;.

Por el Teorema [I.22] para cada entero posito i, K; interseca
a fr(W’). De (6) se sigue que K interseca a fr(W’). Por (7)
y como p estd en el interior de W', K es no degenerado. Por
(6), (8) y (10), K es un continuo de convergencia contenido
en U. Mostraremos que X no es conexo en pequenio en cada
punto de K. Supongamos que existe un elemento x en K tal
que X es conexo en pequeno en x. Como x estd en K, por (8)
y (4), se tiene que
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(11) z esta en el interior de W.
Por (9), se tiene que
(12) C es la componente de W que contiene a = en W.

Como X es conexo en pequeno en z, por (11), existe una
vecindad conexa G de z tal que G esta contenida en W. Por
(12),

(13) G esta contenida en C.

Como x estd en K, por (6) y (5), G interseca a C; para algin
numero positivo ¢. Por (13), C interseca a C;. Esto contradice
(3). Por lo tanto, X no es conexo en pequeno en cada punto

de K. ]

Observacion. 3.43. Si C' es un continuo de convergencia de X,
entonces int(C) = ), lo que implica X = X — C.

A continuacion, y con los resultados anteriores en mente,
comenzamos nuestro estudio detallado, que nos llevara a
demostrar una serie de resultados y culminar en un teorema
que caracteriza a la curva cerrada simple.

Lema. 3.44. Un continuo no degenerado X es una curva
cerrada simple si y solo si NC(X) estd contenido en C(X).

Demostracion. Necesidad: Por el Lema [3.20] se tiene que
NC(X) coincide con C(X).
Suficiencia: Se sigue de la Proposicion O

A partir de la Proposicion [3.20]y el Lema |3.44] se obtiene
el siguiente resultado

Proposicién. 3.45. Un continuo no degenerado X es una
curva cerrada simple si y solo si NC(X) coincide con C(X).

Proposicién. 3.46. Un continuo no degenerado X es una
curva cerrada simple si y solo si CLC(X) coincide con C(X).
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Demostracion. Sea X una curva cerrada simple. Por la
Proposicion [3.20f NC(X) coincide con C(X). Del Teorema
3-2] se tiene que CLC(X) coincide con NC(X).

Supongamos ahora que C'LC(X) coincide con C'(X). Primero
mostraremos que X es localmente conexo. Sean U un
subconjunto abierto de X, K una componente de U y = un
elemento de K. Dado que {z} pertenece a CLC(X), existe un
conjunto abierto V' de X que contiene a x, esta contenido en U
y X\ V es conexo. Como X \ V es un elemento de CLC(X),
por el Teorema , X es aposindético con respecto a X \ V.
Por lo tanto, existe un subcontinuo C' de X tal que = esta en
el interior de C' y C' esta contenido en V. Dado que C' esta
contenido en K, K es un conjunto abierto. Por el Teorema
X es localmente conexo. Ahora, por el Teorema [3.2]
NC(X) coincide con C'(X). Del Lema se sigue que X es

una curva cerrada simple. ]

Proposiciéon. 3.47. Un continuo no degenerado X es una
curva cerrada simple si y solo si NWC(X) y C(X) coinciden.

Demostracion. Sea X una curva cerrada simple. Por la
Proposicion [3.20f NC(X) coincide con C(X). Del Teorema
3.2 se tiene que NWC/(X) coincide con NC(X).

Supongamos ahora que NWC(X) coincide con C(X). Por la
Proposicion |3.41], X es una curva cerrada simple. O

Proposicién. 3.48. Si X es un continuo tal que N B*(F(X))
coincide con C(X), entonces NWC(X) coincide con C(X).

Demostracion. Por el Teorema [2.7] es suficiente probar que
C(X) esta contenido en NWC(X). Sean C' un subcontinuo
de X y x, y dos puntos distintos de X \ C. Existe un punto z
en X \ C tal que C no bloquea a z en X. Por el inciso (2) de
la Proposicién [2.5], existe un arco ordenado a : [0,1] = C(X)
tal que a(0) = {z}, a(l) = X \ C y, para cada t menor que
1, a(t) no interseca a C' . Hay dos casos a considerar.
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Caso 1: Supongamos que z coincide con z, como C' U {y} no
pertenece a N B*(Fj(X)), existe s < 1 tal que y estd en a(s).
Esto implica que «(s) es un subcontinuo de X que contiene
a las puntos z y y, y estd contenido en X \ C.

Caso 2: Supongamos ahora que los puntos z, z y y son
distintos entre si. Como C' U {z} y C' U {y} no pertenecen
a NB*(Fi(X)), existen s, < 1y s, < 1 tales que z esta
a(sy) y y estd a(sy). Esto implica que a(s;) U a(s,) es un
subcontinuo de X que contiene a los puntos = y y, y esta
contenido en X \ C.

Esto prueba que C' es un elemento de NWC'(X). ]

Proposicién. 3.49. Un continuo no degenerado X es una
curva cerrada simple si y solo si NB*(Fy(X)) coincide con

C(X).

Demostracion. Supongamos que X es una curva cerrada
simple. Por la Proposicion 3.47, NWC(X) coincide con C/(X).
Del Teorema [3.2] se sigue que NB*(F;(X)) coincide con
C(X).

Supongamos ahora que NB*(Fj(X)) coincide con C(X).
Por la Proposicién [3.48, NWC(X) coincide con C(X). De
la Proposicién [3.47], se sigue que X es una curva cerrada
simple. O

Proposicién. 3.50. Si X es un continuo tal que S(X)
coincide con C(X), entonces NWC(X) coincide con C(X).

Demostracién. Por el Teorema [2.7] es suficiente probar que
C(X) esté contenido en NWC'(X). Sean C' un subcontinuo de
X y z, y dos puntos distintos de X \C. Como CU{z} y CU{y}
no pertenecen a S(X), existe € > 0 tal que, para cualquier
subcontinuo K de X con H(K,X \C) < &, se cumple que
K interseca tanto a C'U {z} como a C'U {y}. Por hipétesis,
existe un subcontinuo K de X tal que H(K, X —C) <ey K
no interseca a C'. Se sigue que K es un subcontinuo de X que
contiene a los puntos z y y, y estd contenido en X \ C. Esto
prueba que C' € NWC(X). O
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Proposicién. 3.51. Un continuo no degenerado X es una
curva cerrada simple si y solo si S(X) coincide con C(X).

Demostracion. Supongamos que X es una curva cerrada
simple. Por la Proposicion[3.47, NWC(X) coincide con C'(X).
Del Teorema [3.2] se sigue que S(X) coincide con C'(X).

Supongamos ahora que S(X) coincide con C(X). Por la
Proposicién [3.50f, NWC(X) coincide con C(X). De la
Proposicién [3.47, se sigue que X es una curva cerrada
simple. O

Proposicién. 3.52. Sea X un continuo tal que N B(Fi(X))
coincide con C(X). Si C es un subcontinuo propio de X con
interior distinto del vacio, entonces para cada punto z en
int(C) se tiene que X es conexo en pequeno en z.

Demostracion. Supongamos que X no es conexo en
pequeno en z. Como z estd en int(C'), por el Teorema
3.42| existe un continuo de convergencia A que contiene
al punto z y estd contenido en int(C'). Sean p y ¢ puntos
distintos de A. Mostraremos que {p,q} es un elemento de
NB(Fi(X)) = C(X).

Primero se probara que {p,q} no bloquea a los puntos de
X \ A. Como A no bloquea a los unipuntuales de X, por el
inciso (2) de la Proposicion para cada x en X \ A, existe
un arco ordenado « : [0,1] — C(X) tal que a(0) = {z},
a(l) = X \ Ay, para cada t en [0,1), a(t) no interseca a A.
Como {p, q} estd contenido en A se tiene que, para cada t en
[0,1), a(t) no interseca a {p, q}. Note que X \ {p,q} y X \ A4
coinciden con X. Se sigue que a(0) = {z}, a(l) = X y, para
cada t en [0,1), a(t) no interseca a {p, q}. Por la Proposicion
, se tiene que, para cada = X \ A, {p, ¢} no bloquea a z.

Ahora mostraremos que {p,q} no bloquea a los puntos de
A\ {p,q}. Sea z en A\ {p,q}. Como C es distinto de X, se
tiene que X \ C' es no vacio. Notemos que X \ C coincide con
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int(X — C'). Dado que C estd en NB(F;(X)), se tiene X \C es
conexo. Por lo tanto, X \ C' es un subcontinuo de X. Como A
esta contenido en int(C) y x estd en A, se sigue que X \ C esta
contenido en X \ {z}. Por el Teorema se obtiene que {z}
es un conjunto de no corte débil. Esto implica la existencia
de un subcontinuo K de X que contiene a los puntos p y ¢
y esté contenido en X \ {z}. Sea U una vecindad abierta de
x contenida en int(C) que no interseca a K. Observamos que
U\ A es un subconjunto abierto de X que interseca a int(C')
y esta contenido en X \ K. Como K estd en NB(F(X)) y «
no estd en K, por el inciso (3) de la Proposicién 2.5, existe
un subcontinuo, K,, de X que contiene a x, esta contenido en
X\ K e interseca a (X \ A) Nint(C). Sea 3, : [0, 3] = C(X)
un arco ordenado de {z} a K, en C(X). Observamos que,
para cada ¢ en [0, %], B1(t) no interseca a K. Sea y un punto
en K,N(U\ A)Nint(C). Dado que y no estd en Ay A es un
elemento de NB(F;(X)), por el inciso 2 de la proposicion
existe un arco ordenado 3, : [3,1] = C(X) de {y} a X — 4
en C(X) tal que, para cada t en [3,1), A2(t) no interseca a A.
Se define la funcién S : [0,1] — C(X) como

ﬁl(t) st te [O, %]
B(t) =
K, UB(t) si tels,1]
La funcion f : [0,1] — C(X) es continua y satisface

B0) = {=}, B(1) = X\ {p,q}, (pues X\ {p.q} y X — 4
coinciden con X), y, para cada t en [0, 1), 5(t) no interseca a

{p,q}. Asi, para cada = en A\ {p,q}, {p,q} no bloquea a z.

Por lo tanto, {p, ¢} es un elemento de N B(F;(X)), resultando
en una contradiccion. Lo que implica que X es conexo en
pequeno en z. O]

Proposiciéon. 3.53. Si X es un continuo para el cual
NB(Fi(X)) coincide con C(X), entonces cada punto de X
estd contenido en el interior de un subcontinuo propio de X.
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Demostracion. Dado un punto = en X, denotamos por k() al
conjunto {y € X : existe C' € C(X)\ {X} tal que z,y € C}.

Primero, mostraremos que X es descomponible: Supongamos
que X es indescomponible. Sean p y ¢ puntos en X tales
que k(p) no interseca a k(q). Sea z en X \ {p,q}. Si z no
estd en k(p) U k(q), entonces k(z) es denso en X. Como
X \ {p, q} coincide con X, por la Proposicién se tiene
que {p, ¢} no bloquea a x. Supongamos que x esta k(p) Uk(q),
sin pérdida de generalidad podemos suponer que z es un
elemento de k(p). Dado que {p} pertenece a N B(F;(X)), por
la Proposicion [2.5], existe un arco ordenado a : [0,1] — C(X)
de {z} a X \ {p} = X tal que, para cada t en [0, 1), p no esta
en a(t). Note que, para cada t en [0,1), a(t) estd contenido
en k(p), se sigue que, para cada t en [0,1), «(t) no interseca
a {p,q}. Asi, {p, ¢} no bloquea a x. Se tiene que {p, ¢} es un
elemento de NB(F;(X)), lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, X es descomponible.

Procederemos a demostrar el enunciado. Dado que X es
descomponible, existen subcontinuos propios, L v M, de X
tales que X = L U M. Por la Proposicién [3.52 para cada x
en int(L) se tiene que X es conexo en pequeno en x. Sea p en
int(L), existe un subcontinuo C' que contiene a p en su interior
y estd contenido en int(L). Como C estd en NB(Fi(X)) se
tiene que X \ C' es abierto y conexo, lo que implica que X \ C
es un subcontinuo propio de X. Note que X = (X' \C)Uint(L),
esto prueba el enunciado. O

Aplicando las Proposiciones y y el Lema [1.13
se obtiene el siguiente resultado.

Teorema. 3.54. Si X es un continuo tal que NB(F(X))
coincide con C(X), entonces X es localmente conezo.

Demostracion. Sea x un elemento de X. Por la Proposicién
3.53), existe un subcontinuo propio de X que contiene a x en su
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interior. De la Proposicion [3.52] se sigue que X es conexo en
pequeno en x. Por el Lema X es localmente conexo. [

Como consecuencia de los Teoremas v 354 y la

Proposicion se tiene el resultado siguiente.

Proposicién. 3.55. Un continuo no degenerado X es una
cueva cerrada simple si y solo si NB(Fy(X)) coincide con

O(X).

Demostracion. Supongamos que X es una curva cerrada
simple. Por la Proposicion [3.47, NW C(X) coincide con C(X).
Del Teorema [3.2] se sigue que N B(F;(X)) coincide con C(X).
Supongamos ahora que NB(F;(X)) coincide con C(X). Por
la Proposicion [3.54] X es localmente conexo. Del Teorema[3.2]
se sigue que NWC(X) coincide con C'(X). Por la Proposicién
X es una curva cerrada simple. O

Finalmente, las proposiciones [3.45| [3.47], [3.49] [3.51], y [3.55],
nos permiten enunciar el siguiente teorema, que caracteriza a
la curva cerrada simple.

Teorema. 3.56. Para un continuo X, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) El continuo X es una curva cerrada simple.

(2) Los hiperespacios CLC(X) y C(X) coinciden.
(3) Los hiperespacios NWC(X) y C(X) coinciden.
(4) Los hiperespacios NB(F1(X)) y C(X) coinciden.
(5) Los hiperespacios NB*(F1(X)) y C(X) coinciden.
(6) Los hiperespacios S(X) y C(X) coinciden.

(7) Los hiperespacios NC(X) y C(X) coinciden.
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Demostracion. (1) = (2) Se sigue de la Proposicion [3.46]

(2) = (3) Por la Proposicién [3.46, X es una curva cerrada
simple. De la Proposicién [3.47, se sigue que NWC(X) y
C(X) coinciden.

(3) = (4) Por la Proposicién [3.47, X es una curva cerrada
simple. De la Proposicion [3.55] se sigue que NB(Fi(X)) y
C(X) coinciden.

(4) = (5) Por la Proposicién [3.55, X es una curva cerrada
simple. De la Proposicién se sigue que NB*(F(X)) y
C(X) coinciden.

(5) = (6) De la Proposicién .49) X es una curva cerrada
simple. De la Proposicién [3.51} se sigue que S(Fy(X)) vy
C(X) coinciden.

(6) = (7) Por la Proposicién [3.51], X es una curva cerrada
simple. De la Proposicién se sigue que NC(X)) y C(X)

coinciden.

(7) = (1) Se sigue de la Proposicion [3.45] O



Capitulo 4

Graficas finitas

Este capitulo se centra en el estudio del hiperespacio
de conjuntos de no corte en gréficas finitas, abordando tres
aspectos: su representacion como unioén de conjuntos similares
a celdas, la determinacién de su dimension y el recuento de
las componentes del hiperespacio de conjuntos de no corte en
arboles.

4.1. Herramientas basicas

Antes de iniciar el estudio del hiperespacio de conjuntos de
no corte en graficas finitas, se presentan a continuacion una
definicion y algunos resultados técnicos ttiles para nuestro
analisis.

Definicién. 4.1. La 2-celda agujerada es el cuadrado formado
por los vértices (0,0), (0,1), (1,1) y (1,0) menos el interior
del tridngulo formado por los vértices (1,3), (3,1) v (3,3).

-
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Durante todo este capitulo, () siempre denotara la 2-celda
agujerada, ()1 el contorno del tridngulo con vértices (%, %),
(%, )y (%, %), y Qo el conjunto @ \ Q. Estos conjuntos se
ilustran en la siguiente figura.

AN AN

Q @1 Qo

Lema. 4.2. Eziste un homeomorfismo, h, de C([0,1]) en
[0,1]2 tal que h([0,1]) = (0,1) y h(C(0,[0,1]) UC(1,]0,1])) =
({0} < [0,1]) U ([0,1] x {1}).

Demostracion. Cada subcontinuo, C', del intervalo [0, 1]
estd determinado por su elemento minimo, m., y su
elemento maximo, M.. La funcién f(C) = (m., M) es un
homeomorfismo de C([0,1]) en el tridngulo, T', de vértices
(0,0), (0,1) y (1,1), [12, Ejemplo 3.1, pp. 29-31]. El tridngulo
T puede ser deformado de manera continua mediante la
funcién g, representada en la siguiente figura, en una 2-celda.

b ¢ b ¢

d

=Y J

a

Denotamos por h a la funciéon g o f. La funcion h es un
homeomorfismo de C([0,1]) en [0, 1]>. Podemos observar que
los subcontinuos que contiene al punto 0 quedan representados
en el arco {0} x [0,1], en la figura de arriba corresponde al
segmento de recta que une al punto a con el punto b en la
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2-celda, y los subcontinuos que contiene al punto 1 quedan
representados en el arco [0,1] x {1}, en la figura de arriba
corresponde al segmento de recta que une al punto b con el
punto ¢ en la 2-celda. O

Lema. 4.3. Eziste un homeomorfismo, h, de C(S') en [0,1]?
tal que h(Fy(S1)) = ({0,1} x [0,1]) U ([0, 1] x {0,1}).

Demostracion. Cada subcontinuo propio, C, de S! estd
determinado por su punto medio, m¢, y su longitud, lc. La
funcién definida por f(C) = (1 — £)mc, para cuando C
es un subcontinuo propio de S, y f(S') = (0,0), es un
homeomorfismo de C'(S') en el disco unitario, D, [12, Ejemplo
3.2, pp. 31-35]. Observe que cada punto en el contorno de
D representa un conjunto unipuntual. El disco D puede
ser deformado de manera continua mediante la funcién g,

representada en la siguiente figura, en una 2-celda.

{ Jwp)
o

Qe

Denotamos por h a la funcién g o f. La funcién h es un
homeomorfismo de C(S') en [0,1]2. Podemos observar que
cada punto en el contorno de la 2-celda representa un conjunto
unipuntual. O

Lema. 4.4. Sean X una curva cerrada simple y p un punto
en X. Se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) Eziste un homeomorfismo, h, de C(p, S') en [0,1]? tal que
h(S) = (0,1), h({p}) = (1,0) y A(fr(C(S)\C(p, S))) =
({0,1} x [0,1]) U ([0,1] x {0,1}).
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(2) Existe un homeomorfismo, h, de {C € C(S'):p¢ }
en Q, tal que h(S') = (2,2) h{p}) = (51
h(frosny({C € C(SY) 1 p¢ C})) = Qi y h(F1(SY)) =
({0,1} x [0,1]) U ([0,1] x {0,1}).

Demostracién. Sean p un punto en S'y f: C(S') — D la
funcién definida en la demostracion del Lema [4.3]

(1) La funcién f restringida a C(p,S!') es un homeomorfismo
de C(p,S*) en el continuo Y, representado en la siguiente
figura, [12, Ejemplo 3.2, pp. 31-35].

En el continuo Y el origen representa a S' y el resto de
puntos en el contorno de Y representa a un subcontinuo de
S! que contiene al punto p en su frontera. El continuo Y
puede ser deformado de manera continua mediante la funcion
g, representada en la siguiente figura, en una 2-celda.

C

{ Jwp)

C

Qe

a

Denotamos por h a la funcién g o f. La funcién h es un
homeomorfismo de C(p, S') en [0,1]2. Podemos observar que
S queda representado por el punto (0,1) en la 2-celda y
cualquier otro punto en el contorno de la 2-celda representa
a un subcontinuo de S! que contiene al punto p en su frontera.
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(2) La funcién f restringida a {C € C(S'):p ¢ C} es
un homeomorfismo de {C' € C(S'):p ¢ C} en el continuo
Y, representado en la siguiente figura, [12, Ejemplo 3.2, pp.
31-35].

En el continuo Y el origen representa a S!, los puntos en
el contorno exterior de Y, los que estan en la circunferencia
unitaria, representan los conjuntos unipuntuales de S! y los
puntos en el contorno interior, los que estan en el corazén,
distintos del origen, representan a un subcontinuo de S! que
contiene al punto p en su frontera. El continuo Y puede
ser deformado de manera continua mediante la funcién g,
representada en la siguiente figura, en una 2-celda agujerada.

Denotamos por h a la funcion g o f. La funcion h es
un homeomorfismo de {C € C(S'):p ¢ C} en la 2-celda
agujerada. Podemos observar que S* queda representado por
el punto (%,%) en la 2-celda agujerada. Un punto en el
conjunto () representa un subcontinuo de la circunferencia
que contiene al punto p en su frontera. Un punto en el contorno
del cuadrado con vértices (0,0), (0,1), (1,1) y (1,0) representa

un conjunto unipuntual de S* [l




76 CAPITULO 4. GRAFICAS FINITAS

4.2. Un modelo general

Esta seccién, se centra en la representacion del
hiperespacio de conjuntos de no corte como uniéon de
conjuntos similares a celdas. Comenzamos estableciendo la
notacion y terminologia empleada en este capitulo.

Definicién. 4.5. Una grdfica finita es un continuo que puede
escribirse como la union de una cantidad finita de arcos, tales
que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se intersecan
solo en uno o en sus dos puntos extremos. Un drbol es una
grafica finita sin curvas cerradas simples. Dado un entero
positivo n, un n-odo simple es una grafica finita, que se puede
escribir como la uniéon de n arcos que tienen un punto de
origen comun, v, y no se intersecan en ningtin otro punto. El
punto v es llamado vértice del n-odo simple.

Dados una gréafica finita X y un punto p en X, decimos
que p es de orden n en X, denotado por ord(p, X) = n, si p
tiene una vecindad cerrada que es homeomorfa a un n-odo
simple y tiene al punto p como vértice. Si ord(p, X) = 1
el punto p es llamado punto extremo de X. El conjunto de
todos los puntos extremos de X es denotado por E(X). Si
ord(p, X) = 2 el punto p es llamado punto ordinario de X.
El conjunto de todos los puntos ordinarios de X es denotado
por O(X). El punto p es llamado punto de ramificacion
de X si ord(p, X) > 3. El conjunto de todos los puntos de
ramificacion de X es denotado por R(X). El punto p es
un vértice de X si p es un punto extremo o es un punto
de ramificaciéon. El conjunto de todos los vértices de X es
denotado por V(X).

Una arista de X es un arco que tiene como puntos
extremos dos elementos de V(X) y no contiene més de dos
vértices de X o una curva cerrada simple que contiene a lo
mas un punto de ramificaciéon de X. El conjunto de aristas
de X, se denota por edge(X). Decimos que una arista de X
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es un lazo si es una curva cerrada simple que contiene un
unico punto de ramificacién de X. Dada una arista e de X
denotamos al conjunto e — V' (X) por (e).

Una subgrdfica de aristas de X es un subcontinuo propio
de X que puede escribirse como la unién de elementos de
edge(X) o un conjunto unipuntual formado por un elemento
de V(X). Dada una subgrafica de aristas G de X, decimos
que una arista e de X es una arista adjunta de G si G
interseca a e y e no esta contenida en G. El conjunto de todas
las aristas adjuntas de G es denotado por adj(G), es decir,
adj(G) = {a € edge(X) : aNG # 0y a € G}. Una arista
adjunta, e, de GG es llamada arista simple de G si el conjunto
e N V(X) no estda contenido en G. Una arista adjunta, e, de
G es llamada arista mailtiple de G si el conjunto e NV (X)
estd contenido en (G. Una arista multiple de G es llamada
arista doble de GG si no es un lazo. Una arista multiple de G
es llamada bucle de G si es un lazo.

A continuacion, establecemos una proposicion que es til
para lo que sigue.

Proposicién. 4.6. Si F' es un conjunto de no corte de una
grifica finita X y e es una arista de X tal que F interseca a
e, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Sie es un lazo, entonces F'Ne es un subcontinuo de e.

(2) Si e es un arco, entonces F N e tiene a lo mds dos
componentes. Ademas, si tiene dos componentes, entonces
cada componente contiene un punto extremo de e.

Demostracion. (1). Basta probar que F N e es conexo.
Supongamos que existen puntos distintos p; y p2 en F' Ne.
Sean U; y U, las componentes de e \ {p;,p2}. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que U; no contiene puntos
de ramificacion de X. Observe que U; es una componente
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de X \ {p1,p2}. Sea U la componente que contiene a U,
en X \ {p1,p2}. Se sigue que, U; estd contenido en F', o U
estd contenido en F'. Lo que implica que, p; y ps estdn en
la misma componente en F'Ne. Asi, el conjunto F'Ne es conexo.

(2). Supongamos que existen puntos distintos p;, ps y p3 en
F Ne. Existen componentes, Uy y Us, de e\ {p1,p2, ps} tales
que la clausura de cada una de ellas contiene exactamente
dos elementos de {pi1, ps,p3} v {p1,p2,p3} estd contenido en
U, U Us,. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p;
y p2 son elementos de U; y que py v p3 son elementos de Us.
Observe que Uy y Us son componentes de X \ {p1, p2, p3}. Se
sigue que, U; esta contenido en F', o U; esta contenido en F.
Lo que implica que, p; y ps estdn en la misma componente en
F'Neopsypsestan en la misma componente en F'Ne. Esto
prueba que dados tres puntos en F'Ne, dos de ellos estan en la
misma componente en F'Ne. Por lo tanto, F'Ne tiene a lo mas
dos componentes. Supongamos que F' N e tiene exactamente
dos componentes. Sean p y ¢ puntos en diferentes componentes
de F' N e. Existe una componente, U, de e\ {p,q} tal que p
y ¢ son elementos de U y U no contiene puntos extremos de
e. Note que U es una componente de X \ {p,q}. Se sigue
que, X \ U esta contenida en F. Asi, e \ U esta contenido
en F. Observe que e \ U tiene dos componentes y cada una
de ellas contiene un punto extremo de e. Por lo tanto, cada
componente de F' N e contiene un punto extremo de e. O

Definimos ahora los conjuntos que constituyen la
descomposicion del hiperespacio de conjuntos de no corte.

Definicién. 4.7. Dada una arista, e, de X, denotamos por
o(e) a la coleccion de conjuntos de no corte de X cuyo
complemento estd contenido en (e), es decir, o(e) = {F €

NCO(X): X\ F C (e)}.

Observacion. 4.8. Para cada arista, e, de una grafica finita,
X, se cumple que X es un elemento de o(e).
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Definicién. 4.9. Dada una subgrafica de aristas, G, de X,
se definen: el conjunto T(G) = X \ (GUU{(e) : e € adj(G)})
y A(G) como la coleccion de conjuntos de no corte de X que
contienen a T'(G), estan contenidos en X \ G e intersecan a
cada arista adjunta de G, es decir, A(G) = {F € NC(X) :
T(G)CFCX\GyFne=#0para cada e € adj(G)}.

Por comodidad, denotamos A({v}) simplemente por A(v),
donde, v es un elemento de V(X).

Observacion. 4.10. El conjunto T'(G) puede ser vacio; en caso
contrario es un conjunto de no corte de X y estd contenido
en X \ int(G).

Observacion. 4.11. Para cada punto v en V(X)) se tiene que
X es un elemento de A(v).

Observacion. 4.12. Si X es un arbol, entonces la definicién
de A(G) puede ser escrita simplemente como A(G) = {F' €
NC(X):T(G)Cc FcC X\G}.

A continuaciéon, mostramos que cada elemento del
hiperespacio de conjuntos de no corte pertenece a alguno de
los conjuntos definidos anteriormente.

Proposicion. 4.13. Para cada conjunto de no corte F de
una grifica finita X, se cumple que existe una arista, e, de X
tal que F es un elemento de o(e) o existe una subgrdfica de
aristas, G, de X tal que F es un elemento de A(G).

Demostracion. Supongamos que F' no pertenece a o(e) para
cada e en edge(X), es decir, para cada e en edge(X), X \ F
no estd contenido en (e) . Sea A = {e € edge(X) : eNF #
0y e F}. Observe que, para cada e € A, el conjunto (e '\
F)NV(X) es distinto del vacio. De la Proposicién se
sigue que, para cada e € A, I'Ne es un subcontinuo de e.
Como X \ F' es conexo, se tiene que el conjunto G = (X \
F)\ U{{e) : e € A} es una subgrafica de aristas de X. Por
construccion de G, se tiene que, F' no interseca a GG. Note que
los conjuntos adj(G) y A coinciden. Por lo tanto, F' es un
elemento de A(G). O
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Los siguientes seis lemas describen propiedades clave de
los conjuntos que hemos definido.

Lema. 4.14. Si e es una arista de una grifica finita X,
entonces o(e) es un subconjunto cerrado de X.

Demostracion. Sea F un elemento de o(e). Existe una
sucesion {F;}°, de puntos en o(e), con limite F. Para cada
entero positivo i, se tiene que, X \ (e) estd contenido en F;.
Se sigue que, X \ (e) estd contenido en F'. En consecuencia,
X \ F esta contenido en (e). Por lo tanto, F' es un elemento
de o(e). O

Lema. 4.15. Sean X una grdfica finita y e una arista de X.
Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Sie es un arco con puntos extremos p y q, entonces cada
elemento en o(e) puede escribirse como la union de X\ (e)
con un subcontinuo de e que contiene a p y un subcontinuo
de e que contiene a q, es decir, o(e) = {(X \ (e))UAUB :
AeC(pe) yBeClqg,e)}.

(2) Sie es una curva cerrada simple, se tienen dos casos:

2.1 La arista e no contiene puntos de ramificacion de
X, entonces o(e) coincide con el hiperespacio de
subcontinuos de X, es decir o(e) = C(X).

2.2 La arista e contiene un punto de ramificacion, r, de
X, entonces cada elemento de o(e) puede escribirse
como la union de X \ (e) con un subcontinuo de e que
contiene a r, es decir, o(e) = {(X \ (e)) UA: A €
C(r,e)}.

Demostracion. Sea F' un elemento de o(e).

(1) Por el inciso (2) de la Proposicién se tiene que,
el conjunto F' N e tiene a lo mas dos componentes y si
tiene dos componentes, cada una de ellas contiene un punto
extremo de e. Como los puntos p y ¢ son elementos de F,
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se tiene que, si F' N e es conexo, entonces F' contiene a e.
Asi, F es igual a (X \ (¢)) Ue = X. Supongamos ahora
que F' N e tiene exactamente dos componentes. Sean K; y
K5 las componentes de F' N e. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que p esta en K; y que g esta en Ks. Asi,
F=(X\(e)) UK;UK,. Lo que prueba (1).

(2) Por el inciso (1) de la Proposicién [4.6] F N e es un
subcontinuo de e. Con base en este hecho, procedemos a
demostrar los casos (2.1) y (2.2):

(2.1) En este caso, se tiene que, e coincide con X. Se sigue
que X es una curva cerrada simple. Observe que todo cerrado
de no corte de X es un elemento de o(e). Lo que implica que,
el hiperespacio de conjuntos de no corte de X esta contenido
en el hiperespacio de subcontinuos de X. La otra contencion
es clara. Lo que prueba que o(e) coincide con C(X).

(2.2) Se tiene que F'Ne es un subcontinuo de e que contiene
a r. De modo que, F' = (X \ (e)) U(F Ne). Lo que concluye
la demostracion. H

Lema. 4.16. Si G es una subgrifica de aristas de X, e una
arista simple de G y p el punto extremo de e que no esta en
G, entonces para cada F en A(G) se tiene que F'Ne es un
subcontinuo de e que contiene a p.

Demostracion. Sea F' un elemento de A(G). Observe que el
punto extremo de e que esta en GG, no es un elemento de F.
Por el inciso (2) de la Proposicién [4.6] el conjunto F N e es
un subcontinuo de e. Por la definicién de A(G), se tiene que
p es un elemento de F'. Por lo tanto, F'Me es un subcontinuo
de e que contiene a p. O

Lema. 4.17. Si e es un bucle de una subgrdfica de aristas G
y r el unico punto de ramificacion de X que pertenece a e,
entonces para cada elemento, F', en A(G), se tiene que, F'Ne
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es un subcontinuo de e que no tiene al punto r, o FMNe es un
subcontinuo de e que tiene al punto r en su frontera, o F Ne
es e.

Demostracion. Sea F un elemento de A(G). Existe una
sucesion, {F;}2,, de elementos en A(G) convergiendo a F.
Como consecuencia del inciso (1) de la Proposicién [4.6] se
tiene que, para cada entero positivo i, F;Ne es un subcontinuo
de e. Asi, F;Ne es un subcontinuo de e que no contiene a r. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que F; N e converge
a un subcontinuo B de e. El continuo B es un elemento de
{CelCle):rgC}={C € Cle) : r ¢ CU{C € Cle) :
r € fr(C)} U {e}, |12, Ejemplo 3.2, pp. 31-35]. Asi, B no
tiene a r, o B tiene a r en su frontera, o B es e. Para
concluir la demostracion, mostraremos que F' M e es igual a
B. Supongamos que F' N B es distinto de B. Observemos
que el tnico punto en e que puede estar en F'\ B es r.
Supongamos que 7 es un elemento de F'\ B. Por el inciso (1)
de la Proposicién [4.6] se deduce que F'Ne es un subcontinuo
de e. De donde rpertenece a F'Ne y B esta contenido en un
subcontinuo de F'Ne. En consecuencia, existen elementos en e
distintos de r que estan en F'\ B. Lo cual es una contradiccion.
Lo que prueba que FFNe = B. O

Lema. 4.18. Sean G wuna subgrifica de aristas de X,
€1, €, ...,e; las aristas simples de G, p; el extremo de e; que
no estd en G y ej11, €12, ...€11 las aristas multiples de G. Si
F es un elemento de A(G), entonces F' puede escribirse de la
forma T(G)U A U---UAjx, donde, para cada i en {1,...,1},
A; es un subcontinuo de e; que contiene a p; y para cada i en
{l+1,...0+ Kk}, A; es un subcontinuo de e;.

Demostracion. Existe una sucesion, {F;}5°,, de elementos en
A(G), que converge a F. Observe que, para cada entero
positivo 7, el conjunto F; puede escribirse de la forma F; =
T(G)UU{F; Ne : e € adj(G)}. Por el Lema [4.16] se tiene
que, para cada j en {1,...,l}, F; Ne; es un subcontinuo de
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e; que contiene p;. Como consecuencia del inciso (1) de la
Proposicién , se tiene que, para cada j en {{+1,....,[ + k},
F; Nej es un subcontinuo de e;. Para cada ntmero entero
iy para cada j en {l,..,l + k} sea A;; = F; Ne;. Asi,
F; = T(G) U A U -+ U Ajgyr), donde, para cada j en
{1,...,1l}, Aj; es un elemento de C(p;,e;) y para cada j en
{l+1,..,l+k}, Ajj es un elemento de C(e;). Sin pérdida de
generalidad, para cada j en {1, ..., [+k}, podemos suponer que
la sucesién {A4;;}2, converge a A;. Observe que, para cada j
en {1,...,l}, A; es un elemento de C(pj;,e;) y para cada j en
{l+1,..,l+k}, Aj es un elemento de C(e;). Asi, F es igual
T(GYUA U---U A O

Lema. 4.19. Sean G wuna subgrdfica de aristas de X,
€1, €, ..., e, las aristas simples de G, p; el extremo de e; que
no esti en G y ey1, €149, ...€11k las aristas mailtiples de G. Si,
para cada i en {1,...,1}, A; es un elemento de C(p;,e;) \ {ei}
y, para cada i en {{+1,....,l+k}, A; es un elemento de C(e;)
que estd contenido en (e;), entonces T(G)U A U---U A es
un elemento de A(G).

Demostracion. Paracadai € {1,...,1}, el conjunto B; = ¢;\ 4;
es un conjunto conexo que interseca a G. Por lo tanto, GU B;
es un conjunto conexo.

Para cada i en {{ 4+ 1,...,l + k}, hay dos casos a considerar:

Caso 1: La arista e; es una arista doble de G. En este caso, el
conjunto B; = e;\ A; es la unién de dos conjuntos conexos que
intersecan a G. En consecuencia GU B; es un conjunto conexo.

Caso 2: La arista e; es un bucle de G. Aqui, el conjunto B; =
e; \ A; es un conjunto conexo que interseca a G. Asi, G U B;
es un conjunto conexo.

Observe que X \ (T(G)U A U...UALx) =U{GUB, :1 €
{1,...,1 + k}}. Lo que prueba que T(G) U A; U ---U A4y es
un elemento de A(G). O
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Presentamos ahora una proposicion que muestra la
equivalencia topolégica entre ciertos conjuntos y una 2-celda.

Proposicién. 4.20. Si e es una arista de una grdfica finita
X, entonces o(e) es homeomorfo a [0,1]%.

Demostracion. Hay tres casos a considerar:

Caso 1: La arista e es un arco con puntos extremos p y q. Por
el inciso (1) del Lema se tiene que

ole)={(X\(e)) WUAUB: A€ C(p,e)y BeCl(q,e)}.

En este caso, es claro que, o(e) es homeomorfo al subespacio
H={AUB:Ac C0,]0,1])y B e C(1,[0,1])} de 201,
Mostraremos que H es homeomorfo a [0,1]%. Cada cerrado,
AU B, que pertenece a H, distinto de [0, 1], estd determinado
por el elemento maximo de A, My, y el elemento minimo de
B, mp. La funcién f(AU B) = (M4, mp) es una asignaciéon
inyectiva de H \ {X} en el triangulo, 7', de vértices (0,0),
(0,1) y (1,1).

f (M4, mp)

My

mp

Denotamos por D al segmento de recta que une a los vértices
(0,0) y (1,1). En el tridngulo T, se define la relacién de
equivalencia ~, de la siguiente manera: x ~ gy si y sélo si
x y y son elementos de D, o si x = y. Consideramos T/ ~ el
espacio cociente inducido por la relaciéon de equivalencia ~ y
denotamos por 7 : T" — T'/ ~ la proyeccién natural. Se define
la funcién hy : H — T/ ~ de la siguiente manera:

(My,mp) si AUB#X

(D) si AUB=X
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La funcién h resulta ser un homeomorfismo entre H y T'/ ~.
El espacio cociente T/ ~ puede ser deformado de manera
continua mediante la funcién g, representada en la siguiente
figura, en una 2-celda.

b c b c

g o))

Denotamos por h a la funcién g o hy. La funcién h es un
homeomorfismo de H en [0,1]?. Podemos observar que
[0,1] queda representado en el punto (1,0). El conjunto
{0,1} queda representado en el punto (0,1). Los cerrados
que tiene al 0 en su frontera quedan representados en
([0,1) x {0}) U ({0} x [0,1]). Los cerrados que contiene
al punto 1 en su frontera quedan representados en

([0, 2] > {1}) U ({1} > (0, 1]).

Caso 2: La arista e es una curva cerrada simple que no
contiene puntos de ramificacion. Se sigue del inciso (2.1) del

Lema y del Lema

Caso 3: La arista e es un lazo. Aqui, por el inciso (2.2) del
Lema [4.15] se tiene que, o(e) = {(X \ (e)) UA: A € C(r,e)}.
Consideremos la circunferencia unitaria en el plano, S!, y un
punto, p en ella. Es claro que, o(e) es homeomorfo a C(p, S1).
Del Lema , se sigue que o(e) es homeomorfo a [0,1]2. [

Como consecuencia directa de la proposicion anterior, se
tiene el siguiente corolario.

Corolario. 4.21. Si X es una grdfica finita, entonces el
hiperespacio de conjuntos de no corte de X contiene un
subconjunto homeomorfo a la 2-celda.
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La siguiente proposicién establece que ciertos conjuntos
pueden ser encajados en un espacio que se parece a una celda.

Proposicion. 4.22. Si G es una subgrifica de aristas de X,
entonces existe un encaje h : A(G) — [0, 1]¥72 x Q™ tal que
((O, 1)F+2 % Qg”) C h(A(G)), donde, k es el nimero aristas
simples de G, | es el numero de aristas dobles de G, m es el
numero de bucles de G, a su vez Q y Qg como en la Definicion

71|

Demostracion. Sean eq,..., e las aristas simples de G, ej1,...,
ex+; las aristas dobles de Gy eryji1,..., €kriem los bucles
de G. Para cada i en {1,...,k}, sean p; el extremo de e;
que no estd en Gy C; = C(pi,ei) \ {e;}. Para cada i en
{k+1,.. k+1},seaC; ={C € C(e;) : C C (e;)}. Para cada i
en {k+I1+1, ..., k+Il+m}, sean r; el inico punto de ramificacién
de X que esté contenido en e; y C; = {C € C(e;) : r; ¢ C}.
Sea I’ un elemento en A(G). Por los Lemas y , F
puede escribirse de la forma T(G)UAf U...UAL, ., donde,
para cada i en {1,...k + [+ m}, AF es un elemento de C;.
Observe que el conjunto de no corte F' queda determinado
por los subcontinuos Af, ..., A}, . Paracadaien {1,..,k},
existe un homeomorfismo, h; : C(p;,e;) — [0,1], tal que
hi(C;) = [0,1). Para cada i en {k + 1,...,k + [}, se define
hi = C(e;) — [0,1]* como el homeomorfismo descrito en el
Lema [1.2] Para cada i en {k+1+1,...k + 1+ m}, se define
hi : C; — @ como el homeomorfismo descrito en el inciso

(2) del Lema [4.4] La funcién h : A(G) — [0, 1]% x Q™
definida por h(F) = (hi(AY), ..., hirram(Afy,p0n)) es inyectiva
y continua. Por el Lema [4.19] se tiene que el conjunto £ =
{T(GYUCL U+ UClypsm : C; € C;} estéa contenido en A(G).
Note que ((0,1)’”2[ X Q()”) C h(E). Por lo tanto, h es un
encaje de A(G) en [0, 1]*72 x Q™ tal que (0, 1) x Q" esté
contenido en h(A(G)). O

El resultado final de esta seccion, que se sigue de las
proposiciones |4.13], |4.20]y 4.22] muestra que el hiperespacio de
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conjuntos de no corte se expresa como la unién de conjuntos
que se pueden encajar en espacios parecidos a una celda.

Corolario. 4.23. Si X es wuna grdfica, la union

NC(X) = Ufole) : e € edge(X)} U U{A(G)
G es una subgrdfica de aristas de X} es una descomposicion
del hiperespacio de conjuntos de no corte de X.

4.3. Algunos modelos particulares

Esta seccion esta dedicada a la construccion de modelos
para el hiperespacio de conjuntos de no corte de algunas
graficas finitas, lo que constituye un paso fundamental en
la comprension de su topologia. A partir de los resultados
presentados en la seccién anterior, es suficiente enfocar
nuestro andlisis en los conjuntos o(e) y A(G), donde e
representa una arista y G una subgrafica de aristas, para
construir un modelo para el hiperespacio de conjuntos de
no corte. Una vez determinados los conjuntos o(e) y A(G),
el paso crucial es pegarlos adecuadamente. Comenzamos con

algunos ejemplos ilustrativos.

Modelo para el hiperespacio de no corte del
arco

Consideremos el arco X que va de p a ¢, ilustrado en la
figura siguiente.

p q
En el caso del arco, identificamos una arista y dos
subgraficas de aristas. Las subgréficas de aristas son {p} y
{¢}, y la tinica arista es el arco de p a ¢, al cual llamamos e.

Empezamos examinando el conjunto o(e). En este caso,
o(e) es la coleccion de conjuntos de no corte formada
por los cerrados que pueden escribirse como la uniéon de un
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subcontinuo que contiene a p con un subcontinuo que contiene
a ¢q. Por la Proposicion , sabemos que o(e) es homeomorfo
a una 2-celda. El arco de p a ¢ queda representado en el punto
(1,0), el conjunto {p,q} queda representado en el punto
(0,1). Un punto en el conjunto ([0,1) x {0}) U ({0} x [0,1])
representa un cerrado que se puede escribir como la unién
de {p} con un subcontinuo que contiene a ¢. Un punto
en el conjunto ([0,1] x {1}) U ({1} x (0,1]) representa un
cerrado que se puede escribir como la unién de {¢} con un
subcontinuo que contiene a p. Cualquier otro punto en la
2-celda representa un cerrado que se puede escribir como la
uniéon de un continuo que contiene a p en su interior con un
continuo que contiene a ¢ en su interior. Esto se ilustra en la
siguiente figura.

——o °
{p,q} s :
° ——o X
P q

A continuacion, analizamos los conjuntos A(p) y A(q). La
grafica de aristas p tiene una unica arista adjunta, el arco de
p a ¢. Observe que, en este caso A(p) coincide con C(q,pq),
donde pq denota el arco de p a ¢q. Sea h el encaje construido
en la demostracion de la Proposicién [4.22] el cual va de
A(p) en [0,1]. Dicho encaje es un homeomorfismo de A(p)
en [0,1]. El punto 0 representa al conjunto {¢} y el punto

1 representa al arco pg. Como se muestra en la siguiente figura.

*r =9

{¢} X

De forma similar, A(q) es homeomorfo al intervalo [0, 1].
El punto 0 representa al conjunto {p} y el punto 1 representa
al arco pq. Esto se ilustra en la figura a continuacion.
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*—e

{r} X

Los conjuntos o(e), A(p) y A(g) solo se intersecan en el
punto X. De esta manera, podemos establecer un modelo para
el hiperespacio de conjuntos de no corte del arco, tal como se
representa en la figura siguiente.

{p,q}

{r}
+ *{q}

Observacion. 4.24. El hiperespacio de conjuntos de no corte
del arco es un continuo.

Modelo para el hiperespacio de no corte de
la curva cerrada simple

Tomemos la circunferencia unitaria en el plano
cartesiano, representada en la figura de abajo.

En el caso de una curva cerrada simple, identificamos una
arista sin puntos de ramificacién y no tiene subgraficas de
aristas. Del inciso (2.1) del Lema y del Lema se
obtiene que, un modelo para el hiperespacio de conjuntos de
no corte la una curva cerrada simple es la 2-celda.

Un punto en el contorno de la 2-celda representa un
conjunto unipuntual de la circunferencia. La descomposicion
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dada por el conjunto o(e), donde e es la tnica arista que forma
la curva cerrada simple, es una descomposicién en celdas.

Observacion. 4.25. El hiperespacio de conjuntos de no corte
de la curva cerrada simple es un continuo.

Modelo para el hiperespacio de no corte del
ocho

Sea X la grafica finita ilustrada en la figura siguiente.

€1 €2

Identificamos dos aristas y tres subgraficas de aristas.
Denotamos a las aristas como e; y ey. Las subgraficas de
aristas son los conjuntos ey, ey y {r}.

Empezamos examinando el espacio o(e;). El conjunto
o(eq) es la coleccion de todos los subcontinuos que contienen
a e5. Por el inciso 3 de la Proposicion [4.20] se tiene que o(e;)
es homeomorfo a una 2-celda. Los subcontinuos que tiene al
punto r en la frontera y contienen a e, quedan representados
en la frontera de la 2-celda. Esto se ilustra en la figura

siguiente.

X €2

L

Por el inciso (3) de la Proposicién [4.20, se tiene que
o(eg) es homeomorfo a una 2-celda. Los subcontinuos que
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tienen al punto r en la frontera y contienen a e; quedan
representados en la frontera de la 2-celda. Esto se ilustra en
la figura siguiente.

A continuacién, analizamos los espacios A(e;) v A(es).
La gréafica de aristas e; tiene una tnica arista adjunta, es,
la cual es un bucle de e;. Sea h el encaje construido en la
demostracion de la Proposicién m el cual va de A(e;) en
Q. Dicho encaje no es un homeomorfismo, ya que no existe
F € A(er) tal que h(F) = (3,1). La imagen de A(e;) bajo h
es Qo unién el punto (

~—

1 . . .
, 5), se ilustra en la siguiente figura.

N | =

€2

El punto (3,3) representa a e;, cada uno de los puntos
restantes representa a un continuo que no contiene a r. Cada
punto con una coordenada igual a 0 o a 1, representa un
conjunto unipuntual de X.

Anélogamente, A(ey) es homeomorfo a () unién el punto
(3,3), se ilustra en la siguiente figura.
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Por dltimo, analizamos el espacio A(r). La gréafica de
aristas {r}, tiene dos aristas adjuntas y ambas son bucles
de {r}. Sea h el encaje construido en la demostracién de la
Proposicién , el cual va de A(r) en Q2 Dicho encaje
no es un homeomorfismo, ya que no existe F' € A(r) tal

que h(F) = ((1 1), (% 1)) La imagen de A(r) bajo h

27 23
es (Qo x Qo) U ({(3:3)} x @) U (@1 x {(35,3)}). Como
lo dimension de A(r) es mayor que 3, resulta imposible
representar visualmente el espacio de manera efectiva.

La interseccion de A(r) con o(e;) Uo(er) UA(er) UA(ey)
es el conjunto A ={C € NC(X): A€ Cle, X)UC(ez, X)}.
El tinico elemento de A que pertenece a A(ey) es ey. El tnico
elemento de A que pertenece a A(es) es e;. Los elementos de
A que estén o(e;) son los elementos de C'(ez, X) que contiene
a 1 en su frontera. Los elementos de A que estdn o(eq) son
los elementos de C'(ey, X) que contiene a r en su frontera. A

continuacién damos un modelo para o(e;) U o(e;) U A(ey) U

A(eg).

La descomposicién dada por los conjuntos o(e;),o(es)
Aler), A(ez) y A(r), no es una descomposicién en celdas.

Modelo para el hiperespacio de no corte del
triodo simple

Sea X el triodo simple formado por las aristas ey, e5 v e3.
[lustrado en la figura siguiente.
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b2

€2

pr €1 v €3 p3

Las subgréaficas de aristas del triodo simple son: Gy = {v},

Gy = {p1}7 Gy = {pz}; Gs = {pz}, Gy = e1, G5 = e, G = €3,
G7:€1U62, G8:61U63, G9:62U€3.

Empezamos examinando los espacios o(e1), o(ez) v o(es).

El conjunto o(e;) es la coleccién de todos los subconjuntos
cerrados que pueden escribirse como la unién de X \ (e1) con
un subcontinuo de e; que tiene a v y con un subcontinuo
de e; que tiene a p;. Por el inciso (1) de la Proposicién
4.20, sabemos que o(e;) es homeomorfo a una 2-celda. El
conjunto X queda representado en el punto (1, 0), el conjunto
X \ (e1) queda representado en el punto (0,1). Un punto
en el conjunto ([0,1) x {0}) U ({0} x [0,1]) representa un
cerrado que se puede escribir como la uniéon de X \ (e)
con un subcontinuo que tiene a v. Un punto en el conjunto
([0,1] x {1}) U ({1} x (0,1]) representa un cerrado que se
puede escribir como la unién de X \ (e;) con un subcontinuo
que tiene a p;. Cualquier otro punto en la 2-celda representa
un cerrado que se puede escribir como la unién de X \ (e;)
con un continuo que tiene a p en su interior y con un continuo
que tiene a ¢ en su interior. Esto se ilustra en la figura

siguiente.
P2
X
\ew T L'p
° o—L X

yai v D3
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Andalogamente, o(e2) y o(es) son homeomorfos a una
2-celda, se ilustran en las siguiente figura.

o(es) Ipz

X\ (e2) — o o

b1 v b3

b2
°
o—I—o X

b1 v P3
o(es) Ipz
X \ <63> b1 v ._]).3
D2
P1 v 17.3 X

A continuaciéon analizamos los espacios A(e;), A(es) y

A(eg).

La grafica de aristas e; tiene dos aristas adjuntas, las
cuales son aristas simples de e;. Sea h el encaje construido en
la demostracién de la Proposicién , el cual va de A(ep)
en [0,1]?. Dicho encaje no es un homeomorfismo, ya que no
existe F' € A(ey) tal que h(F') = (1,0). La imagen de A(e;)
bajo h es ([0,1) x [0,1)) U {1,1}. El punto (1,1) representa
a ey U es. El punto (0,0) representa a {ps, p3}. Cada punto
en {0} x [0,1) representa un conjunto cerrado que se puede
escribir como la unién de {p2} con un subcontinuo propio de
e3 que contiene a ps. Cada punto en [0,1) x {0} representa
un conjunto cerrado que se puede escribir como la union de
{ps} con un subcontinuo propio de ey que tiene a py. Cada
uno de los puntos restantes representa a un conjunto cerrado
que se puede escribir como la unién de subcontinuo propio
de es que tiene a py en su interior con un subcontinuo propio
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de ez que tiene a ps en su interior. Esto se ilustra en la figura
siguiente.

L Y ) ecy Ueg

*—e

b3

{p2,p3}
Ipz
ep3
Andlogamente, A(es) y A(ez) son homeomorfos a
([0,1) x [0,1)) U{1,1}, se ilustran en las siguientes figuras.

A(eg)
®C U €3
Pre —e
p3 ‘
{p17p3}
D1 e—e eps3
Ales)
LYo ecy Uey
—o
P ‘
{plap2}
Ip2
Pre

Ahora, analizamos los espacios A(p1), A(p2) y A(ps).
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La grafica de aristas p; tiene una arista adjunta, la cual
es una arista simple de p;. Sea h el encaje construido en la
demostracion de la proposicién , el cual va de A(p;) en
[0,1]. Dicho encaje es un homeomorfismo. Cualquier punto
en [0, 1] representa un elemento de C'(ex U e3, X). El punto 0
representa al conjunto ey U e3 y el punto 1 representa a X.
Como se muestra en la siguiente figura.

-0

ea Ues X

Andlogamente, A(py) v A(ps) son homeomorfos a [0, 1],
se ilustran en las siguientes figuras.

A(pz) A(p3)
= =9
ep Ues X e Ue X

A continuacién analizamos los espacios A(G7), A(Gg) y

A(Gy).

La grafica de aristas G7 tiene una arista adjunta, la cual
es una arista simple de G7. Sea h el encaje construido en la
demostraciéon de la Proposicién m, el cual va de A(G7) en
[0, 1]. Dicho encaje no es un homeomorfismo, ya que no existe
F € A(Gy) tal que h(F) = 1. La imagen de A(G?7) bajo h
es [0,1). Cualquier punto en [0, 1) representa un subcontinuo
propio de e3 que contiene a ps3. El punto O representa al
conjunto {ps}.Como se muestra en la siguiente figura.

{p3 }

Analogamente, A(Gg) y A(Gy). son homeomorfos a [0, 1),
se ilustran en la siguiente figura.



4.3. ALGUNOS MODELOS PARTICULARES 97

A(Gs) A(Gy)

¢ &———-0

{p2} {p1}

Por dltimo, analizamos el espacio A(v). La gréfica de
aristas {v}, tiene tres aristas adjuntas y las tres son aristas
simples de {v}. Sea h el encaje construido en la demostracion
de la Proposicion m, el cual va de A(v) en [0,1]3. Dicho
encaje no es un homeomorfismo, ya que no existe F' € A(v)
tal que h(F) = (1,0,0). La imagen de A(r) bajo h es
0, 1)°U({(L, 1)} [0, 1)UL} x [0, 1 x {THU(O, 1] < {(L, 1)}).
El punto (1,1,1) representa a X. El punto (0,0,0)
representa a {pi,ps,p3}. Cada punto en el conjunto
{1, 1D} > [0,1]) U ({1} x [0, 1] x {1}) U ([0,1] >x {(1,1)})
representa un cerrado que puede escribirse como la unién de
de X \ (e;) con un subcontinuo que tiene a p;, para algin i
en {1,2,3}. Cada uno de los puntos restantes representa a un
conjunto cerrado que no tiene a v y se puede escribir como la
unién de un subcontinuo que tiene a p; con un subcontinuo
que tiene a ps y un subcontinuo que tiene a p3. Esto se ilustra
en la figura siguiente.

s 1U{p2} Ues

®
>

{P17}’72~,P3}

e e U eg U {p3}

Habiendo identificado los conjuntos o(e;) y A(G)),
estamos en posicion de presentar un modelo para el
hiperespacio de conjuntos de no corte del triodo simple. Se
obtiene a partir del espacio mostrado en la siguiente imagen,
realizando el pegado de los arcos a;a.
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ay az ag

Modelo para el hiperespacio de no corte de
la paleta

Sea X la grafica finita ilustrada en la figura siguiente.

D2
D1
€1

€2
Denotamos a las aristas como e; y es, al punto extremo por
p1 v al punto de ramificaciéon por ps.

Identificamos cuatro subgraficas de aristas y dos aristas.
Las subgraficas de aristas son los conjuntos ey, ea, {p1} y {p2}-
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Empezamos examinando el espacio o(e;). Por el inciso
(1)de la Proposicién [4.20] se tiene que o(e;) es homeomorfo
a una 2-celda. El conjunto X queda representado en el punto
(1,0), el conjunto X \ (e;) queda representado en el punto
(0,1). Un punto en el conjunto ([0,1) x {0}) U ({0} x [0, 1])
representa un cerrado que se puede escribir como la unién
de X \ (e;) con un subcontinuo que tiene a po. Un punto
en el conjunto ([0,1] x {1}) U ({1} x (0,1]) representa un
cerrado que se puede escribir como la unién de X \ (e;) con
un subcontinuo que tiene a p;. Cualquier otro punto en la
2-celda representa un cerrado que se puede escribir como
la unién de X \ (e;) con un continuo que tiene a py en su
interior y con un continuo que tiene a p; en su interior. Esto
se ilustra en la figura siguiente.

X\ {er) Qm._ﬁl
P2

Por el inciso (3) de la Proposicién [£.20] se tiene que
o(eg) es homeomorfo a una 2-celda. El conjunto e; queda
representado en el punto (1,0), el conjunto X queda
representado en el punto (0,1). Los subcontinuos que
tienen al punto ps en la frontera y contienen a e; quedan
representados en frontera de la 2-celda. Esto se ilustra en la

siguiente figura.
b2
X \—c

4!

€1
) b1
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A continuacién analizamos los espacios A(ey) y A(es).

La grafica de aristas e; tiene una arista adjunta, la cual es
un bucle de e;. Sea h el encaje construido en la demostracion
de la Proposicién , el cual va de A(eq) en Q. Dicho encaje
no es un homeomorfismo, ya que no existe F' € A(e;) tal que
h(F) = (3,1). La imagen de A(e;) bajo h es Qp unién el
punto (3, 3). El punto (3, 1) representa a e, cada uno de los
puntos restantes representa a un continuo que no tiene a ps y
estd contenido en ey. Cada punto con una coordenada igual
a 0 o a 1, representa un conjunto unipuntual de X. Esto se

ilustra en la siguiente figura.

La grafica de aristas ey tiene una tnica arista adjunta, la
cual es una arista simples de es. Sea h el encaje construido
en la demostracion de la Proposicién [4.22] el cual va de
A(ey) en [0,1]. El encaje h es un homeomorfismo. Cualquier
punto en [0, 1] representa un elemento de C(py, e1). El punto
0 representa al conjunto {p;} y el punto 1 representa a e;. Se
ilustra en la siguiente figura.

*—

{pl} €1

Ahora, analizamos los espacios A(p1) v A(p2).

La grafica de aristas p; tiene una arista adjunta, la cual
es una arista simple de p;. Sea h el encaje construido en la
demostracion de la Proposicién , el cual va de A(py) en
[0,1]. Dicho encaje es un homeomorfismo. Cualquier punto
en [0,1] representa un elemento de C(eg, X). El punto 0
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representa al conjunto es; y el punto 1 representa a X. Se
ilustra en la siguiente figura.

0

{ea} X

La grafica de aristas ps tiene dos aristas adjuntas, una
es una arista simple y la otra es un bucle de p,. Sea h
el encaje construido en la demostraciéon de la Proposicion
4.22) el cual va de A(p;) en [0,1] x Q. Dicho encaje no
es un homeomorfismo, ya que no existe F' € A(ps) tal
que h(F) = (0,(3,1)). La imagen de A(ps) bajo h es
([0,1) X Qp) unién ({1} x Q1) U ([O, 1] x{3,3 ) El punto
(1,1,1) representa a X. Cada punto en el conjunto {1} x Q4
representa un elemento de C(e;) que contiene a py en la
frontera. Cada punto en el conjunto [0,1] X {3, 5} representa
un conjunto cerrado que se puede escribir como la unién
de e; con un subcontinuo que contiene a p;. Cada uno de
los puntos restantes representa a un conjunto cerrado que
no contiene a py y se puede escribir como la unién de un
subcontinuo que contiene a p; con un subcontinuo contenido

en es. Se ilustra en la siguiente figura.

X

Habiendo identificado los conjuntos o(e;) y A(G)),
estamos en posicion de presentar un modelo para el
hiperespacio de conjuntos de no corte de la paleta. Se obtiene a
partir del espacio mostrado en la siguiente imagen, realizando
el pegado de los arcos indicados en la misma.



102 CAPITULO 4. GRAFICAS FINITAS

4.4. Dimension

En esta seccion, nos enfocamos en determinar la dimensiéon
del hiperespacio de conjuntos de no corte. Comenzamos
definiendo el concepto de dimension y presentando tres
resultados conocidos que seran fundamentales para nuestro
analisis.

Definicién. 4.26. |10, Definicién III.1, p. 24] Un espacio
X tiene dimension 0 en un punto p, si p tiene vecindades
arbitrariamente pequenas con frontera vacia, es decir, para
cada vecindad abierta, U, de p existe una vecindad, V', de
p tal que V estd contenida en U y tiene frontera vacia. El
conjunto vacio y solo el conjunto vacio tiene dimensiéon —1.
Un espacio no vacio X tiene dimension 0 si X tiene dimension
0 en cada uno de sus puntos. Dado un entero positivo n,
decimos que un espacio X tiene dimension < n en el punto p
si p tiene vecindades arbitrariamente pequenas cuya frontera
tiene dimension < n — 1. Un espacio X tiene dimension < n,
denotado por dim(X) < n, si X tiene dimensiéon < n en cada
uno de sus puntos. Un espacio X tiene dimension n en un
punto p, si se cumple que X tiene dimension < n en p y es
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falso que X tiene dimensiéon < n —1 en p. Un espacio X tiene
dimension n, denotado por dim(X) = n, si se cumple que
dim(X) < ny es falso que dim(X) <n — 1.

Teorema. 4.27. (10, Teorema III 1, p.26] Un subespacio de
un espacio de dimension < n tiene dimension < n

Teorema. 4.28. [10, Teorema III 2, p. 30] Un espacio que es
la union contable de subconjuntos cerrados de dimension < n
tiene dimension < n.

Teorema. 4.29. [10, Teorema IV 8, p. 44] Una condicion
necesaria y suficiente para que un subconjunto de R™ tenga

dimension n es que contenga un subconjunto que es abierto
en R".

La siguiente proposicion establece la dimension de ciertos
conjuntos que hemos estado estudiando.

Lema. 4.30. 5i G es una subgrdfica de aristas de X, entonces
dim(A(G)) = 1+2n, donde, | es el numero aristas simples de
G, y n el numero de aristas multiples de G.

Demostracion. Sean m el nimero de aristas dobles de G y k
el nimero de bucles de G. Por la Proposicién [.22] existe un
encaje h : A(G) — [0, 1]"2™ x Q tal que ((O, 1)i2m x Q’S) C
h(A(G)). Del teorema {4.29, se sigue que la dimensién de

h(A(G)) es I+ 2(m + k). Asi, dim(A(G)) =1 + 2n. O

A continuacion, presentamos un teorema que determina la
dimensiéon del hiperespacio de conjuntos de no corte de una
grafica finita distinta de una curva cerrada simple.

Teorema. 4.31. S X es una grifica  finita
distinta  de una curva cerrada  simple,  entonces
dim(NC(X)) = max{2,n}, donde n = max{dim(A(G)) :
G es una subgrdfica de aristas de X}.
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Demostracion. Del Lema [£.30] la Proposicién y los
Teoremas[1.23]y[4.29 se sigue que dim(NC(X)) < méx{2,n}.
Si el méx{2,n} = 2, por el Corolario 1.21] se tiene que
dim(NC(X)) = 2. Supongamos que 2 < méx{2,n}. Existe G
subgraficas de aristas tal que dim(A(G)) = max{2,n}. Como
consecuencia del Teorema , se tiene que, dim(A(G)) <
dim(NC(X)). Asi, dim(NC(X)) = méx{2,n}. O

El teorema que sigue establece una condicion necesaria y
suficiente para que el hiperespacio de conjuntos de no corte
tenga dimension 2.

Teorema. 4.32. Para una grafica finita X, las siguientes
condiciones son equivalentes.

(1) El hiperespacio de conjuntos de no corte de X tiene
dimension 2.

(2) La grifica finita X es el arco o la curva cerrada simple.

Demostracion. (1) = (2) Probaremos que si X tiene un
punto de ramificacion, entonces X tiene dimensiéon mayor
que 2. Si r es un punto de ramificacion de X, la grafica
de aristas, {r}, de X tiene al menos dos aristas adjuntas.
Observe que si {r} tiene exactamente dos aristas adjuntas, al
menos una de ellas es un bucle de {r} y si {r} no tiene bucles,
entonces tiene al menos tres aristas simples. Sean [ el nimero
de aristas simples de {r} y n el nimero de aristas multiples
de {r}. Por el Lema , se tiene que dim(A(r)) = 1 + 2n.
Asi, 3 < dim(NC(X)). Esto prueba que si dim(NC(X)) = 2
entonces X no tiene puntos de ramificaciéon. Lo que implica
que, X es un arco o una curva cerrada simple.

(2) = (1) Se sigue de los lemas y y del teorema
431 O

Corolario. 4.33. Para un drbol X, las siguientes condiciones
son equivalentes.
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(1) El hiperespacio de conjuntos de no corte de X tiene
dimension 2.

(2) X es un arco.

A continuacién, presentamos tres definiciones clave y un
teorema conocido que seran relevantes para nuestro analisis.

Definicién. 4.34. Decimos que una subgrafica de aristas, G,
de X es una subgrdfica de aristas maximal si no contiene
curvas cerradas simples, contiene a todos los puntos de
ramificaciéon de X y no contiene puntos extremos de X.

Observacion. 4.35. Si G es una subgréfica de aristas maximal
de X, entonces G es un arbol.

Observacion. 4.36. Si X es un arco o una curva cerrada simple,
entonces X no tiene subgraficas de aristas maximales.

Definicién. 4.37. Dada una grafica finita X y un entero no
negativo n, decimos que el el grado de conectividad de X es
n si se cumple que existen n aristas de X, eq,..., e,, tales que
X\ U{(e;) : 1 <7< n} es conexo y es falso que existen n + 1
aristas de X, ay,..., an41, tales que X \U{(a;) : 1 <i<n+1}
es conexo.

Teorema. 4.38. [3, Ejercicio 3, p. 90] El grado de
conectividad de una grifica finita X es 1—|V(X)|+|edge(X)].

Demostracion. Sea X una grafica finita. Para demostrar que
el grado de conectividad de X es 1 — |[V(X)| + |edge(X)|,
procederemos mediante las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 1. Si X es un &rbol, entonces |edge(X)| =

V(X)) -1

En efecto. Fijamos un punto extremo p de X. Sea £ = E(X)\
{p}. Para cada ¢ en E, sea e, la arista que tiene a q y r, el
otro punto extremo de e,. Definimos

X=X \Ufeg\ {rg} :q € E}.
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Si X, es distinto de {p}, podemos definir £y = E(X;) \ {p}.
Procediendo con el conjunto X; como se hizo con X, definimos

Xo =X\ Uleg \ {rg} 1 g € B1}

Si X5 es distinto de {p}, podemos proceder de manera similar.
Este proceso finaliza ya que el conjunto X,.; se obtiene
al retirar aristas del conjunto X,. Por lo tanto, existe un
nimero positivo k tal que X; = {p}. Para pasar del conjunto
X al conjunto X, hemos retirado una arista por cada vértice
de X distinto de p. Por lo tanto |edge(X)| = |V (X)| — 1.

Afirmacién 2. Si k es un entero positivo y existen k aristas
de X, ey,..., ex, tales que Y = X \ U{(e;) : 1 <i <k} esun
arbol, entonces k =1 — |[V(X)| + |edge(X)|.

En efecto. Para cada i en {l,...k}, sean a; y b; los
extremos de e; y a, y b, elementos de (e;) tales que
a;a; y bb, son disjuntos, donde a;a; es el arco que va
de a; a a; en e; y b es el arco que va de b; a b, en
e;. Tomamos T = Y U{aa; U bY, : i € {1,...k}}. Por
construcciéon de T se tiene que T es un arbol, V(T) =
V(X)u{{a}, b} :ie{l,...k}} y |edge(X)| = |edge(T)| — k.
Por la Afirmacion 1, |edge(T)| = (|V(X)| + 2k) — 1.
Por lo tanto |edge(X)| = [V(X)| + k£ — 1, de donde
kE=1—|V(X)|+ |edge(X)|.

Afirmacién 3. Si X no es un arbol, entonces existen
n = 1—|V(X)| + |edge(X)| aristas, eq,...,e,, tales que
X\ U{{e;) : 1 <i<n} es conexo.

En efecto. Como X no es un arbol, X contiene una curva
cerrada simple S. Sea o un punto en SN O(X) y e; la arista
de X que tiene al punto o. El conjunto X; = X \ (e1) es
conexo. Si X7 no es un arbol, procediendo con el conjunto
X1 como se hizo con X, encontramos una arista e, de X tal
que Xo = X7 \ (e2) es conexo. Si X5 no es un arbol, podemos
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proceder de manera similar. Este proceso finaliza porque el
conjunto X,,.1 se obtiene al retirar aristas del conjunto X,,.
Por lo tanto, existe un nimero positivo k tal que X, es un
arbol. Por la Afirmacién 2, k =1 — |[V(X)| + |edge(X)].

Afirmacién 4. Si X no es un arbol y existen n aristas, eq,...,
en, tales que Y = X \ U{(e;) : 1 <i < n} es conexo, entonces
n es menor o igual a 1 — [V(X)| + |edge(X)].

En efecto. Si Y es un arbol, por la Afirmacion 2,
n = 1— |V(X)| + |edge(X)|. Supongamos que Y no es
un arbol. Como Y no es un arbol, Y contiene una curva
cerrada simple S. Sea o un punto en S N O(X) y e,41 la
arista de X que tiene al punto o. El conjunto Y; =Y\ (e,41)
es conexo. Si Y] no es un arbol, procediendo con el conjunto
Y] como se hizo con Y, encontramos una arista e, de X
tal que Y2 = Y] \ (eny2) es conexo. Si Y5 no es un arbol,
podemos proceder de manera similar. Este proceso finaliza
ya que el conjunto Y,,y; se obtiene al retirar aristas del
conjunto Y,,. Por lo tanto, existe un niimero positivo £ tal
que Y, es un arbol. Por construcciéon de Y}, se tiene que
Vi = X\ U{(e;) : 1 < i < n+k}. Por la Afirmacién 2,
n+k=1—|V(X)|+ |edge(X)]|. Por lo tanto, n es menor que
1= [V(X)] + edge(X)].

Si X es un arbol, para cualquier punto o en O(X), X \ {0} no
es conexo. Por lo tanto, el grado de conectividad de X es 0.
Por la Afirmacién 1, 0 = 1—|V(X)|+|edge(X)|. Si X no es un
arbol, por la Afirmacién 3, existen n = 1 —|V(X)|+ |edge(X)|
aristas, ep,..., e,, tales que X \ U{(e;) : 1 <i < n} es conexo.
Por la Afirmacion 4, no existen n+ 1 aristas de X, ay,..., api1,
tales que X \ U{(a;) : 1 <i < n+ 1} es conexo. Por lo tanto
el grado de conectividad de X es 1 — |V(X)| + |edge(X)|. O

Observacion. 4.39. Una grafica finita es un arbol si y solo si
su grado de conectividad es 0.



108 CAPITULO 4. GRAFICAS FINITAS

Observacion. 4.40. Si X es un arbol, entonces |V(X)| =
ledge(X)| + 1.

Definicién. 4.41. Dada una subgrafica de aristas, G, de X
se define N(G) = k + 2[, donde, k es el nimero de aristas
simples de GG y [ es el nimero de aristas multiples de G.

Para calcular la dimension del hiperespacio de conjuntos
de no corte, introducimos dos lemas clave.

Lema. 4.42. 57 G es una subgrdfica de aristas maximal de
X, entonces N(G) es igual a 2d+|E(X)|, donde d es el grado
de conectividad de X .

Demostracion. Las aristas simples de G coinciden con las
aristas de X que contienen un punto extremo de X. Observe
que, ledge(G)| = [R(X)| — 1y ledge(X)| = ledge(G)| +
|E(X)| + I, donde [ es el nimero de aristas multiples de
G. Asi, d = 1 — |[V(X)] + |edge(G)| + [E(X)| +1 = 1 —
(|E(X)| + |R(X)|) + |R(X)] = 1+ |E(X)| +1 = I. Por lo
tanto, N(G) = 2d + |E(X)|. O

Lema. 4.43. Si d es el grado de conectividad de X y G una
subgrifica de aristas de X, entonces N(G) es menor o igual
que 2d + |E(X)].

Demostracion. Observe que el nimero de aristas multiples de
G es menor o igual que d. Denotamos por A; a la coleccién
de aristas simples de G que no contienen puntos extremos y
por A, al conjunto adj(G) \ A;. Si A; es vacio, entonces el
nimero de aristas simples de G es menor o igual que |E(X)].
Esto implica que N(G) es menor o igual que 2d + |E(X)].
Supongamos que A; es no vacio. Denotamos por F' al conjunto
GUU{(e) : e € A1} UU{e: e € Ay}. Denotamos por C; a la
coleccién formada por las componentes de X \ F' tales que su
cerradura interseca a F' en un tnico punto. Denotamos por
C, a la coleccion formada por las componentes de X \ F' tales
que su cerradura interseca a F' en al menos dos puntos. Para
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cada componente, K, de X \ F, existe un arbol formado por
aristas de X, Ty, tal que (R(X)NK) C T, C (K \ E(X)).
Note que Tk N F' coincide con K N F'. Para cada componente,
K, de X\ F, sea ex una arista en A; que interseca a Ty. Por
otro lado, existe un arbol formado por aristas de X, T', talque
(RIX)NG) Cc T C (G\ E(X)). Observe que T interseca a
cada arista adjunta de G. Sea C' = TUU{Tk Ue, : K €
C1UCy}. Note que C es una subgréfica de aristas maximal de
X. Por el Lema [1.42] se tiene que N(C) = 2d + |E(X)|. Por
construcciéon de C| se tiene que cada arista simple de G que
pertenezca al conjunto A, es una arista simple de C, y cada
arista multiple de G que pertenezca al conjunto A, es una
arista multiple de C'. Cada arista simple de G que pertenece
al conjunto A; \ U{ex : K € C; UCy} es una arista doble
de C. Cada componente de K de X \ F' que pertenece al
conjunto C; contiene al menos dos puntos extremos de X o
contiene una curva cerrada simple, pues X \ K; es conexo y
ningin subconjunto conexo de X contiene todos los puntos
de no corte. Esto implica que K contiene al menos dos aristas
simples de C' 0 al menos una arista doble de C'. Se sigue que,
N(C) = N(G) = [Ar] + 2(JAi| = |G U Co|) + 2G| = N(G) +
|Ay| — 2|Cs]. Observe que, 0 < |C| < 1| A]. Por lo tanto,
N(C) > N(G). Lo que implica que 2d + |E(X)| > N(G). O

Como resultado del teorema y del lema [4.42
obtenemos el siguiente teorema que establece la dimension
del hiperespacio de conjuntos de no corte.

Teorema. 4.44. Si X es una grifica finita y d el grado de
conectividad de X, entonces el hiperespacio de conjuntos de
no corte tiene dimension 2d + |E(X)].

Del teorema anterior se deduce el siguiente corolario que
proporciona una condicién necesaria y suficiente para que
el hiperespacio de conjuntos de no corte de un arbol tenga
dimensién 3.
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Corolario. 4.45. Para un drbol X, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) El hiperespacio de conjuntos de no corte de X tiene
dimension 3.

(2) X es un triodo simple.

A continuacién, presentamos un teorema establecido por
R. Duda, el cual implica directamente el Teorema [4.47|

Teorema. 4.46. [0, 7.4, p. 278] Si X es una grdfica finita,
entonces el hiperespacio de subcontinuos de X tiene dimension
2d + |E(X)|, donde, d es el grado de conectividad de X .

Teorema. 4.47. Si X es una grdfica finita, entonces el
hiperespacio de conjuntos de no corte y el hiperespacio de
subcontinuos de X tienen la misma dimension.

Para concluir esta seccién, presentamos un teorema que
proporciona una féormula para calcular la dimensién del
hiperespacio de conjuntos de no corte en funcién del orden
de los puntos de ramificacion.

Teorema. 4.48. Si X es una grdfica finita entonces la
dimension del hiperespacio de conjuntos de no corte es

2+ ZT‘ER(X) (OI‘d(T, X) - 2)

Demostracion. Sea d el grado de conectividad de X. Por el
Teorema se tiene que dim(NC(X)) = 2d + |E(X)|. Del
Teorema [4.38 se sigue que d = 1 — |[V(X)| + |edge(X)|.
se sigue que, d = 1 — |[R(X)| — |E(X)| + i|E(X)| +
% Yrer(xyord(r, X) =1- %|E(X)| +% Yrer(x)(ord(r, X) —2).
De donde, dim(NC(X)) =2+ ¥, epx)(ord(r, X) —2). O

4.5. Arboles

En esta seccion, exploramos el hiperespacio de conjuntos
de no corte en arboles, demostrando que, para un arbol X,
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el hiperespacio de conjuntos que no cortan esta contenido
en C,(X), donde, n es el ndmero de puntos extremos
de X. Ademds, contamos el nimero de componentes y
proporcionamos caracterizaciones del arco y del triodo
simple. Comenzamos estableciendo resultados preliminares
que prueben propiedades importantes de los conjuntos de no
corte en arboles.

Proposicién. 4.49. Si F' es un conjunto de no corte de X
y K es una componente de F', entonces K es un conjunto de
no corte de X.

Demostracion. Supongamos que X \ K no es conexo. Existen
subconjuntos abiertos, no vacios y ajenos, U y V', de X tales
que X \ K = UUYV. Se sigue que U estd contenido en F' o
V' esta contenido en F'. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que U estd contenido en F. De la proposiciéon [I.21]
se sigue que K U U es conexo. Lo cual es una contradiccion.
Lo que implica que, K es un conjunto de no corte de X. [

Lema. 4.50. Si F' es un conjunto de no corte de un drbol X
y K es una componente de F', entonces la frontera de K es
un conjunto unipuntual.

Demostracion. Supongamos que existen puntos distintos, p y
q, en la frontera de K. Existe un arco, «, de p a ¢ en K.
Observe que « interseca al interior de K. Por otro lado, existe
un arco, §, de p a g en X \ F. Se sigue que « es distinto
de (. Esto es una contradiccién. Asi, la frontera de K es un
conjunto unipuntual. O

Lema. 4.51. Si F' es un conjunto de no corte de un drbol X,
entonces I’ contiene al menos un punto extremo de X.

Demostracion. El complemento de F' es un conjunto conexo.
Como ningtin subconjunto conexo propio de X contiene todos
los puntos de no corte, se sigue que F' contiene al menos un
punto de no corte. Asi, F' contiene al menos un punto extremo
de X. O
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Corolario. 4.52. Si F es un conjunto de no corte de un
arbol X, entonces cada componente de F contiene al menos
un punto extremo de X.

Presentamos ahora el teorema que establece la contencion
del hiperespacio de conjuntos de no corte en C,(X), el cual
se sigue directamente del Corolario [£.52

Teorema. 4.53. Si X es un drbol entonces NC(X) estd
contenido en Cy,(X), donden es el nimero de puntos extremos
de X.

Componentes del hiperespacio de no corte en
arboles

Nuestro objetivo ahora es determinar el nimero de
componentes del hiperespacio de conjuntos de mno corte
en arboles. Comenzamos estableciendo una proposicién que
garantiza la existencia de ciertos arcos clave.

Proposicién. 4.54. Si F' es un conjunto de no corte de un
drbol X, entonces existe un arco de F' a FNE(X) en NC(X).

Demostracion. Se presentan dos casos:
Caso 1: F' es distinto de X. Hay dos subcasos a considerar:

Caso 1.1: La frontera de F estd contenida en V(X). Si F
estd contenido en E(X), se define « : [0,1] — NC(X) como
a(t) = F para todo t en [0, 1]. Supongamos que F' no esta
contenido en F(X). Sea A = {e € edge(X) : en fr(F) #
) ye C F}. Para cada e en A sean p. el extremo de e
que pertenece al interior F' y ¢, el extremo de e que es un
elemento de la frontera de F. Definimos el conjunto F’ como
F' = F\U{(e) U{q} : e € A}. Para cada e en A existe un
arco ordenado, a., de {p.} a e en C(e). Observe que e\ a.(t)
es vacio si t es igual a 1 y es un conjunto conexo que contiene
a g si t es distinto de 1. Se define a : [0,1] - NC(X) como
a(t) = FPUU{a(l —t) : e € A}. Note que, para cada t
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en [0,1], X \a(t) = (X \F)UUe\ a(l —t) : e € A}.
Se sigue que, a(t) es conjunto de no corte de X para todo
t en [0,1]. Asi, « es un arco de F a F’ en NC(X). Sea
Fy = F'. Si F} no estd contenido en E(X), podemos definir
A = {e € edge(X) : enfr(Fy) # 0y e C Fi}. Procediendo
con el conjunto F; como se hizo con el conjunto F', podemos
encontrar un arco oy de Fy a F| = Fy \U{(e) U{q.} : e € A;}
en NC(X). Podemos definir F» = FY, y proceder de manera
similar. Este proceso finaliza ya que el conjunto F, ., se
obtiene al retirar aristas del conjunto F),. Esto finaliza la
demostracion del caso 1.1.

Caso 1.2: La frontera de F no estd contenida en V(X).
Sea O = fr(F) N O(X). Para cada punto, x, en O sean
e, la arista que contiene a z y p, el extremo de e, tal
que p,r estd contenido en F', donde, p,r denota el arco
que va de p, a x en e,. Definimos el conjunto F’ como
F' = F\ U{pzx \ {p:} : © € O}. Para cada = en O existe
un arco ordenado, a,, de {p,} a p,xz en C(e;). Observe que
P\, (t) es vacio si t esigual a 1 y es un conjunto conexo que
contiene a z si t es distinto de 1. Se define av : [0, 1] — NC(X)
como «(t) = F'UU{a.(1 —t) : x € O}. Note que, para cada
ten[0,1], X\ at) = (X\F)UUe: \ a(l —t) : z € O}.
Se sigue que, «(t) es conjunto de no corte de X para todo
t en [0,1]. Asi, @ es un arco de F a F' en NC(X). Se tiene
que fr(F") estd contenida en V(X). Aplicando el caso 1.1 se
concluye la demostracion del caso 1.2.

Caso 2: F es igual a X. Sean p un punto ordinario de X, e
la arista que contiene a p, ¢ un punto extremo de e y ¢p el
arco que va de ¢ a p en e. Definimos el conjunto F’ como
F' = (F\ qp) U{q,p}. Existe un arco ordenado, a., de {q}
a gp en C(e). Observe que, para cada t en [0,1], gp \ a.(?)
es un conjunto conexo. Se define « : [0,1] — NC(X) como
a(t) = F'Ua.(1—t). Note que, para cada t en [0, 1], X\ a(t) =
qp \ (1 —t). Se sigue que, «(t) es conjunto de no corte de X
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para todo t en [0, 1]. Asi, a es un arco de X a F’ en NC(X).
Note que fr(F") = {q, p}. Aplicando el caso 1.2 se concluye la
demostracion del caso 2. O]

A continuacién, presentamos dos lemas que prueban que
determinados conjuntos son componentes del hiperespacio de
conjuntos de no corte.

Lema. 4.55. Si X es un drbol y A es un subconjunto no
vacio de E(X) con a lo mas |E(X)| — 2 elementos, entonces
el conjunto {F € NC(X) : FNE(X) = A} es una componente
de NC(X).

Demostracion. Sea A = {F € NC(X) : FNE(X) = A}
Sean a un elemento de E(X)\ Ay B = E(X) \ (AU {a}).
Para cada z en B, existe un arco, a,, de a a = en X. Sea
C = U{a, : € B}. Se define el conjunto U como U = X'\ C.

Afirmacién 1. Si F' es un elemento de A, entonces F estd
contenido en U.

En efecto. Supongamos que F' interseca a (. Existe un
punto x en B tal que F' interseca a a,. Se sigue que F
contiene a a o F' contiene a x. Por lo tanto, F' no pertenece
a A. Lo cual es una contradiccién. Esto prueba la afirmacion 1.

Afirmacion 2. A es un subconjunto cerrado de NC(X).

En efecto. Sea F en elemento de A. Existe una sucesion,
{F;}2,, de elementos en A convergiendo a F. Como,
F, N E(X) = A, se sigue que A esta contenido en F. Por
la afirmacién 1, se tiene que F estd contenido en U. Lo que
implica que F'N E(X) coincide con A. Asi, I es un elemento

de A.

Afirmacion 3. A es un subconjunto abierto de NC(X).
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En efecto. Para cada x € A sea e, la arista que lo contiene. Se
define el conjunto V' como V = {F € NC(X) : F Nint(e;) #
() para cada x € Ay F C U}. El conjunto V' es un abierto
de NC(X), Proposicién [1.24] Mostraremos que A coincide
con V. De la Afirmacion 1 se sigue que A estd contenido en
V. Sea F un elemento de V. Para cada x en A, se tiene F
interseca a int(e,) y F' no contiene al punto a, por lo tanto, F
contiene a x. Asi, F' es un elemento de A. En consecuencia,
A coincide con V. Esto prueba la Afirmacion 3.

Finalmente, de la Proposicién [£.54] se tiene que A es conexo.
Por las afirmaciones 2 y 3, la proposicion esta probada. [

Lema. 4.56. Si X es un drbol, entonces el conjunto {F €
NC(X) : |[FNE(X)| > |E(X)| — 1} es una componente de
NC(X).

Demostracion. Sea A = {F € NC(X) : |[FnEX)| >
|E(X)|—1}. Observe que NC'(X)\ A coincide con el conjunto
{Fe NC(X):|FNE(X)| < |E(X)|—-2}. De las Afirmaciones
2 vy 3 en la demostracion del Lema [4.55| se sigue que el
conjunto NC(X) \ A es un abierto y cerrado de NC(X).
En consecuencia, 4 es un subconjunto abierto y cerrado de
NC(X). Para ver que A es conexo, se mostrara que si F' es un
elemento de A, entonces existe un arco de F'a X en A. De la
Proposicion [f.54]se sigue que si F N E(X) coincide con E(X),
existe un arco de F'a X en A. Supongamos que FNE(X) tiene
|E(X)| — 1 elementos. Sean p el tnico elemento de E(X) \ F,
e la arista que tiene a p y ¢ el otro extremo de e. Se define el
conjunto F’ como F’ = (X \ e)U{q}. Por la Proposicién [1.54]
existe un arco de F' a F’ en A. Para concluir la demostracion
se dard un arco de F" a X en A. Existe un arco ordenado, o,
de {¢q} a e en C(e). Note que e\ a,(t) es vacio si t es igual a
1 y es un conjunto conexo que contiene a p si t es distinto de
1. Se define « : [0,1] — A como a(t) = F' U a,(t). Note que,
para cada t en [0,1], X \ a(t) = e\ o,(t). Asi, a es un arco
de F" a X en A. Esto concluye la demostracion del lema. [
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La proposiciéon que sigue muestra que el hiperespacio de
conjuntos de no corte es la unién de los conjuntos descritos
en los lemas precedentes.

Proposicién. 4.57. Si X es un drbol, entonces NC'(X) puede
escribirse como la union NC(X) = {F € NC(X) : Fn
E(X) = A}, donde A corre sobre todos los subconjuntos no
vacios de E(X).

Demostracion. Sea F' un conjunto de no corte de X. Por el
Lema se tiene que F' N E(X) es distinto del vacio. Sea
A = F N E(X). Se tiene que, F es un elemento de {F €
NC(X): FNE(X) = A}. Por lo tanto, NC(X) = U{F €
NC(X) : FNE(X) = A}, donde A corre sobre todos los

subconjuntos no vacios de E(X). O

El teorema que sigue establece el nimero exacto de
componentes que tiene el hiperespacio de conjuntos de no
corte.

Teorema. 4.58. Si X es un drbol, entonces NC(X) tiene
2" — 1 — n componentes, donde n es el numero de puntos
extremos de X.

Demostracién. Por el Lema [£.55] se tiene que si A es un
subconjunto no vacio de F(X) con a lo méas n — 2 elementos,
entonces {F € NC(X) : FN E(X) = A} es una componente
de NC(X). Hay 2" — n — 2 subconjuntos no vacios de E(X)
con a lo més n — 2 elementos. Por el Lema [£.56] el conjunto
{Fe NC(X):|FNE(X)| > |E(X)|—1} es una componente
de NC(X). Por la Proposicién se tiene que NC(X) =
U{F € NC(X) : Fn E(X) = A}, donde A corre sobre
todos los subconjuntos no vacios de E(X). Asi, NC(X) tiene
2" —n — 1 componentes. ]

Los dos teoremas siguientes son consecuencia directa del
Teorema y proporcionan caracterizaciones importantes
del arco y del triodo simple en términos del ntimero de
componentes del hiperespacio de conjuntos de no corte.
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Teorema. 4.59. Para un darbol X, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) El hiperespacio de conjuntos de no corte de X es conexo.

(2) El drbol X es un arco.

Teorema. 4.60. Para un drbol X, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) El hiperespacio de conjuntos de no corte de X tiene
exactamente 4 componentes.

(2) El drbol X es un triodo simple.



Conclusiones

En esta tesis, se estudian los hiperespacios de conjuntos
que no desconectan un continuo, especificamente los
hiperespacios de: conjuntos de conexidad colocal, conjuntos de
no corte débil, conjuntos que no bloquean a los unipuntuales,
conjuntos que no bloquean a algin punto, conjuntos orilla y
conjuntos de no corte.

Se destacan los siguientes resultados:

(1) La determinacién de condiciones necesarias y suficientes
para que el hiperespacio de conjuntos de conexidad colocal
coincida con el hiperespacio de conjuntos de no corte débil

(Corolario [2.20)).

(2) El establecimiento de condiciones suficientes y necesarias
para que el hiperespacio de conjuntos de no corte débil
coincida con el hiperespacio de conjuntos que no bloquean
a los unipuntuales (Corolario [2.28).

(3) La determinacién de la dimensién del hiperespacio de
conjuntos de no corte de una gréfica finita (Teorema [4.44)).

(4) El conteo del niimero de componentes del hiperespacio de
conjuntos de no corte de un arbol (Teorema [4.58)).

(5) La presentacion de caracterizaciones de la conexidad local

(Teorema [3.5).

118
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(6) La prueba de que los tinicos continuos localmente conexos
para los cuales el hiperespacio de conjuntos de no corte es

compacto son el arco y la curva cerrada simple (Teorema
3.22]).

(7) La caracterizacién de curva cerrada simple como el tnico
continuo para el cual sus hiperespacios de conjuntos

que no desconectan coinciden con su hiperespacio de
subcontinuos (Teorema (3.56]).

Estos resultados aportan nuevas perspectivas sobre
la estructura de los hiperespacios de conjuntos que no
desconectan y abren posibilidades para futuras investigaciones
en topologia y teoria de continuos. Como parte de la difusion
de este trabajo, se ha enviado un manuscrito con algunos
de estos resultados ([9]) a la revista Integracion, temas de
matemdticas.
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