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Resumen

En este trabajo de tesis se emplea el Algoritmo de Dirac-Bergmann para analizar la presencia
de reducibilidad en tres teorias topologicas abelianas: Pontryagin, BF y una teoria tipo BF; donde
esta caracteristica (la reducibilidad) significa, en general, que de todas las restricciones que llegue
a presentar un sistema singular, algunas no van a ser independientes. Para la teoria de Pontryagin,
se muestra que eligiendo las variables canénicas adecuadas, por medio de la definicién de los
momentos, para construir la hamiltoniana canénica, la teoria deja de presentar reducibilidad, a
diferencia de lo que ocurre en la literatura [15] donde si hay. Por otro lado, para la teoria BF, se
muestra que a pesar de que se elija un conjunto de variables canénicas diferentes a las empleadas
en la literatura [16] (donde hay reducibilidad) para definir la hamiltoniana canénica, por medio
de la definicion de los momentos, la teoria va a seguir presentando reducibilidad. Finalmente,
a partir de lo que sucede en las dos teorias anteriores, se propone una conjetura para teorias
topologicas que va a permitir identificar cuando es posible eliminar la reducibilidad mediante una
eleccion conveniente de variables canénicas de la definicion de los momentos. Como complemento,
se presenta un ejemplo, donde se analiza una teoria topolégica tipo BF particular, para mostrar
que la conjetura se cumple en esta teorfa.
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Introduccion

Desde finales del siglo XVII, los conceptos y desarrollos de la mecénica clasica estuvieron
fundamentados por las leyes de Newton [1, pags. 200-218], no fue hasta 1788 que la mecénica new-
toniana se reformulé en lo que se conoce como mecénica (o formulacion) lagrangiana, propuesta por
Joseph-Louis de Lagrange [1, pags. 332-349], donde por medio de la funcion lagrangiana (que pue-
de definirse como T-V, llamada lagrangiana natural), se derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange,
mediante las cuales es posible determinar la dindmica de un sistema fisico, aunque para ello es ne-
cesario que las variables dindmicas, coordenadas y velocidades, que van a describir al sistema sean
independientes. Mas adelante, siguiendo el enfoque de la mecanica lagrangiana, en 1834 fue presen-
tada la mecénica (o formulacion) hamiltoniana por William Rowan Hamilton [1, pags. 390-401],
donde las variables dindmicas ahora estaban dadas por las coordenadas y momentos canénicos,
definiendo una nueva funcién para el estudio de la dindmica de los sistemas, la hamiltoniana. En
principio, las funciones lagrangiana y hamiltoniana se relacionan por medio de una transformada
de Legendre, sin embargo, para que se pueda realizar la transicién entre ambas formulaciones, se
requiere que las velocidades se puedan expresar en términos de las coordenadas y los momentos,
lo cual se hace por medio de la definicién de los momentos canénicos. Cabe notar que no todos los
sistemas fisicos cumplen con esta caracteristica y se dice entonces que son singulares, lo cual va a
indicar que la teoria estudiada, en la formulaciéon hamiltoniana, presenta restricciones.

Una de las principales razones para fijarse en los sistemas singulares es que las teorias que
corresponden a las 4 fuerzas fundamentales de la naturaleza son de este tipo. Aun asi, no fue hasta
mediados del siglo XX cuando se presentaron los primerios estudios exhaustivos de los sistemas
singulares, [2, 3]. Por una parte, durante los anos 50’s Peter G. Bergmann y colaboradores deter-
minaron la conexién que existe entre restricciones y propiedades de invarianza que presentan estas
teorias, [4, 5]. Mas adelante, en 1964 Paul Dirac presenté un formalismo para poder analizar los
sistemas singulares (con ntmero finito de grados de libertad) de forma autoconsistente, [6]. Asi, a
partir de los trabajos de Bergmann y Dirac, se establecié lo que ahora se conoce como “Algorit-
mo de Dirac-Bergmann”, un procedimiento general para conocer la estructura hamiltoniana y las
simetrias de este tipo de teorias. En principio, el estudio realizado por Dirac estaba enfocado a
poder, en un futuro, cuantizar los sistemas singulares, recordando que la hamiltoniana corresponde
al generador de evolucion temporal, pero se obtuvo un algoritmo que también permite identificar y
determinar ciertas propiedades presentes en el sistema, como: el nimero total de restricciones, su
clasificacién entre de primera y segunda clase, lo cual permite identificar las transformaciones de
norma o en su caso, construir el paréntesis de Dirac, y como uno de los resultados mas relevantes,
proporciona el nimero total de grados de libertad.

Cabe mencionar que la mayoria de los sistemas de particulas puntuales que son singulares suelen
carecer de relevancia fisica, algunas veces simplemente se construyen para destacar particularidades
que podrian surgir en ciertas partes del algoritmo [7], sabiendo que por medio de los sistemas
discretos los conceptos se podran comprender con mayor claridad o sencillez. Por otro lado, en
teorias de campo clésicas, el hecho de que un sistema sea singular tiene mayor interés, puesto que
las funciones lagrangianas de varias teorias de trascendencia fisica son singulares, como: Maxwell
[21], Yang-Mills [22, 23], Relatividad General [26, 27, 28], etc. También existen otra clase de teorias
(de igual manera singulares) que en parte, permiten entender con mayor facilidad dos propiedades
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que presenta RG, la independecia del espacio-tiempo de fondo y la invarianza bajo difeomorfismos,
las cuales son: Chern-Simons, Pontryagin [15] y la teoria BF [16]; siendo las primeras dos, Chern-
Simons y Pontryagin, un caso particular de la teoria BF. Estas tres teorias se caracterizan por
ser teorias topoldgicas, es decir, no tienen de grados de libertad locales, lo cual indica que no hay
dindmica en cada una de las teorias. Y por otra parte, comparten una caracteristica que no es tan
comun en otras teorias, pero que es relevante cuando esta presente: la reducibilidad. La razéon de
prestarle atencién a esta caracteristica se debe a que corresponde a relaciones que pueden existir
entre las restricciones que tiene una teoria, pero estas relaciones o la forma de encontrarlas, no las
propone el mismo algoritmo de Dirac-Bergmann, a pesar de la generalidad con la que cuenta, por
lo cual, para poder encontrarlas es necesario proponerlas “a mano”, lo que en cierto punto resulta
un conflicto cuando las teorias son méas complejas estructuralmente. Es importante notar que para
poder calcular correctamente los grados de libertad, se requiere el ntimero total de restricciones
independientes, una cualidad que la reducibilidad dificulta, de otra manera el resultado va a ser
inconsistente.

Tomando en cuenta lo dicho anteriormente, en este trabajo de tesis se estudia la reducibilidad
en teorfas tipo BF, por medio del Algoritmo de Dirac-Bergmann, con el objetivo de identificar
y proponer un camino por medio del cual se pueda evitar la reducibilidad en teorias de campo
similares, es decir, teorias topologicas.

Asi, la estructura de esta tesis es como sigue:

1.- En el capitulo 1 se realiza una revision del Algoritmo de Dirac-Bergmann, definiendo y expli-
cando cada uno de los conceptos que serdn empleados a lo largo de los siguientes capitulos.

2.- En el capitulo 2 se da una breve introduccién a la teoria clasica de campos, presentando
las herramientas principales de las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana, puesto que los
sistemas singulares a estudiar son teorias de campo.

3.- En el capitulo 3 se realiza el analisis hamiltoniano de la teoria de Pontryagin, donde se muestra
que a partir de una eleccién adecuada de variables canénicas, para definir la hamiltoniana
canoénica, es posible evitar la reducibilidad en la teoria, a diferencia de lo que sucede en la
literatura [15], donde la reducibilidad esté presente; la eleccion de variables se realiza a partir
de las relaciones que se obtienen al definir los momentos canénicos.

4.- En el capitulo 4 se realiza una comparacién entre los resultados del estudio de la teoria de
Pontryagin obtenidos en el capitulo 3 y los que se presentan en la literatura [15]. Durante
la comparacion, se hace notar el hecho de que, a pesar de haber elegido unas variables
canonicas diferentes a las empleadas en la literatura, para definir la hamiltoniana canoénica y
asi realizar el analisis hamiltoniano de Pontryagin, la dinamica de la teoria no se modifica, es
decir, por ambos caminos se obtiene la misma informacién fisica, aunque algunas expresiones
matematicas se vean parcialmente distintas. Por otra parte, también se observa que al estudiar
la teoria de Pontryagin por medio de las variables candnicas propuestas en este trabajo de
tesis (las empleadas en el capitulo anterior), ademéas de permitir evitar la reducibilidad, se
simplifican los desarrollos y las ecuaciones resultantes, a diferencia de lo que sucede en la
literatura [15], de manera que es més sencillo interpretar la dinamica de la teoria.

5.- Finalmente, en el capitulo 5 se realiza el anélisis hamiltoniano de la teoria BF abeliana y se
muestra que a pesar de elegir un conjunto de variables dindmicas diferente al que se emplea en
la literatura [16], para definir la hamiltoniana canodnica, no es posible evitar la reducibilidad,
es decir, no hay un conjunto de variables canonicas adecuadas (elegidas por medio de la
definiciéon de los momentos) que permitan eludir la reducibilidad en la teoria BF. Entonces,
a partir de lo que sucede en las teorias de Pontryagin y BF, se propone una conjetura para
teorias topoldgicas que va a permitir identificar cudndo es posible evitar la reducibilidad
mediante una eleccién conveniente de variables canénicas de la definicion de los momentos.
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Ademas, como complemento, se construye y analiza una teoria tipo BF abeliana particular,
donde se verifica que la conjetura propuesta se cumple para esta teoria topoldgica especifica.



Capitulo 1

Algoritmo de Dirac-Bergmann

En mecéanica elemental, se define el nimero de grados de libertad de un sistema fisico como
el ntimero de coordenadas generalizadas® independientes necesarias para describir por completo
al sistema. Debido a esto, cuando se desea estudiar alguna teoria o sistema fisico, se debe tener
cuidado al elegir las variables dindmicas que van a permitir describirlo, esto es, se debe tomar en
cuenta el hecho de que puedan existir relaciones entre las variables elegidas, ya que esto provocaria
que algunas pasen a ser dependientes de las otras, de manera que el niumero de grados de libertad
serd menor al numero de variables dindmicas empleadas inicialmente. A este tipo de relaciones
entre las variables dindmicas se les conoce como restricciones y en principio, para poder estudiar
algan sistema fisico que las presente, serd necesario realizar algunos pasos extra, con respecto al
procedimiento habitual, introduciendo nuevos conceptos y herramientas mateméticas.

De los métodos que existen para estudiar un sistema que presenta restricciones, se encuentra el
de los multiplicadores de Lagrange en la formulacién lagrangiana?, como resultado, las ecuaciones
de movimiento quedan expresadas en términos de las variables del espacio de configuracién am-
pliado (g, ¢) y los multiplicadores de Lagrange \. Por otra parte, recordando la estrecha relacion
que existe entre las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana, uno se puede preguntar ;qué sucede
en el enfoque hamiltoniano cuando hay restricciones? Para responder a la pregunta, a lo largo de
este capitulo se presenta un método en la formulacién hamiltoniana desarrollado para estudiar
teorias fisicas que presentan restricciones (siendo un breve resumen de los resultados principales
que se encuentran en [7] y [8]), conocido como Algoritmo de Dirac-Bergmann, que comparte cierta
analogia con el método de los multiplicadores de Lagrange, pero se distingue por tener un proce-
dimiento més amplio y por la cantidad de resultados que proporciona. En general, este algoritmo
se emplea en la formulacién hamiltoniana cuando un sistema fisico resulta ser singular, donde tal
caracteristica se definird con detalle a continuacion.

Cabe mencionar que en este capitulo y los siguientes se empleard la convencién de suma de
Einstein, donde el simbolo de sumatoria se suprime y se toma en cuenta que cuando aparece un
indice repetido dos veces significa suma con respecto a ese indice.

1.1. Sistemas clasicos singulares

Con la finalidad de comenzar el estudio de los sistemas singulares en una manera sencilla, se
van a realizar todos los desarrollos en el caso discreto, es decir, considerando sistemas puntuales con
un numero finito de variables dinamicas. Ademas, el punto de partida empleado serd el principio
de Hamilton en la formulacion lagrangiana, el cual establece lo siguiente: de todas las trayectorias

ITambién conocidas como variables dinamicas. En la mecanica lagrangiana corresponden a ¢y ¢, mientras que
en la mecénica hamiltoniana a ¢y p.
2Para més informacion sobre este método, consultar [9, pags. 45-50].



CAPITULO 1. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
1.1. SISTEMAS CLASICOS SINGULARES

a lo largo de las cuales puede evolucionar un sistema clasico para pasar de una configuracion a otra
en un intérvalo de tiempo dado [t1, 2], 1a que en realidad sigue el sistema es aquella que minimiza
(o hace que tenga valor estacionario®) la integral de accion,

Slg°] = / *L(g"(8), 4° (1)), (LL11)

t1
u . ca dq® . . .

donde ¢*(t) son las coordenadas generalizadas, ¢*(t) = —— sus respectivas velocidades generaliza-
das y L es la llamada funciéon Lagrangiana. También, al parametro ¢ que usualmente se le asocia
con el tiempo en mecénica elemental, se le conoce como pardmetro de evolucién temporal.

Una manera para poder encontrar de entre todas las trayectorias aquella que minimiza la accién
S, es introducir el concepto de variacién de una funcional?, con el cual el principio de Hamilton
sera equivalente a hallar las ¢*’s tales que la variacion de S con respecto a las ¢%(t) sea igual a
cero, es decir:

5S[g™(t)] = 0. (1.1.2)

Asi, a partir de (1.1.1) y (1.1.2), se derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange®:

oL d (0L
_a —0 1.1.3
dq*  dt (5'4“) ’ (119)
donde a = 1,..., N, siendo N el nimero de coordenadas generalizadas del sistema. Entonces, se

tienen N ecuaciones diferenciales acopladas; desarrollando la derivada total en (1.1.3)%

oL o (on\dl o (oLyad
d¢r  9¢b \9¢* ) dt  0¢b \oge ) dt 7

y reescribiendo como,

., O°L oL , 0°L

U 5 bn:a  aa 4 F00:0
04°0q dq 9q°0q
2

se puede identificar al elemento Yo — Hp, como las componentes de una matriz H, la cual
q-0q

en realidad corresponde a la matriz hessiana de L con respecto a las velocidades generalizadas ¢°.

Entonces, a partir esta matriz hessiana uno puede fijarse en los siguientes dos casos:

(1.1.4)

» Si det(H) # 0, entonces H es una matriz invertible y por tanto las §*’s quedan determinadas
de manera tinica en términos de las ¢*’s y ¢%’s, esto es,

OL 0*L
b _ -1( 9L .
G’ = (Hpa) (6q“ q 3q08q'a> . (1.1.5)

3Por “valor estacionario” de una integral curvilinea se quiere decir que, a lo largo del camino dado, la integral
tiene el mismo valor, salvo infinitésimos de primer orden, que a lo largo de todos los caminos vecinos (es decir, los
que difieren de el en desplazamientos infinitesimales).

4Este concepto enfocado a la fisica se puede revisar de manera mas extensa en [18].

5Cabe notar que, como condicién extra para obtener estas ecuaciones, se debe suponer que la integral

;12 % (g—(ﬁ,&]b) dt se anula, lo cual se cumple siempre y cuando las variaciones infinitesimales dq®(t) se anulen

entyy to.
6Debido a que se estan considerando sistemas tales que su lagrangiana no depende explicitamente del tiempo,

L = L(q%(t), ¢*(t)), al realizar la derivada total % (gqﬂ ), el término % <qu0 ) = 0, puesto que la expresion (gqﬁ)

tampoco va a depender explicitamente del tiempo.
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s Sidet(H) =0, se tiene que H ya no es una matriz invertible y en consecuencia no se podran
determinar las ¢§*’s de manera unica. No obstante, si la matriz H tiene rango igual a R < N,
entonces va a ser posible resolver el sistema de ecuaciones (1.1.4) para al menos R acelera-
ciones ¢’s. En otras palabras, se van a poder despejar ¢*’s de (1.1.4), con i = 1,..., R, en
términos de las aceleraciones restantes y todas las coordenadas y velocidades. Es decir,

i =4, d", ¢ &, @), (1.1.6)
donde las ¢7’s, con j = R+ 1,...,N, son las velocidades que no se pudieron despejar de
(1.1.4). De esta manera, las ecuaciones (1.1.6) quedan determinadas hasta N — R funciones
arbitarias e independientes g%t ..., ¢".

Para este tipo de sistemas, donde el determinante de la matriz hessiana H es cero, se dice que su
funcion lagrangiana L es singular y por tanto el sistema estudiado es singular. En lo siguiente, se
vera que, para los sistemas singulares, pasar de su formulacion lagrangiana a la hamiltoniana no es
tan directo como el procedimiento habitual. En general, se tienen que introducir nuevos conceptos
y realizar pasos extra para poder estudiar de manera eficiente la dindmica de este tipo de teorias
en la formulacién hamiltoniana.

1.2. Restricciones primarias

Como se ha comentado anteriormente, realizar la transicién de la mecanica lagrangiana a la
hamiltoniana, cuando un sistema es singular, no va a ser un resultado directo y para mostrar por
qué es asi, serd necesario recapitular como se efectia tal transiciéon entre ambas formulaciones.
Cominmente, lo primero que se hace para pasar de la formulacién lagrangiana a la hamiltoniana
es definir los momentos canénicos,

oL
Pa = o (1.2.1)
y a partir de estas ecuaciones despejar todas las ¢*’s en términos de ¢*’s y p,’s. Si ahora se toma
en cuenta lo visto anteriormente y por la definicién de los momentos, la matriz hessiana H se podra

escribir como,
0L Opa
H=|—"1)= = 1.2.2
(84”86}“) (&jb) . (122)

donde se observa que corresponde a la matriz jacobiana, J, entre los momentos y las velocidades
generalizadas. De manera que, si el determinante de H = J es distinto de cero, por el teorema de
la funcién inversa, se podrén encontrar todas las ¢*’s en términos de las p,’s por medio de (1.2.1).
Por otro lado, si el determinante de H es igual a cero, no todas las ¢*’s podran ser expresadas en
términos de las ¢*’s y p,’s a partir de (1.2.1). En consecuencia, de la definicion de los momentos
se van a obtener M relaciones entre algunas variables canénicas,

oL
0= 7 = Pm = fm(q", ), 1.2.3
Pai= g =P fm(q", k) (1.2.3)
conm=1,... Myk=M+1,...,N,siendo M < N. Asi, a partir de estas relaciones, se van a
definir las siguientes funciones:
¢"(¢p) = pm — fm(a",px) =0, (1.2.4)

las cuales se llaman restricciones primarias’.

"Para obtener estas restricciones no se requiere de las ecuaciones de movimiento, son resultado directo de (1.2.1)
cuando el detH = 0. Ademas, las ¢’s no necesariamente tienen que depender funcionalmente de las ¢’s.
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Una primera observacion sobre estas restricciones (1.2.4) es que, en principio, no se espera que
todas sean independientes entre si, por lo que en general M’ < M, donde M’ es el ntmero de
ecuaciones independientes de la forma (1.2.4). Cabe notar que, esto también indicara que sélo M’
¢’s no se podrén escribir en términos de las p’s y ¢’s.

Ahora, para conocer el nimero M’, es decir, para saber con certeza cuintas restricciones inde-
pendientes (1.2.4) se esperan, uno se puede fijar en el rango de la matriz hessiana H, que estara
dado por N — M’, de manera que la nulidad de H corresponde a M’ y con ello se encuentra el
nimero total de restricciones primarias independientes (bm/’s. Por simplicidad, se supone que el
rango de la matriz H es constante en el espacio de configuracion ampliado (¢%,¢%), es decir, que el
nimero de restricciones primarias independientes no varia, de manera que la superficie que van a
definir las restricciones primarias sera una hipersuperficie de dimension 2N — M’ del espacio fase,
conocida como superficie de restricciones primarias.

Fijandose ahora en las (/)m/’s, un aspecto importante a notar sobre estas restricciones, es que no
tienen por qué ser resultado directo de (1.2.1), sino que pueden ser combinaciones lineales de las
¢"’s. Una forma de obtenerlas es fijarse en los vectores nulos V™' de H, cuyas componentes estan
dadas por Vrf]/, de manera que las restricciones independientes que se esperan se podran calcular
realizando la contraccion,

o =V M, (1.2.5)

Como una ultima observacion, debido a la existencia de las restricciones d)m' (o a que no fue
posible despejar M’ ¢’s en términos de las p’s y ¢’s), se esta realizando un mapeo a un espacio de
dimension menor (se partié de un espacio de dimension 2N, el espacio de configuraciéon ampliado,
a uno de dimension 2N — M’ la superficie de restricciones primarias), es decir, la transformacion
entre ¢’s y p’s es multivaluada. Por lo tanto, es necesario introducir M’ parametros extra, de forma
que esta transformaciéon se mantenga univaluada. Estos pardmetros son llamados multiplicadores
de Lagrange y comunmente se denotan por \,,.

1.3. Condiciones de regularidad

Existen varias maneras equivalentes de representar una superficie dada por ecuaciones de la
forma (1.2.4), por ello es necesario imponer algunas condiciones en la eleccion de las funciones
¢™, las cuales representan la superficie de restricciones primarias. A estas se les conoce como
condiciones de reqularidad.

Una forma sencilla de introducir tales condiciones, es por medio del siguiente razonamiento: se
considera una restriccién dada por ¢ = 0, en principio, se espera que cualquier funcién variante
de esta, por ejemplo f™ = (¢™)?, siga siendo cero en la hipersuperficie definida por las ¢™ y
por lo tanto siga siendo restriccion. Sin embargo, para que las funciones (1.2.4) puedan definir
una hipersuperficie de dimensién M’ constante, se necesita que el rango de la matriz jacobiana

O™ ofm
(¢) = (f) sea constante e igual a M’, donde M’ es el ntmero de restricciones
9(q*, pa) 9(q*, pa)

primarias independientes. De no ser el caso, si se eligiera f™ = (¢™)2, por ejemplo, se tendrian

elementos como of = 2¢ 99
9(q*, pa)

(9%, pa)

distinto de M’. Es por esta razén que se necesita exigir tales condiciones sobre las restricciones
primarias qﬁm/. Visto desde un enfoque mas abstracto, estas condiciones de regularidad garantizan
que la superficie de restricciones primarias defina una subvariedad del espacio fase [13, pag. 11],
recordando que el espacio fase tiene estructura de variedad®. De esta manera, la hipersuperficie
que van a definir las restricciones primarias independientes en el espacio fase, corresponde a una
subvariedad del espacio fase.

~ 0 en la matriz jacobiana, con lo cual, su rango seria

8Para informacion mas detallada sobre los conceptos de variedades diferenciables y sus aplicaciones en la fisica,
consultar [13]
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Cabe notar que las condiciones de regularidad también se pueden interpretar de la siguiente
manera [7, pig. 7|: la superficie de restricciones puede ser cubierta por regiones abiertas, donde
en cada una, localmente, las funciones ¢™ pueden separarse en las restricciones independientes,

: o™\ : -
¢™ =0conm' =0,..., M, tales que <8((f)> tiene rango igual a M’ y las restricciones
q apa
dependientes, d)ﬁl/ =0conm =M +1,...,M, que son consecuencia directa de las primeras.

1.4. Ecuaciones débiles y fuertes

Llegado a este punto, conviene introducir los conceptos de igualdad débil e igualdad fuerte, que
se definen formalmente como sigue.
Definicién: Una funcional F' en el espacio fase es débilmente igual a cero si,

Fls, =0, (1.4.1)

donde ¥ es la hipersuperficie del espacio fase definida por las restricciones primarias (1.2.4). Esta
igualdad es denotada usualmente con el simbolo “~”, F' =~ 0. Por otra parte, es fuertemente igual
a cero si,

oF OF
Fls, =0 — =0, 1.4.2
m=0 v () (142)
con:=1,..., N. Esta igualdad se donota con el simbolo usual “=", F = 0.

En general, uno puede hablar de igualdad débil o fuerte entre funciones del espacio fase de la
siguiente manera. Dos funciones F' y G que coinciden en ¥; se dice que son débilmente iguales, es
decir,

F=~@G.

Mientras que, una ecuaciéon F' = G que se satisface en todo el espacio fase y no solo en ¥; es
llamada fuertemente igual, puesto que, en particular, siempre se va a cumplir lo siguiente,

=0.

(F- Qs =0 ¥ (mF‘G)“F‘m)ul

g " Op;
A partir de estas dos igualdades, se tienen dos propiedades resultantes,

e Si una funciéon G es débilmente cero, entonces puede ser escrita como combinacién lineal de
las restricciones, esto es: G ~ 0 < G = g;(p,q)¢’, con g;(¢,p) funciones del espacio fase.

e F~G & F—G=Cj(qp)¢’, con Cj(q,p) funciones del espacio fase.

Donde la demostracion de la primer propiedad se puede consultar en [7], mientras que la segunda
propiedad es un resultado directo de la primera.

Finalmente, al introducir estos dos conceptos, es necesario enfatizar lo siguiente. En general,
para cualquier funcional F' = 0, aunque F es cero cuando se evalaa sobre la superficie de restriccio-
nes (cuando se satisfacen las restricciones), no tiene por qué ser cero cuando se evalia sobre todo
punto del espacio fase, es decir, su forma funcional no tiene que ser idénticamente igual a cero.
Tomando en cuenta esto, cuando se desea realizar alguna operacién con cualquier funcional F', tal
que F(q,p) =~ 0, como por ejemplo, un paréntesis de Poisson, lo primero que se hace es realizar la
operacion del paréntesis de Poisson necesaria y al final ocupar el hecho de que F' es una funcional
débilmente igual a cero.
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1.5. Hamiltoniana candénica y primaria

Hasta ahora, de lo unico que se ha hablado sobre la formulacién hamiltoniana en las teorias
singulares, es que no va a ser posible despejar todas las velocidades generalizadas ¢’s en términos
de los momentos p’s y coordenadas ¢’s, por medio de la definicién de los momentos canoénicos,
de manera que no se podré realizar la transiciéon de la funcion lagrangiana a la hamiltoniana,
mediante la transformada de Legendre. A pesar de este inconveniente, se puede definir una funciéon
hamiltoniana de forma similiar a la de los sistemas regulares, conocida como hamiltoniana candnica
He, esto es

He = ¢%pq — L, (1.5.1)
cuya variacién es,
“a ca aL a 8[/ ca
0He = 0q"pa + 4 5pa—a 200"~ 52
1 a (1.5.2)
J— 'a6 6L6 a
= "0pa — 5 204",

lo que muestra que la variacion § Ho depende unicamente de las variaciones dg®’s y dp,’s, y no
depende de las variaciones de las velocidades ¢’s, lo cual asegura que He no va a ser una funcion
de las velocidades, a pesar que ¢* aparezca expliictamente en esta variacién®. Ahora, debido a la
existencia de las ecuaciones ¢™ (g, p) & 0, algunas de las variables canénicas (¢%, p*) ya no van a ser
independientes entre si en el espacio fase, de modo que H¢ sblo estard bien definida en la hipersu-
perficie de restricciones primarias'® (subvariedad) y para poder extender esta hamiltoniana sobre
todo el espacio fase, lo que se hace es agregar una combinacién lineal de restricciones primarias,

He — Hy = Ho + Apo™, (153)

siendo )\, los multiplicadores de Lagrange. Esto se debe a que, en principio, por medio de (1.5.3)
el formalismo se debe mantener invariante, ya que cualquier combicién lineal de restricciones es
débilmente igual a cero, esto es, en la superficie de restricciones Ho y Hy son equivalentes. Ademas,
debido a que en (1.5.3) se introducen los multiplicadores A,,, esta hamiltoniana H; ya va a estar
definida en todo el espacio fase, puesto que ya considera todas las variables canénicas ¢’s y p’s del
espacio, que estan sujetas a las restricciones ¢™ & 0. Asi, remplazando a Hc por Hq, al realizar la
variacion de la accion

S[qaapa] = /(qapa - HC - )\m¢m)dt, (154)
e igualar a cero, se tendran las ecuaciones de movimiento,

. O0H¢ dP™ O
¢ = )\m mv
I Opa * " Opa * Opa ¢

_OHg L 0¢™  OAn
0q® " Oge 0q®

(1.5.5)

pa = ¢m’

9Este resultado se podré& ver de manera explicita en los siguientes capitulos, para las teorias que se analizan en
este trabajo de tesis.

10Debido a que H¢ solo va a estar bien definida sobre la superficie de restricciones primarias 31, su dependencia
funcional se vera reducida a las variables canodnicas que conforman ;. Ademads, si a partir de la definicién de los
momentos (1.2.1) se obtienen estrictamente relaciones entre algunos momentos y coordenadas, se podré elegir entre
distintas formas para definir a Hco, a partir de variables especificas. Este resultado se podra visualizar de manera
mas detallada en los siguientes capitulos, durante el andlisis de tres teorias de campo singulares.
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y al tomar en cuenta que ¢™ = 0, se tiene

0H Op™
R a¢ :
Pa Pa (1.5.6)
. _8HC B a(bm
Pa = 8(1‘1 m aqa ’
lo cual es equivalente a escribir,
.« OHc A O™
B Opa " Opa ’
. _ _OHo | 0¢9™ (1.5.7)
Pa 9qa m 9ga )
¢™(q,p) = 0.

Entonces, se puede notar que si se conocen los momentos p, y los multiplicadores A,,, a partir
de la primer relaciéon de (1.5.7) se podran determinar las velocidades ¢®. Ademaés, de esta misma
primer relacién, uno podra despejar los A, como funcién de las coordenadas y velocidades, lo cual
se hace resolviendo las ecuaciones:

= %I;f (¢,p(q,4)) + Am(q; fi)a;%(q,p(q,(j)). (1.5.8)

a

e

A una hamiltoniana de la forma (1.5.3) se le llamara hamiltoniana primaria y se define formal-
mente como,

Hy = He + Amo™, (1.5.9)

la cual contiene toda la informacién del sistema que se ha encontrado hasta el momento, a diferencia
de Hc.

Como un punto importante a notar, si ahora se define la transformada de Legendre del espacio
de configuracion ampliado (g, ¢), de dimension 2N, a la superficie ¢™ = 0 del espacio fase (g, p, A),
también de dimensién 2V, dado por

" =q",
oL
o = 7-(9,4), 1.5.10
Po = 5aa (¢,9) ( )
)\m - )\m(qa q)a
se puede ver que la transformacién entre espacios de la misma dimension 2N es invertible, ya que
q* =q°,
O0H¢ Op™
i Ao , 1.5.11
T pe T op, ( )
¢™(q,p) =0,

de este modo, las ecuaciones (1.5.10) implican (1.5.11) y viceversa. Es decir, la invertivilidad de
la transformada de Legendre cuando el determinante de la matriz hessiana H es cero se puede
recuperar agregando variables extras, los multiplicadores de Lagrange.

1.6. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias

En mecanica elemental, al trabajar en la formulacion hamiltoniana, se introduce el operador
{, } que representa el Paréntesis de Poisson. En general, dadas dos funciones arbitrarias f = f(q,p)
y g = g(q,p) en el espacio fase, el Paréntesis de Poisson entre ellas se define como,
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X Tof g of g
{f,9}:= ; {&1‘1 T~ o Bee (1.6.1)

_of g 0f 9
© 0¢% Op,  Op, 0q°’

(1.6.2)

que ademads, cumple con las siguientes propiedades (donde h = h(g,p) también es una funcion
arbitraria en el espacio fase):

1 Antisimetria: {f, g} = —{g, f}.

2 Linealidad: {c1f + c2g,h} = c1{f, h} + c2{g, h}, con ¢1 y co constantes.
3 Regla del producto: {fg,h} = f{g,h} + {f, h}g.
4 Identidad de Jacobi: {f,{g, h}} + {h.{f,g}} +{9.{h, f}} =0,

5 Paréntesis de Poisson fundamentales:

o {¢,¢"} =0={p;.px}

La razén de introducir el paréntesis de Poisson en el estudio de los sistemas singulares, es que
ademés de permitir expresar la evolucion temporal de cualquier funcién en el espacio fase de una
manera mas compacta y hacer notar cual es la funcién generadora de evolucién temporal, van
a ser utiles en desarrollos posteriores, que serviran para estudiar ciertas caracteristicas sobre las
restricciones. Entonces, haciendo uso de las ecuaciones (1.5.7) y de la definicion del paréntesis
de Poisson, se tiene que para una funcion arbitraria F' = F'(q,p) en el espacio fase, su derivada

temporal, % := F, puede escribirse como,
. OF oF
Ja .a .
g+ - opa’
_OF (0Hc . o¢™\ OF (OHc n P (1.6.3)
C0q* \ Opa " Opa) Opa \ Og* T 9g°

= {F7 HC} + )‘m{Fa ¢m}7

obteniendo una expresion que permite relacionar la evolucion temporal de una funciéon F con las
funciones He, ¢™ y A,. Si ahora se emplea la linealidad y la regla del producto del paréntesis de
Poisson, junto con el hecho de que ¢™ ~ 0, la ecuacién (1.6.3) toma la forma,

F={F Hc}+ \n{F.¢™}
= {F, HC} + {F, )‘md)m} - {F, )‘m}(bm
~{F,Hc + Apo™}
= {F, H1},

(1.6.4)

donde se observa una relacion directa entre F'y Hy, similar a que se encuentra en los sistemas re-
gulares, de manera que H; se puede interperetar como la funcién generadora de evolucion temporal
en la superficie de restricciones primarias, es decir, a partir de H; uno puede obtener la evolucion
temporal, sobre 31, de cualquier funcional en el espacio fase (¢%, p,). Cabe notar que las ecuaciones
(1.5.7) son un caso particular de (1.6.4) cuando F = ¢ 6 F = p, respectivamente.

Una vez que se cuenta con una expresion para la evolucion temporal de cualquier funcion en el
espacio fase por medio del paréntesis de Poisson, se revisara una condicién mas para las restricciones
primarias. En principio, cuando en mecanica clasica elemental se analizan sistemas que presentan
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ligaduras (restricciones), se espera que éstas no cambien con el tiempo, un ejemplo claro es el del
péndulo simple, donde la longitud de la cuerda no va a cambiar en ningiin momento. Entonces, de
manera similar, en este caso se va a exigir que las restricciones primarias se preserven en el tiempo,
es decir, ¢ ~ 0. Estas condiciones se llaman condiciones de consistencia y se pueden expresar
como un caso particular de (1.6.3) cuando F = ¢!, es decir,

¢l ={¢', Hc} + Am{d', 0™} = 0, (1.6.5)

que corresponden a un sistema de M’ ecuaciones lineales acopladas para los M’ multiplicadores de
Lagrange. Para analizar este sistema de ecuaciones, por simplicidad se van a definir las siguientes
matrices: h = (h!) = ({¢', Hc}), A = (A\n) y W = (W) = ({¢',¢™}), con h y A\ matrices
columna M’ x 1, mientras que W es una matriz cuadrada y antisimétrica de orden M’. Entonces,
las ecuaciones (1.6.5) se escriben en forma matricial como sigue,

h+ WA=~ 0. (1.6.6)

Asi, el comportamiento de esta ecuacion se resume en los siguientes casos.
Caso I: h # 0 (no todas las h! ~ 0) y detW # 0.

Como el detW = 0, W es invertible, entonces todos los multiplicadores de Lagrange podran

ser determinados, puesto que

WA+h=0 =
=

~-W™h (1.6.7)

A
Am & —(W)y ™Yl He} = —W,, {e!, Hel, (1.6.8)
de modo que la evolucién temporal para cualquier funcion en el espacio fase, (1.6.3), se puede
escribir como,

F~{F Hc} —{F,¢" W, {¢', Hc} == {F,Hc}p, (1.6.9)

que corresponde a la definicion del Paréntesis de Dirac. Este resultado quiere decir que dadas
las condiciones iniciales para un sistema, las ecuaciones (1.6.9) determinan una evolucién
tnica. Ademaés, al igual que sucedi6 con la ecuacion (1.6.4), se observa que la expresion (1.6.9)
es analoga a la que se encuentra en mecanica elemental, pero se sustituye la hamiltoniana
usual por la hamiltoniana canénica y el paréntesis de Poisson por el de Dirac, del cual se
hablard mas adelante.

Caso II: h # 0 (no todas las h! =~ 0) y detW = 0.
Ya que el detW = 0, solo M’ — K multiplicadores de Lagrange podran ser despejados y
K (nulidad de W) quedaran indeterminados, de modo que la teoria seguird conteniendo
funciones arbitrarias. Ahora, fijindose en que la Nulidad(WW)= K, entonces van a existir K

vectores nulos V7 (matrices renglén 1 x M’) de W, con j = 1,..., K, que por definicion
deben cumplir lo siguiente,

VIW = 0. (1.6.10)

Asi, usando esta propiedad al multiplicar por V7 la ecuacion (1.6.6), se tiene,
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VIO~ VI(h+ W)
=V/h+ (VIW)A
=Vih (1.6.11)
= Vih a0
= V=0
y dado que h # 0, estas ecuaciones definen K nuevas funciones del espacio fase, indepen-
dientes de los multiplicadores de Lagrange, que deben ser debilmente igual a cero, en otras

palabras, habra un ntimero extra de restricciones, ¢/ := v/ h! ~ 0, las cuales van a llamarse
restricciones secundarias.

Caso III: h =0y detW # 0.

La ecuacion (1.6.6) se reduce a,

WA=~ 0, (1.6.12)

un sistema de ecuaciones homogéneo para A. Y teniendo el detW # 0, por los teoremas de
sistemas de ecuaciones lineales, la inica solucién es la trivial, esto es, todos los multiplicadores
de Lagrange van a ser débilmente igual a cero, A\, ~ 0.

Caso IV: h =0y detW = 0.

Para este tltimo caso, (1.6.6) es como en III,

WA =0, (1.6.13)

un sistema de ecuaciones homogéneo. Pero, debido a que el detW = 0, si el rango de W es
igual a R, s6lo M’ — R multiplicadores de Lagrange van a poder ser débilmente determinados.

Una vez conocida toda la informacion proporcionada por (1.6.5) o (1.6.6), se analizard con mas
detalle el Caso II. En esta situacion, debido a que existen K restricciones extra,

¥ (q,p) =~ 0, (1.6.14)

se tiene que comprobar que estas restricciones secundarias cumplan también con las condiciones de
consistencia, pero para ello es necesario construir una nueva hamiltoniana, ya que ahora la funcién
H, carece de informacién respecto a las nuevas restricciones'!. Esta nueva hamiltoniana se llamara
hamiltoniana secundaria y se construye a partir de H; y de una combinacion lineal de las funciones
¥7’s (restricciones secundarias),

Hy := Hy + \j?, (1.6.15)

siendo A; = X;(g¢, p) nuevos multiplicadores de Lagrange. Entonces, ahora es Hy la hamiltonia-
na que contiene toda la informaciéon que se ha obtenido sobre el sistema hasta el momento. En
consecuencia, las ecuaciones de movimiento (1.6.4) pasaran a ser,

F={F H, + )’} = {F, Hy}, (1.6.16)

HEsta nueva hamiltoniana Ha (hamiltoniana secundaria), ya tomara en cuenta el hecho de que la evolucién del
sistema se va a restringir a una hipersuperficie de dimension 2N — M’ — K. Y ademas, se extiende fuera de la
superficie de restricciones secundarias Yo.
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y por medio de este resultado, se realiza el calculo de las condiciones de consistencia para las 17’s,

0= {0 Ho + An{v', 07} + X {0, 07} 2 0. (16.17)

Si para estas condiciones (1.6.17), al realizar un andlisis similar al que se hizo previamente para
las relaciones de consistencia sobre las restricciones primarias, se obtienen nuevamente mas restric-
ciones, que en principio se llamaran terciarias, el proceso debe repetirse de nuevo, construyendo
ahora una hamiltoniana terciaria y aplicando una vez méas las condiciones de consistencia a estas
restricciones terciarias. Este proceso se va a repetir ciclicamente hasta que dejen de aparecer nuevas
restricciones y, por simplicidad, en lo siguiente se denominara a todo el conjunto de restricciones
secundarias, terciarias y subsecuentes simplemente como restricciones secundarias.

1.7. Condiciones sobre los multiplicadores y la hamiltoniana
total

Suponiendo que se ha encontrado el conjunto completo de restricciones que presenta el sistema,
se puede pasar a analizar ciertas condiciones sobre los multiplicadores de Lagrange. Para ello,
primero es necesario notar que las condiciones de consistencia ahora para todas las restricciones,
estan dadas por,

¢* = {0, Hr} = {0", Ho} + As {0, 0"} = 0, (L.7.1)
donde ¢“ ahora representa a las restricciones primarias y secundarias, de manera que «,3 =
1,...,J, siendo J el nimero total de restricciones encontradas (primarias y secundarias), ademaés

se ha definido la hamiltoniana total, Hr :== Hc + A\gd?
Las ecuaciones (1.7.1) representan un sistema de J ecuaciones lineales acopladas, cuya solucién
general para los multiplicadores Ag es de la forma,

Ag =Ug+ Vg, (1.7.2)

donde Upg es una solucién particular del sistema inhomogéneo y Vg es la soluciéon més general del
sistema homogéneo, dado por,

Va{o®, 6%} =~ 0. (1.7.3)
Puesto que V3 es la solucion més general del sistema homogéneo, se podra escribir como una
combinacion lineal de soluciones independientes Vj, es decir, Vi = v;Vj, donde i = 1,...,1, con

I el namero de soluciones independientes del sistema homogéneo. Entonces, las soluciones (1.7.2)
para los multiplicadores de Lagrange pasan a escribirse como,

As ~ Ug + v; V. (1.7.4)
siendo las funciones v; = v;(q,p) totalmente arbitrarias. Asi, por medio de (1.7.4) se puede hacer
notar que las A\g estdn separadas en dos partes: una que se fija, U?, mediante las condiciones de
consistencia y otra que permanece indeterminada, v;Vy.

Haciendo uso de esta separacién, es posible escribir la hamiltoniana total como,
Hrp := Hc + Ag¢”
= He + (Us +viVj) ¢’
= (Hc + Upd?) + v, Ve’
= H/ + vi¢i7

(1.7.5)

definiendo,
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H' := Heo + U, (1.7.6)
o' = VigPh. (1.7.7)

Por otro lado, la evolucién temporal de cualquier funcion F(q,p) en el espacio fase (de dimension
2N), se podréa escribir de la siguiente manera,

F = {F Hr}
={F, H +v;¢"}
= {FH'} + {F,v:¢"}
= {F7H,} +'Ui{F7¢i}

(1.7.8)

Donde estas ecuaciones estan determinadas hasta I funciones arbitrarias y son equivalentes, por
construccion, a las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange (1.1.3). Una consecuencia funda-
mental de que las funciones v; estén presentes en (1.7.8), es que la evolucion de F' no seré tnica, por
lo cual se tendran que fijar las v; en algiin momento para poder especificar claramente la evolucién.

1.8. Restricciones de primera y segunda clase

Hasta ahora se ha hecho distincién entre restricciones primarias y secundarias, sin embargo,
este tipo de clasificacion resulta ser mas una etiqueta (que una propiedad) para las restricciones
que aparecen antes y después de las condiciones de consistencia. Es por ello que sera preferente
separar nuevamente las restricciones fijdindose en una caracteristica particular, mediante la cual
se podran obtener dos propiedades fundamentales del sistema'?. Asi, la separacién se realiza por
medio de la siguiente definicién,

Definicién: Sea F' = F(q,p) una funcional del espacio fase (¢™, p,), se dice que es de primera
clase si su paréntesis de Poisson con todas las restricciones es débilmente igual a cero,

{F,¢%} =0, (1.8.1)

en caso contrario, se dice que F' es de sequnda clase.

Una propiedad directa a partir de la definicién anterior, es que si F' es de primera clase, entonces
{F, $*} tiene que ser fuertemente igual a una combinacion lineal de las ¢®’s'3. Es decir,

{F, 0"} = f§¢”, (1.8.2)

resultado que servird de ayuda para probar lo siguiente.

Teorema: El paréntesis de Poisson de dos funcionales de primera clase, es también de primera
clase.

Demostracion: Sean F y S de primera clase, entonces {F,¢*} = fg¢” y {S,¢°} = s§¢°.
Utilizando la identidad de Jacobi,

12E] hecho de que esta separaciéon sea mas relevante que la otra, se debe a que va a permitir identificar aquellas
restricciones que son generadoras de transformaciones de norma y de aquellas que permiten construir el paréntesis
de Dirac.

13Esto se debe a que cualquier funcional que es débilmente cero es fuertemente igual a una combiacién lineal de
las restricciones ¢“’s, ya que estas son las tinicas cantidades independientes que son débilmente cero.
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[{F.S}, 6"} = —{{6", F}.S} — {{S.6}, F}
={{F, ¢}, S} = {{5, 0"}, F'}
={f5¢".5} — {s5¢", F}
= f5{0°, 5} + {[§,5}0" — s3{¢", F} — {55, F}¢"
= —f§sp0" + 55170 + {15, 5} — {s§. F}¢’
= (s3f7 = f5sp)e” + ({f5. 5} —{s5. F}¢’ = 0. m
Otro resultado a partir de este concepto es el hecho de que H' y ¢* van a ser funcionales de primera

clase. Recordando que H' := Hg + Ugg? y ¢ = ngf)ﬂ , esto se prueba de la siguiente manera.
Para las ¢’ su paréntesis de Poisson con cualesquiera de las restricciones estid dado por,

(1.8.3)

{007} = (V3o 6}
= Vi{¢%, 0%} + {Vj,0°}0” (1.84)
~ Vile”, 0},
donde se ha empleado que las ¢° ~ 0, y como Vg es solucion del sistema de ecuaciones homogéneo
para los multiplicadores de Lagrange, satisface que Vé{cbﬂ , 9%} = 0, con lo cual se llega a,

{¢", 9"} =0, (1.8.5)

por lo tanto las ¢ son restricciones de primera clase.
Para el caso de H’, calculando su paréntesis de Poisson con cualesquiera de las restricciones,
se tiene,

{H',¢°} = {Ho + Upe’, ¢}
= {Hc, 6"} + Us{6”, 6%} + {Up, 6" }¢”
~{Hc, ¢} + Us{¢”, 6"}
~{Hc, "} + Uﬂ{¢ﬁ7 ¢} +vi{o’, ¢} (1.8.6)
= {Hc + Up® + v;¢', ¢*}
={Hr,9"}
= —{¢" Hr}
~ 0,

donde en la segunda igualdad débil se sumé un cero débil, consecuencia del hecho de que ¢° sea de
primera clase y de ultima igualdad a la tercera igualdad débil se toma en cuenta que se satisfacen
las condiciones de consistencia. Ademas, se han empleado la linealidad y la regla del producto del
paréntesis de Poisson y que las ¢’s son débilmente igual a cero. Por lo tanto, H' es de primera
clase.

A partir de estos ultimos dos resultados, se puede notar que la hamiltoniana total Hr es la
suma de una hamiltoniana de primera clase H' y una combinacién lineal de las restricciones de
primera clase ¢?, sin embargo, también es necesario enfatizar que la descomposicién de Hy en H’
y ¢' no es tinica, puesto que Ug es cualquier solucion del sistema inhomogéneo.

Un resultado mas, que sera fundamental para identificar las restricciones de primera y segunda
clase que se esperan, se obtiene a partir de la siguiente matriz. Sea W’ una matriz J x J cuyas
entradas son,

W'’ = ¢, 9P}, (1.8.7)
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donde las ¢“ representan todas las restricciones (primarias y secundarias) encontradas y J es el
numero total de estas. La matriz W’ tiene la siguiente propiedad.

Proposicién: Si detW’ = 0, entonces hay K’ restricciones de primera clase (con K’ la nulidad
de la matriz W’).

Demostracion. Si detW’ = 0 (en la hipersuperficie definida por las restricciones), entonces el
Rango(W’) = R’ < J y la Nulidad(W’) = (J — R') = K’ # 0. Es decir, se pueden encontrar
K’ = (J — R') vectores nulos, w®, con i = 1,...,J — R/, tales que,

wi{¢®, ¢°} ~ 0, (1.8.8)

esto por la definicién de vectores nulos, de manera que,

{wi,6*,¢"} =0, Vo’ (1.8.9)

Se ve entonces que las restricciones w! ¢® forman un conjunto de K’ = (J — R') restricciones de
primera clase (puesto que su paréntesis de Poisson es cero con todas las restricciones). Asi, las
restricciones de primera clase de la teoria son:

Vo= whe®. m (1.8.10)

Con esto queda probada la proposicion y ademas, se muestra una forma en que se pueden encontrar
las restricciones de primera clase de la teoria, mediante el célculo de los vectores nulos de W',

La razon de que esta separacion entre las restricciones sea fundamental, se debe a que, como se
verd a continuacion, si una restriccion es de primera clase, va a ser generadora de transformaciones
de norma y si es de segunda clase, va a permitir construir el paréntesis de Dirac. Entonces, debido
a que la separacién de restricciones entre de primera y segunda clase contempla caracteristicas
importantes para la teoria, conviene introducir una notacién para poder diferenciarlas. Siendo asi,
las restricciones de primera clase se denotaran por la letra griega v y las de segunda clase por .
Una vez hecha la separacion, la matriz W’ definida anteriormente toma la forma,

o'(y) ) - ()
ot (x) [ {0 0"} {0 ¢?} ... {o'.¢7}
LR [ (20 (R L {000}
: : : - : (1.8.11)
o’ (x) \{¢7,0'} {¢7,0*} ... {¢7,¢7}
Yi(y) x*(y)

con C** una matriz R’ x R’ par, antisimétrica e invertible sobre la superficie de restricciones, de
la cual se hablard méas adelante.

1.9. Transformaciones de norma

Anteriormente se encontr6 que los multiplicadores de Lagrange estan determinados hasta v;
funciones arbitrarias (o indeterminadas). Este hecho provoca que las ecuaciones de movimiento y
sus soluciones no estén determinadas de manera uinica, puesto que, si se dan las condiciones iniciales
del sistema (g(to), p(to)), su evolucion, dada por las ecuaciones (1.7.8), estard determinada hasta
I funciones arbitrarias. En otras palabras, la presencia de funciones arbitrarias en la hamiltoniana
total, indica que no todas las ¢(t)’s y p(t)’s son observables, esto es, hay mas de un conjunto de
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valores de las variables canonicas que representan el mismo estado fisico. Por otra parte, consi-
derando que la mecénica clédsica es una teoria determinista, es decir, tomando en cuenta que el
sistema, fisico estard bien determinado por las condiciones iniciales dadas, entonces dos estados que
compartan las mismas condiciones iniciales no tienen porqué ser fisicamente diferentes, en su caso
se dird que son equivalentes de norma.

Para poder representar la idea previa, se consideran dos estados, F' y F, de una variable
canonica, con las mismas condiciones iniciales al tiempo tg, pero que su evolucién dinamica difiere
en el valor de los multiplicadores de Lagrange indeterminados, v*. Usando el desarrollo en serie de
Taylor a primer orden en ambos estados F(t) y F(t), se tiene,

F(t) = F(to) + Fét

= F(to) + {F(to), Hr }ot (1.9.1)
= F(to) + ({F(to), H'} + v {F(to), ¢'})dt,
y
F(t) = F(to) + Fét
= F(to) + {F(to), Hr}dt (1.9.2)

= F(to) + ({F(to), H'} + v{F(to), ¢'}) ot
restando la primera expresién a la segunda,

SF(t) = F(t) — F(t)

= (0; — vi){F(to), 9"}t (1.9.3)
=: 0vi{F(to), '}
donde dv; := (U; — v;)dt. Asi, se observa que bajo las transformaciones (1.9.3) el estado fisico

del sistema permanece inalterado. Ademas, notanto que §F(t) =: v {F(to), ¢'} ~ {F(to), dvid'},
se tiene que el cambio en las variables candnicas va a consistir en aplicar una transformacion
infitesimal con una funcién generadora dv;¢?, llegando asi a la conclusién de que las restricciones de
primera clase ¢! son funciones generadoras de transformaciones de norma, las cuales corresponden
a cambios en las ¢’s y p’s que no afectan al estado fisico del sistema.

Por ultimo, a partir de los resultados previos, se van a tener las dos propiedades siguientes:

1 El paréntesis de Poisson {¢%, ¢’} de cualesquiera dos restricciones de primera clase genera
una transformacién de norma.

2 El paréntesis de Poisson {¢%, H'} de cualquier restriccién de primera clase ¢¢ con la hamil-
toniana de primera clase H’ genera una transformacion de norma.

donde la demostracion de ambas propiedades se puede consultar en [7, pag. 17 y 18].

1.10. Reducibilidad

En secciones posteriores, se toma en cuenta el hecho de que se esta trabajando con M’ res-
tricciones primarias independientes y K restricciones secundarias independientes, que en general
se denotan por ¢“. Ademads, al realizar la separacion de restricciones entre de primera y segunda
clase, lo que se desea es que las restricciones resultantes v* y x°, que no necesariamente tienen
que ser las ¢, también sean independientes. En resumen, uno de los propositos ha sido encontrar
todas las restricciones independientes (sean de primera o segunda clase) que presenta el sistema.
Sin embargo, a pesar de que se haya realizado correctamente la separacion entre las restricciones
y se haya encontrado la cantidad esperada de restricciones de primera y segunda clase, lo cual se
verifica por medio de la nulidad y el rango de la matriz W’ definida anteriormente, atn puede
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ocurrir que no todas las restricciones v* y x? sean independientes entre si, es decir, que unas se
puedan obtener a partir de otras. Cuando ocurre esta situacién, se dice que las restricciones son
reducibles o que la teoria presenta reducibilidad, de otro modo se dice que uno esta en el caso
irreducible.

Uno de los principales problemas que ocurre debido a la existencia de la reducibilidad, es que el
conteo de grados de libertad no serad consistente, puesto que para realizar el calculo correctamente,
es necesario contar con el nimero exacto de restricciones de primera y segunda clase independientes.
De manera que, si hay presencia de reducibilidad, serd necesario encontrar aquellas restricciones que
no son independientes, lo cual se realiza “buscando” la expresion matematica que permite relacionar
aquellas restricciones dependientes, puesto que el anélisis de Dirac-Bergmann no proporciona tales
expresiones, esto es, uno debe proponerlas por su cuenta. Cabe notar que, la separacién entre
restricciones dependientes e independientes nunca es una tarea facil, incluso algunas veces puede
ser globalmente imposible debido a obstrucciones topoldgicas, por lo cual seria preferente poder
evitar que aparezca esta caracteristica en el anélisis del sistema. En caso de que si se encuentren
las restricciones dependientes y por tanto, el numero exacto de restricciones independienetes de
primera y segunda clase, 1o que se hace es omitir las restricciones que sean dependientes en el conteo
de grados de libertad, ya que siempre se puede considerar que localmentente se estd trabajando
con el caso irreducible.

1.11. Grados de libertad

A partir de los conceptos de mecénica elemental, el nimero de grados de libertad de un siste-
ma fisico se define como el nimero de coordenadas generalizadas independientes necesarias para
describir por completo al sistema.

Una caracteristica principal de este algoritmo es que, como ya se han encontrado e identificado
(como de primera y segunda clase) todas las restricciones independientes que presenta el sistema,
ahora sera posible determinar cuél es en realidad su namero total de grados de libertad.

En principio, para realizar el conteo de grados de libertad, lo que se hace es restarle al ntimero
total de variables canénicas (¢™,p,) la cantidad de restricciones que se han obtenido, de esta
manera, lo que se va a obtener es el nimero de variables canonicas independientes. Cabe notar
que, en caso de que el sistema presente transformaciones de norma, también sera necesario restar
el nimero de condiciones de norma, esto se debe a la redundancia que va a existir entre los estados
asociados por las transformaciones de norma. Entonces, el célculo se expresa como sigue:

2xGL=2x ( de libertdad candnicas independientes

_ Numero total de mero de restricciones
~ \ wariables candnicas de primera clase
Nimero de restricciones de > ( Nimero de condiciones >

( sequnda clase originales de norma

Nimero total de 9 % Niumero de restricciones
variables candnicas de primera clase

Nimero de grados ) B < Nimero de variables >
N

(1.11.1)

Niumero de restricciones de
sequnda clase originales ’

por lo tanto,

16



CAPITULO 1. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
1.12. LA HAMILTONIANA Y LA ACCION EXTENDIDAS

GL =

2 variables canénicas de primera clase
( Numero de restricciones de >]

1 [( Nimero total de ) 9y ( Ndmero de restricciones )
(1.11.2)

sequnda clase originales

El factor de % global se debe a que los grados de libertad cominmente se refieren a las coordenadas
generalizadas, ¢’s, y como se consideran todas las variables canénicas, ¢’s y p’s , se esta realizando
un doble conteo, 2N . Por otro lado, el factor de 2 que ahora acompafia al nimero de restricciones
de primera clase es consecuencia de que tienen dos funciones: son restricciones y generadoras de
transformaciones de norma, recordando que estas transformaciones permiten relacionar dos estados
fisicamente equivalentes.

1.12. La hamiltoniana y la accién extendidas

Hasta este momento, la hamiltoniana total Hr se ha considerado como la funcién generadora
de evolucién temporal en el sistema, sin embargo, esta hamiltoniana ain carece de informacion,
puesto que no se hace una distinciéon explicita de la separacién entre restricciones de primera y
segunda clase'*. Debido a esto, se construye la hamiltoniana extendida,

Hp = He + UpX® + v,7% = H' + 0,7 (1.12.1)

en la cual se ha integrado esta separacién entre las restricciones, es decir, ya considera la existencia
de transformaciones de norma y el hecho de que se puedan construir los paréntesis de Dirac. En
conclusién, ahora es Hp la funcién que genera la evolucién dindmica del sistema, por medio de las

ecuaciones de movimiento!®,

F:={F Hg}. (1.12.2)

Cabe notar que, estrictamente, la necesidad de una hamiltoniana extendida no es algo que se
derive de la formulacion lagrangiana, es més bien la hamiltoniana primaria aquella que genera las
ecuaciones de movimiento lagrangianas originales, ya que H g contiene mas funciones arbitrarias que
las que contiene H;. La introduccién de Hg es una nueva caracteristica del esquema hamiltoniano,
que extiende a la formulacién lagrangiana al poner de manifiesto la invarianza de norma.

Por otra parte, las ecuaciones de movimiento (1.12.2) también se pueden obtener a partir de la
siguiente accion,

Selg,p,v,U] = /(pnq'" — H' —v,y*)dt = /(pnq'" — Hg)dt, (1.12.3)

que se llamara accion extendida, la cual ya incluye toda la informacién del sistema, es decir, ya
considera la separacion de restricciones entre de primera y segunda clase, contiene la informacion
de la libertad de norma y realizando su variacién e igualando a cero, da como ecuaciones de
movimiento:

i~ {¢", Hp} (1.12.4)
Pn ~ {pn, HE} (1.12.5)

14Es importante comentar que en esta tesis se toma como valida la conjetura de Dirac, la cual propone que las
restricciones secundarias que son de primera clase, tAmbien van a ser generadoras de transformaciones de norma.

15En particular, para las variables dindmicas invariantes de norma (variables tales que su paréntesis de Poisson
con los generadores de norma v* es débilmente cero), la evolucion dada por H', Hy y Hg es la misma, mientras
que para cualesquiera otras variables se debe usar Hg, que toma en cuenta toda la libertad de norma del sistema.
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v =0, (1.12.6)
b =0. (1.12.7)

Y en general, para cualquier funcional F' = F(q,p) en el espacio fase (¢",p,) se tendra que,

o OF o OF
gl + gy
_OF

OF
8 n{q 9 E}+7{pn7HE}
_oroms _oF oit
0" Opn Ipn g

(1.12.8)

1.13. Paréntesis de Dirac

Cuando se realiz6 la separacion de restricciones entre de primera y segunda clase, se obtuvo
una matriz (C'*) cuyas componentes corresponden a los paréntesis de Poisson de las restricciones
de segunda clase x°. Ademas, esta matriz resulta invertible (su determinante es distinto de cero),
de manera que existe su inversa (C'*)~! = (Cy,), tal que:

(C¥)(Csr) = (6L). (1.13.1)

La matriz (C”“) resulta de vital importancia, puesto que por medio de ésta se puede definir el
Paréntesis de Dirac, como,

{F,G}p ={F, G} +{F.X"}Cu{X", G}, (1.13.2)

con {, } el paréntesis de Poisson. Que satisface las siguientes propiedades:

{F.G}p=—{G . F}p, ( )
{F,GR}, ={F.G}, R+ G{F. R}, ( )
{F.Glp: Ry p + {R, F}p, G} + {G, Ry, F}p = 0 ( )
{(x?,F}, =0, VF, (1.13.6)
{F,G}, = {F,G}, G de primera clase y F arbitraria, ( )
{R{F,G}p}, = {R,{F,G}}, FyG deprimera clase y R arbitraria. ( )

La demostracion de todas las propiedades anteriores es directa a partir de la definicién del paréntesis
de Dirac, a excepcién de la identidad de Jacobi, aunque en estos momentos no es de principal interés
para esta tesis.

Por otro lado, debido a la propiedad (1.13.7) y sabiendo que Hg es de primera clase, las
ecuaciones de movimiento (1.12.8) se pueden reescribir como,

F~{F Hg}y~{F Hg},, VF, (1.13.9)

y en particular, el efecto de una transformaciéon de norma se podra escribir como,

{F,v*} = {F,7"}p, VF. (1.13.10)
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CAPITULO 1. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
1.14. OBSERVABLES

Asi, la situacion general hasta este punto es la siguiente. El paréntesis de Poisson, que en un
principio ayudoé a realizar la separacion entres restricciones de primera y segunda clase, se genera-
liz6 al paréntesis de Dirac, en términos del cual se pueden escribir las ecuaciones mas importantes
del formalismo, (1.13.9) y (1.13.10). Ademas, las restricciones de segunda clase se convierten sim-
plemente en identidades que expresan algunas variables candnicas en términos de otras (ecuaciones
fuertes).

1.14. Observables

Una observable (clésica) es, por definicion, una funcién en la superficie de restricciones que es
invariante de norma, o en otras palabras, una observable es una funcién, O, cuyo paréntesis de
Dirac con las restricciones de primera clase es débilmente cero,

{07}, ~0. (1.14.1)

A pesar de que a estas funciones O se les llamé observables, la definicion es puramente teorica,
el significado experimental va mas alld de lo presentado aqui. Otro aspecto importante a senalar
es que las observables clasicas, podrian no serlo a nivel cuantico.
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Capitulo 2

Sistemas continuos regulares

El estudio de la dindmica de sistemas fisicos usualmente se resume en el anélisis de un conjunto
de ecuaciones diferenciales (ecuaciones de movimiento). En principio, existen distintas maneras de
encontrar tales ecuaciones, para los sistemas mecanicos compuestos por particulas puntuales (sis-
temas discretos), son las Leyes de Newton aquellas que determinan sus ecuaciones de movimiento,
aunque no es el tnico camino orientado a la obtencién de tales ecuaciones, otros dos enfoques bas-
tante conocidos son los presentados por las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana, que ademés
estan estrechamente relacionadas por una transformada de Legendre y tienen la ventaja de pro-
porcionar resultados mas generales. Sin embargo, no todos los sistemas fisicos se pueden examinar
o describir mediante configuraciones discretas, por lo que es necesario introducir una estructura
nueva, donde la dindmica ahora estard descrita por medio de campos fisicos', los cuales represen-
taran distribuciones de magnitudes fisicas sobre el espacio-tiempo (para 4 dimensiones), se dice
entonces que el sistema es continuo. Este nuevo enfoque se conoce como Teoria Cldsica de Campos
(ver [11]) y es por medio del cual se analizan varias teorias de suma importancia, tales como:
Electromagnetismo, Relatividad General, etc.

Como ejemplo para introducir los sistemas continuos y su relaciéon con los sistemas discretos
[9], considere una cuerda elastica unidimensional formada por n particulas puntuales de masa m,
conectadas mediante resortes uniformes sin masa de longitud ! y constante de rigidez k, las cuales
se desplazan tunicamente de forma horizontal.

“000 00000 100000 000"

—— e

LI LA R IS LI
b P Pt
Figura 2.1: Sistema discreto de masas puntuales iguales conectadas por resortes

Tomando en cuenta un desplazamiento infinitesimal (pequena vibracién longitudinal) ¢; respecto
a los puntos de equilibrio de cada masa, no importando la direcciéon de movimiento de cada una,
ver Figura 2.12. Si (; representa el desplazamiento de la j-ésima masa respecto a su posicién de

1Los campos fisicos se representan matematicamente por medio de funciones, con valores reales o complejos,
que estan bien definidas en cada punto de su dominio, su estructura se elige dependiendo del sistema a estudiar, los
campos pueden ser funciones escalares, vectoriales o tensoriales, entre otras.

2Imagen extraida del capitulo 13 de [9)].
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CAPITULO 2. SISTEMAS CONTINUOS REGULARES

equilibrio. Calculando la energia cinética T y potencial V,

T=3% %mcf y V=) %k(é}‘ —Gi1)® (2.0.1)
J j

se tiene la funcion Lagrangiana,

L= Z = [mé2 k¢, —CH)?}:Z%l l"fc’?—k!(g = 1) ] (2.0.2)

Ahora, para este sistema en particular, es posible pasar de la esctructura discreta a la continua, una
de las principales razones para realizar tal transicion se debe al hecho de que si n — oo, mientras
I — 0, se tendré un numero infinito de ecuaciones diferenciales a resolver, por lo cual, es mas sencillo
considerar una sola funcién que describa el movimiento de todo el sistema. Entonces, si se tiene un
ntmero no finito de coordenadas generalizadas ¢;’s, donde el indice discreto j indica el nimero de la
variable dindmica, es posible remplazar este indice j por un pardmetro continuo x, en consecuencia,
todas las coordenadas (j(t) pasan a ser una funcién o campo dado por ((z,t). De igual manera,
tomando tales consideraciones, algunos elementos pasaran a ser operadores continuos. En resumen,
la transicién se ve como sigue:

Jj—x,
G(t) — ((x,1),
Cj—Cj—1_>C($7t)—C($—lat)
l l

)

P Rk S N dC(I,t)7
=0 l dx

llgl});l—)/dz.

De manera que,

2
_;;Z[z (@ G- 1”_%:;/@[%2_1/(3;”7

donde se observa que habra una sola ecuaciéon de movimiento correspondiente al campo ((z,t),
la cual generaliza la dindmica de la cuerda elastica para todo el espacio unidimensional, ademas,
pu = 7 se identifica como la masa por unidad de longitud y Y = kI como el m6dulo de Young.
Asi, por medio de este breve ejemplo se pueden comparar ambas escructuras, discreta y continua,
sobre todo porque para este sistema existe la posibilidad de estudiarlo mediante los dos enfoques.

En lo que sigue, se dard una breve introduccién a la teoria clasica de campos o sistemas conti-
nuos. Se presentaran algunos de los elementos més importantes en las formulaciones lagrangiana
y hamiltoniana para este tipo de sistemas, analizados mas detalladamente en [9] , [10] y [14].
Y a pesar de que en los siguientes capitulos se va a emplear el algoritmo de Dirac-Bergmann para
analizar teorias de campos singulares, no se hard un anélisis previo del algoritmo para esta clase
de sistemas, como en el capitulo anterior para sistemas discretos singulares, es decir, todos los
conceptos y resultados que se presentan en este capitulo son para teorias de campos regulares. En
principio, esto se debe a que el procedimiento a seguir va a ser analogo al caso discreto singular,
de manera que, los resultados presentados en el Capitulo 1 van a seguir siendo aplicables, solo que
ahora tomando en cuenta que se esté en sistemas continuos (con sus correspondientes definiciones).
Asi, introducir los siguientes conceptos y resultados de teorias de campos regulares, va a servir
después para el estudio de la formulacion hamiltoniana de teorias de campos singulares.

Finalmente, como comentario adicional, a lo largo de este capitulo y los siguientes, el anélisis
de las teorias de campos se va a restringir a espacios-tiempo de 4 dimensiones.
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2.1. FORMULACION LAGRANGIANA

2.1. Formulacién lagrangiana

Iniciando con la formulacion lagrangiana, se considera un sistema fisico (continuo) que puede
ser descrito por medio de n variables dindmicas, las cuales estan dadas por un conjunto de campos
fisicos ®! independientes, con I = 1,. .., n, es decir, el indice I va a indicar sobre qué campo se esté
hablando. Ademas, debido a que el sistema continuo se encuentra definido en un espacio-tiempo
de 4 dimensiones (M), los campos van a depender de 4 parametros®: la coordenada temporal

O (pardmetro de evolucién temporal) y las coordenadas espaciales 27, con j = 1,2,3, por lo
que, ®/ = ®I(2% 27). En general, las coordenadas espacio-temporales se etiquetaran por z® =

(2°,27) = (20,2, 2%, 2%), de manera que los campos son tales que, &/ = ®!(2*). También, por

simplicidad, se hara uso de la notacién 9o = 0, y de la convencién de suma de Einstein.
x

Entonces, tomando en cuenta las consideraciones anteriores, lo primero a mencionar es que la
funcional de accién S ahora esta dada por:

S (@] :/ L(DT,0,9T; 2%) d*V, (2.1.1)
M

se puede identificar a la funcion lagrangiana como,

=/£d3V. (2.1.2)
b))

A esta nueva funcion £ = L(®!,0,®%; 2%) se le conoce como densidad lagrangiana, lo cual se debe
principalmente a que en la ecuacion (2.1.2), L se expresa como la integral de £ sobre un dominio ¥
contenido en la parte espacial tridimensional del espacio-tiempo. Cabe notar que d*V corresponde
al elemento de volumen del espacio-tiempo, el cual se define como d*V = y/|det g|d*z, donde
g es el tensor métrico escrito con respecto a una base de coordenadas espacio-temporales =% y
d*r = daz®dx'dz?dz®. De manera analoga, d°V corresponde al elemento de volumen de la parte
espacial tridimensional del espacio-tiempo, que se define como d*V = /|det ¢’|d*z, donde ¢’ es el
tensor métrico escrito con respecto a una base de coordenadas espaciales 27 y d3x = dx'dz?dz>.
Realizando la variacién de la accion (2.1.1) e igualando a cero,

55 [@'] =0, (2.1.3)

desarrollando,

55 [@'] =6 </ c dx4> :/ SL(®,0,9";2%) d'V
M M

oL oL
_ (I>J (I)J 4
/M (a@Ja + 370 )) v

_ L o7 oL NPT
= [ 15579 + gm0 (09 )] v

-/, (aaqff (5 a?be i) s (g’ )|

= | 507 Oa < (0.7 ﬂ dV+ (8(8 (I)J)(S(I) )dS(,

3Note que a diferencia de los sistemas discretos, donde las coordenadas generalizas dependen de un tnico
parametro, el de evolucién temporal ¢, en los sistemas continuos, definidos en un espacio-tiempo de 4 dimensiones,
los campos (que ahora actian como Varlables dlnamlcas) dependen de 3 parametros extra, las coordenadas espamales
27, ademas del parametro de evolucién temporal z°
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2.2. FORMULACION HAMILTONIANA

y recordando que los campos ®' son independientes, ademas de imponer las condiciones de frontera
§®7|opm = 0 (como es estandar), de manera que el término de frontera se anula. Entonces, las
ecuaciones de movimiento en la formulacién lagrangiana para sistemas continuos van a ser:

oL oL

siendo un conjunto de n ecuaciones diferenciales, también conocidas como ecuaciones de Euler-
Lagrange para campos, que son parecidas a las que se obtienen en el formalismo discreto, con la
diferencia de que en (2.1.4) hay més términos debido a que los campos ®/ no sélo dependen de
la coordenada temporal 20, sino que también dependen de las coordenadas espaciales 7. Por otro
lado, se observa que tanto la accion (2.1.1) como las ecuaciones de movimientos (2.1.4) estan dadas
a partir de la densidad lagrangiana y no por la lagrangiana, esto se debe a que L va a remplazar a
L en el sentido de que ahora es la funcién por medio de la cual se obtendra la dindmica del sistema.

Ahora que se tienen algunos de los conceptos importantes de la formulacién lagrangiana en
sistemas continuos regulares, se pasara a revisar la formulacion hamiltoniana para este mismo tipo
de sistemas.

2.2. Formulacién hamiltoniana

En esta seccién se dard una breve introduccién a la formulaciéon hamiltoniana para sistemas
continuos regulares, con el objetivo de que algunos de los conceptos introducidos aqui sirvan desptes
para el estudio de la formulacion hamiltoniana de sistemas continuos singulares. Entonces, siguiendo
nuevamente la analogia con el caso discreto regular, primero se definen los momentos candnicos
asociados a los campos fisicos ®’s como,

oL
HI = W, (2.2.1)

por consiguiente, ahora es posible definir una nueva cantidad,

H = (0@ — L, (2.2.2)

4

que se conoce como densidad hamiltoniana®, cuya relacion con la funcién Hamiltoniana esta dada

por,
H= / H(D 11}, 0,07 ; 2%) d3V. (2.2.3)
b
Cabe notar que H no depende de las derivadas parciales de los campos ®!’s respecto al pardmetro
de evolucién temporal z°, lo cual se debe al hecho de que H se define como una tranformada
de Legendre de £, donde lo que se pretende es invertir las velocidades (9y®!)’s en funcién de los
campos ®!’s y momentos II;’s, un procedimiento que se realiza por medio de las ecuaciones (2.2.1).

En principio, esto es posible ya que se considera que la teoria es regular.
Haciendo uso de la ecuacion (2.2.2) en (2.1.1), ahora la accién S estd dada por,

S (@', 11] :/ [(Bo®IT; — H] d*V. (2.2.4)
M
Asi, realizando la variacion de (2.2.4) e igualando a cero,

55 [@F,11;] =0, (2.2.5)

4Observe que la transicion entre las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana ahora esta dada a través de la
transformada de Lagrange entre las densidades £ y H y no entre las funciones L'y H.
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2.3. PARENTESIS DE POISSON

donde, recordando que los campos ®’’s y momentos II;’s son independientes, ademas de que los
términos de superficie se anulan en la frontera, se obtienen las ecuaciones de movimiento en la
formulacién hamiltoniana para sistemas continuos:

_ o i, _OH
“om, Y L= 75!

siendo un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales, también conocidas como ecuaciones de Hamilton
para campos®, que son parecidas a las que se obtienen en el formalismo discreto, con la diferencia
de que en (2.2.6) aparecen derivadas funcionales en vez de derivadas parciales. Nuevamente se
observa que tanto la accion (2.2.4) como las ecuaciones de movimiento (2.2.6) estan dadas a partir
de la densidad hamiltoniana y no por la hamiltoniana, esto eso, H remplaza a H en el sentido de
que ahora es la funciéon por medio de la cual se estudia la dindmica del sistema.

P! (2.2.6)

2.3. Paréntesis de Poisson

Un elemento més que se va a necesitar al momento de aplicar el algoritmo de Dirac-Bergmann
a los sistemas continuos y que también va ligado a la formulacién hamiltoniana, son los paréntesis
de Poisson. Debido a esto, se presentan como sigue.

Definicién: Sean 'y G dos funcionales en el espacio fase definido por (®(z%),II;(z%)), su
paréntesis de Poisson est4 dado por:

{F[(I)I(xo,f)7H1(x07f)]7G[¢'](x07g),HJ(x07g)}}
[ (S0 ) sCl0 0 .. 9)
s SDK (20, %) Sl (29, %) (2.3.1)
_5G[<I>J(m0,g’),HJ(x07gj')] SE[®! (20, i"),HI(xO,f)]>
FOK (20, 2) Ol (29, 2) ’

donde las funcionales estan evaluadas al mismo pardametro de evolucién temporal z°. Por simplici-
dad en la notacion, la expresién anterior se va a denotar como,

o SP@) G  6G() SF()
(P, 00) = [ " (6<I>K<2> SMix(2) 50K (2) 6HK<5>> !

donde se observa que la estructura de (2.3.2) es similar a los paréntesis de Poisson que se definen
para los sistemas discretos, con la diferencia de que ahora aparecen derivas funcionales en vez de
derivadas parciales y ademas se esté integrando sobre un dominio 3 contenido en la parte espacial
tridimensional del espacio-tiempo. Ahora, si se eligen F y G como los campos ®/ y sus momentos
canonicos asociados I1;, se tiene como resultado los paréntesis de Poisson fundamentales:

(2.3.2)

{@7(«°,2), 1, (a°, )} = 650°(Z - §), (2.3.3)
{' (2, 2), 7 («°, )} = 0, (2.3.4)
{Hl(xoaf)an(xoag)} =0. (235)

5Note que en las ecuaciones se ha denotado a 89®! = &1 y 9yIl; = II;. En los capitulos siguientes se seguira
usando esta notacioén.
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Capitulo 3

Pontryagin abeliano

La teoria de Pontryagin se caracteriza por ser una teoria topolégica, es decir, carece de grados
de libertad locales. En principio, este hecho se puede ver directamente de su correspondiente accion,
ya que se puede escribir como una derivada exterior, por lo cual sus ecuaciones de movimiento van
a ser identidades y por tanto no habra dindmica. De los motivos por los cuales anteriormente se
ha analizado la teoria de Pontryagin, estan las dos caracteristicas que comparte con Relatividad
General, la invarianza bajo difeomorfismos y la independencia del espacio-tiempo de fondo. En
este capitulo se estudia la teoria de Pontryagin mediante el algoritmo de Dirac-Bergmann y a
pesar de que en la literatura dicha teoria ya ha sido estudiada, véase [15], la diferencia con el
andlisis presentado en este capitulo radica en las variables dindmicas que se eligen para definir
la hamiltoniana canénica Hg del sistema, ya que al realizar este cambio el andlisis de la teoria
se simplifica y como se verd a continuacion, deja de presentar reducibilidad. Cabe mencionar que
el hecho de que uno pueda elegir entre distintos conjuntos variables canénicas para representar a
H¢, se debe a las relaciones entre las variables que se obtienen cuando se definen y calculan los
momentos.

3.1. La accion

La accién correspondiente a la teoria de Pontryagin abeliana en cuatro dimensiones es

SpolAl :n/M(FAF), (3.1.1)

donde M es una variedad' globalmente hiperbélica® de 4 dimensiones, A = A,dz® es una 1-forma
y F' = dA es su correspondiente forma de curvatura abeliana. Considerando que en la variedad M
se tiene definida una conexién V, y ademas es libre de torsién, realizando el siguiente célculo,

1Para maés informacion sobre tépicos de geometria diferencial y sus aplicaciones en la fisica teérica, consultar
[13].
2El concepto de variedad globalmente hiperbélica se puede consultar con més detalle en el Apéndice A.
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F =dA =d(Agds®) = dAg A da? + Agd?aP
= (Vadp) dz® A dz

%(vaAﬁ + VaAp) dz® A da?

%(VQA[; — V3A,) dz® A daP (3.1.2)

%(&IA;; — 03Aq) dz® A dz?

= %Faﬁ dz® A dzxP,

se hace notar que F' es una 2-forma, con F,3 = 0,4 — 03A,, de manera que la accién se puede
expresar como

SpolA] = g /M FagF dz® Ada? A da? A dz” (3.1.3)
=5 [ Faab e, (3.1.4)
4 Jm

con d*z = dz® A da' Adaz? A da® y P = (—1)%/|det g[e*PHV, siendo £*PH¥ el simbolo de
Levi-Civita, completamente antisimétrico, y 3 la signatura de la métrica g empleada’.
Realizando la variacion de la accion Sp,[A] (3.1.4) e igualando a cero,

5Spo[A] =0 [“ / FogF, 5af3ﬂ”d4x]
4 Jm
_r / d*z 2P §(FopF,,)
4 M
=2 / diz P F,,0F g
2 M
=k / diz 2P FL,6(—05Aa)
M
=K / dix e FL,05 (6A,)
M

=K / d*z 95 (2*PM F,,0A4) + K / dix E°PM (95 F,,] 6 A
M M
= 07

y tomando en cuenta que los términos de superficie se anulan, se obtienen las ecuaciones de movi-
miento

gV 95 F,, =0, (3.1.5)

que en realidad corresponden a las identidades de Bianchi, las cuales se satisfacen trivialmente,
esto es, para cualesquiera A,. Cabe notar que el comportamiento de estas ecuaciones hace evidente

31.a signatura de un tensor métrico g comunmente se define como s = (v, p,r), donde v, p, r son los nimeros
(contando con multiplicidad) de valores propios positivos, negativos y cero, respectivamente, de la matriz simétrica
(gaﬁ) del tensor métrico con respecto a una base. Sin embargo, en esta ocasién se usa otra definicién de signatura,
siendo § = v — p, donde v y p son como anteriormente. Por ejemplo, para el espacio-tiempo de Minkowski, donde
se denota g = 7, se tiene que § = 2 , el signo “+” corresponde a n = diag(—1,1,1,1) y el signo “—” a n =
diag(1l,—1,—1,—1). Una propiedad extra es que n = v + p, con n la dimension de la variedad.
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el hecho de que la teoria no presenta dindmica, lo cual se verd con mas detalle en el analisis
hamiltoniano al momento de calcular los grados de libertad.

Por otra parte, si se considera que la variedad M puede ser foliada en superficies ¥ tridi-
mensionales a lo largo de un intervalo temporal I, es posible realizar la descomposion 3+1 de la
accién

Spo[A] = = / / FogF, 89 d®zdz®
4 I1J%
— g / / (FogF %" + FigF,, &P d3zda®
IJ%

= g / / (FoiFy €% + FyoF, &M + FiFy,, 85) dPada®
I1J%

(3.1.6)
= g / / (2Fi Fji 9% 4 Fj Foy 8% 4 FjFig &%) dPada®
1Js
=K / / FoiFji %% @3 xda®
1Js
= Ii// ((%Al - @AO) ij §0i‘7kd3$d$0,
1Js
donde se identifica a la densidad lagrangiana de la teoria,
Epo = K (aoAi — &Ao) ij &:Oijk, (317)

siendo Ay y A; las 4 variables dinamicas.

3.2. Matriz hessiana

Una vez que se cuenta con la densidad lagrangiana £p, (3.1.7), se procede a revisar si la teoria
es singular o no, para ello se calcula la matriz hessiana,

. 0 Lr, L,
H= (H7) - (8(80Aa)813(80145)> B (aAaaPAﬁ> ’ (321

cuyas componentes, explicitamente, se resumen en los siguientes términos,

2
9Lps _ ., OLeo _ (3.2.2)
0Ap 0A,04A
y
2
OLpo _ K Fjy, 0k — 9 Lro _ 0, (3.2.3)
aAl 8Ao¢aAl

los cuales indican que H es la matriz cuadrada cero de orden 4, de manera que la teoria es singular
y por consiguiente, se realizara el andalisis hamiltoniano mediante el algoritmo de Dirac-Bergmann.
3.3. Restricciones primarias

Como H = 044, se tiene que el Rango(H) = 0 y la Nulidad(H) = 4, por lo cual se esperan 4
restricciones primarias. Calculando los momentos canonicos,
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o = 9£re _ (3.3.1)
DA,
y
OLp ol
Il = =22 = gFy;, 0%, 3.3.2
3Al ik ( )

se observa que no es posible despejar ninguna de las A, en términos de los campos y momentos, no
obstante el hecho de que existan este tipo de relaciones permite definir las siguientes expresiones

@ =T~ 0 (3.3.3)

¢l =T — kFyy, E%F ~ 0, (3.3.4)

que corresponden a las 4 restricciones primarias esperadas.

3.4. Condiciones de regularidad

Ahora que se cuenta con las restricciones primarias ¢ y ¢!, se requiere que cumplan con las
n

condiciones de regularidad. Fijandose en la matriz jacobiana , se necesita entonces

0(A,,T1¥)
que su rango sea constante e igual al nimero de restricciones primarias independientes. De forma
explicita, la matriz jacobiana es

(ftaziw) -

que, en efecto, tiene rango constante e igual a 4, la misma cantidad de restricciones primarias
encontradas. Asi, se concluye que ¢° y ¢!, dadas por (3.3.3) y (3.3.4) respectivamente, van a
definir una subvariedad de dimension 4 en el espacio fase (A, I1%).

, (3.4.1)

oo = O
o= OO
_— o o o

0 1
0 0
0 0
0 0

o O o o
o O oo
o o oo

3.5. Hamiltoniana canénica y primaria

A pesar de que ninguna A, pudo ser despejado en términos de los campos y momentos, del
Capitulo 1 se sabe que es posible definir la funcién hamiltoniana canénica

He ::/(HaAa—ﬁpo) &z, (3.5.1)

donde, aunque H¢ se construye de manera similar a la hamiltoniana de los sistemas regulares, esta
nueva funcion solo estd bien definida en la superficie de restricciones primarias.

En este anélisis, antes de calcular a Hg explicitamente, primero serd necesario observar lo si-
guiente. En principio, se puede suponer que la hamiltoniana canénica tiene la siguiente dependencia
funcional Ho = Ho[Ag, A;, T1I°,11Y], pero al momento de sustituir £p, (3.1.7) en (3.5.1) y emplear
las definiciones de los momentos, (3.3.1) y (3.3.2), para simplificar, se tendra que H¢ sélo depende
explicitamente de algunas variables canénicas.
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En particular, debido a la segunda relacién (3.3.2), II' = /stkémjk = 2/{8]-Ak§0[jk, Heo se
podréa expresar por medio de dos conjuntos de variables canénicas distintos, dependiendo si uno
elige quedarse con los momentos II' o con los campos A;,. Por lo que se tendran dos hamiltonianas

canonicas equivalentes dependiendo de la eleccion realizada (tomando en cuenta también que por
la relacion (3.3.1), 11 = 0):

1. Eligiendo IT': Ho[Ag, A;, 11°, ITY] — Hc[Ap, IT] con
.HC[A()7Hi] = /(&Ag) Hl d3.’E = —/A() (@Hl) dg"E, (352)

la cual corresponde a la hamiltoniana canoénica reportada en la literatura [15]. Y donde se
muestra que la teoria presenta reducibilidad.

2. Eligiendo A;: Hc[Ag, A;, TI°,1T°] — Hc[Ag, A;] con
HelAo, As] = / [HOAO F I A; — k(80 A; — 8:Ao) Fi 5%"“} &z
— / [HOAO + (I — kFj 8%9%) A; + Kk (0;Ao) Fi, émjk} d3z (3.5.3)
= /i/(aiAg) Fjy 8% @3,

esta segunda eleccion de las variables canoénicas, a partir de la definicién de los momentos,
es la propuesta en este trabajo de tesis. A estas variables se les llamara: variables candnicas
propuestas para diferenciarlas de las reportadas en la literatura [15]. Y como se verd mas
adelante en este capitulo, con esta eleccién de variables la teoria de Pontryagin ya no presenta
reducibilidad; asi como también se tendra una simplificacion en los calculos.

Cabe recordar que estas dos formas diferentes de representar a Ho existen debido a la ecuacion
(3.3.2), ! = kFy), e%k = 2K0; A4k, también es importante aclarar que la eleccién entre los
dos distintos conjuntos de variables candnicas que pueden representar a Hc no va a modificar
la dindmica del sistema, esto es, los resultados finales serdn equivalentes, lo cual se vera con mas
detalle en el capitulo siguiente. Ademas, las diferencias significativas que van a existir al elegir unas
variables antes que otras, tienen que ver con evitar (o agregar) ciertas caracteristicas que surgen
durante el procedimiento, como por ejemplo, la reducibilidad en la teoria.

Con base en el razonamiento previo, en este anélisis hamiltoniano de la teoria de Pontryagin
se van a realizar los calculos posteriores considerando la hamiltoniana canénica como en (3.5.3),
y mas adelante se hard una comparaciéon con los resultados presentados en [15], donde se hace
uso de (3.5.2). En otras palabras, en este capitulo se realiza el estudio de la teoria de Pontryagin
eligiendo el conjunto de variables canonicas (A, A;) que es distinto al que se ha empleado en la
literatura (Ag, I1Y) para definir a la hamiltoniana canénica. Entonces, una vez que se ha calculado
He = Heo[Ap, Ai], se define la hamiltoniana primaria

Hy: = HC[AO;Ai] +/ [UO(bO + ulqbl] d3x (354)
= / [k (0;A0) Fji, €% 4+ uoIl® + w; (II' — kFyy, €%9%)] dPa, (3.5.5)

con (ug,u;) los multiplicadores de Lagrange y (¢, ¢%) las restricciones primarias. Note que una vez
construido Hi, en los calculos posteriores ya no sera posible realizar cambios entre las variables
canoénicas que definen a Hg, es decir, Ho se debe mantener fija con respecto a las variables elegidas
para representarla.
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3.6. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias

Ya que se ha obtenido la hamiltoniana primaria, el siguiente paso es comprobar que las restric-
ciones primarias satisfacen las condiciones de consistencia, esto es, que no cambien con el tiempo,

o = {¢t, Hy} =~ 0. (3.6.1)

Cabe notar que al realizar el célculo directo de las ecuaciones (3.6.1), se podran encontrar de forma
explicita las restricciones secundarias, en caso de que las haya. Entonces, tomando en cuenta que
los paréntesis de Poisson fundamentales para esta teoria estan dados por*

{A,, (2%, 2), I (2°, 1)} = 616%(F — ) = 6.6°(x — y), (36.2)
{Au (2%, 2), A, (2%, 9)} = 0, (3.6.3)
{I(2”, 2), I («°, )} = 0. (3.6.4)

Para la primer restricciéon primaria

wmzw%wm=éfuwmﬂm»
=Afuwﬂd+éfwmw@%+éfwmww}

= [ &3y {II° k (8;Ap) Fj, E°9F
A y {1, 5 (8 Ag) Fyy, 0%} 565)

= K/ dgy ij éOijk{HO,aiAo}
%

= m/ >y Fjy, £%9%9,8% (x — y)
)

= k0; Fyy, %% =0,

se tienen las conocidas identidades de Bianchi, que son idénticamente igual a cero. En este resultado,
si en vez de usar (3.5.3), se hace uso de (3.5.2) para definir a Hc, se obtiene una restriccion
secundaria, ver [15]. De manera que, esta primer condicién de consistencia permite observar que la
eleccion de variables dinamicas, para definir la hamiltoniana canénica, no s6lo modifica Hg, sino
también los resultados que se van a obtener durante el analisis hamiltoniano. No obstante, aunque
en este andlisis de Pontryagin no se haya obtenido una restricciéon secundaria y en la literatura [15]
si, la dindmica de la teoria de Pontryagin va a seguir siendo la misma. En general, aunque algunas
de las expresiones que se obtengan en este andlisis hamiltoniano de Pontryagin se vean modificadas,
con respecto a las que se obtienen en [15], los resultados fundamentales que presenta la teoria de
Pontryagin no van a cambiar, lo cual se podra ver con més detalle en el capitulo siguiente.

4Estos paréntesis de Poisson fundamentales se obtienen empleando la definicion dada en el capitulo 2 para los
paréntesis de Poisson en sistemas continuos, (2.3.1) o (2.3.2), siendo ahora A, y II¢ las variables canénicas.
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Para las siguientes tres restricciones primarias
o) = {0(@). 1) = [ dy (6@ a0}
— [y (6ot + [ Pyun(o )+ [y uifel. o)
b pX b

= / d3y {Hl — Hij éOljk, K (&Ao) ij §0i‘jk + UiHi — Iiuiij §Oijk}
=

/ &y [{Hl,ij}n Vijk (8; Ao — ug) — {ij’Hi}Hui &:Oljk] (3.6.6)
)

K/ d3y [28%% (9;Ag — ;) 9;61,6° (x — y) — 2u; £99%9;016% (v — y)]
)

= n/ d3y 28%9 [(9; Ao — wi) 9;6° (z — y) +w;0;6° (z — y)]
b
= 2K éOlijajaiAo = 0,

el resultado también es igual a cero, lo cual se debe al hecho de que &% es completamente
antisimétrico y a que las derivadas parciales conmutan. En este cilculo, aunque se hayan elegido
otras variables canoénicas para definir a la hamiltoniana H¢, el resultado sigue siendo igual al que
se obtiene en la literatura (tomando el caso abeliano), ver [15].

Como se cumplen las condiciones de consistencia de manera directa, se concluye que el sistema
no presenta restricciones secundarias. También se observa que ningin multiplicador de Lagrange
pudo ser determinado, lo cual es un primer indicio de que la teoria presenta transformaciones de
norma.

3.7. Restricciones de primera y segunda clase

Ahora que se han encontrado todas las restricciones, 4 primarias y ninguna secundaria, un total
de 4 restricciones, se procede a separarlas entre de primera y segunda clase. Haciendo uso de los
paréntesis de Poisson fundamentales, dados por (3.6.2), (3.6.3) y (3.6.4), los paréntesis de Poisson
entre todas las restricciones estan dados como sigue:

a) {¢%,¢°} =~ 0, ya que ¢° s6lo depende de I1°.
b) {¢°,¢'} = 0, ya que ¢° solo depende de II' y ¢! de (4;,I17).
c)
{¢l,¢k} — {Hl _ "{sz §0l7‘J,Hk _ K/Fij é:()kzj}
— {l—Il7 —HFi‘ é:Ok’Lj} + {_KZFW (C::Olij7 Hk}
— R {II, Fy} 29— (B, Tk} 200
= —2K éOkij(?ié;éS(:r —y) — 2K 501”5'1-5?53@ —v)
=2k [éom‘l + EO“k] 0:6%(x — )
~ 0.

De manera que, al construir la matriz W cuyas componentes corresponden a los paréntesis de
Poisson entre todas las restricciones,

W= (W) = ({¢"¢"}), (3.7.1)

y recordando que la nulidad y el rango de W van a indicar el nimero de restricciones de primera
y segunda clase que se esperan, respectivamente, se tiene
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Py) oy *(y)  PP(y)

@) ({0 6°) {0} {°.6°) {80 ¢°)
oo 0@ [ {080 {60 {06 {0)0%)
) | {2.6°) {0701} {%6°) {07 ¢°)
&) \{6%6°) {6%6') {6567} {¢% 0%} (3.7.2)
0 0 0 O
oo o0 o0
“10 0 0 O
0 0 0 O

Asi, a partir de (3.7.2), se tiene que el Rango(W) = 0 y la Nulidad(W') = 4, por lo cual todas las
restricciones que se esperan son de primera clase. Ademaés, fijandose en las componentes de W,

{¢"(2),0"(y)} =0,  Vu,v=0,1,2,3, (3.7.3)

se concluye que las 4 restricciones de primera clase estan dadas por las 4 restricciones primarias,

A =T~ 0 (3.7.4)

A= — kFyy, %% x 0, (3.7.5)
lo cual se puede comprobar al calcular los vectores nulos de W, que corresponden a los vectores

V1 = (1,0,0,0)(53(1’ - y)7 V2 = (07 170,0)63(1’ - y)7

3.7.6
V3 =1(0,0,1,008%(x —y), V*=(0,0,0,1)6(z —y), (3.7:6)

y realizar las contracciones con el vector de restricciones primarias ® = (¢°, ¢', ¢2, $*), de manera
que se obtendran las restricciones de primera clase (3.7.4) y (3.7.5).

Cabe mencionar que, debido a que en este anélisis hamiltoniano de Pontryagin no se obtuvieron
restricciones secundarias, los tinicos paréntesis de Poisson a calcular son los de las restricciones
primarias ({¢*, ¢”}). Entonces, a diferencia de lo que sucede en la literatura [15] tomando en
cuenta el caso abeliano, donde hay una restriccién secundaria, en esta situaciéon no es necesario
realizar otros célculos, como por ejemplo, los paréntesis de Poisson de las resticciones primarias
con la secundarias, puesto que no hay restricciones secundarias.

3.8. Grados de libertad

Una vez hecha la separacién de restricciones correctamente, se procede a realizar el conteo de
grados de libertad, que recordando del Capitulo 1, se calcula como sigue

1 Numero total de Numero de restricciones
GL = - . . —2 X :
2 variables canénicas de primera clase

(3.8.1)

Numero de restricciones de
segunda clase originales ’

Entonces, para la teoria de Pontryagin abeliano,
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GLpy = % 18— 2(4) — 0] = 0, (3.8.2)

un resultado que manifiesta el hecho de que la teoria es topoldgica y por ende no presenta dinamica.
Ademaés, con este resultado se puede concluir que la teoria no presenta reducibilidad, es decir, todas
las restricciones obtenidas son independientes entre si. Cabe notar que una de las razones por las
cuales no hay reducibilidad se debe al hecho de que no hubo ninguna restricciéon secundaria, algo
que si ocurre en la literatura [15] (tomando el caso abeliano), donde hay una restriccion secundaria
y reducibilidad, de manera que la razén por la cual existe tal diferencia entre ambos anélisis se
puede asociar a la forma en que se define H, esto es, a la distinta eleccion del conjunto de variables
canoénicas empleadas para representar a He, ya que las restricciones secundarias son consecuencia
de que se cumplan las condiciones de consistencia, donde se emplea explicitamente la hamiltoniana
canoénica.

3.9. Hamiltoniana y accién extendida
Como siguiente paso, se van a definir y calcular la accién y hamiltoniana extendidas, que
dan la evoluciéon dindmica completa del sistema hasta cuatro funciones arbitrarias, debido a los

cuatro multiplicadores de Lagrange que no pudieron ser determinados. La accién extendida es por
definicion

SE[Aa, TIY Ao, Ai] = / d'z (HOAO + I A; — He — Mo — )\Hi)
M

(3.9.1)
= / d4.’17 (HOAO + HZAl — KR (81140) ij éOijk — )\Q’YO — )\l’yz) 5
M
donde se indentifica a la hamiltoniana extendida
Hgp = / A3z (H (0; Ao) Fyy gOiik 4 )\o”yo + )\i’)/i) . (3.9.2)
by

Cabe notar que, si se integra por partes el primer término de (3.9.2) y se toma en cuenta que los
términos de superficie se anulan, entonces,

Hp=— / Pz (kA0 Fjk €%9% — Xoy® — Niy') + / d*20; (kAo Fji £99F)

= = (3.9.3)

= [ @200+ 2.
%

observando asi que Hg se compone unicamente por una combinacién lineal de restricciones de
primera clase.
Realizando la variacion de la accion (3.9.1) e igualando a cero,

6SE = / Az Ag + 6TI° Ag + TI'6 A; + STI' A; — k3 (0;Ag) Fjy, 0%
M

— K (8ZA0) 5FJk §0ijk — )\05’}/0 — 5)\0’}/0 — )\2(5’}/1 — 5Az’yl] (394)

:0,

desarrollando las variaciones, agrupando términos semejantes e integrando por partes, tomando en
cuenta que los términos de superficie se anulan, se tiene,
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55 — /M dr [(n@iij 0ijk _ ﬂo) 5Ag + (2538%‘)\3' 20k _ Hk) SA;

(Ao = X0) 810 4 (Ag = Ak ) 6T — 4253 — 7450 (3.9.5)
= ()7
asi, las ecuaciones de movimiento son:
§Ag : TI° = k0 Fyy, %% (3.9.6)
§Ay : TIF = 2k;\; E0UF (3.9.7)
S : Ag= )Xo (3.9.8)
Sk o Ay =M (3.9.9)
o : =0 (3.9.10)
e A =0, (3.9.11)

que en principio, aunque son mateméticamente distintas a las ecuaciones de Euler-Lagrange (3.1.5),
son fisicamente equivalentes, es decir, la interpretaciéon de ambos conjuntos de ecuaciones propor-
ciona la misma informacion sobre la dindmica que la teoria de Pontryagin. En el capitulo siguiente
se realizara una breve comparacién entre las ecuaciones de movimiento obtenidas en esta sec-
cion, donde se emplea (3.5.3) y las que se obtienen en la literatura [15], donde se emplea (3.5.2),
observando que la principal diferencia se deberd a la restriccion secundaria que se obtiene en [15].

3.10. Transformaciones de norma

Encontradas las ecuaciones de movimiento, el ultimo paso es calcular las transformaciones de
norma que mantienen invariantes estas ecuaciones. Haciendo uso del formalismo de Castellani®, se
puede definir el generador de estas transformaciones, en términos de las restricciones de primera
clase, como sigue,

Gi= [ @yleatwn @] = [ & [olwn) + =00 )] (3.10.1)
> )
= / d*y [0l + &; (II" — K Fji £99%)] . (3.10.2)
P

De manera que, las transformaciones de norma son,

Ag = Ao = An + 04, (3.10.3)
I — I'* = I* + 611, (3.10.4)
donde
6Ao(z) = {Ao(2), G} = /ngy 0{Ao(z), 1(y)} = eo(2) = o (3.10.5)
5AJ(Z') = {A](x),G} = /Edgy €Z{AJ(I),HZ(y)} = €j($) =& (3106)
oY (z) = {11%(2),G} =0 (3.10.7)
ST () = {Il (x), G} = / By e{TV (2), —kFip(y) E%F) = 2k 89k (3.10.8)
by

5Para més informacion ver [19)].
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Si ahora se define,

gg = 305 = 806
Ej 1= 6j5,

entonces, a partir de (3.10.5) y (3.10.6), los campos A, se van a transformar como

Aq = Ay = Ag + Oqe. (3.10.9)

Note que este cambio también hace que dII* = 0, es decir, II'" = I1*.
Adicionalmente, como se desea hacer evidente el hecho de que la teoria es invariante bajo
difeomorfismos, los parametros de norma se pueden definir directamente como,

Ep = £79A0 (31010)
gj = £94;, (3.10.11)

siendo £y la derivada de Lie a lo largo de un campo vectorial ¥ arbitrario. Entonces, las transfor-
maciones de norma de los campos A, toman la forma,

Ay = Ao = Ay + £9Aq, (3.10.12)

con lo cual se puede concluir que los difeomorfismos son una simetria intrinseca de la teoria de
Pontryagin, caracteristica que comparte con la teoria de Chern-Simons y, atin mas, con Relatividad
General. En el capitulo siguiente se verd que a pesar de que en la literatura [15] se obtiene una
restriccién secundaria, que también es de primera clase y por lo cual el generador de las transfor-
maciones de norma tendra una restricciéon extra, las transformaciones de norma que se encuentran
en esta seccion van a ser iguales a las que se obtienen en [15] (tomando en cuenta el caso abeliano),
debido a que uno puede redefinir los pardmetros de norma a conveniencia.
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Capitulo 4

Pontryagin: Reducible vs Irreducible

En este capitulo se va a realizar una comparacién entre los resultados principales del anélisis
hamiltoniano de Pontryagin reportado en [15], tomando en cuenta que se estd en el caso abeliano,
y los obtenidos en el Capitulo 3 de esta tesis. Ya que ambos andlisis corresponden a la teoria de
Pontryagin, para poder diferenciarlos se les llamara “Pontryagin reducible” (Po(g)) y “Pontryagin
irreducible” (Po(r)), respectivamente. Tales etiquetas se deben a la caracteristica de principal
interés en esta tesis, es decir, si la teoria presenta o no reducibilidad.

4.1. Comparacién Pontryagin

En un comienzo, los resultados de ambos desarrollos son similiares. Partiendo de la accién de
Pontryagin abeliana en 4 dimensiones

SpolAl :/f/M(F/\F), (4.1.1)

se puede obtener su correspondiente densidad lagrangiana, que una vez realizada la descomposicién
3+1, esta dada por:

Epo =K (60141' - 8LA0) ij émjk. (4.1.2)

Siguiendo con el calculo de la matriz hessiana,

H= O*Lro -0 (4.1.3)
T\ 0(0040)0(00A5) ) — o

se llega a la conclusion de que dicha teoria es singular. Ademas, observando que la Nulidad(H) = 4,
entonces se esperan 4 restricciones primarias, que al obtener los momentos canénicos,

OLp
0 p— 70 P—
II" = 2 (90 Ay) 0 (4.1.4)
y
= a?goix Ly = Fi £, (4.1.5)

se pueden definir como:
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¢ =T~ 0 (4.1.6)

¢ =T0" — kFj %% ~ 0, (4.1.7)

las cuales cumplen con las condiciones de regularidad,

O+
Rango (8(145#21_‘[”)) = cte = 4. (418)

Obtenidas las restricciones primarias, se procede a definir la hamiltoniana canénica
He[Ag, A, TI°, IT7) = / P (HQAQ - LPO). (4.1.9)
b

donde, sustituyendo la densidad lagrangiana L p, (4.1.2) en (4.1.9) y haciendo uso de las definiciones
de los momentos, (4.1.4) y (4.1.5), para simplificar, se tendra que la funciéon H¢ solo va a depender
explicitamente de algunas variables canénicas.

En particular, cuando se emplea la segunda relacion (4.1.5), IT* = nijffOijk = 2&8]-A;€§0ijk, He
(4.1.9) se podré expresar por medio de dos conjuntos de variables canoénicas distintos, dependiendo
si uno elige quedarse con los momentos II' o con los campos A;. Por lo que se tendrdn dos
hamiltonianas canoénicas equivalentes dependiendo de la eleccion realizada (tomando en cuenta
también que por la relacion (4.1.4), I1I° = 0):

1. Eligiendo IT': Ho[Ag, A;, 1%, IT!] — Hc[Ap, IT con

ﬁc[Ao, Hl] = / d3£L' (874140) Hl = 7/ dSI'AO (&H’) 5 (4110)
b b
la cual corresponde a la hamiltoniana canoénica reportada en la literatura [15]. Y donde se
muestra que la teoria presenta reducibilidad. Como se coment6 inicialmente, el anélisis de
la teoria de Pontryagin realizado a partir de esta eleccién de variables canoénicas, es decir, el
reportado en la literatura [15], se denominaré “Pontryagin reducible”, Pop).

2. Eligiendo A;: Hco[Ap, A;, 1Y, 11Y] — Hc[Ag, Aj] con
HelAo, As] = /Z B [HOAO FITA; — K (B0 A; — 8;Ao) Fi 501'3"6}
= /,: &Pz [HOAO + (" — kFji 8%9%) A; + £k (8;Ao) Fik a*”jﬂ (4.1.11)
= Ii/zd3$ (0;Ao) Fj goiik

donde esta segunda eleccion de las variables canodnicas, a partir de la definiciéon de los mo-
mentos, es la propuesta en este trabajo de tesis. A estas variables se les llamara: variables
candnicas propuestas para diferenciarlas de las reportadas en la literatura [15]. De manera
similar, como se coment¢ inicialmente, el anélisis de la teoria de Pontryagin realizado a partir
de esta eleccion de variables canoénicas, es decir, el que se realizé en el capitulo anterior, se
denominara “Pontryagin irreducible”, Po(y).

La razén por la cual es necesario enfatizar qué variables se eligen para definir a Ho en cada uno
de los dos anélisis de Pontryagin (Po(r)y y Po(r), ver Tabla 4.1, se debe a que por medio de esta
eleccion de variables, el estudio de la teoria va a presentar cambios relevantes que en principio no

37



CAPITULO 4. PONTRYAGIN: REDUCIBLE VS IRREDUCIBLE
4.1. COMPARACION PONTRYAGIN

modifican la dindmica del sistema, es decir, los resultados fisicos de ambos desarrollos van a ser
equivalentes, como se vera a continuacién, y la diferencia significativa se va a presentar en ciertas
caracteristicas que pueden o no aparecer en la teoria, como la reducibilidad, lo cual tnicamente
ayuda a simplificar el andlisis hamiltoniano y las expresiones resultantes.

Pontryagin reducible Pop) Pontryagin irreducible Po(

HC[A(hHi} = —/ dSI'AO ((‘ZH’) HC[A(),AZ'} = Ii/ d?’x (&AO) ij§0ijk
2 b))

Tabla 4.1: Hamiltoniana canénica

Entonces, considerando las dos formas que puede tomar H¢, para cada anélisis se define su corres-
pondiente hamiltoniana primaria, dada por:

Hy := He + / Pz [uod” + ui¢'] (4.1.12)
P

recordando que para cada uno de los anélisis, Po(r) y Po(r), la hamiltoniana canénica se mantiene
fija respecto a las variables canoénicas que la definen. Asi, construida la funcién Hy, se procede a
verificar las condiciones de consistencia

¢" = {¢%, H1} = 0. (4.1.13)

Con base en los resultados presentados en [15], se obtiene que en Po(p) hay una restricciéon se-
cundaria, mientras que en Po(;y no hay, ver ecuacién (3.6.5). Asimismo, ningin multiplicador de
Lagrange pudo ser determinado en los dos casos. A partir de estos resultados se tiene la primer
diferencia relevante entre ambos desarrollos, consecuencia de la eleccién de variables candnicas para
definir a He en cada caso, ver Tabla 4.2. Cabe notar que, como en Po(g) hay una restriccién secun-
daria v, es necesario definir la hamiltoniana secundaria Hy := Hy + fz d3z wp y comprobar que 1
cumple con las condiciones de consistencia', ademéas de que, en general, se agrega una restricciéon
més al sistema?. Por otro lado, en Po(ry ya no es necesario realizar mas calculos, puesto que las
condiciones de consistencia para las restricciones primarias ¢° y ¢ se satisfacen directamente, de
manera que no hay restricciones secundarias.

Pontryagin reducible Pop) Pontryagin irreducible Po(;
Y=ol ~ 0 Ninguna

Tabla 4.2: Restricciones secundarias

Una vez que se ha comprobado que todas las restricciones (primarias y secundarias que se hayan
encontrado) cumplen con las condiciones de consistencia, se prosigue a separarlas entre de primera
y segunda clase, ver Tabla 4.3. A pesar de que en Po(g) se obtuvo una restriccién secundaria,
mientras que en Po(p) no hay, ambos anélisis concuerdan en que todas sus restricciones son de
primera clase, es decir, todas van a ser generadoras de transformaciones de norma. Cabe notar que
al no haber podido determinar ningtin multiplicador de Lagrange, ya se podia intuir que la teoria
no iba a presentar restricciones de segunda clase.

1En [15] se puede ver que la restriccion secundaria 1 cumple con las condiciones de consistencia de manera
directa, es decir, no se determinan multiplicadores de Lagrange ni se encuentran mas restricciones secundarias.
2 Aunque en Po(r) aparezcan mas restricciones, puede que estas no sean independientes de las primeras.
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Pontryagin reducible Pog) I Pontryagin irreducible Po(p
Restricciones de primera clase
1’ =9 0_ 40
i i =9
V=9 V= ¢
Y=¢

Restricciones de segunda clase
Ninguna

Tabla 4.3: Restricciones de primera y segunda clase

Hecha la separacion entre las restricciones, es posible realizar un conteo preliminar de los grados
de libertad. Como se observa en la Tabla 4.4, en Po(g) el conteo preliminar resulta inconsistente,
lo cual quiere decir que las 5 restricciones obtenidas no son del todo independientes, en otras
palabras, el sistema presenta reducibilidad, por lo cual es necesario buscar aquellas restricciones
que dependen funcionalmente de las demés. En general, la reducibilidad es un problema dificil
de resolver cuando estd presente en cualquier teoria, ya que el algoritmo de Dirac-Bergmann no
determina cémo estd dada la relaciéon entre las restricciones dependientes e independientes que
provocan esta caracteristica, sino que tales relaciones se buscan “a mano”, con el riesgo de que
puedan no encontrarse debido a la complejidad de la teoria estudiada, por lo cual es preferente evitar
que el sistema presente este tipo de caracteristica. En caso de que se encuentren tales relaciones,
como ocurre en Pogr) donde se tiene que la restriccion dependiente es la restriccion secundaria
1) =: v, al realizar el conteo de grados de libertad no se toma en cuenta el nimero de restricciones
dependientes; sin embargo, en caso de que no se encuentren las relaciones entre restricciones que
provocan la reducibilidad, el conteo de grados de libertad no podra ser determinado correctamente,
puesto que se require determinar todas las restricciones de primera y segunda clase independientes.

Fijandose ahora en Po(ry, la reducibilidad no esta presente, lo cual en principio es consecuencia
de que no hubieran restricciones secundarias durante el cédlculo de las condiciones de consistencia,
y este hecho inicialmente se debe a la forma en que se defini6 la hamiltoniana canénica, pues al
elegir las variables adecudas para presentarla, (Ao, 4;), la teoria ya no presenta tal caracteristica.
Este es uno de los resultados que méas beneficia al analisis seguido por este camino, ya que no es
necesario buscar de entre todas las restricciones aquellas que sean dependientes, es decir, presenta
ventaja frente al andlisis Po(g) que se realiza definiendo a la hamiltoniana canénica por medio de
las variables (A, IT%).

Pontryagin reducible Pog) I Pontryagin irreducible Po(p
Conteo de grados de libertad preliminar
1 1
D.OF. = (8-2(5)~0) = -1 D.OF.=5(8-2(4)~0)=0
Reducibilidad
v =0; No hay

Conteo de grados de libertad
1
D.O.F. = 3 (8—2(4)-0)=0

Tabla 4.4: Grados de libertad y reducibilidad

Para continuar, una vez que el conteo de grados de libertad resulta consistente, se procede a
definir la hamiltoniana extendida del sistema, que en ambos desarrollos se encuentra compuesta
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por su correspondiente hamiltoniana canénica y una combinacién lineal de sus correspondientes
restricciones de primera clase,

Hp:=Hc +/ a3z [MeyT]. (4.1.14)
%

Cabe notar que en ambos casos, al integrar por partes la hamiltoniana canénica Ho y tomar en
cuenta que en la frontera de la variedad los términos de superficie se anulan, se puede observar
que Hpg se expresa como la integral de una combinacién lineal de restricciones de primera clase,
ver Tabla 4.5. De igual manera, se observa que la diferencia entre ambas hamiltonianas extendidas
tiene que ver con las variables que se eligieron para definir a He y con la restriccion secundaria
que se encontr6 en Po gy, mientras que en Po(;y no hubo ninguna.

Pontryagin reducible Pog) Pontryagin irreducible Po(

Hp = / Pz [—Aoy + X0’ + XY + M) Hp = / &z A" + Ai7']
> s

Tabla 4.5: Hamiltoniana extendida

Entonces, a partir de la hamiltoniana extendida, recordando que es la funcion generadora de
evoluciéon temporal, o ya sea realizando la variacién de la acciéon extendida,

Sp[Aa, 1Y, N's] :/

[Aana - HE] , (4.1.15)
M

e igualando a cero, se obtienen las ecuaciones de movimiento de la teorfa para los dos caminos Pog)
y Po(ry, ver Tabla 4.6, que son bastante similiares. Una ventaja a destacar por parte de Po(yy, es
que a partir de las ecuaciones de movimiento es mas evidente el hecho de que la teoria no presenta
dindmica, ya que la evolucién temporal de las variables canonicas A, esta dada directamente por los
multiplicadores de Lagrange A\, que son funciones arbitrarias, lo cual también hace notar el hecho
de que la teoria presenta transformaciones de norma, de manera que si no se hubiera realizado
el conteo de grados de libertad explicitamente, ain asi se hubiera llegado al mismo resultado
D.O.F. = 0 por medio de las ecuaciones de movimiento. Por otro lado, aunque ambos conjuntos
de ecuaciones de movimiento resulten parcialmente distintos, la dindmica no deja de ser la misma,
es decir, a partir de las ecuaciones de movimiento obtenidas en Po(gy y Po() se puede llegar a la
misma conclusién de que la teorfa de Pontryagin no presenta dinamica, simplemente que en Por)
es mas sencillo de ver por lo comentado anteriormente.

Pontryagin reducible Pop) Pontryagin irreducible Po(
Ay: TI°= . .
0 . K . AO : HO = Iiaiij é:O”k
Ak : Hk = 2H8i/\j e’::O”k ~k ~0ijk
. Ak : 1" = 2/@81-)\j g
HQ : Ao = )\0 .
M Ay =0, (Ag— A) + A fos Ao =2
: = —A)+ .
/\k ) l(c) _ Ok ( 0 ) b Hk : Ak = )\k
0 7= X: =0
. kE _
>\k : Y= 0 k
A =0
A v=0

Tabla 4.6: Ecuaciones de movimiento
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Como se ha ido comentando, debido a que todas las restricciones que presenta la teoria son de
primera clase, entonces son funciones generadoras de transformaciones de norma, de manera que
se puede definir el generador de tales transformaciones por medio del formalismo de Castellani.
Entonces, a partir de la Tabla 4.7 se puede observar que los generadores G de ambos desarrollos
difieren por la restriccién secundaria + encontrada en Pogy y por el pardmetro de norma que
acompaiia a la restriccion v°. Por otra parte, aunque la restriccién v no es independiente de las
demés restricciones y al momento de realizar el conteo de grados se libertad no se toma en cuenta,
para definir el generador G si se considera.

Pontryagin reducible Pog) Pontryagin irreducible Po(p

G= / &z [oeoy’ + e’ + €] G= / &’z [e07” + e7']
) )

Tabla 4.7: Generador de transformaciones de norma

Debido a las diferencias que existe entre los generadores G, las transformaciones de norma en
Po(r) y Po(ry resultan parcialmente diferentes para los campos Ag y Aj;, sin embargo, como los
parametros de norma se pueden redefinir a conveniencia, se puede llegar a una expresion igual
para las transformacion de norma en ambos desarrollos, ver Tabla 4.8, ademés de hacer notar que
estas transformaciones son muy similares a las que se encuentran en la teoria de Chern-Simons y
Electrodindmica.

Pontryagin reducible Pog) I Pontryagin irreducible Po(
Transformaciones de norma
A, — A=A, + 064,
o* — " =1+ 4 s1*

6 Ay = Ddoeo 0Ayg = €9
0A; =¢e; — Oie 0A; = ¢
S’ =0 S’ =0
ST = 2ﬁ§0ijk8j5k ST = QRéOijkajek
Eleccion de pardmetros de norma
gg=¢ o = Ope
€; = 20 i = O

Transformaciones de norma reescritas
A
Ay —= A=A+ 0ue
m* — " =1+

Tabla 4.8: Transformaciones de norma

Siguiendo la idea previa de redefinir los parametros de norma a conveniencia, se hace notar que
ambos desarrollos Pory y Po(ry también coinciden en que la teorfa presenta invarianza bajo di-
feomorfismos, ver Tabla 4.9, caracteristica que comparte con Chern-Simons y Relatividad General.
Cabe notar que en Po(r) la redefinicion de parametros de norma es mas sencilla, pues se eligen
directamente los difeomorfismos, mientas que en Po(g) fue necesario buscar como redefinir los pa-
rametros de norma, para que al sustituir en las transformaciones de norma para los campos Ag y
Aj; se obtuvieran los difeomorfismos. Es decir, en Po(gy se requirié de més célculos, a diferencia de
Po(ry donde los resultados son directos.
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H
Pontryagin reducible Pog) Pontryagin irreducible Po(p
8 Ao = Opeg 0Ap = €9
0A; = ¢; — O;e 0A; = ¢
S’ =0 SI° =0
ST = 2kE09% ¢y, ST = 2kE%9% ;¢

Eleccion de pardametros de norma

0T — £,4
e = O, €0 = £9do

E; = £19Al
e=—9"A,

Difeomorfismos
A, = A=A+ 04, =4,+ £5A,

Tabla 4.9: Invarianza bajo difeomorfismos

A partir de estos dltimos dos resultados, las ecuaciones de movimiento y las transformaciones
de norma, se confirma lo que se comenté en el capitulo pasado, es decir, que a pesar de que en
Po(ry se defini6 la hamiltoniana canénica por medio de variables diferentes a las empleadas en
Po(gy, y en consecuencia no se obtuvieron restricciones secundarias ni reducibilidad, la dindmica
sigue siendo la misma en ambos desarrollos, la ventaja es que en Po(;y, ademés de no obtener
reducibilidad, los resultados (ecuaciones de movimiento y transformaciones de norma) son maés
directos y quedan expresiones més simples que en Po(g). Para finalizar, en la Tabla 4.10 se resumen
todos los resultados anteriormente presentados y comentados, con el fin de que se pueda visualizar
con detalle y de manera general cada una de las diferencias y similitudes representativas entre
ambos analisis realizados Po(ry y Po(g) para estudiar la teoria de Pontryagin.

42



CAPITULO 4. PONTRYAGIN: REDUCIBLE VS IRREDUCIBLE
4.1. COMPARACION PONTRYAGIN

Pontryagin reducible Pog) I Pontryagin irreducible Po(

Densidad B N  0ijk
lagrangiana Lpo = k(Do Ai — 9;Ao) Fji, €
Restricciones " =TI"~0
primarias d)i T — K Fj 20ijk
Hamiltoniana 0 3 i HelAo, Ai] =
canonica He[Ao, 1] = = [5 d*z 4o (O:11') K [y d3x (0;Ag) Fjpe®d*
Restricciones i .
secundarias Y=ol ~ 0 Ninguna
0 0
V=9
Primera Y ’YO = ¢O
clase V=09 i g
Y=
Segunda Ninguna
clase
Reducibilidad v =0y No hay
Hamiltoniana Hp = B 5 o N
extendida fz Bz [_Aw + 207" + i+ )\7] Hp = fz d°x [)\07 + Ay ]
L1710 —
jO - Hk -7 P 0ijk AO . HO = n@iij &:Oijk
I =2 7')\‘ 5 R . ..
LTI Ap TP = 250, 200
Ecuaciones I : /.10 = Ao My : Ao = A
de HkIAk:ak(Ao—)\)-i-)\k .
movimiento 0 I, : A = M\
M:7 =0 0
Ay =0
M YF =0 i
Ay =0 A :iy" =0
Generador

de transfor-
maciones de

G = [ Bz [e07° + 7' + 7]

G = [g Bz [e07° +&7]

norma
Ay — A+ 64, Ay — A+ 04,
" — I1* + 611# Im» — 11" + 611#
5A0 = 0060 5A0 =¢&o
Tr{inSfor(r;a_ 0A; = ¢; — O;e €9 =¢€ 0A; = ¢ g0 = Ooe
ciones de 0 _ o9, 0 _ _ 5
norma. 51'[.—0 ) g; = 20;e 51'['—0 ) g = Oie
ST = 2K§0mk8j8k STIE = 2K§02jk8j5k
Ay — A+ 0, Ay — Ay 4 0pue
" — I+ I — 11
0Ag = eg 0Ag = gg
Eop=¢
0A;i =¢; — 0, 04 =& =
Lvarianga 0 € € = E, 0 € g0 = £y Ao
bajo difeo- oI =0 = —9*A oI =0 € = Lo A
morfismos STIE = 2n§0ijk8j€k a STI = 2/ﬁ?§0ijkaj€k

A, — A+ £9A,

A, = Ay + £9A,

Tabla 4.10: Comparacion entre los resultados principales de Po(gy y Po(r)
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Capitulo 5

Teorias BF abelianas

Las teorias BF se caracterizan por ser teorias del tipo topologicas, en el sentido de que carecen
de grados de libertad locales, ademés de que son las tnicas teorias conocidas de este tipo que
pueden ser definidas sobre una variedad M de dimensién arbitraria. Una de las razones por las
cuales merece prestarles atencién a estas teorias es su estrecha relacién con otras teorias de campo
bastante conocidas, en principio, porque varias pueden ser escritas como una de tipo BF, por
ejemplo: Maxwell [20], Chern-Simons y Pontryagin [15], Yang-Mills [22, 23] y Relatividad General.
Para esta ultima, ademas de poder escribirla como una teoria tipo BF, formulacién de Plebanski
[24] o de Macdowell-Mansouri [25], también comparte ciertas propiedades con las teorias BF, esto
es, la invarianza bajo difeomorfismos y la independencia del espacio-tiempo de fondo, de manera que
el estudio de las teorias BF puede ser usado para comenzar a entender dos simetrias fundamentales
que presenta Relatividad General.

5.1. Teoria BF

En esta secciéon se va a estudiar la teoria BF siguiendo las ideas previas expuestas en el capitulo
3 con la teoria de Pontryagin. Es decir, a partir de las relaciones entre variables dinamicas, que
se obtienen cuando se definen los momentos canénicos, se propone un nuevo conjunto de variables
canonicas diferentes a las empleadas en la literatura [16] para definir a la hamiltoniana canénica,
con el proposito de verificar si realizando este cambio la teoria BF deja de presentar reducibilidad,
como sucedié en Pontryagin, o por el contrario, si tal caracteristica se sigue presentando y analizar
por qué es asi.

5.1.1. La accion

La accién para la teoria BF abeliana en 4 dimensiones es, por definicién

S[B, 4] :/ (BAF), (5.1.1)

M
donde M es una variedad globalmente hiperbdlica de 4 dimensiones, B y A son las variables
dindmicas, siendo B = £B,gdz® A dz” una 2-forma y A = A,dz® una 1-forma. Ademés, de

manera similar a lo acontecido en el capitulo 3, F' corresponde a la forma de curvatura abeliana
de la 1-forma A, es decir,

1
F=dA=gFap dz® A dzP, (5.1.2)
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donde Fp = (VaAg — VgAs) = (0aAs — 0sAa), ya que se estd considerando nuevamente que en
la variedad M se tiene definida una conexiéon V, y ademaés es libre de torsion. Asi, la accién para
esta teoria se expresa como,

1
S[B,A] = Z/ BopFy, dz® AdaP A dz* A dz” (5.1.3)
M
1
- 7/ BopFy, %M d s, (5.1.4)
4 Jm

con d*z = da® A dat A da? Adad y E4PH = (—1)%,/|det gle@PHv.
Realizando la variacion de la accion S[B, A] e igualando a cero,

1
6S[B,A] =6 [ / BogF, &chﬂx}
4 Jm
1
- / diz EP §(BagFou)
4 M
1

= —/ d4JC éaﬁlw [Baﬁ(SF;w + 6Baf3FlW]
4 Jpm

= i / d*z 8P [Bopé (=20, A,) + BasFLu]
M

1 1
_! / 'z 2P [F,6Bas + 20, BagbA,) — - / d'z 8, (2 2P BosdA,)
4 Jpm 4 Jpm

y tomando en cuenta que los términos de superficie se anulan, las ecuaciones de movimiento resul-
tantes son:

1

Zé‘*ﬂ’“’ F, =0, (5.1.5)
1
55‘*5“” Dy Bas = 0. (5.1.6)

Observe que a diferencia de Pontryagin, las ecuaciones de movimiento en la teoria BF mo son
identidades.

Por otra parte, si se considera que la variedad M puede ser foliada en superficies X tridimen-
sionales a lo largo de un intervalo I, es posible realizar la descomposién 3+1 de la accién,

1
S[B, A = ; /I /Z BogF E°P" dPada®
1 .
= - / / Bag (Fo, £*P% + Fj,, 2°P77) dPxda”
4 1J%
1 , .
= / / Bag (2Fy; £*P% + Fj, £2P9%) d3xda®
I (5.1.7)

1 o .
= / / (2B Foi &M% + 2By Fyj, €°9%) d3zda®
1J%

1 g
=5 / / (BjxFoi + BoiFjx) "9 d3xdx®
I1JY

1 .
5 /]/Z [BOiij + Bjk (80Ai — @AO)] éowkd?)l‘d.’lio,
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donde se identifica a la densidad lagrangiana,

1

£=5

[BoiFjx + Bji, (00 A; — 9;Ag)] E09%. (5.1.8)

A diferencia de lo visto en Pontryagin, donde las variables dinamicas se ven reflejadas directa-
mente en las 4 componentes de una 1-forma A, Ay y A;, en esta teoria se incluyen nuevas variables
dindmicas debido a la 2-forma B, que en principio cuenta con 16 componentes, B,g, pero como
consecuencia de la antisimetria que presentan en sus indices, ya que son las componentes de una
2-forma, se ven reducidas a sélo 6 distintas de cero e independientes, By; y B;;. Por lo que el
ntmero total de variables dinadmicas en esta teoria es igual a 10: Ay, A;, Bo; y Bij.

5.1.2. Matriz hessiana

Una vez obtenida la densidad lagrangiana £, (5.1.8), se procede a realizar el calculo de la matriz
hessiana H, con el propésito de ver si la teoria es singular o regular. Por simplicidad, se usa la
siguiente notacion,

Q ={Qr} = {Ao, Ai, Boj, Bij }, (5.1.9)

esto es, () representa el conjunto de las variables dinamicas en la teoria BF. Asi, la matriz hessiana
se puede escribir como

o%L
H = (Hrr) = (5(30Q1‘) a(@m)) ’ (5.1.10)

siendo una matriz 10 x 10. Observando que en £, (5.1.8), solo aparecen linealmente primeras
derivadas de A; con respecto al pardmetro de evoluciéon temporal z° y no aparece ninguna derivada
de Ay, Byj y B;j con respecto a este mismo pardmetro, entonces todas las componentes de la matriz
hessiana van a ser cero, es decir, H serd la matriz cuadrada cero de orden 10 y por tanto, la teoria
va a ser singular.

5.1.3. Restricciones primarias

Como la matriz hessiana H = 01«10, se tiene que el Rango(H) = 0 y la Nulidad(H) = 10, por
lo cual se esperan 10 restricciones primarias. Calculando los momentos canénicos conjugados

oL
0 __ _
I 3 (00A0) =0, (5.1.11)
oL 1 074
0= gy — 20+ & (5.1.12)
, oL
OJ = =
I 3 0oBo) 0, (5.1.13)
g oL
Y = = =
I 90051 0, (5.1.14)

se observa que en ninguna de las 10 ecuaciones (o relaciones entre variables canénicas) anteriores
es posible despejar las velocidades! A, A;, By; y B;; en términos de los campos y momentos, de
manera que pueden ser asociadas a las 10 restricciones primarias esperadas, es decir

1Se ha definido Aq := 89Aa y Bag := 80Bag-
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¢ =TI ~ 0, (5.1.15)

o m Tl — %Bjk S0k ), (5.1.16)
¢% =% ~ 0, (5.1.17)
¢ =TIV ~ 0. (5.1.18)

5.1.4. Condiciones de regularidad

Encontradas las restricciones primarias ¢°, ¢%, % y ¢/, para ver que estas definen una subvarie-
dad de dimensién constante sobre el espacio fase, se deben verificar las condiciones de regularidad,
bl (¢6 , ¢p0)

0 (Aq, Byy, 1o, TIMv)
cidad en la notacion, al igual que se hizo con Qr, se define P = {PY} = {II° IT°, 1%  1I¥} y
O = {0=} = {¢°, ¢, %, ¢}, con lo cual la matriz jacobiana se puede escribir como una matriz
de bloques,

esto es, que el rango de la matriz jacobiana < sea constante. Por simpli-

Ay A By By m0 I IO Ik
@ [0 0 0 0 1 0 0 0
e o [0 0 0 (=3 0 (§) O 0
<5(QF7PT)> =¢%[ o0 0 o0 0 0o o0 (&) 0 :
#1\0 0 0 0 o 0 o (s

(5.1.19)
notando que su rango, en efecto, es constante e igual a 10, por lo que las restricciones primarias
®= anteriormente encontradas van a definir una subvariedad de dimensién 10 en el espacio fase

(Qr, PY).

5.1.5. Hamiltoniana canénica y primaria

A pesar de no haber podido despejar ninguna de las velocidades Qr en términos de los momentos
Py y campos asociados Qr, donde se ha definido Q = {Qr} = {Ao, 4;, Boj, Bij}, es posible definir
una nueva hamiltoniana H¢o, que se construye de manera similar a la de los sistemas regulares,
pero solo esta bien definida en la superficie de restricciones primarias, conocida como hamiltoniana
canonica,

He = / [H0(80A0) + Hl(aoAl) + Hoj(aoBoj) + Hij(aoBij) - E] . (5]—20)

Ahora, de manera similar a lo que se hizo en el Capitulo 3, antes de calcular a H¢ explicitamente,
es necesario notar lo siguiente. En principio, se puede suponer que la hamiltoniana canénica tiene
la dependencia funcional Ho = Ho[Qr, PY], pero al momento de sustituir £ (5.1.8) en (5.1.20) y
hacer uso de las definiciones de los momentos, (5.1.11) - (5.1.14), para simplificar, se podré observar
que la funcién hamiltoniana no va a depender explicitamente de todas las variables canonicas.
En particular, debido a la segunda relacion (5.1.12), II' = 1 B;;, £%9%, va a ser posible definir a He
por medio de dos conjuntos de variables canénicas diferentes, dependiendo si uno elige quedarse
con los momentos II' o con los campos Bji. Por lo que se tendrdn dos hamiltonianas canénicas
equivalentes dependiendo de la eleccién realizada (tomando en cuenta también que por las demaés
relaciones (5.1.11), (5.1.13) y (5.1.14), se tiene I1Y = 0, I1% = 0, 11 = 0):

1. Eligiendo HiZ HC [A07 Ai, B()j, Bija HO, Hi7 Hoj, H”] — HC [Ao, Ai, Boj, Hl} con,
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. 1 . )
Hc[Ao, Ai, Boj, Hl] / |:—2BQiij gOz]k + H181A0:| dSZZ?

1 (5.1.21)
= —/ |:QB()¢F}]g §Oijk + A061H1:| dBJ},

la cual corresponde a la hamiltoniana canoénica reportada en la literatura [16]. Y donde se
muestra que la teoria BF presenta reducibilidad.

2. Eligiendo BijC HC[Ao, Ai, BQJ,BU,HO Hl HOJ H”} — HC[A(), Ai, BOja Bl.l] con

[Ao, AZ, BOJ, [HO 80A0 + 1" (ao ) =+ Hoj(aoB()j) + H”(E)OB”)

1
BOszk {_::Owk o 5 ik (60 o 814 ) ~Ozgk]d3

1
2
[HO (Do Ag) + ( %Bjk 50”"“> (Do A;)

) (5.1.22)
11% (89 By, ) + 11V (90 Bi;)

+
1 1 -
2B()lF‘ k€ ~0”k + iBjk(aon) f::Oij:| d3$

1
:/[2( Bolek—f—Bjka Ao) 0l]k:| d3

esta segunda elecciéon de las variables canoénicas, a partir de la definiciéon de los momentos,
es la propuesta en este trabajo de tesis. A estas variables se les llamara: variables candnicas
propuestas para diferenciarlas de las reportadas en la literatura [16].

En general, se espera que la diferencia principal que pueda existir al momento de elegir unas
variables candnicas antes que otras para representar a H¢, tenga que ver con ciertas caracteristicas
que se puedan evitar (o agregar) durante el estudio de la teoria por medio del algoritmo de Dirac-
Bergmann, en particular, en este trabajo de tesis es de interés la reducibilidad. Cabe notar que,
al igual que en Pontryagin, la diferente eleccion de las variables candnicas no afectara la dinamica
del sistema.

Entonces, con base a lo comentado anteriormente, mientras que en los desarrollos hechos en la
literatura, ver [16], se define la hamiltoniana canénica como en (5.1.21), en esta tesis se enfoca el
estudio a la teoria BF definiendo a He como en (5.1.22), con el proposito de verificar si ocurre o
no algo similar a lo sucedido en el capitulo 3 con la teoria de Pontryagin, esto es, ver si al construir
a H¢ en términos de ciertas variables canonicas apropiadas (y distintas a las empleadas en la
literatura) desaparece la reducibilidad en la teoria BF.

Asi, a partir de Ho dada por (5.1.22), se define la hamiltoniana primaria,

H1 = Hc[Ao, Ai7B0j7Bij] -+ / [ ’U,(ﬂﬁo -+ Ui¢i -+ U0j¢0j + u”¢>” :I dgl‘, (5123)
con (ug, u;, ugj, u;j) los multiplicadores de Lagrange y (¢, ¢%, %/, ¢'/) las restricciones primarias
dadas por (5.1.15) - (5.1.18).

5.1.6. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias

Ahora que se cuenta con la hamiltoniana primaria, lo que sigue es comprobar que las res-
tricciones primarias cumplan con las condiciones de consistencia, es decir, que no cambien con el
tiempo,
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= = {®% H,} ~0. (5.1.24)

Un resultado directo que proporcionan las condiciones (5.1.24), es que se podran identificar las
restricciones secundarias, en caso de que las haya.
Por simplicidad, en los calculos posteriores se hace uso de los paréntesis de Poisson fundamentales?,

{42, 2),11°(2°, )} = 650°(& — §) = 056°(x — ), (5.1.25)

(B (2°,2), 1177 (a2, )} = = (6067 — 5760) 6%(& — §) = = (8467 — 6568) 8% (x —y),  (5.1.26)

1 1
2 2

con el resto de los paréntesis de Poisson entre las variables dindmicas iguales a cero®. Entonces, las

condiciones de consistencia para cada restriccion estdn dadas como sigue.
Para la primer restriccién primaria, ¢°,

P = (@) ) = [ @y (@ W)
b
= / ddy {Ho,lBjkaiAo éOijk}
5 2
:/d3y {Ho,aiAo}%Bjk guigk (5.1.27)
>

1 .
= /Ed?’y gBjk Yk 9,63 (z — y)
1 .
== 5 éo”kaiBjk ~ O7

lo cual indica que existe una restriccién secundaria definida por:

1 .
V=3 g%k 9, By ~ 0. (5.1.28)

R Y . . .
Observe que la expresion 3 goij kaiBjk ~ 0 tiene la misma forma que una de las ecuaciones de Euler-

Lagrange, (5.1.6) cuando u = 0, pero ahora se encuentra definida en el espacio fase. De manera
que, si por ejemplo, las ecuaciones de movimiento (5.1.6) fueran identidades para los campos Byg,

1
lo cual indicaria que la expresion =& 0y Bag = 0 al ser una identidad, se cumpliria de manera

directa en el espacio de configuraciones y en el espacio fase, entonces no habria una restriccién
secundaria 1, ya que en el calculo de las condiciones de consistencia para la restriccién primaria

#9, la expresion 3 goij k(')iBjk seria idénticamente igual a 0.

Continuando con las restricciones primarias ¢,

2Estos paréntesis de Poisson fundamentales se obtienen empleando la definicion dada en el capitulo 2 para los
paréntesis de Poisson en sistemas continuos, (2.3.1) o (2.3.2), siendo ahora Qr y PY las variables canénicas.
3Los siguientes paréntesis de Poisson fundamentales son iguales a cero:

2%,9)} = 0 = {11°(2°,2), 1 («°, )},
a®,9)} = 0= {II*(2°, 2), 1177 («°, )},
2%, )} = 0= {I*(2°,2), 1°? (°,7)},
2%, 9)} =0 = {I1"" (2%, ), Ag(«°, D)}

{Aa ($va)v BP
{BHV(xovf): IT

™ Q
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B =A@ i) = [ @y 0. )
_ /Edsy {Hl _ %Bjk éOljk, _%BOiij 20ijk +uisHis}
_ _/Ed:sy |:;BOZ' ORI F ) o+ %uis éouk{Bjk,Hz‘S}} (5.1.20)
S /E dy {Bm 20k, 5 53 (x — y) + iu 2O (5757 — 535%) 6%(a — y)}

1 i
= — (8]'301' + 2uij> g0l 0,
se llega a que tres multiplicadores de Lagrange podran ser determinados,
1 g ,
o Ui g%l 5 9, By; %L, (5.1.30)

Siguiendo con las restricciones primarias ¢,

o = {¢™(2), H1} = /Ed?’y {0 (@), Ha ()}
1 ..
- / d*y {11, =2 By, Fij €7}
g 2
- —/ d*y {HO’“,Boz}%Fm g (3131
b
1 ..
- /zdgy 5 Fig 0T8N @ — )

1 ~0kij
255 ]Fiij,

lo cual indica que existen otras tres restricciéon secundarias definidas por:

1 ...
=5 EE, ~o. (5.1.32)

1 g

Observe que ahora las expresiones 3 éOkUFij ~ 0 tienen la misma forma que algunas de las

ecuaciones de Euler-Lagrange, (5.1.5) cuando o = 0y 8 = k, pero estas se encuentran definidas

en el espacio fase. De manera que, si por ejemplo, las ecuaciones de movimiento (5.1.5) fueran
1

identidades para los campos A, lo cual indicaria que la expresiéon —gabuv F,, = 0 al ser una

identidad, se cumpliria de manera directa en el espacio de configuraciones y en el espacio fase,
entonces no habrian tres restricciones secundarias 1!, ya que en el calculo de las condiciones de

consistencia para las restricciones primarias ¢°%, la expresion 5 gotis F;; serfa idénticamente igual
a 0 para todo [.

Finalmente, para las restricciones primarias ¢,
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o = (¢ (z), Hy} = / @By {6"*(2), Ha ()}
. 1 .. . 1 ..
= /Z d*y {11, 5 Bis0iAo £0s 4y, (Hl —5Bjs 50”3)}
1 L.
=/d3y {1, B} 5 (940 — us) €9 (5.1.33)
¥

1 ~0ijs
_ /ngy 7 (0o —us) &09° (816% — 8551) °( — )

1 .
= 5 émlk (81140 — Ui) ~ 0,

se llega a que otros tres multiplicadores de Lagrange podran ser determinados,

g0tk ~ g0k, Ay (5.1.34)
Recapitulando, a partir de las 10 condiciones de consistencia se determinaron 6 multiplicadores
de Lagrange y se obtuvieron 4 restricciones secundarias, donde estas ultimas, al igual que las
primarias, tienen que cumplir con las condiciones de consistencia,

U= = {05 H,} ~ 0, (5.1.35)
con

Hy = H, +/ [y + v ] B, (5.1.36)

siendo ¥ = {¥=} = {4, 9’} y (v,v;) multiplicadores de Lagrange.
Estas condiciones se verifican a continuacién. Para la restriccion secundaria v,

b = (i), Ha} = / @y (), Ha(y))

L1
= / d3y {5 %9k 9, Bk, w11}
b

2
2

1 ..
— ‘C:O”kaiujk ~ 0’

0%k, {0; By, 1'%} (5.1.37)

N M

%9k ,0; (665 — 620} ) 6% (x — )

se tiene una relacion entre los multiplicadores de Lagrange wu;i, pero haciendo uso de (5.1.30),
tal relacién en realidad es idénticamente igual a cero. De manera anéloga, para las restricciones
secundarias 1!,

9= (o) o = [ @y {0 (0), Halw)
>
= / d3y {1 éOlijjk,Ui (H’L _ lBjk é:()ljk)}
. 2 2
1 . ,
:LdBy 5 gOl]kUi{ij,Hl} (5138)

= / a3y E%%y;0;616% (x — y)
b

= ~0l]’8jui ~ 0,

51



CAPITULO 5. TEORIAS BF ABELIANAS
5.1. TEORIA BF

se tiene ahora una relacion entre los multiplicadores de Lagrange u;, pero si se hace uso de (5.1.34),
esta relacion resulta ser también idénticamente igual a cero. Se concluye entonces que esta teoria
ya no presenta mas restricciones secundarias, por lo que el namero total de restricciones obtenidas
es 10 +4 = 14.

En principio, para asegurar que el nimero de multiplicadores de Lagrange determinados y
restricciones secundarias encontradas anteriormente es el correcto, conviene fijarse en la matriz
W' = ({®",®*}), cuyo rango es igual al nimero de multiplicadores de Lagrange que se van
a poder determinar y la nulidad corresponde al nimero de restricciones secundarias esperadas.
Entonces,

¢°(y) ) %% (y) o (y)
%x) [ {0 {o% ¢} {0% 0%}  {4° 9%}
o~ @) | {e' 6% {o'. ¢} {o", 0%}  {o¢', 9%}
% (x) | {0%,0°} {8%,0'} {o%,¢"%} {o%,¢!*}
¢ (x) \{¢7,0°} {9",¢'} {¢",0°%} {¢", 9%}

0 0 0 0

(5.1.39)

con lo cual se observa que el rango y la nulidad de W’ son 6 y 4 respectivamente. Asi, se esperan 4
restricciones secundarias y 6 multiplicadores de Lagrange, lo cual es consistente con los resultados
obtenidos anteriormente.

5.1.7. Restricciones de primera y segunda clase

Una vez obtenidas todas las restricciones que presenta la teoria, se procede a separarlas en-
tre de primera y segunda clase, ya que tal clasificacion distingue a las que son generadoras de
transformaciones de norma y las que permiten construir el paréntesis de Dirac. Para realizar esta
separacion primero se procede a calcular los paréntesis de Poisson entre todas las restricciones. A
continuacion, se presenta el cilculo de solo aquellos paréntesis de Poisson que son distintos de cero,

D (60,69} = (I~ By 219} = ey )

1 . .
— = (5100 — 6101)8% (@ — y)

b) {wl(m)7¢z(y>} _ {% ~Olijjk7Hi _ %Bjk §Oijk} _ % éoljk{ij’Hi}
= —&%79;6%(x —y),

O )W)} = (g 0B T = 5 U0, By, T
= (L0 — 61620 )

1 .
_ 5§Ollj8j53(z o y)’

ahora conviene fijarse en la matriz W cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre todas las
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4

restricciones®,
W_<{<I>F,<I>E} {@W@})
~\{ures) (v e}
0 0 0 0 0 0
0 0 0 —1g0kj 0 g0ii 9 (5.1.40)
_|o 0 0 0 0 0 5z — )

0 %é’Oll] 0 0 1 gOlzya 0 Yy

0 0 0 1glijy 0 0

0 —&%ip; 0 0 0 0
0 0 0 0O 000 O 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0O 000 O 0 -1 0 0 =205 20,
0 0 0 0 000 O -1 0 0 205 0 —20
0 0 0 0 000 -1 0 0 0 =20, 201 0
0 0 0 0O 000 0O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0O 000 O 0 O 0 0 0 0

1o o0 0 0O 000 O 0 O 0 0 0 0
1o o 0 1 000 O O 0 =935 0 0 0

0 0 1 0 000 O 0 0 -9 0 0 0 (5.1.41)
0 1 0 0O 000 O O 0 -0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 935 9 O O 0 0 0
0 0 =293 20, 0 0 0 0O 0 O 0 0 0 0
0 203 0 -2 000 0O 0 O 0 0 0 0
0 —20y 20, 0 00O0 O 0 O 0 0 0 0

% (53(.’5 _y)% 50123) .

Asi, esta matriz W tiene rango 6 y nulidad 8, lo cual implica que hay 8 restricciones de primera
clase y 6 de segunda clase. Cabe recordar que las restricciones de primera y segunda clase no
tienen porque ser directamente algunas de las restricciones primarias y secundarias, en la mayoria
de los casos, y como sucede en la teoria presente, es que sean combinaciones de estas dltimas. Por
esta razon, es necesario calcular los vectores nulos V= = (V) de la matriz W y contraer con las
restricciones ® 7, es decir,

vaz/VTE(I)Td?’y. (5.1.42)
b

Los 8 vectores nulos de la matriz W estan dados por:

4Es importante mencionar que el orden de las restricciones es el siguiente:

(0%, 0", 0%, 6%, 0%, 692,83, 912, 631, %3 0, 1, 4%, 3) .
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vi=(@, o, 0, 0, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0,0,0, 0)8(x—y),
vZ=(0, 0, 0, 0, 1,0,0, 0, 0, 0, 0,0,0, 008z —y),
V3=(0, 0, 0, 0, 0,1,0, 0, 0, 0, 0,0,0,0)8(x—y),
vi=(, 0, 0, 0, 0,0, 1, 0, 0, 0, 0,0,0,0)8(z—y),
V5 =(0, 0y, 0, O3, 0,0, 0, 0, 0, 0, 1,0, 0, 0)8(z—y),
Vo=(0, 0, 0, 0, 0,0, 0, —20,, 205, 0, 0,1,0, 0)6(z—y),
Vi=(, 0, 0, 0, 0,0 0, 20, 0, —203, 0,0, 1, 0)0*(z —y),
V8=(0, 0, 0, 0, 0,0,0, 0, —201, 20, 0,0, 0, 1)8x—1y),

y una vez realizada la contraccion se obtienen las siguientes 8 restricciones de primera clase:

7Y =T = 0, (5.1.43)
70 =1% =0, (5.1.44)
v = 11" ~ 0, (5.1.45)
1 .
A= 3 g%y 4 20, TTF ~ 0, (5.1.46)
mientras que las 6 restricciones de segunda clase son:

Do L osoiip o 4

=11 =~ 0, (5.1.48)

donde la validez de las restricciones se verifica calculando directamente todos los paréntesis de
Poisson entre las restricciones. A continuacion, se presenta tnicamente el calculo de los paréntesis
de Poisson no triviales,

i)
(' (2),7(y)} = {% VNI 4 20,11 9, TTF} = % gL Ry O 1T}
= —&%i9,0;6%(x —y) ~ 0,
i)
(@), x" ()} = {% M Fyy + 20,11, 11" — % %I By}
_ % €~Olij{Fij7Hk} _ gomj{agnsl’Bij}
= 0,63z —y) + %50’“7‘ (6505 — 6,63)0:0%(x — y)
= &0 9;6%(x — y) + €% 0,6%(x — y) = O,
iii)
{Xls(x)7xk(y)} _ {Hls’Hk o % éOkijBij} _ _% éOkij{Hls7Bij}
- %gﬂkij(agaj — 6765183 (x — y)

_ §Okls(53(l’ _ y)
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5.2. Observaciones

Realizada la separacion de restricciones correctamente, se puede concluir lo siguiente. En prin-
cipio, la teoria BF sigue presentando reducibilidad,

o' =0, (5.2.1)

por lo cual, haber definido a H¢ por medio de las variables candnicas propuestas (Ag, A;, Boj, Bij)
no evita la presencia de esta caracteristica y atun maés, observando el conjunto final de restricciones,
(5.1.43) - (5.1.48), se tiene que son las mismas que aparecen en [16] (tomando en cuenta el caso
abeliano). Es decir, ya sea que se elija (5.1.22) o (5.1.21) para definir la hamiltoniana canénica, el
analisis de la teoria BF se reduce al mismo ntimero y mismas restricciones finales, lo cual implica
la presencia de la reducibilidad en ambos casos. Entonces, se puede concluir que en esta teoria no
es posible evitar la reducibilidad a partir de una eleccién conveniente de las variables candénicas
que van a definir la hamiltoniana canénica, recordando que la elecciéon de variables se realiza por
medio de la definicion de los momentos.

5.2.1. Conjetura

A pesar de que en BF no haya sido posible evitar la reducibilidad por medio de una eleccion
adecuada de variables canénicas para definir a H¢, si se analiza en conjunto lo sucedido en BF y
Pontryagin, se pueden resaltar las siguientes caracteristicas presentes durante el estudio hamilto-
niano de las teorias:

= Recordando lo que se obtuvo en el capitulo 3, la teoria de Pontryagin no presenta reducibili-
dad cuando se define la hamiltoniana canénica H¢(po) por medio de las variables canénicas
propuestas (Ag, A;), pero este hecho en realidad también es consecuencia de que las identida-
des de Bianchi se satisfacen para la curvatura F', ya que asi la condicién de consistencia para
#° se satisface idénticamente, de manera que no hay restricciones secundarias y por ende no
hay reducibilidad. Ademas, se observa que estas identidades corresponden a las ecuaciones
de movimiento de la teoria en la formulacién lagrangiana, con lo cual uno podria intuir que,
como las ecuaciones de movimiento de Pontryagin en la formulacion lagrangiana resultan ser
identidades, el sistema no presenta reducibilidad.

= En el anélisis hamiltoniano de la teoria BF realizado en la seccién previa, se obtuvo que no es
posible evitar la reducibilidad a partir de una eleccién conveniente de las variables canénicas
que van a definir la hamiltoniana canénica He(pr) y también se observo que durante el célculo
de las condiciones de consistencia para las restricciones primarias, aparecieron expresiones que
tienen la misma forma que las ecuaciones de Euler-Lagrange de la teoria, por ejemplo, para
#° y ¢°F (siendo las condiciones de consistencia de estas dos restricciones, las que provocan la
existencia de las 4 restricciones secundarias). Pero a diferencia de lo que ocurre en Pontryagin,
las ecuaciones de Euler-Lagrange de la teoria BF no son identidades, y por tanto tampoco
son identidades las expresiones que aparecen en las condiciones de consistencia, que tienen
la misma forma que las ecuaciones de E-L (recordando que, estrictamente, estan deinidas en
espacios diferentes), por lo que se tienen restricciones secundarias. Con lo cual uno podria
concluir que el hecho de que las ecuaciones de Euler-Lagrange de la teoria sean identidades
o no, influye en la existencia de las restricciones que provocan reducibilidad.

Entonces, tomando en cuenta el razonamiento previo, se propone lo siguiente:

Conjetura: Si las ecuaciones de movimiento en la formulacion lagrangiana, co-
rrespondientes a una teoria de campos topoldgica, son identidades y en el andlisis ha-
miltoniano se define su hamiltoniana candnica a partir de una “eleccién de variables
candnicas conveniente”, la cual se realiza por medio de la definicion de los momentos,
entonces la teoria no presentard reducibilidad.
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Como se puede observar, esta conjetura sugiere que si una teoria de campos topologica cumple
dos caracteristicas especificas, entonces no presentard reducibilidad. La primer caracteristica es
consecuencia del razonamiento previo, exigiendo que las ecuaciones de movimiento de la teoria en
la formulacién lagrangiana sean identidades, mientras que la segunda caracteristica tiene que ver
con una eleccion adecuada de las variables canonicas que van a definir la hamiltoniana canoénica,
la cual se realiza por medio de la definicién de los momentos.

5.2.2. Eleccion de las variables candénicas convenientes

En principio, pareciera que la conjetura deja al lector la eleccién conveniente de las variables
canénicas, sin embargo, a continuacién se dard a conocer cudl es esa eleccion idonea de las variables
canonicas que se propone, la cual ha sido empleada a lo largo de esta tesis en la teoria de Pontryagin
y BF (Capitulo 3 y seccion previa), siendo una eleccién completamente distinta a la que se ha ido
empleando en la literatura [15, 16]. Para ello, primero es necesario observar lo siguiente, cuando se
definen y calculan los momentos canénicos de una teoria singular, en particular uno puede obtener
los siguientes dos resultados caracteristicos:

i) Algunos momentos serén cero, lo cual serd una restriccion.

ii) Habra relaciones entre algunas variables canoénicas (campos y momentos), las cuales seran
restricciones.

Asi, dependiendo de la teoria se puede llegar a tener ambos o s6lo uno de estos dos resultados,
mediante los cuales se va a construir la hamiltoniana canénica, tomando en cuenta que también
puede ocurrir que algunas velocidades si se puedan despejar en términos de campos y momentos.
Ahora, como se ha comentado anteriormente, la hamiltoniana canoénica en un inicio se puede
suponer como funcionalmente dependiente de todas las variables canénicas, Ho = Ho[Arp, ITY]; sin
embargo, cuando se emplean los resultados obtenidos en la definicién de los momentos, se tendra
que H¢ sblo va a depender explicitamente de algunas variables candnicas.

En particular, cuando ocurre el caso i), la hamiltoniana canénica podra ser expresada de dos for-
mas particulares distintas, lo cual se debe a que habré relaciones entre algunas variables canoénicas,
de la forma,

% = f*(Ap, 11°) = ¢% :=T1" — f*(A,11°) =~ 0, (5.2.2)

entonces, uno podra elegir entre definir a Ho empleando los campos A, o los momentos I1*. Debido
a esto, se tendrian dos hamiltonianas canénicas equivalentes dependiendo de la eleccién realizada:

1. Eligiendo los campos A,:

HclA,, A, TIH 11 — Hc[A,, Ay, TT] (5.2.3)

esta primer eleccion, es la que se propone como la “eleccion de variables candnicas conve-
niente”.

2. Eligiendo los momentos I12:

He[Ay, Ay, TTH 11 — He[A,,, 119, T1] (5.2.4)

esta segunda eleccion es la que se ha empleado en la literatura para estudiar algunas teorias
topologicas [15, 16].
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En ambos casos, los campos A, son los campos independientes de los resultados obtenidos en la
definicién de los momentos, mientras que los momentos IT* pueden ser momentos del tipo ¢) (que
en realidad serian iguales a cero, por lo cual He no dependeria explicitamente de estos) o momentos
que permitieron despejar algunas velocidades.

Para ejemplificar la idea, vease la Tabla 5.1, donde se muestra parte de los resultados obtenidos
anteriormente para las teorias de Pontryagin y BF, observando que ambas presentan resultados
del tipo i) y i), de manera que es posible definir a sus correspondientes hamiltonianas canénicas a
partir de dos conjuntos diferentes de variables canonicas, ya que de la definicién de los momentos
del tipo i7) se podréa elegir entre los campos o los momentos.

= Para Pontryagin, al emplear la relacion II' = xFj, %% = 250, A;, £%*% uno puede elegir
entre definir a la hamiltoniana canoénica usando los campos A;, Ho = Ho[Ap, A;], o usando
los momentos I1¢, Ho = Hg[Ay, IT7.

= Mientras que para BF, al emplear la relacién II! = %Bjk g% uno puede elegir entre definir
a la hamiltoniana canoénica usando los campos B;;, Hc = Hc[Ao, A;, Boj, Bij], 0 usando los
momentos II', Ho = Ha[Ag, A;, Boj, IT'].

Pontryagin I BF
Densidad lagrangiana
L=k (80141 — 8,‘140) ij goijk L= % [BOiij + Bjk (80141 — 61140)] goigk

Momentos del tipo i)

m’=0
=0 m% =0
7 =0

Momentos del tipo i)

" = kFjj, &% = 2k0; Ay, %% Il = ; By, &%0F

Dependencia inicial hamiltonana canénica
HC :HC[AO7Ai7HO;Hi] | HC :HC[AO7AiaBOjaBij7H07HiaH0j>Hij]

Hamiltoniana canénica eligiendo a los campos de la definicién de los momentos tipo 4i)
He = HelAp, A He = He[Ao, As, Boj, Bij)

He = ’%f (0;Ao) Fjy, VIR By He = f [% (_BOiij; + BjkaiAo) éOijk] d>x

Hamiltoniana canonica eligiendo a los momentos de la definicién de los momentos tipo i)
He = HolAp, 1] He = HelAo, Aj, Boj, 1]

HC = on(aZHl) d3x HC = — f [%BOiij éOijk + AO&HZ] dsx

Tabla 5.1: Pontryagin y BF: Formas diferentes de representar la hamiltoniana canénica

Entonces, para resumir, si de la definicién de los momentos se obtienen resultados del tipo i), se
tendran dos conjuntos diferentes de variables canénicas para definir a la hamiltoniana canoénica,
puesto que uno podré elegir a los campos o elegir a los momentos para definir a He, lo cual se
hace sustituyendo momentos en funcion de los campos o sustituyendo campos en funcién de los
momentos, por medio de la definiciéon de los momentos.

Teniendo estas dos opciones, es necesario aclarar nuevamente, que la “eleccion conveniente
de variables canonicas” propuesta en este trabajo de tesis es la primera, es decir, a partir de la
definicion de los momentos (del tipo ii)) se eligen los campos en vez de los momentos, para definir
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a la hamiltoniana canoénica . Cabe recordar que esta eleccion de variables ha sido la empleada en
el Capitulo 3, para la teoria de Pontryagin y en la seccién previa, para la teoria BF, mientras que
la segunda opcion ha sido la empleada en la literatura para el estudio de ambas teorias [15, 16].
Por ultimo, en el caso de que de la definicién de los momentos, ademéas de obtener resultados del
tipo i) o ), también se puedan despejar algunas de las velocidades en términos de campos y
momentos, las variables canonicas mediante las cuales se va a definir la hamiltoniana canoénica, van
a ser las variables canodnicas convenientes (o propuestas en este trabajo de tesis) y los momentos
que permitieron poder despejar algunas velocidades.

Finalmente, una vez presentada la conjetura anterior y dejar en claro cual es la “elecciéon de
variables canénicas conveniente” propuesta o las “variables canénicas convenientes” propuestas para
definir H¢e, lo que se presenta a continuacion es el analisis hamiltoniano de una teoria tipo BF
abeliana cuyas ecuaciones de movimiento resultan ser identidades, esto con el proposito de mostrar
que la conjetura es valida para otro caso particular y no tinicamente para la teoria de Pontryagin.

5.3. Teoria BF particular

En esta seccion se va a estudiar una teoria tipo BF ableliana cuyas ecuaciones de movimiento
en la formulacion lagrangiana son identidades. Ademas, al realizar el analisis hamiltoniano de la
teoria, se van a elegir las variables candnicas covenientes (propuestas en la seccién anterior) para
definir a la hamiltoniana canénica. De manera que, el propoésito de la seccién es verificar si la
conjetura es vélida para esta teoria en particular, es decir, puesto que esta teoria tipo BF va a
cumplir con las dos condiciones que solicita la conjetura, entonces no tiene que haber reducibilidad
en el andlisis hamiltoniano.

5.3.1. La accion

Considere la siguiente accion para una teoria BF abeliana particular en 4 dimensiones,

S[A, ] = /MB/\F, (5.3.1)

donde B = dby F' = dA son 2-formas que corresponden a las curvaturas abelianas de las 1-formas
b=bodz®*y A= A,dx® respectivamente, siendo a = 0,1, 2,3. Cabe notar que esta accion S[A, b]
correspondiente a una teoria tipo BF abeliana, se ha propuesto por el hecho de que va a cumplir
con las condiciones que solicita la conjetura, de manera que, el significado fisico de que se tengan
dos curvaturas en esta teoria, B y F', no va a ser de principal interés en este trabajo de tesis.

A partir de un desarrollo similar al realizado en el Capitulo 3, considerando que en la variedad
M se tiene definida una conexién V, y ademas es libre de torsion, se obtiene que B y F' estén
dadas por

1
B = 3 Bag dz® A 2P, con Bag = 0abs — Opba (5.3.2)

1
F = Fap dz® A 2P, con Fhp:=0aAp — 0pA,. (5.3.3)
Asi, la accion toma la siguiente forma,
1
S[A,b] = - / BogF,, E2PM d'y. (5.3.4)
4 Jpm

Realizando la variaciéon de la accion e igualando a cero,
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5S[Ab] =6

—
| =

/ BosFy, %P dty
M

1
= 7/ d*x E°PM§ (BogFl)
4 Jpm
1
=— | d'z " [B,s0F,, + 6BasFL
" [Bap6Fys + BupFs] .
1
== / d*z 2P [B,p0,0A, + 0adbsF]
2 Jm
1
= 5/ d*x 9P (9, (BapdA,) + Oa (805 F ) — 8, BapdA, — 00 F,u6bg]
M
= 0,
se tienen las siguientes ecuaciones de movimiento
15 B, £¥Pwv —
~50uBap & =0, (5.3.6)
1
=500 Fu £ =0, (5.3.7)

donde en (5.3.5) se toma en cuenta que los términos de superficie se anulan en la frontera de M.
Note que estas ecuaciones en realidad son las identidades de Bianchi para B y F', de manera que
la teoria cumple con la primer condicién que establece la conjetura propuesta, las ecuaciones de
movimiento en la formulaciéon Lagrangiana son identidades.

Por otro lado, considerando que la variedad M puede ser foliada en superficies ¥ tridimensio-
nales a lo largo de un intervalo I, es posible realizar la descomposiciéon 3+1 de la accién,

1
S[B, A] = / / BusFy £01 dad”

4 Jr /s
1 N

=< / / Bag (Fou %% + Fj, £*°7") d*xda’
4 Jr/s
1 , o

=7 /1 /E Bag (2Fy; 7% + Fyy £°P%) d3ada® (5.3.8)
1 . y

= Z /I/E (QBijQi éjkoz + QBOiij 502]1@) dSLCdeO
1 ~0ijk 73, 7.0

=3 [Bjk (O0A; — 0;Ao) + Fjji (ob; — 0;bo)] ™" d°wda”,

1Js
donde se identifica a la densidad lagrangiana,

1 -
L= 5 [B]k (80AZ — Z’LAO) + ij (80[)1 — 811)0)] &:Ouk. (539)

Para esta teoria tipo BF particular, el nimero de variables dindamicas es 8, correspondientes al
numero de campos, b, v A,, siendo estos las componentes de las 1-formas b y A.

5.3.2. Matriz hessiana

Teniendo la densidad lagrangiana (5.3.9), para determinar si la teoria es singular o regular se
calcula la matriz hessiana,

0%L
H=(Hrr) = <a @000 <aoQT>) ’ (5:3.10)
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donde nuevamente se ha usado la notacion @ = {Qr} = {Aa, bs}, esto es, Q representa el conjunto
de variables dindmicas en la teoria tipo BF particular. Ahora, observando que en £ (5.3.9) sélo
aparecen linealmente primeras derivadas de A; y b; respecto al pardmetro de evolucién temporal
29, entonces todas las componentes de la matriz hessiana van a ser cero, es decir, H sera la matriz
cuadrada cero de orden 8, se concluye asi que la teoria es singular.

5.3.3. Restricciones primarias

Como H = 0gys, el rango y la nulidad de la matriz hessiana son 0 y 8 respectivamente, por lo
cual se esperan 8 restricciones primarias. Calculando los momentos canénicos conjugados,

oL
O = = =
Il = 500y 0, (5.3.11)
oL 1o o
I = T ~ 5 Bin g0tk (5.3.12)
- oL
0 __ —
n° = (6000 =0, (5.3.13)
. oL 1 o
' = 7o)~ 5 Fi golak (5.3.14)

se tiene que en ninguna de las 8 ecuaciones anteriores es posible despejar las velocidades A, y i)g
en términos de los campos y momentos, entonces tales ecuaciones, que en realidad también son
relaciones entre variables canénicas, se pueden asociar a las 8 restricciones primarias esperadas, es
decir,

0

@0 =11 ~ 0, (5.3.15)
o el — %Bjk S0k (5.3.16)
=T ~0, (5.3.17)
3l - %ij 203k o . (5.3.18)

5.3.4. Condiciones de regularidad

Una vez encontradas las restricciones primarias, ¢°, ¢%, ¢° y ¢*, para ver que estas definen una
subvariedad de dimensién constante sobre el espacio fase, se deben verificar las condiciones de

o
a(Aa,bﬁ,Ha,ﬁﬂ)

Haciendo uso nuevamente de la notacion P = {PY} = {I1*,11°} y ® = {®%} = {¢”, ¢7}, la matriz
jacobiana se puede escribir como una matriz de bloques,

regularidad, esto es, que el rango de la matriz jacobiana sea constante.

Ay Ay by b I Tk Im° I
/0 0o 0 0 1 0 0 0
@E l l
< 9 T>:¢§ 0 0 0 0 0 (&) o o ’ (5.3.19)
9 (Qr, PT) o o o 0o 0o o0 1 0
$\N0 0 0 0 0 0 0 (&)

notando que su rango, en efecto, es constante e igual a 8, por lo que las restricciones anteriormente
encontradas van a definir una subvariedad de dimensién 8 en el espacio fase (Qv, P').
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5.3.5. Hamiltoniana canénica y primaria

Debido a que no fue posible despejar ninguna velocidad Qv en términos de los campos y
momentos, siendo @) = {Qr} = {A,,bz}, es necesario definir la funcién hamiltoniana canénica
He, la cual se encuentra bien definida en la superficie de restricciones primarias,

He[Ap, Tly] = / [11°(@0 o) + 1T'(80 Ay) + T1*(@obo) + 11 (80b) — £] d. (5.3.20)

Ahora, sustituyendo (5.3.9) en (5.3.20) y usando las definiciones de los momentos para simplificar,
(5.3.11) - (5.3.14). En particular, debido a las relaciones (5.3.12), II' = 1 B, £%F = 9;b;, % y
(5.3.14), I = %ij gVlik = 9, Aj, €%% | la hamiltoniana canénica se podra definir por medio de
dos conjuntos de variables canoénicas distintos, dependiendo si uno elige quedarse con los campos
bi v Aj o con los momentos II' y II'. Entonces, una vez sabiendo cuales son las dos opciones de
variables canénicas que se pueden emplear para definir a He, en este trabajo se van a elegir los
campos, by v Ag, ya que como se vio en la seccion anterior, esta es la eleccion conveniente de
variables canénicas. De manera que, la hamiltoniana canénica va a estar dada como sigue:

HelAo, Aj, bo, b;] = / [Ho(avo) I (8 A;) + TI9(8obo ) + TTE(8ob;)
1 » 1 .
—5Bik (B0 Ai = 0 Ao) goik _ 5 P (Bobi — Dibo) éo”k} d*x

:/ |:H0(a()A()) + <Hl — ;Bjk§0i‘jk> (a()Al)
(5.3.21)
+ ﬁo(aobo) + (ﬁo - ;ijaf[)ijk) (301)1)

1 1 N
+§(aiA0)Bjk502]k + 2(6ibQ)ij§O”k:| d3x
1 -
= / {2 ((8iAo)Bjk + (8ibO)ij) gomk} B

Observe que llegado a este punto, la teoria tipo BF particular ya cumple con las dos condiciones
que solicita la conjetura, puesto que como se vio al inicio de esta seccién, las ecuaciones de Euler-
Lagrange de esta teoria son identidades y ademas se ha realizado la eleccion conveniente de variables
canoénicas, por tanto, se espera que la teoria no presente reducibilidad.

Una vez que se tiene a Ho[Ao, Aj, by, b;], dada como en la expresion final de (5.3.21), se procede
a definir la hamiltoniana primaria,

H, .= Hc[Ao, Aj, bo, bj] + / [uo(bo 4 uz¢7 + aO(Z)O + ﬂi(bl} d3q;, (5.3.22)

siendo (ug, ui, Gig, G;) los multiplicadores de Lagrange y (¢°, ¢%, ¢°, %) las restricciones primarias
dadas por (5.3.15) - (5.3.18).

5.3.6. Condiciones de consistencia y restricciones secundarias

Construida la hamiltoniana primaria, el siguiente paso es comprobar que las restricciones pri-
marias satisfacen las condiciones de consistencia, es decir, que las ®’s no cambien con el tiempo,

= = (%, H,} ~ 0. (5.3.23)
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Uno de los resultados directos al momento de realizar estos célculos, es que se podran identificar
de forma explicita las restricciones secundarias, en caso de que las haya. Como se ha hecho ante-
riormente, cabe recordar que para la teoria presente, los paréntesis de Poisson fundamentales estén
dados por®,

{Au(xo, ), H”(xo, 9} = 5;53(53 —9) = 5Z53(a: —y), (5.3.24)
{b,(2, 3), I (2°, 1))} = 8,6%(F — §) = 8,6%(x — y), (5.3.25)

siendo el resto de los paréntesis de Poisson entre las variables dindmicas iguales a cero®.

Entonces, la condicién de consistencia para la primer restriccién primaria,

@) = (@), 1) = [ Py (6(a). )
b
; 1 .
_ / ddy {HO, 5 (3on) Bjk 5()1]1@}
b
2 1 0id
— /dey iBj’“ gOURITI0 9, A0} (5.3.26)
1 ik <
= / d*y iBjk g%k 9;6% (x — )
b
1 g
= 50:Bjx gviik = o,
se obtienen las identidades de Bianchi para B, que son idénticamente iguales a cero. Observe que
la expresién %(“)Z-Bjk g0k — 0, ademas de ser una identidad de Bianchi, también tiene la misma
forma que una de las ecuaciones de Euler-Lagrange de la teoria, en particular (5.3.6) cuando v = 0,

pero ahora se encuentra definida en el espacio fase.
Para las siguientes tres restricciones primarias,

) = (o). 10} = [y (@), P00}
1 o1 . -1 -
= / a3y {11" — 5 Bi golik 5 (@ibo) Fi g0k ¢ ;1T — Ui Fj goisky
P
1 ” 1 : .
= [ & [ ;b — ;) EVURIY, Fipd — Za; EWF(B., IT
[ |5 @b — ) 29N By = 5 294 (B, T o
= Ld;’b [(&bo - 'LNLZ) §0ijk8jc5§€53 ((E - y) - ’l]l 50“"“8]-5};63 ({I? - y)]

= / d3.’IJ E~0lij [(81170 — ’&,Z> (“)j(53 (.T - y) + ﬁiaj&)’ (.T - y)]
)

= &%39,0,b9 = 0,

5Estos paréntesis de Poisson fundamentales se obtienen empleando la definicion dada en el capitulo 2 para los
paréntesis de Poisson en sistemas continuos, (2.3.1) o (2.3.2), siendo ahora Qr y PY las variables canénicas.
Los siguientes paréntesis de Poisson fundamentales son iguales a cero:

{Aa(2®,7), Ap(2%,§)} = 0 = {11%(2, 2), 11 (2°, §)},
{ba (2, 2),b5(2%, )} = 0 = {11%(2, @), 11° (2°, §)},
{Aa (2, &),b5(2°, )} = 0 = {11*(2°, 7), 11 (=°, )},
{ba(20,2),11° (2°,9)} = 0 = {11*(2°, &), A (=°, )}
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se llega a que el resultado también es igual a cero, puesto que £%% es completamente antisimétrico
y las derivadas parciales conmutan.

Para la quinta restriccién primaria,

() = {§(2), B} = / @y (3°(x), Ha ()}
>

1 Ny
:/d3y {1, 5 (Dibo) Fy £}
>

1 o~
= / d3y §ij éO”k{HO,ﬁibO} (5328)
by
1 .
= /Ed?’y §Fj;C g%k 9,6 (x — y)
1 .
= iaszk 50”’6 ~ 0,

nuevamente se obtienen las identidades de Bianchi, ahora para Fj, que son idénticamente iguales
cero. Observe que la expresion %@»F ik g0k = (), ademaés de ser una identidad de Bianchi, también
tiene la misma forma que una de las ecuaciones de Euler-Lagrange de la teoria, en particular (5.3.7)
cuando [ = 0, pero ahora se encuentra definida en el espacio fase.

Y para las tltimas tres restricciones primarias,

#a) = (3@ 1) = [ @y (@), 200
b
1 1 y 1 3
= / d3y {Hl — iij éOljk, 5 (81140) Bjk é’O’L]k + uin — iuiBjk é:Ozjk}
b
1 . 1 ) .
= [ &3y |= (040 — u;) Y9F{IT, By} — —u; EOUR{Fy 1T
[ |5 0o - w) T B} — Gy 2 ) 550
= /2de [(0;: A0 — u;) €%9%0;6L6% (x — y) — u; €°9%0,66% (z — y)]

= / d3.’£ é:mij [(81140 - ’Z,Ll) 8j53 (.’ﬂ - y) + uiﬁjég (.’ﬂ - y)]
2

=&%99,0,A ~ 0,

el resultado también es cero, debido a que %% es completamente antisimétrico y las derivadas
parciales conmutan.

Finalmente, ya que las 8 condiciones de consistencia se cumplen de manera directa, se pue-

de concluir que el sistema no presenta mas restricciones, en otras palabras, no hay restricciones
secundarias.

5.3.7. Restricciones de primera y segunda clase

Una vez obtenidas todas las restricciones que presenta la teoria, se procede a calcular la matriz
W = (WFT) = ({@F, fIJT}), donde la nulidad y el rango de W van a indicar el nimero de
restricciones de primera y segunda clase que se esperan, respectivamente. Considerando a W como
una matriz en bloques,
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ly) Py P P
() [{e% %) (" ¢/} {6°0"} {&%¢'}
(o) | {¢'0%) {007} {00} {¢.¢'}

_ ¢
W =
P(x) | {306 {6} {6 {4 .
F@) \{d.6") {567} (d.8) (&) (5.3.30)
0O 0 0 O
oo o0 o0
10 0 0 0]’
0O 0 0 O

donde la validez de esta matriz se justifica por medio de los siguientes resultados, tomando en
cuenta que se han empleado los paréntesis de Poisson fundamentales,

D) {¢%¢"} ={II",II’ ~ 0

1) {6,6') = (I, 1 — By 9%} 0
1) {¢°, ¢} = {11°,11°} ~ 0
IV) {¢%¢'} = {I°, 11" — %ij. £0iikY ~
V) {4°,6° = {II° 1°} ~ 0
VD) (3,0} = {10,113 By0 €94} = 0

o~ -~ 1 -
VI {¢°,¢'} = {II, 11" — S Fyx &%} ~ 0

VIII) {¢l’¢z} — {Hl o §Bjk? éOZJ]f’HZ _ §Bjk é*(h]k} ~0

=l ok i L -0ij
IX) {¢l’¢l} = {Hl - §ij EOl]k,H — iij 50 ]k} ~0

~ 1 g~ 1 y 1 ;s 1 ; oy
X) {¢l’¢l} — {Hl _ §Bjk: é’Ol]k’Hl _ §F]k é:O’ij} — _5 é’OZ]k{Hl’ij} _ 5 é:Oljk{Bjk,Hz}
1o o
= 5 [2910,6%(w — y) + @0, — )] = 0

De esta manera, se tiene que el Rango(WW) = 0 y la Nulidad(WW) = 8, por consiguiente, todas las
restricciones que se esperan son de primera clase, las cuales estaran dadas directamente por las
restricciones primarias, (5.3.15) - (5.3.18), esto se verifica calculando los 8 vectores nulos, V=, de
la matriz W y realizando las contracciones con las restricciones ®7,

yiz/VE@Tdi”y. (5.3.31)
p

Asi, se tienen las 8 restricciones de primera clase:
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7Y =T = 0, (5.3.32)
Al=11 — %Bjk gk ~ 0, (5.3.33)
0=~ 0, (5.3.34)
=110 — %ij g%k ~ 0. (5.3.35)

5.3.8. Grados de libertad

Hecha la separacion entre restricciones de primera y segunda clase correctamente, es posible
realizar un conteo certero de los grados de libertad, que recordando del Capitulo 1, se calculan
como sigue:

1 Naumero total de Namero de restricciones
GL = - . . —2X .
2 variables candnicas de primera clase

, . (5.3.36)
_( Nidmero de restricciones de
sequnda clase originales ’
asi, para esta teoria en particular,
1
GL = 3 [16 —2(8) —0] =0, (5.3.37)

lo que indica que es del tipo topologica. Ademas, este resultado finalmente asegura que la teoria no
presenta reducibilidad, en principio porque no hubo restricciones secundarias y todas las primarias
correspondieron a las 8 restricciones de primera clase esperadas, que al ser idenpendientes entre
si, el calculo de los grados de libertad es consistente. Entonces, la conjetura es valida, es decir, se
cumple para este ejemplo en particular, de manera que Pontryagin no es la tnica teoria donde se
satisface la conjetura.

5.3.9. Hamiltoniana y accién extendida

Ya identificadas todas las restricciones en la teoria y hecha la separacién correspondiente en-
tre estas mismas, se construyen la accién y hamiltoniana extendidas, que van a proporcionar la
dindamica completa del sistema. La accién extendida es por definicion,

Sy [Aa,Ha,b@,ﬁﬁ,/\,“;\,,] :/

d*x (HaAa + 1:[5;1,3 —He — A\t — S\V:YV)
M

. ~ A 1 ..
= / d4:L' <HaAa + HBA[; — 5 ((81A0)Bjk —+ (&-bo)ij) gOzgk
M

~207° = At = Mo — AA

b

~

(5.3.38)
donde se puede identificar la hamiltoniana extendida’,

7Si se toma en cuenta que explicitamente, B;E0%* = 20,b,899F y F; 800k = 20, A,801F, al integrar por
partes los primeros dos términos de (5.3.39) y consideando que en la frontera de la variedad M los términos de
superficie se anulan, la hamiltoniana extendida toma la siguiente forma:

Hy = [ @ [r® + At + 507 + 23]
3

es decir, Hg se puede escribir en términos de una combinacion lineal de restricciones de primera clase.
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1 .. . ~ ~ .
Hg = / Pz |:2 ((@AO)B]k + (@bo)ij) &ZOUk + )\0’}/0 + )\i,yz + )\0’70 + )\i:}/z . (5339)
>

Realizando la variacién de la accién extendida e igualando a cero, se obtienen las ecuaciones
de movimiento de esta teoria tipo BF,

§Ag : TI°= %aiBjk guidk 5.3.40
SII®  : Ag =)o
SA, o TIF = 9N gk
SIiF o AL =)

5.3.41
5.3.42
5.3.43

* 1 .
8by : II° = iaiFj’“ goisk 5.3.44

( )
( )
( )
( )
( )
SIT°  : by = Ao (5.3.45)
by ¢ IIF =g\ 20k (5.3.46)
OIIF 1 by = A ( )
o A= ( )
e+ AF=0 ( )
sho : A=0 ( )
S\ 1 A =0, ( )

5.3.46
5.3.47
5.3.48
5.3.49
5.3.50
5.3.51

En principio, estas ecuaciones representan la evolucién dindmica completa del sistema. Pero, al
realizar el conteo de grados de libertad, (5.3.37), este resulté ser 0, lo cual quiere decir que en
realidad no hay dindmica en el sistema. Entonces, a partir de las ecuaciones de movimiento, este
hecho se intuye observando que la evolucién temporal de las variables dinamicas Ag, Ak, bo, by, I
y II* esta dada por multiplicadores de Lagrange, que son funciones indeterminadas, mientras que
para II° y I1° su evolucion dindmica estd dada directamente por las identidades de Bianchi para
Bji y Fjj, respectivamente.

5.3.10. Transformaciones de norma
Encontradas las ecuaciones de movimiento, lo que resta es calcular las transformaciones de
norma, que mantienen invariantes estas ecuaciones. Al igual que se hizo en el Capitulo 3, usando

el formalismo de Castellani se puede definir el generador de estas transformaciones en términos de
las restricciones de primera clase, esto es,

G:= /E &y [eo)°(y) + i)Y' () + ()7 (y) + &(W)T' (v)] (5.3.52)

1 y . 1 g
= / d3y [EOHO +ey (Hl — §Bjk 5‘”]’“) + &I + ¢ (Hl - §ij g‘”ﬂ’@)] . (5.3.53)
>

Siendo Q' = Qv + 6Qy y P = pTy 0Py las transformaciones de norma para las variables
canonicas del espacio fase, se tiene que,
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§Ao(z) = {Ao(z),G} = /E Py eo{Ag(z),TI0(y)} = eo(z) = &0 (5.3.54)
6A;j(z) = {4;(2),G} = //S &’y ei{Aj(2), 1T (y)} = ¢;(x) = ¢; (5.3.55)
Sbo(z) = {bo(z),G} = /E By E0{bo(z),TI(y)} = &o(z) = & (5.3.56)
dbj(z) = {b;(x), G} = /E APy &:{b;(x), T (y)} = &;(x) = & (5.3.57)
o1%(z) = {11%(x),G} =0 (5.3.58)
STV (z) = {IF (z), G} = /2 &Py & {1V (x), —%Flk(w g0ty = g8, (5.3.59)
oI (z) = {II°(z),G} = 0 (5.3.60)
5T () = {T1(2), G} = / &y 5i{ﬁj(x),—%Blk(y) SUilky _ Z0jlk g o, (5.3.61)
b
Definiendo,

g5 1= 8]-5,

a partir de (5.3.54) - (5.3.57), se tiene que las variables canoénicas Qv se transforman como,

Ay = Ay + Oge, (5.3.62)
b o = bo + 048, (5.3.63)
ademés, esta redefinicion de los pardmetros de norma también afecta las transformaciones de los

momentos canénicos, siendo JI1* = 0 y JII* = 0. Por otro lado, si ahora los pardmetros de norma
se definen como,

g0 1= £y Ao,
i = L£yA;,
Eo := £9bg,
g = Lyb;,

siendo £y la derivada de Lie a lo largo de un campo vectorial 9 arbitrario. Entonces las tranfor-
maciones de norma para los campos A, v b, toman la siguiente forma:

Ay = Al = Ay + £9A,, (5.3.64)
bo = b o =by+ Lyby. (5.3.65)
Se concluye asi, que los difeomorfismos son una simetria intrinseca de esta teoria BF particular,

caracteristica que comparte con Pontryagin, la teoria BF y Relatividad General, siendo esta una
de las razones por las cuales merece prestarle atencién a las teorias topologicas.
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5.4. Conclusiones

A partir del analisis hamiltoniano realizado para la teoria BF abeliana, se observd que la
presencia de reducibilidad no se puede evitar al momento de definir la hamiltoniana canénica de
la teoria con las variables canénicas propuestas, lo cual en principio indicaria que la teoria de
Pontryagin abeliano es un caso especial, donde es posible evitar la reducibilidad a partir de una
eleccion adecuada de las variables canoénicas. Sin embargo, analizando algunas caracteristicas de
ambas teorias, se sugiere una propiedad extra (ademés de la eleccién de variables candnicas que se
emplean para definir a H¢) por la cual la reducibilidad no aparece, esta es que las ecuaciones de
movimiento en la formulacién Lagrangiana sean identidades, un hecho que la teoria BF no cumple,
ya que ambos conjuntos de ecuaciones de movimiento no son identidades.

Entonces, siguiendo las ideas previas, se propuso una conjetura que garantiza la no presencia
de reducibilidad para teorias topoldgicas, siempre y cuando las ecuaciones de movimiento en la
formulaciéon Lagrangiana sean identidades y se empleen las variables candnicas convenientes para
definir a He, ademés se presenta un ejemplo que ciertamente satisface la conjetura y muestra
que Pontryagin no es el tnico caso donde la reducibilidad puede ser evitada. Cabe aclarar que
el hecho de que la conjetura sea valida para dos teorias de campos topolégicas particulares, no
asegura que serd valida para cualquier teoria de campos topolédgica, por el momento es una nueva
herramienta que puede ser utilizada, con el riesgo de que atin pueda llegar a ser invalida y la razén
de que se presente para teorias de tipo abelianas, se debe a que por el momento lo que se desea
es convencer su validez misma sin necesidad de introducir desarrollos méas complejos; de hecho,
los resultados que se obtuvieron en este trabajo de tesis, para Pontryagin, BF y la teoria tipo
BF, seran validos independientemente de si se consideran las tres teorias en su forma abeliana o
no abeliana, de manera que la conjetura se podra aplicar a teorias abelianas o no abelianas. Lo
que si debe tomarse en cuenta es que la conjetura aplica inicamente para teorias topologicas y
ciertamente el hecho de que se pida que las ecuaciones de movimiento sean identidades, restringe
atn més el conjunto de teorias singulares donde se pueda emplear, en otras palabras, la conjetura
no es aplicable a cualquier teoria singular.

Por otra parte, recordando que la conjetura propuesta fue resultado de analizar caracteristicas
particulares presentes en las teorias de Pontryagin y BF, uno podria seguir ideas similares a las
presentes en este trabajo de tesis, analizando otras teorias topologicas, para indagar si los resultados
previos se pueden extender u obtener algo similar para otras teorias singulares (ya sea que no
satisfagan los requisitos de la conjetura como la teoria BF o que no sean teorias topolégicas).

Finalmente, la razén principal de proponer la conjetura previa, es presentar una estrategia que
permita evitar la reducibilidad en el analisis hamiltoniano, siendo esta una caracteristica problema-
tica que puede encontrarse en las teorias de campos topoldgicas o en cualquier otra teoria singular,
puesto que, como ya se ha comentado en el Capitulo 1, las relaciones que permiten identificar
aquellas restricciones que son dependientes no las proporciona el algoritmo, uno las debe proponer
“a mano”, de manera que es mejor tener un método a partir del cual no se tenga que lidiar con la
reducibilidad.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se realizé el analisis hamiltoniano de tres teorias topolégicas abelianas:
Pontryagin, BF y una teoria tipo BF, con el propdsito de encontrar aquellas caracteristicas que
permitan evitar la reducibilidad en el anélisis hamiltoniano de cualquier teoria topoldgica.

En la teoria de Pontryagin se obtuvo que eligiendo las variables dinamicas apropiadas (Ag, 4;)
para definir a la hamiltoniana canénica, por medio de la definicién de los momentos, es posible
evitar la reducibilidad, a diferencia de lo reportado en la literatura [15], donde se emplean distintas
variables canénicas (Ag,II%) para definir a Hc y hay reducibilidad. Ademaés, se mostré que la
dindmica de la teoria no se ve modificada cuando hay o no reducibilidad, o cuando se eligen distintos
conjuntos de variables canénicas para definir a H¢, es decir, se pudo observar que las ecuaciones
de movimiento y transformaciones de norma, obtenidas en la literatura [15] y en este trabajo de
tesis, son equivalentes. Como un dato extra, también se hizo notar que el anélisis hamiltoniano de
Pontryagin se simplifica al emplear las variables candénicas propuestas en este trabajo de tesis.

Por otra parte, en la teoria BF se obtuvo que la eleccion de variables canénicas para definir a
la hamiltoniana canonica, por medio de la definicion de los momentos, no cambia el hecho de que
la teoria presente reducibilidad, puesto que al realizar el andlisis hamiltoniano y elegir un conjunto
de variables canonicas distinto al empleado en la literatura [16] (donde hay reducibilidad) para
definir a H¢, se obtienen las mismas restricciones finales que en [16] y por tanto, la teoria BF
sigue presentando reducibilidad. Asi, no hay un conjunto de variables dindmicas, para definir la
hamiltoniana canénica, que permita evitar la reducibilidad en la teoria BF.

A partir de lo sucedido en BF, se verifico que no basta con una eleccién conveniente de las
variables canonicas, por medio de la definicién de los momentos, para definir a la hamiltoniana
canénica, de manera que se pueda evitar la reducibilidad, un resultado que en principio se gene-
raliza para cualquier teoria singular. A pesar de esto, al fijarse en ciertas caracteristicas presentes
en las dos teorias anteriores, como por ejemplo, el hecho de que en Pontryagin las ecuaciones de
movimiento son identidades, mientras que en BF no es asi y que en ambas teorias aparecen expre-
siones similares a las ecuaciones de movimiento en los cédlculos realizados para las condiciones de
consistencia. Entonces, uno puede restringirse a un conjunto especifico de teorias topoldgicas que
cumplan ciertas propiedades, de forma que esto permita a las teorias eludir la reducibilidad. Por
lo tanto, se propuso la siguiente conjetura:

Conjetura: Si las ecuaciones de movimiento en la formulacion lagrangiana, co-
rrespondientes a una teoria de campos topoldgica, son identidades y en el andlisis ha-
miltoniano se define su hamiltoniana candnica a partir de una “eleccion de variables
candnicas conveniente’®, la cual se realiza por medio de la definicion de los momentos,
entonces la teoria no presentard reducibilidad.

Ademés, se mostréo que una teoria tipo BF particular cumple con dicha conjetura, esto es, la
teoria de Pontryagin no es un caso tnico donde es posible evitar reducibilidad. Cabe notar que, al
exigir que las ecuaciones de movimiento de las teorias topoldgicas sean identidades, la validez de la

8Para més informacion sobre la “eleccién de variables candnicas conveniente”, consultar el Capitulo 5, secciéon
5.2.2.
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conjetura se reduce a un conjunto de teorias topolégicas y en general, no sera aplicable a cualquier
teoria singular. Es importante aclarar, nuevamente, que esta conjetura es una propuesta, ya que no
se ha realizado una demostracién rigurosa y la razén principal de hacer tal proposicién, es presentar
una estrategia que permita evitar la reducibilidad en el andlisis hamiltoniano, aunque sea para un
conjunto especifico de teorias topologicas, siendo esta una caracteristica problemaética, sobre todo
si las teorias son méas complejas. Ademaés, recordando que la conjetura propuesta fue resultado
de analizar caracteristicas particulares presentes en el andlisis hamiltoniano de teorias topologicas
particulares, el trabajo de tesis y las ideas presentadas en el mismo, pueden ser utilizadas como
motivaciéon para que se realicen andlisis similares para otras teorias topologicas o simplemente
singulares, de manera que se indague si los resultados previos se pueden extender u obtener algo
similar para otras teorias singulares (ya sea que no satisfagan los requisitos de la conjetura como
la teoria BF o que no sean teorias topologicas), con el propésito de que se encuentren nuevas
estrategias que permitan evitar la reducibilidad en el anélisis hamiltoniano, de manera general o
para un conjunto especifico de teorias singulares.
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Apéndice A
Elementos matematicos

En este apéndice se presenta un resumen de algunos elementos y propiedades mateméticas que
fueron utilizadas durante el desarrollo de esta tesis.

A.1. CAlculo de variaciones

Las funcionales usualmente se expresan como integrales definidas, es decir,

Fifl= [ Flf @)z, (A.L1)

mientras que, su correspondiente derivada funcional, conocida también como derivada de Gauteaux,
se define como sigue,

b J—
‘”;}f] :/a O yu() do = 1im Tf e = FUT [dF[f+eu]] , (A.1.2)

of e—0 € de 0
donde u es una funcién arbitraria.
Una manera alternativa en que se puede definir la derivada funcional, es por medio del siguiente
limite,

0F[f(2)] _ . Flf()+ed(z —y)] - Ff(z)]
) l_r)% - , (A.1.3)
que involucra la Delta de Dirac; observando que,
6f(x) oo
) §(x—y). (A.1.4)

A.1.1. Propiedades

A partir de (A.1.3), se siguen las siguientes propiedades para la suma y producto de funcionales,

J _ OF[f] | OFy[f]
570 U BRI = S ) (A.15)
y
g _ 0R[f] SF,[f]
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A.2. Descomposiciéon 3+1

El término globalmente hiperbolico describe la estructura causal de una variedad diferenciable
que representa el espacio-tiempo en la teoria general de la relatividad de Einstein. De manera
formal, una variedad M es globalmente hiperbdlica si satisface las siguientes dos condiciones:

e Para cada par de puntos p,q € M , I~ (p) NI (q) es compacto y subconjunto de M. Donde,
I*(S) representa el futuro (pasado) de un subconjunto S de M, es decir, es el conjunto de
todos los puntos a los que se puede llegar desde S por medio de las curvas de futuro (pasado).

e La condicion de “Causalidad” se satisface sobre M (no existe ninguna curva espacio-temporal
cerrada que pase por la variedad). Anteriormente se imponia una condicién mas restrictiva,
llamada “Causalidad fuerte”’, la cual quiere decir que no existen curvas causales espacio-
temporales “casi cerradas”; pero se probo en [17] que es suficiente con que se cumpla causa-
lidad.

Un resultado directo de la hiperbolicidad global es que existe una familia de superficies de
Cauchy para M (superficies que no se intersectan entre si). Entonces, una varidad espacio-tiempo
M globalmente hiperbélicas es isomorfa a I x X para algunas superficies de Cauchy ¥ y algin

intérvalo I C R, tal isomorfismo es conocido como la “descomposicién 3+17; en general, la estructura
métrica no necesita respetar dicha descomposicién.

A.3. Delta de Dirac

La funcién Delta de Dirac es una distribuciéon o “funcién generalizada”, definida mediante la
siguiente formula integral:

+oo
/ d(z —a)f(x) de = f(a), (A.3.1)

+oo
/ 0(z) de =1, (A.3.2)

-i-oo_Oo
| @i de = f0) (A33)
/+°0 d(z —b)d(a —x) de = §(a — b). (A.3.4)

En algunos casos, se representa la Delta de Dirac como una funcién definida a trozos,

oo, =0
(5(x):{0 c£0 (A.3.5)

conocida como “expresiéon informal”.

A.3.1. Propiedades

A continuacién, se enlistan algunas propiedades de la Delta de Dirac que se utlizaron en la
presente tesis, principalmente en los célculos de los paréntesis de Poisson,
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§(z) = 6(—=x) (A.3.6)

0(x —a)=0(a—2x) (A.3.7)
f(@)d(x —a) = f(a)d(z — a) (A.3.8)
§(—x)=-8(2) (A.3.9)
f(2)d'(z) = = f'(x)d(x), (A.3.10)

las cuales se pueden demostrar utilizando directamente la definiciéon (A.3.1) de la Delta de Dirac.
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