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Bisqueda de las escaleras de Wannier
en sistemas elasticos 1D gobernados
por la ecuacién de Timoshenko-Ehrenfest

Resumen

En este trabajo se presenta un andlogo del fenémeno cuantico de las Escaleras de
Wannier-Stark (EWS), mas brevemente escaleras de Wannier, en sistemas elasticos
1D, vigas de aluminio, gobernados por la ecuaciéon de Timoshenko-Ehrenfest. Nues-
tra investigacion inicialmente se enfoca en el estudio de las ondas torsionales, cuyo
Modelo de Viga Independiente (MVI) es medular para el diseio de las estructuras 1D.
Con un razonamiento similar al utilizado en ondas torsionales, abordamos las ondas
flexionales, cuyo formalismo es descrito por dos ecuaciones diferenciales acopladas de
segundo grado, en contraste con las vibraciones torsionales que se rigen por la ecuacién
de onda. El comportamiento exético del espectro de frecuencias como funcion de la
longitud, en una viga con seccién transversal rectangular uniforme y la naturaleza de
la ecuacion de Timoshenko-Ehrenfest ponen de manifiesto el reto que constituye la
observacion de las EWS en ondas flexionales, el cual en este trabajo es resuelto de
forma tedrica y experimental. En este sentido y por primera vez, un espectro de fre-
cuencias con espaciamiento constante y sus eigenfunciones asociadas bien localizadas
emerge de forma natural en un sistema que no es gobernado por la ecuaciéon de onda.



Search for the Wannier ladders in 1D
elastic systems governed by the

Timoshenko-Ehrenfest equation

Abstract

This thesis presents an analogous of quantum phenomenon of Wannier-Stark Lad-
ders (WSL), more briefly Wannier ladders, in 1D elastic systems, aluminium beams,
governed by the Timoshenko-Ehrenfest equation. Our research initially focuses on
the study of extorsiona waves, whose independent beam model is core to the design
of beams with 1D structure. With a similar approach to that used for torsional
waves, we approach bending waves, whose formalism is described by two coupled
second-degree differential equations, unlike with torsional waves that are governed
by wave equation. The exotic behavior of the frequency spectrum as a function of
the length, in a beam with uniform rectangular cross section and the nature of the
Timoshenko-Ehrenfest equation reveals the challenger which constitutes the observa-
tion of the WSL in bending waves, which is solved theoretically and experimentally
in this research. In this regard, for first time, a frequency spectrum with constant
spacing and its well-localized eigenfunctions emerges naturally in a system that is not
governed by the wave equation.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Antecedentes

Un electréon inmerso en un potencial periédico bajo la influencia de una fuerza
estatica externa experimenta oscilaciones temporales y espaciales denominadas os-
cilaciones de Bloch [1], en honor a Felix Bloch quien en 1929 estudié el movimiento
de electrones en estructuras cristalinas, bajo la accién de un campo eléctrico estatico
externo [2—1]. Dicha teoria fue confirmada experimentalmente 60 anos después de
su surgimiento en estructuras periddicas semiconductoras. Posteriormente, se obser-
varon oscilaciones de Bloch en stper-redes periddicas semiconductoras, ver por ejem-
plo [5,6], tal fendmeno también se evidenci6 en atomos ultra frios [7-9], condensados
de Bose-Einstein unidimensionales [10], fisica éptica [11-14], gufas de onda [15-18]
y mas recientemente en ondas torsionales a partir de vigas con una estructura bien
definida [19].

Un antecedente fundamental que garantiza la observacion de las oscilaciones de
Bloch son las EWS. Estas escaleras, se caracterizan por un espectro de energias con
espaciamiento constante y sus correspondientes autoestados bien localizados [20]. En
el dominio del tiempo, es decir, la evoluciéon de un pulso a lo largo del sistema desor-
denado, las EWS dan lugar a las oscilaciones de Bloch [21-24]. En efecto, las EWS
fueron observadas de forma numérica 40 afos antes de la demostraciéon experimental
de las oscilaciones de Bloch [25] y posteriormente de forma experimental [26]. El
comportamiento ondulatorio del fenémeno de las oscilaciones de Bloch, habilita la
posibilidad de observar este fenémeno en el régimen de la fisica clasica, prueba de
ello son las publicaciones [27-30]. Donde los autores detectan las frecuencias de reso-
nancia en estructuras unidimensionales, cuyo desorden selectivo permite observar las
EWS. Es preciso mencionar que en fisica clasica los eigenvalores corresponden a las
frecuencias, mientras en fisica cuantica los eigenvalores se identifican con las energias.

En la década de los anos 60 Gregory H. Wannier influenciado por su profesor
Eugene Wigner se interesé por el estudio de la fisica del estado sélido [31]. Su principal
motivacion fisica involucré la localizacién de las funciones asociadas con una banda
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de energia, en si, el proposito inicial era permitir maniobrar con problemas en los
que hubiera localizacion de las funciones de onda. Sin embargo, como valor agregado
esta localizacién resulté fundamental para el problema de los campos homogéneos;
en palabras de Wannier «es relativamente facil predecir el efecto de un campo sobre
una funcion localizaday.

El comportamiento de un electrén inmerso en un cristal es descrito por las eigen-
funciones de onda asociadas al Hamiltoniano del sistema periédico, denominadas
funciones de Bloch [32], donde por interferencia constructiva y destructiva surge el
reconocido espectro de bandas de energia, permitidas y prohibidas [35]. La inclusién
del cristal en un campo eléctrico homogéneo modifica la estructura periddica, des-
trozando el patron de bandas que ahora es relegado a estados localizados de Wannier
quien descubrio que el sistema del electrén inmerso en el cristal bajo la influencia del
campo eléctrico homogéneo arroja un espectro de energias uniformemente espaciado
y proporcional a la intensidad del campo externo homogéneo, como a continuaciéon lo
mostramos.

La ecuacién de Schrodinger unidimensional independiente del tiempo, para un
electrén de carga e inmerso en un potencial periédico bajo la influencia de un campo
eléctrico externo homogéneo ¢ en unidades atémicas es,

— @)+ V(a)(a) = Bo(a). (1.1
El potencial V (z) esta dado como,
V(z) = V,(x) + ecx, (1.2)

aqui el subindice p etiqueta el potencial periddico debido a los atomos del cristal,
Vy(x) = V,(z + np), donde n es un nimero entero arbitrario. El segundo término
corresponde al potencial eléctrico cuyo caso limite ¢ = 0 nos regresa el resultado
predicho por los estados de Bloch, estados extendidos con la misma probabilidad
para un electrén en cualquier sitio equivalente [33,34]. Sin embargo, cuando & # 0,
la periodicidad es destruida y el potencial adquiere la propiedad V (z +mnp) = V(z) +
neep. Haciendo el cambio de variable 2’ = x4 np y sustituyendo en la ecuacién (1.1),
obtenemos

")+ V(4 () = Bu()

1 (1.3)

—5 (@) + V(@)(a') = (B — neep)y(a’).
En la ultima ecuacién se observa que los eigenvalores, F — neep, estan desplazados
por el valor neep respecto a los provistos por la ecuacién (1.1). Tal desplazamiento
indica que los niveles de energia contiguos exhiben un espaciamiento uniforme cuyas
eigenfunciones son bien localizadas. La derivaciéon matematica que hemos presentado,
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es descrita con minucioso detalle en los articulos publicados por Wannier, Zak y
Rabinovitch a lo largo de las decadas de los afios 60 y 70, donde surgieron debates
acalorados respecto al rigor de las demostraciones [36-39)].

El fenémeno de las EWS, de forma original, corresponde al régimen de la fisica
cuantica, y por tanto, es gobernado por la ecuacion de onda de Schrodinger; una
gran variedad de publicaciones han sido desarrolladas con éxito gracias al acceso
a sistemas peridédicos. Por ejemplo, en un trabajo relativamente reciente [40], los
investigadores obtienen un espectro equiespaciado a partir del modelo de amarre
fuerte aplicado a una monocapa de grafeno inmersa en un campo eléctrico intenso.
En el régimen de la fisica clasica los modos de vibracién compresionales y torsionales
se rigen por la ecuacién de onda, en este sentido el andlogo de las EWS resulta algo
familiar. No obstante, los modos de vibracién flexionales se rigen por dos ecuaciones
diferenciales de segundo orden que acoplan el desplazamiento del eje neutro y el
angulo de desviacion de la seccion transversal en la flexion de las vigas, el desacople de
estas variables nos conduce a la ecuacion diferencial de cuarto orden de Timoshenko-
Ehrenfest [413-45]. La naturaleza de esta ecuacion constituye un desafio para observar
un andlogo de las EWS en la flexion de vigas.

Los modos de vibracién flexionales de una viga a pesar de ser un fenémeno fisico
antiguo, aun contienen varios aspectos poco explorados en lo que se refiere a oscila-
ciones flexionales de sistemas estructurados. La teoria de Euler-Bernoulli, pionera
en el estudio de vibraciones flexionales, predice resultados satisfactorios a frecuencias
muy bajas. Por tanto, resulta insuficiente para describir las oscilaciones flexionales
cuando la frecuencia de oscilacién se incrementa [16], debido a que en la ecuacién
de movimiento FKuler-Bernoulli se omiten dos correciones: el efecto de la inercia de
rotacion propuesto por Rayleigh y las deformaciones de la seccion transversal de la
viga, debida a los esfuerzos de corte planteada por Timoshenko y Ehrenfest [43—45,47].

La teoria de Timoshenko-Ehrenfest explicaba apropiadamente las mediciones ex-
perimentales realizadas mas precisas hasta mediados del siglo pasado y principios
de este, que tanto mediciones experimentales [48] como estudios tedricos y numéricos
cuestionaban la validez de la teoria 1D de Timoshenko-Ehrenfest, y es que la teoria 1D
planteaba una serie de caracteristicas inusuales de las oscilaciones elasticas, como la
existencia de una frecuencia de corte més alla de la cual las ondas flexionales exhiben
una doble periodicidad espacial. Aunque esta teoria deja de ser valida a frecuencias
muy por encima de la frecuencia de corte [19]. Se debe reconocer, que esta teoria
arroja predicciones sorprendentes antes de la frecuencia de corte y en la vecindad
cercana después de la frecuencia de corte [50,51].

Recientemente se han desarrollado una serie de transductores electromagnéticos
acusticos EMATS, por sus siglas en inglés, con caracteristicas selectivas y una alta
sensibilidad que los convierten en excelentes excitadores y sensores de vibraciones
flexionales. Tales dispositivos han permitido medir con una alta precision tanto fre-
cuencias como amplitudes de onda, con lo cual se logré6 demostrar por primera vez
y casi un siglo después de su surgimiento, la existencia de la frecuencia de corte y
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la relacion de dispersion de los modos de vibracién flexionales que demuestran la
doble periodicidad espacial [51]. Esto ha permitido profundizar en el estudio ex-
perimental de las vibraciones flexionales y poner a prueba las implicaciones de la
teoria de Timoshenko-Ehrenfest. Cabe mencionar, que bajo ciertos ajustes la teoria
de Timoshenko-Ehrenfest es valida para vigas con estructuras, cuyas frecuencias son
superiores a la frecuencia critica [52].

El siguiente paso natural es la extension del formalismo para estudiar vigas con es-
tructura compleja. Al introducir una estructura a una viga pueden aparecer multiples
frecuencias, como ya se ha observado en el terreno experimental. En este sentido, re-
sulta imprescindible estudiar desde la teoria de vigas de Timoshenko-Ehrenfest, como
afecta la existencia de diferentes bandas de frecuencia delimitadas en la observacion
de algunos fenémenos como las EWS. Desde el punto de vista experimental, este
fenémeno puede ser estudiado en el dominio temporal o de frecuencia, lo que propor-
cionaria suficientes datos de dispositivos de interés como el planteado en la referen-
cia [53], donde se propone un dispositivo basado en el fenémeno de las oscilaciones de
Bloch para transmitir informaciéon entre dos regiones diferentes de una linea de trans-
mision. En este sentido, debido al gran auge y las muchas aplicaciones que se pueden
tener en esta area de la actstica, resulta apropiado estudiar las oscilaciones de Bloch
en el ambito de la fisica actustica. Asi la amplia gama de aplicaciones modernas en el
estudio de sistemas cuanticos y opticos, que incluyen telecomunicaciones, deteccion,
laser, interferometria y amplificacion resonante. Resultan dificiles de transponer y
muestran un desafio fundamental que abre una abundancia de nuevas oportunidades
en el manejo del ruido, imégenes médicas, sistemas de comunicacién subacuética,
deteccion y actuadores acusticos.

1.2 Organizacion del trabajo

En el capitulo 2, se estudia la ecuacion que gobierna las ondas torsionales en vigas
con secciéon transversal uniforme, cuya solucion bajo la imposicion de modos normales
y condiciones de frontera de extremos libres arroja el espectro de frecuencias con sus
eigenfunciones asociadas el cual corresponde al MVI. Se analizan vigas con seccién
transversal circular y rectangular, donde se observa que para las vigas de geometria
circular la velocidad propagacién no es afectada por el area de la seccion transversal,
mientras las dimensiones de la seccién transversal rectangular modifican la velocidad
de propagacion. En el capitulo 3, se estudian vigas con estructura, excitadas con ondas
torsionales. El primer sistema elastico estudiado corresponde a dos resonadores unidos
por una muesca, este sistema es un analogo de dos niveles cuanticos 1D acoplados,
donde se observa que el cruce de niveles no es posible como lo especifica el teorema de
Von Neumann-Wigner. Posteriormente, se estudian sistemas localmente periédicos
en los cuales se introducen defectos que rompen la periodicidad local del sistema.
A partir de un rompimiento selectivo y nada trivial en la periodicidad local de la
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viga se observa como emerge el andlogo de las EWS. Estos sistemas son estudiados
desde un enfoque tedrico, excepto por el primer sistema que también es estudiado
experimentalmente.

En el capitulo 4, se estudian las ondas flexionales en vigas con seccién transver-
sal rectangular uniforme. Se inicia con un anélisis de la ecuacién de Timoshenko-
Ehrenfest y su solucién bajo la imposicion de modos normales y condiciones de fron-
tera de extremos libres. Se estudia la relacién de dispersiéon en la cual la frecuencia
de corte divide el comportamiento en tres regimenes, para los cuales la solucion a la
ecuacion de Timoshenko-Ehrenfest adopta formas diferentes, todas contenidas en la
solucion més general, que estd dada como la suma de cuatro términos exponenciales.
En el capitulo 5, a partir de la Teorfa de Vigas de Timoshenko-Ehrenfest (TVTE)
y el Método de la Matriz de Transferencia (MMT) se estudia la viga con estructura
que permite observar el analogo del fenémeno de las EWS. Antes de mostrar que en
ondas flexionales un espectro equiespaciado con sus eigenfunciones bien localizadas
es posible, se presenta el método ideado para el diseno de la estructura de las EWS,
donde el MVI es imprescindible y la longitud de las muescas juega un papel decisivo.
Este estudio se ha desarrollado tanto tedrica como experimentalmente. Finalmente,
en el capitulo 6 mostramos el estudio experimental llevado a cabo en los laboratorios
de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, Sede Ecocampus Valsequillo .



Capitulo 2

Ondas torsionales en vigas 1D con
seccion transversal uniforme

En vibraciones elasticas de vigas existen tres tipos de vibraciones: compresio-
nales, torsionales y flexionales. Los dos primeros tipos de vibraciones se rigen por la
ecuacion de onda, mientras las vibraciones flexionales son gobernadas por la ecuacién
de Timoshenko-Ehrenfest. Por un lado, las vibraciones compresionales tienen lugar
cuando se propaga una extension o una comprension a través de la viga. Por otro
lado, las vibraciones torsionales se caracterizan por una torsion en la seccién transver-
sal de la viga que se propaga a lo largo de esta. Nuestra principal motivacién recae en
observar las EWS en vibraciones flexionales; como punto de partida estudiamos la ob-
tencion del andlogo de las EWS en vibraciones torsionales desarrollado por Gutiérrez
et al. [27] donde emerge la necesidad de estudiar los modos de vibracién torsionales
en una viga de seccién transversal constante

2.1 Ecuaciéon de movimiento
En la Fig. 2.1 mostramos una viga uniforme de secciéon transversal circular, su eje

neutro coincide con el eje z, sujeta a una torsion uniforme por unidad de longitud.
Aplicando la segunda ley de Newton, se obtiene

2
OR(z, 1) _ pIa Q(Z,t).

0z ot? (2.1)

Donde I y p corresponden al momento polar de inercia y la densidad del material,
respectivamente. La torca N estd dada en funcién de la derivada espacial del angulo
de giro multiplicado por la constante de rigidez torsional [11],

00(z,t)

N:
C@z’

(2.2)
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que depende de las propiedades de la seccién transversal de la viga y el modulo
de corte, GG, del material. Sustituyendo (2.2) en (2.1), obtenemos la ecuacién que
gobierna las vibraciones torsionales,

2 2
0 Q(Z,t) - ia 0<Zut) — 0, donde cr = g (23)

022 & o2 pl

Figura 2.1: a) Deformacién de una barra circular bajo la aplicacién de torcas en los extremos, b)
Deformacion del elemento diferencial dz para la viga bajo torsion.

Aqui el subindice T indica que son vibraciones torsionales. La velocidad de propa-
gacion en el material, estd conectada con la constante de rigidez. En el caso de vigas
con seccion transversal circular, la constante de rigidez esta dada como C' = IG. Por
tanto, la velocidad de propagacion cr resulta independiente del radio de la seccion

transversal circular, es decir,
|G
CT = (| —. (24)
P

Mientras en vigas con seccion transversal rectangular la constante de rigidez: C' = aG,
ocasiona que la velocidad de propagacién,

alG

e (2.5)

Cr =
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dependa de las dimensiones de la seccion transversal. El coeficiente o es provisto por
una solucién en serie desarrollada por Navier en 1827 [54],

256 33 1 (hw)?
T o6 (2m 4+ 1)2(2p + 1)2 w2(2m + 1)2 + h2(2p + 1)?’

mOpO

(2.6)

donde h y w, etiquetan la altura y ancho de la seccién transversal, respectivamente.
Es importante mencionar, que el valor de a converge con veinte términos de la serie.
El momento polar de inercia para esta geometria estd dado como

hw? + wh?
il (2.7)

2.1.1 Solucién y condiciones de frontera de extremos libres

Para la solucién de la ecuacién de movimiento (2.3) aplicamos el método de sepa-
racion de variables e imponemos condiciones de modos normales, es decir,

0(z,t) = p(2)e™". (2.8)
Sustituyendo la ecuacién (2.8) en la ecuacién (2.3), obtenemos,

¢"(2) + k2p(z) =0, donde k= —; (2.9)

cr

cuya solucién méas general es
$(2) = Ae** + Be*z (2.10)

Considerando una viga de longitud L imponemos condiciones de frontera de ex-
tremos libres, dado a que estas condiciones son faciles de obtener en el estudio exper-
imental. La imposicién de estas condiciones de frontera en z = 0y z = L nos da el
siguiente sistema de ecuaciones

¢'(z
¢'(2

0)=0= A=B,

. . 2.11
L) =0= Ae*t — Be~™* = . (211)

2.2 Modelo de viga independiente

Este modelo es de suma importancia para el diseno de los sistemas con estructura
que permiten emular el andlogo de las EWS [27] y otros tipos de andlogos que se
pretendan simular en ondas torsionales. Resolviendo el sistema de ecuaciones (2.11)
obtenemos el espectro de frecuencias para una viga simple [411],

sin(kL) =0= f; = cr

—J 2.12
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o MVI para ondas torsionales, donde j etiqueta el nimero de modo. En este mo-
delo se observa que las frecuencias son directamente proporcionales a la velocidad
de propagaciéon e inversamente proporcionales a la longitud de la viga. En todos
los trabajos desarrollados con vigas solo se hace mencion a geometrias de la seccién
transversal circular y rectangular; por lo cual, es importante comprender como se
comporta el espectro de frecuencias bajo la influencia de estas dos geometrias de la
seccion transversal.

En la seccién 2.1 se concluyod que la velocidad de propagacion cr es independiente
del area de la seccién transversal circular, mientras las dimensiones h y w de la
seccion transversal rectangular modifican la velocidad de propagacién. Por tanto, el
espectro de frecuencias para secciones transversales rectangulares se modifica tanto
por la variacién en la longitud de las vigas como por la alteracién en las dimensiones
de la seccion transversal, mientras en las vigas de seccion transversal circular la tinica
opcion de modificar el espectro de frecuencias recae en la variacion de la longitud de
las vigas. En este sentido, las vigas con seccion transversal rectangular resultan ser
mas completas para el diseno de estructuras que posibiliten el andlogo de fenémenos
ondulatorios. No obstante, la independencia de la velocidad de propagacion en vigas
con seccion transversal circular facilitan el andlisis matematico y numérico.

2.3 Eigenfrecuencias y eigenfunciones para vigas
de seccién transversal circular y rectangular
uniformes

Calculamos el espectro de frecuencia y sus correspondientes eigenfunciones para
dos vigas, una con seccion transversal circular y la otra con seccién transversal rec-
tangular, ambas vigas tienen una longitud L = 0.5 m y las areas de las secciones
transversales son idénticas, ver Fig 2.2. La ecuacién (2.12) nos provee del espectro
de frecuencias cuya velocidad cr para las secciones transversales circular y rectan-
gular, estd dadas por las ecs. (2.4) y (2.5), respectivamente. Explicitamente las
eigenfrecuencias para estas dos secciones transversales adoptan la forma

1 |G . 1 |G [a.
fC’ir_ﬂ—J\/;]a fRec_%\/;\/;7 (213)

los subindices C'ir y Rec corresponden a la geometria de las secciones transversales
circular y rectangular, respectivamente. Por un lado, la viga con seccién transversal
circular resuena a frecuencias mayores en comparaciéon con las frecuencias de resonan-
cia de la viga con seccion transversal rectangular, debido a que en esta geometria el
espectro de frecuencias esta multiplicado por un factor adicional m < 1. Por otro
lado, las eigenfunciones bajo la imposicion de condiciones de frontera de extremos
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Figura 2.2: Vigas de seccién transversal rectangular y circular con longitud L. aqui h, w y r,
etiquetan la altura, el ancho y el radio, respectivamente.

-—°‘Se‘cci‘6n‘ ci‘rm‘lla‘r ‘ b 2 _|
30 —Seccién rectangular
20 _
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m L
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Figura 2.3: Eigenfrecuencias y eigenfunciones para dos vigas simples con secciones transversales
circular (curva verde) y rectangular (curva negra). En el panel superior izquierdo se muestra la
frecuencia en funcién del nimero de nodos j, mientras en el panel inferior izquierdo se presentan

las frecuencias de forma vertical. En el panel del lado derecho estdn graficadas las eigenfunciones

para los primeros cuatro modos. Las viga tienen una longitud L = 0.5 m, ,/% = 3077.03 m/s, el
radio de la seccion transversal circular es r = 0.006425 m, y las dimensiones de la seccién transversal
rectangular son h = 0.0l m y w = 0.0129 m.

libres, para ambas geometrias, con la amplitud A normalizada a 1 estan dadas por

o(z) = \/gcos(k‘z), k= j;j, (2.14)



12 Capitulo 2: Ondas torsionales en vigas 1D con seccion transversal uniforme

donde se aprecia que las eigenfunciones son independientes de la geometria de la
seccion transversal, lo cual no es sorprendente, ya que trabajamos con sistemas 1D
y por tanto, las eigenfunciones solo deben depender de la longitud L de las vigas.
En la Fig. 2.3 se constata lo mencionado respecto a las eigenfunciones y frecuen-
cias cuyo espaciamiento es equidistante, pero evidentemente no corresponde a una
EWS, pues no existe ninguna estructura que emule el rompimiento de la periodicidad
ocasionado por la presencia del campo eléctrico uniforme, de este modo las eigenfun-
ciones siempre se extienden a lo largo de la viga con seccién transversal uniforme y
exhiben las condiciones de frontera impuestas, puesto que la pendiente de la curva
es nula en ambos extremos de las vigas. En efecto, en la ecuacién (2.14) la funcién
trigonométrica coseno nos anticipa que la amplitud de onda, asociada a cualquier
frecuencia de resonancia, serd una funciéon extendida.



Capitulo 3

Fenomenos ondulatorios 1D en
vigas con estructura excitadas con
ondas torsionales

Los fenémenos ondulatorios, a diferentes escalas, estan presentes tanto en el
régimen de la fisica clasica como en el régimen de la fisica cuantica. Los andlogos bien
establecidos en sistemas elasticos de fenémenos cuanticos, cuyo nivel de abstraccion
es elevado y de dificil acceso en el terreno experimental, amplian la comprension de
los conceptos involucrados al tiempo que tienen distintas interpretaciones en las dife-
rentes areas de la fisica. En fisica actstica las diferentes estructuras 1D maquinadas
en una sola pieza de aluminio y excitadas con modos de vibracion torsionales han per-
mitido desarrollar diferentes andlogos de fenémenos y efectos cuanticos, tales como las
EWS, sistemas localmente periddicos y las oscilaciones de Bloch, [19,27,29,55]. Para
el estudio de estos sistemas acusticos resulta apropiado utilizar el MMT que arroja
resultados consistentes con lo observado en el experimento, como se puede constatar
en [27,29]. Con el objetivo de entender como surge el andlogo de las EWS en vi-
braciones torsionales, iniciamos estudiando dos sistemas 1D actsticos, uno analogo
al cruce evitado de niveles y el otro analogo a las estructuras localmente periédicas,
cuyo desorden selectivo nos permite emular el andlogo de las EWS [27].

3.1 Cruces evitados de niveles

Los sistemas de dos niveles cuanticos son versatiles, pues a partir de un mode-
lo matematico simple y analitico es posible extraer algunas ideas fisicas generales e
importantes que se pueden extrapolar a sistemas mas complejos [56]. En un sistema
cuantico 1D de dos niveles el Hamiltoniano arroja dos eigenvalores, que de ser de-
generados ocasionan un cruce de niveles. La degeneracion del sistema se destruye al
acoplar el sistema, como ocurre en el sistema unidimensional de dos niveles cuanticos

13
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presentado en Cohen et al. [56]. En estricto rigor el fenémeno de cruces evitados se
rige por el teorema desarrollado por von Neumann y Wigner, el cual establece que
se requiere la variacién de tres parametros para obtener un cruce de niveles. Sin
embargo, en un sistema unidimensional solo es posible variar uno o dos parametros,
méaximo. Por tanto, no es posible lograr la interseccion de los valores propios [57,58].
Cabe aclarar que este teorema fue originalmente enunciado para sistemas cuanticos.
No obstante, en esta seccion presentamos un analogo, en el régimen de la fisica clasica,
del fenémeno de cruces evitados, excitando con ondas torsionales un sistema unidi-
mensional de dos resonadores que emulan un sistema cuantico 1D de dos niveles, como
se muestra en la Fig.3.1. La limitacion de solo poder variar un parametro, la longitud
del sistema, nos conduce a obtener un auténtico andlogo del fenémeno cuantico de
cruces evitados.

L L l;

11:13

a)

b)

| |e—h—
w 11,

T

c)

Zy

z %

L >

Ay

Figura 3.1: Sistemas eldsticos, maquinados en una sola pieza, para el estudio del andlogo de cruces
evitados. Los resonadores, barras de los extremos, tienen longitudes l; y I3, ambos tienen la misma
seccién transversal con h = 00.252 m y w = 0.0125 m. El cuerpo que une a los resonadores es un
cubo perfecto de lado I3 = 0.005 m. Se han estudiado diferentes sistemas, donde la diferencia en
longitud A = (I3 —13)/2, toma los valores mostrados en: a) A =0 m, b) A =0.028 m, ¢) A = 0.033
myd) A =0.038 m. El modulo de corte, el modulo de Young y la densidad de masa medidos
en el laboratorio, ver seccién 6.3.1, son G = 27.41 Gpa, E = 66.4 Gpa y p = 2690.647 kg/m?3,
respectivamente.

El sistema de dos resonadores, Fig. 3.1, tienen dos secciones transversales rectan-
gulares de dimensiones diferentes, barra y muesca, de modo que se tienen dos niimeros
de onda, k1 = k3 = k y ko, respectivamente; cuyas velocidades deben ser calculadas
con la ecuacién (2.5). Ahora, en virtud de que el sistema estd compuesto por tres
cuerpos es factible resolverlo de forma analitica empleando el MMT, el cual se detalla
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en el apéndice A. Por comodidad y notacion, iniciamos reescribiendo la solucién de
la ecuacién de movimiento para vibraciones torsionales, ecuacién (2.10), en términos
de coordenadas locales,

¢;(z) = Aje™ 5 4 Bem e Eo, (3.1)

donde z;_1 < z < z;, j representa la interfaz en la que se establece continuidad, j =
1,2,...,N — 1,y N etiqueta el nimero total de cuerpos que conforma la estructura.
El sistema contiene dos interfaces, j = 1,2, por tanto, para obtener la Matriz de
Transferencia se deben multiplicar dos matrices de la forma (A.5), obteniendo

T =

1 ((n +Do)W_ + 2, (Fy =T )W ) , (3.2)

2 (Ty —T)W* (Ty + Do) W* + 2%

con

2
Fj = kj ( Sj ) s W_ = Z'Bikll Sin(kfng), W+ = eikll COS(k2l2)7 lj = Zj-1 — Zj-
ki1 \ Sj41

El resultado (3.2) y las condiciones de frontera de extremos libres nos permiten
resolver el sistema de ecuaciones proporcionado por la ecuacién (A.7), cuya solucién
estd dada por la ecuacién (A.11) consignada en el apéndice A y con la cual el deter-
minante de eigenfrecuencias para el sistema de tres cuerpos, después de un poco de
manipulacién algebraica, adopta la forma,

[cos(kals) cos(kly) — 'y sin(kqls) sin(kly )] sin(kls)

+ [sin(kly) cos(kala) + Ty sin(kaly) cos(kly)] cos(klz) = 0. (3:3)

En el caso limite de la viga con seccién transversal uniforme, k; = k5, recuperamos
el espectro de frecuencias presentado en el capitulo 2, ecuacién (2.12). Donde la
longitud total, L, estara dada como la suma de las tres longitudes de los cuerpos que
conforman la estructura.

La suma de las longitudes de los dos resonadores mostrados en la Fig. 3.1 se
mantiene constante [; + 3 = L — [, = 0.2 m. Por tanto, la longitud total de la viga
L, también es constante. Inicialmente, ambos resonadores tienen la misma longitud,
A = 0, posteriormente las longitudes de los resonadores son diferentes y obedecen a

la regla:

=1y
A= (3.4)

De modo que, el incremento de longitud [, corresponde a un decrecimiento de longi-
tud l3, y viceversa. En la Fig. 3.2, usando la ecuacién (3.3), calculamos el espectro de
frecuencias como funcién del parametro A, donde se aprecia que el incremento o de-
crecimiento del parametro de longitud A, ocasiona que algunas frecuencias aumenten
mientras otras disminuyen, propiciando que en algunas regiones estas frecuencias
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sean muy cercanas, dando lugar al andlogo del fenémeno de cruces evitados. Por
ejemplo, el rectangulo con lineas discontinuas encierra la zona en la que se observa
una repulsion, donde las frecuencias asociadas a los dos resonadores, considerados
independientemente, se cruzan, como manifestaciéon del teorema de Von Neumann-
Wigner [57].

El MVT, fé{j) = ;Tjjmj, es fundamental para el estudio de vigas con estructura, cuyo
acoplamiento es débil. Aqui m; etiqueta el nimero de nodos y j especifica el ntimero
de cuerpo. Recordemos que en este modelo las eigenfrecuencias son inversamente
proporcionales a la longitud de la barra. En este sentido, al incremento en longitud
del primer resonador, j = 1, le corresponden las frecuencias que decrecen, mientras las
frecuencias crecientes corresponden al segundo resonador, 7 = 3. Este decrecimiento
y crecimiento en las frecuencias de los dos resonadores, respectivamente, genera una
repulsion de niveles. Por ejemplo, si el primer nivel, mg = 1, del segundo resonador,
fl(s), y el segundo nivel, m; = 2, del primer resonador, fél), son aproximadamente

iguales, entonces
Ccr Ccr

— == Iy =2l .
oA 1, T (3:5)
con lo que se obtiene que
0.2
L=02m—1l3= I3= ?m, (36)

y por tanto, el correspondiente cruce evitado se observa aproximadamente en A =
0.033 m, como se muestra en la zona encerrada por el rectdngulo discontinuo en la
Fig. 3.2 para una frecuencia aproximada de 17.5 kHz, donde el valor de A = 0.033 m,
es indicado por la linea vertical.

Para explicar el fendmeno analogo de los cruces evitados se usa un razonamiento
similar al desarrollado en [56] para el sistema unidimensional de dos niveles cudnticos.
Sustituyendo los elementos matriciales M, la ecuacién trascendente (3.3) adopta la
forma

1
tan(kly) + tan(kls) + tan(koly) (r T tan(kly) tan(k13)> —0, T=T. (37
Por un lado, si los resonadores estan débilmente acoplados, entonces I' > 1. En el
limite de acoplamiento nulo, I' — oo, y la ecuacién (3.7), se convierte en

tan(kl; ) tan(kly) = 0, (3.8)

de modo que recuperamos el espectro de frecuencias para cada resonador: tan(kl;) =0
y tan(kls) = 0, lo cual coincide con el MVI. Por otro lado, si la longitud de la muesca
se hace nula, [ — 0, los dos resonadores se convierten en un solo resonador de
longitud total l; 4 I3, cuyo espectro de frecuencias, después de utilizar identidades
trigonométricas bien conocidas, nos da (1 — tan(kl;) tan(kls)) tan(kl; + kl3) = 0, que
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se reduce a tan k(l; + I3) = 0, resultado que coincide de nuevo con el proporcionado
por el MVTI para una viga de longitud [y + [3.

Aplicando una expansion en serie de Taylor a primer orden para las funciones
trigonométricas tan(kly) y tan(kls) de la ecuacion (3.7) en la vecindad de las eigen-
frecuencias asociadas a los dos resonadores, f,,(nll) y f}fg, respectivamente; y dado que
nuestro interés es analizar el cruce evitado, asumimos que las frecuencias en ese punto
de inflexion son muy cercanas para una eleccion particular de los valores de mq y ms.
Adicionalmente, suponemos que la tan(ksyly) permanece casi constante cuando la fre-
cuencia del sistema es cercana a fT(,Lll) o TS’S), por lo que la frecuencia de la muesca,

7 = 2, es evaluada en cualquiera de las dos frecuencias asociadas a los resonadores,
7 =1,3. Entonces se obtiene

27T(llcl+li‘>)f— (m1 + m3)m + tan (2”C£°l2) E -T (27;{l1 —m17r> (27;{l3 —m37r>] ;s)

Para la evaluacién de las funciones trigonométricas correspondientes a los resonadores

60
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Figura 3.2: Frecuencia de los modos normales para el sistema de dos resonadores con seccién transver-
sal rectangular en funcién del parametro de longitud A. La region enmarcada muestra una repulsion,
localizada en As ~ 0.033 m. Los pardmetros empleados son los mismos de la Fig. 3.1

usamos k{1¥l; 3 = mmy 3. Como era de esperarse la ecuacién obtenida corresponde a
una ecuaciéon cuadratica para la frecuencia f, cuyas soluciones son

1 1
fi = 5 U+ I8+ Wa Wo) & SV (A — fi + Wa - W2 4w, (3.10)
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donde por comodidad se ha definido

C1 2 f i)l
= t ! A1
Wl 27TFZ1 0 ( (&) ’ (3 )

C1 2 f {1y
Wiy = t 2 3.12
3 27TFZ3 €0 ( Co 7 ( )

C 27Tf(1)l2 27Tf(3)l2

W2 = ! 1 : 3.13
1387 gm0, SC( Co e Ca ( )

Con el objetivo de comparar las cantidades involucradas en el analogo del fenémeno
de cruces evitados con las obtenidas en el sistema cudntico de dos niveles por Cohen
et al. [50] se definen los pardmetros f y A,

~ 1
=S+ £+ W+ W) (3.14)
~ 1
A= (fo) = fal + Ws = W) (3.15)
los cuales son andlogos a las ecuaciones obtenidas para el sistema cuantico,
1
1
A =SB~ By), (3.17)

con la salvedad de que en los sistemas eldsticos los eigenvalores corresponden a las
frecuencias naturales, mientras en mecanica cuantica, dichos eigenvalores son las ener-
gias asociadas a los dos niveles. El paso natural con las ecuaciones (3.14) y (3.15)
es analizar la grafica de fi como funcion de A. Sin embargo, como se ha podido
observar los parametros mas faciles de variar son la longitud de los resonadores. Ya
se ha definido el pardmetro de longitud A, aqui definimos [ = ({; + l3)/2. Por tanto,
A, puede ser escrita como

~  fIA + col(ms —my)

A= 20— A?) , (3.18)

on 1 2m fol
5:m3+m1+cot< Wf[”). (3.19)

7l vr

En la ecuacién (3.18), si se toma un valor relativamente pequefio de A en com-
paraciéon con [ el denominador cambia sutilmente, de modo que el parametro A se
comporta casi de forma lineal. Esto significa que un cambio sutil en A afecta de forma
proporcional a A. En este sentido, la grafica presentada en el recuadro superior de
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la Fig. 3.4 exhibe un comportamiento similar al del sistema cudntico [56-58]. Cabe
resaltar que para resonadores idénticos, I; = I3, el cruce evitado resulta simétrico
respecto a A = 0, ver Fig. 3.2. En sintesis, la expresién para las eigenfrecuencias en
sistemas elasticos, alrededor del cruce evitado, resulta idéntica a la obtenida para las
eigenenergias en un sistema de dos niveles cuantico 1D [56-58]. En ambos regimenes
se define el pardmetro A para el cual la degeneracién en los eigenvalores arroja un
cruce o un acoplamiento nulo W,, = 0.

Antes de presentar el estudio experimental es importante entender la localizacion
de las amplitudes de onda en el sistema de dos resonadores. De acuerdo con el MVI,
deberiamos esperar que para las frecuencias mas bajas, la amplitud de onda A sea
aproximadamente del orden de longitud total del sistema de los dos resonadores, de
modo que, la amplitud de onda no se localiza en ningtin resonador sino que se extiende
a lo largo de la estructura. Conforme la frecuencia incrementa, la longitud de onda
disminuye y pasa a ser del orden de la longitud del resonador mas largo, /. Este
resonador deberia excitarse en un estado equivalente a su modo normal méas bajo
my, exhibiendo un solo nodo a lo largo de la barra, mientras los dos cuerpo restantes
estarian fuera de resonancia, por lo que la amplitud de onda deberia disminuir en esta
region. Por lo tanto, el estado deberia localizarse alrededor del resonador mas largo.
Manteniendo la eleccién del pardametro A y ascendiendo en frecuencia, el segundo
resonador con longitud /3, ahora sera excitado y los cuerpos restantes estaran fuera de
resonancia con una amplitud de onda muy tenue. En este sentido la amplitud de onda
ahora estara localizada en el segundo resonador con su modo normal més bajo mg = 1
y un solo nodo a lo largo de su barra. En nuestro andlisis experimental utilizamos la

TEMA

Detector \/Ime’m permanente > | Amplificador

[Lock—in Ampliﬁcador] w- : \
=(DAC}——>

Figura 3.3: Configuracién experimental usada para medir las frecuencias de los modos normales
de vibracién torsionales y las correspondientes amplitudes de onda. En la esquina del extremo
derecho de la viga se localiza el excitador piezoeléctrico mientras en el extremo opuesto se localiza
el Electromagnetic Acoustic Transducer (EMAT) detector, que se desliza a lo largo de la viga para
medir las amplitudes de onda.
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Figura 3.4: a) Ampliacién del cruce evitado encerrado por el rectdngulo en la Fig. 3.2. Los puntos
azules corresponden a la frecuencia medida experimentalmente y la curva verde corresponde al calculo
con el MMT. b) Amplitudes de onda de los seis estados mostrados en a), calculados numéricamente
usando MMT (curva negra) y obtenidas experimentalmente (curva magenta). La estructura naranja
en los seis paneles inferiores ilustra el sistema de dos resonadores. La barra de escala indica las
deformaciones, azul indica una deformacién minima, mientras el color rojo indica una méaxima
deformacion.

configuraciéon mostrada en la Fig. 3.3, con la cual medimos las oscilaciones torsionales
de manera efectiva. En la parte superior de esta figura se muestra la viga de aluminio
soportada por dos hilos de nailon. Para excitar las oscilaciones torsionales utilizamos
un transductor piezoeléctrico ubicado en una esquina del extremo derecho de la viga,
la excitacion torsional se produce enviando una senal sinusoidal con un generador de
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senales controlado desde la computadora. La senal que se propaga a través de la vigas
es amplificada y detectada por un EMAT. El funcionamiento de estos dispositivos se
explica en la referencia [50] y se detalla en el capitulo 6. En nuestro caso agregamos
dos imanes permanentes al EMAT con su eje perpendicular al eje de la bobina cuyo
propédsito es mitigar las oscilaciones compresionales y flexionales, y por tanto, tener
la certidumbre de solo medir vibraciones torsionales. Finalmente, la senal detectada
por el EMAT es enviada a un amplificador Lock-in el cual filtra el ruido de la senal,
después esta senal es enviada a un DAC que convierte la senal analdgica en una senal
digital que es procesada por la computadora.

Para demostrar el efecto de los cruces evitados, maquinamos tres sistemas, mostra-
dos en la Fig. 3.1. Dos sistemas corresponden a A = 0.028 m y A = 0.038 m, es
decir, antes y después del cruce, mientras que el tercer sistema corresponde al valor
de A = 0.033 m, donde se produce el cruce evitado. Aplicando el procedimiento
descrito medimos de forma experimental las seis frecuencias (puntos de color azul) y
sus amplitudes de onda asociadas, como se muestra en la Fig. 3.4. Dichos resultados
experimentales son comparados con el MMT y el Método de Elemento Finito (MEF).
Las eigenfunciones antes y después de la repulsion se caracterizan por sufrir un cruce.
En efecto, en la Fig. 3.4, se observa que la eigenfuncién correspondiente al punto A
se localiza en el primer cuerpo de la estructura, como se aprecia en el recuadro A
del panel b), adicionalmente esta eigenfuncién se cruza al punto F, sexto recuadro
del panel inferior, donde la eigenfunciéon resulta ser la misma con la excepciéon que
la longitud de los cuerpos 1 y 3 ha aumentado y decrecido un valor de longitud A,
respectivamente. Esta misma situacion es observada en las eigenfunciones corres-
pondientes a los puntos D y C, donde ambas eigenfunciones se localizan en el tercer
cuerpo. En contraste las eigenfunciones de los puntos mas cercanos a la repulsién,
puntos B y E, estan deslocalizadas y corresponden a una combinacion lineal de las
eigenfunciones correspondientes a los puntos A y C, y B y E, respectivamente. Final-
mente, podemos concluir que los resultados experimentales exhiben un alto grado de
coincidencia con los obtenidos por el MMT, lo cual nos da confianza para avanzar en
el estudio de vigas con estructura.

3.2 Sistemas localmente periédicos

La fisica del estado sélido en un alto porcentaje se concentra en el estudio de
cristales cuya principal caracteristica recae en las estructuras infinitamente periédicas
que exhiben a determinadas escalas. Por un lado, El teorema de Bloch [59] resulta
fundamental en el andlisis de sistemas periddicos, tal teorema establece que las eigen-
funciones de la ecuacién de onda para un potencial periédico estan dadas por el
producto de una onda plana €T multiplicada por la funcién periddica uy(r), la cual
contiene la misma periodicidad de la red cristalina. Este teorema facilita el andalisis
del movimiento de los electrones, pues en virtud de la periodicidad, es suficiente es-
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tudiar el movimiento de un solo electrén [59]. Por otro lado, el modelo de Kronig y
Penney [60] 1D funciona para entender algunas caracteristicas del comportamiento
de los electrones inmersos en un potencial periédico cuyo espectro de energias corre-
sponde a la reconocida denominacién de bandas de energia permitidas y prohibidas.

— Celda unitaria
S,
2j-1 ; 52].
Z:i Zj+1 2

€

T
L\HHHHHHLHHHHHHF'Z

Figura 3.5: Esquema de un sistema localmente periédico 1D. En la parte superior se muestra la
celda unitaria conformada por un cilindro, de longitud [, y dos muescas, de longitud €/2, localizadas
en los extremos del cilindro. El sistema esta constituido por N celdas, y por tanto, la longitud total
es L = N(l 4 ¢€). Los subindices 2j — 1 y 2j etiquetan a las muescas y barras, respectivamente, con
j=1,2,...,N.

| Celdas | I(m) |

1 1.000225
2 0.4997

4 0.249575
6 0.1662

8 0.1245125
10 0.0995

12 0.082825

Tabla 3.1: Longitud del cilindro para determinado ntimero de celdas. La letra [ etiqueta la longitud
del cuerpo, la longitud de las muescas siempre es constante e = 0.275 mm.

Las bandas de energia, ya mencionadas, también son observadas como un analogo en
ondas flexionales [51] y en ondas torsionales como se aprecia en la publicacion [55],
de la cual reproducimos algunos resultados numéricos. En la Fig. 3.5 se ilustra un
sistema localmente periddico conformado por N celdas unitarias, compuestas de un
cilindro y una muesca en cada extremo. Con el propdsito de observar la aparicion
de las bandas permitidas y prohibidas, se calcula el espectro de frecuencias para el
namero de celdas registrado en la Tabla 3.1; precisando en que la longitud de la celda
unitaria disminuye conforme aumenta el nimero de celdas en la viga, cuya longitud
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Figura 3.6: Frecuencia de los modos normales de vibracién en funcién del niimero de celdas unitarias,

reproduccién tedrica de los resultados reportados en [55]. Aqui , /% = 3104.7 m/s, los radios de la

muesca y el cilindro son r; = 0.15 mm y ro = 6.35 mm, respectivamente.

total L se mantiene constante. En la Fig. 3.6 se observa la aparicién de bandas
conforme el niimero de celdas aumenta. Donde siempre la primera banda permitida
contiene N — 1 frecuencias, mientras a partir de la segunda banda el niimero de fre-
cuencias se corresponde con el nimero total de celdas unitarias que conforman la
estructura. El crecimiento del niimero de celdas unitarias ocasiona que el ancho de
las bandas prohibidas aumente, en contraste con la compresion que experimentan las
bandas permitidas.

El patron de bandas permitidas y prohibidas se observa con mayor claridad en
la Fig. 3.7, donde se han graficado las eigenfrecuencias como funcién del nimero
de modo para un sistema compuesto por N = 12. En efecto, las bandas permiti-
das contienen a un numero finito N de niveles, muy cercanos con frecuencias que
experimentan una cusidegeneracion conforme la frecuencia aumenta. Esta situacion
también es observada en un cristal real [61] cuyas bandas permitidas estdn compues-
tas por una sucesion infinita de niveles discretos, muy cercanos entre si, donde las
bandas prohibidas se producen cuando la condicién de Bragg kl = jm se satisface.
En el sistema localmente periddico [ corresponde a la longitud de la celda unitaria y
J es un entero que etiqueta el nimero de nodos que exhibe la eigenfuncién [55].

Aplicando el MMT descrito en el apéndice A, calculamos las eigenfunciones,

®](2) = Y. 65(2), (3.20)

correspondientes a la segunda banda permitida, ®/(z), para el sistema compuesto por
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Figura 3.7: Frecuencia de los modos normales de vibracién para una viga localmente periddica
compuesta por 12 celdas unitarias. Los pardmetros empleados son los mismos de la Fig. 3.6.
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Figura 3.8: Amplitudes de onda para los 12 niveles de la segunda banda presentada en la Fig. 3.7.
Las lineas verticales rojas especifican la posicién de las muescas a lo largo de la estructura localmente
periddica, la letra J corresponde al niimero de nodos que exhibe la eigenfuncién y el subindice 1
especifica el niimero de nodos que exhibe la amplitud de onda local en cada uno de los 12 cuerpos.



Capitulo 3: Fenomenos ondulatorios 1D en vigas con estructura excitadas con ondas
torsionales 25

12 celdas unitarias. Aqui J corresponde al nimero de nodos que exhibe la amplitud
de onda en toda la estructura, mientras el subindice j proviene del MVI, y por tanto,
especifica el nimero de nodos que exhibe cada uno de los cuerpos que conforma
la viga cuya amplitud de onda «localy, ¢;(2), estd dada por la ecuacién (A.15).
La cuasidegeneracién en las eigenfrecuencias ocasiona que la amplitud de onda se
extienda a lo largo de la estructura localmente periédica; por tanto, las eigenfunciones
no se localizan en ninguna regién. Este efecto caracteristico de sistemas localmente
periddicos se observa en la Fig. 3.8 y se constata que cada una de las eigenfunciones
exhiben el niimero de nodos correspondiente a su modo de vibracién J.

3.3 Sistemas localmente periédicos con dos
impurezas

A través de simulaciones y calculos numéricos desarrollados con el MMT estudi-
amos la influencia en las eigenfrecuencias y sus correspondientes eigenfunciones por
la disposicion de dos impurezas, localizadas de forma simétrica, ver Fig. 3.9, res-
pecto al centro geométrico de una estructura localmente periddica. En el sistema I)
las dos impurezas aumentan la misma longitud A, por lo que la longitud total de la
viga no es constante, mientras en el sistema II) la longitud total de la estructura es
constante, pues el aumento de longitud A de la impureza localizada en el cuerpo 4 es
compensado con el decrecimiento de longitud A en la impureza restante.
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Figura 3.9: Sistemas localmente periddicos con dos impurezas, dispuestas de forma simétrica respecto
al centro geométrico de la estructura; cuya seccion transversal es circular. En la parte superior
derecha se ilustran las dimensiones de los dos cuerpos que componen la estructura para A = 0. La

velocidad de propagacién es 4 /% = 3104.7 m/s.

Para el estudio de estos dos sistemas iniciamos calculando las eigenfrecuencias en
funcién del pardmetro de longitud A, como se muestra en la Fig. 3.10. En ambos
sistemas las frecuencias de resonancia correspondientes a las dos impurezas migran a
las bandas prohibidas, efecto andlogo al observado en cristales [59,60]. La disposicién
de las dos impurezas en ambos sistemas, localmente periédicos, ademas de romper
con la estructura de bandas permitidas y prohibidas, también ocasiona que los niveles
de las bandas permitidas experimenten repulsiones materializadas en las ondulaciones
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que exhiben los niveles, como se puede apreciar en la segunda banda permitida de
ambos sistemas.
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Figura 3.10: Eigenfrecuencias en funcién del pardmetro de longitud A. El célculo del panel del lado
izquierdo corresponde al sistema I) y el del panel del lado derecho corresponde al sistema II). Los
pardmetros empleados son los mismos de la Fig. 3.9.

La migracion de estas frecuencias de resonancia a la banda prohibida exhibe un
comportamiento bien diferenciado en cada uno de los sistemas. En la Fig. 3.10, se
observa, para el sistema I) que el crecimiento simultaneo y de igual longitud en las
dos impurezas ocasiona que la diferencia en frecuencia de los dos niveles localizados
en la banda prohibida sea minima. En efecto, la intersecciéon de la linea vertical
roja con los dos niveles, asociados a las dos impurezas, especifica la region en la que
estos dos niveles son muy cercanos, como se puede confirmar en la ampliacién de esta
region, mostrada en el lado derecho del primer panel. En el sistema II) el crecimiento
y decrecimiento simultaneo de la longitud en las dos impurezas propicia que los dos
niveles fugados experimenten el fenémeno de cruces evitados, estudiado en la seccion
3.1.

Para el sistema I) calculamos las eigenfunciones asociadas a las dos frecuencias
ubicadas en la primera banda prohibida con A = 0.04 m. Una vez mas apelando
al MVI, tenemos que para las frecuencias mas bajas, primera banda permitida, la
longitud de onda A no percibe la estructura de la viga, y por tanto, la amplitud de onda
se extiende a lo largo de toda la estructura. A medida que la frecuencia incrementa,
la longitud de onda llega a ser del orden de la longitud de las dos impurezas, de modo
que solo estas dos impurezas entran en resonancia de forma simultanea mientras
en las barras restantes la amplitud de onda exhibe deformaciones sutiles, es decir, la
amplitud de onda se localiza en los dos defectos, como se observa en la Fig 3.11a. Cabe
resaltar, que las frecuencias de resonancia para estos dos cuerpos no son idénticas, pero



Capitulo 3: Fenomenos ondulatorios 1D en vigas con estructura excitadas con ondas

torsionales
A
S 3
= =
< N [TRFA SN i
o o
D E
£ 3
= :
== I\ RPN/ | -2 L/
o el
| | | | | ' L | L | L | |
0 0.5 1 0 0.5 0 0.5 1 0 0.5 1
z(m) z(m)

(a) Sistema I)

(b) Sistema IT)

Figura 3.11: Eigenfunciones asociadas a los modos de vibracién localizados en la primera banda
prohibida y especificados por el parametro de longitud A en la Fig. 3.10.

si muy similares, en virtud del acoplamiento cuerpo-muesca, emulando una especie de
tunelamiento entre los dos defectos [62] o el fendmeno de amarre fuerte entre electrones
en un cristal, si en vez de crecer las impurezas se disminuye su longitud y se mantiene
constante la longitud de la celda unitaria [63]. Para el sistema II) calculamos las
eigenfunciones asociadas a las frecuencias ubicadas en la primera banda prohibida
para los seis puntos etiquetados con las primeras seis letras del alfabeto latino en
la Fig. 3.10 y cuyas longitudes del parametro A, antes, después y en el cruce son:
A, = 0.044 m, Ay = 0.064 m, A, = 0.054 m, respectivamente. En la Fig. 3.11b, se
observa que el comportamiento que exhiben las eigenfunciones es igual al explicado
en la seccién 3.1, lo que ratifica que este sistema también es un analogo del fenémeno
de cruces evitados con el valor agregado de que nos permite ampliar la comprension
de sistemas periddicos con impurezas.

3.4 Analogo de las Escaleras de Wannier-Stark

Después de la segunda guerra mundial el estudio de estados localizados en solidos
fue retomado por los fisicos [31]. Slater [64] demostr6 que el movimiento de un electrén
inmerso en un potencial periédico bajo la influencia de una perturbacién puede de-
ducirse de la energia en la red periddica como funciéon del momento o nimero de onda.
Dicha teoria resulta 1til para discutir el espectro de niveles de energia en cristales
con impurezas. Un enfoque diferente surgié con Gregory H. Wannier quien adiciond
un campo homogéneo externo al Hamiltoniano que describe a un cristal en ausen-
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cia de campos. La adiciéon de dicho campo destruye la periodicidad del cristal, y la
solucién analitica y exacta, demostrada en primera instancia por Wannier y sometida
a revisiones detalladas por Zak y Rabinovitch [20,31,36-39], arroja las denominadas
EWS cuyas principales caracteristicas constituyen un espectro de energias con es-
paciamiento uniforme y sus correspondientes autofunciones localizadas en un orden
prescrito por la intensidad de la energia.

Es preciso reiterar que la conjuncién entre un espectro equiespaciado y sus auto-
funciones asociadas bien localizadas definen a las EWS. En efecto, existen espectros
equiespaciados carentes de eigenfunciones localizadas, como es el caso de la viga con
seccion transversal uniforme, excitada con modos de vibracién torsionales, estudia-
da en la seccién 2.3 y el oscilador finito en el diseno espectral de guias de onda
dobladas [65]. En contraparte, también existen sistemas desordenados tales como el
reconocido fenémeno de localizacion de Anderson [66,67], en los que las eigefunciones
son bien localizadas pero el espectro de frecuencias no es equiespaciado. En este
sentido, el desorden que admita el fenémeno de las EWS resulta selectivo y nada
trivial.

En el régimen de la fisica cuantica las EWS han sido un fenémeno ampliamente
investigado, y por tanto, plasmado en un sin niimero de publicaciones, de las cuales
algunas han sido mencionadas en la introduccién de este trabajo. La naturaleza
ondulatoria del fenomeno de las oscilaciones de Bloch habilita el estudio de las EWS
mediante sistemas analogos clasicos gobernados por la ecuacién de onda, ejemplos de
ello, son el trabajo presentado por G. Monsivais, pionero en el estudio de las EWS
en sistemas clésicos, donde estudia el analogo de la formacién de las EWS en la
propagaciéon de ondas electromagnéticas en un medio dieléctrico que varia en funcion
de la coordenada espacial z [68] y el estudio desarrollado por Gutiérrez et al. [27] en
vigas con estructura excitadas con ondas torsionales, cuyos resultados reproducimos
en esta seccion.

El principal objetivo para obtener el andlogo de las EWS consiste en desordenar
un sistema localmente periédico, como el presentado en la seccion 3.2, de modo que
dicho desorden, no trivial, emule el rompimiento de la periodicidad ocasionado por
el campo eléctrico homogéneo externo en una estructura cristalina generandose un
espectro de frecuencias equiespaciado con sus correspondientes autofunciones bien
localizadas. En ondas torsionales dicho desorden, no trivial, se puede obtener a partir
de la variacién en la longitud de los cuerpos o la velocidad de propagacion, como se
muestra a continuacion.

Las ondas torsionales se rigen por la ecuacién de onda [11],

0?0(z,t) 1 0%0(z,t)
022 2 ot?
Imponiendo condiciones de modos normales, 6(z,t) = ¢(z)e
rior, se obtiene

= 0. (3.21)

wt en la ecuacién ante-

() + (k™) 6(2) = 0, (3.22)
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cuya relacion de dispersion esta dada, como se sigue,

w; 27

(n) _ %5 _ =%
= T (3.23)
J
Los indices j y n etiquetan el niimero de nodos y la n-ésima barra, n = 1,2,..., N,

en la viga con estructura, respectivamente. Por otra parte, A\, = Qé—" se identifica con
la longitud de onda. Sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.23), obtenemos
(n) TTCn

Wi = | con wﬁn) = 27rf](n) (3.24)

El dltimo resultado, denominado modelo de viga independiente MVI, revela que
es posible obtener un conjunto de frecuencias equidistantes por medio de un conjunto
selectivo de velocidades {c,} o longitudes {l,}. En vigas con seccién transversal
rectangular cualquiera de los dos conjuntos modifica la frecuencia, mientras en vigas
con seccion transversal circular la frecuencia solo es sensible a la variacion de la
longitud. Es importante informar que se denomina MVI debido a que cada uno de los
cuerpos que conforman la viga, se considera que, oscila independiente de los demas
cuerpos. La versatilidad de este modelo, ecuacién (3.24), permite dilucidar el espectro
de frecuencias en un sistema de cuerpos separados, entre si, por muescas. Gutiérrez
et al. [27] demuestran que en ambas geometrias el andlogo de las EWS es posible. En
este sentido, varian de forma selectiva la longitud en vigas con geometria cilindrica,
y la velocidad en vigas con geometria rectangular, una explicacién mas detallada de
la geometria rectangular es presentada en [29].

La ecuacién (3.24) puede ser escrita como

() = 3.25
donde se aprecia que la frecuencia es directamente proporcional a la variacion de la
velocidad ¢, e inversamente proporcional a la variacién de la longitud [,. En este
sentido, el conjunto selectivo de velocidades o longitudes se puede obtener, respecti-
vamente, por medio de las siguientes propuestas:

cn = (1+nv)c, (3.26)
l
1+ ny

Aqui v o 79 son cantidades analogas a la intensidad del campo eléctrico y han sido
diferenciadas, ya que el valor para el que se observa un espectro de frecuencias equidis-
tante resulta diferente en cada una de las propuestas. Las letras ¢ y [ etiquetan un
valor arbitrario para la velocidad o la longitud de la barra.
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Ahora, como el objetivo radica en observar un espectro de frecuencias con espa-
ciamiento constante, la cantidad que contiene esta informacién es la diferencia de
frecuencias entre niveles contiguos,

AfY = = (3.28)

j
cuyo resultado al sustituir la ecuacién(3.26) o (3.27) es el mismo excepto por las

cantidades v y 7o, es decir,

n Yo . n cy .
AR =00y ALY =5 (3.29)

En la primera expresion [, = [, dado que las longitudes de todas las barras son

< »
« »

Figura 3.12: Estructura de la viga con seccion transversal circular, utilizada para obtener el andlogo
de las EWS a partir de la variacién selectiva de las longitudes I,, = /(1 +nvy), n = 1,...,14, con
[ =10.8 cm, v = 0.091, € = 2.51 mm y /G/p =3104.7 m/s. Aqui G, p y € etiquetan el modulo
de corte, la densidad del material y la longitud de las muescas, respectivamente. Los radios de la
muesca y la barra son ilustrados en la parte superior y sus valores son r = 2.414 mm y R = 6.425
mm.

idénticas, mientras en la segunda expresion ¢, = ¢, ya que la velocidad de propagacion
es independiente de la variacién de la longitud. La estructura de estas dos ecuaciones,
anticipa que el espaciamiento entre niveles contiguos es proporcional al numero de
nodos, 7, es decir, por ejemplo, la segunda y tercera escalera, j = 2 y 7 = 3, exhiben
el doble y triple del espaciamiento de la primera escalera, respectivamente, [27,29].
La ecuacién (3.26) esta conectada con la variacién de la velocidad. Este requisito,
como se ha mencionado en lineas previas, se satisface al variar las dimensiones de la
seccion transversal rectangular, haciendo uso de la expresion de Navier, presentada
al final de la seccién 2.1, donde la longitud [ es una cantidad constante. Por otra
parte, la ecuacién (3.27) funciona para ambas secciones transversales, rectangular o
circular. No obstante, en la geometria circular el analisis tedrico, especificamente
las simulaciones numéricas, se simplifican de forma considerable en virtud de que la
velocidad de propagacion es independiente de las dimensiones de la seccion transver-
sal circular, en contraste con la geometria rectangular donde surgen dos velocidades
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asociadas a la muesca y la barra. En este sentido, elegimos la segunda propuesta y
reproducimos numéricamente algunos de los resultados presentados en Gutiérrez et
al. [27] los cuales nos servirdn como punto de partida para obtener el andlogo de las
EWS en ondas flexionales, estudiado en el capitulo 5 .

El parametro sin dimensién v, analogo al campo eléctrico en el fenémeno cuantico
de las EWS arroja un espectro caracteristico de sistemas localmente periédico cuando
v =0 [55]. Y por tanto, cuando y # 0 la periodicidad es destruida, y se observa un es-
pectro completamente diferente. En efecto, para un intervalo selectivo de « el andlogo
del fenémeno de las EWS es observado. Antes de calcular el espectro de frecuencias
como funciéon del parametro v y capturar el rango en el que se observa el analogo
de las EWS. Es importante entender desde un enfoque cualitativo el espectro de fre-
cuencias que predice el MVI. Inicialmente, a bajas frecuencias la longitud de onda A
es aproximadamente del mismo orden que la longitud total de la viga L ~ >N, 1,,,
por lo que, todos los autoestados correspondientes a la primera banda seran extendi-
dos o no localizados. No obstante, bajo el incremento de frecuencias la longitud de
onda decrece, y es asi, que a partir de la segunda banda de estados A es aproximada-
mente del orden de la longitud de cada uno de los 14 cuerpos que conforman la viga.
Por ejemplo, para la primera frecuencia natural de la segunda banda, la longitud de
onda asociada es aproximadamente del mismo orden de la longitud del primer cuerpo,
Iy =1/(1++), de modo que, este primer cuerpo entra en resonancia mientras los 13
cuerpos restantes manifiestan minimas deformaciones. En este sentido, la autofuncién
asociada, a la eigenfrecuencia en cuestion, se localiza alrededor del primer cuerpo, y
no so6lo en el primer cuerpo, por el efecto del acoplamiento entre los primeros vecinos.
Para la segunda frecuencia de la segunda banda, la longitud de onda asociada coincide
con la longitud correspondiente al segundo cuerpo, Iy = [/(1 4+ 27), por tanto, la am-
plitud de onda, ahora es localizada alrededor de este cuerpo, y decrece a medida que
abandona las inmediaciones del segundo cuerpo. Este mismo argumento aplica para
entender la localizacion de las autofunciones en los 12 cuerpos restantes en un orden
prescrito por el aumento de las frecuencias. Es importante mencionar que aunque las
autofunciones se comprimen, por el hecho de que la longitud de los cuerpos disminuye
conforme la frecuencia incrementa, la forma de dichas eigenfunciones es semejante.

Para el sistema mostrado en la Fig. 3.12 se ha calculado el espectro de frecuencias y
sus autofunciones asociadas aplicando el MMT e imponiendo condiciones de frontera
de extremos libres. El formalismo es detallado en el apéndice A. En la Fig. 3.13 se
muestra el espectro de frecuencias en funciéon del pardmetro sin dimensiéon . Como
se mencioné en lineas anteriores, un espectro caracteristico de sistemas localmente
periddicos es observado en v = 0. No obstante, a medida que el parametro v se
incrementa el mencionado patréon de bandas es destruido y en la vecindad de v =
0.091, linea vertical azul, un espectro de frecuencias con espaciamiento uniforme en
la segunda banda es observado, excepto por los niveles de los extremos, n = 1,14,
cuyo espaciamiento, debido a los efectos de borde en los extremos de la viga, es
mayor respecto a los demas niveles de la segunda banda. El espectro de frecuencias
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Figura 3.13: Reproduccién del espectro de frecuencias, calculado en [27], como funcién del pardmetro
sin dimension v para una viga con seccién transversal circular conformada por 14 cuerpos.

proporcionado en v = 0.091 revela que se ha obtenido un analogo en sistemas elasticos
del fenémeno cuantico de las EWS. Con este valor de v se calcula la longitud de
los cuerpos que conforman la viga, la cual es maquinada en una sola pieza. Los
autores Gutiérrez et al. [27] demuestran una buena concordancia entre los resultados
experimentales y tedricos.

En la Fig. 3.14 reproducimos el calculo tedrico del espectro de frecuencias para las
dos primeras escaleras, 7 = 1,2, y los primeros 5 peldafios de la tercera escalera. En
el recuadro se muestran las amplitudes de onda asociadas al primer y quinto estado
de la segunda escalera, paneles inferior y superior, respectivamente. Por un lado, la
amplitud de onda correspondiente al primer estado resulta incompleta en comparacién
con la amplitud de onda del quinto estado. Esta alteracién es atribuida al efecto de
borde el cual es inevitable en el régimen de la fisica clasica, dado que el acceso a
estructuras infinitas es imposible, en contraste con el régimen de la fisica cuantica
donde el acceso a dichas estructuras es natural. Por otro lado, el espaciamiento entre
las resonancias contiguas de la segunda y tercera escalera, j = 2,3, corresponden
al doble y el triple del espaciamiento de la primera escalera, respectivamente. Esto
significa que el espaciamiento del analogo de las EWS en sistemas elasticos depende de
la banda j de excitacion, mientras en fisica cudntica el espaciamiento entre resonancias
contiguas para cualquier escalera es constante.

Por tltimo, reproducimos el calculo de las amplitudes de onda asociadas a los
modos 6 y 10 de la primera escalera, y el sexto y décimo primer estado de la segunda
escalera. En la publicacion de Gutiérrez et al. [27] se observa una buena concordancia
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Figura 3.14: Reproduccién tedrica del espectro de frecuencias, reportado en [27], para las primeras
tres escaleras andlogas al fendmeno de Wannier-Stark. En el recuadro se muestran dos amplitudes
de onda asociadas al primer y quinto nivel de la segunda banda. La primera banda de frecuencias,
j =0, correspondiente a amplitudes de onda no localizadas es omitida en esta grafica.
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Figura 3.15: Reproduccién tedrica de las amplitudes de onda, reportadas en [27]. En los paneles
superiores, de izquierda a derecha, se presentan los modos J = 19,23 y en los dos paneles inferiores
se muestran los modos J = 33,38 etiquetados con las letras (c) y (d), respectivamente. Las lineas
verticales indican la ubicacién de las muescas a lo largo de la viga.

entre los resultados tedricos y experimentales. Es evidente que la localizacion de las
amplitudes de onda es mejor lograda en la segunda escalera, las curvas en color azul de
la Fig. 3.15 confirman lo mencionado, ahi se observa que los cuerpos n =6 y n = 11
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son los que resuenan con mayor intensidad bajo la excitacion de las frecuencias de
resonancia respectivas, mientras en el caso de la primera escalera, las amplitudes
de onda no se localizan de forma contundente. En efecto, los primeros vecinos de
los cuerpos n = 6 y n = 10 deberian exhibir deformaciones sutiles. Sin embargo, sus
deformaciones son considerables y en cierta medida conmensurables con la amplitudes
de los cuerpos en resonancia.



Capitulo 4

Ondas flexionales en vigas 1D con
seccion transversal uniforme

El estudio de vibraciones flexionales se remonta al ano 1750. En ese entonces Jacob
Bernoulli y Leonhard Euler propusieron una ecuacion diferencial que funciona satis-
factoriamente a frecuencias muy bajas. Por tanto, resulta insuficiente para describir
las vibraciones flexionales conforme la frecuencia incrementa. En 1877 Rayleigh refin
la teoria de Bernoulli-Euler introduciendo el movimiento rotatorio de los elementos
de la viga, ademas de los traslacionales. Finalmente, en 1921 Stephen Timoshenko
y Paul Ehrenfest desarrollaron una teoria mas robusta al considerar el efecto de los
esfuerzos de corte [12-44,69]. En este capitulo estudiamos la Teoria de Vigas de
Timoshenko-Ehrenfest (TVTE) para una viga con seccién transversal uniforme.

4.1 Ecuacion de movimiento

Antes de iniciar con la deduccién de la ecuacién de movimiento, informamos que
se ha agregado el apellido del cientifico Paul Ehrenfest a la teoria de vigas de Timos-
henko con base en la referencia [44]. Donde se hace una investigacién exhaustiva de
los autores de la teoria de vigas en ondas flexionales. En efecto, se menciona que el
importante trabajo que trata del efecto de inercia de rotacién y de la deformaciéon
por cizallamiento no lleva el nombre de Ehrenfest como coautor. Para mayor detalle
ademéds del trabajo desarrollado por I. Elishakoff [14] se puede consultar la obra
biogréfica de Timoshenko escrita por Grigolyuk [45], donde se revela una carta recién
descubierta de Timoshenko a Ehrenfest. En este sentido, por razones justas y en pro
del reconocimiento a Paul Ehrenfest, denominamos a esta teoria como la teoria de
vigas de Timoshenko-Ehrenfest jDe hecho, asi deberia denominarse!

En esta seccion se deduce la ecuacion que describe el movimiento de flexién para
una viga con seccién transversal uniforme como la que se muestra en la Fig. 4.1,
donde se ilustra la flexion que experimenta la viga medida desde el eje neutro. En la

35
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1S

Figura 4.1: Esquema de una viga flexionada, donde se ilustran los desplazamientos transversal, £, y
angular, U. Figura adaptada de la Ref. [50].

teoria de vigas de Timoshenko-Ehrenfest la pendiente respecto al eje neutro de una
viga con seccién transversal uniforme, como la mostrada en la Fig. 4.1, consta de
dos contribuciones, la primera se relaciona con la rotacion W(z,t) que sufre la seccién
transversal de una viga simple y la segunda corresponde a los efectos de corte medidos
por el parametro vy, es decir,

23

&Z\P—i_%’ E=¢&(z,t), ¥=U(z1). (4.1)
Cabe senalar que Timoshenko asume que las secciones transversales planas per-
manecen planas, aunque ya no son perpendiculares al eje neutro. Es decir, la de-
formacion de la seccion transversal es ignorada en esta cinematica [42].

Con el argumento de que la igualdad entre el momento de flexién M y la curvatura

que exhibe la viga flexionada se mantienen, podemos escribir

M ov

En la coordenada angular W(z,t) es primordial calcular la deformacién vy ocasio-
nada por la fuerza de corte, la cual no es constante a lo largo de la seccion transversal
de la viga. Sin embargo, un factor de correcciéon k es introducido por Timoshenko,
de tal manera que la fuerza de corte V puede ser escrita como,

V= /S 7dS = (GoS)r. (4.3)

Donde 7 corresponde a la tension de corte y k es denominado el coeficiente de corte de
Timoshenko; su valor depende, principalmente, de la geometria de la seccion transver-
sal [42,70].
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Figura 4.2: a) Vista lateral de la viga antes y después de flexionarse y b) diagrama de cuerpo libre
del elemento dz de la viga bajo flexion.

Despejando a ¥ de la ecuacion (4.1) y sustituyéndola en (4.3), obtenemos

3
V = S5Gk (82 - \11> (4.4)

Aplicando la segunda ley de Newton y del diagrama de cuerpo libre del segmento
dz mostrado en la Fig. 4.2, tenemos

2
Y F,=—V+ <V+Wdz> —l—pdz—pSalz(9

0 072 (4.5)
oM 1 1 oV 0*v '
M, =M — M+ — — — — pl—.
> M, ( +ad>+2de+2<V+ad> 57
Las ultimas dos ecuaciones se reducen, respectivamente, a
ov 0?
- +tp pSig
aZ 8152 4.6
oM _ o o
0= o

Sustituyendo las ecuaciones (4.2) y (4.3) en las dos tltimas ecuaciones, con p = 0

U 0% %€
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0 0*v 0*
GSk (5 - q;) + el Y, (4.8)
0z z
obtenemos las ecuaciones acopladas en los desplazamientos transversal £ y angular W
que rigen la teoria de vigas de Timoshenko-Ehrenfest.

Las tultimas dos ecuaciones pueden ser escritas en términos del desplazamiento

. 3 3 . , .

transversal, calculando las derivadas %7‘%’, % y sustituyéndolas en la primera
derivada espacial de la ecuacion (4.8), es decir,

(4.9)

BV 1( By O e 1 0
pS ozt S Gr/) 0220t~ O0t2  GSkott

Con un procedimiento andlogo, detallado en el apéndice B.1, obtenemos una ecuaciéon
diferencial de cuarto orden en términos del desplazamiento angular,

= 0. (4.10)

EI 0"V I(l E) 0w 0*v pl 0*W

5o s\ TGr) oo T e T Gk on

Estas dos ecuaciones desacopladas se conocen como las ecuaciones de Timoshenko-
Ehrenfest. En virtud de que ambas igualdades tienen la misma forma, basta con
resolver una de las dos ecuaciones y relacionar los cuatro coeficientes de ambas solu-
ciones.

4.1.1 Relacion de dispersion

Imponiendo condiciones de modos normales, £(z,t) = e“!x(z), en la ecuacién

diferencial (4.9), obtenemos

2 2,,2

" pw " pw 2 2
— =0. 4.11
X"+ G ) + (@ e =0 (4.11)

Donde por comodidad hemos definido

11,1 PN e
M, E kG T TN T

(4.12)

El subindice ¢ etiqueta la frecuencia de corte que en la actualidad genera controversia.
Algunos autores niegan la existencia del espectro de frecuencias por encima de la
frecuencia de corte [418], mientras otros autores han corroborado su existencia a partir
de mediciones experimentales del espectro de frecuencias, por encima de la frecuencia
de corte en una viga con seccion transversal uniforme que obedece condiciones de
frontera de extremos libres [71].
La ecuacién caracteristica asociada a la ecuacién (4.11),
2,2

2
4 ) P 2 2y
') + Bt w) + Zam (=) =0, (413)
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Figura 4.3: Reproduccién tedrica de la relacion de dispersiéon para una viga simple en aluminio de
seccién transversal rectangular reportada en [51], cuya altura y ancho son h = 2.52 ecm, w = 5.04
cm, respectivamente. La linea continua indica que la raiz es real, mientras las lineas discontinuas
indican que las raices son imaginarias. La linea vertical punteada de color rojo corresponde a la
frecuencia critica (f. = 31.845 kHz). El modulo de Young, el modulo de corte, la densidad del
material y el coeficiente de corte de Timoshenko son: F = 67.421 GPa, G = 26.919 GPa, p = 2700
kg/m? y k = 0.850, respectivamente.

es la denominada relacion de dispersion para vibraciones flexionales; cuya solucién

p 1 1 w?
—tw |- 4 - i 4.14
Iuw) = Fw\ | =gy AM?2 T kGE < ) (4.14)

nos proporciona cuatro raices, u = 1,2,3,4. La frecuencia de corte divide el com-
portamiento de las raices en tres regimenes. En la tabla 4.1 se presenta el valor de
dichas raices de acuerdo al régimen especificado. Esta tabla nos permite concluir que
en todos los regimenes el conjunto de raices corresponden al conjunto de nimeros
imaginarios, excepto por la raices g, y ¢ en el primer régimen, w < w..

La relacion de dispersion proporcionada por la TVTE arroja resultados consis-
tentes con lo observado experimentalmente. Prueba de ello, es el trabajo reportado
por Monsivais et al. [51], donde miden, por primera vez, de forma experimental la
relacion de dispersién para una viga de seccidon transversal rectangular uniforme de
longitud L = 0.5 m. Demostrando que los resultados teéricos, proporcionados por
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la ecuacién (4.14) y reproducidos en la Fig. 4.3, ajustan en excelente medida con
sus mediciones experimentales. El comportamiento exotico que exhibe la relacion
de dispersién pone en evidencia el desafio que constituye obtener un analogo de las
EWS en vibraciones flexionales, cuya relacion de dispersiéon resulta dispersiva en con-
traste con las relaciones de dispersion no dispersivas que rigen las ondas torsionales
y compresionales.

’ Régimen \ Raices ‘

— _
W < we 92 = —91, G1 Ql+
ga = —g3, g3 =143
w = wc 92 - gl - O
94 = =93, 93 =iGe, qe= w\/];f]
W > w, go=—0G1, 91 = Z.Q1_
ga = —3g3, g3 = 143

Tabla 4.1: Raices g, de acuerdo al régimen especificado. En la primera columna reposan los regimenes
pautados por la frecuencia critica y en la segunda columna registramos la raices asociadas a cada
uno de los regimenes.

Con

+ P 1 1 w?

= . + 1— 2

ar(w) =w 2M, e 4M?2 - KGE w?

(4.15)

+ p 1 1 w?

= A + _ e

4 (@) =w\|l=97 AM2 T RGE | w2

4.1.2 Solucién y condiciones de frontera de extremos libres

Como se ha mencionado, basta con encontrar la solucién a una de las dos ecua-
ciones desacopladas. En ese sentido, elegimos trabajar con la ecuacién diferencial en
términos del desplazamiento transversal, la cual bajo la imposicion de modos nor-
males, adopta la forma

X2 + Bz + P (w0 - w?) =0, (4.16)

x(z) = zle#eg“Z. (4.17)
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Ahora, sustituyendo en la ecuacién (4.17) los valores de g, registrados en la tabla
4.1 y bajo manipulaciones algebraicas sencillas, obtenemos las soluciones correspon-
dientes a cada régimen, como se puede apreciar en la siguiente tabla:

| Régimen | Desplazamiento transversal x(z) |
w < We Ay sinh(gy 2) + As cosh(qy z) + Az sin(qs z) + Ay cos(qs 2)
W= W, Ay + Ag + Agsin(gez) + Ag cos(gez)
W > W, Ajcos(qy z) + 1Assin(qy z) + Assin(gz 2) + Ay cos(gs 2)

Tabla 4.2: Desplazamiento transversal para los tres regimenes especificados por la frecuencia de
corte.

Cuyos coeficientes estan dados, como se sigue,
Al :Al +A2, AQ :Al —Ag, Ag :i(Ag—A4), A4 :A3—|—A4 (418)

Las tres soluciones, registradas en la tabla 4.2, permiten enfocar de forma contun-
dente el anélisis que se pretenda desarrollar, dependiendo del régimen que se pretenda
estudiar. En nuestro caso, el primer régimen, w < w,, suple nuestras necesidades
para obtener el analogo de EWS, con el valor agregado de que su manipulaciéon tanto
analitica como numérica ofrece grandes bondades. Por ejemplo, en las simulaciones
desarrolladas, en el lenguaje de programacion FORTRAN;, el tiempo de calculo se op-
timiza de forma considerable, dado que dos de los términos exponenciales asociados
a la soluciéon general son relevados por dos términos trigonométricos.

Dado a las facilidades en el experimento, usamos condiciones de frontera de ex-
tremos libres. Lo que significa que imponemos que el momento de flexién y la fuerza
de corte se anulen en los extremos de la viga, es decir,

" =0k (4.19)
(az - \Ij> 0L :0

Imponiendo condiciones de modos normales, £(2) = x(z)e™!, ¥(z) = ¢(2)e™!, en el
ultimo par de ecuaciones, obtenemos,

V' (2)]z=0.L = 0 (4.20)

(X' (2) = ¥(2)) |2=0,L = 0. (4.21)

Aqui, nuestro objetivo consiste en obtener las dos condiciones en términos del

desplazamiento transversal. Para tal fin, también imponemos condiciones de modos

normales en las dos ecuaciones acopladas de Timoshenko-Ehrenfest, ecuaciones (4.7)
y (4.8), obteniendo, respectivamente,

W) = X'(2) - Tox(z) = 0 (4.22)
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GSk(X'(2) — ¥(2)) + EIY"(2) + plw?y(z) = 0. (4.23)

Evaluando la ecuacion (4.22) en los extremos de la viga y sustituyendo la ecuacion
(4.20), obtenemos la primera condicién de frontera

Ve o (1.21)

2=0,L

Para la segunda condicién, evaluamos la ecuacion (4.23) en los extremos de la
viga y sustituimos la ecuacién (4.21), obteniendo la segunda condicién en términos
del desplazamiento angular,

pw?

[w'%z) + 5 (z)] = 0. (4.25)

Finalmente, derivando la ecuacion (4.22), evaluando en los extremos de la viga y susti-
tuyendo las ecuaciones (4.20) y (4.24), obtenemos la segunda condicion de frontera,
en términos del desplazamiento transversal, es decir

2

)+ B ) = (1.26)

4.2 Eigenfrecuencias y Eigenfunciones

En esta seccién estudiamos el espectro de frecuencias y sus correspondientes ampli-
tudes de onda, para una viga de seccion transversal uniforme rectangular que obedece
condiciones de frontera de extremos libres. En efecto, reproducimos los resultados re-
portados en [51]. Previamente se demostrd que en el régimen w < w, la solucién a la
ecuacion diferencial de cuarto orden de Timoshenko-Ehrenfest estd dada como,

x(2) = Ay sinh(q] 2) + As cosh(q; z) + Az sin(qy z) + A4 cos(gs 2). (4.27)

Sustituyendo las derivadas correspondientes de tal solucion en las condiciones de
frontera de extremos libres, ecuaciones (4.24) y (4.26), y resolviendo el determinante
de frecuencias, ver apéndice B.2, obtenemos la ecuacion trascendente,

AAy A2A3> . .
2 (1 — cosh(g{" L) cos(gi L)) — - sinh(q; L) sin(¢d L) = 0, 4.28
(1 costta L) cosaf 1)) = (3 - 247 ) sioblaf Dysinaf £) =0, (429
con
2 pw? 2 pw?
M=¢g " +—, h=-¢G +—
kG kG
R L (4.29)
As =g +qu1+, Ay =—qi +qu3+-
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Figura 4.4: Reproduccién del determinante de frecuencias, reportado en [51]. Las lineas verticales de

color azul corresponden a las raices de la ecuacién trascendente (4.28) y la linea discontinua indica
la frecuencia de corte. En el panel inferior se muestra una ampliacién, donde se ha reducido la escala
vertical.

Las raices de la ecuacién (4.28) corresponden a las eigenfrecuencias para cualquier
viga de seccion transversal uniforme, de longitud L, que obedezca las condiciones
de frontera de extremos libres. Adicionalmente, las eigenfunciones asociadas son

calculadas con la ecuacién (4.27), cuyos coeficientes A, son calculados en el apéndice
B.3.

Como punto de partida en la busqueda del analogo de las EWS en sistemas que
se rigen por la TVTE, reproducimos algunos resultados presentado en Monsivais et
al. [51], esta reproduccion de resultados garantiza que nuestro analisis matemadtico
programado en el lenguaje de programaciéon FORTRAN, arroje resultados confiables.
Por tanto, usando la ecuacién (4.28) calculamos el determinante de eigenfrecuencias
para una viga de seccion transversal rectangular uniforme de longitud L = 0.5 m. Los
cruces por cero de tal determinante corresponden al espectro de eigenfrecuencias que
calculamos fusionando el método de Newton-Raphson con el método de biseccién, esta
combinacién optimiza el calculo de las raices y hace més fino el cdlculo numérico [72].
En la Fig. 4.4 las lineas verticales azules indican el espectro de frecuencias calculado
con los métodos numéricos mencionados, la correspondencia con los cruces por cero del
determinante es excelente lo que significa que, hasta el momento, el calculo numérico
es exitoso.
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Figura 4.5: Reproduccién del espectro de frecuencias como funcién de la longitud de la viga. La linea
vertical discontinua indica el espectro de frecuencias para la viga analizada de forma experimental
y tedrica en [51]. La linea horizontal corresponde a la frecuencia de corte.

Ahora, calculamos el espectro de frecuencias como funcién de la longitud de la
viga bajo estudio. Este resultado ratifica el comportamiento exético que exhiben
las vibraciones flexionales. En la Fig. 4.5, se observa que conforme la longitud de
la viga aumenta la frecuencia disminuye de una forma no lineal en contraste con
las vibraciones torsionales o compresionales, cuyo comportamiento es lineal y bien
descrito por el MVI. En ondas flexionales, la teoria de Euler-Bernoulli aporta una
expresion analitica que predice las frecuencias de los modos normales a frecuencias
muy bajas y longitudes relativamente largas,

fi= 7T(2;lj1> ﬂ (4.30)
pS
Sin embargo, no existe un MVI que describa el comportamiento de la frecuencia como
funcién de la longitud, en ondas flexionales, para longitudes relativamente cortas de
la viga. Diferentes enfoques pueden ser aplicados para predecir el comportamiento de
la frecuencia en funcion de la longitud de la viga; una alternativa es mostrada en el
capitulo posterior. De hecho, a partir de esa propuesta se logra obtener un anédlogo
de las EWS en sistemas gobernados por la ecuacion de Timoshenko-Ehrenfest.
Finalmente, calculamos las eigenfunciones asociadas a las frecuencias indicadas
con la linea vertical en la Fig. 4.5, antes de la frecuencia critica. En la Fig. 4.6 se
observa que para cada modo de vibracion j la eigenfuncion exhibe j + 1 nodos. En
comparacion con las vibraciones compresionales y torsionales, donde el ntimero de
nodos se corresponde con el nimero de modo de vibracion.
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Figura 4.6: Reproduccién teérica de las primeras doce eigenfunciones para una viga de seccion
transversal rectangular, de longitud L = 0.5 m. La primera eigenfuncién esta ubicada en el extremo
izquierdo, mientras la tltima eigenfuncién se ubica en el extremo inferior derecho. Las intersec-

ciones de la linea horizontal con la amplitud de onda indican el ntimero de nodos que exhibe el
desplazamiento transversal.




Capitulo 5

Analogo de las escaleras de
Wannier-Stark en ondas flexionales

Analogos de las EWS han sido observados en sistemas gober- nados por la ecuacion
de onda [27-29]. No obstante, nunca se ha observado tal andlogo en ecuaciones difer-
enciales de ordenes mayores. En sistemas elasticos las ondas flexionales son gober-
nadas por dos ecuaciones diferenciales de cuarto orden, que describen los desplaza-
mientos transversal y angular. Utilizando la teoria de vigas de Timoshenko-Ehrenfest
desarrollamos un modelo de viga independiente con el que determinamos la longitud
de cada uno de las barras que conforman la viga con estructura, los cuales al ser
unidos por muescas y excitados con vibraciones flexionales exhiben un espectro de
frecuencias equiespaciado con sus correspondientes autofunciones localizadas en un
orden prescrito por la intensidad de la frecuencia resonante. En este sentido, por
primera vez, obtenemos de forma exitosa un analogo de las EWS en un sistema que
no es gobernado por la ecuacién de onda.

5.1 Eigenfrecuencias y eigenfunciones

Antes de entrar en materia con la btsqueda del andlogo de las EWS en sistemas
gobernados por la ecuaciones de Timoshenko-Ehrenfest, presentamos el formalismo
tedrico para obtener las eigenfrecuencias y eigenfunciones asociadas a cualquier viga
con estructura 1D. Para resolver la ecuacion de Timoshenko-Ehrenfest, en una viga
con estructura, empleamos el MMT. Bajo la imposicién de modos normales exigimos
continuidad en la j-ésima interfaz para los desplazamientos transversal y angular, el
momento de flexién y la fuerza de corte, es decir,

X5 (25) = xj+1(25) (5.1)
¥;(25) = Yi1(25) (5.2)
L' (25) = L, (%) (5.3)

46
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Silx (2 i) — vi(z)] = J+1[X]+1<Z]) Vjr1(2)]- (5.4)

Donde los desplazamientos transversal y angular en términos de coordenadas locales
adoptan la forma

X (Z) = Al,j sinh(qffj?rj) + Az,j COSh(qugj) + A37j Sin(q;j,%j) + A47j COS(q;:j,%j) (55)

Y(2) = 14_117]» sinh(quéj) + 14_127]» cosh(qf’jéj) + /_137]- sin(q{{jéj) + /_147]- COS(q;:ij), (5.6)

con

Zj =2z —Zj—1 YV Zj-1<z2<zj.

Las soluciones x;(z) y ©;(z) son idénticas en forma. No obstante, es importante
precisar que no son exactamente iguales, los coeficientes A, ; y f_lw» codifican la difer-
encia entre las dos soluciones. Para aplicar las condiciones de continuidad es necesario
conocer los factores de peso que relacionan los coeficientes de ambas soluciones, de tal
modo, que el conjunto de condiciones quede en términos de un solo desplazamiento.
Esto se puede lograr a partir de las dos ecuaciones acopladas de Timoshenko-Ehrenfest
o utilizando las soluciones para los desplazamientos transversal y angular junto con la
segunda ecuacion acoplada de Timoshenko-Ehrenfest, ver apéndice C.1.2. El segundo
procedimiento [74] arroja las relaciones,

ALy =CGAsy, Ay =(Ary, Asy=—BjAs;,  Auy = BiAs;. (5.7)
Donde por comodidad hemos definido

GSikq!;
GSjk — plw? — ELigy;’

GSikq3
GSj:‘i — plng + EIjQ;:j

G = B = (5.8)

Con la informacién de las relaciones (5.7) y las derivadas correspondientes; las
condiciones de continuidad, ecuaciones (5.1)-(5.4), pueden ser escritas en términos
del desplazamiento transversal, cuyo resultado final bajo manipulaciones algebraicas,
nos da la forma de la Matriz de Transferencia

P P, . Py P
61211:; COsh(qulj) ﬁsmh(qf’jl]) ﬁcos(qgfjlj) 2Jsm(q3jl )
Myoes — oy sinh(g; 1) ﬁcosh(qffjlj) ﬁsin(qijlj) d: cos(qy ;)
i—j+1 = | Py 2 Py
I df;jcosh(qulj) ﬁjsmh(qijlj) ﬁcos(q;jlj) GJSID(Q3JZ) ’
P P P P
d;j smh(qffjlj) ﬁcosh(qffjlj) %sm(q%@) d;j cos(q3]l )

los factores que multiplican a las funciones trigonométricas en la matriz M;_,;1; y la
descripcion del procedimiento son presentados en el apéndice C.2

Con la informacién de la Matriz de Transferencia y exigiendo que el momento
de flexién y la fuerza de corte se anulen en los extremos de la viga obtenemos un
sistema de cuatro ecuaciones, cuyo determinante, ecuaciéon (C.29), nos proporciona
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las frecuencias de los modos normales para los cuales las eigenfunciones asociadas
estan dadas, como se sigue,

=260 (5.10)

Finalmente, el calculo de las eigenfrecuencias y eigenfunciones es programado en
FORTRAN, donde es necesario usar precision arbitraria, dado que los dos términos
exponenciales que contiene la ecuacién (5.5) son susceptibles al redondeo de las cifras
significativas el cual es incorrecto en las precisiones doble y cuddruple. Con la ex-
cepcion que estas dos tultimas precisiones arrojan resultados correctos para vigas que
no excedan la longitud de L = 1 m, como puede corroborarse en la reproduccién de
los calculos tedricos presentados en la tltima secciéon del capitulo anterior. Respecto
a vigas con estructura las precisiones doble y cuadruple arrojan resultados correctos
para un numero maximo de 4 celdas unitarias, que en conjunto no excedan 1 m de
longitud.

5.2 Modelo de viga independiente

Usando la TVTE calculamos el espectro de frecuencias como funcion de la longitud
para una viga de seccion transversal rectangular uniforme. En la Fig. 5.1 se observa
que la frecuencia decrece conforme la longitud de la viga incrementa. No obstante,
el comportamiento no es, para nada, trivial y no existe una expresién analitica que
lo describa, para longitudes de la viga relativamente pequenas. En el panel inferior
se muestra una ampliacién del espectro de frecuencias, los vértices de las rectas de
color azul capturan tres puntos en el primer modo de vibraciéon, j = 1, para los que
las longitudes [y, [5,l3 resuenan a tres frecuencias equidistantes, fi, fo, f3, con una
diferencia constante, Af; = 0.5 kHz. Este procedimiento puede ser generalizado,
hasta obtener un nimero suficiente de coordenadas que permitan el diseno de una
viga con estructura cuyo desorden selectivo admita al andlogo de las EWS [73].

Dado que no existe una ecuaciéon analitica para las frecuencias de los modos nor-
males de vibraciones flexionales, en vigas con longitudes relativamente pequenas,
como funcion de la longitud, se usa una funciéon matematica,

fj = Cj + bjl_aj. (511)

ajustada a la j-ésima frecuencia, obtenida numéricamente como funcién de la longitud
l. Las longitudes [, de cada uno de las N-barras que conforman la viga varian de
acuerdo a la regla

lo
ly=——+7, =1,...,N. 5.12
(14 nd)t/e " (5.12)
Aqui [y es una longitud arbitraria fija. Sustituyendo la ecuacién (5.12) en la ecuacién
(5.11), obtenemos la frecuencia del j-ésimo estado asociado a la n-ésima barra, es
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Figura 5.1: Eigenfrecuencias en funciéon de la longitud para una viga de seccién transversal rect-
angular uniforme como funcién de la longitud [. Experimentalmente determinamos la densidad
del material p, los médulos G y E, cuyos valores son p = 2690.47 kg/m3, G = 27.4096 Gpa y
E = 66.4026 Gpa, ver seccién 6.3.1. El ancho y la altura de la viga son A = 1.25 cm, w = 2.53 cm,
respectivamente, y el coeficiente de corte de de Timoshenko es x = 0.861. En el panel inferior se
muestra una ampliacion del espectro de frecuencias.

decir,
P = ¢+ bylg @ (1 + nd), (5.13)

y las diferencias entre frecuencias A fj(”) = ff“ — fj(”) para barras consecutivas del
mismo modo de vibracién son

AFM = bly ™, (5.14)

independiente del indice n.

Trabajando para el primer modo de vibracién j = 1 en el intervalo de longitud
comprendido entre 0.06 m y 0.15 m. El ajuste numérico mostrado en la Fig. 5.2 nos
arroja los coeficientes a; = 1.523 y by = 0.387, con los cuales se observa una excelente
concordancia entre la curva de color rojo asociada al primer modo de vibracion, y el
ajuste numérico, curva negra.

La eleccion del intervalo de longitud no es al azar y se justifica en dos argumentos:

1. Las frecuencias de vibraciéon asociadas al primer modo de vibracion no se mez-
clan con las frecuencias de los deméas modos.

2. Lalongitud total de la viga con estructura, que en nuestro caso esta conformada
por trece barras, no excede los 2 m de longitud.
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Figura 5.2: Ajuste numérico, curva discontinua negra, del primer modo de vibracién flexional, curva
de color rojo, para una viga de seccién transversal rectangular uniforme.

El altimo argumento es un requisito indispensable para el estudio experimental, pues
vigas con longitudes mayores a 2 m implican complicaciones en las mediciones, mien-
tras que el primer argumento es una ventaja que facilita y optimiza el analisis, tanto
tedrico como experimental.

Es importante resaltar que el MVI obtenido es el principal responsable para el
diseno de la estructura unidimensional, que tanto en el ambito experimental como
en el ambito tedrico permite observar el andlogo de las EWS. Esto no significa que
esta sea la tnica opcion para observar un analogo de las EWS. En efecto, se podria
aplicar un analisis netamente tedrico, partiendo de un razonamiento bastante similar
al aplicado en la ecuacién de onda que gobierna el fenémeno cuantico de las EWS. No
obstante, es imprescindible reconocer la naturaleza de la ecuaciéon de Timoshenko-
Ehrenfest y en este sentido vislumbrar las diferencias, tales como la relacién de dis-
persion que exhibe un comportamiento bastante interesante, donde surge una fre-
cuencia de corte que divide el espectro de frecuencias en dos regimenes.

Precisamente, se puede considerar la relacion de dispersion, en el buen sentido de
la palabra, como el principal obstaculo para obtener una expresién analitica exacta,
como la obtenida en ondas torsionales. En este sentido, implementamos el modelo
descrito en esta seccion, en el cual explotamos las simulaciones numéricas y partir
de ellas obtenemos la ecuacién (5.14), en la cual el valor del coeficiente a; es suscep-
tible al modo de vibracion en el que se pretenda disenar la viga con estructura que
admita el andlogo del fenémeno de las EWS. Lo anterior se puede identificar como
una limitacién, donde es necesario un diseno diferente en la estructura de la viga
para observar un espectro equiespaciado en cada uno de los modos de vibracion. No
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Obstante, en intervalos de longitudes grandes, [ > 1, m el comportamiento de todos
los modos es muy parecido. Y por tanto, aplicando el modelo de viga independiente
es posible que con un unico valor de o se obtenga un espectro de frecuencias equidis-
tantes, en el régimen w < w,., para cada uno de los modos de vibracion, es mas, en este
intervalo un andlisis tedrico puede arrojar expresiones analiticas que permitan mayor
control sobre el problema. Sin embargo, la realizacién experimental tendria grandes
complicaciones por la longitud total de la viga con estructura, la cual excederia los
diez metros de longitud.

5.3 Estructura de Wannier-Stark

En el MVI el parametro sin dimensién ¢ es andlogo al campo eléctrico en el
fenomeno cuantico de las EWS. En nuestro sistema elastico de N barras que inte-
raccionan débilmente, la frecuencia de estados localizados en cada uno de las barras

depende, aproximadamente, de forma lineal del gradiente g—‘:, cuya pendiente esta
dada por
ow 0 /1
— =~ 27b— <> 5.15
0z ™18 e ( )

Figura 5.3: a) Viga con estructura usada para obtener el andlogo de las EWS con celdas de longitud

variable 1, = W n=1,2,...,N, conlyp=0.13m, 6§ = 0.61 y o; = 1.523. El sistema tiene

una longitud total de 1.5529 m correspondiente a N = 13. Los deméas parametros son idénticos a
los descritos en la Fig. 5.1. b) Esquema de la configuracién experimental. El detector es un EMAT,
mientras el excitador es un transductor piezoeléctrico.

constante de [~ Aw = w(l,) —w(l,—1) = 27b A(I7*"). Asi, la ecuacién (5.14) para
el estado 7 = 1 se recupera cuando se usa la variacion de longitud [, de la ecuacion
(5.12).
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En analogia con los sistemas 6ptico y eldstico de las referencias [75] y [27], respec-
tivamente, el sistema elastico estudiado aqui es mostrado en la Fig. 5.3 y consiste de
un conjunto de N barras de aluminio con seccién transversal rectangular de altura h,
ancho w, y longitud variable [,, n = 1,2..., N, acoplados por muescas de longitud
€ < I, y seccién transversal rectangular de altura h y ancho w’ <« w. Para determi-
nar las longitudes [,, es esencial definir el valor del parametro sin dimensiéon §. En
este sentido, calculamos las frecuencias de los modos normales, usando la TVTE y el
MMT, para una viga con estructura compuesta de N = 13 barras como funcién del
parametro 9, ver Fig. 5.4. Cuando = 0, tenemos un sistema localmente periddico,
cuyo espectro de frecuencias es formado por el reconocido patrén de bandas y hue-
cos [46]. Pero si, § # 0, esperamos un espectro muy diferente, uno que se asemeje al
andlogo de las EWS. En efecto, la linea vertical discontinua, localizada en § = 0.061,
especifica el espectro correspondiente al sistema EWS de la Fig.5.3. Finalmente, es

30
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Frecuencia (kHz)

= ———————]
O 0,02 0.04 006008 0.1 012

Figura 5.4: Frecuencias de los modos normales para un sistema conformado por N = 13 como
funcién del pardmetro sin dimension 4, calculado con la TVTE. En el panel superior se muestran las
cinco bandas que emergen aunque la primera no es distinguible del eje horizontal. Por tal motivo,
una ampliacién de las dos primeras bandas es mostrada en el panel inferior.

importante mencionar que la interfaz entre muesca y barra en nuestro sistema presenta
dos novedades respecto a la viga con estructura disenada en oscilaciones torsionales
para observar el andlogo del fenémeno de las EWS [27]:

1. La altura de la muesca es idéntica a la altura de la barra, en un modo similar
al presentado por Jianfei Yin et al. [76], como se aprecia en la Fig.5.6. Esta
modificacién mitiga la posibilidad de que la viga con estructura sufra fracturas
en el momento de ser manipulada en el estudio experimental y genera un mejor
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Figura 5.5: Sistema muesca-barra. Los anchos de la barra y la muesca son etiquetados con las letras
w y w’, respectivamente.
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Figura 5.6: Frecuencias de los modos normales como funcién de la longitud de la muesca €, para
el sistema descrito en la Fig. 5.3. Los puntos de color rojo corresponden el espectro de frecuencias
calculado con el MVT.

acuerdo con las condiciones de continuidad impuestas en la TVTE. Las cuales,
es bien sabido, son aproximadas, pues solo la porcion de la seccion transversal
de la barra correspondiente al area de la seccion transversal de la muesca esta
en contacto.

2. La longitud de la muesca, €, afecta el espectro de frecuencias pronosticado por
el MVI. Para la viga con estructura presentada en la Fig. 5.3 calculamos el
espectro de frecuencias como funcién de la longitud de la muesca e. En la Fig.
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5.6 se observa que el espectro de frecuencias predicho por el MVI, columna
roja, se recupera a partir de € > 0.0175 m y sera destruido para longitudes
extremadamente largas de la muesca. Por lo anterior, sefialamos que a diferencia
de las ondas torsionales, en ondas flexionales existe un intervalo selectivo en la
longitud de las muescas para el cual los resultados prescritos por el MVI son
recuperados.

5.4 Resultados

Antes de iniciar con el andlisis de los resultados tedricos y experimentales, pre-
sentamos un andlisis cualitativo. De acuerdo al MVI, a frecuencias muy bajas la
longitud de onda A, es del mismo orden que la longitud total del sistema, de modo
que toda la estructura, mostrada en la Fig. 5.3, es excitada y la amplitud de onda
asociada es extendida. Conforme la frecuencia incrementa, A disminuye y se vuelve
del orden de [y, la barra mas larga, la cual entra en resonancia mientras las N — 1
barras restantes sufren deformaciones tenues. En este sentido, el estado se localiza
alrededor de la barra de mayor longitud. Este resultado era de esperarse, ya que
estamos perturbando una estructura periddica para obtener un sistema desordenado,
que muestre funciones de onda localizadas en vibraciones flexionales [67]. Incremen-
tando la frecuencia de excitacion por Afi, la segunda barra con longitud Iy y sus
vecinos més cercanos ahora son excitados mientras las demdas barras experimentan
deformaciones minimas. Por lo tanto, las amplitudes de las vibraciones disminuyen
conforme la distancia a la segunda barra aumenta. La amplitud de onda es nueva-
mente localizada pero ahora en la segunda barra con una forma similar a la que tenia
antes en la primera barra. El mismo argumento aplica cuando la n-ésima barra de
longitud [,, es excitado. Por lo tanto, hemos producido una EWS finita, es decir, N
estados localizados con diferencia constante Af; [73].

5.4.1 Eigenfrecuencias y eigenfunciones

Como se ha mencionado previamente, para 6 = 0 aparece un espectro de bandas,
caracteristico de un sistema localmente periddico, el cual se destruye a medida que
crece. De hecho, a partir de la tercera banda, los niveles de cada banda se separan
para formar una EWS. Cuando la longitud de onda es del mismo orden que la longitud
total de la viga con estructura, todo el sistema se excita. Estos modos se agrupan en
la primera banda como los reportados en vibraciones torsionales [19,27]. Cuando se
aumenta la frecuencia una segunda banda emerge, pero no corresponde a una EWS
como en las oscilaciones torsionales [19,27], sino que todo el sistema se excita de nuevo
y las oscilaciones se producen de forma que cada una de las N barras exhibe un solo
nodo. Es hasta la tercera banda que se reproduce la EWS. Obsérvese que una funcién
&, con un solo nodo, j = 0, es incompatible con una viga de seccién transversal uni-
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forme que obedece las ecuaciones diferenciales acopladas de Timoshenko-Ehrenfest,
ecuaciones (4.7) y (4.8), y las condiciones de frontera de extremos libres, por lo que
dicha funcién no corresponde al conjunto de funciones propias [73]. Sin embargo, este
0-ésimo estado, &j, reaparece en todas las barras de la segunda banda, de acuerdo con
la referencia [52], donde se reporta que la misma funcién & resurge para actuar como
un estado Doorway a bajas frecuencias casi independiente de la longitud [, como se
observa en la Fig. 5.4.
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Figura 5.7: Frecuencias de los modos normales para la estructura de Wannier-Stark. Para cada valor
de j y comenzando de izquierda a derecha, las columnas corresponden a las predicciones numéricas
usando MVI, TVTE y MEF, respectivamente, la dltima columna (color rojo) corresponde a las
mediciones experimentales. En los tres recuadros, localizados en medio, se comparan las amplitudes
de onda tedricas utilizando TVTE con las mediciones experimentales para tres estados alrededor del
centro de la primera EWS. Los segmentos verticales en el eje horizontal especifican la estructura de
la viga.

Las frecuencias de los modos normales para la primera y segunda escalera del
sistema de la Fig. 5.3 son mostrados en la Fig. 5.7. Primero se puede apreciar
que los resultados tedricos exhiben un alto grado de concordancia con los resultados
experimentales, para la primera escalera, j = 1. Ademas, la explicacién cualitativa
presentada en el primer parrafo de esta seccién proporciona una buena aproximacion
de lo observado. Se puede ver en esta figura que los estados forman realmente un
conjunto de EWS. Obsérvese que los espaciamientos en frecuencia en los extremos de
la primera escalera son sutilmente diferentes a los estados del centro de la escalera.
Esto se adjudica al efecto de borde en las amplitudes de onda localizadas cerca de los
extremos libres, como se informa también en [27,29].

A pesar de que la escalera fue disenada para el primer estado, j = 1, una segunda
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escalera para el segundo estado, 7 = 2, es parcialmente producida con un espaciado
mayor y ligeramente variable en frecuencia. En esta segunda escalera parcialmente
formada, las predicciones tedricas del MEF estan en buen acuerdo con las experimen-
tales, pero se observan algunas discrepancias entre los calculos teéricos obtenidos con
el MVI y la TVTE, como se muestra, para j = 2, en la Fig. 5.7. Estas discrepancias
se deben a otros efectos que surgen posiblemente del acoplamiento, y se hacen méas
evidentes a medida que aumenta la frecuencia [46]. Obsérvese que si en la ecuacién
(5.13) se utiliza el valor de ay y se sustituye en la ecuaciéon (5.12) con j = 2, se
obtiene un espaciamiento de frecuencias A f,, aproximadamente independiente de n
pero dependiente de la razén ay/aq, para valores pequenos de nd. Por tanto, sobre-
vive la segunda escalera para n = 1,2...,6, como efectivamente se corrobora en la
Fig. 5.7. Al aumentar n, el espaciamiento en frecuencia, A fo, ya no es independiente
de n, sino que disminuye, como se observa una vez mas en la Fig. 5.7 para n = 10.

Para obtener una segunda escalera bien formada, se debe utilizar la regla de
construcciéon correspondiente al sistema para el segundo estado, j = 2. Es decir,
se debe sustituir j = 2 en la ecuacién (5.13), y obtener los pardmetros by y s del
ajuste numérico de la funcién fo(1), para el segundo estado, como puede verse en la
ecuacion (5.14). Mas importante es el hecho de que para producir la segunda escalera,
lamentablemente se debe maquinar otro sistema, ya que la regla de construccién de
la ecuacién (5.13) es sensible al modo de vibracién j. Las amplitudes de onda para
la segunda escalera, deben ser de nuevo localizadas y todas tienen una forma similar.
Donde el espaciamiento entre resonancias consecutivas es constante, pero de mayor
magnitud en comparacion con la primera escalera. Por lo tanto, el espacio entre
las resonancias consecutivas en las escaleras elasticas no es el mismo y depende del
modo de vibracién, en contraste con el régimen de la mecanica cuantica, donde el
espaciamiento se mantiene inmutable [27].

En los tres recuadros localizados en medio de la la Fig. 5.7 también mostramos la
comparacion de las amplitudes de onda experimentales y las calculadas tedéricamente.
De abajo hacia arriba, las graficas corresponden a los modos séptimo, octavo y noveno
de la primera escalera, donde la amplitud de onda es localizada alrededor de la
séptima, octava y novena barra, respectivamente. Los tres estados exhiben la misma
forma correspondiente al primer estado, j = 1, en el que deben aparecer dos nodos
en la barra donde se localiza la amplitud de onda a diferencia del analogo de las
EWS en vibraciones torsionales [27], donde para el primer estado, j = 1, solo aparece
un nodo en la barra donde se localiza la amplitud de onda. Obsérvese la excelente
concordancia entre la teoria y el experimento. Usando el MEF, también calculamos
las amplitudes de onda correspondientes a los tres modos bajo estudio, ver Fig. 5.8,
donde se aprecia de forma inmediata la localizacién de las amplitudes de onda y las
pequenas deformaciones que sufren los primeros vecinos. Mientras las vigas restantes
manifiestan deformaciones practicamente imperceptibles, mas no nulas, pues no se
debe olvidar la imposicién de modos normales la cual nos lleva a admitir que todo el
sistema estd en resonancia. Adicionalmente, se ratifica que para j = 1 la amplitud
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de onda tiene dos nodos.
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Figura 5.8: Amplitudes de onda calculadas con MEF. De abajo hacia arriba, las eigenfunciones
corresponden a los modos séptimo, octavo y noveno, res- pectivamente. El color azul oscuro especifica
deformaciones minimas, mientras el color rojo indica méximas deformaciones.

En la Fig. 5.9 presentamos una comparacién entre las amplitudes de onda cal-
culadas con MEF y MVI, y las mediciones experimentales. Aqui se observa una
excelente concordancia entre los tres modelos y los resultados experimentales para la
amplitud de onda resonante. La prediccion del MVI para los vecinos de la amplitud
de onda localizada en la j-ésima viga son obviamente nulos y la concordancia entre
las predicciones del MEF y la TVTE es muy buena.

— MVI |— TVTE |— MEF
I I
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Figura 5.9: Comparacién de los tres modelos tedricos con las mediciones experimentales, puntos de
color rojo, para las amplitudes de onda correspondientes a los tres modos presentados en la Fig. 5.7.
De izquierda a derecha, las columnas corresponden a las predicciones numéricas obtenidas usando
MVI, TVTE y MEF, respectivamente.
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En la Fig. 5.10 mostramos dos predicciones tedricas para las amplitudes de onda
de varios estados asociados a la segunda EWS parcialmente formada. En los paneles
superior y central la amplitud de onda se localiza en la primera y sexta barra. Ambos
estados conservan la misma forma y exhiben tres nodos en la barra donde se localiza
la amplitud de onda. Se observa de nuevo la localizacién, a pesar de que el sistema
fue disenado solo para el primer estado j = 1. Como se mencioné en lineas anteriores,
para valores relativamente pequenos de nd, es decir, n = 1,2, ...,6, se debe observar
un espaciamiento en frecuencia, aproximadamente constante entre resonancias con-
secutivas, con sus respectivas amplitudes de onda localizadas. En contraparte, para
valores de n tales que nd ya no es pequeno, por ejemplo para n = 11, el espaciamiento
en frecuencia disminuye a medida que n crece, por lo que la amplitud de onda se lo-
caliza en diferentes barras para el estado 7 = 2. En este sentido, la localizacion se
destruye a medida que ascendemos en frecuencia para esta segunda EWS, como se
aprecia en el panel inferior de la Fig. 5.10, donde no solo la amplitud de onda se lo-
caliza en la undécima barra, sino que la magnitud de la amplitud de onda se reduce.

xX(2) (u.a.)

0 0.5 1 1.5
Z(m)

Figura 5.10: Prediccion tedrica para tres amplitudes de onda correspondientes a la segunda EWS.
Los circulos y la linea continua corresponden al MEF y la TVTE, respectivamente.

5.4.2 Error relativo

Los tres modelos tedricos utilizados arrojan resultados consistentes con las medi-
ciones experimentales, como se puede constatar en la seccion anterior. Una mejor
medicion de la efectividad de los modelos tedricos es proporcionada calculando el
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error relativo entre los valores experimentales y tedricos, etiquetados con vg y vy,
respectivamente, es decir,

|E,| = |21 (5.16)

VE
En la Fig. 5.11, mostramos el error relativo como funcién del modo de vibracion

para la primera escalera, 7 = 1, donde se observa, para los tres modelos, que el error
relativo es inferior al 1%. En efecto, los errores relativos promedio, registrados en

Método | E,.(%)
MVI 0.4122
TVTE | 0.3052
MEF 0.1526

Tabla 5.1: Error relativo promedio para la primera EWS. En la columna del lado izquierdo se
especifican los métodos y en la columna derecha se muestra el error relativo promedio, F,..

MVI
0.8 —TVTE B
. —= MEF
x
g 0.6 .
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&
504 B
=
D
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O L L L 1 L 1 1

0 2 4 6 8 10 12
Niimero de modo

Figura 5.11: Error relativo entre los resultados tedricos y experimentales para cada uno de los modos
de vibracién correspondientes a la primera EWS. Los colores verde, negro y azul corresponden a los
célculos desarrollados con los modelos MVI, TVTE y MEF, respectivamente.

la tabla. 5.2, revelan que el MEF' es el modelo que mejor ajusta con las mediciones
experimentales, seguido de la TVTE, mientras el MVI resulta el método con mayor
error. Sin embargo, el error relativo promedio correspondiente al MVI no excede el
0.5%, por tanto, este método resulta confiable para el diseio de cualquier estruc-
tura. No se debe olvidar que la estructura de Wannier-Stark mostrada en la Fig. 5.3
ha sido construida con base en el MVI. Como medida complementaria utilizando el
programa WebPlotDigitizer extraemos los valores experimentales y teéricos de las fre-
cuencias correspondientes a las primera EWS torsional reportada en [27]. Con dichas
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Figura 5.12: Error relativo entre los resultados tedricos y experimentales para las EWS correspon-
dientes al primer estado j = 1. En el panel superior mostramos los errores correspondientes al
sistema flexional [73], mientras en el panel inferior se muestran los resultados asociados al sistema

torsional [27]. Los colores verde, negro y azul corresponden a los cdlculos desarrollados con los
modelos MVI y MMT, respectivamente.

MétOdO ET,tOTS (%) Erflez (%)
MVI 9.6327 0.5157
MMT 3.6747 0.4028

Tabla 5.2: Error relativo promedio para las EWS asociadas al primer estado,j = 1. los subindices
tors y flex, etiquetan los errores relativos promedio torsional y flexional, respectivamente.

frecuencias calculamos el error relativo mostrado en el panel inferior de la Fig. 5.12.
Adicionalmente, en el panel superior aplicando el mismo procedimiento, también cap-
turamos los valores experimentales y tedricos para la primera EWS flexional asociada
al sistema mostrado en la Fig. 5.3 y reportada en [73]. Prescindimos de comparar los
resultados de la EWS torsional con el cdlculo presentado en la Fig. 5.11, pues para
establecer una comparaciéon objetiva es imprescindible que ambos errores relativos
sean calculados bajo los mismos criterios.

En la Fig. 5.12 se observa que el error relativo de la EWS para el primer estado,
7 = 1 correspondiente al sistema flexional, panel superior, presenta un error relativo
menor comparado con el observado en el sistema torsional, panel inferior. Los errores
relativos promedio asociados al sistema flexional resultan menores para ambos mode-
los tedricos, como se observa en la tabla. Hemos re-etiquetado la TVTE como MMT
ya que tanto en esta teoria como en la teoria de vibraciones torsionales el MMT es
utilizado para resolver las ecuaciones diferenciales.



Capitulo 6

Estudio experimental

Describimos el funcionamiento del sistema experimental que reposa en las insta-
laciones de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla Sede Ecocampus Valse-
quillo. Principalmente, explicamos el principio del funcionamiento del EMAT el cual
ha sido empleado como detector. Asimismo, explicamos el funcionamiento del exci-
tador el cual consiste de un transductor piezoeléctrico. Adicionalmente, presentamos
la medicion experimental de los médulos elasticos G y E, junto con la densidad, p,
de la aleacién de aluminio usada para la construcciéon de las vigas con estructura
estudiadas, de forma experimental y teérica, en los capitulos 3 y 5.

6.1 Configuraciéon experimental

En la Fig. 6.1 se muestra el esquema de la configuraciéon experimental para de-
tectar y excitar ondas elasticas. Esta configuracion es desarrollada con base en los
arreglos experimentales descritos en [50,77]. Un generador de funciones de onda envia
una senal sinusoidal, a una frecuencia establecida, al amplificador de potencia y el am-
plificador sensible a la fase. Simultdneamente, un piezoeléctrico excitador transforma
la senal eléctrica en mecénica, de modo que, una vibracion se propaga en la viga a
la frecuencia de excitacién establecida. Dicha vibracion es detectada y convertida en
senal eléctrica por el EMAT. Posteriormente, el amplificador Lock-in filtra la senal,
eliminando el ruido externo y garantizando que la senal detectada corresponda a la
frecuencia de excitacion establecida. Finalmente, la senal analégica es convertida en
informacién digital a través de un convertidor digital analégico (DAC), por sus siglas
en inglés, propiciando que todas las senales medidas puedan ser interpretadas por una
computadora. Este procedimiento es aplicado a un rango de frecuencias, de modo
que, la computadora muestra un espectro de frecuencias, cuyos picos bien definidos
corresponden a las frecuencias de resonancias del sistema bajo estudio.
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Figura 6.1: Configuracién experimental para la medicién de oscilaciones flexionales. En la parte
superior se muestra una viga con estructura maquinada en una sola pieza. En el extremo izquierdo
de la viga se localiza el EM AT, mientras en el extremo derecho se posiciona el piezoeléctrico excitador.

Las condiciones de frontera de extremos libres son sencillas de llevar a la practica
y se cumplen al no sujetar o empotrar la viga en los extremos. En este sentido,
empleamos hilos de nailon, como se indica con las lineas azules en la Fig. 6.1, para
sujetar la viga, estos hilos son localizados en los nodos de la amplitud de onda,
de modo que no interfieran con la senal enviada por el generador de funciones; en
contraparte el excitador y detector no debe localizarse en los nodos de la viga, pues
las mediciones serian nulas. La amplitud de onda se mide deslizando el EMAT a lo
largo de toda la viga o la regién de interés, para que esta medicion sea exitosa es
imprescindible una alineacién 6ptima de la viga, de modo que, en el caso de las ondas
flexionales, el EMAT detecte la deformacién transversal en el eje neutro de la viga.
Las especificaciones del equipo de laboratorio son mostradas en la tabla 6.1.

Equipo Modelo

Generador de seniales | SRS SG380

Lock-in amplificador | SRS530
Amplificador KROHN-HITE 7500

Tabla 6.1: Equipo de laboratorio y su modelo correspondiente.

6.2 EMAT y transductor piezoeléctrico

El EMAT consta de una bobina de reloj y un iman permanente que genera un
campo magnético no homogéneo B. Diferentes disposiciones tanto del iman como
de la bobina nos permiten configurar el EMAT para medir ondas compresionales,
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Figura 6.2: Disposicién de las bobinas e imanes, EMATS, en una viga de aluminio para excitar y
detectar ondas: compresionales, C y C5, torsionales, T1 y T», y flexionales, F y F5.

torsionales o flexionales [50,77]. En la Fig. 6.2 se ilustran los tres casos, donde
es preciso mencionar que el EMAT no estda en contacto mecdnico con la superficie
de la viga. Discutimos el funcionamiento de este dispositivo cuando es empleado
como detector y excitador de vibraciones elasticas, también incluimos una explicacion
sencilla en la que justificamos las ventajas que propicia el transductor piezoeléctrico
para la medicién de los desplazamientos transversales o amplitudes de onda.

El movimiento relativo entre el iman permanente y la superficie conductora oca-
siona un flujo magnético,

OB = /SB -nda, (6.1)

variable en el tiempo cuya circulacién a través de cualquier lazo, como por ejemplo,

el lazo ¢ mostrado en la Fig. 6.3, genera una fuerza electromotriz inducida (FEM),

tal como lo establece la Ley de induccién de Faraday [80-82]. Esta FEM inducida

genera una corriente parasita en el material conductor proporcional a la variacién del
flujo magnético, es decir,

2400

dt

En nuestros sistemas el flujo magnético basicamente es afectado por la distancia
de separacion z entre la superficie conductora y el iman. Entonces,

(6.2)

dos _ dop d=

dt 0z dt’ (6.3)
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Ahora, si garantizamos que ambos, el iman permanente y el EMAT, estén muy cerca
de la superficie conductora, podemos admitir que el campo magnético varia lineal-
mente con z, y por tanto, asumir en una primera aproximaciéon como constante a
0¢p/0z. Desde esta perspectiva la corriente parasita es proporcional a la velocidad
que experimenta la superficie conductora [78,79],

T —. (6.4)

En efecto, esta corriente parasita alojada en la superficie conductora origina un campo
magnético dependiente del tiempo, B(t), proporcional a la corriente eléctrica ¢ que
a su vez genera un flujo magnético variable en la bobina, y por tanto, una FEM
inducida que da lugar a una corriente eléctrica i’ que circula por las espiras de la
bobina, cuyo voltaje proporciona la senal detectada por la oscilacién [50]. De hecho,
la FEM inducida corresponde al voltaje entre las terminales de la bobina, por tanto,

d obina
‘/bobina = - gbl;l:; . (65)

Lo que nos permite concluir en primera aproximacion que

d¢bobina di
e ert (6.6)

%obina ~ —

Es decir, el voltaje de la bobina es proporcional a la aceleracion que experimenta la
superficie conductora [78], lo cual se obtiene de manera directa al sustituir la ecuaciéon
(6.4) en (6.6)

d*z
‘/bobina « @ (67)

La superficie conductora oscila armoénicamente con una frecuencia angular, w, cuya
corriente eléctrica en la bobina es i aw?z. Es importante, hacer la salvedad, que
el funcionamiento descrito para el EMAT detector corresponde a metales no ferro-
magnéticos [79].
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Figura 6.3: Ilustracién del Electromagnetic Acoustic Transducer (EMAT) como detector.

Para la medicion del espectro de frecuencia usamos como excitador un EMAT. En
este caso el dispositivo es alimentado por un voltaje alterno externo a la bobina cuya
corriente circulante genera un campo magnético alterno el cual ocasiona corrientes
parasitas en la superficie conductora. Debido a la fuerza de Lorentz los electrones
asociados a la corriente parasita experimentan una fuerza ocasionada por el campo
magnético B. Esta fuerza perpendicular a la superficie conductora, es proporcional a
v X B, donde v, indica la velocidad de los electrones y B, la componente del campo
magnético, paralela a la superficie conductora. Por tanto, los electrones experimentan
una fuerza aplicada en la direccion perpendicular a v., dando como resultado una
fuerza oscilante que se propaga en la direccion paralela al eje neutro de la bobina
[50, 78].

La seccién transversal rectangular facilita el estudio experimental en comparacion
con la seccion transversal circular. En ondas flexionales la seccién circular ocasiona
que las frecuencia de los modos duros y blandos sean muy similares. En efecto, de-
berian ser idénticas, si la secciéon fuese una circunferencia perfecta. En este sentido, la
geometria rectangular nos permite evadir dicha simetria y nos facilita la disposicién
de un transductor piezoeléctrico, el cual implementamos para la medicion de las am-
plitudes de onda, dado que el funcionamiento de este dispositivo no genera campos
magnéticos que pueden ser facilmente percibidos por el EMAT detector, en con-
traste con EMAT excitador cuya bobina excitadora genera campos magnéticos que
obstruyen las mediciones de la amplitud de onda.
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6.3 Espectros de frecuencia experimentales

Aqui mostramos los espectros experimentales relacionados con la medicién de los
parametros elasticos, correspondientes a la viga de seccion transversal rectangular
con la cual efectuamos el estudio experimental de los fenémenos andlogos a los cruces
evitados y las escaleras de Wannier-Stark. Estudiados de forma tedrica y experimental
en los capitulos 3 y 5, respectivamente.

6.3.1 Parametros elasticos

Para la medicion del modulo de Young, F, excitamos una viga de secciéon transver-
sal rectangular con ondas compresionales y graficamos las frecuencias de resonancia,
correspondientes a los picos mostrados en el panel inferior de la Fig. 6.4, como funcién
del niimero de modo, j, lo cual nos da una recta, ver Fig. 6.5, cuya pendiente nos pro-
porciona la velocidad de propagaciéon compresional, C,,, para la aleaciéon de aluminio.
En términos matematicos tenemos:

Joo  Cop E

Jep C. ==

i 2n Y T (6.8)
= E= pCfp.

Aqui el subindice cp etiqueta a las ondas compresionales y L indica la longitud de la
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Figura 6.4: Espectros de frecuencias experimentales, para una viga de seccién transversal rectangular
uniforme. En el panel superior se muestran las frecuencias de resonancia torsionales, en la ampliacion
se muestra el primer modo de vibraciéon. En el panel inferior se muestran las frecuencias resonantes
compresionales y una ampliaciéon para el segundo modo de vibracién.

viga. El mismo procedimiento aplica para la medicion del modulo de corte G, solo



Capitulo 6: Estudio experimental 67

que ahora se debe graficar las frecuencias de resonancia torsionales, correspondientes
a los picos mostrados en el panel superior de la Fig. 6.4, como funcién del nimero
de modo j. El resultado es nuevamente una recta, cuya pendiente,
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52
5 |- ]
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% 2 4 6 8
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Figura 6.5: Gréafica de la frecuencias resonantes para los modos de vibracion torsionales y compre-
sionales, capturadas del espectro de frecuencias experimental. Fig. 6.4. Las lineas continuas indican
un ajuste numérico, mientras los circulos y cuadrados corresponden a las mediciones experimentales.

f -2 (6.9)

menos inclinada respecto a la pendiente que exhiben las ondas compresionales, nos
proporciona la velocidad torsional con la cual calculamos el modulo de corte,

IC?
G="" (6.10)
a
con
hw? + wh? 1 (hw)?
I= Loa=20) 2 22 2 p2 2
12 o0 (2m+1)2(2p + 1)2 w?(2m + 1) + h(2p + 1)

(6.11)
donde I, h y w, corresponden al momento de inercia, el ancho y la altura de la viga,
respectivamente. La densidad de la aleaciéon de aluminio, p, también es medida en
el laboratorio y su valor esta registrado en la Tabla. 6.2 donde reposan los demas
parametros
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L 1m

h 0.0125 m

w | 0.0253 m

p 2690.64747 kg/m3
I 2.09868 x 10~® m*
« 1.13596 x 1078 m*
C. | 4967.8 m/s

Cr | 23482 m/s

E | 66.40258 GPa

G | 27.4096 GPa

K 0.861

Tabla 6.2: Parametros para una viga con seccion transversal uniforme rectangular

6.3.2 Analogos: Cruces evitados y EWS

Con la viga caracterizada maquinamos los sistemas que nos permitieron observar el
analogo del fendémeno de cruces evitados y las EWS. Para el andlogo de cruces evitados
maquinamos tres vigas con el objeto de medir el espectro de frecuencias antes, cerca
y después del primer «crucer». En la Fig. 6.6 mostramos las dos frecuencias asociadas
a los puntos B y E de la Fig.3.4. Las lineas verticales de color verde corresponden al
valor tedrico predicho por el MMT y coinciden en un buen grado con los resultados
experimentales, picos de las curvas de color azul. En las mediciones experimentales
para el espectro de frecuencias y las amplitudes de onda de este sistema empleamos
el excitador piezoeléctrico el cual arroja excelentes resultados.

Por otro lado, presentamos el espectro de frecuencias experimental para el sistema
andlogo a las EWS. En la Fig. 6.7 se muestran seis frecuencias resonantes para la
primera escalera de Wannier-Stark, localizada en la tercera banda. La linea vertical
discontinua corresponde al resultado teérico calculado con TVTE, el cual estd muy
cercano de la medicién experimental y es consistente con el error relativo presentado
en el capitulo anterior, en la Fig. 5.11, donde el menor error relativo corresponde al
trigésimo tercer modo de vibracion . Es importante mencionar que el diminuto ancho
de longitud de la muesca, w = 2 mm, exige una alineacién de la viga casi perfecta,
y por tanto, que la bobina del EMAT detector sea de dimensiones pequenas y un
buen ntmero de vueltas que garanticen una sensibilidad 6ptima. En este sentido, la
alineacion de la viga resulta algo complicada por lo que el espectro de frecuencias,
en este sistema, se midio en intervalos de longitud comprendidos por tres o cuatro
barras con sus respectivas muescas. Por la razén expuesta en la Fig. 6.7 presentamos
los picos resonantes en paneles diferentes. Ademas, que debido a la localizacion de
las ondas es necesario cambiar de posicion tanto el detector como el excitador, razén
por la cual se deben medir diferentes espectros en diferentes intervalos de frecuencia.
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Figura 6.6: Espectro de frecuencias experimental, para el sistema analogo al fenémeno de cruces
evitados, estudiado en el capitulo 3. La curva de color azul corresponde al estudio experimental y
las lineas verticales corresponden al estudio tedrico desarrollado con el MMT.
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Figura 6.7: Espectro de frecuencias flexional, para el sistema andlogo a las EWS, estudiado en
el capitulo anterior. Las curvas rojas corresponden a las mediciones experimentales y las lineas
discontinuas a las predicciones tedricas proporcionadas por la TVTE
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Conclusiones

El comportamiento ondulatorio de los fenémenos cuanticos, gobernados por la
ecuacion de onda de Schrodinger, habilita la opcion de desarrollar sistemas analogos
que admitan la observacion de ciertos fendmenos cuanticos en el régimen de la fisica
clasica, sin perder de vista que la palabra analogo conlleva a admitir que el fenémeno
observado en el régimen de la fisica clasica no es idéntico al observado a escalas
cuanticas. En efecto, en sistemas elasticos las ondas torsionales y compresionales se
rigen por la ecuacién de onda al igual que los sistemas cuanticos no relativistas. Sin
embargo, en el régimen de la fisica cuantica los eigenvalores determinan el espectro
de energia, mientras en sistemas elasticos, incluyendo las vibraciones flexionales, los
eigenvalores corresponden a las frecuencias naturales.

Utilizando las ondas torsionales estudiamos un sistema analogo al de dos niveles
cudnticos 1D acoplados [50]. Este sistema tan sencillo y facil de reproducir, nos per-
mitio demostrar que el teorema para sistemas cudnticos 1D propuesto por Von Neu-
mann y Wigner [57], también aplica para sistemas cldsicos. En efecto, El tratamiento
matematico para las eigenfrecuencias asociadas al analogo de la repulsién de niveles
estudiadas en este trabajo y que en este momento se encuentra en proceso de publi-
cacion, ponen de manifiesto la gran similitud con las expresiones matematicas de las
dos energias asociadas al sistema cudntico de dos niveles [56,57].

Hemos agregado otro andlogo de las EWS, materializado en una segunda publi-
cacion [73]. Esta vez y a diferencia de los sistemas mecanico cudnticos y clasicos
gobernados por la ecuacién de onda. El sistema unidimensional, estudiado aqui,
es gobernado por dos ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden. Como
resultado de este acoplamiento la primera EWS, aparece en la tercera banda, en
contraste con las EWS observadas en ondas torsionales, donde la primera escalera
tiene lugar en la segunda banda. En la realizacion de este andlogo el modelo de
viga independiente, obtenido por medio de ajustes numéricos, es medular para la
construccion de la estructura que admita el analogo de las EWS o cualquier otra
estructura 1D que se pretenda estudiar. Es importante reconocer que las predicciones
proporcionadas por el MVTI son afectadas por la longitud de la muesca. No obstante,

70
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existe un intervalo de longitudes de la muesca en el que los resultados predichos por
el MVI son recuperados.



Apéndice A

Método de la Matriz de
Transferencia en ondas torsionales

A.1 Espectro de frecuencia

En la secciéon 2.1 se obtuvo la solucion a la ecuacion de movimiento que gobierna
las ondas torsionales en una viga con seccién transversal uniforme. En una viga con
estructura es necesario escribir dicha solucién en términos de coordenadas locales, es
decir,

¢;(2) = Aje*iG=2-1) ¢ Behilz=z-0) 5 =192 N, (A1)

J

donde el subindice j especifica el nimero de nodos que exhibe la amplitud de onda
en cada unos de los cuerpos que conforman la viga. Para la aplicacion del MMT
exigimos continuidad en la j-ésima interfaz tanto en la funcién ¢;(z) como en la torca

S39(2),

bi(25) = ¢j1(z))
Aje™l 4 Bjem™h = Aj i + Bja

szﬁb;(zj) = Sg2+1¢;+1(zj)
ki3 (Aje™Y = Bje™ ) = ki 83 (Ajr = Bia).

Escribiendo de forma matricial las ecuaciones (A.2) y (A.3)

eik]'l'j e*ikjlj‘ A] _ 1 1 Aj+1
k‘jSJZeZkflf —kiijze”kjlj Bj ]{5]'+1S]2+1 —l{fj+1S]2+1 Bj+1 ’

(A.4)
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y despejando la matriz columna del lado derecho, se obtiene

Ay _ L [[L4Ty]e™b 1 —Tyle™il A; (A5)
Bjpi) 2 \[1-Tjle®b [14T;]e™b B ) '

Mj— 41

donde por comodidad se ha definido

k2
lJ Zj &1 Y F] k?j+1Sj2+1. (AG)
La ecuaciéon (A.5) nos proporciona las amplitudes de vibracién, A;11 y Bji1,
para el j 4+ 1-ésimo cuerpo en términos de las amplitudes del j-ésimo cuerpo. La
matriz M,_, ;1 de la ecuacion (A.5) debe ser multiplicada el nimero de veces que sea
necesario establecer continuidad y de este modo se obtiene la Matriz de Transferencia

(5= () &

cuya informacién geométrica de la estructura unidimensional que se pretenda estudiar
estd codificada en las variables [; y S;.
La Matriz de Transferencia para vibraciones torsionales exhibe dos propiedades

importantes,
T =T, (A8)
T21 :Tim

que se pueden observar en la matriz M,_, ;1 de la ecuacién (A.5) cuya estructura es
independiente del producto entre las matrices que se identifican con cada unas de las
interfaces en las que se establece continuidad. Las propiedades (A.8) nos permiten
escribir las dos ecuaciones que arroja la T en términos de dos elementos matriciales

Ay =A1T1 + BTy,

Adicionalmente la aplicacién de las condiciones de frontera de extremos libres nos da
dos ecuaciones, ver subseccion 2.1.1,

(A.9)

A1—31:0

que junto con la informacion de las ecuaciones (A.9), constituyen un sistema de
ecuaciones homogéneo, cuya solucion sera no trivial si el determinante que arroja el
espectro de frecuencias, raices k, es igual a cero,

1 —1
iknl * o —ikpnl iknl —iknl
Ty eniv — T12€ NN T ethnin — ']1‘“{16 tknIN

~0. (A.11)
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A.2 Eigenfunciones

Las eigenfunciones se obtienen a partir de la superposiciéon de las amplitudes de
onda en cada uno de los cuerpos que conforman la viga, es decir,

oY (2) = > ¢5(2), (A.12)

donde ¢;(z) corresponde a la solucién de la ecuacién de movimiento para vibraciones
torsionales, ecuacién (A.1), el superindice J etiqueta el nimero de modo en toda la
viga con estructura. Las propiedades de la Matriz de Transferencia y el resultado
obtenido de la imposicion de las condiciones de frontera de extremos libres en z = 0,
nos permiten escribir la ecuacién (A.1) en términos de dos elementos matriciales y
un solo coeficiente, respectivamente. Como se demostrara en las siguientes lineas.

Para la obtencion de las eigenfunciones en cada uno de los cuerpos es primordial
el calculo de las amplitudes, A;;; y Bj11, en cada uno de los cuerpos que componen
la estructura. Tal informacion, es proporcionada por la ecuacién (A.5) donde se
observa que dichas amplitudes siempre estan en funcién de las amplitudes del extremo
inicial de la viga, A; y B, que ademads resultan ser idénticas bajo la imposicion de
condiciones de frontera de extremos libres. Por tanto, la ecuacion (A.5) puede ser
escrita como

Aj1 =AMy + AiM,

J

(A.13)

En virtud de que las amplitud A;;; es el complejo conjugado de la amplitud Bj,

Re[Aj1] = Re[Bj1]

Im[A;j 1] = —Im[Bj 1], (A.14)

La ecuacién (A.1) puede ser escrita en términos de una sola amplitud, es decir,
¢j(2) = 2Re[A;] cos [k(z — zj_1)] + 2iIm[A,] sin [k(z — zj_1)]. (A.15)

Lo cual optimiza el andlisis numérico y matematico, pues para la obtencion de las
eigenfunciones basta con calcular solo un coeficiente y dos de los elementos matriciales
de la matriz Ml o la matriz T si se captura la amplitud del altimo cuerpo que conforme
la estructura.



Apéndice B

Viga con seccion transversal
uniforme usando la teoria de
Timoshenko-Ehrenfest

B.1 Ecuaciones desacopladas

Como se demostro en la seccion 4.1 las vibraciones flexionales se rigen por dos
ecuaciones acopladas en los desplazamientos transversal £(z,t) y angular ¥(z,t),

ov 9% 0%¢
= _Z5 > = B.1
G“(az 6z2>+p8t2 ! (B-1)
o0& 0*U 0%
Si se desacoplan los desplazamientos £(z,t) y W(z,t) se obtienen dos ecuaciones dife-

renciales de cuarto orden. Entonces, despejando %—‘f y % de las ecuaciones (B.1) y

(B.2), respectivamente, es decir,

oV P p 0%

ov _o%  pI% B.
0z 022 Gk ot?’ (B.3)
o€ EI 20 pl 0°
2 o B.4
92 GSr 022 TGSk o2 (B4)

calculando las dos primeras derivadas espaciales y la segunda derivada temporal de
la ecuacién (B.3), se obtiene, respectivamente

U P p ¢

022 023 Gk 02012
P de p 9k

023 024 Gk 022012

(B.5)

(B.6)

5
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3 4 4
ov.__o¢ _ p ¢ (B.7)
ot?20z  0t2022 Gk ot
Aplicando el mismo procedimiento a la ecuacién (B.4), obtenemos
0%¢ OV EI 930 pl PV
S 7 B.
022 0z GSk 023 * G Sk 0z0t* (B2
3 0*w  EI 0"V I o'
gL _9¥_ + -2 (B.9)
023 022 GSk 0z*  GSKk0z20t?
3 2 4 4
0°¢ o0V EI 0V pl O*W (B.10)

020z O GO0 GSr Ot
Ahora, por un lado, en la ecuaciéon (B.8) sustituimos las ecuaciones (B.3), (B.5) y
(B.7). Agrupando términos y dividiendo entre pS, obtenemos la ecuacion desacoplada
para el desplazamiento transversal,

ETo'c 1 (1+ E> o' 0% pl O _ | (B.11)

pS 024 A Gr) 02t2 " 92 GSk Ot*

Por otro lado, sustituyendo las ecuaciones (B.9) y (B.10) en la ecuacién (B.5), sim-
plificando y dividiendo entre pS, obtenemos la ecuacién que describe desplazamiento
angular

EI0*w T EN 0% 0%V pl '
)

022 "o T Gonon ) (B.12)

B.2 Determinante de eigenfrecuencias

Iniciamos calculando las primeras tres derivadas de la solucién a la ecuacién dife-
rencial desacoplada de Timoshenko-Ehrenfest, para el desplazamiento transversal, es
decir

x(z) =A; sinh(qf 2) + Ag cosh(g; z) + Az sin(qg 2) + Ag cos(qz 2)

X' (2) =g [Ai cosh(qy 2) + Az sinh(g{ 2)] + g5 [A3 cos(g 2) — Aysin(gy 2)]

¥'(2) =g [Asinh(a 2) + Az coshlgl 2)] — af *[Agsin(aF2) + Aycos(af2)]
X" (%) =q; [ A1 cosh(gf 2) + Az sinh(g] 2)] — g3 [As cos(gf 2) — Assin(gy 2)).

Recordando que las condiciones de frontera de extremos libres, estan dadas como,

RUCER-CI T (B.14)
RECRL-EYEI (B.15)
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sustituyendo las derivadas correspondientes y evaluando en los extremos de la viga,
obtenemos las siguientes cuatro ecuaciones,

ANy + ANy =0 B.16

(B.16)

Ay [A; sinh(qf L) 4+ Ag cosh(qf L)] + Ag[Agzsin(g5 L) + Ascos(g5 L)) =0 (B.17)
AjAg + AsAy =0 (B.18)

As[A; cosh(qf L) + Agsinh(q L)] + Ay[Azcos(¢i L) — Aysin(gi L)) =0,  (B.19)

cuyo determinante, ecuacion B.20, nos proporciona las eigenfrecuencias para una viga
de seccion transversal uniforme,

0 Ay 0 Ay
As ! As y =0 (B.20)
Aysinh(gi L) Ajcosh(gf L) Agsin(g L)  Agcos(q¢i L) ’ '
Ascosh(gi L) Agsinh(qi L) Agcos(qi L) —Aysin(qy L)
donde, por comodidad hemos definido
L2 pw? L2 pw?
AIZQ1 +7G, AQZ_Q3 +7G
2 " (B.21)
3 PV o 43, Py
A3 = ¢ +MTQ1a Ay = —q3 +qu3'

B.3 Coeficientes A, del desplazamiento transver-
sal

Las condiciones de frontera nos permiten determinar el valor de los cuatro coefi-

cientes A,. Despejando de las ecuaciones (B.16) y (B.18) a los coeficientes Ay y As,
obtenemos, respectivamente,

Ay
Ay=-24 B.22
= A (B.22)
As = —ﬁAl (B.23)
Ay

Ahora, de la ecuacién (B.17), despejamos el coeficiente As, obteniendo,

A — Ay Ay sinh(g L) + Ay Assin(gy L)
’ Ay [cos(q;L) — cosh(qu)}

(B.24)

Finalmente, sustituyendo la ecuacién (B.23) en la tltima ecuacién y fijando el valor
del coeficiente A; se obtienen los tres coeficientes restantes para el desplazamiento
transversal.
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Método de la Matriz de
Transferencia en ondas flexionales

En la Teorfa de Vigas de Timoshenko-Ehrenfest (TVTE) para cualquier viga con
estructura se exige continuidad en la j-ésima interfaz, en los desplazamientos transver-
sal y angular, el momento de flexién y la fuerza de corte. Estas cuatro condiciones
de continuidad bajo la imposicion de modos normales adoptan la forma

X5 (25) = Xj41(25) (C.1)
V;(z5) = ¥j41(2) (C.2)
V'(z5) = L () (C.3)
Silx (2 i) — %('ZJ)] J+1[X]+1<ZJ) Vir1(2)]; (C.4)

cuyos desplazamientos transversal y angular, evaluados en la j-ésima interfaz, en
términos de coordenadas locales estan dados, como se sigue,

x;j(z) = A1 smh(qul )+ Ay COSh(qul )+ As sm(q3]l )+ Ay cos(q3]l ) (C.5)

VYi(z) = fle sinh(qulj) + AQJ cosh(qul )+ A3J 51n(q3]l )+ A4J cos(q3]l ), (C.6)

con
lj =2;—Zj-1 Y z2-1<z2<zj

C.1 Condiciones de continuidad

C.1.1 Procedimiento 1

Partiendo de las dos ecuaciones acopladas de Timoshenko-Ehrenfest, bajo la im-
posicion de modos normales,

Gr(¥i(2) — x(2)) — pwx;(2) =0 (C.7)
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GSJ’K/(X;(Z) —;(2)) + Ej]j¢;/(2) + plw?;(z) = 0. (C.8)

Despejando v%(2) de la ecuaciéon (C.7), obtenemos

pw?

Vi(2) = X5 (2) + Fox(2)- (C.9)

Ahora, derivando la tltima expresién, sustituyendo este resultado en la ecuacién (C.8)
y despejando a 1;(z), obtenemos

) _ Ej[j pw2 GSjH / m
0l = g | (B + ) v a]. cw

Sustituyendo los resultados de las ultimas dos ecuaciones en las condiciones de con-
tinuidad, obtenemos el conjunto de condiciones en términos de la solucién y;(z), es
decir,

Xi(25) =x;511(25)
"

I1; {UjX}(Zj) + X;'//(Zj)} = [UJ‘HX}H(ZJ) + Xj+1(zj>}
2 2
pw ” pw 1 (Cll)
I; lG/{Sij(Zj) + Xj(Zj)] =i [%Xﬁl(%’) + Xj+1(zj)1
SiTL i (23) + X (23)] =Sl [miaxa (27) + X (29)]
Con

I; GkS;  pw? pw
11 = e — J —_— .= 012
I GrS —petl; T EL TG T M, (C.12)

C.1.2 Procedimiento 2

Siguiendo un razonamiento similar al presentado en [74]. Escribimos la ecuacion
(C.8), de modo que al sustituir ¢"(z), los coeficientes A, y A,, se puedan relacionar,
es decir,

(pLiw? = GS;r) 5(2) + E; Ll (2) = =G (2) (C.13)
Sustituyendo ¥(z), x'(z), ©"(z) y relacionando los términos, obtenemos
Ay =GAry, Agy=GAry, Asy=—BAs,  Asy = BAs, (C.14)
o GS;irqf GSirqy
G o % o (C.15)

T GSj—pLw’ —ELal;” T GSjn— plw® + Eljgl,

Finalmente, usando las relaciones (C.14) las condiciones de continuidad pueden ser
escritas en términos de un solo desplazamiento.
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C.2 Matriz de Transferencia

Escribiendo las condiciones de continuidad de forma explicita, usando cualquiera
de los dos métodos, obtenemos una matriz de dimensién 4 de cada lado del igual. La
matriz del lado izquierdo del igual B(l;), corresponde al cuerpo del lado izquierdo de
la j-ésima interfaz, mientras la matriz del lado derecho del igual B(l;11) = B(0) esta
asociada al cuerpo del lado derecho de la interfaz. Cada una de estas matrices estd
multiplicada por sus respectivos coeficientes, es decir,

B(l))w; = B(0O)wji1, wj = (Aij, Asj, Ay, Agy)” (C.16)
Despejando la matriz columna w;;, obtenemos
Wit1 = B_I(O)BU]) W;. (Cl?)
M
Jj—3+1

Donde la matriz

P Py :
Plﬂ cosh(qf’jlj) gllj smh(qf,jlj) ﬁcos(q;jlj) —f‘jsm(q;jlj)
™ B i Smh(qffjlj) ﬁcosh(qulj) ﬁjsin(q;jlj) fcos(qgfjlj)
= | 2 P Py,
I dfjcosh(qulj) dl:jsmh(qf',jlj) ﬁcos(qgfjlj) “sin(gq ;) |
P7 Prj Slnh(qfrjlj) %’jcosh(qulj) %sin(qgjlj) %cos(qgr]lj)
9. N 9. 1,] 9. 9.

C.18
corresponde a la forma de la matriz de transferencia en vibraciones ﬂexionalesf con)
15 =Bj+1 (Sj1 — ;) G + 5g+1qu — (g3 J+1Sj+1
P2,j =Bj+1(Sj+1 — 55) B + Bj+105;S; — Bid3 11151
Ps;=— Bl — GLid
Pyj=- Bj+1f‘+1q3+,j+1 + Bj]jq;:j
Ps; == G (Sj1 — S5) G — Gdi ;S5 + G ji1Si41
Psj == Gu1(Sjr1 — 8;) B5 = G1a3Si + Bidi 115511
Prj=—Ciligf j+1 + G Ll
Psj=— Gl — 8145,

dij = Sj+1 (5j+16h,j+1 - Cj+1q3+,j+1)

(C.19)

doj=—1Ij11 (5j+1q;,fj+1 + Cj+1ij+1)

La matriz M;_, ;11 se debe multiplicar N — 1 veces, para conseguir la matriz de
transferencia 7 , cuya principal caracteristica es la conexion entre los coeficientes de
los extremos de la viga, es decir

A1N A1
A n | Az
Asn | = T Asq | (C.20)
Ay N A
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C.3 Determinante de eigenfrecuencias

Imponiendo condiciones de frontera de extremos libres para una viga de longi-
tud total L y aplicando el mismo método descrito en el apéndice B.2 obtenemos un
conjunto de cuatro ecuaciones,

Ag1Aig + AgaAe1 =0 (C.21)
A iNgy + Az 1Ny =0 (C.22)
[A1 N sinh(qffnlN)jLAg,n cosh(qfleN)]ALN

. (C.23)
—f-[Ag,N SIH(Q;NZN) + A47N COS(C];NZN)]AZN =0
[Al,N COSh(Qf:NlN)—i-Agm Sinh(qtNlN)]A?),N (C 24)
+[A37N COS(q;:NlN) - A47N Sin(q;NlN)]Azl,N =0 ‘
con
lN =1[— ZN—-1, (C25)
2 2
_ 2 pw pw
A= qu' + ek Aoy j = Q3] + el .
5 pw2 5 pw2 ( 26)
A3J = qﬂ M, +, A47J' = _q&JJr' + M, q;:j‘

Para resolver el sistema de ecuaciones sustituimos la informacion de los coeficientes
A, n, proporcionada por la ecuacién (C.20) en las ecuaciones (C.23) y (C.24), obte-
niendo

4

Z w1 A v (T sinh(g) NIN) + Top cosh(q; )
p=1 (027)
+ Mo N (Tausin(gs yln) + Tap cos(gznin))] = 0
4
Z w1 [As,n (T1y cosh(qy] ~NIN) + Tou sinh(g;’ ~iv))
P (C.28)

+ Ay N (Tsp co8(qs yIn) — Tapsin(gg yAn))] =0

Finalmente, las ecuaciones (C.21), (C.22), (C.27) y (C.28) nos proporcionan el
determinante de eigenfrecuencias

0 Aip 0 Ay,
Asip 0 Ay O
D31 D3y D3z D3y
Dy Dyz Dyz Dy

=0, (C.29)

donde
D3, = Aua[An (T Sinh(qINlN) + Tau COSh(Qf,NlN))

C.30
+ Ao N (T3, sin(q;’NlN) + Tay cos(qnglN))] ( )
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Dy, = AMJ[A&N(,]I# cosh(qf,NlN) + Tap Siﬂh(er,NlN))

C.31
A (Top coslain L) — T sin(gh wix)] (C.31)

C.4 Eigenfunciones

Las eigenfunciones se obtienen a partir de la superposicion de los desplazamientos
transversales y;(z) en cada uno de los cuerpos que conforman la estructura

) =Y () (C:32)

Las amplitudes A, ; son proporcionadas por la Matriz de Transferencia y por las
condiciones de frontera de extremos libres. De las condiciones de frontera evaluadas
en z = 0, se obtiene

A
Ay = —A3’1A11 (C.33)
4,1
Ay = _ﬁ“Agl. (C.34)
2,1
Expandiendo la ecuacién (C.23) y sustituyendo las ecuaciones (C.33) y (C.34),
Asq . n Aszq n
—A | My | T ——Tis smh(qLNln) + | Tor — T3 COSh(anlN)
Ay Ay
Azq Ly Azq ¥
+ Ao | Ta1 — +Ts3 | sin(gg nIn) + | Tar — —Taz | cos(qz nIn)
Ay Ay
(C.35)
A . A
= A2,1 Al,N (’Ez - 14) Slﬂh(QINlN) + (752 - 1’1754> COSh(CIleN)
Ao Ao

A A
+ Aoy (752 — 1’1754> Sin(‘];:NlN) + <7212 — 1’17Z4> COS(Q;NZN) .
Aoy Aoy

Fijando el coeficiente A; 1, obtenemos la terna restante de los coeficientes asociados al
primer cuerpo. El calculo de los coeficientes A, ; para los desplazamientos transver-
sales en cada uno de los cuerpos, a excepcion del cuerpo 1, se reduce a evaluar la
matriz M;_, ;1 en la interfaz correspondiente y sustituir los valores respectivos de
los coeficientes A,, ;.
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