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—Ves, Momo —le decia, por ejemplo—, las cosas son asi: a veces tienes ante
ti una calle larguisima. Te parece tan terriblemente larga, que nunca crees que
podrds acabarla.

Miro un rato en silencio a su alrededor; entonces siguio:

—Y entonces te empiezas a dar prisa, cada vez mds prisa. Cada vez que
levantas la vista, ves que la calle no se hace mds corta. Y te esfuerzas mds todavia,
empiezas a tener miedo, al final estds sin aliento. Y la calle sigue estando por
delante. Asi no se debe hacer.

Penso durante un rato. Entonces siguié hablando:

—Nunca se ha de pensar en toda la calle de una vez, jentiendes? Sélo hay
que pensar en el paso siguiente, en la inspiracion siguiente, en la siguiente barrida.
Nunca nada mds que en el siguiente.

Volvié a callar y reflezionar, antes de anadir:

—FEntonces es divertido; eso es importante, porque entonces se hace bien la
tarea. Y asi ha de ser.

Después de una nueva y larga interrupcion, siguio:

—De repente se da uno cuenta de que, paso a paso, se ha barrido toda la calle.
Uno no se da cuenta cdmo ha sido, y no se estd sin aliento.

Asintié en silencio y dijo, poniendo punto final:
—FEso es importante.

Michael Ende
Momo



Abstract

Motivados por la busqueda de un sistema de representacién de R™ adecuado
para el estudio morfolégico de senales finitas (c.f. lista de deseos 1.2.1), para cada
n € N mayor a uno definimos (c.f. capitulo 2) n vectores de R™, que llamamos
-respetando el nombre original de estos objetos que, como comentamos en 1.4, ya
habian sido estudiados y aplicados- polinomios discretos de Legendre (aka
PDL), cada uno asociado a un grado entero k de 0 a n — 1, que juntos conforman
una base ortonormal de R™, la base de Legendre discreta n—dimensional,
y que, como mostramos en el capitulo 5, cumple satisfactoriamente los requisitos
explicados en la lista 1.2.1.

Hacemos también un estudio de simetrfas de los PDL (c.f. capitulo 3) que,
junto con las férmulas dadas en [NS74], serd usado para definir algoritmos (c.f.
capitulo 4.3) para programar a los PDL de cualquier dimensién n.

Se realizé ademds, con una metodologia propuesta por nosotros (c.f. seccién
6.4), un anélisis espectral de los PDL (c.f. capitulos 7) que nos llevé a plantear
una conjetura en la que establecemos una relaciéon entre frecuencias y polinomios
discretos de Legendre que depende sélo de los parametros de dimensién n y frecuencia
k de este ultimo, y que es estudiada numéricamente para algunas dimensiones.

Para que los conceptos y herramientas que usamos a lo largo del desarrollo
de este trabajo queden claras, incluimos al final un apéndice de teoria en el que
plasmamos algunos resultados o definiciones que son estrictamente necesarios para
el desarrollo de este trabajo de tesis. Preferimos no limitarnos a citar referencias
que abordaran estos temas, pues definiciones presentes en unas son diferentes a
las usadas por otras; ademds, para algunos resultados clasicos (como el teorema
de Gram-Schmidt) necesitdbamos dar formulaciones distintas a las candnicas pero
ttiles para nosotros.

Este trabajo fue escrito en BXTEX. El lenguaje de programacién de nuestra
eleccién para el desarrollo de la parte computacional fue Python. Los cédigos a los
que se hace referencia en este trabajo pueden encontrarse en el repositorio https://
github.com/AmelieBernes/tesis-licenciatura/tree/main. La mayoria de las
imégenes aqui presentadas fueron, a su vez, programadas en Python y, en algunas
ocasiones, retocadas (o dibujadas completamente) en Krita. El formato adoptado
se basa en el diseno de los libros de Edward Tufte.


https://github.com/AmelieBernes/tesis-licenciatura/tree/main
https://github.com/AmelieBernes/tesis-licenciatura/tree/main
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Chapter 1

Introduccion

Durante todo este trabajo trataremos con sefiales finitas (digamos, de longitud n,
con n un entero positivo), y las pensaremos como elementos de R™. En la préctica,
por lo general una senial es un conjunto de mediciones tomadas a intervalos regulares
de tiempo; dicha informacién perfectamente puede expresarse como una n—tupla.
En lo que sigue, a menos que se diga lo contrario, usaremos indistintamente los
nombres “vector” y “senal”.

Es costumbre empezar a enumerar las entradas de un vector de z € R™ a partir
de uno, pero para nuestros fines, como se verd mas adelante, es méds conveniente
empezar desde el cero. Adoptamos pues esta convencién.

Definicion 1.0.1

Por la grdfica de una senal © = (J;j);-:Ol de dimensién n entenderemos el
siguiente subconjunto de R2:

Gy ={(J,z;): 0<j<n-—1 entero}.

Si G, esta contenida en la grafica de una recta, diremos que la senal es afin
(en el caso particular en el que la ecuacién de la recta en cuestion sea de la
forma y = h, con h una constante, diremos que la senal es constante). Si G,
estd contenida en una parabola de eje vertical, o sea, en una grafica de ecuacion
cartesiana y = ax? + bx + ¢, donde a # 0, diremos que la sefial es cuadratica.

10 A

-10 4

—-15 4

Preferimos usar el
nombre “afin” en lugar
de “lineal”, pues en el
contexto de funciones de
R a R el primero hace
referencia a funciones de
la forma f(t) = at + b,
mientras que el segundo
se refiere al caso
especifico de funciones
de la forma f(t) = at.

Figure 1.1: En la figura
se pintan las gréficas de
dos senales de dimensién 30.
La gréfica de cruces (resp.
la de puntos) sugiere la
forma de una recta (resp.
una pardbola). Tomamos a
las formas de una pardbola
como cénones de curvas (y
no, por ejemplo, trozos de
circunferencias) sélo porque
son buenos ejemplos de curvas
con una sola convexidad.



1.1 Bases ortonormales de espacios vectoriales finito
dimensionales

Sea F € {R,C}. En general, dado un F—espacio vectorial V de dimensién finita,
uno siempre cuenta con bases para este espacio, es decir, con subconjuntos de V'
que son tanto linealmente independientes (término abreviado como “l.i.”) como
generadores de todo el espacio. La importancia de estas es obvia, ya que una
base permite representar de forma tnica a cualquier elemento v € V' por medio de
una coleccién finita de escalares. Es por eso que, en ocasiones, usamos el nombre

“sistema de representaciéon” para referirnos a ! una base {vy, : k € I} del espacio 1 El orden de los
V. elementos en una base
A lo largo de este trabajo nos limitaremos a usar es importante; nosotros

. . no denotamos esto en la
e los R— espacios vectoriales R”, conn > 1,y .
notacion para bases, pero
e los C— espacios vectoriales C", con n > 1, suponemos que el orden
en el que se enlistan los
todos estos de dimensién finita, por lo tanto, todos ellos espacios de Hilbert (c.f. elementos es el orden en
apéndice A.2). el que deben usarse.
El tener ademds en V definido un producto punto (c.f. apéndice A.2) dota
de estructura extra al espacio. En particular, en este contexto podemos también
hablar del d4ngulo entre vectores del espacio (c.f. A.6.1) - en particular, se tiene una
nocién de ortogonalidad de vectores (c.f. definicién A.6.1)- y de la norma de estos

(c.f A.2.2).

Proposiciéon 1.1.1

(La ortogonalidad implica independencia lineal) Si V es un F—espacio
vectorial finito dimensional y W := {v : 0 < k < j} es un subconjunto
ortogonal de V', con ningiin vy, igual a cero, entonces W es linealmente independiente.

Demostracion. Sea {ay, }i:O C F una coleccion de escalares para los que se tenga
la siguiente igualdad en V.

J
E ARV = 0.
k=0

Sea un indice 0 < k' < j. Calculando el producto punto de ambos lados de la
ecuacion anterior con el vector vg resulta, por la hipdtesis de ortogonalidad, la
siguiente ecuacién en F'.

J

J
0=(0,vp) = <Z awk,vk/> = ar(vp, vn) = aps||ow ||
k=0

k=0

puesto que vgs no es cero, se tiene que ||lvp||*> # 0. De esto y la igualdad 0 =

ag||ver||? se deduce la igualdad a cero del escalar aj. O

En particular, todo subconjunto ortogonal de cardinalidad dim(V') es una base
del espacio V; si ademaés todos los elementos de una tal base tienen norma uno,

llamamos a esta una base ortonormal del espacio V. 2 2 Abreviamos  “base
Nota 1.1.2 ortonormal” como
“BON” .

(Sobre la identidad de Parseval) Digamos que dim(V) = n; si € := {ey, :
0 <k <n—1} es una BON del espacio de Hilbert V, es fdcil comprobar que,



para todo x € V, se tiene que

n—1
T = Z(w,ek>ek (1.1)
k=0
y ademas
n—1
|z||? = Z(a@ek)z (Identidad de Parseval). (1.2)
k=0

Asi, si se usa a una BON & del espacio como sistema de representacion (o sea,
si se representa a todo x del espacio por medio de sus n coeficientes respecto a
&), se tiene que

e tales coeficientes son de hecho los productos punto entre x y los elementos
de la base £ (c.f. (1.1)), y

e se tiene una relacion lineal muy sencilla entre el cuadrado de la norma
de x y el cuadrado de los coeficientes de la representacion (c.f. (1.2)).

Estos dos hechos permiten usar la magnitud de un coeficiente en (1.1)
para valorar la contribucién del respectivo elemento de la base 5 para
sintetizar a x, i.e. para reconstruir a x a partir de sus coeficientes (x,ey)

respecto a la base £. En efecto, si, por ejemplo, el coeficiente (x,ex,) es “muy
n—1
cercano a cero”, digamos |(x, e, )| = €, entonces el vector x, := > (,ex)ex

es, en la misma medida, cercano al vector inicial x, pues

HLL’ —{L‘le = H<‘T76k1>ek1” = |<.7J,€}€1>| =€

En concordancia con la terminologia usual empleada en el area de procesamiento
de senales, llamaremos al proceso de calcular los coeficientes de una senal x
respecto a una base ortonormal (i.e. el calcular los productos punto de x con
los elementos de la base) andlisis, y al proceso de recuperar a la senal via la
identidad 1.1 sintesis.

Esta ultima nota da fuertes razones sobre la utilidad de las bases ortonormales
como sistema de representacién en espacios de Hilbert de dimensién finita cuando
lo que se quiere es usar los coeficientes de un vector respecto a la base para obtener
informacién geométrica del vector (concretamente, sobre la norma).

1.2 Lista de deseos

Puesto que el espacio subyacente de la teoria de este trabajo es el R—espacio
vectorial R™, tenemos la ventaja de contar con bases (subconjuntos de R™ linealmente
independientes y generadores de todo el espacio), que pensamos en este contexto
como sistemas de representacion; si

B={v;|0<k<n—-1}CR" (1.3)

es base del espacio, entonces, dado z € R”, existen tinicos >

0 <k <n-—1tales que

escalares af € R, con

3 Asf, elegida una base
B de R™, podemos elegir
no trabajar directamente
con una senal x € R",
sino con sus n coeficientes
(que son niimeros reales)
respecto a B.



(1.4)

n—1
= E avL;
k=0

observe entonces que x queda completamente determinado por los nimeros ay. Si
lo que nos interesa es la forma de la grafica de x, es natural buscar un sistema de
representacién para el que sea posible establecer criterios relativamente sencillos
que relacionen 1. los coeficientes de un = € V respecto a B con 2. la forma de la
grafica de z (interesdndonos particularmente por los patrones descritos en 1.0.1).

Esto motiva la creacion de la siguiente lista de deseos.
Lista de deseos 1.2.1

Fijada una dimensién n, buscamos una base

Lr={L"*|0<k<n—-1}CR" (1.5)

del espacio vectorial R™ “adecuada” para la representacion de senales x € R",
en el sentido que satisfaga las siguientes condiciones:

1. que sea ortonormal, para poder hacer uso de todas las bondades que
conlleva trabajar con tales bases (c.f. nota 1.1.2), bondades entre las que
se encuentran las que a continuacion citamos.

e (Los coeficientes de 1z respecto a B son muy fdciles de
calcular, ...) El poder no sélo dar explicitamente los coeficientes
de un vector respecto a la base, sino poder calcular a estos de
forma relativamente sencilla (a saber, via productos punto, c.f. nota
1.1.2); si (1.5) es ortonormal, entonces

n—1
= Z apL™,  donde ap = (x,L™"). (1.6)
k=0
(... dan informacién sobre el tamano (norma) de z...)

El tener disponible una igualdad de tipo Parseval, igualdad que
relaciona de manera sencilla (de hecho, lineal) el cuadrado de la
magnitud de una sefial © € R™ (magnitud dada gracias al producto
punto definido en R™) con el cuadrado de las magnitudes de sus
coeficientes respecto a la base;

n—1
[ll)* =D lax]*.
k=0

Esto es titil al momento de intentar determinar (de forma intuitiva)

la importancia de cierto vector de la base para describir a x. También
es bueno contar con esta igualdad al momento de hacer procesos
de sintesis, es decir, de modificacién de la senal via cambios en sus
coeficientes respecto a un sistema de representacion; si un coeficiente
ay es pequenio en magnitud, retirando el sumando aiL™* de (1.6),

estamos seguros de obtener un vector =’ similar al vector original =

en magnitud.

SizeR"™ y L™ como en
(1.5) es BON de R™,
entonces identificamos a
x con los n nimeros

ay = {(z, Lk,
0<k<n-1.

n—1
Siz' = > apl™* y

k=0,

k#k'
|ak| es un nimero
“cercano a cero”,
entonces ||7'|| =~ ||z]|.
Pensando en la norma de
x como la cantidad de
informacién que tenia,
parafraseamos esto como
“quitar coeficientes
pequenos no hace que se
pierda mucha
informacién” .



2. (...y sobre la forma de la gréfica de xz.) El que, dada la expresién
(1.6), sea posible establecer una relacion sencilla entre los coeficientes
ay (en base a su tamano y signo) y la forma de la gréfica de la senal.
En particular, nos gustaria encontrar condiciones sencillas, necesarias
y suficientes en términos de los coeficientes ap para determinar si la
grafica de x es afin o cuadrdtica. Queremos pues que los coeficientes
ay, reflejen atributos geométricos de x; de esta forma, con herramientas
del dalgebra lineal lograremos cuantificar la propiedad geométrica
intuitiva de “parecerse a” una recta o una parabola. También nos
gustaria poder ampliar el rango de respuestas, y no solo poder tratar con
eventos binarios del tipo “x es o no es afin”, sino también tener alguna
forma de medir qué tanto se aproxima x a la propiedad de ser afin.

En general, una base de un F'—espacio vectorial V' de dimensién finita n es
utilizada para, en vez de tratar directamente con los elementos abstractos del
espacio, usar n elementos de F' para representar univocamente a cada objeto. En
nuestro caso, trabajamos ya con n—tuplas de nimeros reales, lo que en realidad
equivale a representar elementos del espacio con la base canénica de R™ (c.f. [Fri02],
p-43), pero, como explicamos en la lista de deseos 1.2.1, nosotros estamos buscando
una base L™ de R™ tal que sea posible, a partir de representaciones de una senal
n—dimensional x respecto a esta, dar criterios para determinar si x es afin, lineal
o cuadratica. Como se menciona, también nos gustaria poder dar medidas de qué
tanto tiende la grafica de x a parecerse a alguna de estas formas.

1.3 Polinomios de Legendre de variable continua

Puesto que son las formas bésicas de recta y parabola las que nos interesa capturar,
consideramos a las graficas de las potencias béasicas

fity=t, —-1<t<1, ieN; (1.7)

restringiendo su dominio al intervalo [—1, 1], las funciones resultantes son elementos
del espacio de Hilbert L?[—1,1]. 4

Notacion 1.3.1

Sea k > 0 entero. Denotaremos por

e R_;1[t] al subespacio de L?[—1, 1] que consta de los polinomios restringidos
al intervalo [—1, 1],

e Ry _1.1[t] al subespacio de R_q 1[t] que consta de los polinomios restringidos
a[—1,1] y grado a lo mds k.

Dos observaciones se siguen de inmediato:

o si k; < ko se tiene trivialmente la contencién Ry, —11 € Ry, —1.1, 0 sea, la
familia {Ry, 1,1}, de subespacios de L?[—1,1] est anidada; ademas,

e la unién de la familia {Ry 11}, 5 es todo R_y ;[t].

4 Puede consultar la

definicién del espacio de
Hilbert L%[a,b], con a <
b cualesquiera ntmeros
reales, en [Kre91], p. 132.



Se comprueba trivialmente que, si los polinomios f; son como en (1.7), entonces,
para toda k > 0, {fi(t) : 0 <+ <k} es una base del espacio Ry _11[t], luego, con
el método de Gram-Schmidt (c.f. A.5) esta puede ortonormalizarse; haciendo esto
para toda k, se obtiene la coleccién de polinomios mutuamente ortogonales

{Pu(t) € Rec1a}pery, —1<t<1, keN, (1.8)

estando cada polinomio P determinado univocamente por las k condiciones de

ortogonalidad
1

Pi(t) P (t)dt = 0
1

VOo<m<k-1: /
y por la condiciéon de normalizacién
1
/ Py(t)?dt = 1. (1.9)
—1
A los polinomios (1.8) se les conoce como polinomios de Legendre (c.f.

[Fri02] p.346 y [DPK22] p.390).
Se calcula facilmente que los primeros cuatro polinomios de Legendre son

Polt) = 1/V/2,

Py(t) = g (3> —1),
y
Py(t) = g g <t3 - 21&)

Nota 1.3.2

En algunas ocasiones la condicion de normalizacion pedida no es la misma
que la dada en (1.9); algunos autores prefieren tomar como condiciones de
normalizacién a

/ 1 Pe(t) P (t)dt = 20k
I D VAL

Por eso las férmulas que usualmente uno encuentra para los polinomios de
Legendre (por ejemplo, en [Leg]) son distintas a las presentadas aqui. Sin
embargo, segin el resultado 1.4.2.2. de [AN91], salvo un multiplo escalar, los
polinomios de Legendre obtenidos con estas otras condiciones de normalizacion
son los mismos que los obtenidos usando (1.9), esto porque el intervalo de
integracion y la funcién peso ((—1,1) y la funcion constante uno en (—1,1),
respectivamente) son los mismos para estas construcciones.

En esta discusién tenemos ya involucrada una base ortogonal (en el espacio de
funciones L?[—1,1]); si planeamos, de alguna forma, usar a estos polinomios para el
estudio morfolégico de senales, por la naturaleza discreta de estos tltimos objetos,
serd inevitable realizar, en algin punto del argumento, un proceso de discretizacién
(por ejemplo, via una discretizacién puntual, c.f definicién 2.1.1), es decir, pasar
del “contexto continuo” en el que se han definido los polinomios de Legendre a uno



discreto.

Para partir de objetos en el espacio ambiente R™ de nuestro interés, también
tiene sentido primero realizar un proceso de discretizacién (por ejemplo, puntual)
y luego realizar un proceso de ortogonalizacién. La figura de abajo ilustra, para
el caso n = 4, estos dos caminos, o sea, el que consiste en primero ortonormalizar
polinomios en el espacio L?[—1,1] y luego discretizarlos, y en el que consiste en
primero discretizar polinomios para obtener vectores de R™ que pueden ortonormalizarse
en este espacio. Observe que sélo usando este segundo camino obtenemos con
seguridad un subconjunto ortonormal de R"™, pero no se puede asegurar lo mismo
usando el primer camino (c.f. [bn]). Puesto que lo que interesa es tener condiciones
de ortogonalidad en el espacio R™, es obvio que el camino a seguir debe ser pues
uno parecido al segundo.

Escogida pues la opcién de primero discretizar polinomios para posteriormente
ortonormalizar, queda todavia abierta la decisién de qué método de discretizacién
usar.

Elegimos empezar con discretizaciones puntuales de polinomios. En base a estos
objetos lograremos definir una base ortonormal de R™ que cumple satisfactoriamente
los requisitos explicados en la lista de deseos 1.2.1, y a la que llamaremos la base
de Legendre discreta de dimensiéon n. A sus elementos los llamaremos los
polinomios de Legendre discretos de dimensién n.

Un segundo punto de vista, basado en discretizaciones por promedios integrales,
se presentara después en 2.4.2; como demostraremos a lo largo del capitulo 2, ambas
alternativas de discretizacién, igual de naturales la una que la otra, nos conducen a
la misma base ortonormal de R™, que, como se ilustra en el capitulo 5, resulta ser
un sistema de representacién realmente 1til para el estudio morfolégico de senales
finitas.
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Figure 1.2:

Como se aprecia, las operaciones de ortogonalizacion y discretizacion no conmutan.




1.4 Sobre los polinomios discretos de Legendre en
la literatura

Después de revisar la literatura, encontramos que las funciones que llamamos
“polinomios discretos de Legendre de dimensién n”, y que denotamos por L£™F
con 0 < k <n—1, ya se han estudiado.

En [Nik91] se desarrolla la teoria de los polinomios ortogonales de variable
discreta en un contexto mas general, y se refieren a los que resultan ser los polinomios
discretos £™* que definimos en este trabajo como“polinomios de Chebyshev de
variable discreta”, siendo estos un caso particular de los polinomios de Hahn de
variable discreta. Se menciona que estos polinomios fueron introducidos por P.L.
Chebyschev en 1858, y redescubiertos por Gram en 1915 (véase [Tch58], [NS74]).

Para una discusién histérica muy completa sobre el desarrollo de los polinomios
ortogonales discretos, véase [Roy93]. Como ahi se explica, esta nocién fue desarrollada
por Chebyshev a partir de estudios de probabilidad y de ajuste de datos por minimos
cuadrados. Explicamos con més detalle las ideas contenidas en el articulo [Forne]
sobre esta tltima aplicacién en la subseccién (4.1.1).

Otras fuentes méas modernas no usan el nombre de “polinomios de Chebyshev de
variable discreta”, sino que adoptan el nombre de “polinomios ortogonales discretos
de Legendre” (“Discrete Legendre Orthogonal Polynomials” en inglés, por lo tanto
abreviados como “DLOPs”), pues, como se nota en [NS74], los coeficientes de estos
polinomios son, exceptuando cambios de signo, los coeficientes de los polinomios
de Legendre de variable continua definidos en [0,1]. La referencia [NS74] es un
compendio de férmulas -que serdan utilizadas méas adelante en nuestro trabajo- de
estos polinomios ampliamente citado.

Los polinomios ortogonales de variable discreta ya han sido estudiados y utilizados
en la préctica, no solo para optimizar el proceso de ajuste de datos por minimos
cuadrados (c.f. [Forne]), sino méds recientemente como una herramienta en el drea
de procesamiento de sefiales. Por ejemplo, en [Col97] se utilizan los polinomios
discretos de Legendre (bajo el nombre de “Discrete Legendre Transform”, abreviado
DLT) para la compresién de datos de electrocardiogramas y, més recientemente,
se han relacionados los polinomios discretos de Legendre con un tipo de redes
neuronales, a saber, las “Legendre Delay Networks” (c.f. [bn]). En [Fur22] se
continda esta linea y se introduce el algoritmo de aprendizaje “Learned Legendre
Predictor” (LLP), basado en redes neuronales, para la prediccién de datos en tiempo
real.

Por ser objetos tan usados en las aplicaciones, no es de extranarse que se hayan
estudiado ya algoritmos para el célculo eficiente de los polinomios discretos de
Legendre (c.f. [NS74], [Abu93], [Abu96], [Dri97], [Muk04])

Sin embargo, no encontramos en la literatura un uso de los polinomios discretos
de Legendre para el estudio morfolégico de seniales finitas como el que proponemos
(después de construir cuidadosamente estos objetos en el capitulo 2) en el capitulo
5. Dedicamos la segunda parte de esta tesis, con una metodologia definida por
nosotros, a realizar un analisis espectral de las gréficas de estos polinomios discretos.



Part 1

Definicion y estudio de los
polinomios discretos de
Legendre
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Chapter 2

Construccion de las bases de
Legendre discretas

En este capitulo vamos a construir, para toda dimensién n > 2, una base ortonormal
de R™, que llamaremos “base de Legendre discreta”, y que en principio se basa en
discretizaciones puntuales de polinomios de ciertos grados y ortonormalizaciones
de las colecciones de vectores de R™ que de esto resulta. A lo largo del capitulo
daremos construcciones alternativas de esta base.

Comenzamos planteando algunas definiciones.

2.1 Discretizacién puntual, polinomios discretos y
espacios asociados

Definicién 2.1.1

(Operador de discretizacion ), p) Sea P una malla uniforme de n puntos
P={tj:=to+hj: 0<j<n-—1},

donde h € RT es una constante fija (que llamamos el paso de la malla). Nuestra
primera forma de discretizar a una funcién f cuyo dominio contenga a los puntos
de la malla P consistira en evaluarla en cada uno de los puntos de la malla:

Qup(f) = (f(t))1=g-

Q,, p puede pensarse como una aplicacién con dominio Cltg,t,—1], €l espacio de
funciones continuas en [tg,t,—1], y con codominio R™, pero conviene identificar al
resultado de la accién de Q, p sobre una funcién f con la restriccién fip de f al
conjunto discreto P, es decir, con la funcién

f|'p: 7) — R
tp —  f(ty)

Definicion 2.1.2

En el caso en el que f sea elemento de R[t], nos referiremos al vector Q, p(f) €
R™ como un polinomio discreto de dimension n con dominio uniforme

11

fit) =t — 25+ 0.01X% + 2

-2

- ° 1 ;
Qup(f) = (4.99,2,1.01,2.05) € RY,
donde P ={-1,0,1,2}

Figure 2.1: Ejemplo concreto
con n = 4.
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Mostraremos en la subseccion 2.2 que, de hecho, todo = € R™ es un polinomio
discreto de dimensién n, y propondremos una definicién del grado de este. Ya
podriamos dar algunos resultados en esta direccion, pero preferimos esperar hasta
tener las herramientas para justificar detalles como la buena definicién de nuestra
propuesta de grado (c.f. 2.2).

Por la forma en que se definen la suma y la multiplicacién por escalares en los
espacios vectoriales R[t] y R™, la siguiente observacién es clara.

Observacién 2.1.3

Seann € Ny P ={t;: 0<j<n-—1} una malla uniforme de n puntos. La
funcién Q,, p definida en 2.1.1 es una transformacién lineal de C[to,t,—1] a R".

El siguiente resultado, que es una consecuencia directa del Teorema fundamental
del &lgebra, se usard en repetidas ocasiones.

Proposicion 2.1.4

Seann >2y P ={t; =to+hj: 0<j <n—1} una malla uniforme de
n puntos. Si f(t) € R[t] es un polinomio de grado menor a ny Q, p(f) es el
vector cero de R™, entonces f es el polinomio cero.

Demostracién. El que Q, »(f) = (f (tj))?;ol sea el vector cero significa que los
n elementos de la malla P son raices del polinomio f; puesto que, por hipétesis,

A(f) < n, por la proposicién A.1.6 concluimos que f es el polinomio cero. O

Notacion 2.1.5

Sean n € N y k un entero no negativo. Denotaremos por Ry|[t] al subespacio
de R[t] que consta de los polinomios de grado a lo mds k. Escribiremos como
fx a las potencias basicas, es decir, a los polinomios

fr(t) ==t~ (2.1)
Denotaremos por P, a la siguiente malla uniforme:
Pn={0,1,...,n—1}. (2.2)

A la discretizacion puntual del polinomio fj, en la malla P, la denotaremos por

Uk
ok = Qup, (fi) = (f(G))2d = (F)od (2:3)

Definicion 2.1.6

Seann > 2 y 0 <1i<n-—1 enteros. Definimos al subespacio W,, ; de R™ como
sigue:
Wi = span{vy : 0 < k <i} CR", (2.4)

donde los vectores v, son como en 2.3.

En la ecuacién (2.4) con la que se define al espacio W, ;, siempre conviene
pensar al primer subindice n como el indice de dimensién, pues corresponde a
la dimensién del espacio ambiente R™, y al subindice ¢ como indice de grado;
mas adelante (c.f. tercer punto del teorema 2.1.14) se verd por qué este es un buen
nombre.
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En lo que sigue, siempre
que se hable de un
polinomio discreto se
supondré que la malla P
a partir de la que se
obtuvo es uniforme.



Observacién 2.1.7

Sean € N. Sii € N, entonces Ios i + 1 polinomios fi, con 0 < k < i entero
constituyen una base para el espacio R;[t].

Proposicion 2.1.8

Sean € N. Una sefial x = (z1,)}Z) de dimensién n es elemento del espacio
W, ; definido en (2.4) si y sclo si x es la discretizacién en P,, de un polinomio
de grado a lo mas 1.

Demostracién. En efecto, segin la definicién del espacio Wy, ; y la linealidad
del operador de discretizacién €2 establecida en la observacién 2.1.3, tenemos que
x € R" es elemento de W, ; si y sélo si existen ntimeros reales ar con 0 < k < ¢
tales que

T = Zakvk = Zaan P, (fx) = p, (Z akfk) =Qnp,(9),

con g := Y. arfr € R;[t] (c.f. observacién 2.1.7). O
k=0
De las definiciones de senales constantes, afines y cuadraticas (c.f. 1.0.1) y la

proposicién 2.1.8 se sigue de inmediato el siguiente resultado.
Corolario 2.1.9

Sean n € N y x € R™ una senal de dimension n cualquiera.

e La senial ¢ es constante si y solo si x € W, g,
e esafinsiysélosiz € Wy 1,y

e es cuadrética siy sélosiz € Wy oy o & Wy 1.

La importancia del corolario 2.1.9 es que en él se explica como cuestiones de
morfologia de la senal z se reducen a cuestiones de pertenencia a los
espacios W, ;. Parece pues que los espacios W, ; son un buen lugar en el que
buscar una base ortonormal con las propiedades descritas en la lista de objetivos
1.2.1.

Demostremos ahora que, en la proposicién 2.1.8, poco importa la malla sobre la
que se discretice, siempre y cuando esta sea uniforme.

Proposicion 2.1.10

Si P es una malla uniforme cualquiera de n puntos, digamos
PZ{tj =tg+h: 0<I<n-—1},

con h una constante positiva, y f es un polinomio de gradoi (con0 < i <n—1),
entonces el vector Q, p(f) de R™ es elemento del espacio W, ; definido en (2.4).

Demostracién. Segin la observaciéon 2.1.7, existen (Unicos) niimeros reales cy,

1
con 0 < k <itales que f = Y cifr. Sean los intervalos
k=0

In = [O,TL - 1], I = [to,tn_l].
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Sea ¢ : I, — I la funcién cuya grafica es el segmento de recta con puntos extremos
(O,to) y (TL - 17t’n71);
la ecuacion de tal ¢ es
o(t) = ht + to;

observe que ¢ es una recta con pendiente h positiva. Como tanto P, como P son
mallas uniformes,
VO<j<n—1: ¢(j)=

t
Asi, la (j + 1)-ésima entrada del vector Q,, »(f) = (f(t;))"Z es

F(t5) = F(8(1) = f(hj+1to) =D crfulhj +to) = > cx(hj +to)*.
k=0

k=0
Reconocemos al lado derecho de la igualdad como un polinomio de grado a lo més
i, a saber,

W) = Y et + to)f,
k=0

evaluado en el (j + 1)-ésimo elemento de la malla uniforme P, (o sea, en j). Segin
la observacién 2.1.8 de esto podemos concluir la pertenencia de 0, p(f) a W, ;.

O

25 4 T

3-
20 4

2 =
15 4

1 =
10 1 ft)=t*=3t+1

0-
5 -t

—1 -
04 M+ EIg e i

—9 -
-5 A I I I | | I

~2 0 2 0 5 10

Corolario 2.1.11

Seann > 2,0 <i<n—1 enteros, P una malla uniforme de n puntos. Sea

Wi = span{vg : 0 < k < i},

el subespacio de R™ definido en (2.4). La senal x € R™ es elemento de W, ; si y
sélo si existe g(t) € R[t] un polinomio de grado a lo mds i tal que x = €, p(g).

Demostracién. En efecto, segtin la proposicién 2.1.8, x es elemento de W, ; si y
sélo si existe ¢(t) polinomio de grado a lo més ¢ tal que z = 2, p, (¢). Usando una
funcién de cambio de malla, se puede obtener a partir de ¢, componiendo con el
cambio de malla, un polinomio g¢(t) tal que z = Q,, p(f). O
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Figure 2.2: Ejemplo haciendo
n = 11, P la malla uniforme
de 11 puntos con punto inicial
—2 y paso h = 0.5. A la
izquierda se dibuja la grafica
de f(t) = 3 -3t + 1y
su discretizacién puntual en
P. A la derecha, la grafica
de ¢(t) = 0.5t — 2. A
una tal funcién lineal ¢ le
llamaremos, en este contexto,
funcién de cambio de
malla.



Proposicién 2.1.12

(Caracterizacién de las bases de los espacios W, ;) Sea n € N. Si
0<i<n-—1esunenteroy

{pr =pr(t): 0<k<i}

es una coleccién de polinomios con

P={tj=to+hj: 0<j<n-—1}
es una malla uniforme cualquiera de n puntos, entonces los i+ 1 vectores de R™
wy = p(pr), 0<k<i (2.5)

conforman una base del espacio W, ;.
Reciprocamente, si P es una malla uniforme de n puntos y B; := {wg}},_,
es una base de W, ;, entonces

a) todo wy es un polinomio discreto de dimensién n, es decir, existe un
polinomio py, de grado k tal que wi, = Qp p(pr), y

b) para cada 0 < k' < i, uno y sdlo uno de los polinomios py, tiene grado k'.

Demostracién. Segun el corolario 2.1.11, {wy : 0 < k < i} es un subconjunto
de W, ; de cardinalidad ¢ 4 1; si demostramos que es linealmente independiente,
puesto que por definicién W), ; es generado por i + 1 vectores, podremos concluir,
como se quiere, que {wg : 0 < k < i} es base de W, ;. Sean by con 0 < k < ¢
escalares para los que se tenga la siguiente igualdad en R™:

Z brwy = 0. (2.6)
k=0

Segun la linealidad establecida en la observacién 2.1.3 y la definicién (2.5) de los
vectores wy, si p = p(t) es el polinomio definido como

i
pi=Y_ bpk, (2.7)
k=0
la ecuacién (2.6) puede reescribirse como

Qnp(p) = 0; (2.8)
por la proposicién 2.1.4 podemos inferir de esto que p es el polinomio cero, o sea,
i
que > brpk es el polinomio cero, y de esto, por la independencia lineal de los
k=0
polinomios p; en el espacio R[t] (que se tiene por las condiciones impuestas por
hipétesis en los grados de estos), la igualdad a cero de los escalares by.
Reciprocamente, sea B; := {wy}i_, una base de W,, ;. Del corolario 2.1.11 se
sigue el punto a); sean pues pg, con 0 < k <14 — 1, polinomios de grado a lo mas i
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tales que Q,, p(px) = wg. Supongamos que existe 0 < k' < i tal que ninguno de los
polinomios py tiene grado &'

Sea gi- un polinomio cualquiera de grado k’. Segin el corolario 2.1.11, zr :=
Q. p(g,) es elemento de W, ;; como B; := {wy }4_, es base de este espacio, existen
escalares ay (no todos cero, pues zp # 0) tales que

[
2y = E apWy;
k=0

evaluando el operador €, » en ambos lados de la igualdad y usando su linealidad
(c.f. observacién 2.1.3), obtenemos que

Qn,p <gk’ - Z%m) =0.
k=0

Segtin la proposicién 2.1.4, de esto se deduce que g+, un polinomio de grado k’, es
i
igual a > agpk, donde ninguno de los polinomios py, tiene grado k’. Esto contradice

k=0
la independencia lineal establecida en la observacion 2.1.7. ([

Corolario 2.1.13

Sea n € N. Para todo entero 0 <i <n—1, {vg: 0 <k <1} es una base del
espacio W, ; definido en (2.4).

Las propiedades més importantes de los espacios W, ; (y que se desprenden de
los argumentos anteriores) se resumen en el siguiente teorema. Sélo del notar que
las dimensiones de R™ y su subespacio W, ,—1 coinciden se deduce el cuarto punto.

Teorema 2.1.14

Sean € N. Sean, para cada 0 < i < n—1, los espacios W, ; como se definieron
en (2.4).

e Para toda i, W, ; es un subespacio de R" de dimensién i 4 1. De hecho,
{vk : 0 <k < i}, con vy definido como en (2.3), es base de W, ;.

e La familia (Wm)?z_ol de subespacios de R™ esta estrictamente anidada,
es decir
VizO,...,n—Q: Wn,iCWn,i-i-L (29)

=

e Fijada una malla uniforme de n puntos P, para toda x € R™ se tiene que
x € W, ; si y sélo si existe g = g(x) un polinomio de grado a lo mds i tal
que x = Qp p(9)-

n _
o R" = Wn,n—l-
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Figure 2.3: En la figura se dibujan las grdficas de algunos de los elementos
de los tres primeros espacios de polinomios discretos Wiy o,
Wn,i1 y Wn2 (en la figura se ha fijado n = 4). Observe que
estas son las formas de recta y pardbola de nuestro interés.
Queremos hacer énfasis en que, tomando cualquier malla
uniforme y cualquier polinomio f de grado 0 < i < n — 1,
estamos seguros de que la discretizacion Qy, p(f) es elemento
del subespacio Wy ; de R™; reciprocamente, el saber que un
z € R™ sea elemento de algin espacio Wy, ; (hecho que, en

vistas de que la familia (Wmi);:ol “cubre de manera ascendente
a todo el espacio R™” - c.f. puntos dos y cuatro del teorema

2.1.14- seguro ocurrird), nos permite hacer inferencias sobre la
forma de la grdfica de x.

2.2 Una definicién del concepto de grado para senales
finitas

Revise nuevamente el dltimo punto del teorema 2.1.14; segtin este, como se anticipd
en la subseccién 2.1, toda senal finita x € R™ es elemento de W, ,,_1, es decir, es
un polinomio discreto de dimensién n y grado menor a n.

Podemos dar una demostracién alternativa, directa y sencilla de este hecho.

Proposiciéon 2.2.1

Sean n € N y P una malla uniforme de n puntos. La restriccién del operador
Q, p al espacio R,_1[t] de polinomios de grado a lo mds n — 1, es decir, la
funcién

Qnﬂ’ : Rnfl[t} — R" (210)

es un isomorfismo de R—espacios vectoriales. En particular, para todo vector
x € R™ existe un tnico polinomio f de grado menor a n tal que x = Q,, p(f).

Demostracién. Puesto que tanto R, _1[t] como R™ son R-espacios vectoriales de
dimensién n, para ver que la funcién definida en (2.10) (que, segtin la observacién
2.1.3, es lineal) es un isomorfismo, basta demostrar que es inyectiva (c.f. teorema
2.5 [Fri02]). Esto ultimo es una consecuencia directa del teorema fundamental del
algebra, pues, f € R,,_1[t] es elemento del kernel de §,, p si y sélo si Q, p(f) =0,
0, equivalentemente, si y sélo si cada uno de los n puntos que componen la malla
P es una raiz de f; segun la proposicién 2.1.4, esto ultimo ocurre si y sélo si f es
el polinomio cero. Con esto comprobamos que el kernel de la aplicacion es trivial,
luego, la inyectividad de esta. (I

La proposicion 2.2.1 parece sugerir una forma en la que podriamos definir el
grado de un vector € R" (“dado z € R™, definimos el grado de este como el grado
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del tinico polinomio f € R,,_1[t] tal que £, »(f) = 2”); no hay que apresurarse,
pues en la formulacién de la proposicién 2.2.1 se tuvo que fijar de antemano una
malla uniforme. A priori, no podriamos descartar la existencia de mallas uniformes
P, P de n puntos y de polinomios f, f de grados menores a n (pero no iguales entre
si), tales que Q, p(f) =z = Qnﬁ(f) Comprobamos que esto no ocurre en la
siguiente proposicién.

Ejemplo 1. Lo que si es sequro es que la unicidad establecida en la proposicion
2.2.1 no es vdlida si se quita la restriccion en los grados de los polinomios a
discretizar.

Considere, por ejemplo a la senal

r=(1,1,1) € R3.

Los polinomios f(t) = 1, g(t) = 1 —5t(t — 0.4)(t — 0.8)(t — 1)(t — 2) y h(t) =
143t(t—1)(t—2), de grados 0, 5 y 3, respectivamente, son tales que al ser evaluados
en el operador Q3 p, dan lugar a la senal x.

La senal

r=(1,1,0) € R?

puede obtenerse como la discretizacion del polinomio de grado 3 p(t) = 1+t(t—1)(t—
2.5) en la malla uniforme Ps, pero también como la discretizacion del polinomio de

grado 2 q(t) = 0.625 +t — 0.5t> en la malla uniforme P = {0.5,1.5,2.5}.

4

1 > x=(1,10) €}
1.50

expuestas en el ejemplo.
1.00 A

0.75 4

0.50 4

0.25 1

—0.25 4

e x=(1,1,1€q?

T T T T T —0.50 T T T T T T
0.0 0.5 10 15 2.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 30

Proposicion 2.2.2

Seann € N yz € R". Si P, P son mallas uniformes den puntos y f, f € R,—1[t]
son tales que

entonces A(f) = d(f).

Demostracion. Digamos que
P={tj:==to+hj: 0<j<n—1}, P={t;:=fg+hj: 0<j<n—1}.

Sea,

>
>

(t) = =t + (to — fo)

>
>

18

1 ) . . ) x=(1,1,0) €r? Figure 2.4: Graficas de los
21 - 1.25 1 polinomios y sefiales de R3



la funcién de cambio de malla (de P a P); esta funcién es tal que
Vi=0,...,n—1, o) =t;;

podemos reescribir entonces la hipétesis (2.11) como

(f(t0)7 Tt f(tnfl)) =T
:(f(to)a ceey f(tn—l))
=((f o d)(to), ... (f 0 9)(tn-1)),

o sea, como €2, 5( f) = Q,, 5(fo¢); por linealidad del operador €2, 5 (c.f. observacién

2.1.3) tenemos entonces que Qnﬁ(f— fo¢)=0. Como f— fog es un polinomio de
grado menor a n, de esta ultima igualdad podemos concluir, segiin la proposicién
2.1.4, que f — f o ¢ es el polinomio cero, por lo tanto

f=foo.

Puesto que el componer a f con el polinomio lineal ¢ no altera su grado (i.e. f
y f o ¢ son polinomios del mismo grado), concluimos que

a(f)=0(f o ¢) = a(f).
O

Con todo esto demostrado, podemos definir el grado de una sefial finita como
sigue.

Definicion 2.2.3

Seann € Nyx € R". Si f € R,_1[t] es un polinomio de grado menor an y P
es una malla uniforme de n puntos tales que x = Q,, p(f), entonces el grado
de x es

Es facil determinar el grado de una senal de dimension n en términos de
pertencia a los espacios W, ;; mostramos a continuacién que el grado ¢ de un
polinomio discreto es el indice del menor subespacio W, ; en el que estd contenido.

Proposicion 2.2.4

Sean n € N y x € R™ una senal de dimensién n.
e x tiene grado cero si y sélo si x € Wy, g.

e Para toda 1 < i < n —1, z tiene grado i si y sdlo si x € W, ; pero
& Whi1.

Demostracién. La veracidad del primer punto de la demostracién es obvia (pues
W0 consta exactamente de las discretizaciones puntuales de polinomios constantes,
c.f. teorema 2.1.14). Demostremos pues el segundo punto.

=) Supongamos que d(x) = i con 1 < i < n — 1; por definicién, esto significa
que existen P una malla uniforme de n puntos y f un polinomio tales que

of) =iy z=p(f) (2.12)
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Segun la proposicién 2.1.10, esto implica la pertenencia de x a W, ;. Ademis,
z no puede ser elemento de W, ;_i, pues esto, segun el tercer punto del
teorema 2.1.14, implicarfa la existencia de una malla uniforme P de n puntos
y un polinomio g tales que

Ag)<i—1y x=Q, 5(9); (2.13)
segun la proposicién 2.2.2, (2.12) y (2.13) no pueden ser ambas verdaderas.

<) Seal <i<n-—1tal quexz e W,,; perox & W, ;_1. Segun el teorema
2.1.14, existen P malla uniforme de n puntos y f polinomio de grado a lo
més ¢ tales que z = €, p(f); segin este mismo teorema, el que el grado de f
fuese menor a ¢ implicarfa que = también fuese elemento del espacio Wy, ;_1.
Como esto no ocurre, concluimos que = Q, p(f) con 9(f) = i, luego, segin
la definicién 2.2.3, x tiene grado i. (]

Terminamos con una definicién, que queda justificada por lo establecido en la
proposicién 2.2.4.

Definicion 2.2.5

Seann > 2,0 < i < n —1 enteros. Al subespacio W, ; definido en (2.4) se le
denominaré el espacio de senales n—dimensionales de grado a lo mas i.

2.3 Construccion canénica de las bases de Legendre
discretas

Ahora, con el algoritmo de Gram-Schmidt (descrito en la proposicién A.5.2) vamos
a normalizar a la base {vy : 0 <k <n—1} de Wy, ,_1, 0 sea, de R” (c.f. cuarto
punto del teorema 2.1.14). Por la naturaleza del proceso, durante este se obtienen
bases ortonormales para cada uno de los espacios W, ;, pues los espacios W, ; estdn
anidados y dos consecutivos de estos difieren por uno en dimension; en este contexto,
realizar el k—ésimo paso en el algoritmo de ortonormalizacién de Gram-Schmidt
lleva a calcular una base ortonormal para el k—ésimo espacio W, ;.

Definicion 2.3.1

A la base ortonormal de R™
Lr={Lmk = (LrhreR": 0<k<n—1} (2.14)
que resulta de ortonormalizar con G-S a la base
{vp eR": 0<k<n-1}

de R™ la llamaremos la base de Legendre discreta de dimension n.
Denominaremos a la sefial £L* el polinomio discreto de Legendre de
dimension n y grado k.

Nota 2.3.2

A partir de ahora, abreviaremos el nombre “polinomio discreto de Legendre”
como “PDL” y “base de Legendre discreta” como “BLD”.
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Corolario 2.3.3
Sean € N. Para todo 0 < k <n — 1, los vectores

£l 0<i<k

conforman una BON del espacio W, ..

Corolario 2.3.4

Sean € N. Si k es un entero con 1 < k <n — 1, entonces

VO<i<k-1: LvFew;,

o sea, L™* es ortogonal a todo polinomio discreto de grado menor a k.

Demostracién. En efecto, segtin la definicién 2.3.1, £™F es ortogonal a todos los
vectores L™ con 0 < I < k — 1, luego, segin el corolario 2.3.3, es ortogonal a todos
los elementos de una base del espacio W, ;, por lo tanto, a todo elemento de este.

O

n n, n_l n Figure 2.5: Dado el polinomio

£ ro= £7” E R discreto de Legendre £™F* =

m:O (E:,L{k), n es la variable de

dimensién, k € {0,...,n —

1} la de grado y m es el indice

de posicién. Procuraremos

Nota 2.3.5 usar siempre esta notacién.

Observe la analogia entre nuestra construccion de la BLD con la esbozada en
el capitulo 1 sobre la construccion usual de los polinomios de Legendre (de
variable continua); en ambos casos partimos de familias anidadas de espacios

de polinomios (discretos o continuos, dependiendo del caso);
-1
{Wn,k}zzo

para el caso discreto, y
{Ri,~11}gen

para el caso continuo (c.f. 1.3.1), y, con el método de Gram-Schmidt, ortonormalizamos
estas bases para obtener una BON del espacio ambiente que contiene a la familia
(que es R™ en el primer caso y L*[—1,1] en el segundo).

Observe sin embargo que, en el caso discreto, ademas del parametro de
grado k se tiene también un parametro n de dimensién. Otra diferencia es que,
en el caso continuo, se trataba con una familia anidada numerable, mientras
que en el caso n—dimensional la familia anidada consta de n miembros.

Ejemplo 2. A continuacion, mostramos las grdficas de los elementos de las bases

L2y L3,
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Grado 0 Grado 1

15 15
1.0 | 1.0 4
0.5 - 0.5 -
0.0 0.0
_0.5 1 -0.5
~1.0 1.0+

Grado 0

Graficas de los elementos de £2
Grado 1

Grado 2

.5 T T T T T T T .5 T T T T T T T
-0.50-0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 150 —0.50-0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50

En el caso n = 2, el inico subespacio de polinomios discretos no trivial es

pues

v (5]

={(z,r) € R*: x € R},

Wy = R%

En el caso n = 3, calculamos que

)

W =8pan{(\}§’\}§7\}g) ’ (_\}5,07\}5

:{(.I‘,y,Qy—J?) € RS HE AN TIS R}a

W30 = R3,
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Figure 2.6: Graficas de los
elementos de £2 C R2.

Figure 2.7: Graficas de los
elementos de £3 C R3.



Subespacios de Legendre de dimensiones 2 y 3

R? 2

— Wio={(uuu)EB:uER}

W= {(u v, 2v - ERY U v, ER)

— Waom((w.u):0ER)

2.4 Sobre formas alternativas de definicion de la
base L"

Fijada una dimensién n, vamos a generalizar los tipos de objetos usados en el
método por medio del cual se definié a la base de Legendre discreta £" (en la
subseccién 2.4.1), y ademds, como prometimos en la introduccién, vamos a dar una
segunda forma natural de abordar el problema, cambiando el método de discretizacion
(en la subseccién 2.4.2), llegando, como se anticipd, a la base L£™.

Figure 2.8: Gréficas de
Wa.0 C R?2 y de los
subespacios W39 y W31 de
R3 que son, respectivamente,
una recta y un plano; observe
que W30 C W31 y que tanto
W20 como W31 dividen en
dos regiones ajenas a sus
correspondientes espacios
ambiente.

2.4.1 Construccién generalizada de los PDL usando la discretizacién

Q,

Recuerde que, al definir a los espacios de polinomios discretos W, ; en (2.1.11),
consideramos a las funciones polinomiales fi(t) = t*, con 0 < k < n — 1, que
después discretizamos en la malla uniforme P, = {j : 0 < j <n — 1} para obtener
los vectores vy; nos disponemos a probar que, si hubiésemos escogido

e funciones polinomiales
gi(t) € R[t], con 0<k<n-—1 entero,
donde el grado de gi es k y su coeficiente principal ¢ es positivo, y

e cualquier malla uniforme de n puntos

P={t;j: 0<j<n—1},

si
wy = Qo p(gr) = (90(t;); 29, 0<k<n-—1, (2.16)
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entonces estos vectores wy, generan a los mismos espacios Wy, ; de antes y, después
de ortonormalizar con el método de Gram-Schmidt al subconjunto {wg : 0 <k <
n — 1} de R™, obtendriamos la base de Legendre discreta £™ definida en (2.14).

Ejemplo 3. Sea n = 3; sean las colecciones de polinomios

{fo(), 1(0), Fo(0)} (2.17)

con los polinomios fi, como se definieron en (2.1), y

{go(t) =3,01(t) := %t 4+ 1,g9(t) := 2 + 2t + 3} . (2.18)

Las colecciones (2.17) y (2.18) tienen en comin que contienen, por cada 0 <
k < 2, un polinomio de grado k y coeficiente principal positivo. Sean Pz la malla
dada por (2.2) con n = 3, o sea, sea P3 = {0,1,2}, y sea P := {72,7%, 1} otra
malla uniforme de tres puntos.

fo %

' ;I ’ ” Figure 2.9: Ejemplo
6 concreto del proceso
tomando las dos colecciones
de polinomios (2.17) 'y
(2.18), discretizandolas,

respectivamente, en las
2
mallas  uniformes Pz y
3 1
1 P={-2-11}
B , /

—1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 L5 2.0 -2.0 —1.5 -10 —0.5 0.0 0.5 10

Afirmamos que, si
e (Discretizacion) consideramos, para 0 < k < 2, a los vectores
v = Q3.p, (k) Yy wi = Q3,p(gk),
e (Ortogonalizacion) en base a estos definimos a los vectores
& = vo, o = wo,
& = v — Ow,_, (vg), T :=wg — Iy, _, (wy) parak = 1,2,
Y, finalmente,

e (Normalizacion) definimos, para toda 0 < k < 2, a los vectores

S AT

3

k
kll’

=

entonces, ocurre que
VO<k<2: & =mnm.

<

Paso I Se sigue directamente de la proposicién (2.1.12) que los vectores wy asi
construidos forman bases para los espacios de polinomios discretos. Dejamos
esto por escrito en el siguiente resultado.
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Proposiciéon 2.4.1

Sea
{or: 0<k<n-—1} (2.19)

una coleccién de polinomios, con gi un polinomio de grado k y coeficiente
principal positivo. Sean P una malla uniforme de n puntos y considere a los
vectores wy, definidos en (2.16). Para toda 0 <1i <mn — 1, los vectores

w con 0 < k<1

conforman una base del espacio W, ;.

Paso II Tenemos entonces dos bases de W,, ,—1 = R™:

{;: 0<i<n—1}CR" y {w;: 0<i<n-—1} CR", (2.20)

donde, recuerde, los vectores v; se definen como en (2.3) y los w; son las
discretizaciones definidas en (2.16). Sean

{§:0<i<n—1} y {: 0<i<n-—1} (2.21)

las bases que resultan de ortogonalizar a las bases dadas en (2.20) el algoritmo
de Gram-Schmidt (c.f. proposicién A.5.2) y

{&:0<i<n-—-1}, {p:0<i<n-1} (2.22)

a las normalizaciones de las bases dadas en (2.21), o sea, a las bases cuyos

elementos son, respectivamente,

& i

yoonii= = (2.23)
Al

ST

con0<i1<n-—1.

De la definicién de los vectores (2.23) y la proposicién 2.4.1 se sigue inmediantamente
lo siguiente:

Observacion 2.4.2

Sea n € N. Para cada 0 <1i <n — 1, los vectores &; y n; definidos en (2.23)
son elementos del subespacio W,, ; de R".

La importancia del Paso I es que, para efectuar los dos procesos de Gram-
Schmidt necesarios para construir las bases (2.21), a pesar de que trabajaremos
con dos bases distintas de R™, vamos a estar proyectando siempre sobre los
mismos espacios W, ;. Esta observacién es clave para la demostracién de la
siguiente proposicién.

Proposicion 2.4.3

Sean € N. Para 0 <i <n — 1, sean los vectores & y n; como en (2.22).
Para toda i, & = £n);.
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Demostracion. La clave de la demostracion radicara en “atrapar” en un
mismo espacio de dimensién uno a los vectores unitarios §; y 7; de R™.

Sea i = 0. Segtn el teorema de Gram-Schmidt A.5.2, & = v y Mo = wo;
ademads, por definicién, vy es el vector constante uno, y wyq es la discretizacion
(en una malla uniforme P) de un polinomio constante g(t) = ¢y con ¢y > 0.
Usando esto y la definicién (2.23) tenemos que

570 Vo (17,1) (C(),...,Co) wo %

= — = = = = = — :7707
€l [voll vn cov/n [lwoll |70l

o sea, la veracidad de la proposicién para ¢ = 0.

€o

Sea ahora 1 < ¢ < n — 1. Segin la definicién de los espacios W,, ; dada en
(2.4) y lo notado en el Paso I,

span{vg : 0 <k <i} =W,,; =span{w, : 0 <k <i},

luego, segin la definicién de las bases (2.22) el teorema de Gram-Schmidt
A5,

span{&, : 0 <k <i} =W, ,;, =span{n,: 0 <k <i}.

Similarmente,

span{lr s 0<k<i—1} =W, ;1 =span{n, : 0 <k <i—1}.

Recuerde ahora que el espacio W, ;_1 estd contenido en W, ; (c.f. teorema
2.1.14); si por V;, ; denotamos al complemento ortogonal de W, ;1 no respecto
a R™, sino respecto a W, ;, i.e. si

Vn,i = Wn,i S Wn,iflu (224)

entonces, como dim(W,, ;) =i+ 1y dim(W,,;—1) =i (c.tf. teorema 2.1.14),
Vy.,i es un espacio vectorial de dimensién uno. Ahora bien,

— como se notd en la observacién 2.4.2, & es un elemento de W, ; que,
segun el teorema de Gram-Schmidt A.5.1, es ortogonal a &,...,&i—1,
luego, segin la ecuacién (2.24), & € V,, ;.

— Andlogamente, n; € V,, ;.

En conclusion, & y n; son vectores unitarios ambos pertenecientes al espacio
uno-dimensional V;, ;; de esto concluimos, como querfamos, que §; = +n;. O

Del razonamiento de la demostracién anterior se sigue una propiedad importante
de los vectores & y 7;, a saber, su pertenencia a los espacios V,, ; definidos
en (2.24).

Corolario 2.4.4

Sea n € N. Para toda 1 < i < n — 1, los vectores §; y n; definidos en (2.23)
son ortogonales a todo polinomio discreto de dimensién n de grado menor a i
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(i.e. a todo elemento del espacio W, j, con k < i).

Paso IIT Para demostrar que de hecho el signo correcto en la proposicién 2.4.3 es
siempre positivo, serd conveniente establecer antes el siguiente

Lema 2.4.5

Sean € N. Para toda 1 < i < n—1, sean w;, 1; y n; los vectores de R™

definidos como en (2.16), (2.22) y (2.21). Los niimeros reales
(M, wi) y (miwi)

son ambos positivos.

Demostracion. Puesto que estos numeros difieren por la multiplicacion
de una constante positiva (a saber, el reciproco de la norma del vector
7j;; recuerde que 7); se definié como la normalizacién del vector 7;), basta
demostrar que ocurre (7;, w;) > 0.

Recuerde que, segin la versién del teorema de Gram-Schmidt dada en A.5.2,

w; = 0 + Hw, ,_, (w;);

puesto que los vectores 7; y IHw, , ,(w;) de R™ son ortogonales entre s,
podemos aplicar la identidad de Parseval (c.f. nota 1.1.2) para establecer la
siguiente igualdad en R:

s = 1171 + [ Tw, ., (w3)|*;

como el vector 7; no es cero (ya lo hemos exhibido en (2.21) como elemento de
una base de un espacio), de esta ultima ecuacién obtenemos la desigualdad

T, oy (wa)[| < [Jwil[;

multiplicando ambos lados de la desigualdad por el real positivo ||w;|| y
usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz A.4.5, llegamos a que

(wi, My, . (i) < Jwi, T, ()| < [fws| - [T, oy ()] < [lwi] %,

O sea, a que
lwil* = (wi, M, ,_, (w;)) > 0.

Concluimos gracias a esta desigualdad que el nimero real

(i wi) =(w; — w,, ,_, (wi), w;)
=(w;, w;) — (Iw,, ,_, (w;), w;)

=|Jwil[* = (ws, M, ,_, (wi))
€S mayor a cero. O

Estamos listos para demostrar la igualdad entre los vectores &; y n;.

Proposicion 2.4.6

Sea n € N. Sean

{&:0<i<n-—-1}, {pg;:0<i<n-—1}
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las colecciones de vectores definidas en (2.22). Para toda 0 <i <mn —1,

& = M.

Demostracion. Sea 0 < i <n — 1 entero. Ya vimos en la demostracién de
la proposicién 2.4.3 que &£ = 1. Segun esta misma proposicién, si i > 1,

§i = a;N;, con a; € {:tl} (225)

Si demostramos que a; es positivo, acabamos. Ahora bien, por ser 7; un
vector unitario, (n;,7;) = 1, luego, como
1

i =di(vi —w, , ,(vi)), cond; = >0 2.26
% = dulos = Ty () o — T, (0l (226)

tenemos, por (2.25) y (2.26) que
ai = a;(ni; i) = (aini, ni)
= (&, i)
= (di(vi = w,, ,_, (vi)), )
= d; ((vi,mi) — (Mw,, ,_, (v3), )
=d; <’U7;, 771>7
donde la tltima igualdad se da por pertenecer la proyeccién Ilw, ,_ (v;) al

espacio W, ;_1 y por ser 7;, segin el corolario 2.4.4, ortogonal a cualquier
elemento de este espacio.

Asi, a; es el producto del real positivo d; con el producto punto (v;,7;), luego,
el signo de a; es el mismo que el de este producto punto. En este punto del
argumento, nos interesa pues conocer el signo de (v;, n;); como los vectores 7;
se definieron a partir de los vectores w; por el algoritmo de Gram-Schmidt,
lo que si sabemos, gracias al lema 2.4.5, es que

(wi,mi) > 0. (2.27)

Recuerde que, por hipétesis, g; es un polinomio de grado i con coeficiente

K3
principal ¢; positivo; digamos pues que g;(t) = > cxt*, donde
k=0

¢ > 0. (2.28)

Segun el argumento dado en la demostracion de la proposicion 2.1.10, si
h>0 (2.29)
es el paso de la malla P, entonces la funcién ¢(t) := ht + to es tal que

VOSi<n—1: t;=¢(j);
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componiendo ambos lados de la igualdad con g; (para alguna 0 <1i <mn—1),
llegamos a que

VO<j<n—1: glt;)=Gi(j) (2.30)
donde
Gi(t) == (gi0 ®)(t) = Y cr(ht + to)",
k=0
0 sea,
N 1—1
Gi(t) = cih't' + qia(t) + Y en(ht + to)", (2.31)
k=0

donde g;_1(t) := ¢;(ht +1t0)" — c;h't’ es un polinomio de grado a lo més i — 1.
De las igualdades (2.30) y (2.31) se deduce que

wi =(gi(t;))1=0
=(Gi())i=
= (Czhljl + qi_l(t) + i Ck(hj + to)k>
j=0

k=0

k=0

i—1 n—l1
= (Czhljl)j;ol + (qi_1(f) + Z Ck(hj + to)k>
§=0

i-1 n—l
=c¢;h (]l);:_ol + (qi_1(t) + Z cix(hj + to)k> ;
j=

k=0 i—0
segun la notacion 2.1.5, esta tltima igualdad puede escribirse como sigue:
w; = Cihi’l)i + Zi—1, (232)

donde
i—1 n—1
Zi—1 = <Qi—1(t) + Z cr(hi + to)k> ;
k=0 j=0

como z;—1 es la discretizacién en una malla uniforme (a saber, P,) de un
polinomio de grado a lo méas ¢ — 1,

zi—1 € W, para alguna k < i; (2.33)
segin el corolario 2.4.4, la relacién (2.33) implica que
(zi-1,m:) = 0. (2.34)

Despejando a v; de (2.32), llegamos a que

1
C; hz

(w; — 2i-1), (2.35)

V; =

luego, por (2.34)

1
<Uia77i> = <czhz (wi - Zifl) 777i>
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L

_Cihi
1

ot

1
<wi777i> - ﬁ(%—lﬂi)

w;, ’I7i>. (236)

Segin (2.28) y (2.29), —~ es un nimero positivo, ademds, segin (2.27),
(w;,m;) también; asi, (2.36) expone a (v;, ;) como el producto de nimeros

positivos. Concluimos asi, como querfamos, que (v;,7;) > 0. (]

2.4.2 Construccion de L" en base a discretizaciones integrales

Para terminar la secciéon de construcciones alternativas de la base de Legendre
discreta, en esta subseccién daremos una segunda forma natural de discretizar
funciones continuas (esta basada en promedios integrales) a partir de la cual, con
un proceso andlogo al expuesto anteriormente, construiremos una base del espacio
R™ que, como probaremos, es L™.

Definicion 2.4.7

—= fit)=t6—2t5+0.01X3 + 2

101

(Operador de discretizacion A, ,;) Dados dos nimeros reales a < b, se
divide regularmente al intervalo [a,b] en n subintervalos de longitud h = b;“, *
es decir, consideramos la particion 6
ol
" b—a . 21

Pn={tj}j—9, con t;=j——+a para 0<j<n. (2.37)

n
ol 1

Definimos entonces al operador A,, 4 de Cla,b] en R™ como S

An,a,b(f) = %(un,j (f))?zl, f S C[CL, b], A 0 1 3
A4712<f> ~ (%2* % 7%) eR"

donde, para toda 1 < j <n,
Figure 2.10: Ejemplo con n =

[t 4,0 =-1,b=2y ft)
Up j = t)dt. ; ’ '
n,j ftj,l f®) 16 — 25 +0.01¢3 + 2

Demostremos que, si escogemos

e para 0 < k <n — 1 funciones polinomiales g (¢) € R[t]

k
gk (t) = ch,iti; cpk > 0, (2.38)
i=0

de grado k y coeficiente principal ¢y, i positivo,

e cualquier intervalo [a,b] que partimos uniformemente con la malla de n + 1
puntos P, = {t;}}_, definida en (2.37),

y si definimos, para toda 0 < k < n — 1 al vector ug en funcién de g como

ug =Dy ap(ge) = (;/] gk(t)dt> ; (2.39)

tj—1 j=1

entonces los primeros ¢ vectores de la forma (2.39) generan a los espacios W, ;
definidos antes en 2.1.6, son linealmente independientes y, después de ortonormalizarse
con el proceso de G-S, obtenemos a los elementos de la base £™.
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Comencemos demostrando la independencia lineal de los n vectores (2.39). Al
igual que para la demostracion de la proposicién andloga 2.1.12, la prueba de este
hecho se basa en el Teorema fundamental del dlgebra.

Proposicion 2.4.8

Sea n € N. El subconjunto {u : 0 <k <n—1} de R™ , con uy, los n vectores
definidos en (2.39), es linealmente independiente.

Demostracién. Supongamos, por el contrario, que existen ntimeros reales ay, con
0 <k <n—1, no todos cero tales que se tenga la siguiente igualdad en R™:

n—1
> aguy, = 0. (2.40)
k=0

Desglosando la igualdad (2.40) entrada a entrada, descomponemos a esta en el
siguiente sistema de n ecuaciones en R:

n—1 a t;
> / gr(t) dt =0, 1<j<n.
k=0

t]'71

>| £

Multiplicando este sistema por h, llegamos a las n igualdades

tj71

n—1 t]
Z ak/ gr(t) dt =0, 1<j<n. (2.41)
k=0

Por la linealidad de la integral, el sistema (2.41) se reescribe como

tj
/ p(t) dt =0, 1<j<m, (2.42)
i1
donde p es el polinomio
n—1
p(t) :== Zakgk(t). (2.43)
k=0

Como todos los polinomios g; son, por hipétesis, de grado menor a n y linealmente
independientes (en el espacio R[t]), y se ha supuesto que no todos los coeficientes
a; son cero, el polinomio p definido en (2.43) es no cero y de grado menor a n.

Segtin el sistema (2.42), en cada uno de los intervalos
L=t 1), 1<j<n,

la funcién polinomial p, continua en todos ellos, integra cero.

Ahora bien, si en I; la funcién p fuese siempre positiva, la integral de esta seria
positiva; si fuese siempre negativa, la integral también. Existen entonces puntos a;
y bj en I; tales que

p(aj) <0y p(bj) > 0.
Aplicando el teorema del valor intermedio (c.f. [Spi08] p. 109) deducimos la
existencia de un r; entre a; y b; (y que entonces serd punto interior de I;) tal
que p(rj) = 0; asi, para cada 1 < j < n, hemos encontrado una raiz r; de p en el
interior de I;; por ser ajenos los interiores de los intervalos I;, estamos seguros de
que las n raices r; son distintas entre si. Llegamos asi a que el polinomio no cero
p, cuyo grado es a lo mas n — 1, tiene al menos n raices distintas; esto contradice
la proposicién A.1.6. (]
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Proposicion 2.4.9

Sean n € N. Para toda 0 < k < n — 1, si gp € R[t] es como en (2.38) y
ug € R™ como en (2.39), entonces uy, es la discretizacion en una malla uniforme
de n puntos de un polinomio de grado k y coeficiente principal positivo. En
particular, up, € Wy, 1.

Demostracién. La j—ésima entrada del vector ug (con 1 < j < n) es, segun la
igualdad (2.39),

1/%‘
hili,

tj
/ Z critt dt

tfliO

hz critt dt

t] 1
Z Ck,i fHL [t
PP L
_lz Ck,i ti+1|t:t‘_
h4=i+1 t=ti-
=0
k

k i+1
1 Ch.i b—a 1 Chi it
= — 2 t‘_ _ ) t'L' .
h;i+1<Jl+ n ) hi=0i+1jil7

(2.44)

esta ultima expresion, en principio, es un polinomio de grado a lo méas k + 1, que
denotaremos por gy, evaluado en t;_1, y que estd dado por la expresién

lk a”l 1k c
- kzi
I S L B ST
=0

e Note que las potencias de orden k + 1 del argumento ¢ en la expresién (2.45)

se dan cuando en la primera y segunda suma el indice ¢ vale k; tal parte de
la suma es

1Ckk b—a k+1 lckk k+1 lckk k+1_ lckk k41
. t+ —— —t ——t ——t +(*) = (*)7
hk+1 n hk+1  hk+1 hk+1

(2.46)
donde (*) denota un sumando que no contiene potencias de orden k + 1 de
t (y que, por lo tanto, no interesa para conocer el coeficiente de t*+1). Asi,

segun (2.46), el grado de gi es a lo més k.

e Busquemos ahora el coeficiente de g, asociado a la potencia k; aparece en
el lado derecho de (2.45) la potencia k de t cuando en el primer sumando
i = k,k — 1 y también cuando en el segundo sumando i = k — 1; asi, el
coeficiente buscado es
1 Ck,k b—a lckk 1 1Ckk—1 ckk(bfa)

(bt D)ty = = —— (2.47)

hk+1

Puesto que, por hipétesis (c.f. condicién (2.38)) el nimero ¢ es positivo,
tenemos que el coeficiente principal 2.47 de qj es positivo.
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Segin todo lo anterior, ug es el polinomio discreto obtenido al evaluar al
polinomio ¢ (cuyo grado es k y tiene coeficiente principal (2.47), de hecho, es
positivo) en la malla uniforme P,, = {; ;:01. De esto y el teorema 2.1.14 se deduce
la pertenencia de uy al espacio W, . [l

Recapitulemos; hemos demostrado que el subconjunto

{ug: 0<k<n-1} (2.48)

de R"
e cs linealmente independiente (c.f. proposicién 2.4.8), y que,

e para toda 0 < k < mn — 1, ug es la discretizacién en una malla uniforme de
n puntos de un polinomio de grado k y coeficiente principal positivo (c.f.
proposicién 2.4.9), luego, uy € W, (c.f. teorema 2.1.14);

asi, (2.48) es una coleccién de polinomios que satisface las condiciones pedidas en
la subseccién 2.4.1. Concluimos, segun lo demostrado en esa subseccién, que el
resultado de ortonormalizar la base {u;g}z;é de R™ (construida, recuerde, a partir
del operador de discretizacién A, , 1) es nuestra base de Legendre discreta definida
en 2.3.1.

Grado 0, ug— £40. Grado 1, up— £41

0 g

1.0 — —_— 1.0 y.

0.0 A EEE— X (1.0) s > =

—{1.5

—1.0 4

T
—L.0

T
—0.5

Grado 2, up— £42.

0.0

T
0.5

1.0

Lo+

0.0

—0.5

—1.0 4

T
—L.0

—0.5

0.0

T
0.5

1.0

—1.0 4

T
-1.0

—0.5

0.0

T
0.5

L0

Grado 3, ug— £%3.

Lo+

0.0

h

—1.0 1

T
-1.0

—0.5

0.0

T
0.5

L0

Figure 2.11: Segin lo
demostrado, podemos
discretizar a los polinomios
fe, 0 < k < n—1 con

el operador An, 11
para obtener una
coleccion de vectores

{ug : 0 < k < n—1} que,
después de ortonormalizarse
con el algoritmo de Gram-
Schmidt, de lugar a la base
L™. En la figura se ilustra
este proceso para cuando
n =4.



Grado 1, uy—=-£4',

Grado 0, ug—+L"0.
i

T
-L0

Grad

0.0

0.5

Lo

1.5

02, ug—+L2

T
-10

Grado 3, ugrs-£%3,

T
—L0

L]

0.0

T
0.5
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-0

T
—0.5

T
0.0

T
0.5

Figure 2.12: Segin la
teoria desarrollada, fijada
una dimensién n podemos
tanto la malla
uniforme como el método
de discretizacién;  después
de ortonormalizar, salvo por
cambios de signo, llegaremos
a la base L". Es el coeficiente
principal del polinomio
que se discretizard el que
determina el signo correcto.

cambiar

Para el ejemplo mostrado
en la imagen (donde se
ha fijado » = 4), se han

considerado a los polinomios
ho(t) = 0.3, h1(t) = —0.4t+1,

ha(t) = 0.5t2 0.5t y
ha(t) = —t3 +2t2 +t — 2.
Como se destaca, los
polinomios con coeficiente

principal negativo dan lugar
a los respectivos polinomios
de Legendre discretos con
signo negativo.



Chapter 3

Sobre simetrias en las
entradas de los polinomios de
Legendre discretos

Puesto que planeamos implementar computacionalmente las bases de Legendre
discretas, es de utilidad buscar simetrias en las entradas de los vectores que las
componen, pues esto puede reducir significativamente el ntimero de operaciones
requeridas para el calculo de bases de este tipo. Podemos usar la construccion
canénica (c.f. definicién 2.3.1) para calcular las bases de Legendre discretas hasta
dimensién 6; tabulamos los resultados a continuacién.

k\n 2 3 4
0 (L L) 11 1 (1,111
V2 V2 3'V37 /3 201212732
1 <_L L) _1 . L (_L _ 1 1 i)
V2' V2 V2 2 2v57  2v57 2v57 2v/5
9 o (L_ z¢> (1,-1,-1,1)
67 39 6 27 27 272
3 - o (_Li_ii)
2v572v57  2V57 2V5
k\n 5 6
0 (LLLLL) (LLLLLL)
V5 V5 VB VB VB V6’ V6 V6 V6 V6’ V6
1 1L

)

9 (g,i_\/?,i\ﬁ) (5,#,;,4,7

7 14 & 147\ 7 2v/21 2v/21 V21 21 2¢/217 221
3 1 Jro /2 L (,ALL,L,LQ)

107V 5 52 /10 6 76v573v5° 3v5’ 65 6

4 (L _2V2 3v2 _2V2 L) (L 3 1 1 _ 3 L)

70 V3574357 /357 /70 27 2VT VTNT 2V/77 2T
5 1

o (_7L_LL_LL>
6V7 6VT) 3VT3VTT 6T 6VT

Para las dimensiones n marcadas puede apreciarse que, en el vector, LF =
(ﬁ;‘{k):;lo, las entradas a la derecha son iguales a las de la izquierda, con un
cambio de signo que depende de la paridad del grado k del polinomio discreto de
Legendre.

Para demostrar que en efecto se tienen las simetrias sugeridas por las tablas
anteriores para cualquier n, conviene usar una de las multiples definiciones iniciales
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que dimos para la base L™, a saber, una que involucre discretizaciones puntuales
de polinomios que dé lugar a vectores wy que ya presenten este tipo de simetrias.
p q k que ya p p

A ] /AR ] )

Figure 3.1: En la figura se
ilustran los polinomios y
las mallas uniformes que

0.5 05 escogeremos cuando las
dimensiones sean n = 4
(dimensién par) y n = 7

(dimensién impar). Observe
que las discretizaciones
obtenidas con estas elecciones
tienen las simetrias presentes
en las dos tablas de arriba.

23
<
b
23
v

0.0 X X X X >

Antes de empezar nuestro andlisis, damos definiciones para las simetrias que
parecen aparecer en las entradas de los polinomios discretos de Legendre.

Definicién 3.0.1 n2
Sean € N, n > 2. Sea M = [§]|. Definimos al espacio de senales " P“/ \‘,\ P——
antisimétricas S, _ como ~=2M /n:zn-‘\
Sn,— = {1‘ = (xm):;z_:lo eR"” | VOo<m<M-—-1: z,= _xn—m—l} (31) N=F"/2—]

y, ademas, definimos al espacio de senales simétricas S,,  como

Spyi={r=(zn)" L €R" | VO<Mm<M—1: 2 =2Tpm}, (32)

n par n impar

+ Figure 3.2: Figura que ilustra
+ las definiciones de los espacios

v — @ElEdEdElEs) € Sor @ = EgED w2 [T € S5t e e dtintes
v = EQENEEI IR € S~ = @) 0 F3ED € 55

Las siguientes dos observaciones se siguen de inmediato.

Observacion 3.0.2

Sea n > 2 entero. Los conjuntos Sy, + y Sp,— definidos como en 3.0.1. son
subespacios vectoriales de R".

Observacion 3.0.3

Sea n > 2 entero. Sea P la malla uniforme de n puntos con puntos extremos
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—1 y 1. Para toda 0 < k < n — 1, sean las potencias basicas fi(t) = t* y los
vectores

wi, = (Wkm) o = Q. (fr), (3.3)

donde ,, p es el operador definido en 2.1.1. Para toda 0 < k < n — 1 se tiene
que

o wp €S8, sikespar,y

o wy €S, _ sik esimpar,

donde S, 4 es como en (3.2) y S, _ es como en (3.1).

Es fécil establecer la perpendicularidad entre senales simétricas con senales
antisimétricas. Hacemos esto a continuacién.
Lema 3.0.4
Sea n > 2. Sean S, 4 y S,,— como en la definicion 3.0.1. Para cualesquiera
U € S+ yvE S, _ se tiene que (u,v) = 0.

Demostraciéon. Supongamos que n es impar; digamos entonces que n = 2M — 1,
u = (ao, cees QA —2, AN —15AN—2,5 - - - ao),

y que
v = (bo,...,bn—2,0,=bprr—2,... = bo).

Se calcula directamente que

M—2 M—2
(u,v) = Z Qm by +an -0 — Z Qm - by, = 0.
m=0 m=0
El argumento para n par es andlogo. O

3.1 Estudio para dimensiones impares

A lo largo de esta subseccién vamos estudiar las simetrias presentes en las entradas

de los PDL £™* con 0 < k < n — 1, cuando la dimensién n es impar; si M := (51,

entonces

n=2M—1. (3.4)

Teorema 3.1.1

(Sobre simetrias en los polinomios discretos de Legendre de dimensién
impar). Sean € N como en (3.4). Sea 0 < k < n — 1 y considere al vector
LF = (LrF)™— 4 como se ha definido en 2.3.1. Se tiene que

o Lk € S,  sik espar, y que
o L™F € S, _ sik esimpar,
es decir, que para toda0 <k <n-—1,

e para toda 0 < m < M — 2 se tiene que LF = EmeA si k es par y
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e para toda 0 < m < M — 2 se tiene que L;F = —L"F vy £F =0 si

k es impar.

I I
nk __ n.k n.k nk lpnk | pnk n.k n.k
e U N T A ey

te +l e 1%

Figure 3.3: Fijadas una dimension impar n = 2M — 1 y un grado 0 < k < n — 1, el teorema
3.1.1 da una relacidn simple entre las parejas de entradas de L™* con indices m y
2n—m—1 (donde los indices 0 < m < M —2 son los de las primeras M —1 entradas).

Demostracion. Sean los vectores wy como en la observaciéon 3.0.3. Segun lo
demostrado en la subseccién 2.4.1, si

es la base de R™ que se obtiene al ortogonalizar con el proceso de Gram-Schmidt a

la base
{wp: 0<k<n-1}

de R™, o sea, si

ﬁo = W, (3.5)
y si
- <wk7ﬁ>
Vi<k<n-1: ﬁkzwk—z%ﬁja (3.6)
=0 <77j777j>

entonces, para toda 0 < k <n — 1 tenemos la relacién

1 _
= 1=1 "Mk
|77 ]

n,k

en particular, los vectores £™* y 7, son miiltiplos escalares uno del otro.
Afirmamos que ocurre que 7, € S, + (resp. que 7, € Sp—) si k es par
(resp. impar); por ser S, 1 y Sy — cerrados bajo multiplicacién por escalares (c.f.
observacién 3.0.2), si logramos demostrar esta afirmacién podremos concluir lo
deseado.
Procedemos a demostrar esto por induccién sobre k.

e (Base de induccién) segun la igualdad (3.5) y la observacién 3.0.3, la afirmacién
es trivialmente cierta para k = 0, el menor grado par. Considere ahora a
k =1, el menor grado impar. Segin (3.6),

_ (wy, 7o) _

m =w1— ——To- (37)
! (Mo Mo) 0

De la observacién 3.0.3 y el lema 3.0.4 se sigue que el producto punto (wy,7j,)
es cero; sustituyendo esto en (3.7) se infiere que

ﬁ1:w1+0oﬁ0:w165n,_.

La base de inducciéon queda asi completa.
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e (Paso inductivo) Sea 0 < k < n — 1 par, y supongamos la afirmacién cierta
para todo polinomio de Legendre discreto de dimensiéon n y grado menor
a k; mostremos que 7, es elemento de S, +. La férmula (3.6) nos da una
expresién para 7j,. Puesto que para toda 0 < j < k — 1 impar se tiene (por
hipétesis de induccién) que 7; € Sy, — y como wy € S, 4 (c.f. observacién
3.0.3), tenemos, segin el lema 3.0.4, que para todo 0 < j < k — 1 impar,
(wk,ﬁj> = 0; sustituyendo esto en la expresién para 7, llegamos a que

k—1

_ <wkvﬁj>,
N = Wk — N 3.8
F ;7 <nj7nj> ! (38)

J par

segin la observacién 3.0.3 y nuestra hipdtesis de induccién, (3.8) expresa al
vector 7j;, como combinacién lineal de elementos de S, 1, luego, lo expone
como elemento de este espacio vectorial. De un argumento dual se sigue la
veracidad de la afirmacién también cuando se supone k impar.

3.2 Estudio para dimensiones pares

Una discusién andloga a la desarrollada en la subseccién anterior se sigue para
cuando la dimensiéon n del espacio es par; la tnica diferencia es que los vectores
discretos de Legendre de una tal dimension no tienen entrada central, pero los
argumentos de simetria y antisimetria se siguen igualmente.

Establecemos pues, sin demostracién, la contraparte del teorema 3.1.1 correspondiente
a dimensiones pares.

Teorema 3.2.1

(Sobre simetrias en los polinomios discretos de Legendre de dimension
par). Sea n € N par, digamos, n = 2M, con M > 1. Sea0 <k<n-1y
considere al vector L% = (LF)"_' como se ha definido en 2.3.1. Se tiene que

o L™k € S, sik espar, y que
o L™k € S, _ sik esimpar,
es decir, que para toda 0 < k <n —1

n,k

e para toda 0 < m < M — 1 se tiene que L* = LIV | si k es par y

e para toda 0 < m < M — 1 se tiene que LF = —L'me_l si k es impar.
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ok nk pnk n.k n.k n.k n.k
cn' —_ £0 ’El ,...,,Ci‘[_l,ﬁl” 7"'7£n—2’£

n—1

ey o v %3

Figure 3.4: Fijadas una dimension parn = 2M y un grado 0 < k < n—1, en esta proposicion
se da una relacion simple entre las parejas de entradas de L™ con indices m y
n—m—1 (donde los indices 0 < m < M —1 son los de las primeras M entradas).
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Chapter 4

Calculo de los PDL

4.1 Revision de literatura

Después de revisar la literatura, encontramos que otros autores ya han considerado
polinomios discretos ortogonales antes, principalmente en dreas de ingenieria. Los
libros y articulos més relevantes que encontramos son [NS74], [KK96], [Forne],
[Him70] y [RR78].

4.1.1 Uso de polinomios discretos en problemas de ajuste de
datos

Toda la literatura citada al inicio introduce la nociéon de “polinomios discretos
ortogonales” con una misma motivacién; facilitar la resolucién de problemas de
ajuste de datos basados en minimos cuadrados.

Vamos a esbozar las ideas explicadas en [Forne] en esta direccién. Usamos para
esto la notacién empleada en el articulo.

El problema central que se desea resolver es el siguiente: fijada una familia de
polinomios {p;(x)}F_, tales que

O(p;) =1 para toda 0 <i<k (4.1)
y dados m puntos de observaciones

(xlafl)v LR (.%‘m, fm)7

con los x; distintos entre si y
k+1<m, (4.2)

(k)

i

se desea encontrar ® constantes s
Ccomo

,con 0 <1 < k, tales que el polinomio definido

k k
yr(x) = s[() )po(x) + ...+ s,(€ )pk(x)

sea tal que la funcién de k 4+ 1 variables

m k
k k k
B(sg”, sl =3 (fu— D sh pn(w))?
n=1 h=0

5 Como se explica en el
articulo [Forne], se pide
la condicién (4.1) para
que cualquier polinomio
de grado a lo mas k
pueda representarse
como combinacion lineal
de los polinomios p;.



=3~ wla)? (4.3)
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Adoptando las abreviaciones

Wij = Z pi(w)p; () (4.4)

w; = Z fupi(xu)7
p=1

como se discute en [Forne], del usar que el minimo o méximo de una funcién
. . k

de varias variables ® = @(sé ), e

combinacién lineal de polinomios) sea tal que las derivadas parciales de la funcién

6

,s,(ck)) de clase C* (como lo es yj, por ser

evaluadas en ese punto sean cero, se deduce el siguiente sistema de ecuaciones:

woosék) + ...+ kas,(Ck) = wo,

(k)

(k)
WroSy

+ .o WekSy, W .

En [Forne] se nota que “este sistema de ecuaciones es muy general, ya que, para
resolverlo, s6lo se ha fijado la restriccién de grados (4.1) en los polinomios p;; para
poder resolver con relativa facilidad el sistema de ecuaciones para valores altos de k,
es suficiente que los elementos w; ; con i # j (i.e. los coeficientes no pertenecientes a
la diagonal) sean, en comparacion a los coeficientes diagonales w;;, pequenos. En la
préictica, esto suele conseguirse seleccionando polinomios p;(z) que sean ortogonales
respecto a una distribucién”. Enseguida se nota que, pidiendo no sélo la restriccién
de grados (4.1), sino también el que

Vit wiy =Y pi(zu)pi(e.) =0, (4.5)
p=1
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Figure 4.1: El problema
consiste entonces en buscar a
un polinomio yg (z) de grado a
lo més k o, equivalentemente,
determinar a las constantes
sék), de tal forma que la
suma de los cuadrados de
las diferencias entre 1. las
mediciones reales f, y 2.
los valores yi(xz,) dados por
el modelo polinomial sea
minima.

6 En [Forne] a tal
sistema se le denomina
el “sistema de ecuaciones
normales del problema
de ajuste de minimos
cuadrados”.



hecho que es descrito como el “pedir que los polinomios p;(z) sean mutuamente
ortogonales sobre el conjunto de puntos zi,---,z,,”, permite reescribir el
sistema de ecuaciones normales como

(K) —
wooSg "~ --- = Wo,

(k) _
...wkksk = Wk,

luego, resolverlo se reduce a calcular k divisiones.
Nota 4.1.1

Lo tnico que debe comprobarse para asegurarse de que este ultimo sencillo
sistema tiene solucién es que ninguno de los coeficientes w;; es cero; usando la
expresion (4.4), vemos que w;; es cero si y sélo si para toda 1 < u < m ocurre
que p;(z,). Como, segun la condicién (4.1), el grado de p; es i < k < m (c.f.
(4.2)), es consecuencia del teorema fundamental del dlgebra (c.f. proposicién
A.1.6) el que no pueda ocurrir que todo x,, sea raiz de p, luego, aseguramos que
para toda i se tiene que wg; # 0.

La situacién aqui descrita ilustra perfectamente por qué en la préctica es tan 1til
considerar colecciones de polinomios que cumplan una condicién de ortogonalidad
(como la propuesta en (4.5)) sobre un conjunto discreto. Las otras referencias
citadas al inicio del capitulo tiene informacién sobre la implementacién y férmulas
concretas de tales familias de polinomios. Nosotros nos concentramos a estudiar
en particular la referencia [NS74], pues en este estudio se recopilan férmulas que
nosotros usaremos para derivar expresiones para los polinomios discretos de Legendre
que hemos definido en el capitulo 2.

4.1.2 Polinomios discretos de Legendre en la literatura

La fuente mds completa que encontramos fue [NS74], un estudio en el que se
recopilan varias férmulas (sin demostracién) concernientes a polinomios ortogonales
de variable discreta.

En [NS74], fijado un N > 2, tratan con funciones P : {0,...,N} — R de
variable discreta, y se interesan en los N + 1 “polinomios de variable discreta K”
P,(K,N), K=0,...,N,

donde m € {0,...,N} es llamado el “grado” del polinomio discreto, que quedan
(afirman) univocamente determinados por las condiciones de ortogonalidad

> Pe(m,n)Pi(m,n) =0 si m#1 (DLOP-1[n])

m=0

y por la condicién de normalizacion
paratoda 0<k<n, P(0,n)=1. (DLOP-2[n])

Para empezar a compaginar la notacién del articulo con la nuestra, hagamos los
cambios de variable m =k, K =m y N =n — 1, siendo la variable de la izquierda
la empleada originalmente en [NS74] y la de la derecha la que usamos nosotros.
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Pensando en los n + 1 vectores de R**! que resultan de evaluar estas funciones
discretas en su rango, es decir, en los vectores

Yni1k = (Pe(m,n))m=0 ¢ R"™ 0<k<n, (4.6)
las condiciones (DLOP-1[n]) y (DLOP-2[n]) se reinterpretan como

{Yn+16: 0<k<mn} esuna base ortogonal de R"*! (DLOP’-1[n])

la primera entrada de todo y es uno. (DLOP’-2[n])

Los autores de este estudio recopilan y derivan expresiones analiticas (que
dependen de n y k) para estas funciones discretas Pg(-,n) y, del notar que los
coeficientes numeéricos de estos son, salvo por posibles cambios de signo, los de los
polinomios de Legendre trasladados (c.f. [Leg]) se refieren a estos como polinomios
ortogonales discretos de Legendre ( “discrete Legendre orthogonal polynomials”
en inglés), usando para designarlos la abreviatura “DLOP’s”.

Aparte de mencionar en la introduccién que “variantes de estos polinomios
fueron consideradas por primera vez por Chebyshev en 1858 y mds tarde por Gram
en 1915”7, no se da un marco teérico como el desarrollado por nosotros, sélo se
dan expresiones analiticas de estos. Los trabajos originales de Chebyshev y Gram
no estan citados en las referencias del articulo, y nosotros no fuimos capaces de
encontrarlos. Nos limitamos pues a usar las férmulas ofrecidas en [NS74] para, a
continuacién, derivar férmulas para los polinomios discretos de Legendre £™* como
los hemos definido en el capitulo 2.

4.2 Expresion analitica de los PDL

Fijada una dimensién n, planeamos usar las férmulas dadas en [NS74] para establecer
expresiones analiticas de los vectores de nuestra base L£™; queremos, pues, a partir
de las expresiones dadas de los elementos de la base

{Ynk = (Pe(mymn —1)"=0"1: 0<k<n-1}CR" (4.7)
obtener las de la base de Legendre discreta

Lr={Lmk = (crkym=r=t. g<k<n-1} CR". (4.8)

m=

Lema 4.2.1

Sea n € N. Considere a las bases de R™
{yng = (Pe(m,n —1)"=0" e R": 0<k<n-—1}, (4.9)

donde las funciones Py(-,n — 1) = Py(m,n — 1) de variable 0 < m <n — 1 son
las unicas que satisfacen las condiciones (DLOP-1[n]) y (DLOP-2[n]), y la base
de Legendre discreta de dimension n

Lr={Lmk = (Lrhn L eR": 0<k<n—1}. (4.10)

Para todo 0 < k < n — 1, los vectores y,, r y L™* son paralelos.
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Demostracién. Procedemos por induccion sobre k.

e (Base de induccién) ys habfamos calculado que £™0 = ﬁ(l, ..., 1); segun la
ecuacion (7) de [NS74], Py(-,n — 1) es funcién discreta constante uno, luego,
yo = (1,...,1). Es claro entonces que L™ y 3, son paralelos.

e (Paso inductivo) supongamos cierta la proposicién para todo entero entre 0
y k — 1 (inclusivo).
Segin la férmula (7) de [NS74], y,., es un polinomio discreto con dominio
uniforme, donde la méxima potencia del polinomio discretizado para obtenerse
Yn.k €s k, luego,
Yn,k € Wn,k-

Segun la condicién (DLOP’-1[n]), yn i es ortogonal a los k vectores
yn,h Oglék_:l?

como estos, segin nuestra hipdtesis de induccién, son paralelos (respectivamente)
a los
LYl 0<i<k-—1,

tenemos que yy, i, es ortogonal a todos estos vectores, vectores que conforman
una base del espacio W, —1 (c.f. corolario 2.3.3); asf,

Yn,k € W’ﬂ’k © Wn,kfl = Span([,"’k);

de esto se concluye, como queriamos, que los vectores y,, r ¥ L™* son paralelos.
O

Del paralelismo establecido en este tltimo lema 4.2.1 podemos establecer una
igualdad entre los vectores y,,  y los L™F.

Proposicion 4.2.2

Sean n € N y sean las bases (4.9) y (4.10) de R™. Para toda 0 <k <n —1,

Lok = (—1)k . Yk (4.11)
Ykl

Demostracién. Sea 0 < k < n — 1. Del lema 4.2.1 y el que el vector £L* sea
unitario se deduce la existencia de un escalar aj tal que

arL™ =y, con ag € {£||ynill}- (4.12)

Determinemos el signo de a.

Puesto que £™* es ortogonal a todos los polinomios discretos de grado menor a k
(c.f. corolario 2.3.4), aplicando la bilinealidad del producto punto en R™ y usando
la férmula (7) de [NS74], tenemos que

ax =ag -1 =ay, - <£n,k7£n7k>

=(ar L™, L")
:<yn,k7 £n7k>

45



=((Pe(m,n = 1)5 2, L)

m=0 »
-1 k (2k .
) En—)l()(kz '%ﬁ””‘>’
:(_1)k(2kk) <Uk,[:n,k>7

(n— 1))

donde vy, es, como siempre, el vector dado por (2.3). En resumen, hemos llegado a
que
(2k

ap = (_1)k ’ (TL 7k1)(k)

(g, L™FY. (4.13)

2k

Como <5 es un niimero positivo, slo los factores (—=1)* y (v, £™*) determinan
el signo de ag. Recuerde ahora que, segin nuestra construccion inicial, los polinomios
discretos de Legendre de dimensién n (i.e. los elementos del conjunto (4.10)) se
obtienen al ortonormalizar con el proceso de Gram-Schmidt a la base de R™ formada
por los vectores vg; podemos entonces aplicar el lema 2.4.5 para concluir que el signo
del producto punto (v,,, L™™) es positivo; asi, segiin (4.13), el signo de ay, es (—1)¥;
puesto que ay, sélo podia ser ||yn k|| 0 —||yn.kl|| (c.f. (4.12)) y por ser la norma de
un vector es no negativa, concluimos que a = (—1)||y, x||; sustituyendo esto en
(4.12), concluimos lo deseado.

O

Recuerde que nuestro objetivo es determinar expresiones de los vectores £™F*;
después de lo demostrado en la proposicién 4.2.2 estamos en posicién de hacer esto,
pues en base a la relacién de ortogonalidad [NS74], p. 746 podemos calcular el
cuadrado de la norma de cada vector y,, ; (o sea, el valor absoluto de ay) y en base
a [NS74][7] podemos obtener una expresién para ¥, .

Planteamos, por fin, una expresién para todo vector de la forma £™* en el
siguiente teorema. Para su formulacion necesitamos antes definir el concepto de
“fading factorial” usado en el articulo [NS74], que definen en la pédgina 745.
Por comodidad, preferimos reformular su definicién en términos de cocientes de
factoriales.

Definicién 4.2.3

Sean K, m € N. Se define el fading factorial K™ como sigue;

K| .
Fom) _ ) =y si K >m,
0 en otro caso.

Teorema 4.2.4

Sean € N. Paratoda0<k<n-—1,

" 2% + 1)(n— 1B & N (k+ 7\ m®
ﬁn;""‘=(—1)‘“\/( (n+)li)(k+1)) Z(—1)3<.>< ]>(n1)(]) (4.14)

= VAN

donde L™* = (L)} es el polinomio discreto de Legendre de dimension n

y grado k definido en 2.3.1.

Demostracién. Basta hacer los siguientes cambios de variable (siendo la variable
de la izquierda la que se usa originalmente en [NS74] y la de la derecha la adoptada
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por nosotros);
m=k, K=mN=n-—1, l=m.

Segtin la férmula de ortogonalidad (p. 746 de [NS74)),

« 1 (n + k)<+D)
12 = ,
llyll7 = mZ:()Pk(m,n V=T o (4.15)
Ademas,
n—1
m=n—1 e (K k +.7 m(])

yp = (Pu(m,n —1))"=p~1 = 2(_1)1 (;) ( ) )(n—l)(J) . (4.16)

7= m=0

Sustituyendo (4.15) y (4.16) en la expresion (4.11) obtenida en la proposicién 4.2.2,
concluimos que

" nk 2k +1)(n—1)k [& k+7\ m0
ekt = ’f_(—l)k.\/ (0 + k)0 D) Z <>< j >(nl)(ﬂ)

m=0

4.2.1 Foérmulas explicitas para los primeros vectores (maximo
hasta el cuarto) de la base L£"

Sean > 2.

e Paratoda 0 <m<n-—1,

1
n0 — _— 4.1
£ == (4.17)

e Férmula para los polinomios de legendre discretos de grado k=1

E:;{l: 3(7’7,—1)( 2 m—l.),

nn+1) \n—-1
o sea,
2\/3 n—1
Lot = T — 4.18
2= e () (418)
e Formula para los polinomios de legendre discretos de grado k = 2
sin >3,
5(n—1)(n—2) 6 6
Lr? = 1-— -1
R Y ey s ) (e Ll 3y e LU GO
o sea,
2

6v5 -1 -1

L2 — V5 (m—” ) + P (230 —a7)
VI +2)(n+Dnn—1)(n —2) 2 4
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e Férmula para los polinomios de legendre discretos de grado k£ = 3

sin >4,
L — (77£n+—?))1()7(ln+—2)2()75n+—1;52 (1—A,m+ B,m(m—1) — C,m(m —1)(m —2)),
donde
12
n n— 1’
30
S ) )

y

20

C,, =

(n—1)(n—-2)(n-3)

Mostramos las graficas de los PDL hasta dimension 8.
Nota 4.2.5

Segun la proposicién 2.2.1, dado n > 2, una vez fijada la malla uniforme de
discretizacién como P,, para cada PDL L™" existe un tinico polinomio de
variable continua cuya discretizacién puntual en la malla P, es L™F.

Para encontrar a tales polinomios de variable continua, bien se pueden usar
formulas de interpolacién (c.f. [Int]), aunque en realidad a estas alturas ya
tenemos una férmula explicita para tal polinomio; revise la ecuacién (4.14), en
la que se da una férmula para la entrada m—ésima del PDL £™"*. Observe
que la variable m aparece sélo en la suma, y que su potencia maxima es k.
Ademads, el coeficiente que acompana a esta potecia maxima no es cero (pues la
raiz cuadrada involucrada en la expresion (4.14) nunca es cero, y el coeficiente

Ei{c))zl #0). Asi,

usando la expresién (4.14) con m no una variable discreta, sino continua, se

de la suma que multiplica a la potencia k—ésima de m es (—1)*

obtiene un polinomio de grado k que, segiin el teorema 4.2.4, evaluado en los
elementos de la malla uniforme P,, da lugar a las entradas de L™*.

El cédigo usado para graficar estos polinomios (y que fue usado para graficar
las figuras de abajo) se encuentra en el repositorio https://github. com/
AmelieBernes/tesis-licenciatura/tree/main.

Graficas de los polinomios de Legendre discretos de dimensién 2 Gréficas de los polinomios de Legendre discretos de dimension 3
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Figure 4.2:
dimensiones 2 y 3.
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https://github.com/AmelieBernes/tesis-licenciatura/tree/main
https://github.com/AmelieBernes/tesis-licenciatura/tree/main

Grificas de los polinomios de Legendre discretos de dimension 4 Grificas de los polinomios de Legendre discretos de dimensién 5
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0.75 R B Figure 4.3: PDL
] 1 0.50 dimensiones 4 y 5.
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4.3 Implementacién computacional de las bases discretas
de Legendre

Haciendo uso de la formula establecida en el teorema 4.2.4 y las simetrias exploradas
en el capitulo 3, definiremos un algoritmo para calcular las bases de Legendre
discretas. Para implementarlo, lo escribiremos en Python. El input y output del
algoritmo deseado son como siguen:

e Input: la dimensién requerida n > 2, variable de tipo int.

e Output: lista con n entradas, siendo la k—ésima entrada (con 0 < k <n—1)
una lista que contiene las n entradas del vector £™*.
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output

([0.4472, 0.4472, 0.4472, 0.4472, 0.4472],

. [—0.6324, —0.3162, 0, 0.3162, 0.6324],
mput __y [0.5345, —0.2673, —0.5345, —0.2673, 0.5345),
n=>5 [—0.3162, 0.6324,0, —0.6324, 0.3162),
[0.1195,—0.4781,0.7171, —0.4781,0.1195]]

4.3.1 Analisis de la expresion de los PDL

Seann € N, 0 < k < n—1. Veamos cémo usar lo que sabemos para calcular
eficientemente al vector £™* o, equivalentemente, para calcular cada una de sus n
entradas, que son los nimeros reales £ con 0 <m <n — 1.

Conviene reescribir la expresién (4.14) resaltando con colores el papel que
juegan la dimensién n, el grado k y la posicién m en la férmula para £7%F:

nk 2k +1)(n—1)") j + 3 m)
. _(1)\/ g () (e e

Recuerde el concepto de fading factorial definido en 4.2.3. Observe ahora que,
en la expresién (4.19), aparecen cuatro fading factorials;

o (n— 1)("”'), que nunca es cero, pues n — 1 > k siempre ocurre,

o (n+ k)(k“), que nunca es cero, pues n + k > k + 1 siempre ocurre,
e (n—1)9 que, por ocurrir j <k <n — 1, nunca es cero, y

e mU), que no es cero siy sélo si j < m;

segun este ultimo punto, algunos de los sumandos considerados en la sumatoria en
(4.19) pueden ser cero; podemos ajustar el limite superior de la sumatoria y llegar
asi a que

o 2+ (-0 "L NG
o _H)\/ o 2 Y (a)( j )(1)0) (4.20)

j=

Podemos también usar la definicién de fading factorial para reescribir (4.20) en
términos de factoriales como sigue:

min(l,m)
‘C:i; :Anr, Z Bn, RN R (421)
7=0
donde
(20 +1)
A, =(—1 ,—1)! 4.22
n, ( ) (77 ) \/(" 7( + 1))'(”+ )|7 ( )
y

Figure 4.5: Se ilustran el
input y el output esperados
del algoritmo para n = 5.
En los scripts que escribimos
no se pidié redondeo a cuatro
decimales.



m! (k+ ) n—>G+1)!
(n =1 G2 = )m =)

Usando las férmulas (4.21), (4.22) y (4.23) junto con las simetrias estudiadas

Bn,, RO I (_1)j (423)

en la seccién 3, podemos escribir con facilidad el algoritmo deseado.

4.4 Pseudocddigos algoritmos usados para calcular
las BDL

A continuacién mostramos los pseudocodigos para calcular los polinomios discretos
de Legendre.

Las implementaciones en Python de todos estos algoritmos se compartieron en
https://github.com/AmelieBernes/tesis-licenciatura/tree/main.

e Damos los algoritmos sumandoV1 y sumandoV2 (c.f. 1, 2) para calcular
el nimero
Bn,k,m,j~ (424)

El primero usa directamente la férmula (4.23), mientras que en el segundo
simplificamos los factoriales que aparecen en la definicién (4.23) de B, k.m.;
para llegar a la expresién

m k+1
ml (k4 )(n—j—1) 1y (Hu:mﬂ-ﬂ u) (Huzkfmu)
(n =D GH*(E = j)i(m — j)! (Hn—l ) (Hn—l )2 '

p=n—j M p=n—j M

(-1)

e Damos dos algoritmos sumatoriaV1 y sumatoriaV2 (c.f. 3 y c.f. 4) para

calcular a la suma
min(k,m)

Bn,k,m,ﬁ (425)
j=0
observe en la definicién de estos que sumatoriaV1 hace referencia a sumandoV1,
mientras que sumatoriaV2 hace referencia a sumandoV?2

e Los algoritmos baseLegendre_dimImpar y baseLegendre_dimPar (c.f.
5y 6 ) que sirven para calcular, usando ya sea el algoritmo sumatoriaV1 o
sumatoriaV2, la base de Legendre discreta de dimension n; se usa el primero
si n es impar y el segundo si n es par. Las lineas 10 de estos algoritmos
se justifican, respectivamente, con los teoremas 3.1.1 y 3.2.1. Por tultimo,
tenemos el sencillo algoritmo calculo_base, que, en base a la paridad de la
dimension n, decide si usar el algoritmo 5 o el 6 para calcular la BDL de
dimension n.

Para los pseudocédigos usamos las siguiente abreviaciones:

e APPEND(A,t) donde A es una lista y t es un elemento significa “agregar ¢
al final de la lista A”.

e CONCATENATE(A,B), donde A y B son listas, significa concatenar A con
B.
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e PRODUCT(A), donde A es una lista cuyas entradas son todas variables de
tipo float, significa “calcular el producto de todos los elementos de A”. Si
A es vacia, PRODUCT(A) es uno.

e SUM(A), donde A es una lista cuyas entradas son todas variables de tipo
float, significa “calcular la suma de todos los elementos de A”.

9

e CFIL(a), donde a es una variable de tipo float, significa “calcular [a]

Algorithm 1 sumandoV'1

Input: n, k, m, j, todas de tipo int, conn > 2,0 < k;m < n—1,0 < j < min(k,m)
Output: El nimero B,, k., ; definido en (4.24).

(k+j)!*(n—j—1)!
(D2 (k—5)x(m—j)!

1: return

Algorithm 2 sumandoV2
Input: n, k, m, j, todas de tipoint, conn > 2,0 < k,m <n—1,0 < j < min(k,m)
Output: El nimero (4.24)
1: B1,B2,B3,B4 «+ [ ]
2: fort=m—j+1tot=mdo
3 APPEND(B1,t)
4: end for
5. fort=k—j+1tot=k~+jdo
6
7
8
9

APPEND(B2,t)
: end for
cfort=n—jtot=n—-1do
APPEND(B3,t)
10: end for
11: fort=1tot=j do
122 APPEND(B4,t)
13: end for
14: num < CONCATENATE(B1, B2)
15: den < CONCATENATE(B3, B4)
16: den <~ CONCATEN ATE(den, B4)
17: numerador = PRODUCT (num)
18: denominador = PRODUCT (den)
19: return numerador/denominador
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Algorithm 3 sumatoriaV'l

Input: n, k, m, todas de tipo int, conn > 2,0 < k,m <n—1,0 < j <min(k,m)

min(k,m)

Output: La suma By km,j
i=0
1: limite + mim‘mo(jm, k)
2: factor + (nT!l)!
3: sumandos_pares < [ |
4: sumandos_impares + | ]
5: for j =0 to j = limite do
6: if j =1 (mod 2) then
7: APPEN D(sumandos_impares, sumandoV1(n,k,m,j))
8: else
9: APPEN D(sumandos_pares, sumandoV 1(n,k,m,j))
10:  end if
11: end for
12: suma_pares < SUM (sumandos_pares)
13: suma_impares < SUM (sumandos_impares)
14: return factor * (suma_pares — suma_impares)

Algorithm 4 sumatoriaV2

Input: n, k, m, todas de tipo int, conn > 2,0 < k,m <n—1,0 < j <min(k,m)
min(k,m
Output: La suma i )Bn7k7m,,j
=0
limite < mim‘mo(jm, k)
sumandos_pares + | ]
sumandos_impares < | ]
for j =0 to j = limite do
if j =1 (mod 2) then
APPEN D(sumandos_impares, sumandoV2(n,k,m,j))
else
APPEN D(sumandos_pares, sumandoV2(n, k,m, j))
end if
end for
: for j =0 to j = limite and j odd do
APPEN D(sumandos_impares, sumandoV2(n,k, m, j))
: end for
. suma_pares < SUM (sumandos_pares)
. suma_mpares < SUM (sumandos_impares)

e e e e e
e S S O R T

: return suma_pares — suma_impares
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Algorithm 5 base_legendre_dimImpar

Input: n, variable de tipo int, n > 2, n =1 (mod 2), 'sumatoria’ es una de las dos

funciones definidas en los algoritmos 3 y 4.

Output: lista cuyos elementos son n listas, conteniendo la k—ésima lista las n

entradas del polinomio discreto de Legendre de grado k y dimensién n.

1: M+ CEIL(n/2)

2: base_legendre = | ]

3: signo <1

4: fork=0tok=n—-1do

5. A.nk < signox (n —1)!* %

6:  wvector_legendre < [0,...,0] {Lista con n ceros}
7. form=0tom=M-2do

8: entrada < A_nk x sumatoria(n, k,m)

9: vector_legendre[m] « entrada
10: vector_legendre[n — m — 1] < signo * entrada
11:  end for
12:  if k=1 (mod 2) then
13: vector_legendre[M — 1] < 0
14:  else
15: vector_legendre[M — 1] < A_nk x sumatoria(n,k, M — 1)
16:  end if
17 APPEN D(base_legendre, vector_legendre)
18:  signo 4 signo* —1
19: end for

20: return base_legendre

Algorithm 6 base_legendre_dimPar

Input: n, variable de tipo int, n > 2, n = 0 (mod 2), ’sumatoria’ es una de las dos

funciones definidas en los algoritmos 3 y 4.

Output: lista cuyos elementos son n listas, conteniendo la k—ésima lista las n

© 0N P W

entradas del polinomio discreto de Legendre de grado k y dimensién n.

. M « CEIL(n/2)
. base_legendre = [ |
stgno < 1
:fork=0tok=n—-1do
Ank + signox (n —1)! % m
vector_legendre + [0, ..., 0] {Lista con n ceros}
form=0tom=M —1do
entrada < A_nk x sumatoria(n, k,m)
vector_legendre[m] < entrada {Agregamos en la m—ésima posicién}
vector_legendre[n — m — 1] < signo * entrada_legendre
end for
APPEND(base_legendre, vector_legendre)
$1gno < signo * —1
: end for
: return base_legendre
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Algorithm 7 calculo_base

Input: n, variable de tipo int, n > 2, funcién “sumatoria”’, que es una de las dos
funciones definidas en los algoritmos 3 y 4
Output: lista cuyos elementos son n listas, conteniendo la k—ésima lista las n
entradas del polinomio discreto de Legendre de grado k£ y dimensién n.
if n =0 (mod 2) then
return base_legendre_dimPar(n, sumatoria)
else
return base_legendre_dimImpar(n, sumatoria)
end if
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Chapter 5

Analisis de senales en base a
coeficientes respecto a las

BLDs

Fijada una dimensién n, en este capitulo vamos a explicar céomo la la base de
Legendre discreta L™ definida en 2.3.1 es una BON que cumple satisfactoriamente
los dos puntos de la lista de deseos 1.2.1 (que es la motivacién de todo este trabajo).

Adicionalmente, en la seccién 5.4 estudiamos la estrecha relacién que existe
entre proyecciones a los espacios W, ; y a aproximaciones polinomiales por minimos
cuadrados.

5.1 Expresiones de senales finitas respecto a BLDs

Puesto que por definicién se realizé un proceso de ortonormalizacién para obtener
a L™, este primer punto se cumple trivialmente.

Observacién 5.1.1
Sean n > 2, L™ la BLD definida en 2.3.1. Para toda x € R™ se tiene que

n—1
o= (n ey o
k=0

n—1

lel? = 3 (z, £).

k=0

A la luz del teorema de la proyeccién ortogonal, las proyecciones de x sobre los
espacios Wy, 0, Wp1 v W,,.2 son los vectores de estos espacios mds cercanos (en
términos de la distancia euclidea) a x; es natural entonces formular las siguientes
definiciones.

Definicion 5.1.2
SizeR"y

My, , :R" — W;, i=0,1,2 (5.1)
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Aqui verificamos que la
base de Legendre
discreta L™ de R™
satisface el primer punto
de la lista de deseos
1.2.1.

Puede recordar la
definicién de proyeccion
ortogonal, basada en la
unicidad establecida en
el teorema de la
proyeccién ortogonal ; en
(A.8).



son las proyecciones ortogonales a los espacios Wy, o, W1 ¥y Wi, 2, a los vectores
HWn i (:L‘), i=0,1,2

les llamaremos la parte constante o promedio, la parte afin y la parte
cuadratica, respectivamente, de x.

Proposicion 5.1.3

Sea x € R™; si

n—1

T = Z <J;, £"’k> Lk

k=0

entonces, para toda 0 <i<n—1,

M, , @)1 =Y (2, £F)?

k=0

Demostracion. Sélo recuerde que, para toda 0 < i <n — 1, los vectores L™ con
0 < j < i conforman una BON de W, ; (c.f. corolario 2.3.3) y que aj = (z,L™7).
O

Ejemplo 4. Considere al siguiente conjunto de cinco puntos del plano:
{(0,-0.5), (1,2.4),(2,1.6), (3,1.7), (4,2.3)}. (5.2)

Como tenemos cinco puntos, trabajamos en el espacio R>.
El vector cuyas entradas son las cinco mediciones (dadas por las ordenadas de
los puntos del conjunto (5.2)) es

z=(—0.5,2.4,1.6,1.7,2.3). (5.3)

151

101

0.5

0.0

Nos interesa dar explicitamente a la serial Iy, | (z) € W51 < R5. En realidad,
por ser L® una base ortonormal de R® y por ser Wy 1 el subespacio generado por
los dos primeros vectores de esta base, se sabe de inmediato que

HW5,1(x) = <HW5,1($)ﬂ £5’0>£5’0 + <HW5=1(£C), £5,1>£5’1;
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Figure 5.1: Grafica de la senal
x € RS,



de todas formas, como ilustracion, planteemos un sistema de ecuaciones para llegar
a una expresion para Iy, (z). Usando las expresiones para los vectores de L°
dadas en 77, tenemos que

Ws1 = span{(1,1,1,1,1,1),(-2,-1,0,1,2)},

T/V5l,1 = span{(2,-1,-2,-1,2),(-1,2,0,—2,1),(1,—4,6,—4,1)}.

Segiin el teorema de la proyeccion ortogonal A.4.1, Iy, (x) es el unico elemento
de W51 para el que

r—TIlw,, (2) € W5l,1;
esto se traduce en la existencia de unicos escalares c1, co, a1, as y as tales que
x—c(1,1,1,1,1) — c2(—2,-1,0,1, 2)

es igual a

a1(2,—1,-2,-1,2) + az(—1,2,0,-2,1) + as(1, —4,6, —4, 1),

o sea, tales que

—0.5 — (¢1 — 2¢2) = 2a1 — a2 + as,
24— (c1 — ¢2) = —a1 + 2as — 4ag,
1.6 — ¢ = —2a; + 6ags,

1.7 — (1 + ¢2) = —a1 — 2a9 — 4as,
2.3 — (c1 4+ 2¢2) = 2a;1 + as + as.

Resolviendo este sistema de ecuaciones, encontramos que c; = 1.5 y co = 0.49. Asi,

My, , (2) =c1(1,1,1,1,1) + ea(—2 — 1,0,1,2)
=(0.52,1.01,1.5,1.99, 2.48); (5.4)

observe que la regresidn lineal calculada a partir del conjunto de datos (5.2) es
la recta con ecuacion cartesiana

y = 0.492 + 0.52 (5.5)

y que (5.4) es, como se asegura en la proposicion 5.4.1, la discretizacion de la
recta (5.5) en la malla uniforme Ps. De forma andloga se calcula la parte cuadrdtica
de la senal s.
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Figure 5.2: Graficas de
x, HW:),O(x)v HW5,1(w) y
HW5,2 ({E)

5.2 Caracterizacién de morfologia en base a coeficientes

respecto a las BLDs

Ahora que contamos con bases ortonormales para los espacios de polinomios discretos
(c.f. corolario 2.3.3), es sencillo reescribir al corolario 2.1.12, en el que se dan
condiciones necesarias y suficientes para que una senal sea afin o cuadratica, no
en términos de pertenencia a espacios de polinomios discretos, sino en términos de
coeficientes.

Proposicién 5.2.1

Sean n € N, L" la base de Legendre discreta de dimension n definida en 2.3.1
y x € R™ una senal de dimension n.
Se tiene que la senal = es

e constante si y solo si para todo indice 1 < k < n — 1 se cumple que
<x, ﬁ”’k> =0,

e afin si y solo si sélo sus primeros para todo indice 2 < k < n—1 se cumple
que <x, £”7k> =0,

e cuadratica si y solo si para todo indice 3 < k < n — 1 se cumple que
<x7£"’k> =0, y ademads <x,£"’k> #0.

Demostracion. Por ejemplo, para probar el segundo punto, sélo observe que x
es lineal si y sélo si € W, 1 (cf. 2.1.9), lo que equivale a que z coincida con
su proyeccién al espacio W, 1 que, segin la proposicién 5.1.3 es (z,L™0)L™0 +
(x, L1 L™ esta igualdad implica que los coeficientes (x, L™*) con k > 1 sean
cero. O

Mas adn; a pesar de que una senal z no sea ni lineal ni cuadrética, gracias a
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Aqui verificamos que la
base de Legendre
discreta L™ de R"
satisface el segundo
punto de la lista de
deseos 1.2.1.



la ortogonalidad de la base L™ podemos formalizar lo que entendemos por que una
senal se asemeje a ser afin o cuadratica y, ademds, cuantificar esta semejanza;
dada una senal x € R™ y su representacién respecto a la BON L™, como se explica
en la observacion 5.2.1, tenemos condiciones necesarias y suficientes (muy sencillas
de comprobar) en términos de los coeficientes (x, L™*) de x respecto a L™ en
referencia a la forma de la grafica de x, pero, incluso aunque no se satisfagan estas
condiciones, puesto que contamos con la identidad de Parseval (c.f. nota 1.1.2), si
algunos coeficientes (x, L™*) son considerados pequefios, estos pueden eliminarse
y obtener asi una senal cercana (en distancia euclidea) a la original que tenga una
forma determinada. Por ejemplo, si todos los coeficientes de una x € R"™ respecto a
L™, aexcepcién de (z, L0), (x, L) y (z, L™2), son pequenos, entonces, a pesar de
que z no pertenezca a W, o (0 sea, no sea cuadratica), serd cercana a ser cuadratica.

Tenemos dos propuestas naturales, usando los espacios de polinomios discretos
Wik, para poder dar no sélo respuestas del tipo “si/no” a preguntas sobre la
morfologia de una senal, sino, de forma méas general, del tipo “qué tanto si” o “qué
tanto no”.

Sea x € R™. Digamos que

n—1
T = E apl™*.
k=0

Como se argumenté ya, las proposiciones
“z € R" tiene grado k7 'y “x e W,}”

son equivalentes. Observe que, aun cuando no se cumpla el caso extremos de que x
sea elemento de W, 1 (y, por lo tanto, no podamos aseverar que z es afin), provistos
de nociones como las de norma y ortogonalidad, es facil dar una propuesta legitima
de medidas de “qué tan afin” es la senal x, o, en términos matematicos, de qué
tanto se aleja = del espacio de senales afines de su correspondiente espacio ambiente.

Como se explica en la subseccion A.6.3, hay dos formas plausibles de dar
medidas de qué tan cerca estd x del espacio W, ;

a) Una forma obvia de proceder es calcular la distancia de x al espacio W, ,
que por definicion es la norma del vector

n—1

r—TIw, ,(z) = Z a; L™
i=k+1

es decir, tomar al nimero no negativo

como una medida de qué tanto se aleja = del plano W, 1 (o sea, de qué tanto
se aleja x de ser afin).
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b) Otro acercamiento podria ser preguntarse por el angulo a € [0, §] que forma
el vector x con W, , el espacio de sehales n—dimensionales de grado k.

Veamos por qué la segunda es la mejor forma de proceder.

Si z € R™ es una sefial de dimensién n y a € R — {0} es un escalar cualquiera,
la gréfica de a -z no es més que la grafica de = reescalada por un factor de a cuando
este ultimo es positivo; en caso contrario, es la grafica de x reescalada pero ademds
reflejada respecto al eje horizontal.

La morfologia de la grafica de x es entonces, salvo reflexiones horizontales,
invariante bajo multiplicacién escalar; otro atributo de x que no se ve afectado
por esta accién es el angulo que forma con el espacio W, de sefiales de grado k,
aunque la distancia euclidea de la sefial al plano W,, ; por lo general si es afectada

por multiplicaciones escalares.

x = [0.5, 1, -2] junto con algunos vectores paralelos a él

Gréficas de x y algunos mdltiplos escalares
Wiy ={(u,v,2v-u) €g’:u,v, €R}

X 0.5-x

2 1.0 4

1 0.5 1

] 0.0

-1 -0.5 1 :

SRS N
R 3-x —0.8-x

0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5

-4 -2

Tomamos pues al coseno del angulo que forma z con su proyeccién
al plano W, ; como una medida de cercania de z a la propiedad de tener
grado k. Es decir, no usamos la distancia euclidea de = al espacio de senales
W, 1 para dar una medida de qué tanto tiene = la propiedad de “ser un polinomio
discreto de grado a lo més k”, sino que usamos la distancia coseno de x a W, ;, (c.f.
apéndice A.6.3).

Es muy facil obtener férmulas para el seno, coseno y tangente del dngulo que una
senal z € R™ — {0} forma con el espacio W, j, usando s6lamente los n coeficientes

an = (z, L)

de z respecto a la BLD L™.
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Figure 5.3: Para n = 3,
se grafica a « junto con
algunos multiplos escalares
de x. Observe que, salvo
reflexiones horizontales, la
grafica de estas sefales tiene
la misma forma.
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Segun la observacién 5.1.1,

n—1
l]]* =) o
=0

y, segun la proposicion 5.1.3,

M, . ()] = Za

Note ademads que, segun el corolario A.4.2,

y, COmMo

Ty, ,(z) = Dy (o),

{£™: k+1<i<n-—1}

es una base ortonormal de W, | se tiene que

llo = T, (@)]* = [y (2 Z a;
i=k+1

Concluimos asi que

y,six € W
y es

=
K

(5.6)

I

o
@
)
S
—~
M
—
8
=
x>
~—
~

|

cos(L(x, Wy 1)) =

1
L

S
Il
o

Py L, entonces también puede calcularse la tangente del angulo £ (z, W, 1),

Puesto que x es cercano a pertenecer al espacio W, i si y sélo si cos(4L(x, Wy 1))
es aproximadamente uno, podemos usar la expresién (5.6) para tal coseno para
establecer los siguientes criterios.
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Figure 5.4: Lo que haremos
serd simplemente expresar
a las tres cantidades ||z||,
Mw,, , @Iy My @)l
en términos de los coeﬁmentes
ag-



Proposicion 5.2.2

Seann > 2,z € R", 0 <k <n—1. Sean a; := (x, L™") los coeficientes de x
respecto a la base de Legendre discreta L.

e La sefial z es cercana a ser constante si a} ~ ||z||*

e La sefal z es cercana a ser afin si ag + a3 ~ ||x||?

e La sefial z es cercana a ser cuadrdtica si a3 + a3 + a3 ~ ||z||?
En general,

e La senal x es cercana a ser un polinomio n—dimensional de grado k si

k
> af ~ [la]|?
=0

Demostracion. En efecto, x es cercana a ser un polinomio n—dimensional de grado
k si y sélo si x es cercana a pertenecer al espacio Wy, . (pues este es exactamente el
subconjunto de R™ que consta de tales polinomios discretos). Esto ocurre si y sélo si
&L(x, W, ), el dngulo que x forma con su proyeccién a W, . (que es, por definicién,
el vector de este espacio mds cercano a z), es cercano a cero. Esto dltimo equivale

a que cos(£(x, W, 1)) sea cercano a 1. Usando la férmula (5.6) para tal coseno,
k n—1
. ey . 1 1 _ 2
tenemos que esta proposicién equivale a que Y a; sea cercana a Y, a; = ||z||*. O
i=0 i=0

Segun esta ultima proposicién, una sefial  (que, gracias a la proposicién 2.2.1,
sabemos es un polinomio de dimensién n) es cercano a tener grado k si la energia
||z||* de la sefial se concentra en los primeros k coeficientes a; de .

Ejemplo 5. Para dar un ejemplo concreto con las ideas explicadas antes, fijemos
n = 3. Como se calculé en (2.15), el subespacio W31 <R3 de senales afines es el
plano de ecuacion cartesiana

Wsi: o —2y+2=0.

Sea
z = aol> + a1 L3 + ax L2

un vector del espacio.

Como las dimensiones de R® y W3 1 difieren por uno, este titimo es un hiperplano
7 del primero; como L£3? es un vector normal a W31 (c.f corolario 2.8.4), si
0 :R? — R es la funcién definida como

p(z) = (L%, 2) = as, (5.7
las tres regiones ajenas en las que W31 divide al espacio R3 son

I) {x € R3: () > 0}, region a la que pertenece L32,
II) Ws1 = Ker(p), y

IIT) {x € R3: p(x) < 0}, region a la que pertenece —L32.
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Las tres regiones en las que el hiperplano Ws,; divide a 3

Region | Regién Il Regién Il

Fijemos
ag = \/g, a; = \/5, (59)
es decir, consideremos a todos los vectores de R® cuya proyeccién al plano W3 ;1 es
el vector
(0,1,2). (5.10)

Es obvio que el conjunto de los puntos del espacio cuya proyeccion a Wi 1 es el
vector (5.10) de hecho la recta con ecuacion vectorial

loa,2) = (0,1,2) +-¢(1,-2,1), ceR. (5.11)
Sustituyendo los valores (5.9) en (5.8) y despejando 8, obtenemos
|az| = v/5tg* ().

El signo del coeficiente as (que corresponde a la direccion de L£3? en la descomposicion
de x) se determina por la region en la que se encuentre x;

e ¢l signo de ag es positivo si x es elemento de la region I,
e a; =0 si x es elemento de la region II, y
e ¢l signo de as es negativo si x es elemento de la region III.

Grafiquemos ahora algunos elementos de la recta (5.11). Los valores de las
entradas de x, en la mayoria de los casos, han sido redondeados.

8
@ Gréfica del vector x€ &

00 05 10 15 20
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Figure 5.5: Se ilustran las tres
regiones en las que W31 C R3
divide al espacio, clasificadas
segin el signo que tome la
funcién ¢ como se defini6é en
(5.7). En se muestra
al vector £32 en rosa un
elemento de la regién citada,
y en morado la proyeccién de
este al espacio W3,1.

8 En general, si
C = ||HW3,1(x)||27
entonces a3 = C-4tg*(a).

Figure 5.6: Aqui se considera
al vector z que forma un
angulo de 7/3 radianes con el
plano W31 y que se ubica en
la regién I.
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Figure 5.7: Aqui se considera
al vector z que forma un
angulo de 7/4 radianes con el
plano W31 y que se ubica en
la regién I.

Figure 5.8: Aqui se considera
al vector z que forma un
dngulo de Oradianes con el
plano W31 y que se ubica en
la regién II. Observe que tal
z de hecho se ubica en W3 1,
hecho que se corresponde
con que su grafica sea la
discretizacién puntual de una
recta.

Figure 5.9: Aqui se considera
al vector z que forma un
dngulo de 7/3 radianes con el
plano W3 1 y que se ubica en
la regién III.



Grafica del vector x € 2

Wiy ={lu,v.2v-u) €RY:uv, €R)
o M, ()=[0. 1. 2] 6
Vector x=[-1.83887 0.17]

5.3 Determinando el grado de una senal finita a
partir de sus coeficientes respecto a L”

Fijemos una dimensién n > 2. Recuerde que, en la seccién 2.2, definimos el grado
de una sefial finita en términos de la pertenencia de esta a espacios W, ;. El grado
de una senal es relevante para nosotros pues este nos indica la morfologia de la
grafica de esta.

En general, si W es un subespacio de R™, entonces x € R” es elemento de W si
y sélo si z coincide con su proyeccién, hecho que equivale a que cos(£(x, W)) sea
1.
Notacién 5.3.1

Para todo grado 0 < k <n —1 y toda senal z € R",

di(z) = cos(L(x, Wy 1))- (5.12)

Claro que toda distancia dj(x) estd entre cero y uno (inclusivo).
Podemos entonces reinterpretar a la proposicién 2.2.4 como sigue;

e Sidy(z) =1, entonces x tiene grado cero. En caso contrario,

e el indice k para el que se cumpla que dg(z) < 1y di(z) =1 es el grado de la
senal x.

Considerando el posible ruido presente al tomar mediciones, es razonable aceptar

un error € > 0 para redondear las similitudes coseno dg(z) y determinar un posible
grado para la senal z en cuestion.
Ejemplo 6. Considere al polinomio f(t) = (t —3)(t = 5)(t — 7)(t — 9) y fijemos
n = 12. Puesto que este es un polinomio de grado 4, su discretizacion en Pio es
una senal de grado 4. Consideremos una senal que se obtiene muestreando este
polinomio y agregando un ruido uniforme; sea pues

v = (f(t) +U)ilo, (5.13)
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Figure 5.10: Aqui  se
considera al vector x que
forma un angulo de 6w/17
radianes con el plano W31 y
que se ubica en la region III.



con U ~ (1,1) una variable aleatoria con distribucion uniforme en (—0.5,0.5).

Puesto que estamos agregando ruido a las mediciones, ya no podemos asegurar
que x sea una senal de grado 4, o sea, que cumpla la (bastante restrictiva) condicién
de ser elemento de Wiz 4. Sin embargo, usando un error de € = 1074, es decir,
redondeando toda distancia d(x) que sea mayor o igual a 1 —e a 1, concluimos que
el grado de x es, al igual que el grado de f, igual a 4.

Grafica. da 2 pumi'o: (R, d(x))

1.0 ——————S
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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Este dltimo ejemplo muestra lo robusta que es la metodologia de usar a L™ como
sistema de representacion de senales n—dimensionales cuando lo que se quiere es
conocer el grado (la forma) de una senal; incluso cuando hay un nivel de ruido en
las mediciones, puede recuperarse el grado del polinomio que origina la senal.

é&o 2 €R 2leanite do Whne

oe:(d_(x, Wn,\a»

/\

3 |
|

1:¢EWn, k

Qerror

S
/-‘\.

O.'x.LWn,R

Ejemplo 7. Sea la seiial x € R® el resultado de muestrear uniformemente en Pg al
polinomio f(t) = (t —2)2(t — 5) con un ruido uniforme en (—5,5). Calculamos que
la sucesidn de similitudes coseno di(z) de x a los espacios de polinomios discretos
Wg’k S RS €s

0.21736762184489677,0.8350140717863705, 0.9026494011237881, 0.9891048269951728,

0.989106814868772,0.9968972495107041, 0.9975812235176584, 1.0

Vemos entonces que, a pesar de que se muestred un polinomio de grado 3,
la presencia de ruido en las mediciones hizo que la senal resultante tenga grado
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Figure 5.11: Se muestra la
grafica de = que, en efecto,
parece poder ajustarse bien

con el polinomio f. Sin
embargo, como hay ruido
en las mediciones, x #

Q2,7 (f)- Sin embargo,
usando el margen de error
10~%, pudimos asociar
el grado 4 a la senal . Asi,
a pesar de que, tedricamente,
4 puede no ser el grado de
r, x se encuentra a una
distancia coseno de Wiz g
considerablemente cercana a

€ =

uno como para poder aceptar
que x estd bien modelado por
un polinomio de grado 4.

Figure 5.12: Segin la
proposicién A.6.6, un vector
z es elemento de W,
si y sélo si dg(z) es uno.
Aceptando que puede haber
errores de calculo, podemos
fijar un € > 0 de tal forma
que concluyamos que todo
r para el que se cumpla
1—¢e < dz <1 es elemento
de Wy, ;. Cuando aceptemos
usar un error €, hablaremos
del “grado estimado” de una
senal.



7. Observe sin embargo que las ultimas similitudes coseno pueden considerarse
cercanas a 1. Si se aceptan distintos mdrgenes de error €, podemos hacer otras
inferencias sobre el grado de x.

Error usado: 0.01

50 4 % Figure 5.13: Usando € = 0.01,

estimamos que 9(z) = 3.
40

30 4
204

X
10 4

0 P 3
X X X
104
x € 28 Grado estimado: 3
—20{ ¢ K My
0 1 2 3 a 5 6 7
Error usado: 0.001
501 x Figure 5.14: Usando ¢ =
0.001, estimamos que 9(x) =

40 6

30

20 4 »®

10

0 v 9
hd T X
X x
_10
x € 2% Grado estimado: 6
—20{ X X M
. T T . T T :
0 1 2 3 4 5 6 7

Nota 5.3.2

Por estar el subespacio W, j, contenido en Wy, ;41 para toda 0 <k <n—2, es
claro que para todo tal indice k y para toda senial © € R™ se tiene que dy(z) <
diy1(x). En efecto, Iy, , € Wy, € Wiy, k41, luego, segtin la proposicién A.6.4,
L(x, Wy pi1) < L(w, 1w, ) = L(x, Wy ), luego, dp(x) = cos(L(x, Wy 1)) <
cos(£(x, Wi k1)) = dis1(2).

Asi, al usar un error € para estimar el grado de una senal como lo hicimos
en el ejemplo 7, la estimacion siempre sera menor o igual al grado real de la
senal.

5.4 Relacién entre proyecciones a espacios de polinomios
discretos y aproximaciones por minimos cuadrados

Hasta el momento, hemos partido siempre de una senal x € R" y, a partir de
ella, considerado al subconjunto G, de R? (intereséndonos por patrones de recta
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y pardbola que este pueda seguir). Si, reciprocamente, se tiene un subconjunto de
puntos de R?
G:={(,zj): 0<j<n-—1}, (5.14)

con n > 2, cuyas abscisas formen una malla uniforme de n puntos, tenemos
ahora dos caminos para dar una aproximacion lineal que modele el comportamiento
seguido por estos puntos:

1. El clasico método de minimos cuadrados, método que, en este contexto,
consiste en minimizar a la funcién de dos variables

p(m,b) = (w5 — (mj + b))%, (5.15)

Jj=1

es decir, en encontrar una pendiente my € R y un by € R para los que la
suma de las distancias al cuadrado entre las mediciones (i.e. los valores x;)
y los valores correspondientes de la funcién I, (t) := mot + by sea minima.

Conjunto Gy
----- Recta de minimos cuadrados

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

2. Considerar al vector x = (:cj)?:_ol de R", proyectarlo al espacio W, 1 de
polinomios discretos de dimensién n y grado uno y usar a la recta [, cuya
discretizacién en P,, sea esta proyeccion Ilyy, | (x) € Wy, 1 (que existe por ser

precisamente W, ; el espacio de discretizaciones de polinomios discretos de

dimensién n con grado a lo més uno, c.f. teorema 2.1.14) como aproximacion

lineal del conjunto (5.14).

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
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Figure 5.15: Partimos
del  conjunto G cuyos
elementos son (0,5), (1,3.2),
(274'6)7 (37 O) y (47 _0'3)7
y  calculamos la  recta
de minimos cuadrados
correspondiente a este
conjunto, que resulta ser
lmin 'y = —1.38t + 5.26.

Figure 5.16: El  vector
formado a partir del conjunto
G de la figura 5.15 es
z = (53.2,4.6,0,—-0.3).
Su proyeccién al espacio
Ws1  es Iy, (2) =
(5.26,3.88,2.5,1.12, —0.26), y
la recta cuya discretizacién
en Ps es la sefal Iy, | (z) es
le 1y =—1.38t+5.26.



Puesto que el minimo (mg,by) de la funcién (5.15) siempre existe, y como

siempre puede formarse el vector x = (zj)?:_ol a partir del conjunto G dado en
(5.14) y proyectarse este a W, 1, los dos caminos discutidos arriba son siempre
realizables.
Como establecemos en la siguiente observacién, estas dos formas de abordar el
problema de aproximacion coinciden. Observe que la demostracién de este hecho
no es mas que una consecuencia directa del teorema de la proyeccion A.4.1 pues,
hablando en los términos que hemos usado hasta ahora, encontrar la recta de
minimos cuadrados de la gréfica G, es lo mismo que encontrar al elemento del
espacio W,, 1 cuya distancia euclidea a € R" sea minima.

Proposiciéon 5.4.1

Sean > 2 y sea el conjunto de n puntos del plano
{(j,z;):0<j<n—1} CR2 (5.16)

Six = (zj)?:_ol es la senal cuya gradfica G, coincide con el conjunto dado en
(5.16), si

® lnin @y = mot + by es la recta obtenida aproximando los puntos del
conjunto (5.16) con el método de minimos cuadrados, y

e [, es la recta cuya version discreta respecto a la malla uniforme P,, es
HWn,l(:I;) e R",

entonces las rectas l y lmnin coinciden.

Demostracién. Si demostramos que las senales

ri= Qmpn (lmzn) e R”

HWn,l(x) € Wnal g R"

coinciden, podremos concluir la igualdad entre las rectas I, v Ly (pues la igualdad
r = Iy, , (x) significa que las rectas I, y I, coinciden en los puntos con abscisas
los elementos de P,,, que son al menos dos).

Por ser r la discretizacién en una malla uniforme de un polinomio de grado
uno, es elemento del espacio W, 1 (c.f. teorema 2.1.14). Ademas, si z es cualquier
sefial afin (es decir, cualquier elemento de W, 1) y si y = mt + b es la ecuacién de
la recta sobre la que yace su gréfica, por definicién de l,,;, sabemos que

> (@ = (moj +b0))* = p(mo, bo) < p(m,b) =Y (x; — (mj+ b))% (5.17)
j=1 j=1
tomando raices cuadradas en ambos extremos de (5.17) llegamos a la desigualdad

d(z,r) < d(z,2)

(donde d denota a la distancia euclidea en R™). Como z fue un elemento arbitrario
del espacio W), 1, inferimos que

d(z,r) =inf{d(x,2) : 2 € Wp1};
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de la unicidad establecida en el teorema de la proyeccién ortogonal A.4.1 concluimos
que r = Iy, | (). U

Aqui solo se traté el caso lineal, pero, naturalmente, discusiones totalmente
andlogas se valen para grados mé&s altos (estando los grados posibles acotados
superiormente por la cardinalidad del conjunto de puntos G dado en (5.14) a
aproximar), por ejemplo, cuando se buscan aproximaciones cuadraticas (resp. cubicas)
para cuando la cardinalidad del conjunto (5.14) es mayor o igual a tres (resp.
cuatro).
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Part 11

Analisis espectral de los PDL
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Chapter 6

Analisis espectral de senales
finitas

6.1 Motivacién para realizar un estudio espectral
de los PDL

No es dificil convencerse de que las condiciones de ortogonalidad impuestas en la
definicién de la base discreta de Legendre L™ forzan a las entradas de los polinomios
discretos £™* a cambiar méds frecuentemente de signo conforme aumenta el grado
k, luego, conforme k tiende a n — 1, la cantidad de oscilaciones aumenta; revisemos,
por ejemplo, el caso n = 4.

Grifica de £

050 1.- Por definicién, £*° se obtiene al
normalizar al vector constante uno de
v R%, o sea,
000
po-(LILL)
227272
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En esta motivacion
informal, por
“oscilacién” de una senal
T = (Tm)m_o
entendemos tres cambios
consecutivos de signo en

sus entradas.



2.- La sefial £L*! € R* es un polinomio
discreto de dimension 4 y grado 1
que se obtiene exigiendo las siguientes
condiciones

(L8, £49) =0 y (£, M) =1,

esta primera condicién se refleja en que las
alturas de los puntos de la grafica de £*!
deben sumar cero; esto implica un cambio
de signo (y sélo uno, pues el polinomio es
lineal).

—0.5

Gréficas de £y £

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

3.- El vector £*? € R*, que es un polinomio discreto de grado 2, satisface las

siguientes tres condiciones:

<£4,27£4,0> — 07 <£4727£4,1> — 07 y <£4,27£4,2> =1.

La segunda condicién no da informacién sobre mas requerimientos que deba cumplir
£42, pues, como L+ € S, _ y L% € S, 4 (cf. teorema 3.2.1), ya del lema
3.0.4 se deducia la ortogonalidad de estas senales; observe sin embargo que, si las

entradas de £*? fuesen todas positivas o todas negativas, entonces no se tendria la

ortogonalidad con la sefial constante £*9.

Gréficas de £, £ y algunos elementos de W,

Graficas de £, £yt

2
3 o
2 1 1
.......... “.........“.........*..!!
1 1 Py L0
l"""ll'""-'lg'.'.il"-\'; 0 vt
o .4 '3
.0 T
! T ?
~1 -1
_2 4
-2
0 1 2 3 0 1 2 3

4.- Por tltimo, £*3 € R* satisface las siguientes cuatro condiciones:

<£4,3’£4,0> _ O, <£4,3’£4,1> —_ 07 <£4,37£4,2> — O, y <£4,37£4,3> = 1.
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Segiin los teoremas 2.1.14 y 3.2.1, £*3 es la discretizacién de un polinomio

ctibico y ademds es una sefal antisimétrica (en el sentido de la definicién 3.0.1);
dos gréficas de senales que cumplen esto se ilustran abajo:

Gréficas de £49 £ £42 v un elemento de T4 Grificas de £20 g4 042 y o4

2 -
3 -
9 +9 .
. . ‘at+ '
1 A + .-' + ..'_":"""a"i."""".""_'.'-""""3
+ R L0 20
) ST R S | o Hie, -
0 ‘., .;‘-'!4—‘ W I___ '.:-—-.',- -.. "‘. :.+
o X B IS YRENREY b K
—.-" . _-'...-" W _.&_....'v
—1 A 1 A
—2 4 -
! ]
0 1 2 3 0 1 2 3

La sefial ctibica de la izquierda, a pesar de ser ortogonal a £*? y a £*?2 por
simetrfa (c.f. lema 3.0.4), definitivamente no puede ser ortogonal a £*1, pues las
entradas de estos dos vectores de R* tienen el mismo signo. Sin embargo, la sefial
ctibica de la derecha (que de hecho es £*3) si cumple el ser ortogonal a £*! pero,
para lograr esto, sus entradas deben cambiar de signo tres veces.

Después de graficar los PDL de otras dimensiones puede apreciarse que esta
tendencia a aumentar el nimero de oscilaciones en las graficas conforme el grado k
tiende a n — 1 (su cota superior) parece presentarse en todas las dimensiones. Por
ejemplo, abajo se muestran las graficas de los PDL de dimensién 7.

Grificas de los polinomios de Legendre discretos de dimensién 7

05 { B N GEET Y )
.--5:--.-‘30'-.--.---.“-..-_;:,‘-'-.-“.--:'_r‘:---"-.j:.--..-a.--.-'-'-'-.“
0.0 I g S R
,"‘ ° .\', .‘. ..'-. ::"'. % . . 0

. ‘,' 2 . . -“.” s -. ___'_-,. * ., Lot
IR N ik SO O e Sl
e 2
~1.0 A e 3
® ¢
15 A ® 5
6
0 1 2 3 4 5 6
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Figure 6.1: Observe que la
senal cuibica de la izquierda
tiene un sélo cambio de signo,
mientras que la de la derecha
(que es £*3) tiene tres.



6.2 Hipdtesis sobre las oscilaciones de los PDL

Con el objetivo de analizar la forma de oscilacién de los PDL, nos proponemos hacer
un analisis espectral.

empirico.

£)-A

AG(RWQ&.M

Antes de proceder sisteméaticamente, hagamos un anélisis

ronla tacm-ra-o- do um Frnsoide

oeo(zrr%;f+2n¢)

Wzo:frwwda

$€(0,1]: d‘—uéann. MfmaQ«‘toJo

Pongamos una dimensién de n = 60. A continuacién, graficamos los PDL de

dimension 60 para los primeros grados, e intentamos aproximar tales graficas con
sinusoides continuos.

k=0, w=0 R=1, w=12
012 021
0.10
0.1
0.08
----- (t) =0.12909944487358055c0s(2m - Ot)
0.0
0.06 o 800
0.04
-0.1
0.02
----- c(t) =—0.2cos(2m- 0.5t)
0.00 -02 o 501
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 02 04 06 08 10
03 h:2, w=1 IQ:3, w:S/p_
----- c(t)=0.25c0s(2m- 1t) ® 031 @
®. Y
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o o1
0.2 4
0.2 4 X 7o
°
0.1 0.14 '_ s
E o 4
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-0.2 d
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Figure 6.2: Con “sinusoide”
nos referimos a una funcién
continua cuya forma se
ilustra en la figura. Este
queda completamente
determinado al fijar wuna
amplitud, una frecuencia
y un desfase, que nosotros
preferimos normalizar para
que sea un numero entre 0 y
1.

Figure 6.3: Aproximando las
grificas de £60:0 y £60:1 con
sinusoides.

Figure 6.4: Aproximando las
gréficas de £60:2 y £60:3 con
sinusoides.



----- c(t) =0.25cos(2m - 2t) . .
03 0.3 Figure 6.5: Aproximando las

£60.4
grificas de £60:4 y £60:5 con
sinusoides.

0.2 1 021

0.1
0.1

0.0

—0.11

—0.2 1 ''''' c(t)=—-0.25cos(2m- 2.5t)
N L £60.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Después de dibujar graficas parecidas para varias dimensiones, establecemos la
siguiente hipdtesis de trabajo.
Hipétesis 6.2.1

Seann > 2,0 <k <n—1 entero. Sea L™* el PDL de dimensién n y grado k.
El espectro de L™* se concentra alrededor de la frecuencia w = k/2.

Se ha formulado de forma intencional la hipétesis 6.2.1 en términos vagos,
para tener libertad después de definir las herramientas con las que abordaremos el
problema de dar forma concreta a la hipdtesis y mejorarla o refutarla con simulaciones
numeéricas.

Observe que, para analizar la presencia de oscilaciones en las graficas de las
senales, estamos hablando de un “espectro”. se cuenta ya con una herramienta
clasica para hacer esta clase de analisis, cuyo producto final es una funcién que da
informacién sobre la importancia que cierta frecuencia tiene para modelar la grafica
analizada. Hablamos de la transformada discreta de Fourier, cuyas bases tedricas
comentamos en la seccién 6.3, para usarla posteriormente para hacer un primer
analisis espectral. Motivados por algunas limitaciones de esta herramienta que
comentamos mas adelante, nosotros proponemos una alternativa de metodologia
para realizar un andlisis espectral en la seccién 6.4.

6.3 La transformada discreta de Fourier

En esta seccion vamos a dar la definicién usual de las bases de Fourier complejas

y reales, que son bases ortonormales de C” y de R™ de C™ y una de R™ (que Incluimos este capitulo

llamaremos “bases de Fourier complejas y reales”), definidas ambas en términos de teoria clasica por

de discretizaciones de sinusoides de frecuencias enteras, y que son herramientas completitud de este

clasicas para hacer lo que comunmente se denomina un andlisis espectral de trabajo y para fijar la

senales finitas. notacién. [Ste] y [Sun01]
Puesto que la definicién de estas herramientas requiere de algunas nociones del son referencias con

anglisis complejo (en particular, de la definicién de la exponencial compleja y de las mucha maés informacion.

raices n—ésimas de la unidad), damos brevemente algunas definiciones y resultados

necesarios para definir las bases de Fourier.

6.3.1 La exponencial compleja y raices n—ésimas de la unidad

La definicién de la funcién exponencial compleja tiene diversas motivaciones (puede
consultar algunas de estas en [JEM99]). Nosotros sélo damos la definicién de esta,
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asi como algunas propiedades de ella que se usaran en lo que sigue.
Definicién 6.3.1

Siy € R, entonces por exp(iy) denotamos al nimero complejo de médulo uno
y argumento y, es decir,

exp(iy) := cos(y) + isen(y). (6.1)
Para todo niimero complejo z = a + bi, definimos exp(z) como sigue:

exp(z) := € (cos(y) + isen(y)). (6.2)

Proposicion 6.3.2

(Algunas propiedades de la exponencial compleja) Sean z1,z2 € C,
w € Z.

exp(z1)
exp(z2)

= exp(z1 — 29)

o exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(z2)

o (cop(z1))* = cap(w?)

o cxp(z) =1 siysdlo si z=2Kmi para algiin K € Z

e para todo y € R,

cos(y) = exp(iy) +26xp(*iy) (6.3)
y . .
sen(y) _ ea:p(zy) _Q:mp(_ly) ) (64)

Definicion 6.3.3

Sea n € N. A las n raices complejas del polinomio p,(t) =t™ — 1 € CJ[t] se les
denominard las raices n—ésimas de la unidad.

Las raices n—ésimas de la unidad son pues los nimeros complejos tales que,
elevados a la potencia n, son iguales a 1; segin el teorema fundamental del algebra
A.1.4, si hay ntumeros complejos que satisfacen la definicién 6.3.3, y ademds son
a lo mas n. Es facil establecer, como hacemos a continuacién, férmulas explicitas
para estos niimeros, que de hecho son exactamente n.

Proposicion 6.3.4

Sean € N, n > 2. Hay exactamente n raices n—ésimas de la unidad, y estas
son los niimeros complejos

o
Znw = €TP (mw) , con we{0,1,...,n—1}. (6.5)
n

Demostracion. Por las propiedades expresadas en la proposicion 6.3.2, es facil

211 s rafz n—ésima de la unidad, pues

ver que 2,1 := exp (7

(2n,1)" = exp(2mi) = 1.
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Ademéds, para todo w € {0,--- ,n — 1}, el nimero
2m
Znw = (Zn,l)w = exp (le)

también es es raiz n—ésima de la unidad, ya que

(2nw)" = ((2n,1)°)" = ((z01)")" = 1% = L.

Note ahora que los n nimeros complejos z, ., son todos distintos entre si, pues

si wi ¥y wy son enteros entre 0 y n — 1 tales que 2z, = Zn,w,, O sea, tales que
exp (%wl) =exp (%wl), entonces, segun el primer punto de la proposicion 6.3.2,
1 =exp (%(wl — wz)), luego, segun el cuarto punto de esta misma proposicion,
“1—2 es entero, o sea, n divide a w; —wy; por el rango de w; y wa, esto sélo ocurre

sl w1 — wg es cero, o sea, si wy y wy son iguales. O

n=>5 n=2~a
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6.3.2 La transformada discreta de Fourier

Ya tenemos todo lo necesario para definir a la base de Fourier compleja de la que
hablamos al inicio.

Proposiciéon 6.3.5

Sea n € N. EI conjunto

0<w<n-1 (6.6)

1 m
By =1 enw= (exp (2m'w>> :
\/ﬁ n 0<m<n—1

es una base ortonormal del C—espacio vectorial C™.

Demostracién. Calculemos el producto punto de dos elementos e, o, ¥ €n.w, del

conjunto (6.6); si w 1= wy — wa,

1 n—1 m —'m
(en,wy»€n,ws) = mz::Oexp (27”?01) - exp (27”%&12)
1 n—1 m
== Z (27Ti—(w1 — wg))
n ‘= n
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Para construir
raices

Figure 6.6:
graficamente a las
n—ésimas de la unidad,
se debe dividir, a partir
del punto (0,1), a la
circunferencia unitaria en
n partes iguales. Segun
esta  construccién 'y la
interpretacién geométrica de
la multiplicacién compleja,
es claro que multiplicando
a zp,1 consigo mismo se
obtienen a todas las demds
raices n—ésimas.

El producto punto que
estamos considerando en
el C—espacio vectorial
C™ es el que definimos
en (A.6), y el del
R—espacio vectorial R™
es el definido en (A.5).



esta 1ltima es una suma geométrica.

e Siw; # wo, entonces n no puede dividir a w = wy —wsy (pues, por el rango en
el que se encuentran wy y wa, w € [—(n — 1),n — 1], y el tnico miltiplo de n
en este intervalo es cero), luego, Znw 7 1. En este caso se tiene entonces que

n—1

1 m_ 1 ()" —1_ 1 1-1
<€7l7w1?€’ﬂ7w2> - E WLX::O(ZTLWJ) - ﬁ ' Z'n,,w - ]- - ﬁ . Zn,w - ]. - O
e Siw; =wa, entonces w =0,y
1= 1 n—1
<en,’w1 9 en,wg ﬁ 7; Zn 0 g 7;:0 1= =1.

Demostramos asi que los elementos de B,, tienen norma uno y que ademds son
ortogonales dos a dos, luego, B, es un subconjunto l.i. de C"; como C" es un
C—espacio vectorial de dimensién n, concluimos lo deseado. (I

Por ser (6.6) una BON de C", siempre es posible expresar a un vector x =
(@m)o<m<n—1 € C™ como combinacién lineal de los elementos de (6.6) y ademés
los coeficientes estdn dados por los productos punto de x y los elementos de (6.6)
(c.f. nota 1.1.2).

Definicion 6.3.6

Seann € N, x = (xm)zl;lo € C" una senal compleja de longitud n. Sea B, la
base de C™ definida en la proposicién 6.3.5.

A la funcién f, : {0,1,...,n — 1} — C" que a cada frecuencia w €
{0,1,...,n — 1} le asocia el coeficiente de x respecto al elemento e, , de la
base B,,, o sea, la funcién definida como

n—1
fo(w) =X, = % %xmexp (QWiw%) (6.7)

le llamaremos la transformada discreta de Fourier de x. Muchas veces
identificamos a tal transformada con el vector X = (X,)"_{,

que la representacion de = (T )1 _ 0 respecto a la base de frecuencias B,,.

que no es mas

Calcular entonces la transformada discreta de Fourier de x consiste en calcular
a los productos punto (z, e, ), que son

n—1
1
X = (2, enw) :% Z Ty €TP (27riw%)
m=0
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Por sus siglas en inglés, a
la transformada discreta

de Fourier también se le

denomina “TDF”.



S ()

:Ax (Zn,w)v

donde z,,, es como en (6.5) y A, = A,(t) € C[t] es el polinomio de coeficientes
complejos definido a partir de x como sigue:

Z —t e C[t (6.8)
m= O
asi, calcular la transformada discreta de Fourier de x es lo mismo que
evaluar al polinomio A, de grado a lo més n—1 definido en (6.8) en todas
las raices n—ésimas de la unidad.

Nota 6.3.7

Segun este ultimo parrafo, calcular transformadas discretas de Fourier requiere
de algoritmos eficientes para evaluar polinomios en raices n—ésimas de la unidad.
Usando propiedades de las raices n—ésimas de la unidad (por ejemplo, véase
el lema 30.5 de [THC09]) es posible usar recursién para disminuir el tiempo
de cémputo. Al algoritmo estandar usado para esto se le conoce como la
transformada rdpida de Fourier (abreviado como “FFT” por sus siglas
en inglés); puede consultar los detalles técnicos en el capitulo 30 de [THC09].

Nota 6.3.8

Se calcula facilmente una formula para la inversa de la transformada discreta
de Fourier f, de una sefal z; si se conoce la TDF X = (X,,)"_} de una sefial
x € C", pueden recuperarse sus coeficientes respecto a la base canénica de C™
(i.e. su representacion respecto al tiempo) como sigue:

1
vo<m<n-—1: xm:%ZXkexp (—271'1'1@%). (6.9)
=0

En ocasiones, por transformada discreta de Fourier y su inversa se toman
las opuestas a las que hemos definido aqui (i.e. se pide el signo negativo en la
exponencial para la TDF y se toma el signo positivo para la inversa); ademads,
se toman distintos factores de normalizacion (por ejemplo, 1 para la TDF' y %
para la inversa), c.f. [Tdf]. Puede ver que férmulas para la TDF y su inversa
son implementadas en el médulo scipy.fft de Python con las modificaciones
descritas antes (puede consultar la documentacién de esta libreria en [Fft]).
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TDF
~ X

xz(x.m):n-:oecﬂ X=(Xw)w=o€¢
Qomuand : tlamnpe (m)  Domino: Frewsmaions (w)

\/
TofF ™"

Figure 6.7: Usualmente uno representa a una senal discreta x de dimensién n con n
mediciones complejas; en este caso, el dominio de la representacion es
el tiempo. Pero también se puede representar univocamente a T con Sus
coeficientes respecto a la base de frecuencias By; en este caso, puesto que
cada coeficiente da el peso que tiene la respectiva frecuencia para construir
la senal original x, decimos que el dominio de la representacion es el de
frecuencia. Las férmulas para pasar de una representacién a otra son (6.7)

y (6.9).

Al usar a B,, como sistema de representacién en C", lo que estamos haciendo
es representar a un & = (&, )o<m<n—1 como combinacién lineal de los vectores

1 m . m
Cnw = —— (cos (2%)—) + isen (27rw—)) , 0<w<n—1;
’ vn n n//o<m<n—1

observe que las partes reales de las entradas de e, ., € C" se obtienen de tomar
n muestras uniformes de la funcién ¢, (t) := ﬁcos(?wwt) (o sea, de la funcién
coseno de amplitud ﬁ, frecuencia w y desfase 0) y, similarmente, las partes
imaginarias de las entradas se obtienen muestreando uniformemente a la funcién

Su(t) == ﬁsin(%rwt).

Grafica de la funcion cs(t) = Lcos(2m - 3t) Gréfica de la funcion ss(t) = Isin(2n- 3t)

N 2

04 04
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02 02
2 3
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00 00
22 -0.2
1
1 4
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o 02 o4 o6 os ) o 02 o4 o6 os )

o

o

Segun esto, el vector e, ., se construye a partir de funciones de frecuencia w;
considerando esto y el que B,, sea una BON de C™ (luego, el que se valga la identidad
de Parseval, c.f. nota 1.1.2), tenemos que la sintesis

n—1

T = Z<x7 en,w>en,w

w=0
es una expresion de x en términos de vectores de frecuencia w y que los respectivos
coeficientes (x, e, ) indican qué tanto contribuye la frecuencia w para construir a
x.
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Figure 6.8:
si n = b5, para construir al
vector ez de la base B, se
muestrean uniformemente
cosenos y senos de frecuencia
3 como se muestra en la
puntos rojos

Por ejemplo,

figura; los
representan las partes reales
de las entradas y los azules
las imaginarias.



Es por eso que al proceso de considerar representaciones de senales complejas
finitas respecto a las bases de Fourier se le conoce como realizar un analisis
espectral.

6.3.3 Version real de la TDF

En el caso en el que todas las entradas de un vector £ = (2, )o<m<n—1 Sean reales,
se puede definir una base ortonormal de R", anédloga a la BON B,, de C™ construida
en 6.3.5, a partir de muestreos uniformes de sinusoides de frecuencias enteras.

Proposicion 6.3.9

Sean n € N mayor a uno, M = [%|. Definimos a los vectores de R"

o= (oo (zﬁ.oj;)x_lo (b)),

n—1

2
Cnyw = (\/>c05 (Qﬂwm)> , 1<w<M-1 (6.10)
n n
m=0
5 n—1
Snw 1= <\/7$m (27rwm)> L 1<w<M-1 (6.11)
n n/J)

y, en el caso en que n sea par, definimos también al vector
1 m (_1)m n—1
Cn,M = —cos (27r . M—) = ( ) .
Vn n N

El subconjunto F,, de R™ definido como
o Fu = {Cn0,Cn,1,8n1s--+>CnM—1,5n,M—1,Cn, M} SI N es par (o sea, si

n=2M), y como

0<m<n-—1

o Fo = {Cn0,Cn1,Sn,15--+Cn,M—1,5n,M—1} Si n es impar (o sea, si n =
2M —1)

es una base ortonormal del R—espacio vectorial R™.

Demostracién. Supongamos n par. Si 0 < wi,ws < M son enteros, entonces
w1 + wy sélo es divisible por n si ambos nimeros son iguales a M. Si suponemos a
w1 y we distintos, entonces

<CTL Wi CTL UJ2>

ea:p(2 m(wy — ws)i/n) + exp(—2mm(wy — we)i)))
(2mi(w1 +ws)) — 1 exp(—2mi(wy +wa)) — 1
(2mi(w1 +w2)/n) — 1)  4dn(exp(—2mi(w1 + ws)/n) — 1)

exp

trica) —
(suma geométrica) Tn(enp
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exp(2mi(w; —wq)) — 1 exp(—2mi(wy —wq)) — 1

dn(exp(2mi(wy —w2)/n) — 1)  4n(exp(—2mi(w; — we)/n) — 1);

puesto que wy + w2 y w; — wo son ambos enteros, segin la proposicién 6.3.2 las
exponenciales de los numeradores de esta ultima expresion son todas iguales a uno,
luego, (Cn.wisCnwy) = 0.

Con argumentos similares se prueba que todos los elementos de F,, tienen
norma uno, asi como la ortogonalidad entre dos elementos distintos del conjunto
Fn, por lo tanto, la independencia lineal de este conjunto, luego, el que F,, sea base
(ortonormal) de R™.

Definicion 6.3.10

Sean € N, n > 2. Llamaremos a la BON F,, de R™ definida en 6.3.9 la base
de Fourier real de dimension n.

Nota 6.3.11

Observe que F,, a diferencia de B, C C", considera frecuencias enteras no
mayores a M := [4] (cuandon es par) o a M —1 (cuando n es impar), mientras
que en B, se consideran las frecuencias enteras entre 0 y n — 1 (inclusivo); asf,
si decidimos representar a una senal x € R™ en base a F,, C R" y no en base
a B,, C C™, sintetizaremos a x respecto a frecuencias enteras acotadas por M
o por M — 1 (dependiendo de la paridad de n), y no respecto a frecuencias

menores a n.

Ejemplo 8. Consideremos a la senal
r = (-0.5,-8,-5.3,15,-0.3,6,4) € R". (6.12)

Segiin la construccidn de Fr (c.f. proposicidn 6.3.9), una expresion de x respecto
a F7 es una sintesis de x a partir de senales de frecuencias w = 0,1,2,3. En la
1mmagen de abajo se muestran los coeficientes de x respecto a Fr.

Dominio: tiempo Dominio: frecuencia
15 4 Grafica de x 10.0 4 @ Amplitudes asociadas a cosenos L]
@ Amplitudes asociadas a senos.
7.5 4
©
=
£
5 104
2 5.0 )
S [ ]
g
& . 257
& 5 2
© =]
] £ 00 L
: :
a
] -2.5
s ©
b
g 504
T
]
© 5 O
5 -7.5 4 L
[ ]
~10.0 )

0 1 2 3 4 5 6 0.0 0.5 10 15 2.0 25 3.0
Tiempo Frecuencias enteras

Redondeando los coeficientes, se tiene la siguiente descomposicion de x;

T = 4.1207’0 — 8.7607,1 — 7.3587@ + 4.77C7’2 - 1087’2 + 0.1467,3 + 9.9187’3. (613)
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Figure 6.9: Se muestran la
grafica de z junto con la
grafica de los coeficientes de
z respecto a la BON F7.
Observe que, por definicién,
s6lo un vector de F7 tiene
frecuencia cero (i.e. es
constante), mientras que para
las otras frecuencias tenemos
dos vectores de la misma
frecuencia, uno construido a
partir de un coseno y otro a
partir de un seno.



A continuacion mostramos las grdficas de los sinusoides que fueron discretizados
para obtener los vectores de frecuencia 0,1,2 y 3 en los que descompusimos a x.

Coseno y seno de frecuencial Aporte total de frecuencia 0

Figure 6.10: Aporte
frecuencia 0.

— fit)=4.12cos(2n- 0t)

24 SIS —_—— 2 — fit)= 4.12cos(2n- 0t) + 0sin(2m - O)
14 14
0 0
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10
Coseno y seno de frecuencial Aporte total de frecuencia 1
T
— fit)=-8.76cos(2n- 1t)
7.5 — flt) = ~7.35sin(2m- 16) 109 Figure 6.11: Aporte
w0l frecuencia 1.
5
2.5
0.0 o
-2.5 4
5
504
-7.5 4 _104
— fit)= —8.76c0s(2m- 1) + —7.35sin(2n- 1t)
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10
Coseno y seno de frecuencia2 Aporte total de frecuencia 2
10 4 .
47 Figure 6.12: Aporte
frecuencia 2.
2 5
0 — A= 4 Jrcoslan20 0 — i) = 477cos(2n- 20 + ~10sin(2m-20) -
— fit)=—10sin(2n-2t)
-2 54
44
_10
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10
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Coseno y seno de frecuencia3 Aporte total de frecuencia 3

0.15 4

10.0 +
25 Figure 6.13: Aporte de
0.10 7 - .
frecuencia 3.
5.0 1
0.05 1
254
0.00 — fio = 0.14cos(21- 30) 0.0 +—— fit)=0.14cos(2n- 3t) +9.91sin(2n- 38)
— f{t)=9.91sin(2r- 3t)
a5
—0.05 1
50
—0.10 4 751
0 0:2

—10.0 4
—0.15 4

0. 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Sumando todas las grificas de la derecha, obviamente obtenemos una funcion
de cosenos y senos tal que, del muestrearla uniformemente en [0, 1], resulta el vector

x (6.12).
Gréfica de x en [0,1] x como discretizacion de combinacién lineal de senos y cosenos
15 4 Grafica de x 15 4 Grafica de x
Figure 6.14: En morado
104 se muestra la grafica de la
10 1 funcién suma de las gréficas
derechas en las figuras
. 1 anteriores.
0
\
0
5
5
10
0.0 O.‘Z 014 O.‘E O.‘B 0.0 0:2 014 0.‘6 O.IB l.‘O
o
Para terminar, digamos en concreto qué se entiende por el espectro que resulta
de usar la version real de la transformada discreta de fourier para analizar una senal
finita.
En la definicién F,, de la base dada en 6.3.9, observe que, por cada frecuencia
entera w considerada, aparecen uno o dos sinusoides (discretizados) con tal frecuencia:
Frecuencia oO(1]... M-1
Cant. sinusoides | 1 | 2 | ... 2 Table 6.1: Dimensién n —
2M — 1 impar
Frecuencia o(1}... ' M—1| M
Cant. sinusoides | 1 | 2 | ... 2 1 Table 6.2: Dimensién n — 2M
par

Definicion 6.3.12

! Sean > 2. Llamaremos Domrpr,, al conjunto de frecuencias consideradas en
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la transformada discreta de Fourier para las senales de dimensién n, o sea, al
siguiente subconjunto de R;

Domrppn ={0,1,--- ,M —1} sin=2M —1 es impar,

Domrpp, =1{0,1,--- ,M} sin=2M —1 es par.

Nota 6.3.13
Por ser la base de Fourier real F,, una BON de R", si M = [§],

M—1
T = (T, Cn,0)Cn,0 + Z ((x, Cnw)Cnw + (T, Snw)Snw) sinesimpar (6.14)
w=1
M—1
2= (2, 0,000+ D (T Cnw)tnwt (T, Snw)snw)+ (T, Cnar)enns sines par;
w=1

(6.15)

asi, usando la transformada discreta de Fourier -que, en este contexto,

pensamos como calcular los coeficientes de x respecto a JF,- tenemos tanto

un proceso de analisis de x (que pensamos como el cdlculo de tales coeficientes)

respecto a sinusoides discretizados de frecuencias w € Domrpr,, como uno de

sintesis, que interpretamos como el recuperar a la senal original x usando sus
coeficientes respecto a JF,.

Se vale ademas la identidad de Parseval, luego, para toda senal z € R",

M—1
|22 = (z,cn0)? + Z (2, Cnw)® + (T, 8n.0)°) sin es impar (6.16)
w=0
y
M—1
l||]? = (2, cn0)? + Z (2, Cnw)? + (T, 80.0)%) + (T, conr)? sin es par; (6.17)
w=0

asi, los coeficientes de la forma (z, ¢, )2 y (2, 8p.4,)? dan informacién sobre el peso
que la frecuencia w tiene para sintetizar a la senal x.

Definicién 6.3.14
Seann > 2, M = [5]. Definimos

Vi<w<M-1: mz,w):= \/<

Sin es par, se define ademds a

To(z, M) 1= —F———.
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Segun las ecuaciones
(6.16) y (6.17), los
coeficientes 7, ., (x)
permiten calibrar la
presencia de la
frecuencia w (en los
rangos dados por las
tablas 6.1 y 6.2) en una
senal x.



De las ecuaciones (6.16) y (6.17) se deduce facilmente que, para toda w, 0 <
Tn(x,w) < 1. Puede pensar a tales coeficientes 7,(z,w) como la contribucién
(normalizada por la norma de z) de la frecuencia w para sintetizar a x.

Definicion 6.3.15

Sean n > 2, x € R™. Por el espectro de = obtenido a partir de la TDF
nos referiremos a la funcién T, : Domrpr, — [0,1] C R definida como

T, (w) = 7,(z,w) para toda w € Domrprn,

donde los coeficientes 1, (x,w) son como se definieron en 6.3.14

Ejemplo 9. A continuacidn se grafica el espectro (a la derecha) obtenido a partir
de la TDF de la senal considerada en el ejemplo 8.

Grafica de x=[-0.5, -8, 5.3, 15, -0.3, 6, 4] Gréfica de los coeficientes T de [-0.5, -8, 5.3, 15, -0.3, 6, 4]
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Grafica de [-0.5, -8, 5.3, 15, -0.3, 6, 4]
—— -0.33-cos(2m- 2t) + 5.48 - sen(2n- 2t) 1]

Coeficiente respecto a la base canénica

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.5 10 15 2.0 2.5 3.0
Tiempo Frecuencias enteras w

Como se marca en el espectro con color morado, la frecuencia asociada al
coeficiente T mds alto es w = 2; a la izquierda, junto con la grdfica de la senal
x, se dibuja el sinusoide (en versidn continua) de frecuencia 2 que aparece en el
andlisis de x respecto a F7 dado en (6.13). o

6.4 Metodologia para realizar un analisis espectral
que considere frecuencias arbitrarias

Ya podemos usar la base de Fourier real F,, definida en la proposicién 6.3.9 para
hacer un estudio espectral de los PDL.

Puesto que, por la construccién de F,,, hacer un analisis espectral de una senal
x € R™ via su andlisis respecto a la BON F,, nos lleva a considerar sélo ciertas
frecuencias enteras (c.f. nota 6.3.11), queremos no sélo usar la TDF para realizar
nuestro estudio espectral, pues no queremos restringirnos al estudio de frecuencias
enteras (después de todo, segin la hipétesis planteada en 6.2.1, creemos que la
frecuencia que mejor aproxima al PDL £™* es g, y este ultimo nimero no siempre
es un entero), sino que nos gustaria

1. poder elegir una frecuencia w > 0 respecto a la cual comparar a la senal vy,
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Figure 6.15: Espectro de la
seflal  dada en (6.12).



2. una vez fijada una frecuencia, buscar el desfase ¢ € [0, 1] que mejor ajuste la
grafica de x.

Misma frecuencia, distinto desfase

T
X x

104 fit) = cos(2m(3.6)t + 2n(0.8)) fit) = cos(2n(3.6)t + 2m(0.32))

1.0+

0.5 0.5 1

0.0 0.0

-0.51 —0.54

-1.01 -1.0 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Vamos a seguir una linea de razonamiento totalmente andloga a la empleada
en el ejemplo 5, pues aqui también abordamos el problema definiendo subconjuntos
(de hecho, subespacios) de R™ que consten de elementos que cumplan determinada
propiedad (en el caso del ejemplo 5, la propiedad era ser elemento de determinado
espacio de polinomios discretos W, i, mientras que en esta seccién la propiedad de
nuestro interés es “ser la discretizacién de un sinusoide de frecuencia w”) y usando
el coseno del angulo que una senal = forma con dichos subconjuntos para dar una
medida de qué tanto tiene x la propiedad considerada.

6.4.1 Espacios monofrecuenciales

Notacion 6.4.1

Para simplificar la notacién, denotamos por I, al intervalo {7* : 0 <m < n—1}.

Digamos qué es lo que entendemos por “senal de frecuencia pura w”.
Definicién 6.4.2

Seann € N, w >0, ¢ € [0,1]. A toda senal n—dimensional de la forma

A(cos (2wt + 279)), 1 (6.18)

con A € R, se le llamara senal n—dimensional de frecuencia pura w. En
este contexto, a ¢ se le llama el desfase normalizado de la senal, y a A la
amplitud.

Note que los vectores ¢, ., ¥ Sn, definidos en la proposicién 6.3.9 son senales
n—dimensionales de frecuencia pura w.

Nota 6.4.3

Observe que toda senal de la forma
A (sin (27wt + 27))

tel, >

con A € R, también es una senial n—dimensional de frecuencia pura w, pues,
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Figure 6.16: Aqui se grafica
una misma sefial z € R6 y
se compara con dos sinusoides
de frecuencia 3.6, una con
desfase (normalizado) 0.8 y
otra con 0.32. Observe que la
primera parece ajustar mucho
mejor la grafica de x.



como

entonces

sen(z) = —cos(x + 7/2) para toda x € R,

A(sin (2nwt +27¢)),c; = —A (COS (2Wt + 27T¢/))te[ ’

donde ¢ = ¢ +1/4.

0.0

—— R

1.0 1.2

Figure 6.17: Se grafica a la
funcién f(t) = cos(27 - gt +
27 - 0.3); muestreando este
sinusoide de forma uniforme
con n puntos en el intervalo
[0,1] obtenemos una sefal
n—dimensional de frecuencia
5. En la figura,

pura w = 3.

n = 20.

—1.0 1

—0.2

Proposicion 6.4.4

e ¢l vector

Bnw = (sen(2mwm/n))"_" € R”

Seann > 2, w > 0.
e FEl vector
Enw = (cos(2mwm/n)) ) € R" (6.19)
no es cero, y
(6.20)

es cero si y solo si w € 5Z.

Demostracién. El primer punto es facil de probar, pues la primera entrada del

vector (6.19) es cos(0) = 1.

Supogamos ahora que w > 0 es tal que (6.20) es el vector cero, o sea, que
para toda 0 < m < n — 1, se tiene que sen(2rwm/n) = 0. En particular, ocurre
sen(2rw/n) = 0; esto implica la igualdad 27w/n = wK para algin entero K.
Despejando a w de la ecuacion tenemos que w = 5K € §Z. Reciprocamente, todo
w de la forma $K, con K € Z hace que el vector (6.20) sea cero, pues, para toda

(I

0<m<n—1,sen(2r2K2) = sen((Km)r) = 0.
Nos interesard considerar al subespacio de R™ generado por las senales de

frecuencia w €y, ¥ 5n.w, O S€a, a

P, = 5pan(Cnu, Snw)- (6.21)

caracterizamos a los elementos de espacios de la forma P, , a continuacién.
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Teorema 6.4.5

Seann € N, w > 0 con w ¢ §Z. El espacio P, definido en (6.21) consta
exactamente de las senales n dimensionales de frecuencia w.

Demostracion.
Sea ¢ € [0, 1] un desfase cualquiera y A € R una amplitud cualquiera; por la
regla del coseno de la suma de dos angulos, tenemos que

A(cos(2rwt + 27¢) )ier, = Aa(cos(2nwt))ier, + Ab(sen(2mwt))ier, € Prnw
donde
a:= cos(2n@) y b:= sin(2n9).

Reciprocamente, si a,b € R son escalares cualesquiera, el elemento genérico
r = a(cos (2nwt)),c; + b(sen(2mwt))ier, de Py, . puede expresarse como sigue:
n , ;

z=a?+ b (A (cos (2mwt)),e;. + B (sin (27rwt))teln) , (6.22)

donde
a b

—  y Bi= ——.
Vare T T T VaEre

Como A% + B? = 1, existe ¢ € [0, 1] tal que

A =cos(2mp) y B = sin(2m); (6.23)

sustituyendo (6.23) en (6.22), llegamos a que

v =V/a? + b2(cos(219) - (cos(2rwt))rer, + 5in(276) - (sin(27wt))ic1,,)
=\/a? + 12 (cos(2m9) - cos(2mwt) + sin(2me) - sin(27wt))ic1,
:\/m(cos@ﬂ'wt —27))ter, -

Definicion 6.4.6

Sin > 2y w > 0, entonces al subespacio P, , de R™ definido en (6.21) le
llamaremos el espacio monofrecuencial de R™ de frecuencia w.

Observacion 6.4.7

Sean n > 2 entero, w > 0 con w € §7Z. Los vectores (6.19) y (6.20) de R™ son
linealmente independientes.

Demostracién. Sélo note que la primera entrada de (6.19) es 1, mientras que la
primera entrada de 5, ., es cero pero no todas sus entradas lo son (c.f. proposicién
6.4.4). O

Segtin la observacién 6.4.7, si w € §Z, el espacio P, ., que generan los vectores
(6.19) y (6.20)

Pn w ::Span(én,wv gn,w)

B
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={a(cos (2nwt)),c; + b(sen(2mwt))ier, : a,b ER}, w ¢ gZ (6.24)

es un plano (i.e. un subespacio de dimensién 2) de R” que ademads, segin el teorema
6.4.5, consta exactamente de las sefiales de dimensién n y frecuencia (pura) w.

Si w € 5Z, entonces, seglin la proposicién 6.4.4, el vector §, ,, es el vector cero
¥ Cn,w 10, luego, el espacio

Pn,w ::Spa'n(cn,wv Sn,w)

—{a (cos (2mwt)) a€R}, we gz (6.25)

tel, -

es una recta (i.e. un subespacio de dimensién 1) de R™.
Nota 6.4.8

Seann > 2, w € §7 una frecuencia mayor o igual a cero; digamos que w = 5 K.

n
2
Entonces, segiin la proposicién 6.4.4, s, ., =0y

s = (cos (2n3 ™))" = CcostmBm)ih = (1))

n m=0 m=0

luego, fijada una dimensién n, sélo hay dos espacios P, . cuando w € $5Z, a
saber,
{(a)™}: acR}CR"

{(-1)™a)py: a€R} CR™

6.4.2 Formulas para el coseno del angulo de un punto a un
plano

Para proponer una metodologia alternativa al uso de la TDF para realizar un
andlisis espectral, necesitaremos medir dngulos de sefiales a planos (i.e. subespacios
de dimensién 2). En esta subseccién nos dedicamos a obtener expresiones que
usaremos para la tarea. Vamos pues a desarrollar la teoria de la subseccién A.6.2
para este caso particular.

La situacion es la siguiente: V' es un R—espacio de Hilbert, u y v son elementos
de V', unitarios y linealmente independientes entre si. El espacio que ellos generan
es pues un plano, digamos,

P := span{u,v}.
Dado z € V, el coseno del dngulo entre x y W es, segtin la proposiciéon A.6.4,

[HLp ()]

cos (L(z, P)) = &

; (6.26)
para lograr expresar el lado derecho de la igualdad en términos sélo de u, v y =
(que son los elementos bdsicos de nuestra discusién), conviene primero obtener, a
partir de estos elementos, una base ortonormal del espacio P.

Observacion 6.4.9

Si u,v € V son unitarios y linealmente independientes, y P es el plano que
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generan, entonces {u, z}, donde

el RO (6.27)
|lv = (u, v)ul|
es una BON de P
Demostracion. Basta aplicar el teorema de Gram-Schmidt A.5.1. O

Teniendo una BON de P, segtin el corolario A.4.4, se tiene la siguiente expresién
para la proyeccién de x en P;

Ip(z) = (z,u)u + (z, 2)z; (6.28)

puesto que, segin la definicién (6.27) de z este vector es funcién de u y v, fdcilmente
se puede derivar, a partir de (6.28), una expresién de IIp(x) en funcién sélo de z,
u y v. Se plasman las férmulas concretas a continuacion.

Proposicion 6.4.10

Sean V' un espacio de Hilbert, x € V, u,v € V linealmente independientes y
unitarios. Si P es el plano que generan u y v, entonces,

Mp(a) = 2t perinitd, St Zfenimd, (o)
Y 2 2 2
||Hp($)||2 — <x,u> + <1‘,’U> — (x,u)(x,v)(u,w- (630)

1 — (u,v)?

Demostracién. La demostracién consiste de simples manipulaciones aritméticas.
Segun (6.28),
Ip(x) =({x,u)u+ (z,2)z
(x,v) = (u,v)(z,u)
(v = (u, v)u);

[lv = (u, v)ul[?

=(z,u)u +

puesto que u y v son unitarios, tenemos que

||’U - (u,v)uHQ :<Uﬂ ’U>2 - 2<u’v>2 + <u,’U>2<u,u>
=1 — (u,v)?% (6.31)

sustituyendo (6.31) en la dltima expresién para IIp(z) llegamos a (6.30).

Finalmente,
1P ()] =(z,u) + (z,2)?
2
:(x,u>2 + (<:C71)> — <u,v><x,u>) :

[ = (u, v)u]

sustituyendo (6.31) en esta tltima expresién llegamos a (6.30).

O

Usando las expresiones (A.13) y (6.30) es facil establecer la siguiente proposicién.
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Proposicion 6.4.11

Sean V' un espacio de Hilbert, x € V, u,v € V linealmente independientes y
unitarios. Si P es el plano que generan u y v, entonces,

_ <x,u>2+<x,v>272<x,u><x,v><u,v>
cos(4(x, P)) = \/ 212 - (1= (u,0)2) . (6.32)

6.4.3 Estudio espectral basado en Angulos a espacios monofrecuenciales

Definidos los espacios monofrecuenciales P, ,, € R™ (c.f. (6.21)) y caracterizados
sus elementos como las senales n—dimensionales de frecuencia pura w, parece
razonable medir la cercania de una senal n—dimensional x € R™ a tener frecuencia w

con el dngulo que = forma con el subespacio P, ,,, cuyo coseno, segun la proposicién

A.6.4 es
Ip, . (2)]|

T [0,1]. (6.33)

cos (£(z, Py ) =

Pn,wSR“: !Afmm de S-IA-AARAa
\ n dimsmronolss do 'Frumdo. w.
2xq

x, ‘m(n:——"”"l“l':“"‘"'
N
|
I I
N Lol
\‘, N ¥ (s, P e 4, )

\\{3 ¥(4,Pa,u) ‘(z!" P“'“")

Si x es unitaria, tenemos la relacién simplificada

cos (L(x,W)) = ||Iw(x)|| (z unitario). (6.34)

Usaremos pues, para dar una medida de qué tanto reacciona una
senal z € R™ a una frecuencia w > 0 el niimero

|, ()]

] €[0,1].

Definicion 6.4.12

Sean n > 2, w > 0. Definimos la funcién o,(-,w) para todo elemento de
R™ — {0} como sigue;

e, , (@)l

Vi € RY = {0} : ou(e,w) = cos (Lle, Pa)) =

(6.35)
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Figure 6.18: Segun la relacién

(6.33), si W es cercano

a uno (resp. a cero), entonces
z es muy parecido a una senal
de frecuencia w (resp. se aleja
de ser una sefial de frecuencia
w).



Nota 6.4.13

Fijada una frecuencia w,

® si 0,.(x) es “cercano” a cero, w no es una frecuencia con la que es
razonable aproximar a x (pues x serd cercano a ser ortogonal a toda
senal de dimension n y frecuencia w), mientras que

® si 0,,(x) es “cercano” a uno, también es muy cercano (hablando en
términos de distancia euclidea) a su proyeccién al espacio P, ,, luego x
es muy parecido a tener frecuencia w.

Para poder usar las férmulas derivadas en la subseccién 6.4.2, debemos de dar
una BON del espacio P, .

Proposicion 6.4.14

Sean n € N, w > 0. Sean los vectores ¢y, ., 5n,, € R" como se definieron en
(6.19) y (6.20), respectivamente.

e Siw ¢ 57, entonces {Cp w, 5n,w}, donde

Cnw = Enwlnw €R" (6.36)
Y
Snw = Mnwdnw € R", (6.37)
con .
b = V2 (n + Se”@“;’if(ﬁg (”;1)>> T 6
y

i = V3. (n B sen(2mw)cos(2mw (T))) 2 (6.39)

sen (QW%)
es una base normalizada del subespacio P, ., < R" definido en (6.24), y,

e siw € §7Z, entonces {¢p,}, con

1
Cnw ‘= ﬁén,w (640)

es una base normalizada del subespacio P,, ., < R"™ definido en (6.25).

Demostracién. En efecto, por definicién del espacio P, o, {€nw;8n,w} €s una
base de este cuando w & §7Z, y {Cn.} es base si w € §Z, luego, en ambos casos el
conjunto propuesto en efecto es una base de P, . En el segundo caso, puesto que
Cnw Serd un vector cuyas entradas serdn 1, o —1, en efecto es un vector unitario.
En el primer caso, se han calculado las constantes &, ., ¥ 7, dadas en (6.38) y
(6.39) para que ¢p . ¥ Snw tengan normal uno; puesto que los célculos son muy
similares a los realizados en la demostracion de la proposicion 6.4.16, los omitimos.

]
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Nota 6.4.15

Observe que las notaciones “cy.,” y “sp.~ ya las habiamos empleado antes
en la proposicion 6.3.9 cuando se definia la base ortonormal en funcién de la
cual se calcula la TDF; no hay problema en usar esta notacion aqui también,
pues para los valores w € Domrpr,,, los vectores ¢y ., ¥ S, definidos en la
proposicion 6.3.9 coinciden con los que acabamos de defininir en la proposicién
6.4.14.

Conviene también establecer una férmula para el producto punto entre los
vectores ¢y, ¥ Sn.w definidos en la proposicién 6.4.14 cuando w ¢ 5Z. Hacemos
esto a continuacién.

Proposiciéon 6.4.16

Fijadosn > 2y w > 0 con w ¢ §Z, el producto punto entre los vectores ¢y, .,
¥ Snw, definidos (6.36) y (6.37) respectivamente, es

e sen(2mw)sen(2rw (1 — %))

(Cnws Snw) = 5 sen (22 (6.41)
Demostraciéon. Aqui usaremos las siguientes tres igualdades:
Va e R: sen(2a) = 2sen(a)cos(w), (6.42)
VzeR: sen(z) = < ;:*iz’ (6.43)
= 1—a"
VaeR—{1}: mzz:oa’“: — (6.44)

Tenemos que

m

(Cnws Snyw) =En,wlnw <(cos (27?0.)@)) , (sen (27rw—>) >
n//)o<m<N-1 n//)o<m<N—1

n—1
=& wln,w Z cos (27rwm) sen (27rwm>
m=0 n n

n—1
:7&1’“’277”"” Z (sen (47rw%))
m=0

n—1
:gn,wnn,w § (647rwim/n - 6747rwim/n)
43
m=0

_gn,wnn,w < 1 — etmwi 1 — g dmwi )

4i 1 — edmwi/N 1 _ g—dnwi/N
gn,wnn,w eQTrwi 6727rwi _ 627rwi 6727rwi 627rw7,' _ 6727rwi
- 44 e2nwi/n p—2nwi/n _ g2rwi/N o e—2mwi/n g2nwi/n _ o21wi/N
:fn,wnn,w p2mwi(1=1/n) sen(2mw) _ p—2mwi(1-1/n) sen(2mw)
44 sen(2mw/n) sen(2mw/n)

:fn,wnn,w sen(2mw) (627rw1'(1—1/n) _6—271—0.;1'(1—1/71))
41 sen(2mw/n)
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&nwinw sen(2rw) . 1
4 sen(2mw/n) (2Z seen (27Tw (1 a n)))

:fn,uﬂ?n,w sen(2mw) sen | 2w 17l .
2 sen(2mw/n) n

Proposicion 6.4.17

Seann > 2, w > 0. Sea o,(-,w) : R" — [0, 1] la funcién definida en 6.4.12.
Para todo x € R™ — {0} se tiene que

e Siw ¢ 57, entonces

)

(,w) (<> 4 n0)? = 2, 0,0} (. 5n) Enn Sne) ) v
On (T, =
ol (= (enor 5n.0)?) /

6.46)
donde ¢;, 4 ¥ Sn son como en (6.36) y (6.37), y

e siw € 57, entonces

Ip, () = (2, cnw)Cnw (6.47)
y
on(z,w) = W, (6.48)

donde ¢, ,, es como en (6.40).

Ya tenemos todo lo necesario para dar una definicién alternativa del espectro
de una senal (c.f. definicién 6.3.15 para ver la definicién de espectro basada en la
TDF).

6.5 Desfase de la proyeccion de una senal a espacios
monofrecuenciales
Fijada una dimensién n y una frecuencia w > 0, dado cualquier z € R™ — {0} ya

(z) (c.f. proposicién 6.4.17).
(x) € Py, segun el teorema 6.4.5, es posible expresar a

tenemos una férmula para calcular la proyeccion I p

n,w

Sin embargo, como IIp

n,w

la senal IIp,  (x) como el resultado de muestrear uniformemente con n mediciones

a un sinusoide de frecuencia pura w. Lo que queremos hacer en esta seccién es
dar explicitamente a los dos elementos que faltan para determinar univocamente
este sinusoide continuo, a saber, el parametro de amplitud A € R y el desfase
normalizado ¢ € [0, 1[. Buscamos entonces A y ¢ tales que

Ilp

n,w

(z) = A(cos(2nwt — 27¢) )ier, -
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HPn,w (SC) _ <£C, Cn,u.)> - <cn,wu Sn,w><!2xv 3n,w> Cn,w+ <‘T7 3n,w> - <cn,wu 8n,w><§v Cn,w>
1 - |<Cn,wa 3n,w>| 1- |<Cn,w7 Sn,w>‘
(6.45)
y

n,w



Puesto que IIp,  (z) (donde P, es como se definié en (6.21)) es la senal de Buscamos pues la
frecuencia w que estd a menor distancia euclidea de x, podremos interpretar este amplitud y el desfase de
desfase ¢ como el desfase que mejor se ajusta a x (c.f. figura 6.17). la senal de frecuencia w

mas cercana a .

Primero abordemos el caso en el que w ¢ §Z.

Como los vectores ¢, ¥ Sn. definidos en (6.36) y (6.37) son unitarios y
linealmente independientes (c.f. proposicién 6.4.14), podemos usar la ecuacién
(6.29) para escribir a la proyeccién de x en P,, como sigue

IIp, (x) = c(cos(2mwt))ier, + d(sin(2rwt))ier,, » (6.49)
donde
<.T, Cn w> - <cn wySn w><xa Sn w>
= : : : —&, 6.50
¢ e €nw (6.50)
' (@ 50) = (e 500
x,S —{Cnw,S x,c
d = ) On,w n,wsr On,w s Cn,w - 6.51
1- <cn,wa 3n,w>2 " ' ( )
Nos conviene més reescribir a (6.49) como
Op, , (z) = vV + d? [C(cos(2nwt))ier, + D(sen(2mwt))er,] (6.52)
donde
c d
=—y D= ——| 6.53
NEw Ve + a2 (6.53)
pues, como C? + D? = 1, existe un tnico ¢ € [0, 1 tal que
C = cos(2m¢), D = sin(2wg). (6.54)
Sustituyendo (6.54) en (6.52), llegamos a que
Op, ,(z) =V 2+ d? [cos(2m¢) - (cos(2mwt))er, + sin(2md) - (sin(2mwt))ier,, ]
=V c? + d?(cos(2m) - cos(2rwt) + sin(2wd) - sin(2wwt))ier,
=v/c? + d?(cos(2nwt — 27P))scr, -
Ademsds, de (6.54) y (6.53) se deduce que A
tan;ifd/c) sid,c>0, (O,C) - 1“.*
¢ = tanlatn g o c00d<0,c>0, (6.55) NN A

tan~'(d/c)+2m

&/ sid>0,¢<0.

Hemos probado el siguiente

Teorema 6.5.1

(Amplitud y desfase de la proyeccion de © € R™ al espacio monofrecuencial
P,.) Seann>2yw>0conw¢ §Z. Si P, es el subespacio de R" definido
como en (6.24), entonces, para todo x € R™ no cero, se tiene que

IIp,

n,w

(x) = A (cos(2mwt — 21¢) ey, € R, (6.56)
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donde la amplitud A es
V2 +d?,

¢ y d son como en (6.50) y (6.51), resp., y el desfase ¢ esta dado por (6.55).

Observe que tenemos una férmula para obtener a la frecuencia y la amplitud de
IIp

n,w

() usando sélamente los datos

<3E,Cn7w>, <:C7 Sn,w> y <Cn,wa 5n7w>'

El resultado andlogo para cuando w € 57 es més ficil de establecer, pues en
este caso el espacio monofrecuencia P, ,, es una recta.

Teorema 6.5.2

Seann >2yw >0 conw € 5Z. Si P, es el subespacio de R" definido como
en (6.25), entonces, para todo x € R™ no cero, se tiene que

(x) = ! (%, enw) - (cos(2mwt))ier, € R™. (6.57)

II N
P ﬁ

n,w

Demostracién. En efecto, segin (6.47) y (6.40), se tiene que

HP'n.,w (LL') :<£L', cn,w>cn,w
1

:<xa Cn,w> ﬁcn,w

(%, enw) - (cos(2mwt))ier, € R™.

L
v

6.6 Algunas propiedades de 3,

Antes de continuar, fijada una dimensién n > 2 y una sefial x € R, establezcamos
algunas propiedades de la funcién X, : [0, co[— [0, 1] definida como

Yo (w) = oz, w), (6.58)

donde los coeficientes o, (x,w) son como se definieron en (6.35), pues, al ser la
funcién que a cada frecuencia positiva le asigna el coseno del dngulo que = forma
con el espacio monofrecuencial P, ,,, parece en principio ser una buena candidata
a espectro de x. Tales propiedades nos ayudaran a afinar tal definicién, y dar asi
una definicién del espectro de una senal basado en espacios monofrecuenciales.

El primer resultado de esta seccién establece la periodicidad del espectro, hecho

que nos permitira acotar considerablemente el dominio de frecuencias de la funcién
pI.

6.6.1 Periodicidad

Proposiciéon 6.6.1

| (Periodicidad de la funcion (6.58)) Seann > 2, x € R". Sea ¥, la funcién
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definida como en (6.58). La funcién ¥, es n—periddica, es decir, para cualquier
frecuencia 0 < w < n y toda K € Z, se tiene que

on(z,w) = op(z,w + Kn).

Demostracién. Sélo observe que

y, similarmente, que

luego, por definicién de los espacios monofrecuenciales (c.f. ecuacién 6.21),

CrowtKn = (cos (27r (w+ Kn) %))

= (cos (277(,«1% + 271'Km>)

n—1
m=0

n—1
m=0

m n—1
= (cos (2770.}—)) = Cnw
n m=0

Sn,w+Kn = Sn,w,

Pn,w+Kn :Span(én,erKna gn,erKn)

:Span(én,wy gn,w) = Pn

de esto se concluye, usando la definicién 6.4.12, que

on(z,w) = cos(4L(x, Py ) = cos(L(x, Py wikn)) = on(x,w + Kn).

(w) Onlw, %))

Tx

,wH

(w+n,Onlx,w+n)

6.6.2 Simetria

Proposicion 6.6.2

Demostracién. Debemos demostrar que se tiene la igualdad

En efecto,

Crowtn = (cos (27r (n—w) m))

Yo(w) =X, (n —w).

on(z,w) = on(z,n —w).

n

100

(Simetria de la funcién (6.58)) Seann > 2, x € R™. Para toda 0 < w <

n—1

m=0

n
2

Figure 6.19: Segin la
periodicidad establecida en
la proposicién 6.6.1, basta
calcular los coeficientes
espectrales  on(z,w) para

frecuencias 0 < w < n.
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y, similarmente,

Sn,w+Kn = ~Sn,w;

de esto, como en la demostracién de la proposicién 6.6.1, se concluye la igualdad
entre los espacios Py, o, ¥ Pnn—w, ¥ de esto la igualdad deseada. O

L

6.6.3 Continuidad

Fijada una n > 2 y una x € R", vamos a analizar la continuidad de la funcién
Y, como se definié en (6.58).
proposiciones 6.6.1 y 6.6.2, basta analizar la continuidad de X, s6lo en el intervalo
cerrado [0,n/2]. Establecer la continuidad de ¥, en el interior de este intervalo no

Por la periodicidad y simetria establecidas en las

es un problema.

Proposicion 6.6.3

Sean n > 2, x € R", ¥, como se defini6 en (6.58). La funcién ¥, es continua
en |0,n/2|

Demostracién. Sélo observe que la férmula (6.46), que sirve para calcular el
coeficiente o, (z,w) = X;(w) cuando w €]0,n/2[, es una combinacién de sumas y
productos de senos y cosenos evaluados en funciones de la frecuencia w, luego, es

una funcién continua, por lo tanto ¥, es continua en el interior del intervalo [0, n/2].
O

Sélo resta analizar la continuidad de X, en los puntos extremos 0 y n/2. Para
ello, serd dede utilidad introducir algunos conceptos.

6.6.4 Operador de alternancia

Definicion 6.6.4
Sea n > 2. Definimos a la funcién A,, : R® — R" como sigue;

Ve = (2n)ih € Rt Au(2) = ((—1) ")k
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Figure 6.20: Podemos asi
afinar la afirmacién hecha
en la figura 6.19 y concluir
que basta calcular los
coeficientes o, (z,w) para
0 <w < %, pues los demés
pueden deducirse a partir de
reflexiones y traslaciones.



Llamaremos a A el operador de alternancia n dimensional.

Observacion 6.6.5

El operador de alternancia A,, : R™ — A,, tiene las siguientes propiedades.
e Es una transformacién lineal de R™ en si mismo

o Esuna isometria de R™, es decir, para todax € R™ se tiene que || A, (z)|| =
||

e FEs un operador involutivo, es decir, es invertible e igual a su inversa

Ejemplo 10. Veamos qué efecto tiene en la geometria y oscilaciones de una senal

x € R™ el evaluarlo con el operador de alternancia A,,.

Puesto que por definicion A, agrega cambios de signos intercalados en las

entradas de una senal, es intuitivamente obvio que si esta tenia pocas oscilaciones

(hecho que, informalmente hablando, podria pensarse como el pocos cambios de
signo de la forma +—+ y —+—), A, (z) por el contrario tendrd muchas oscilaciones,
y que, reciprocamente, si x tiene muchos oscilaciones el vector A, (z) no los tendrd.

En este contexto, puede pensarse a A, como un operador que, dependiendo de

la naturaleza oscilatoria de x, aumente o disminuya las oscilaciones de la senal x.
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Figure 6.21: Una senal
constante z € R"™ es, por
excelencia, aquella que no
presenta oscilaciones. Por el
contrario, la grafica de Ap(z)
presenta el nimero méaximo
de oscilaciones posibles para
una senal de tamafio n.

Figure 6.22



Gréfica de £30.26 Gréfica de As3q(£3026)

0.3 1
03 Figure 6.23: Por el contrario,
024 si la grafica de z € R"
024 presenta muchas oscilaciones,
0.1 entonces la de6 A, (z) es més
017 suave.
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Proposicion 6.6.6

Seann > 2 y x € R™. Para toda w € [0,n/4] se tiene que

on(z,n/2 —w) = 0,(A(2),w). (6.59)

Demostraciéon. En efecto, sélo note que, para toda 0 < m <n — 1,

cos <27r (% — w) %) = (—=1)"cos (27rw%>

sen (271' (g — w) %) =—(—1)"sen (27rw%> ,

luego,

n—1
m m
<x7cn,n/2—w> = gn,w Z(Jxm(_l) CcoS (27“*]5) = <A(x)7cn,n/2—w>7

n—1
m
<$7sn,n/27w> = —Nh,w Z{)xm(_:l)msen (277(,0%) = _<A<x)a5n,n/27w>?

n—1
m m
<Cn,n/2—w7 Sn,n/2—w> = _gn,wnn,w § CcoS (271'(.&)5) sen (27‘—‘*};) = _<Cn,n/2—w» sn,n/Q—w>'
m=0

De estas igualdades y del que A sea una isometria, se sigue aplicando directamente
la definicién de los ntimeros o, (z, w) dada en la proposicién 6.4.17, la igualdad 6.59.
O

Segun esta ultima proposicién, analizar la presencia de una frecuencia “alta”
(i.e. cercana a n/2) en una sefial x € R™ es lo mismo que analizar la presencia de
una frecuencia baja en la senal alternada A(z). Esto concuerda con lo explicado en
el ejemplo 10, a saber, que el alternar una senal con muchas oscilaciones da lugar
a una mucho mas estable y viceversa.

Definicion 6.6.7

Seann >2yzx= (mm)%_:lo € R™. Para todo k > 0 se definen a los nimeros
My (x) como

My (z) := i mFa,,. (6.60)

m=0

103



6.6.5 Limites de la funcién ¥, en 0 y n/2

Teorema 6.6.8

Seann > 2, x € R™. Sea %, : [0,n/2] — [0,1] como se definié en (6.58). Se
tiene que

) ~(2Mp(2)?(2n — 1)(n — 1) + 12M; (z)* — 12M,
Jm, T (w) _< z[[2(n — )(n + L)n

()M, (2) (n — 1>)”2

(6.61)
y

li Yo(w) = lim T4 o (w). 6.62
dm D)= lim T 0@) (6.62)

Demostracién. Para calcular ambos limites, usaremos las series de Taylor de las

funciones seno y coseno alrededor del cero con términos de hasta la potencia 5 para
aproximar a los sinusoides que aparecen en la expresién

(<I7 cn,w>2 + <I7 Sn,w>2 - 2<LE, Cn,w><xa Sn,w

HxH? : (1 - <Cn,uJ75n,w>2)

1/2
><Cn,w7 5n,w>> ’ (663)

es decir, usaremos las siguientes aproximaciones, validas en las cercanias del cero;

W3
sen(w) ~ w — 31 +o(w®), w~0,
w? Wt
COS((JJ) ~ 1 — i + j +O(w5), w v 0

Con estas aproximaciones, vamos a tener a nuestra disposicién expresiones como
las siguientes;

—1 —1)2 2(n—1)*
cos (27rwn > ~1-— 27r2uw2 + (n )
n

4, 4 5
2 3 w4+ o(w?),

m m 4 5 4 5

sen (27rw—) ~2T—w — ——=7"w” + o(w”).
n n 3n3
Empecemos calculando el limite
(T, Cnw)? + {1, 8n.0)2 — 2(T, Cro) (T Snw) (Crios Snicw) 1/2
lim Zw(w) = lim ( s Cn, s On, » Cn, y Sn, ,ws Sn,

w—0t w—0Tt

Hx||2 : (1 - <Cn,w, 5n,w>2)

(6.64)

Usando las aproximaciones de las funciones seno y coseno cerca del origen en las
definiciones (6.38) y (6.39) de los factores de normalizacion &, o, ¥ 7w, €ncontramos
las siguientes aproximaciones, validas en las cercanias del cero.

272 2 3 5v\ /2
w—3352n° —3n+ 2)w’ + o(w
énw ~V2 | 4r 3”22( yp ) )
W = e’ +o(w?)

w— %oﬁ + o(w®)

—1/2
3 <2nw - %(2712 —3n +2)w3 + 0(w5)> /
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w—0Tt L
vz

—1/2

' 6rnw — %w?’ + o(wd)

s~ /2 (87?3(271 —1)(n — 1w? + o(w®)

N——

—1/2
V3 [ a2 (2n —1)(n — Dw? + o(w®)
3nw — %oﬁ + o(wd)
w—0t
0.

De la expresion para &, ., se calcula que

n—1
~ m
<xvcn,w> :gn,w <£L'7 Cn,w> = gn,w Z Lm COS (27ng)
m=0

2 2 2 4
~Enw (Mo(x) - T%szQ + %M;;(;v)w4 + o(w5)>

3
w—0F Mo(if)'

Jn

Ahora bien, de la expresién para 7, ., se deduce la siguiente aproximacién.

n—1
- m
(@, Snw) =Mn,w(® Snw) = Mnw Z Ty SEN (Qng)
m=0

2 473 .
M <;M1(x)w - 3—23M3(x)w‘3 + 0(w5)> cuando w ~ 0

2
3 6rnw — %w‘g + o(wd) Y
8m3(2n — 1)(n — 1)w3 + o(w®)

2m 473
=My (2w — —= Ms(2)w? + o(w®) ] .
(Z o - s da(o® + ofuf)
Del intentar evaluar el limite de (z,s, ) cuando w — 0T con esta tltima
aproximacioén asintotica se llega a una indeterminacién de tipo co-0. Para desarrollar
més esta ultima expresién para intentar eliminar esta indeterminacién, vamos a

expresar el segundo factor

473

— 3?Mg(ars)w?’ + o(w®) (6.65)

2
—M
—Mi(z)w

como la raiz cuadrada de su cuadrado. Para hacer esto, deberemos de considerar
el signo de este factor

2T 473

;Ml(x)w — %Mg(aj)ws + o(w®) = %w <M1(:c) -—

que, por ser w positivo, es el signo de

— Ms(x)w?. (6.66)
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Recuerde que en realidad s6lo nos interesan valores de w muy cercanos a cero (pues

lo que queremos es evaluar el limite de (x, s, ) cuando w tiende a cero), luego,
es posible escoger un rango de w de tal forma que el sumando %Mg(x)oﬂ sea
tan pequeno (comparado con Mi(x)) que el signo de la expresién (6.66) (i.e. el de

(6.65)) sea el de M (z). Si

1 st My(z) >0,

sgn(Mi(x)) = { 1 st Mi(z) <0

podemos entonces seguir la cadena de aproximaciones asintéticas de (z, s, ) como
sigue.

n

8m3(2n — 1)(n — 1)w3 + o

mw — 2203 4+ o(wd 1/2
(T, Sn.w) NS!J”(Ml(w))ﬁ< 6 + o )w5)> .

- ((”TMl(x)w - g%zMg(x)w?’ 4 0(w5)>2>

1/2
%Xlzw?’ + o(wd) /
(w?)

1/2

=sgn(M;(z))V2 <87T3(2n —1(n-1wd+o

a4 (5 f]‘f;((j)j ) - (@6 N

Por 1ltimo, encontremos un equivalente asintético, védlido en las cercanias de 0, de

(Cnows Snyw)-

n—1
m m
(Cnws Snw) =Enwhn,w E cos (2mw— ) sen ( 2mw—
n n
m=0

2 22
N%fn,wnn,w(n -1 (Zw - %(n — 1w + o(ws)) cuando w ~ 0

n 272

N%(n e (2w - - o(ws)) .

Nuevamente, el factor 7, ., que tiende a oo conforme w — 07, nos hace tener una
indeterminacién del tipo co-0 cuando intentamos calcular el limite de lim (cp 4, Sn,w)-

w—0Tt
Observe que, puesto que solo nos interesan los valores de w cercanos a cero, el factor
2 o, . . ~
Fw — 2%(n — 1)w? + o(w®) es positivo para w lo suficientemente pequefio (pues

siempre es posible encontrar una cota superior para w, cercana a cero, de tal forma
que se cumpla la desigualdad § > %(n — 1)w? para las frecuencias w menores a
tal cota), luego, en este caso podemos proceder sin problemas a expresar este factor
como la raiz cuadrada de su cuadrado, para poder concluir lo siguiente;

1/2
cuando w ~ 0

27\/5 3 3rndw? + o(w®)
(enwr na) ~omm(n = 1) (87r3(2n —D(n—1)ud + 0(w5)>
w—0t 6(” - 1)

2o —1°
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De estos limites se deduce que

. Mo(x)?
1 2 6.67
wg& (z, Cn,w> n ( )
. 60, (x)*
1 2= .
Jm @)™ = G Ty = Ty (6.68)

Mo () M, (2)V/6 V6yn —1

S8, =20 Cnw) (@ Sn) Cnn Sn) = = 27 S —D@En—1) V2n-1
o 6.M Ml(ZE)

== 7n(20n — (6.69)

lim (Cpws Snw)? = 3(n —1) (6.70)

w0t 2(2n — 1)

Observe que 1 — 23((22_711)) nunca es cero, o sea, que sustituyendo la expresién (6.70)

en (6.63) no se tiene un denominador igual a cero, por lo que podemos sustituir
los limites (6.67), (6.68), (6.69) y (6.70) en (6.63) y concluir que el limite buscado
(6.64) existe y es igual

Mo (z)? I 6M, ()2  6My(x) M (2) 1/2
lim () = | " #@n=D0=D © n(n-1)
w—0t || |2 (1 _ 1.527:1111>

:2M0(:z:)2(2n —1)(n—1) +12M;(x)? — 12Mo(x) My (z)(n — 1)
[lz]]?(n — 1)(n + 1)n.

Determinemos ahora el limite de (6.63) cuando w — (n/2)~. Para aprovechar
todo lo calculado antes, vamos a hacer el cambio de variable

w=——1w,

|3

pues w — (n/2)~ siy sélo si @ — 0F.
Se calcula que

-1 -1
cos (27rwn ) = (=1)""*cos <271'ch ) , cos (27rw@) = (—1)"cos (2#03@) )
n n n n
cos (2#8) = —cos (27rw> ,
n n

sen (21w) = (=1)""lsen(27@), sen (27rwm> = (=)™ lsen (271'(11@) ,
n

n
sen (27r£> = sen (27rw> .
n n

De usar las definiciones de &, ., ¥ 1n,w v las relaciones anteriores entre senos y
cosenos de angulos que involucran a w y @ se sigue de inmediato que

gn,w = gn,dz Y Mnw = Mn,a,

luego,
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—1/2
O 22202 301+ 2% + 0@\ ~
2 2 cuando © ~ 0

~ 2n ot 5
O — 55w3 + o(W°)
om0t 1
% 7’
n
y
nn,w Nn.,o

—1/2
o (2n — 1)(n — 1)@ + o(@°) N
~V2 (47r s %@3 o) cuando w ~ 0
H—07T

0.

Tenemos entonces que

b= I
= — im =00
e \/ﬁ, w—(n/2)~ Mhnsw
De forma andloga pueden reutilizarse los calculos anteriores, cambiando los
factores My (z) por My (A, (x)) para deducir los siguientes limites.

lim
w—(n/2)~

n—1
m
s Cn,w/) —=Cn,w ;~nw = Qn,w m 2 *)
(@, Cnyw) =Enw(T, Cnw) = &n, Zac cos(mun

m=0
n—1
=£n e Z (=1)™x,cos (27@%)
m=0

272 5
~En.o (MO(An(I)) — ?Mg(An(x))cDQ + TMAL(AR(:E))(I/L + o(dz")) cuando @ ~ 0

oot Mo(Ap(x))
\/ﬁ ?

n—1

m
sy Sn,w/) —Tn,w aan:nw m 2 *)
(%, Snw) =Nnw(®, Snw) n’szen(wwn

m=0
n—1 m
== Z (=1)™xmsen (27@;)
m=0

3
~ = <27TM1(An(x))a; - ;ligMg(An(x))(D?’ + 0(@5)) cuando & ~ 0
n n

6o — 00 o)\’
~ — sgn(Mi (A, (2)))V2 <8w3(2n _ 1)(2 —1)@3 + 0(&)5)> '

1/2

m 7'('3 2
((Qan(An(x))w - ;%Mg(An(x))a?’ + 0((1)5)> )

o 2\ 2 1/2
o0, sgn(Mi(An(2))) ((2(:\{1 (1;1(7;1(_))1)71) = —Mi(An(z) ((Zn — 1)6(n - 1)n> '
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Por dltimo,

n—1
m m
n,wy Sn,w/) —Sn,wln,w 2 *) (2 —)
(Cnws Snw) =En.wiin, ans(mun sen an

m=0

n—1
=£n,oMn,® Z (=1)™cos (27@m

n

) S(=1)™Tlsen (27‘(’(1)%)

m=0
n—1
=—$naMne Z cos (27@@) sen (27T(I)m>
m=0 n n
=0t 6(n—1)

2V/2n—1°

Asi,

—2<.’E, Cn,w> <.’E, 3n,w> <Cn,wa Sn,w)
G0t Mo(An(z))

Vn
V(@2n—1)(n—1)n 2v/2n —1
_ 6M(A, (@) My (An(2)
n(2n — 1)
Obtenemos asf los siguientes limites.
2
lim  (z,cp0)% = M, (6.71)
w—(n/2)~ n
: 6M1(An())®
2 1
oy s = BT O (6:72)
: 6Mo(An(z)) M, (An(2))
1 -2 n,w n.wson,w/) — T 5 .
H(l;[/lQ)f (@, Cn,w) (T, 8n,w) {Cnw, Snw) n@n—1) (6.73)
m  (Cnws Snw)? = 3e-1) (6.74)

w—s(n/2)~ “h2(2n— 1)

No hay problemas de indeterminacién al sustituir (6.74) en (6.63), por lo que
podemos sustituir (6.71), (6.72), (6.73) y (6.74) en (6.63) para concluir que el
limite por la izquierda de n/2 del espectro ¥, es

i %, (0) = (

2My (A, (2))3(2n — 1)(n — 1) + 12M; (A, (2))® — 12Mo (A, () My (A (@) (n — 1>>”2
w—(n/2)~

|2][*(n = 1)(n + 1)n
_ <2M0(An(x))2(2n —1)(n— 1) 4+ 12M; (An (2))? — 12Mo (A, (2)) My (A, (2))(n — 1))1/2
[An(2)[2(n = 1)(n + 1)n

= lim EAn(w) (w)

w—0F
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Con unos ejemplos, fijando a una senal x, es facil comprobar que los limites
extremos (6.61) y (6.62) no siempre coinciden con los valores de la funcién ¥, en
tales extremos.

Anélisis espectrales de £ € p1?

Espectros Figure 6.24: Se grafica el
1.0 4t O O A espectro del PDL L1121
Observe que el espectro es
os continuo por la derecha de 6,
1 ! pero tiene una discontinuidad
i de salto a la izquierda de 0.
0.6 i 3 — x=05
Py A (1,07914)
[ (0.01,1.0)
0.4 1 —3
[
[
] H
0.2 i
srsrandhasarssararaescansranes : ..............................
1
1
0.0 i
0 1 2 3 a 5 6
Frecuencias w
Anélisis espectrales de £'%8 € g1?
Espectros Figure 6.25: Observe que el
Y 7 DU DU UUUUS IS UUUUSUUUUUUU A UUUSUUUUUSSSUUUUSSUUUUURUU! DUUSUSUUURRRUI B v —a0 espectro de £128 es, por el
A (4, 06475) contrario, continuo por 0 pero
(3.66,0.84) discontinuo por 6.
0.8
3
T:‘A 0.6 -
[
3
o 0.4
02|
0.0 =
0 1 2 3 a 5 6
Frecuencias w
Anélisis espectrales de £12° € g2
Espectros Figure 6.26: El espectro de
ST 1 S N A S U SUU A . —x 45 £12:9 o5 continuo por ambos
A (4,0.8066) extremos 0 y 6.
(4.2,0.86)
084
3.
T:r'“ 0.6 -
ho
3
o 0.4
?‘:a
5 g2
0.0 -

0 1 2 3 4 5 6
Frecuencias w

110



Andlisis espectrales de x

Espectros
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6.7 Definicion del espectro de una senal basado en
espacios monofrecuenciales

Estamos motivados a usar los coefcientes o, (z,w) de una senal x (luego, a la funcién
¥, definida como en (6.58)) para formular una definicién del espectro de una senal

que indique qué tan cercana’

es = a pertenecer a un espacio monofrecuencia P, ,,,
luego, qué tan cercana es x a tener frecuencia pura w. Para nuestra definicién, seria

pertinente tomar en cuenta que

e 3. es n—periddica,
e Y, es simétrica respecto a la recta vertical w = n /2,y

e Y. es continua en |n/2[ pero no necesariamente en 0y n/2.

Estos primeros dos puntos se toman en cuenta al acotar el dominio de frecuencias
w, que en principio era todo el rango [0, ool.

Nos gustaria que la funciéon que sea el espectro de x sea continua en todo
su dominio [0,n/2]. Segin el dltimo punto de la lista, tomando directamente a
la funcién ¥, (restringida a [0,n/2]), esto no puede asegurarse. Como tenemos
expresiones para los limites laterales, esto puede remediarse facilmente redefiniendo
a X, en 0y n/2. Antes de hacer esto, establezcamos algunos resultados que nos
ayudardn a expresar a los limites de ¥, por 0 y n/2 de una forma mucho més
ilustrativa que la dada en las férmulas (6.61) y (6.62).

Para ello necesitamos antes el siguiente

Lema 6.7.1
Seann # 2, x € R". Si

ci(x) := (x, L™, i=0,1 (6.75)
son los dos coeficientes primeros coeficientes de x respecto a la BLD L™,
entonces

My(x) = /nco(x) (6.76)
y

My(a) — @) | VA1)

0 5 co(z), (6.77)
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Figure 6.27: El espectro de
la sefial z = (1,2,—3,—6) €
R* es discontinuo por ambos
extremos 0 y 2.

9 Midiéndose tal cercania
con el coseno del angulo
que forma z con espacios
monofrecuenciales.



donde
12

P o Dt 1)

(6.78)

Demostracién. En efecto, segin la ecuacién (4.17),

n—1

co(@) = (z, L) = % S = %Mg(x),
m=0

luego, My(x) = v/ncy. Ademds, segin (4.18),

(@) = (z, L™ = 6 ni Tom <m ”21> -0 <M1(x) - ”; 1M0(x)) :

m=0
despejando a Mj(x) y usando la relacién dada de My(x) obtenemos (6.77). O

En la siguiente proposicién establecemos una interesante relacién entre el espectro
de una senal z con sus primeros dos coeficientes respecto a la base de Legendre
discreta L£™.

Proposicion 6.7.2

Seann > 2, x € R", ¥, el espectro de x. Si W,, 1 es como en (2.4), el espacio
de los polinomios discretos de grado a lo mas 1 y dimension n, entonces

wlirg+ Yo (w) = cos(L(x,W,1)) (6.79)
y
lim ¥, (w) = cos(L(An(x), Wy.1)). (6.80)

n —
w—r35

Demostracion. Segun la proposicién 5.1.3,

[Mw,, , (@)[] = Vco(2)? + er()?, (6.81)

donde los ¢; son funcionales coordenada respecto a la BON L™ como se definieron
en 6.75.

Sustituyendo las expresiones (6.76) y (6.77) en la expresién (6.61) del limite
para WIH& Y. (w), tenemos que

lim ¥, (w)? =
5 Zl)

<2M0(x)2(2n —1)(n — 1) 4+ 12M; ()% — 12My(2) My (z)(n — 1) > 12
lz|[?(n — 1)(n + 1)n
1 (
[|z[[2(n = 1)(n + 1)n

2nco(z)?(n —1)(2n — 1)+

A 2 (n—=1)n(n+1)
1
“l2]2(n — L)(n+ L)n

3n(n —1)% — 6(n — 1)%n]co(x)* + 1201(:13)2)

(2n(n—1)2n — 1)+

co(x)? + e1(x)?
||| |2
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Usando (6.81) podemos concluir que

2 2 I
lim 5, (w)? = 2@ +a@? _ Mw., @l
w0 ||| (]|

siendo esta ultima expresién, segtin la proposicion A.6.4, el coseno del dangulo que
x forma con W, ;.
Por tltimo, usando (6.62) y lo ya demostrado se tiene que

lim Y (w)= lim ¥4 )(w)=4£(An(z), Wn,1).

w—(n/2)~ w—0+t
(]

Veamos por qué el resultado expuesto en la proposicion 6.7.2 era de esperarse.
Usando las expansiones en series de Taylor de las funciones seno y coseno cerca del
origen

sen(w) = w + o(w?), w~0

cos(w) =1+ o(w?), w~0,

tenemos que

m
= (27rwf + o(w?’))
n m=0
w n—1 n—1
= (27r—m> + (o(w?)) —o°
n m=0 m=
. ~ n—1
luego, cuando la frecuencia w es cercana a cero, los vectores 3, ., y (2%%771) m—p SOL
semejantes.
Andlogamente,

- m n—1
Cnw i= (cos (2770.}—))
n m=0

— (1 + 0(0.)2))”_1

m=0
n—1

(Do + (o)) —o

~ n—1 .
O sea, cuando w es cercano a cero los vectores Cnw Y (1)m:0 son semeJantes.

Ahora bien, recuerde que, por definicién del espacio monofrecuencial P, , (c.f.
ecuacién (6.21)), P, es generado por 3,., ¥ Cn.. Segun las aproximaciones
. + . . w n—1 n—1
anteriores, conforme w — 07, P, ,, se asemeja al espacio span{(27r Em) 0 (Dm—o}s
que, segun la proposicién 2.1.12 es W,, 1 -el espacio de polinomios discretos n-
dimensionales de grado a lo més 1. Tiene sentido entonces que, como se demuestra

en la proposicién 6.7.2, los niimeros
Yo (w) = op(z,w) := cos(L(z, Pnw))
tiendan al ntimero
cos(4L(x, Wy 1))

conforme w tiende a cero por la derecha.

Tenemos todo para definir el espectro de x basado en espacios monofrecuenciales.
Claro que el codominio
de 3, es [0, 1], pues esta
funcién se define en
113 funcién del coseno.



Definicion 6.7.3

Sean n > 2, xr € R™.

Yo(w) =

1
“"9( 4-(x.wn,q)) -

&0 (4 (=, Pﬂ.o\) -

cos(4(x, Py )
cos(L(x, Wy 1))
cos(L(An(z), Wyn1))

Si x = 0, definimos su espectro como la funcién constante cero.

Grofco dofl Mfw.d'ro
* 2 de ZGR“

co( %X, P, )

st w €]0,n/2],
st w =0,
stw=n/2.

Six # 0, definimos a su espectro basado en espacios monofrecuenciales
como la funcién ¥, : [0,n/2] — [0, 1] definida como

& m(&..(x, V\ln.e))

P>
"IL& o) (&_ (7(. ¢ pﬂ,ﬂl‘ I))

La definicién 6.7.3 es importante desde el punto de vista tedrico, pues hace
evidente la relacién entre el nimero Y, (w) y la cercanfa de z a cierto subespacio
de R™ (medida en términos del coseno del déngulo que x forma con tal espacio, la
llamada “distancia coseno” en el apéndice A.6.3). Sin embargo, para poder usar en
la practica tal definicién para realizar un anéalisis espectral, es conveniente establecer
férmulas més concretas para el espectro. En realidad, ya tenemos tales férmulas, y
las reunimos en la siguiente proposicién.

Proposicién 6.7.4

() = au(a) =

Sean n # 2, x € R™ no cero. Sea X, el espectro de x como se definié en 6.7.3.
Si w €]0,n/2], entonces

Hl.||2 ’ (]- - <Cn,w7 Sn,w>2)

donde los vectores ¢, o ¥ Snw son como en (6.36) y (6.37). Ademads

2Mo(x)3(2n — 1)(n — 1) + 12M; (x)? — 12Mq(z) My (z)(n — 1)

5.0 = (

y

2M0(.’1~7)2(27’L — 1)(1’L - 1) + 12M1(.’)~3)2 - 12M0

[|z[[?(n = 1)(n + 1)n

1/2
(@, Cne)? + (T, 50,0)2 = 202, ) (T, 8m.0) (o >> /

>1/2

. (n/2) = (

[1Z[[*(n = 1)(n + 1)n
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(Definicién del espectro de una senal basado en espacios monofrecuenciales)

Figure 6.28: Por definicién,
Yz -el espectro de una
sefial x € R™-es una funcién
definida en [0,n/2] y continua
en su dominio. Preferimos
no definir al espectro en 0
y n/2 como el coseno del
dngulo que forma x con los
correspondientes espacios
monofrecuenciales P,o y
Pp,w, pues esto daria lugar a
una funcién que no siempre
es continua en su dominio.



donde ¥ := A, (z) y los coeficientes M;(x) son como se definieron en 6.6.7.

6.7.1 Propiedades importantes del espectro >, de una senal
finita

Sélo para referenciar més adelante la continuidad del espectro de una senal y la
forma en que se relacionan los valores del espectro para pares de frecuencias w y
n/2 — w, plasmamos estos resultados -que son consecuencias directas de la forma
en que hemos definido el espectro Y- en la siguiente proposicion.

Proposicion 6.7.5

Seann > 2, x € R™. Sea %, : [0,n/2] — [0,1] el espectro de x como se definié
en 6.7.3.

e Y es una funcién continua.

e Para toda w € [0,n/4],

Ye(n/2 —w) =34, () (W)

Demostracién. La continuidad de ¥, en el interior de [0,n/2] se establecié en
6.6.3, y la continuidad en los puntos extremos 0 y n/2 se sigue del teorema 6.6.8,
la proposicién 6.7.2 y la definicién 6.7.3 del espectro.

La veracidad del segundo punto para toda w €]0,n/4] se sigue directamente de
la proposicién 6.6.6. Por ultimo, haciendo w = 0 se tiene también la igualdad, pues

Y.(n/2)= lim ¥,(n/2)

w—(n/2)~
:K(An(z)awn,l)
= lim ZAn(z)(w)

w—0+

:EA,,L (x) (O) ;

donde la primera y ltima igualdad son ciertas por ser continuo el espectro ¥,. [
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Andlisis espectrales de £28°

Espectros Figure 6.29: Segin la
1.0 e oo T ] proposicién  6.7.5, si se
quieren calcular los valores
081 [ del espectro X, 285- cuyo
2 dominio es  [0,14]- en
% el frecuencias w € [7,14], estos
& A (2,07853) pueden hallarse usando los
3 04 \ (22085 valores del espectro del vector
g H alternado Aag(L£28:%) en el
~
K H rango de frecuencias [0, 7].
0.2 H
i
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Anédlisis espectrales de Ag(£2%83)
Espectros
10 e
3
& 081
< 061
& A (12|0.7853)
3 (11f82, 0.85) i
2 044
) i
&) H
= H
< 02+ i
& ii
| i
0.0 {— i
0 2 3 6 8 10 12 1

Frecuencias w

6.7.2 Sobre la interpretacion de los valores de X,

Sea X, : [0,n/2] — [0, 1] el espectro de una senal z € R™ como se defini6 en 6.7.3.
Seguin esta definicién,

e Para toda w €]0,n/2], entre més cercano a 1 sea 3,(w), més cercana estard
x al espacio monofrecuencial P, .,; puesto que, segin el teorema 6.4.5, P,
consta exactamente de las senales n—dimensionales de frecuencia w, tenemos
que entre m&s cercano a 1 sea Y, (w), mds cerca estd x de la propiedad de
tener frecuencia w. Dualmente, si ¥, (w) es muy cercana a cero, w es una
frecuencia poco adecuada para modelar a z.

o Puesto que X,(0) es £(z, W,,.1), y como W, 1 es el espacio de los polinomios
discretos n—dimensionales de grado o lo més 1 (c.f. corolario 2.1.11), si ¥,(0)
es cercano a 1, entonces la grafica de x serd muy cercana a parecer una recta
(ya sea constante o 1no).

e Por ser X,(n/2) igual a £L(A,(x), Wy 1), si x(n/2) es cercano a 1 entonces
A, (z) -la senal alternada de 2- es cercana a ser la discretizacién de una recta,
luego, x es cercana a ser el alternado de una tal senal.

Observe entonces que, para toda frecuencia w €]0,n/2[, ¥, (w) indica qué tanto
reacciona = a la frecuencia w (en términos precisos, ¥, (w) indica la distancia
coseno al espacio monofrecuencial de R™ y frecuencia w), pero los valores del
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espectro X, en los puntos extremos 0 y n/2 no indican distancias a espacios
monofrecuenciales. En su lugar, indican la distancia coseno de z y A, (x),
respectivamente, al espacio W, ; de senales afines n—dimensionales.

Nota 6.7.6

Fijados n > 2, x € R™ una senal y w > 0 una frecuencia, entre mas cercano
al sea ¥, (w) = o,(xz,w), mejor es usar un sinusoide de frecuencia
w para ajustar la grafica de x. Esto porque, recuerde, entre mas cercano
a uno sea uno de esos coeficientes, mas cercana estara la senal x al espacio
monofrecuencial P, ., luego, mds cercana estd x a tener la propiedad de ser
una discretizacion de un sinusoide de la respectiva frecuencia w.

6.8 Relacién entre los espectros basados en la TDF
y en espacios monofrecuenciales

Después de todo lo expuesto en las secciones anteriores, tenemos ya dos alternativas
para realizar un analisis espectral de una senal z € R™.
Seann >2, M :=[§]| y z € R".

o (Espectro-0: basado en la TDF) Usando la transformada discreta de
Fourier (c.f. seccién 6.3), el espectro de x es la funcién

. +
Tm : DomTDpvn — RO

definida en 6.3.15.

La grafica es entonces la de las frecuencias enteras w dadas (dependiendo
de la paridad de n) por las tablas 6.1 y 6.2 versus los coeficientes 7, (x,w)
definidos en 6.3.14.

Puesto que el realizar un analisis de z via la TDF significa encontrar una
expresién de x como una suma ponderada de muestreos de senos y cosenos,
de frecuencias enteras las indicadas en las tablas 6.1 0 6.2, se tiene que

— Para toda frecuencia w considerada por la TDF,
0<1(z,w) <1,

Yy que

— entre mas se acerque 7, ., (x) a 1, mayor es la importancia de la frecuencia
w para sintetizar s x; reciprocamente, si 7,(z,w) es cercana a cero,
entonces la frecuencia w no es muy relevante para sintetizar a la senal
x.
Definicién 6.8.1

Llamaremos frecuencia principal-0 (y denotaremos por FPO(z)) a una
frecuencia w € Domrpr., tal que, para cualquier otra w' € Domrpp., se
tenga que
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Observe que tal frecuencia principal existe por ser el maximo de un conjunto
finito de nimeros, pero que no estamos asegurando que sea Unica. Tomamos
pues como FPO de z a la mayor de las w € Domrpr,, que satisfaga la
definicién 6.8.1.

e (Espectro-1: basado en espacios monofrecuenciales) Recuerde que
este espectro X, : [0, 2] — [0,1]. se defini6 en 6.7.3.
La gréfica de este espectro es la de las frecuencias w €0, §[ versus los
coeficientes oy, (2,w) = cos(L(z, Pp.,)) definidos en 6.4.17, y los puntos

extremos del espectro son
(0, cos(£(x,Wn1))) y (n/2,cos(£(x, Wy 1))).
Observe que

— para cualquier frecuencia w € [0,m/2], se tiene que
0<op(r,w) <1

— y, paraw €)0,n/2[, el que ¥, (w) = o, (x,w) sea cercano a 1 significa que
un muestreo uniforme de un sinusoide de frecuencia w modela bien el
comportamiento de z, mientras que un o, (x,w) cercano a cero significa
que z es casi perpendicular a toda senial de frecuencia w (c.f. nota
6.4.13). Similarmente, si w = 0 0 w = n/2, el que ¥, (w) sea cercano a
1 significa que x es cercano al espacio W, 1 o Wn,l, respectivamente.

Definicion 6.8.2

Llamaremos frecuencia principal-1 (y denotaremos por FP1(x))
a una frecuencia w' € [0,n/2] tal que, para cualquier otra w € [0,n/2] se tenga
que

Ye(w) < Tp(w).

Observe que, por ser el espectro ¥, una funcién continua en su dominio
(c.f. proposicién 6.7.5), que es un intervalo cerrado de R, ¥, alcanza su
méximo (c.f. teorema del valor extremo, [Spi08] p. 130), luego, 6.8.2 es
una buena definiciéon. Sorteamos el problema de la posible no unicidad
de una frecuencia que satisfaga la definicién de frecuencia principal-
1 acordando que se tomarda como FP1 a la mayor de las frecuencias
w € [0,n/2] que satisfaga la definicién 6.8.2. De todas formas, en la
practica se tendrd que fijar un conjunto finito P C [0, n/2] de frecuencias
para calcular, de forma computacional, el espectro ¥,.. Para respetar la
convencién puesta en la nota 6.8.5, vamos a tomar a P como en (6.83).

Para establecer una relaciéon entre los espectros T, y ¥, de una senal asi
definidos, sera de utilidad la siguiente proposicién.

Proposicion 6.8.3

Sean n > 2, x € R". Sea Domrpr,, el dominio del espectro-0 de x como se
definié en 6.3.12. Se tiene que

Yw € Domrpry @ Tn(z,w) = o, (z,w). (6.82)
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Demostracién. Recuerde que los coeficientes o, (x,w) se definieron como

O'n(x,w) = |HP|nw(x)|

|

Teniendo una base ortonormal del espacio P,, puede calcularse la proyeccién
involucrada en la férmula para o, (z,w). Recuerde que, por definicién del espacio
Pn,wa

e los vectores ¢y, ¥ Snw conforman una base de P, ,, cuando 1 <w < M —1
(pues, para estos valores de omega se tiene siempre que w ¢ §7Z) y

® ¢, conforma una base de P, cuando w = 0y, en el caso en el que n es
par, también para cuando w = M (pues s6lo para estos valores de omega se
3 n
tiene que w € 7).

Ademas, seguin la proposicién 6.3.9, para todas estas w, los vectores de la lista
anterior son ortogonales entre s{ y tienen norma uno, luego, mas que una base
de P, ., constituyen una BON para este espacio. Asi, IIp,  (x) puede encontrarse
simplemente calculando los productos punto de x con los elementos de estas BONs
(c.f. nota 1.1.2); comparando este cdlculo con la definicién 6.3.14 de los coeficientes
Tn(x,w), concluimos que en efecto se tiene la iguadad (6.82).

O

Usando la definicién del espectro X, en el interior de su dominio |0,1] (c.f.
definicién 6.7.3) y la proposicién anterior, se sigue de inmediato el siguiente resultado.

Corolario 6.8.4

(Relacion entre los espectros T, y ¥, de una senal) Sean > 2, x € R™.
Para toda w € Domppr, —{0,n/2} se tiene que

Asi, a excepcién de los valores de ¥, en los puntos extremos 0 y n/2, el
espectro basado en espacios monofrecuenciales es una extension de la
definicion del espectro basado en la transformada discreta de Fourier.
Como ya recordamos al inicio, la ventaja de este primer espectro X, es que para
calcularlo es posible usar un rango cualquiera de frecuencias no negativas, mientras
que el segundo, a pesar de que da no sélo un proceso de andlisis de una senal de x
a partir de sinusoides, sino también uno de sintesis (c.f. nota 6.3.13), se limita a
considerar las frecuencias en Domrpp,y.

Nota 6.8.5

Para poder escribir programas para calcular el espectro 3, de una senal x, se

debe de usar como dominio de esta un conjunto discreto de puntos. Para los
espectros que calcularemos de ahora en adelante, adoptamos la convencién de
usar como dominio de la funcién Y, de una senal x € R™- que en teoria es el
intervalo [0,n/2]- al conjunto

{130; 0<as fozonj} (6.53)
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es decir, se toman 100

muestras por cada unidad del intervalo [0, %]

Asi, cuando hablemos de “frecuencia principal 17 de una senal, en realidad
no estamos hablando con seguridad del punto en el que ¥, alcanza su maximo,
sino el punto de la malla de frecuencias (6.83) en el que computacionalmente
se calculé el valor maximo para Y.

Ejemplo 11. Sea la senal

r=(1,3,5,7,9,19,3.4,8) € RS,

En este ejemplo,n = 8. A

continuacion graficamos los dos espectros T, y 3, de x.

Analisis espectrales de x

Espectros
T 1 i O ! I O KA DU Mo
Iy
081 &
3
x 0.6
B A (0,07986)
< (0.45,09)
X 0.4+
g
0.2 4
0.0
0.0 0.5 10 15 2.0 25 30 35 40
Frecuencias w
A :(FPO(x), Tn(x, FPO(x))
erpocios {
wonofrec. L ¥ "‘1‘-'—°+"° -1

Como se esperaba (segin lo establecido en el corolario 6.8.4), las grdficas de ¥,
y Ty coinciden en el interior del intervalo de frecuencias [0,4], pero de hecho no
coinciden en los puntos extremos.

Segin la grdfica,

FP0, =0 y FPl,=0.45.

o Segun el estudio basado en el espectro de Fourier T, la frecuencia entera
en Domrprzg que es mejor para modelar la grifica de x es 0, luego, de este
estudio se concluye que lo mehor es modelar a la grdfica de x con una recta

horizontal.

o Segin la nota 6.7.6 y el estudio basado en el espectro ¥, usando una frecuencia

de 0.45 se obtiene el sinusoide que mejor modela la grdfica de x.

A continuacion graficamos

e la parte de la descomposicion de x en base a la TDF correspondiente a la
frecuencia 0 = FPO(z), y

e ¢l sinusoide de frecuencia 0.45 = FP1(x), con amplitud y desfase los dados

en el teorema 6.5.1.
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6.30: De ahora
en adelante, siempre que
grafiquemos  espectros de
senales finitas, usaremos los
colores y notaciones usados
para esta figura.

Figure
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Nota 6.8.6

Sea x € R™; sea (6.14) o (6.15) (dependiendo de la paridad de n) la sintesis
de z respecto a la base de Fourier real F,. De esta suma podemos separar los
sumandos que corresponden a una cierta frecuenciaw € Domrpr,y; recordando
que, como se noté en la demostracién de la proposicion 6.8.3, los correspondientes
vectores de frecuencia w (que son ya sea uno o dos, dependiendo del valor de
w) conforman una BON para el correspondiente espacio monofrecuencial P, ,,,
tenemos que la parte de la sintesis de x que corresponde a cierta frecuencia w
es igual a Ilp, ,(z).

Aplicando esto al ejemplo 8, si x es la sefial definida en 6.12, se tiene que
H7’0 = 4.1267’0,

H7,1 = —8.766771 — 7.3557717
H772 = 4.776772 — 108772,
H773 = 0.140773 + 9'9157,z3~

Ejemplo 12. Sea f,, el sinusoide definido como

fu(t) := —1.5cos(2m - wt + 27 - 0.2). (6.84)
Considere a una senal © € R3¢ que sea el resultado de muestrear uniformemente
al sinusoide fs4 con ruido aleatorio (con distribucion, pongamos, uniforme en
[—0.5,0.5]).

A continuacion, mostramos las grdficas de los espectros de x. Para calcular el
espectro ¥, usamos el dominio establecido en la nota 6.8.5.
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Figure 6.31: Grafica de =z
comparada con las de los
sinusoides cuyas frecuencias
fueron obtenidas al realizar
un andlisis espectral de =z
con Ty y Xz Observe
que el sinusoide naranja, el
obtenido en base al espectro
Yz, parece ajustar mucho
mejor la grafica de x que el
sinusoide morado, el obtenido
como resultado de hacer un
andlisis con la transformada
discreta de Fourier.



Analisis espectrales de x

Espectros
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Frecuencias w

Observe como el espectro-1 parece completar la informacion dada por el espectro-
0, pues, a diferencia del primero, el espectro-0 da coeficientes de frecuencia 7, (x,w)
solo para algunas frecuencias enteras w, mientras que en el espectro-1 es posible
considerar cualesquiera frecuencias w > 0; como puede observar en la grdfica,

FPO(z) =3 y FP1(z) = 3.42;

esta sequnda frecuencia es mucho mds cercana a la frecuencia w = 3.4 del sinusoide
del que fue obtenida la senal x; como agregamos ruido aleatorio en las mediciones,
no es de extranarse que no se haya obtenido exactamente FP1(x) = 3.4.

A pesar de que el espectro-0, el obtenido a partir de la transformada discreta
de Fourier, no dio una mala estimacion (del rango de frecuencias Domrppy
considerado por esta herramienta, w = 3 es el valor mds cercano al valor real
w = 3.4), vemos en este ejemplo que usando el espectro-1 es posible obtener mejores
estimaciones de frecuencias que modelen a la serial original.

Mostramos ahora la grdfica de x junto con

e la parte de la sintesis de x respecto a la TDF que corresponde a la frecuencia
principal FPO(x) (c.f. nota 6.3.13), que de hecho, segin la nota 6.8.6, es

HP36,3 (x)

Gréfica de x

2.0
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Figure 6.32

Figure 6.33: Puesto que
{(336,37836,4,.;} es una BON
de Psg,3, claro que la senal
que resulta de discretizar
el sinusoide morado en la
malla I3 es, de hecho, la
proyeccién de x al espacio
monofrecuencial P3¢ 3.



e la senal Ilp , ,,(x), o0 sea, la senial de dimension 36 y frecuencia FP1(x) =
3.42 mds cercana a x, junto con el sinusoide continuo del que fue muestreado.

Gréfica de x

2.0
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o ° Figure 6.34: Para obtener la
£ 157 L .o M s versién continua del sinusoide
£ - ;
g 1o ° ° . discreto Ipyg 4 40 (2) (le. la
[¥) .0 19
] b . grafica naranja), usamos las
S 05 ° » féormulas establecidas en los
2 ® ]
e » . teoremas 6.5.1 y 6.5.2.
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Los sinusoides de las figuras 6.33 y 6.34 son las senales de frecuencia pura 3
y 3.42, respectivamente, cuya distancia euclidea a la senal original T es minima.
Observe que la segunda senal, aquella cuya frecuencia fue determinada a partir del
estudio espectral basado en espacios monofrecuenciales, parece ajustarse un poco
mejor a la grdfica de x.

Andlisis espectrales de x
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Anélisis espectrales de x
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Para terminar este ejemplo, tomemos una suma de sinusoides de varias frecuencias,

digamos, de frecuencias 1, 4 y 7; sea

Sea x la senal que resulta de muestrar, sin ruido, este sinusoide g, siendo 25 el

g(t) = 3sen(2nt) + sen(2m - 4t) + 0.5cos(27 - Tt).

tamano de la muestra.
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Figure 6.36: Si ahora
muestreamos sin ruido del
sinusoide f5, como era de
esperarse, la  frecuencia
principal de ambos espectros
es 5 (y el valor de los espectros
en tal frecuencia es igual a 1,
la cota superior). Ademads,
las graficas de frecuencia 5
que resultan ajustan a la
perfeccién a la senal original
x.



Anélisis espectrales de x
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6.8.1 Adaptacion del analisis espectral a senales reales con
una frecuencia de muestreo dada

Para hacer nuestros analisis espectrales numéricos de una senal x € R”, hemos
usado la dimensién n de la senal en cuestién para buscar, en base a méaximos
globales del espectro X, : [0, 5
grafica de x en base a un sinusoide discreto de dimensién n.

] — [0,1], la mejor frecuencia w para aproximar la

Note que en esta discusion nunca hablamos de parametros importantes para,
de forma canonica, hacer un analisis espectral, como lo son la duracién en tiempo
de la senal o la frecuencia de muestreo.

Definicién 6.8.7

La cantidad de muestras tomadas (de forma uniforme) de una senal por unidad
de tiempo sera denotada por F y llamada frecuencia de muestreo de la senal.
A la cantidad de unidades de tiempo que dura la medicién se le denotara por
T. A la cantidad total de muestras tomadas se le denotara por L.

Observe que, para poder dividir una unidad de tiempo en F subintervalos de igual
longitud, se deben divider al eje del tiempo con los puntos

1
ty :=to+ hk, con h:= o

S

(6.85)
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Figure 6.37: En la imagen
se muestran los espectros
de tal =x. Observe que
los espectros parecen
concentrarse alrededor de las
frecuencias 1, 4 y 7.



A tal constante h, definida como el reciproco de la frecuencia de muestreo, se le
llama el paso temporal de la senal.

De las definiciones se sigue de inmediato que

L=TF,. (6.86)
e
Y o 0. .
. o o o R o Y
IR S W R | a1 o I | 2 o1 + y
olsl 1 © 151 T T 2$v T Y T \315 /w
° [ ]
— L=TFs

—Fs =% i

Nosotros, por el momento, sélo nos hemos enfocado en buscar una frecuencia
w € [0, 5] que de lugar a un sinusoide que aproxime bien la grafica de x; observe que,
al hacer esto, hemos supuesto de forma implicita que estamos estudiando una senal
de duracién una unidad de tiempo (i.e. T =1) y de longitud n (i.e. L = Fs; = n).
Supongamos ahora que tenemos una senal x que consta de L mediciones, siendo F
la frecuencia de muestreo.

l L =40 I

— Fazlo—

0.5 1 o0

0.0 . .

Sea ahora 2 < n < L y supogamos que se hizo el andlisis espectral de una
seccién x|, de tal sefial que conste de n puntos (usando el espectro ¥, : [0, §] —
[0,1]). Digamos que, como conclusién de ese andlisis, se obtuvo que un sinusoide
de frecuencia w € [0, 5] ajusta bien esa seccion particular x|, de la senal x.

0.5 o = . e

0.0 +

054 . L]

Observe que, en general, si se quisiera usar directamente una frecuencia de
w para ajustar a la senal x, la aproximacién lograda en los n puntos escogidos
previamente puede no ser valida.
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Figure 6.38: Adoptamos
la convencién de empezar
a medir un bloque de Fjs
mediciones desde que inicia la
unidad de tiempo (que, en el
caso de la figura, se ha fijado
como segundos).

Figure 6.39: Para la imagen,
hemos fijado Fs = 10y L =
40.

Figure 6.40: Para la imagen,
hemos fijado n = 6; se calculd
que la mejor frecuencia
para ajustar los primeros 6
puntos que componen la senal
original x es w = 2.



0.5

0.0 4

-0.54

Esto se debe a que tal frecuencia w es buena para aproximar a dichos n puntos
cuando se ha tomado como unidad de tiempo a n, pero, por la forma en que fue
muestreada la senal original x, son Fy (y no necesariamente n) la cantidad de
puntos que conforman una unidad. Asi, puesto que con w ciclos de un sinusoide se
aproximaron n puntos, la frecuencia que debe escogerse para aproximar a todos los
L puntos es

W= —Sw. (6.87)

wandod
w atdlos —n P.wfos (F\’cﬁo‘-a)

fFw adlos —F, pastos (“?fi“d

0.5+

0.0 4

—0.5 1

127

Figure 6.41: Usando los datos
de la figura 6.41, podriamos
intentar en un principio usar
a un sinusoide de frecuencia
2 para intentar modelar a la
senal, pero un sinusoide de
tal frecuencia, como es el caso
de esta figura, puede que ni
siquiera sea adecuado para
modelar el pedazo x|, original
a partir del cual se obtuvo la
frecuencia w.

Figure 6.42: Es con una
simple regla de tres que se
deduce la relacién (6.87).

Figure 6.43: Segun los datos
de las figuras 6.39 y 6.41,
con un sinusoide de frecuencia
@ = 10/3 se aproximan bien
a los seis puntos en base a
los cuales se encontré a la
primera frecuencia w.



Chapter 7

Analisis espectral numérico
de los PDL

Establecida ya la teoria necesaria para definir todos los elementos de los espectros
basados en la TDF y en espacios monofrecuenciales de una senal finita z € R™,
programamos las funciones necesarias para realizar andlisis espectrales de los polinomios
discretos de Legendre usando estas dos metodologias; podremos asi comprobar o
refutar y mejorar la hipétesis hecha en 6.2.1.

Puede encontrar el c6digo, implementado en Python, en https://github.com/
AmelieBernes/tesis-licenciatura/tree/main.

Antes de mostrar las graficas de los espectros de algunos PDL, redactamos en la
siguiente secciéon unas preguntas guia que nos gustaria responder numéricamente,
después de realizar analisis espectrales de los PDL £™* de dimensiones 2 < n < 69.

No realizamos el anélisis espectral para dimensiones mayores a 69 pues, para
dimensiones mas grandes, los nimeros involucrados en los calculos son tan pequenos
en magnitud que son redondeados a cero.

7.1 Preguntas a responder numéricamente sobre
las oscilaciones de los PDL

Enlistamos las preguntas que nos interesa considerar relacionadas a las naturaleza
oscilatoria de los PDL £™* para dimensiones hasta n = 69. Todas ellas se formulan
con la intencién de verificar o refinar la hipdtesis 6.2.1 hecha al inicio del capitulo.
La primera de estas preguntas es una reformulacién de dicha hipdtesis en términos
de los valores F'PO(z) y F'P1(z) definidos en 6.8.1 y 6.8.2.

Pregunta 1

Sean2<n<69y0<k<n-—1. Sea L™k el PDL de dimensién n y grado k.
/las frecuencias maximas FPO(L™) y FP1(L™*) son cercanas a &7

A continuaciéon mostramos un dibujo para ilustrar como podrian verse los
espectros del PDL L7® € R7 en caso de que la respuesta a la pregunta 1 sea
afirmativa. Observe que, en el segundo espectro, fue posible usar varios valores de
w para analizar a £7°, y que podria ser que la frecuencia maxima sea un niimero
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decimal, mientras que para el primer espectro (el basado en la TDF) sélo pueden
usarse algunas frecuencias enteras, por lo que no esperamos que FP0(z) sea %, pues
este ni siquiera es un entero. Esperamos, sin embargo, que el médximo se de en las

frecuencias enteras cercanas al valor %

Ailinio erpactnlos do &0 €R’

O:Voomdo \a. TDF 1: Woowdo eaposins wonof recancialoos

L]
~— Ll .ﬁ‘.

* .
|
|
|
|
|

2.5

P .-.l"

1 2 3 . L] .2. l s 3.5
FPO(‘:‘ ):3 w: frecammcion

En la formulacién de nuestra hipétesis 6.2.1, en la que asociamos una frecuencia
w al PDL L£™*, observe que sélo se involucra el pardmetro de grado y no el de
dimensién. En lugar de ver si en realidad ocurre que F PO(L™"), vista como funcién
de n, es constante, para investigar la veracidad de la hipdtesis 6.2.1 podria ser més
adecuado preguntarse por el limite de tal expresién conforme n crece. Formulamos
esta idea en la siguiente pregunta.

Pregunta 2

Sea k > 0 entero. ;Existen los Iimites
lim FPO(L™) y lim FP1(L™F)?
n—oo n—oo

De existir estos limites, jcoinciden entre si?

Para tratar de responder a la pregunta 2, fijado un grado k, podria ser 1til
graficar los puntos de la forma

(n, FPO(L™")), k< n <69, (7.1)

(n, FP1(L™")), k <n <69. (7.2)

Graficas de este estilo podrian usarse para comprobar la respuesta a la pregunta 1
graficando también la recta horizontal y = g y viendo si los puntos graficados se
encuentran cerca de esta recta o no.
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Figure 7.1: A la izquierda
un dibujo (no basado en
datos reales) de un posible
espectro para L£™* basado en
la DFT, y a la derecha uno
basado en cosenos a espacios
monofrecuenciales.  Observe
que en el segundo espectro
se pueden considerar muchas
mas frecuencias que en el
primero.
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Para intentar refinar la aproximacion hecha en la hipétesis 6.2.1, planteemos una
tercera y tltima pregunta. Segin esta hipotesis, esperamos que tanto FPO(L™F)
como F' Pl(ﬁ"’k) sean cercanos a g; de ocurrir esto, tendriamos que los puntos de
las colecciones

(k, FPO(L™F)), 0<k<n-—1 (7.3)

(k, FP1(L™*)), 0<k<n—1, (7.4)

que se obtiene después de hacer anélisis espectrales a todos los PDL de dimensién n,
se ajustan a la recta f(t) = % Una forma de comprobar o refutar esto es calcular
las rectas de minimos cuadrados de estas dos colecciones de puntos, y ver si las
pendientes de estas son cercanas a 1/2 y las ordenadas al origen a 0. Planteamos
esto en la siguiente pregunta.

Pregunta 3

Fijada una dimensién 2 < n < 69, considere las gréficas de los puntos (7.3) y
(7.4).

Sean my, o y b0 la pendiente y la ordenada al origen de la recta de minimos
cuadrados calculada a partir del conjunto de puntos (7.3), y mp1 ¥ bp1 los
correspondientes parametros para el conjunto de puntos (7.4).

Considere las nubes de puntos

y
(bp1,mp1), 2<n<69.

JAlrededor de qué punto parecen concentrarse estas nubes? jLas pendientes
Mnp,0, Mp,1 Y ordenadas al origen by, o, b, 1 parecen seguir una tendencia conforme
n crece?
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Figure 7.2: De ser la
respuesta a la pregunta
2 afirmativa, deberiamos
obtener gréificas de puntos
alineados horizontalmente,
como en este dibujo. Seria
bueno que los puntos
FPO y FP1l estuviesen
a alturas parecidas, pues
eso significaria que los dos
andlisis espectrales (uno, el
canonico, y otro, el propuesto
por nosotros) dan resultados
parecidos.

Observe que para la
pregunta 2 se ha fijado el
parametro k de grado,
mientras que para la
pregunta 3 se ha fijado
n, el de dimension.



Figure 7.3: Se muestran las

O: UWsamde lo TDF 1: Uoomdo uT“}ubs monofrewsnciolos graficas de las colecciones de

puntos (7.3) y (7.4) para n =
~
X
®
3 x
b £(x)= z
w44

7 descritas en la pregunta 3.
T T t T t v

1 2 3 “ s 6

Orado 0¢les? Grodo 0cwse
™a ™Mn,g
0 Figure 7.4: Si la estimacién
(0,0.5) T(Q'o.s) dada en la pregunta 1 es
x buena, las nubes de puntos
XE X descritas en la pregunta 3
<
g ,g" deberian estar centradas en el

punto (0, 0.5).

e T e

W‘b, (bﬂ,‘, ma,o) W-h" (b"ﬁ, mﬂc1)
pao 2 &wn <62 povo- L &wn <62

Vamos a responder a estas tres preguntas con graficas parecidas a las dibujadas
en las figuras 7.1, 7.2, 7.3 y 7.4.

Intentaremos responder a la pregunta 1 con graficas andlogas a las expuestas
en el ejemplo 12, esta vez para analizar algunos PDL.

Recordamos que, para cada andlisis espectral, vamos a tomar al conjunto de Calculamos una sola vez
frecuencias como se sugiere en la nota 6.8.5. y guardamos los datos
necesarios para dibujar
estas graficas con el
modulo pickle de
python.

7.2 Graficas y comentarios

Las graficas de los espectros para los PDL de dimension hasta 40, asi como gréficas
analogas a las de las figuras 7.2 y 7.3 se han guardado en https://github.com/
AmelieBernes/tesis-licenciatura/tree/main/imagenes/graficas_analisisEspectrales.
A continuacién, mostramos algunas de estas imégenes con algunos comentarios que
nos ayuden a responder numéricamente a las preguntas 1, 2 y 3 planteadas antes.

En todos los espectros que graficamos, se resaltaron la recta horizontal y = 1,
para recordar que esa es la cota superior de los coeficientes espectrales que se
grafican, y también la recta vertical x = 0.5. Segun nuestra hipdtesis 6.2.1, las
frecuencias principales deberia estar cerca de esta recta vertical.

Veamos qué pasa con n = 7. Grafiquemos primero los espectros de los PDL de
dimension 7.
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Figure 7.5:
de £70.

Figure 7.6:
de £7:1.

Anélisis espectral

Anélisis espectral
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Figure 7.7:
de £72.

Figure 7.8:
de L7,

AnAlisis espectral

Anélisis espectral
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Figure 7.9
de £L74.

Figure

: AnAlisis espectral

7.10: Anélisis

espectral de £7-5.
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A continuacién mostramos las gréficas de los puntos de la forma (k, FPO(L7*))
y (k, FPO(LT*)).

Frecuencias maximas encontradas en los analisis espectrales
de los PDL de dimensién 7
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Como notamos en la descripcién de la figura 7.12, parece ser que usando el
estudio espectral basado en espacios monofrecuenciales obtenemos una aproximacién
de la grafica de L™, con n = 7, en base a un sinusoide de frecuencia muy baja;
grafiquemos los puntos de la forma (7.1) y (7.2) para k = 1 para ver si esta es una
particularidad de la dimensiéon n = 7 o si también ocurre para otros valores de n.
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Figure  7.11: Anilisis
espectral de £76,

Figure 7.12: Observe que
FPO(L79) = 0 = FP1(L"?)
pero FPO(L7!) = 1 mientras
que FP1(£7!), aunque no
es cero, es un decimal muy
cercano a cero; observe en la
figura 7.6, donde se dibuja
el espectro de £7! que, en
efecto, usando un sinusoide de
frecuencia 0.01 (la dada por
el espectro basado en espacios
monofrecuenciales), logramos
ajustar casi a la perfeccién la
grafica de L£71 (que, segin
el teorema 2.3.3, yace en una
recta, por lo que no puede
ser ajustada a la perfeccién
por un sinusoide), mientras
que usando un sinusoide de
frecuencia 1 (la dada por el
espectro basado en la TDF),
no se logran ajustar tan bien
los datos.
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Figure 7.13: Comprobamos
numéricamente que los
resultados del espectro-1

sugieren usar frecuencias muy
bajas para modelar los PDL
de grado 1; la tinica excepcion
se da para n = 3. Graficamos
a continuacién, en la figura
7.14, los espectros de L3:1
para ver qué estd sucediendo.

Figure 7.14: Como se muestra
en los espectros, el coeficiente
o3(L£31 W) es, para casi toda
w considerada, muy cercana
a uno, por lo que cualquiera
de estas frecuencias seria
adecuada para aproximar con
un sinusoide la gréfica de
£3!. Por la forma en que
programamos el proceso, se
usa la dltima frecuencia maés
alta, que resulté ser 1.48.
Como puede comprobar en las
graficas de abajo, se puede
aproximar bien la grafica de
£3:1 tanto con frecuencia w =
1 como con frecuencia w =

1.48.
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Figure 7.15: Note que en
este espectro no ocurre lo que
se tenfa en el del PDL £3:1
(c.f. figura 7.14); en este
caso, el espectro-1 muestra
claramente que w = 0.1, la
frecuencia considerada en el
analisis mas cercana a 0 que
no es cero, es la mejor (en el
sentido explicado en la nota
6.7.6).
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Observe que las frecuencias que maximizan los coeficientes espectrales ¥ ,n,1 de
los PDL de grado 1 son todas cero, pues como L™ es elemento de Why,1, coincide

con su proyeccion a este espacio, luego,

Y (0) = cos(L(L™, W, 1)) = cos(L(L™, L") = cos(0) = 1.

Graficando algunos PDL de dimensién 39, apreciamos que conforme k aumenta,
es menos sencillo aproximar la grafica del respectivo PDL con un solo sinusoide.
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Figure 7.16
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055(£3%8, W), T39(£3%8, w)

Coeficiente respecto a la base candnica
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Sin embargo, puede observar en los espectros guardados en https://github.
com/AmelieBernes/tesis-licenciatura/tree/main/imagenes/graficas_analisisEspectrales
que, para las dimensiones consideradas, se consigue aproximar muy bien la grafica
del PDL £™* cuando k es cercano a cero, y ademds que los espectros parecen tener
un solo maximo global (i.e. una sola frecuencia principal w € [O, %] ).

Graficando algunos conjuntos de puntos de la forma (k, FPO(L™*)) y (k, FP1(L™*))
para ciertas dimensiones n, veamos si, como afirmamos en la hipétesis 6.2.1, la

frecuencia principal resultante de tales andlisis es cercana a
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Figure 7.21: Estudio de
frecuencias principales para
dimensién n = 9. Las
ecuaciones de las rectas de
minimos cuadrados para los
dos andlisis son lgo(t) =
0.45¢t +0.09 y lg,1(¢) = 0.5¢ —
0.18.

Figure 7.22: Estudio de
frecuencias principales para
dimensién n = 20. Las
ecuaciones de las rectas de
minimos cuadrados para los
dos andlisis son l20,0(t)
0.44t — 0.04 y l20,1(t) =
0.46t — 0.25.



Frecuencias maximas encontradas en los analisis espectrales
de los PDL de dimensién 25
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Parece ser que, globalmente, conforme n aumenta, la pendiente que mejor
parece modelar las frecuencias principales no es 0.5 (como afirmamos en nuestra
hipétesis), sino algo menor, cercana a 0.4. Ya desde el visualizar algunos espectros
de los PDL se percibia que las frecuencias principales parecian siempre ubicarse a
la izquierda de 0.5.

Grafiquemos los puntos de la forma (n,mpo), (7,Mn1) ¥ (7,bn0), (n,bn1)
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Figure 7.23: Estudio de
frecuencias principales para
dimensién n = 25. Las
ecuaciones de las rectas de
minimos cuadrados para los
dos andlisis son la50(t) =
0.45t—0.26 v lg 1 (£) = 0.46¢ —
0.35.

Figure 7.24: Estudio de
frecuencias principales para
dimensién n = 60. Las
ecuaciones de las rectas de
minimos cuadrados para los
dos andlisis son lgo,0(t) =
0.43t — 0.98 y leo,1(t) =
0.43t — 1.



para ver si las pendientes de las RMC parecen, como sugieren las observaciones
anteriores, tender a 0.4, y qué tendencia parecen seguir las ordenadas al origen.

{r, mi, o)
(r, mp,2)
(n, bn,0)
(n, bn,1)

Figure 7.25: En esta grafica
¢ comprobamos que las
pendientes de las rectas de
B minimos cuadrados parecen
ser mas bajas que 0.5
conforme n crece. Para los
valores de n considerado en
re < re estos andlisis  espectrales,
vemos que una cota inferior
para estas pendientes es
0.425. Observe que las
ordenadas al origen también
descienden; si nuestra
e hipétesis 6.2.1 hubiese sido
| o N lo cierta, tales ordenadas al
origen deberia permanecer
cerca del cero. Con color
. morado se han graficado
. ° los datos correspondientes
a los andlisis realizados
¢ con la TDF, y se usé un

e b 6 gL geiLee
o

o % e e ° e ¢
L =
]

naranja para los de los
andlisis basados en espacios
monofrecuenciales.  Observe
que, por lo general, los
] resultados dados por ambos
. andlisis son parecidos.
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Graficas de los coeficientes de las rectas
de minimos cuadrados para toda n
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Usados ya los parametros de las rectas de minimos cuadrados para intentar ver si

los PDL de grado k presentan una respuesta mayor a la frecuencia k/2, mostremos

algunas graficas analogas al dibujo 7.2 para intentar discernir la respuesta de la
pregunta 2. Hagamos esto fijando un k£ > 2 y graficando las familias de puntos
de la forma (7.1) y (7.2). Si sélo el pardmetro k influye en la frecuencia principal,
tendriamos graficas de puntos que siguen una trayectoria horizontal. Se ha marcado

en rojo la recta y =

g, a la que, segun nuestra hipdtesis 6.2.1, deberian estar

cercanos los puntos de las gréaficas.
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PDL de grado k = 3
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Figure 7.26: Aqui la grafica
de las nubes de puntos de
las que se hablé en la figura
7.4. Observe que no se
acumulan cerca del punto
(0,0.5), como seria de esperar
si la respuesta a la pregunta 1
fuese afirmativa. Los puntos
se dirigen a la izquierda
conforme n crece.

Figure 7.27: Puntos de la
forma (7.1) y (7.2) para k = 3.



FP del polinomio discreto de Legendre £™ 10 g g" FP del polinomio discreto de Legendre £™8 ez

FP del polinomio discreto de Legendre £™16 € g"

Gréficas de las frecuencias principales FP para los
PDL de grado k = 8

4.0 e

3.8 1

3.6

3.4 1

3.2 1

3.0 4

A (n FPO(C™E))
(n, FP1(£™8))

— =t

AAAAAAANALAAAALAAANDAAAAAAALAADAAAAAALALAALNDAAAALAALALAANAAAAALALALL
Tt ¥ Vo Vol VoY Y W V¥ VX i Y Y s e Y X ¥ Vi i Yo Y | i Vi Vo Vi Y Y Y X

I-.---l

10

20 30 40 50 60
Dimension n

Graficas de las frecuencias principales FP para los
PDL de grado k = 10

4.8
4.6

A (n FPO(L™10))
44 (n, FP1(£™10))
: _10

— y=4
4.2
4.0 4 A A A A A A A A A A A A A LAAAAAAALAAALNDAAAAALMALMALMALAALAIDLAALALL A A A A L AAAAAAAALA
3.8 ; : . T T

20 30 40 50 60
Dimensién n
Gréaficas de las frecuencias principales FP para los
PDL de grado k = 16

8.0 ik
7.5

A (n FPO(L™18))
7.0 1 i (n. FP1(c™16))

=16

— y=k
6.5
6.0 4 AAAAAAJLAAAA-M...-“..‘.“"‘lAAA
. Rt

20 30 40 50 60
Dimension n

147

Figure 7.28: Puntos de la
forma (7.1) y (7.2) para k = 8.

Figure 7.29: Puntos de la
forma (7.1) y (7.2) para k =
10.

Figure 7.30: Puntos de la
forma (7.1) y (7.2) para k =
16.
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Figure 7.31: Puntos de la
forma (7.1) y (7.2) para k =
20.

Figure 7.32: Puntos de la
forma (7.1) y (7.2) para k =
40.

Figure 7.33: Puntos de la
forma (7.1) y (7.2) para k =
47.
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Dimension n

Observe que, para valores de k “grandes”, parece ser que la frecuencia principal
del PDL £™* es dependiente no sélo de k, sino que la dimensién n también influye,
y que, conforme n aumenta, las frecuencias principales disminuyen. Lo que es
constante en todas las graficas es que las FP1 estdn siempre por debajo de % Note
ademds que, para valores pequenos de k, la diferencia entre los valores reales de las
frecuencias principales y la estimacién de k/2 no parece rebasar més que algunas
unidades, pero, conforme k es mayor, la diferencia es considerable (por ejemplo, en
la figura 7.34 puede apreciarse que algunas frecuencias principales estan a mas de
5 unidades de distancia del valor estimado 55/2 para la frecuencia principal).
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Figure 7.34: Puntos de la
forma (7.1) y (7.2) para k =
55.
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Figure 7.35: Segun la
figura (7.33), la frecuencia
principal del PDL L4847,
cuyo espectro se muestra en
la figura, es muy cercano
al valor predicho k = 44/7.
Observe que el sinusoide que
resulta del andlisis (marcado
en naranja) parece aproximar
decentemente al PDL en
los extremos, pero no es
capaz de de modelar las
oscilaciones centrales. El
que no sea posible modelar
a toda la grafica con un
sélo sinusoide se refleja en el
hecho de que FP1(L£4847)
(que, segin la definicién de
frecuencia principal, es el
valor méaximo del espectro
de la sefial £4847) es 0.77,
cuando el caso 6ptimo es que
este coeficiente espectral sea
cercano a 1.
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Para comprobar o refutar el hecho de que, conforme n es grande y k tiende a
n—1 (su cota superior), los PDL de dimensién n y grado k no estdn bien modelados
con un solo sinusoide (o sea, que no parezca que les es caracteristica una frecuecia
en particular), fijado un grado k serd de utilidad graficar los puntos de la forma

(n, 7, (L™* FPO(L™))) (7.5)
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Figure 7.36: Aqui, como en
la figura 7.35, se analiza el
espectro de un PDL de grado
47, pero la dimensién del
de esta imagen es mayor (a
saber, 60) a la del PDL de
la figura 7.35. Observe que
la aproximacién es ain peor
que la dada en 7.35, y que el
coeficiente espectral asociado
a la frecuencia principal es
aln menos cercano a 1.



(n, on (LM%, FP1(L™))); (7.6)

si ocurriése que los PDL por lo general reaccionan principalmente a una frecuencia,
se deberia tener (segin la nota 6.7.6) que las ordenadas de los puntos (7.5) y (7.6)
son cercanas a 1.

Valores de los coeficientes espectrales evaluados en las
frecuencias principales de los PDL de grado 2
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Puntos de la

forma (7.5) y (7.6) para k = 2.

Puntos de la

forma (7.5) y (7.6) para k = 8.
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Figure 7.39: Puntos de la
forma (7.5) y (7.6) para k =
20.

Figure 7.40: Puntos de la
forma (7.5) y (7.6) para k =
30.

Figure 7.41: Puntos de la
forma (7.5) y (7.6) para k =
40.
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Comprobamos que los valores de los coeficientes espectrales de un PDL evaluados
en la frecuencia principal de este se alejan de 1 (el caso ideal) conforme n aumenta
v k no tiene valores bajos.

Por otro lado, observe cémo los coeficientes espectrales o, (L™*, FP1(L™k)))
son siempre mas cercanos a 1 que los 7,(L™* FPO(L™F))), comprobando con
esto que con el estudio espectral basado en espacios monofrecuenciales es posible
encontrar una frecuencia que ajuste mejor la grafica del PDL que la frecuencia
resultante al hacer un analisis con la TDF.

7.3 Conclusiones del analisis espectral de los PDL

Para concluir, vamos a resumir las observaciones hechas a lo largo de la seccién
anterior. Recordamos que las graficas analogas a las de tal seccién, para dimensiones

Figure 7.42: Puntos de la
forma (7.5) y (7.6) para k =
50.

Figure 7.43: Puntos de la
forma (7.5) y (7.6) para k =
60.

0 <n <69, sehan guardado en https://github.com/AmelieBernes/tesis-licenciatura/

tree/main/imagenes/graficas_analisisEspectrales.

e Por ser discretizaciones de rectas, entre mas cercana a cero (sin llegar a ser
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a cero) sea la frecuencia w > 0, mejor aproximard un sinusoide de frecuencia
tal w la grafica de un PDL £™! de grado 1. Sin embargo, £™! es ortogonal
a toda senal de frecuencia w = 0.

Sobre la pregunta 1: Graficados los espectros de los PDL hasta dimensién
69, parece ser que el valor k/2 es, mds que una estimacién precisa de la
frecuencia principal de un PDL £™*, una cota superior para tal frecuencia
principal.

Sobre la pregunta 2: Después de analizar las gréficas de puntos de la
forma (7.1) y (7.2) para valores de k entre 0 y 68, parece distinguirse una
convergencia de tales puntos a cierto limite. Se nota, sin embargo, que (salvo
para el caso k = 2), este limite no parece ser cercano al valor propuesto k/2.

Sobre la pregunta 3: Si la hipdtesis 6.2.1 fuese cierta, deberia esperarse
que las pendientes my o y m,,1 se encontraran, para toda n, cercanas a
0.5, mientras que las ordenadas al origen b, ¢ y bp,1 se ubicaran cerca de
cero. Lo que en realidad encontramos durante el andlisis numérico fue que
las pendientes, conforme n crece, parecen tender a un valor cercano a 0.4,
mientras que las ordenadas al origen parecen disminuir conforme n aumenta.

En general, para todas las dimensiones n estudiadas, se encontré que los PDL
L™* con k pequefio parecian responder particularmente bien a su frecuencia
principal, siendo el espectro evaluado en esta muy cercano a uno, pero conforme
n crece y k tiende a n — 1 (su cota superior), los valores o,, (L™, w) parecen
estar muy alejados de 1, por lo que no parece no parece ser factible aproximar
la grafica de tales PDL s6lo con un sinusoide.
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Appendix A

Apéndice: teoria

En este apéndice, establecemos las definiciones y resultados del dlgebra y de la teoria
de espacios de Hilbert estrictamente necesarios para el desarrollo de este trabajo
de tesis. A pesar de que los teoremas aqui expuestos son cldsicos, preferimos no
limitarnos a simplemente citarlos ya que queremos puntos de vista de estos tal vez
un poco distintos a los usuales, pero ttiles para nosotros.

A menos que se diga explicitamente lo contrario, las elecciones del orden en
la exposicion del material, al igual que las demostraciones aqui contenidas, son
personales.

A.1 Polinomios y teorema fundamental del algebra

En general, si R es un anillo, se define a partir de él un nuevo anillo denominado
el anillo de polinomios con coeficientes en R; no vamos a ahondar en la
construccién algebrdica de este (basada en sucesiones en R de soporte finito, c.f.
[Jac85] p.119), pero suponemos que el lector estd ya familiarizado con el anillo R[t],
donde las operaciones de suma y multiplicacién se definen de la manera usual, asi
como con la nocién de evaluar un polinomio f(¢) € R[t] en un elemento r € R del
anillo.

Definicién A.1.1

n
Sean K un anillo, f(t) = 3. axt* € K[t] con a,, un elemento no cero del anillo

k=0
K.

e Al elemento a, € K se le llama el coeficiente principal del polinomio

oy

e an €N se le llama el grado de f y se le denota por O(f).

A todo elemento r € K tal que f(r) = 0 se le llamard una raiz de f.

Nota A.1.2

En A.1.1 se definié el coeficiente principal y grado de todo polinomio no cero;
por lo general, los algebristas prefieren definir el grado del polinomio cero como
—oo (c.f. [Jac85], p.128) o dejarlo indefinido (c.f. [Rot10], p.126). Nosotros
preferimos definir el grado del polinomio cero como cero (que es el grado de todo
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polinomio constante). Esto lo hacemos simplemente para no tener que distinguir
al polinomio cero como un caso especial, pues eso simplifica las formulaciones
de los resultados que necesitamos.

Proposicion A.1.3

(c.f. [Rot10], p.127) Si K es un dominio entero, entonces, para cualesquiera
polinomios f(t),g(t) € K[t] no cero se tiene que el producto f(t)-g(t) de estos
dos polinomios no es el polinomio cero y que

a(f -g)=0(f)-0(g)-

A nosotros nos interesard tomar siempre al anillo de coeficientes K como el
campo R o el campo C.

Es una consecuencia inmediata del algoritmo de la divisién (c.f. [Rot10] p. 131)
el que, si K es un campo y f(t) € K[t] es un polinomio de grado n > 0, entonces
f tiene a lo més n raices (el argumento es relacionar raices de un polinomio con
divisores lineales de este y argumentar que, por A.1.3, si el grado de f es n entonces
f no puede factorizarse como el producto de méas de n factores lineales, luego, no
puede tener méas de n raices).

Se tiene pues una cota superior para la cantidad de raices de un polinomio
no cero basada en su grado, sin embargo, esta cota bien puede no alcanzarse. De
hecho, como muestra el siguiente ejemplo, puede ser que un polinomio no constante
con coeficientes en un campo no tenga ninguna raiz.

Ejemplo 13. Considere al anillo Zs de enteros médulo 5. Como 5 es un nimero
primo, Zs es un campo (c.f. proposicién 3.12 de [Rot10]). Sea f(t) = t2—2 € Zs|[t];
evaluar a este polinomio en cada uno de los cinco elementos de Zs nunca da lugar
al cero del campo, luego, f es un polinomio de grado dos con coeficientes en Zs sin
raices (en Zs). o

Ejemplo 14. El ejemplo candnico de polinomio con coeficientes reales sin raices
(reales) es p(t) = t2 + 1 € R[t]. No puede tener raices por ser el cuadrado de todo
numero real no negativo. o

Teorema A.1.4

(Teorema fundamental del dlgebra, versién dada por [Kur68], p.149):
Todo polinomio f(t) € C[t] de coeficientes complejos y grado al menos uno tiene
al menos una raiz compleja.

Como se hace notar en la referencia, es dificil exagerar la importancia que tiene
este teorema no solo en el algebra, sino en la matemédtica en general; se resalta
también el hecho de que, hasta el momento, todas las pruebas de este teorema
hacen uso no sélo de la estructura algebrdica del dominio entero C[t], sino de
propiedades de otra indole (por ejemplo topoldgicas) de C visto como un C—espacio
vectorial (obtenidas, por ejemplo, al definir en C una norma, c.f. (A.6)). Hay, sin
embargo, construcciones puramente algebraicas del campo C basadas en la idea de
“completar” al campo de los niimeros reales (c.f. [God66], L’anneau K[Vd)], p.152).

De un simple argumento inductivo, usando el teorema A.1.4 se demuestra que
el que todo polinomio no constante con coeficientes en C tenga al menos una raiz
compleja equivale a que tenga tantas raices como su grado.
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Teorema A.1.5

Todo polinomio f(t) € C[t] de grado n > 0 tiene exactamente n raices
complejas (contando multiplicidades).

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n, el grado del polinomio. Sea f
un polinomio con coeficientes complejos y de grado n = 1. Segun el teorema A.1.4,
f tiene al menos una raiz 1 € C, luego, el polinomio lineal x —r; divide a f. Ahora
bien, si f tuviese una segunda raiz 7o, el polinomio de grado dos (z — r1)(z — r2)
dividiria a f, pero esto contradice el que todos los divisores de un polinomio f
con coeficientes en un campo tengan grado menor o igual al de f (c.f. proposicién
A.1.3). Con esto comprobamos la validez del teorema para n = 1.

Supongamos ahora el teorema cierto para todo polinomio de grado n > 1. Sea
f € C[t] un polinomio de grado n + 1; segun A.1.4, f tiene al menos una raiz rq,
luego,

f(z) = (x—r)g(z), (A1)

con g(x) algin polinomio de coeficientes complejos y grado n (c.f. proposicién
A.1.3). Por hipdtesis de induccién, g tiene exactamente n raices complejas (contando
multiplicidades); puesto que, segin la ecuacién (A.1l), las raices de f son 71 y
las raices de g (pues, en un campo, el producto de dos elementos del campo es
cero si y sélo si alguno de estos es cero), concluimos, como querfamos, que, salvo
multiplicidades, f tiene n + 1 raices complejas. O

La siguiente consecuencia inmediata del teorema fundamental del algebra es
una de las piezas angulares del trabajo desarrollado en esta tesis.

Proposicion A.1.6

Sea f(t) € R[t] un polinomio con coeficientes reales con O(f) = n. Si f tiene
mads de n raices reales, entonces f es el polinomio cero.

Demostracion. En efecto, si f tuviese grado mayor a cero, entonces, segun el
teorema A.1.5, f tendria a lo més n raices reales, pero, por hipétesis, f tiene
més de n; asi, f debe tener grado cero, o sea, debe ser un polinomio constante.
Puesto que el tnico polinomio constante con al menos una raiz es el polinomio
cero, concluimos que f = 0. O

A.2 Definiciones basicas de espacios de Hilbert

Sea F € {R,C}. Nosotros vamos a trabajar con F'—espacios vectoriales V' en los
que se haya definido un producto punto; si uno tiene definida una funcién de
este tipo (que introducimos a continuacién) es posible ya no sélo sumar y escalar
elementos de V, sino también hablar de angulos y distancias entre puntos del
espacio.

Definicion A.2.1

Sea V' un F—espacio vectorial. A una funcién (-,-) : V. x V. — F tal que,
para cualesquiera x,y,z € V y a,b € F' se cumple que

o (a-x+b-y,z2)=alx,z)+ by, z)

o (1,y) = (y,7)
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o (z,x) >0
o (x,x) =0siysdclosizx=0
se le llamara un producto punto (o producto interior) definido en V.

En la seccién A.6.1 mostramos coémo se puede definir la nocién de angulo cuando
se cuenta con un producto punto definido en el espacio.

Observe que, segtn el segundo punto de la definiciéon A.2.1, para todo x € V se
tiene que el conjugado complejo de (z,x) coincide con (x,z), luego 1%, (z,z) € R.

A partir de las propiedades listadas en A.2.1 que debe cumplir un producto

11

punto se puede definir una norma " en el espacio, luego, se tiene disponible una

nocién de longitud (y, por lo tanto, de distancia también).

Proposicion A.2.2

(La norma inducida por un producto punto) Dado un espacio vectorial
con producto punto (V, (-,-)), la funcién || - || : V. — [0, oo[ definida como

YoeV: (v,v)

satisface la definicién de norma. A tal funcién se le llama la norma inducida
por el producto punto.

(A.2)

|lv]] =

Provistos de una nocién de norma, siempre se puede definir la distancia entre
dos elementos del espacio x,y € V como

d(z,y) := [lz —yll; (A.3)

dotamos asi a V de estructura de espacio métrico. 2

Teniendo una estructura de espacio métrico en el espacio se define naturalmente
una base para una topologia en este espacio como sigue;

T:={B(z): xz€V,e> 0}, (A.4)
donde
Be(z) ={yeV: d(z,y) < e}
Espacio con __|Espacio |, |Espacio |, | Espacio
producto punto normado|” | métrico |~ |topoldgico
> ? QOAT{M&VJ dix, «a) o Lall veciad OAM

5 N
‘\4--'5% x.‘.b \/le” \/ &_ 2 \E)é,(x) €T
o'M.E.ﬂns distomaon N

Figure A.1: El definir un producto punto en un espacio vectorial permite considerar en este
Se tienen pues definiciones

estructuras de espacio normado, métrico y topoldgico.
matemdticas de conceptos como “dngulo”, “longitud”, “distancia” y “vecindad”.

En general, si X es un conjunto no vacfoy d : X x X — [0, oo] es una funcién de

distancia definida en él, entonces toda sucesién de Cauchy (x,,)men del espacio
(es decir, toda sucesién tal que, para todo € > 0 sea siempre posible encontrar
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comparar a (x,x) con
cero en el tercer punto de
la definicién (no se puede
definir una relacién de
orden en C, c.f. [JEM99]
p.6).

1 Puede consultar la
definicién de norma en

[Car00], p.40

12 Consulte la definicion
de espacio métrico en
[Car00], p.37.



un natural N tal que, para cualesquiera m,n > N se cumpla que |z, — z,| < €)
trivialmente converge a un punto de X si, reciprocamente, toda sucesion de Cauchy
es convergente, se dice que el espacio métrico (X, d) es completo.

Definicion A.2.3

Sea (V,{(-,+)) un F-espacio vectorial con producto punto. Sea || - || la norma
definida como en (A.2) y d la distancia definida a partir de esta como en (A.3).
Si el espacio métrico (V,d) es completo, entonces decimos que (V,{-,-)) es un
espacio de Hilbert.

Ejemplo 15. Sean > 1.
En el R—espacio vectorial R™ se tiene definido un producto punto candnico
como sigue:

n—1
Vo = (Zm)o<m<n—1,Y = (Ym)o<m<n—1 ER": (z,7y) = Z TonYm- (A.5)
m=0

En el C—espacio vectorial C™ el producto candnico se define como sigue:

n—1
Vo = (Tm)o<men-1,Y = Wm)ocm<n1 EC": (2,9) = Y TmTm.  (A6)
m=0

Puesto que ambos espacios son finito dimensionales (de hecho, de dimension
n), segun [Mse] son espacios de Hilbert. o

A.3 Hiperplanos de espacios con producto punto
de dimension finita

En general, si V es cualquier F—espacio vectorial (con F' un campo cualquiera) y
W es un subespacio de V' cuya dimension difere de la del espacio ambiente V' por
uno, W se denomina un “hiperplano” de V.

Como a nosotros solo nos interesa el escenario en el que V es finito dimensional y
en él se ha definido un producto punto, damos la definicién para este caso particular
y algunas de sus consecuencias a continuacion.

Definicion A.3.1

Sea V' un R—espacio vectorial, con dim(V) =n < oo y con un producto punto
(-,-) definido en él '. A todo subespacio W de V con dim(W) = n —1 Ie
llamaremos un hiperplano de V.

Si W es un hiperplano de V, puesto que V=W + W+ (c.f. [Fri02], p.355,
ejercicio 13), W+ tiene dimensién uno; fijando pues un vector u de W+, tenemos
que W+ = span{u}. En base a este podemos definir (gracias a la linealidad del
producto punto) al siguiente funcional !3:

hy: V. — R
r — (z,u).

Observe que

160

3 Por “funcional”
entendemos toda
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un F'—espacio vectorial
V a F (cf. [Kre9l]).



e hy(x) > 0siy sélosixz=au para algin a > 0,
o hy(zx)=0siysblosizeW,
e hy(x) < 0siy sélosiz=au para algin a < 0.

Asi, en base al hiperplano W, via el funcional h, podemos dividir al espacio
ambiente V' en tres subconjuntos ajenos dos a dos, a saber,

Ry = {JI eVv: hu(l‘) > 0}, Ry =W, Rp= {JJ evV: hu(l‘) < O}, (A7)

siendo el funcional h,, el criterio usado para determinar la pertenencia de un x € V'
a alguna de estas regiones.

Es fécil comprobar que, si se escoge otro vector & € W, las regiones analogas
a las (A.7) obtenidas ahora con el funcional hz coinciden con las dadas en (A.7)
(aunque, obviamente, pueden diferir en el orden en que estas se escriban), pues todos
los elementos de W+ son multiplos escalares uno del otro. En este sentido decimos
que todo hiperplano divide en tres regiones ajenas al espacio ambiente.

A.4 El teorema de la proyeccion ortogonal

En general, si V' es un espacio métrico y W es un subconjunto de este, puede
definirse la distancia de un punto z € V a W como el infimo del conjunto de
distancias entre x y puntos de W:

d(x, W) =inf{d(z,y) : y € W}.

Tal infimo existe por estar el conjunto descrito acotado inferiormente, por ejemplo,
por el cero. El siguiente teorema nos dice que, en el contexto de espacios de Hilbert,
si W es un subespacio de V que ademds es cerrado 4, tal infimo se alcanza, es decir,
existe un punto (ademds, inico) & de W que minimiza la distancia a z.

Teorema A.4.1

(de la proyeccién ortogonal [Nim]): Sean V un espacio de Hilbert, W un
subespacio cerrado de V. Para todo x € V existe un tinico & € W tal que

|z =2l = infyew|lz = yll;

ademds, 2 es el tinico elemento de W tal que x — & € W+.

En este trabajo, el espacio con producto punto particular que nos concierne es
R™ con el producto punto usual (definido como en (A.5)); por ser este un espacio
finito-dimensional, cualquier subespacio de este es cerrado (c.f. teorema 2.4-3 de
[Kre91]), luego, el teorema de la proyeccién siempre aplica.

En general, si W es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert V', gracias a
la unicidad establecida en el teorema A.4.1, podemos definir la funcién proyeccién
a W como sigue:

le \%4 , (A8)
x

v =

—
—

donde Z es el unico vector del que se habla en el teorema A.4.1.
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14 Cuidado aqui: hay
dos nociones distintas de
cerradura involucradas.
Como el espacio métrico
V. es un  espacio
vectorial normado,
con ‘“subespacio” nos
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vectorial de V, no a un
subconjunto  de
este; es decir, requerimos
que W sea
bajo las operaciones de
espacio vectorial. Se pide
ademds que W (pensado
como subconjunto del
espacio métrico V) sea

mero

cerrado

cerrado en el sentido
topoldgico (c.f. [Mun00]

p.93).



Puede pensarse a esta como la funcién que a cada elemento x del espacio le
asocia “su representante” del espacio W més cercano. Otra consecuencia de la
unicidad establecida en el teorema A.4.1 es la linealidad de la funcién Iy .

Corolario A.4.2

Sean V' es un espacio de Hilbert, W un subespacio cerrado de V' cuyo complemento
ortogonal también es cerrado en V. Entonces,

e Para todox €V, z =y (x) + Ly (x).

o Ilyy : V — W es un operador autoadjunto.

Demostracién. Sea x € V' cualquiera; segin el teorema de la proyeccién A.4.1,
x— Ty (z) € W (A.9)

ademas,
z— (z—y(z) =y (z) e W C (W), (A.10)

puesto que, segln el teorema de la proyeccién, Iy . (z) se caracteriza por ser el
tinico elemento de W+ tal que z — Iy o (x) € (W)L, concluimos por (A.9) y
(A.10) la igualdad

x— () = Uy o (2).

Esto demuestra el primer punto del corolario. Para demostrar el segundo, o sea,
que para cualesquiera z,y € V se tiene que

<$a HW(y)> = <HW(x)7y>7

s6lo observe que, usando el primer punto ya demostrado, tenemos que

(z, 1w (y))

(T (@) + My o (2), T ()
(T (), Ty (y)) + (T (), T (y))
(Tw (), Tw (y)),

8

donde la tltima igualdad se da porque My (y) € W y Iy o (x) € Wt (luego, son
vectores mutuamente perpendiculares), y, andlogamente,

(Mw (), y) = (Mw (), Mw (y))-

Nota A.4.3

De hecho, por la continuidad del producto punto, podemos quitar en la formulacion
del corolario A.4.2 Ia hipétesis de que W+ sea cerrado, pues esto serd consecuencia
de que W lo sea; si (an)nen €s una sucesiéon en W+ convergente a algiin a € V,

entonces, para todow € W, (a,w) = ( lim a,,w) = lim (a,,w)= lim 0=0,
n— oo n— oo n— oo

luego, a € W+.

Proposiciéon A.4.4

(Dando explicitamente a la proyeccién de un vector a un subespacio
cerrado respecto a una BON de este iltimo) Sean V un espacio de
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Hilbert, W un subespacio cerrado de V' y de dimensién finita. Si B = {ey :
0 < k <n} es una BON de W, entonces, para todo xz € V,

[Ty () |[* = Z|$€k

Una de las desigualdades méas importantes con las que se cuenta en un espacio
con producto punto es la de Cauchy-Schwarz. Es un resultado clédsico, y su demostracién
puede encontrarse en casi cualquier libro de anélisis, en particular, en [Lan97], p
292.

Teorema A.4.5

(Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea F' € {R,C}. Sea V un F'—espacio
vectorial con producto punto (-, -).

Ve,y eV [yl <zl - [lyll, (A.11)

siendo || - || la norma inducida por el producto punto.

A.5 El teorema de Gram-Schmidt

Dado un espacio de Hilbert V' y W un subespacio de dimensién finita de V', en
ocasiones nos interesara contar no sélo con una base de Hamel W, sino con una
base ortonormal de este (recuerde que, en el caso finito dimensional, toda BON es
una base Hamel).

El siguiente resultado nos permite lograr justamente eso; la esencia del teorema
de Gram-Schmidt es el reemplazar una base S = {vg,...,v,—1} de un subespacio
W .= span(S) de dimensién finita de V por una base ortogonal S’ para este, que
facilmente puede normalizarse multiplicando a cada elemento de S’ por el reciproco
de su norma. Al proceso descrito a continuacién lo llamaremos el proceso de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt. y lo abreviaremos como “G-S”.

Teorema A.5.1

(de Gram-Schmidt, [Fri02] p.344): Sean V un espacio vectorial con producto
punto, S = {v; : 0 <k < n — 1} un subconjunto linealmente independiente
de V. Sean los vectores

60 ‘=",

k—1

=v Z (v, &) E k=1 n—1

k= é- g — sy .
=0 J’J

El subconjunto S" := {& : 0 < k < n— 1} de V es ortogonal y genera el
mismo espacio que S.
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La ventaja de la formulacién del teorema de Gram-Schmidt dada en A.5.1 es
que esta da explicitamente la forma de calcular a los elementos de la base ortogonal
para el subespacio finito-dimensional, pero, para nuestros fines, una formulacién
que involucre proyecciones ortogonales sobre espacios serd preferible. De este modo
la geometria que hay detras del proceso puede vislumbrase mejor.

Proposicién A.5.2

(versién del teorema de Gram-Schmidt en términos de proyecciones)
Sean V' un espacio vectorial con producto punto,

S={vp: 0<k<n-1}
un subconjunto linealmente independiente de V' y
S'=1{&: 0<k<n-1}

el subconjunto ortogonal que resulta de aplicar el proceso de Gram-Schmidt
Ab.1als.

Si para cada 0 < k < n — 1 se define al subespacio
Wi, = span(vo, . .., vy)

de V', entonces, para toda 1 < k <n — 1 se tiene que

fk = Vg — Hkal(,Uk)' ‘

Demostracion.
Sea 1 <k <n—1. Segin el teorema de Gram-Schmidt (A.5.1),

Wi—1 = span(&o, - .-, Ek—1)- (A.12)
Si mostramos que
e ¢l vector vy — & es elemento del espacio Wi_1, vy que
o & = v — (v — &) es elemento de Wit |,

por la unicidad establecida en el teorema de la proyeccion ortogonal A.4.1 podremos
concluir la igualdad deseada.

Lo primero es claro, pues, segin las formulas dadas en el teorema A.5.1 y la ecuacién
(A.12),

e _k—l v &\ L -
k k—z 73 & € Wi_1.

=0
Lo segundo se sigue de observar que &, es ortogonal a los vectores &, . . ., {x—1; como
estos conforman una base para Wj_1 (c.f. (A.12)), concluimos que &, € Wi ;.

O

Nota A.5.3
Algunos autores prefieren realizar, como parte del algoritmo de Gram-Schmidt
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Figure A.2: [Ilustrando el
proceso de Gram-Schmidt
formulado en términos de
proyecciones.



descrito antes, un paso de normalizacion del conjunto ortogonal que se obtiene,

esto para obtener BONSs del espacio generado por el conjunto linealmente independiente
inicial. Nosotros preferimos usar la versién de Gram-Schmidt que sélo involucra

la ortogonalizacion, y en la teoria siempre realizamos el paso final de normalizacion
aparte.

Comentemos una consecuencia sencilla del teorema de Gram-Schmidt.
Corolario A.5.4

Todo espacio de Hilbert finito dimensional tiene bases ortonormales.

Demostracion. Solo observe que, si el espacio de Hilbert V' es finito dimensional,
uno puedo aplicar el proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt para obtener,
a partir de una base de Hamel de V', una base ortonormal. (]

Asi, a pesar de que, como comentamos en 7?7, en general uno no puede asegurar
que un espacio de Hilbert tenga bases ortonormales, en el caso finito dimensional.
Recuerde las ventajas de estos sobre las bases de Hamel discutidas en la nota 1.1.2.

A.6 El concepto de angulo en un espacio de Hilbert

A.6.1 Angulo entre elementos de un espacio con producto
punto

Es gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz (A.4.5) que es posible introducir
una de las nociones mas valiosas con las que se cuenta en un espacio vectorial con
producto punto, a saber, la de &ngulo entre dos vectores.
Si v y w son dos elementos no cero de V', entonces, segiin el teorema A.4.5,
i< mw)
= ell Tl =
luego, puesto que la funcién coseno es una biyeccién del intervalo [0, 7] al intervalo
[—1,1], tenemos que existe un tinico elemento 6 € [0, 7] tal que
cos(f) = _{nw) ;
[ [wl]
a tal namero @ se le denomina el angulo formado por los vectores v y w, y lo
denotamos por £ (v, w)
Dejamos indefinido el angulo entre el vector cero y otro vector del espacio.
Con esta definiciéon de angulo entre vectores, podemos trasladar la nocién
geométrica de ortogonalidad (i.e. de formar un dngulo recto) al contexto de espacios
con producto punto.

Definicion A.6.1

Sea V un F—espacio vectorial con producto punto. Dos elementos v y w del
espacio se diran ortogonales si su producto punto es cero.
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Terminamos esta seccién con una sencilla observacion, que es consecuencia de
la linealidad del producto punto y de la norma.

Observacién A.6.2

(El dngulo entre dos vectores no se ve afectado por multiplicacién
por un mismo escalar) Sean V un espacio de Hilbert, u,v € V no cero. Si
a € F es un escalar no cero, entonces £(v,w) = £(a-v,a-w)

A.6.2 Definicién de angulo entre un punto y un subespacio
cerrado de un espacio euclideo

Ya vimos en A.6.1 cémo definir el dngulo entre dos elementos de un espacio de
Hilbert V.

Si ademds W es un subespacio cerrado de V' (cosa que siempre ocurre en caso
que V sea finito dimensional, c.f. teorema 2.4-3 de [Kre91]), entonces también es
posible definir el angulo entre un punto x € V del espacio y W.

Definicion A.6.3

Sea (V,(-,-)) un espacio con producto punto. Sean W < V un subespacio
cerrado de V' y x € V. Definimos el angulo entre x y W como el dangulo que
forma x con su proyeccién a W, es decir,

L(x, W) := Lz, w (x)).

Una definicién alternativa del angulo entre un punto y un subespacio, asi como
una caracterizacion sencilla del coseno de este, se dan a continuacién.

Proposicién A.6.4

SiV, W y x son como en la definicién A.6.3, entonces

o L(x,W)=min{d(z,w) : we W}, y

e para todo x # 0,

cos (L(x,W)) = (A.13)

Demostracién.
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Figure A.3: Si 6 es el
dngulo entre v y w, los casos
extremos en los que 6 € {0, 7}
son aquellos en los que v
y w son multiplos escalares
uno del otro, mientras que,
si cos(d) = 0, o sea, si
6 = 7, entonces v y w son
perpendiculares.



e Sea w un elemento cualquiera de W. Puesto que el dngulo entre dos vectores
es preservado bajo multiplicacién por escalares (c.f. observacién A.6.2), sin
pérdida de generalidad podemos suponer que

[lwl] = [T (2)]]- (A.14)

De la definicién del vector Iy () se sigue que
[l = Ty (2)[1* < [l — wl[*;

expresando ambos lados de la desigualdad como un producto punto (c.f.
(A.2)) y aplicando la bilinealidad del producto punto, llegamos a que

(z,2) = 2(z, M (2)) + (w (), Mw ()) < (z,2) = 2(z, w) + (W, w);
usando (A.14), podemos simplificar esta iltima desigualdad para llegar a
(z,w) < (z, Ow (2)),
de donde se sigue, usando nuevamente (A.14), que

e Tl o
O D) = Gl Toall = TolT- T Gy~ % (€ (2 T @)

del que la funcién coseno sea decreciente en el intervalo [0, 7] se concluye de
esta tltima desigualdad que £ (z, Iy (2)) < £L(x,w).

e Segtn el corolario A.4.2, x puede expresarse como la suma entre su proyeccién
a W y su proyecciéon a W, luego, segiin la definicién A.6.3 y la linealidad
del producto punto, concluimos que

cos (L(x,W)) =cos (£(x, Iy (x)))
el (@)
[|[| - [TTw ()]
_ (w (z) + M (2), w (z))
(]| - [ XIw ()]
_ (M (z), I ()
|| - (M ()]
M@
]| - [ Tw ()]

Nota A.6.5

Observe que, segun el segundo punto de la proposicion A.6.4, el coseno entre
un vector x y un subespacio cerrado W es siempre no negativo; esto nos permite
acotar el rango en el que se encuentra el dngulo (que, por definicién, es [0, 7))
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y afirmar que £(x, W) € [0, 5.

Proposicion A.6.6

Sean V' un espacio con producto punto, W < V un subespacio cerrado. Para
todo x € V, se tiene que

0 siixzeWt,
1 suxeW.

cos(L(x,W)) = {

Demostracion.

Observe que x € W si y s6lo si x coincide con su proyeccién a W, hecho que
equivale a que el dngulo entre x y Iy (z) sea cero (recuerde que este dngulo se
encuentra entre 0 y pi/2), o sea, a que cos(£L(x, W)) sea uno.

El que z sea elemento de W+ implique que cos(£(z, W)) sea cero es evidente,
pues x serd ortogonal a todo elemento de W, en particular, a su proyeccién a este
espacio. Para terminar, mostremos el reciproco. Segun la proposiciéon A.6.4,

Vyew: g = L(z, W) < L(z,y), (A.15)

luego,
Yy e W: cos(L(x,y)) < cos(L(x,W)) =0. (A.16)

s

Supongamos que existe y € W para el que se tenga que £(z,y) > 5. Como W
es un subespacio de V', —y € W, y ademas

_ _ <I77y> _ <I,y> = —cos T .
os((®:=v) = =gl = Tl Il (“le.9) 2 0;

esto contradice (A.16).

A.6.3 Similitud coseno

Sea V un espacio de Hilbert. Sean W C V un subespacio cerrado de V' y x un
elemento cualquiera de V. Hay dos formas “naturales” de intentar medir la cercania
dexaW:

a) Usando la distancia euclidea de x a W, es decir, tomando la norma del
vector z — Iy (x) como una medida de qué tanto pertenece z a W.

b) Usando el dngulo que z forma con W: como ya vimos en la seccién
A.6.2, el angulo £L(xz, W) € [0, 7] entre x y W esta definido como el dngulo
entre x y su proyeccién Iy (z) a W, luego,

— entre mds cercano a cero sea £ (x, W), = se aleja mds del plano W, pues
es casi perpendicular al elemento de W mas cercano a z, y

— entre mds cercano a uno sea £(x, W), més se acerca x a ser paralelo a
su representante en W, luego, méas se acerca x a pertenecer a W.
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(| 2-TT, (=) || € o 000 4 (x, TTw (x) €(0,772]

Este segundo enfoque es conocido como “cosine similarity” en inglés (c.f.
[Cos]). Nosotros nos referiremos a este como usar la “distancia coseno” de un
x € V a un subespacios W < V. Una ventaja -que serd decisiva para nosotros- del
segundo método sobre el primero se expone en el siguiente resultado.

Proposicion A.6.7

Sean V' un espacio euclideo, W C'V cerrado, z € V, a € R — {0}. Si|a| # 1,
la distancia euclidea de a - x a W es distinta a la de x a W, mientras que los

angulos que forman a - x y x con W coinciden.

Demostracién. En efecto,

lla -z —Tw(a-2)|| = lal - [lz = Tw (2)[| # |Jo — w ()],

mientras que

Lla-z, W) :=L(a-z,Iw(a-x))
_ (a-z,w(a-x))
lla - x| - [Hw (a - x)
_ a?(z, Ty (z))
a?[|z]| - | (z)|]
=L(x,W).

O

Asi el criterio b) no se ve afectado por multiplicacién escalar, mientras que el

a) si.
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subespacio cerrado W.



Appendix B

Notaciones y abreviaciones

Lista de notaciones empleadas

= (rm)" Vector de R™ con sus entradas especificadas

B(x) Bola de radio € y centro x.

= Igualdad cierta por definicion

= (modn) Congruencia médulo n

// Parte entera de una divisién

% Médulo

N Conjunto de los enteros positivos

N Conjunto de los enteros no negativos

Z Conjunto de los nimeros enteros

R Conjunto de los nimeros reales

R+ Conjunto de los nimeros reales positivos

Cla,b] Conjunto de funciones continuas en [a, b]

RS Conjunto de los nimeros reales no negativos

aZ Conjunto {az: =z € Z}.

span(W) Subespacio generado por W

R[t] Anillo de polinomios con coeficientes reales

C[t] Anillo de polinomios con coeficientes complejos

a(f) Grado de un polinomio f

K(m) Fading factorial, c.f. 4.2.3

() Producto punto

[|]] Norma

Iy Proyeccién sobre el subespacio cerrado W

B+ Complemento ortogonal de un subconjunto B de un espacio con producto punto.

< Relacién “ser subespacio de”

[] Funcién techo

£ Angulo

L?[a,b] c.f. [wolfram]
Abreviaciones

170



PDL Polinomio discreto de Legendre

G-S Gram-Schmidt
C-S Cauchy-Schwarz
BON Base ortonormal
DLOP  Abreviacién (adoptada de [NS74]) de “polinomio ortogonal discreto de Legendre”
sii si y solo si
Li. linealmente independiente
RMC recta de minimos cuadrados
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