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Introduccion

La teoria de continuos es una rama de la topologia, que se encarga de estu-
diar a los espacios compactos, conexos y con mas de un punto. Su estudio
comenzo6 a inicios del siglo XX en Polonia, con los trabajos Z. Janiszewski,
W. Sierpinski, S. Mauzurkiewicz, B. Knaster, K. Kuratowski y K. Borsuk.
En Estados Unidos la estudiaron después los matematicos R. L. Moore, G.
T. Whyburn, F. B. Jones, R. H. Sorgenfrey, G. S. Young, J. L. Kelley, R.
H. Bing y E. Moise, entre otros. En México se ha estudiado esta area des-
de los anos ochentas, donde se reunian Adalberto Garcia-Méynez, Alejandro
[llanes, Sergio Macias, Luis Montejano, e Isabel Puga, para leer el libro Hy-
perspaces of Sets, de Sam B. Nadler, Jr. Actualmente tales investigadores son
de renombre en la matematica en México.

Recordemos que un hiperespacio de un continuo es una familia de ciertos
subconjuntos de un continuo, que ademas tengan alguna propiedad particu-
lar. La propiedad de Kelley fue definida en 1942 por J. L. Kelley en [8, 3.2,
p. 26] y él la utilizé para analizar la contractibilidad de hiperespacios. Mdas
adelante, en 1977, R. W. Wardle estudio la Propiedad 3.2 de [8], la propiedad
de Kelley, en [13]. Asi J. J. Charatonik y W. J. Charatonik usando el trabajo
de R. W. Wardle en [13] dieron la definicién de la propiedad de Kelley que
se uso en esta tesis. Por otro lado la nocién de suavidad, para el espacio de
dendroides, fue propuesto en 1970 por J. J. Charatonik y C. Eberhart en |2,
DEFINITION, p. 298]. La propiedad de Kelley y suavidad de continuos son
conceptos débiles comparados con la conexidad local.

En la presente tesis estudiaremos y explicaremos de manera detallada el
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articulo [1], es decir estara enfocada dentro de la teorfa de continuos en las
interrelaciones entre la suavidad, la propiedad de Kelley, la conexidad local
y la conexidad en pequeno. Esta tesis se conforma de tres capitulos; uno
sobre continuos e hiperespacios que servira como preliminares al articulo
mencionado, otro sobre la suavidad de continuos y la conexidad local de
continuos, y el iltimo de continuos con la propiedad de Kelley.



Capitulo 1

Introduccion y definiciones
basicas

En este capitulo tratamos el concepto de continuos, asi como algunos ejem-
plos, también estudiamos el concepto de hiperespacios de continuos y dimos
una métrica para los hiperespacios 2% y C(X), vimos algunos modelos co-
nocidos de algunos hiperespacios, por tultimo dimos algunas definiciones y
resultados sobre continuos que utilizamos méas adelante.

1.1. Continuos

Definicién 1.1. Un espacio métrico X es un continuo si X tiene mas de un
punto, es compacto y conexo.

Ejemplo 1.2. (a) [12, 1.1 Arcs, p. 3] El intervalo [0, 1] es cerrado y acotado,
es decir es compacto, ademéds es conexo y tiene mas de un punto, por lo
tanto [0, 1] es un continuo. En la Figura 1.1 tenemos dicho intervalo.

Figura 1.1: Intervalo cerrado [0, 1] como subconjunto de R, con la topologia
usual

11
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Un espacio cualquiera homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1] es también
un continuo, a estos espacios los llamaremos arcos. Dados un arco cual-
quiera X, y h un homeomorfismo de [0, 1] a X, los puntos h(0) y k(1) se
llaman puntos extremos del arco X. En la Figura 1.2 tenemos un arco A
con puntos extremos e y €.

e A S

Figura 1.2: Un arco A con puntos extremos e y €’

[12, 1.2 n-Cells, p. 4] Para cadan € Ny z = (2;), € R", tenemos
su norma ||z|| = (3°1, 22)2, definimos B" = {z € R" : ||z|| < 1}. El
conjunto B™ es una bola cerrada en R", como B" es acotada y R" tiene
la topologia usual, B™ es compacta, conexa y con mas de un punto, por
lo tanto B™ es un continuo. Podemos ver a B? en la Figura 1.3.

A

82

A
v

v

Figura 1.3: Bola cerrada B? como subconjunto de R?, con la topologia usual

(c)

Un espacio cualquiera homeomorfo a la bola cerrada B™ es un continuo,
a estos espacios los llamaremos n-celda. Note que el espacio [0, 1] es una
n-celda.

[12, 1.3 n-Spheres, p. 4] Para cada n € N, sea S™ la esfera unitaria en
R es decir S™ = {x € R""! : ||z|| = 1}. El espacio S™ es un continuo.
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Podemos ver a la esfera S? en la Figura 1.4.

Figura 1.4: Esfera unitaria S? como subconjunto de R3, con la topologia usual

Un espacio homeomorfo a la esfera S™ es un continuo, y le llamaremos
n-esfera a estos espacios. Una l-esfera también se llama curva cerrada
simple.

(d) [12, 1.4 Hilbert cube, p. 4] El cubo de Hilbert es el espacio obtenido como
el producto numerable de intervalos [0, 1]; asi, es producto de espacios
conexos y compactos, por tanto el cubo de Hilbert es un espacio conexo
y compacto, y tiene més de un punto, por tanto es un continuo.

Definicién 1.3. [6, p. 6] Un continuo X es una grdfica finita si X es una
unién finita de arcos tales que cada dos de ellos se intersectan solo en un
numero finito de puntos.

Ejemplo 1.4. (a) En la Figura 1.5 tenemos una grafica finita que es unién
de 3 arcos, que son Ay, Ay v As.
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Figura 1.5: Grafica finita que es unién de 3 arcos

(b) En la Figura 1.6 tenemos una grafica finita que es unién de 5 arcos, que
son A17 AQa A3a A4 y A5‘

Figura 1.6: Grafica finita que es unién de 5 arcos

Definicién 1.5. [6, p. 6] Un continuo X es un n-odo simple si X es una unién
de m-arcos que se intersectan dos a dos en un tnico punto, que llamaremos
v, que ademas es punto extremo de cada arco. El punto v se llama el vértice
del n-odo simple, vy a los otros puntos extremos se llaman extremos del n-odo
simple.

Ejemplo 1.6. (a) Notamos que la Figura 1.5 es un 3-odo.
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(b) En la Figura 1.7 vemos el 5-odo simple con vértice v y puntos extremos
€1, €2, €3, €4 Y €5.

e4 e3

Figura 1.7: 5-odo simple

(c) En la Figura 1.8 vemos el n-odo simple con vértice v y puntos extremos
€1, €2, €3, €4, €5,...,€5_1 Y €pn.

Figura 1.8: n-odo simple

Definicién 1.7. Para un espacio métrico X y A un subconjunto de X, se
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define el interior de A como la uniéon de todos los subconjuntos abiertos C
de X tal que C' C A. El interior de A se denota por int A.

Definicién 1.8. Para un espacio métrico X y B un subconjunto de X,
se define la cerradura de B como la interseccion de todos los subconjuntos
cerrados C de X tal que B C C. La cerradura de B se denota por cl B.

1.2. Hiperespacios de continuos

Para X un continuo cualquiera, una coleccién especifica de subconjuntos
cerrados de X se llama hiperespacio de X.

A continuacién mencionamos los hiperespacios clasicos més estudiados en la
literatura:

(a) 2¥ = {4 C X : A es cerrado y no vacio}, llamado el hiperespacio de
cerrados de X;

(b) C(X) = {A € 2% : A es conexo}, para un continuo X un subconjunto
A’ de X es un subcontinuo de X si A’ es cerrado, conexo y no vacio. Asi
C(X) es llamado el hiperespacio de subcontinuos de X;

(c) para cada entero positivo n, F,(X) = {A € 2% : A tiene a lo més n
puntos}, llamado el n-ésimo producto simétrico de X;

(d) para cada entero positivo n, C,(X) = {A € 2% : A tiene a lo mis n
componentes}.

Las definiciones a) y b) nos servirdn més adelante.

Definicién 1.9. [6, p. 22] Para un continuo X con métrica d, e >0, p € X
y A € 2% se definen los conjuntos

B(e,p) ={q € X :d(p,q) < &},

N(e,A) ={qe€ X : existe x € A tal que d(z,q) < €}.

El conjunto B(e,p) se llama la bola de radio € centrada en p'y N(e, A) se
llama la nube de radio € centrada en A. Note que N(e, A) es la unién de
todas las bolas de radio € centradas en los puntos de A.
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Ejemplo 1.10. En la Figura 1.9 ilustramos las bolas con radio € con centros
D1, P2, -, D7, que estéan contenidas en la nube N (e, A).

B(e, p;) B(e.p,) B(e, p3) B(e, py) Bl(e, ps) Ble, pg) Ble, p7)

- - - — -~
/’ \\<’ \\(’ \\(’ \\<’ \\,’ \\(’ \
1 P 1Y P2 I P3 Pt Py NP5 N P " p7_A \
\ T r———r—*— r—*——7 —*—1—* ]
\ X A A X v A /

AN 7 N 7 N\ /7 N\ 7 N\ 7 N\ VAERN Ve
~ o - ~ - ~ o - ~ - ~ - ~ - ~ -

Figura 1.9: El conjunto A con algunas de sus bolas de radio ¢.

Ahora con el concepto de nube vamos a definir la métrica de Hausdorff en
2X,

Definicién 1.11. [6, p. 22] Para cualesquiera A y B en 2% definimos la
distancia de Hausdorff entre A y B mediante la expresion

H(A,B)=inf{e >0: AC N(e,B) y BC N(¢,A)}.

Probemos que la distancia de Hausdorff entre A y B es una métrica.

Definimos el siguiente conjunto,
D(A,B)={¢e>0: ACN(¢,B)y BC N(¢s,A)} CR".

Asf, H(A, B) = inf D(A, B).

Como X es compacto, existe r > 0 tal que para cualesquiera x,,x9 € X
se tiene d(x1,79) < r, asi, para cualesquiera A, B € 2%, tenemos que A C
N(r,B) y B C N(r,A), es decir r € D(A, B), ademés D(A, B) es acotado
inferiormente por 0. Ya vimos que D(A, B) es no vacio, por tanto H(A, B)
estd bien definida. Ahora veamos que H cumple las propiedades de métrica.
Para esto, sean A, B, C' € 2% arbitrarios.

= Veamos que H (A, B) > 0: Como 0 es una cota inferior de D(A, B), por
definicion de infimo, tenemos H(A, B) > 0.
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» Veamos que H(A, B) = H(B, A): Notemos que

H(A,B)=inf{e >0: AC N(¢,B)y BC N(¢,A)}
=inf{e >0: BC N(¢,A) y AC N(e,B)}
= H(B, A).

» Veamos que H(A,B) =0« A= B.
e Primero veamos que H(A,B) =0= A = B.

Supongamos que H(A,B) = 0. Sean a € Ay € > 0, asi existe
un €1 € D(A, B) tal que g1 < ¢, pues 0 = inf D(A, B). Como
A C N(ey, B), por definicién de nube existe b € B tal que d(a,b) <
g1 < g, por tanto B(e,a) N B # (), asi a esta en la cerradura de B,
que es igual a B, es decir a € B. Asi A C B y de manera analoga
podemos probar que B C A. Concluimos que A = B

e Ahora veamos que A = B = H(A,B) =0.

Supongamos que A = B. Notemos que cualquier £ > 0 satisface
que A C N(g,A), asi D(A,A) ={e>0: AC N(¢,A)} =R*,y
el infimo de R™ es 0, por lo tanto H(A, B) = 0.

= Por tltimo veamos que H(A,C) < H(A,B) + H(B,C).

Lo que hay que probar es que inf D(A, C') < inf D(A, B)+inf D(B,C).
Para cualquier entero positivo n, definamos e, = fnf D(A, B) + 5 y
6, = inf D(B,C) + 5-, ahora tomamos un ¢ € D(A,B) y un § €
D(B,C) tales que inf D(A,B) < ¢ < g, y mf D(B,C) < § < 6.
Asi A C N(¢,B), B C N(g,A), B C N(6,C)y C C N(4,B); si
a € A, entonces existe b € B con d(a,b) < €, y existe ¢ € C con
d(b,c) < ¢, por tanto d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) < €+, asi A C
N(e +6,C), y de manera andloga tenemos que C' C N(e + 0, A). Por
tanto € + 0 € D(A,C). Con lo cual inf D(A,C) < e+ < e, + 9, =
inf D(A, B) + 5= +inf D(B,C) + 5= = inf D(A, B) + inf D(B,C) + 1,
asf inf D(A, C) < inf D(A, B) + inf D(B, C) + %, para cualquier entero
positivo n, entonces inf D(A,C) < inf D(A, B) + inf D(B,C), por lo
tanto H(A,C) < H(A,B) + H(B,C).

Con todo lo anterior, concluimos que H (A, B) es una métrica para el hiper-
espacio 2%.
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Teorema 1.12. [11, Theorem 1.13] Si X es un continuo, entonces los hiper-
espacios 2% y C(X) son continuos.

1.3. Ejemplos de hiperespacios de continuos

Ejemplo 1.13. (a) Para el continuo [0, 1], 2% es homeomorfo al cubo de
Hilbert, la demostracion de este hecho es un resultado clasico que necesita
teoremas muy técnicos para su demostracion, y el lector interesado puede
ver [7, Theorem 11.3, p. 89]. Ahora bien, si A es un arco contenido en
un continuo X, nétese que el hiperespacio 24 es un subconjunto del
hiperespacio 2%, es decir, 2% contiene cubos de Hilbert.

(b) [6, Ejemplo 3.1, p. 29] EI hiperespacio C([0, 1]) es més sencillo que 201
notemos que

C([0,1]) = {A € 20V : A es conexo}
={[a,b] C[0,1]: 0<a<b<1},

es decir C([0, 1]) son los intervalos cerrados contenidos en [0, 1].

Este hiperespacio C([0, 1]) es homeomorfo al conjunto {(a,b) € R*: 0 <
a < b <1} C R? al que llamaremos T, y un homeomorfismo esté dado
por la funcién f: C([0,1]) — T definida por f([a,b]) = (a,b), para todo
[a,b] € C(]0,1]).

Notamos que T es el tridngulo en R? incluyendo el interior, donde un
lado es el segmento de recta que une el origen con el punto (0,1), otro
lado es el segmento de recta que une (0,1) con (1,1), y el dltimo lado es
el segmento de recta que une al origen con el punto (1, 1). Este tridngulo
lo ilustramos en la Figura 1.10.
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C([0, 1)

(0,0)

A
v

v

Figura 1.10: Tridngulo T'

(c) [6, Ejemplo 3.1, p. 31] Otro homeomorfismo de C([0, 1]) esta dado por la
funcién g : C([o, 1]) = R? definida por f([a,b]) = (“$2, b — a), para todo
la,b] € C([0,1]), es decir a cada intervalo le corresponde su punto medio
y su longitud. La imagen de esta funcién se ilustra en la Figura 1.11

D
C([0, 1])

(0, 0) 0, 1)

A
N

v

Figura 1.11: Otra representacién de C([0, 1])
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(d) [6, Ejemplo 3.2, p. 31] El hiperespacio de la circunferencia unitaria S*,
C(S'), consiste de los conjuntos de un punto, sus subarcos y S*.

Definimos f : C(S') — B? tal que para A subarco cualquiera de S*
f(A) =m(A)(1— %), con m(A) el punto medio de A y [(A) la longitud
de A. Ademds para {p} € C(S"), f({p}) = p y para S, f(S*) = (0,0).
Por lo tanto el hiperespacio C(S') es homeomorfo a la bola unitaria B2

La imagen de B? se ilustra en la Figura 1.3.

(e) [6, Ejemplo 3.3, p. 35] Si X es un 3-odo simple en R3 con vértice v =
(0,0,0) y los arcos Ay, As y Az, que van de v a (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1)
respectivamente. El hiperespacio C(X), estd formado por los subconti-
nuos Y que tienen a v y a los subcontinuos Z que se quedan contenidos
en algin arco del 3-odo y que no tienen a v. Paran =1, 2, 3.

Tomamos un subcontinuo Y. Definimos B, = Y N A, asi B,, es sub-
continuo de A,, que contiene a v, aunque B, pueda ser solo el punto v,
tenemos [(B,,) la longitud de B,. Entonces podemos asignarle a Y el
punto (I(By),1(Bs),(B3)) € R?, notamos que tales longitudes podrian
varias de 0 a 1, por lo que esa asociacién es el cubo o 3—celda C' = [0, 1]°.

Tomamos un subcontinuo Z. Notamos que Z es un subcontinuo de A,,.
Como A,, es homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1], del inciso ¢) de este
Ejemplo tenemos que el hiperespacio de subcontinuos de A, puede ser
representado por un triangulo 7T;,.

Definimos la funcién h : C(X) — R3 tal que a los subcontinuos Y los
manda al cubo C' = [0, 1] y a los subcontinuos Z los manda a los trian-
gulos T},. La imagen de esto se ilustra en la Figura 1.12
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C(X)

Figura 1.12: Representacion de C(X)

1.4. Resultados de hiperespacios que utiliza-
remos

Definicién 1.14. [11, p. 4] Para un continuo X y {A,}°°, sucesién en 2%,
se define lo siguiente:

» El limite inferior de {A,}5°, es el conjunto Li A4,, = liminf, ,. A,
{z € X : existe una sucesién {x,}2°, en X convergente a x tal que
x, € A, para todo n € N}.

» El limite superior de {A,}5°; es el conjunto Ls A,, = limsup,,_, A, =
{z € X : existe una sucesién creciente {n;}32; de naturales y existe
sucesion {zx}32, en X convergente a x tal que z;, € A,, para todo
k € N}.

Teorema 1.15. [11, Theorem 0.7] Para un continuo X, A € 2% y {A4,}>2,
sucesién en 2%, se tiene que Li A, = Ls A, = A si y sélo si lim A,, = A.

El siguiente Teorema nos sera util mas adelante.

Teorema 1.16. Sean X un continuo, A, K € 2% y {A,}°2, sucesién en 2%
convergente a A. Si A, N K # () para todo natural n, entonces A N K # ().
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Demostracién: Supongamos que A, N K # () para todo natural n y
AN K = (). Probemos que existe ¢ > 0 tal que N(g, A) N K = (). Si esto
tltimo no es cierto, entonces para todo € > 0 se tiene que N(g, A) N K # .
Asi, para cadan € N, N(%,A) N K # (), entonces existe k, € N(%,A) NnK,
y existe a, € A tal que k, € B(%,an), es decir d(k,,a,) < %, como K y
A son compactos, podemos suponer que las sucesiones {a,}°°, v {k,}22,
son convergentes, y llamemos k € K y a € A sus limites, respectivamen-
te. Como la distancia de k, a a, es menor a % para todo n € N, entonces
k = a, lo que es una contradiccién porque supusimos que ANK =0, a € A,
k € Ky a=k. Porlo tanto existe ¢ > 0 tal que N(e, A) N K = (). Para
tal € > 0 existe N € N tal que H(A,, A) < ¢, por tanto Ay C N(g, A), asi
AvNK C N(g,A)N K = (), lo cual contradice las hipé6tesis. Concluimos que

ANK #£0. ®

Teorema 1.17. [7, Exercise 4.15] Sean X un continuo, {A, }2° | una sucesién
en 2% convergente a A € 2% y sea B € 2. Entonces la sucesién {4, UB},
converge a AU B.

Demostracién: Como {A,}2°, converge a A, tomamos ¢ > 0y N € N
tal que si » > N entonces H(A, A,) < g, es decir A C N(g,A,) vy A, C
N(e,A). Asit AUB C N(¢,A,UB)y A, UB C N(e, AU B), entonces
H(AUB,A,UB) < e paran > N, por lo tanto {4, U B}%, converge a
AU B. ®

Definicién 1.18. [11, (0.47), p. 17] y [9, Seccién 18, p. 173] Sean X y YV
continuos y f: X — 2Y se dice que

» [ es semicontinua superiormente en un punto xro € X si para cualquier
sucesion {x,}5°, en X convergente en xg, Ls f(x,) C f(xg). Si f es
semicontinua superiormente en cada punto de X, diremos que f es
semicontinua superiormente.

= f es semicontinua inferiormente en un punto xro € X si para cual-
quier sucesién {x,}>2; en X convergente en xg, f(xo) C Li f(x,). Si f
es semicontinua inferiormente en cada punto de X, diremos que f es
semicontinua inferiormente.

Como consecuencia del Teorema 1.15, si una funcién f : X — 2¥ es semi-
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continua superior e inferiormente, es continua, y viceversa

Teorema 1.19. [11, Ejercicio 0.67.1] Sean f : X — Y una funcién conti-
nua entre continuos y {4, }°°, sucesiéon en C'(X) convergente a A € C(X).
Entonces la sucesion { f(A,)}°2, converge a f(A).

Demostracion: Sea e > 0. Como f es continua entre compactos, entonces
f es uniformemente continua, asi existe § > 0 tal que para todo =,y € X,
si dx(z,y) < § entonces dy (f(z), f(y)) < €. Tomamos un N € N tal que si
n > N entonces H(A, A,) <0, asi A, C N(6,A) y AC N(4,A,).

Veamos que sin > N, entonces H(f(A), f(An)) < €. Para esto probemos que
f(A,) € N(e, f(A) v f(A) C N(e, f(A,)). Primero veamos que f(A,) C
N(e, f(A)). Seax € f(A,), asi x = f(a,) para algin a,, € A,,, y existe a € A
tal que dx(a,,a) < 6, entonces dy(f(ay), f(a)) < e, por tanto x = f(a,) €
B(e, f(a)) € N(g, f(A)). Concluimos que f(A,) C N(eg, f(A)).

Ahora veamos que f(A) C N(e, f(A,)). Seax € f(A), entonces z = f(a) pa-

raalgina € A,y existe a,, € A, tal que dx(a,a,) < 6, luego dy (f(a), f(a,)) <
e, porloquex = f(a) € B(e, f(an)) C N(g, f(An)), es decir H(f(A), f(An)) <
g, por lo tanto la sucesion {f(A,)}5°, converge a f(A). ®

Definicién 1.20. [7, 14.1 Definition, p. 110] Un arco A en C'(X) es un arco
ordenado si para cada A, B € A, se tiene A C Bo B C A.

Teorema 1.21. [7, Theorem 15.3] Sean X un continuo y A, B € C'(X). Si
A C B, entonces existe arco ordenado A en C'(X) tal que los puntos extremos
de Ason Ay B.



Capitulo 2

Suavidad de continuos y
conexidad local

En este capitulo nos enfocamos en la suavidad de continuos y la conexidad
local de continuos. Definimos la suavidad en un punto, la conexidad local
en un punto, la conexidad en pequeno, y dimos ejemplos de estos conceptos.
Luego para X un continuo explicamos la relacién entre los conjuntos I(X)
y L(X), que denotan el conjunto de los puntos de suavidad y el conjunto
de los puntos de conexidad local, respectivamente. También vimos la funcién
F,: X = C(C(X)), la que a cada p € X le asigna la familia de subconti-
nuos de X que tienen al punto p, y probaremos algunos resultados de dicha
funcién. Para funciones continuas dimos la nocién de funcion monétona y de
funcién mondtona relativa a un punto, asi como algunos ejemplos. Asi con
los conceptos de suavidad y funciones mondtonas vimos algunos resultados
interesantes. Dichos resultados tienen como consecuencia contenciones pro-
pias, para confirmar que esas contenciones son propias usamos ejemplos de
dendroides. Para finalizar hablamos de la conexidad en pequeno y su relacion
con la suavidad.

Definicién 2.1. [1, p. 123] Un continuo X es suave en un punto p € X con
respecto a un punto x € X si para cada sucesion {x,}°°, en X que converge
a x vy cada subcontinuo K de X que contiene a p y x, existe una sucesion
{K,}°°, de subcontinuos de X que converge a K tal que p,x, € K, para
todo n € N. Si X es suave en p con respecto de cualquier x € X, diremos
que X es suave en p. Si X es suave en algin p € X, diremos que X es suave

25
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y p se llama punto de suavidad de X.

Ejemplo 2.2. (a) Los continuos en los Ejemplo 1.2, Ejemplo 1.4 y Ejemplo 1.6
son suaves.

(b) Los continuos en los incisos a), ¢), d), e) y f) del Ejemplo 1.13 también
son suaves.

Definicién 2.3. [3, p. 104] Un continuo X es localmente conexo en un punto
p € X si para cada B abierto de X tal que p € B, existe A subconjunto
conexo y abierto de X tal que p € A C B, y diremos que X es localmente
conexo si es localmente conexo en todos sus puntos.

Ejemplo 2.4. (a) Los continuos en el Ejemplo 2.2 son localmente conexos.

(b) [6, p. 7] Otro continuo muy utilizado es el abanico armdnico, que es la
unién de segmentos de recta que une el origen con el punto (1, %), con
n € N, junto con el segmento de recta que une el origen con el punto (1,0)
como se ve en la Figura 2.1. El arco que une a (0, 1) con (1,0) se llama
arco limite del abanico armdnico, y el punto (0,0) se llama el vértice del
abanico armaonico.

Note que el abanico armoénico no es localmente conexo en los puntos de
la forma (x,0), con z € (0, 1].

Figura 2.1: El abanico arménico
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Definicién 2.5. [1, p. 123] Para X un continuo, el conjunto de todos los
puntos de suavidad de X se denota por I(X), y el conjunto de todos los
puntos donde X es localmente conexo se denota por L(X).

Teorema 2.6. [10, Corollary 3.2, p. 84] Si X es un continuo, entonces (X) C
L(X).

Demostracién: Sean X un continuo y p € I(X). Veamos que p € L(X).
De la Definicién 2.3, sea U C X abierto con p € U y definamos

CUp) =|{KcU: KeC(X)ype K}
={z € X : existe un continuo K C U con p,z € K},

como {p} € C(X) y {p} es subconjunto de U, entonces p € C(U, p). Es claro
que C(U,p) C U y es conexo.

Veamos que C(U,p) es abierto, para esto probaremos que X — C(U,p) es
cerrado. Sea {x,}°°, una sucesion en X — C(U,p) que converge a algin
punto x € X. Sea Y € C(X) tal que p,x € Y, como p € I(X), por la
Definicién 2.1, existe {Y,,}52, sucesién de subcontinuos de X que converge
a Y tal que p,x, € Y, para todo n € N. Para cualquier n € N, tenemos
x, € X — C(U,p), es decir z,, ¢ C(U,p), entonces Y,, N (X — U) # (. Por el
Teorema 1.16, Y N (X —U) # 0, asi « ¢ C(U, p), por tanto x € X — C(U, p),
entonces X — C(U, p) es cerrado, es decir C'(U, p) es abierto. Concluimos que
p € L(X). ®

Definicién 2.7. [1, p. 123] Para un continuo X y p € X, se define el siguiente
conjunto

S(p) = {x € X : X es suave en p con respecto a x}.

Notamos que X es suave en p es equivalente a S(p) = X y asi

I(X) = {pe X : S(p) = X}.

Ejemplo 2.8. Sean X = [0,1] y p € X, probemos que S(p) = X. Sean
r € X, {x,}5°, sucesion en X convergente a z y K subcontinuo de X tal
que z,p € K. Para dos puntos cualesquiera u y v de [0, 1], sea uv el intervalo
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cerrado cuyos extremos son u y v. Para cada n € N definimos K,, = K Uzxx,,
note que K, es un subcontinuo de X con z,,p € K,. Como la sucesién
{zx,}22 | converge a {z}, por el Teorema 1.17, la sucesién { K, }5° , converge
a KU{x} = K. Por tanto X es suave en p con respecto a x € X. Concluimos
que S(p) = X.

Si z y y son puntos de un espacio cartesiano R”, denotemos por xy el seg-
mento de recta que une a x con y, es decir zy = {tz + (1 —t)y : t € [0, 1]}.

Ejemplo 2.9. Sean p = (0,0) y ¢ = (1,0) puntos en el plano. Para el abanico
arménico X definido en el Ejemplo 2.4, probaremos que g € S(p), ¢ ¢ S(q)
y p € I(X).

(a) Primero veamos que g € S(p), es decir, X es suave en p con respecto a
q. Sea {qn}>2, sucesién en X convergente a ¢ y sea K subcontinuo de X
tal que p,q € K, asi pg C K. Definimos para cada n € N el subcontinuo
K, = KUpq,, asi p, g, € K, paratodon € N. Como la sucesién {pg, }>,
converge a pq entonces la sucesién {K,}5°, converge a K Upg = K por
el Teorema 1.17. Por lo tanto ¢ € S(p).

(b) Probemos que ¢ ¢ S(q), es decir X no es suave en ¢ con respecto a q.

Definimos ¢, = (1,1), para todo n € N. Asi, la sucesién {g,}52, en
X converge a ¢. Sean m = (%,O) y K = mgq subcontinuo de X con
q € K. Sea {K,,}>°, sucesién convergente de subcontinuos de X tal que
q,q, € K, para todo n € N, entonces pg, Upq C K, para todon € N,
asi p € lim,,_,, K,, por que p € K, para todo n € N, pero p ¢ mgq asi

lim,, . K,, # mq. Por lo tanto q ¢ S(q).

(c) Por tltimo veamos que p € I(X), o sea X es suave en p con respecto a
todo x € X. Sean € X un punto cualquiera, {z,}5°, una sucesién en
X convergente a x y K un subcontinuo de X con p,z € K, asi pr C K.
Definimos para cada n € N el subcontinuo K,, = K Upzx,, asi p,x, € K,
para todo n € N. Como la sucesién {pz, }°°, converge a pz, entonces la
sucesion {K,}22 ; converge a K. Concluimos que X es suave en p con
respecto a todo x € X, es decir, p € I(X).

Una pregunta interesante es sobre qué podemos decir del conjunto S(p) cuan-
do S(p) # X. Para esto nos seré 1til el hiperespacio de subcontinuos de C'(X),
es decir C(C(X)) y definir la siguiente funcién.

Definicién 2.10. [1, p. 124] Para un continuo X y p € X, definimos la
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funcién F, : X — C(C(X)) mediante la expresién
Fy(z) = {K € C(X) : p,a € K},

para todo = € X.

Primero vemos que F), estd bien definida. Sea x € X. Probemos que F,(x) es
cerrado en C'(X). Tomemos una sucesién {4, }2°, en F,(X)y A € C(X) tal
que lim,, o A, = A. Veamos que A € F,(z). Por la Definicién 2.10 p,x € A,
es decir A, N {p} # 0, asi por el Teorema 1.16, AN {p} # 0, es decir p € A;
analogamente x € A, asi A € F,(x), por lo tanto F,(z) es cerrado.

Ahora probemos que F,(x) es conexo. Tomemos A € F,(z) y note que X €
F,(X). Por el Teorema 1.21, existe un arco ordenado A de A a X, ademds A
es un subconjunto de F,(x), por tanto F,(x) es arcoconexo y también conexo.
Con lo anterior, F,(z) € C(C(X)) para todo p,z € X.

Teorema 2.11. [4, Proposition 1, p. 185] Sean X un continuo y p € X.
Entonces la funcién F, : X — C(C(X)) es semicontinua superiormente.

Demostracién: Sea x € X. Veamos que F), es semicontinua superiormen-
te en x. Tomemos {x,}52, sucesién en X convergente a x. Probemos que
Ls F,(z,) C F,(x). Sea K € Ls Fj,(z,). Entonces existe una sucesion crecien-
te {n,} en N y una sucesion {K,,}>°_, tal que K,, € F,(z,, ) para todo
m € Ny que {K,,}5_, converge a K. Como K,, contiene a p y z,,  para
todo m € N, entonces K contiene p y z, es decir K € F,(x). ®

Teorema 2.12. [1, Theorem 7, p. 124] Sea X un continuo y p € X. Entonces
la funcién F, : X — C(C(X)) es semicontinua inferiormente en un punto
x € X siysolosixe S(p).

Demostracion:

» Primero supongamos que £}, es semicontinua inferiormente en un punto
z € X. Veamos que z € S(p), es decir, veamos que X es suave en p
respecto de z.

Sean {x,}52, una sucesién en X que converge a x y K € C(X)
con p,x € K, asi K € F,(X). Por la Definicién 1.18 para la suce-
sion {x,}2°, convergente a x tenemos que Fy,(z) C LiF,(z,). Como
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K € F,(z), hay una sucesién {K,}°°, con K, € F,(x,) para todo
n € N, tal que lim,,_.., K, = K. Note que p,x, € K, para todo n
en los naturales, asi, por la Definicion 2.1, X es suave en p € X con
respecto a x € X, concluimos que = € S (p)

= Supongamos que x € S(p). Veamos que F, es semicontinua inferior-
mente en z. Sea {x,}>2, una sucesién en X convergente a z. Veamos
que Fy(z) C LiF,(x,). Sea K € F,(x), entonces p,x € K. Ademds
como z € S(p), X es suave en p € X con respecto a x € X, entonces
por la Definicién 2.1 para la sucesién {z,}>2; y K, existe una sucesién
{K,}22, convergente a K tal que p, z,, € K,, para todo n € N, es decir,
K, € F,(z,) para todo n en los naturales. Por Definicién 1.18, conclui-
mos que K € Li F,(x,). Asi F,(X) C LiF,(z,), y F, es semicontinua
inferiormente.

@

Corolario 2.13. [1, Corollary 8, p. 124] Sean X un continuo y p € X, la
funcién F, : X — C(C(X)) es continua en un punto x € X si y solo si
z € S(p).

Corolario 2.14. [4, Proposition 2, p. 185] Sean X un continuo y p € X, la
funcién F, : X — C(C(X)) es continua si y solo si el continuo X es suave
en el punto p.

Teorema 2.15. [1, Observation 11, p. 125] Sean X, Y continuos, p € X y
f X — Y una funcién continua y sobreyectiva. Entonces se cumple

Y —f(X =5(p) C f(5(p)).

Demostracién: Como f(A) — f(B) C f(A — B) para cualesquiera A y
B subconjuntos de X, hacemos A = X y B = X — S(p), y obtenemos

f(X) = f(X = S8(p) € f(X = (X —=S5(p)) = f(S(p)), ademds por la sobre-
yectividad de f, f(X) =Y, por lo tanto Y — f(X — S(p)) C f(S(p)). ®

Definicién 2.16. [1, p. 125] Sean X,Y continuos. Una funcién continua
f: X —=>Yes

= mondtona si para cada @) subcontinuo de Y, f71(Q) es conexo.



31

= mondotona relativa en un punto p € X si para cada () subcontinuo de
Y tal que f(p) € Q, f~1(Q) es conexo.

Notamos que si f es mondtona, entonces f es mondtona relativa en cualquier
punto.

Ejemplo 2.17. (a) La funcién identidad es mondtona y mondtona relativa
en cualquier punto.

(b) También las funciones crecientes y sobreyectivas f : [0,1] — [0, 1] son
mondtonas.

(c) La funcién exponencial e : [0,27] — S', definida por la expresién e(t) =
(cos(t),sen(t)). Notamos que e no es monétona porque e 1(1,0) = {0, 27},
que no es conexo.

(d) La funcién tienda f : [0,1] — [0, 1] se define por f(z) =2z si z € [0, 1),
f(%) =1ly f(x)=2—-2zsix¢€ (%, 1]. Observe que f no es mondtona
porque f~1(0) = {0,1}, que no es conexo, pero si es monétona relativa
en el punto %

Teorema 2.18. [1, Theorem 13, p. 125] Sean X,Y continuos, p € X y
f X — Y funciéon continua, sobreyectiva y monoétona relativa en p € X.
Entonces

Y = J(X = 5(p) € S(f(p))-

Demostracién: Supongamos que y € Y — f(X — S(p)). Veamos que y €
S(f(p)), es decir Y es suave en f(p) respecto de y.

Sean {y,}52, una sucesién en Y que converge a y y () subcontinuo de
Y tal que f(p),y € Q. Ahora como y no estd en f(X — S(p)), entonces
f~Yy) € S(p), es decir, si f(z) = y para algiin x € X, entonces = € S(p).
Para cada n € N, elegimos z,, € f~*(y,), por compacidad de X podemos su-
poner que la sucesién {x, }>; converge a un punto € X, y por continuidad,
flz) = limpoof(x,) = lim, 0 ¥y, = ¥y, por tanto z € S(p). Ademds, como
f es monétono relativo en p, el conjunto K = f~1(Q) es un subcontinuo de
X que contiene los puntos p y x; como X es suave en p con respecto de z,
asi por la Definicién 2.1 existe una sucesién { K, }5°; de subcontinuos de X
que contienen a p y x, y que converge a K. Para cada n € N, definimos
Q. = f(K,), note que cada ), es un subcontinuo de Y que contiene a y,, y
f(p) vy que converge a f(K) = @, entonces por la Definicién 2.1 Y es suave
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en f(p) respecto de y, es decir y € S(f(p)). ®

Corolario 2.19. [4, Corollary, p. 187] Sea X,Y continuos, con X suave en
un punto p € X, ysea f : X — Y funcién continua, sobreyectiva y monétona
relativa en p. Entonces Y es suave en f(p).

Demostracién: Como X es suave en p, entonces S(p) = X, por tanto
Y — f(X —=S(p)) =Y; por otro lado, por el Teorema 2.18 Y — f(X — S(p)) C
S(f(p)) CcY,ast S(f(p)) =Y, con lo cual Y es suave en f(p). ®

Corolario 2.20. [10, Theorem 6.2, p. 90] Sean X, Y continuos, y sea f : X —
Y funcién continua, sobreyectiva y mondtona. Entonces f(I(X)) C I(Y).

Definicién 2.21. [7, p. 193] Un continuo X es un dendroide si X es arco-
conexo y para cualesquiera A y B subcontinuos de X, ANB =00 ANB es
conexo.

Los siguientes ejemplos muestran que las contenciones en la conclusiéon de los
Teorema 2.15, Teorema 2.18 y el Corolario 2.20 pueden ser propias, que en
el Teorema 2.18 es necesario que f sea mondtona relativa en el punto.

Ejemplo 2.22. [1, Example 18, p. 126] Existen dendroides X y Y en el plano,
un punto p € X y f: X — Y funcién continua, sobreyectiva y mondtona tal
que la contencién del Teorema 2.15 es propia, a saber Y — f(X — S(p)) &

f(S(p)), es decir existe a € f(S(p)) N f(X — S(p))-

En coordenadas cartesianas en el plano sean p = (0,0), a = (3,0), b = (1,0),
c=(1,-1), ysean a, = (3, 7) v b, = (1, &) para todo n € N. Definimos
Y =pbU{pb, Ubna, :n € N} y X =acUY. Vea Figuras 2.2 y 2.3.
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Figura 2.2: Dendroide Y

Cc

Figura 2.3: Dendroide X

Sea f : X — Y la funcién definida por f(z) =z siz € Yy f(z) = asi
x € ac. Note que f es continua y mondtona.



34CAPITULO 2. SUAVIDAD DE CONTINUOS Y CONEXIDAD LOCAL

Veamos que ¢ € S(p), es decir, X es suave en p con respecto a c. Sea {c, }22,
sucesion de puntos en X convergente a ¢ y K subcontinuo de X tal que
p,c € K. Como X es dendroide, K también es dendroide, asi pa U ac C K.
Como ¢ es un punto del interior de K en X, existe N € N tal que ¢, € K si
n>N

Definimos {K,}22, sucesién de subcontinuos de X de la siguiente forma:
K,=Ksin>N,y K, es el arco en X que une a p y ¢,, paran < N. De
esta forma p, ¢, € K, para todon € N, y K,, — K. Por lo tanto ¢ € S(p) y

como f(c) =a, a € f(S(p)).

Ahora veamos que a ¢ S(p). Sea {a,}22, la sucesién en X convergente a a
y el segmento pa como subcontinuo de X que contiene a p y a. Sea {K,}22,
una sucesion convergente de subcontinuos de X tal que p, a,, € K,, para todo
n € N, asi pb, U b,a, C K, para todo n € N, es decir, b, € K, para todo
n € N, por tanto b € lim,,_,, K,,. De esto concluimos que lim,,_,, K,, # pa,
asi a € X — S(p), pero f(a) = a, por lo tanto a € f(X — S(p)).

Por lo anterior a € f(S(p)) N f(X — S(p)) v el ejemplo esta terminado.

Ejemplo 2.23. [1, Example 21, p. 126] Existen dendroides X y Y en el plano,
un punto p € X y f: X — Y funcién continua, sobreyectiva y mondtona tal
que

= la contencién del Teorema 2.18 es propia, a saber Y — f(X — S(p)) €
S(f(p)), es decir, existe ¢ € S(f(p)) N f(X — S(p));

» la contencién del Corolario 2.20 es propia, es decir f(I(X)) € I(Y),
con lo cual existe ¢ € I(Y) — f({(X)).

Usando los puntos p, a, b, a,, b, del Ejemplo 2.22 definimos X = pbU| J{pb, U
bna, : n € N}, consideramos Y como el espacio cociente de X, donde el arco
ab se identifica a un punto y los demas puntos no se identifican entre si. Sea
f X — Y la funcién cociente, esta funcién es continua monétona y definida
por f(xz) = ab, ab un punto en Y, si x € ab y como la identidad en el resto.
Observe que Y es un abanico armoénico con vértice p, y cuyo arco limite es
el arco en Y que une p con f(b).

Notamos que ab € S(p) = S(f(p)), pues lo demostramos en el Ejemplo 2.9
inciso a). Ahora veamos que ab € f(X — S(p)). Como ab = f(a), basta
probar que a € X — S(p), es decir que a ¢ S(p). La prueba de este hecho
es analoga a la prueba que hicimos en el Ejemplo 2.22, es decir, tomamos la
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sucesion {a, }5°, convergente a a, el subcontinuo pa y no es posible encontrar
la sucesién de subcontinuos K, que converjan a pa, entonces a € X — S(p),
y ab € f(X — S(p)), por lo tanto ab € S(f(p)) N f(X — S(p)).

Por el Ejemplo 2.9 se tiene que p € I(Y). Para terminar probemos que
I(X) =0, es decir si x € X entonces S(z) # X. Sea x € X, entonces;

» Si x =b. Veamos que b ¢ S(x). Sea {b,}5°, sucesién convergente a b
y ab es subcontinuo tal que = € ab. Sea {K,,}7°, sucesién convergente
con z,b, € K, para todo n € N, asi b,p U pb C K,, para todo n € N,
entonces p € lim, o, K, pero p ¢ ab, por lo tanto b ¢ S(z).

» Siz#b, xe (pbUpb,) —{b} 0z € bya, para algin n € N. Veamos
que a ¢ S(x). Primero si x € (pbU pb,) — {b} para algin n € N.
Tomemos la sucesion {a, }52; que converge a a y el subcontinuo K =
xpUpa. Notemos que b ¢ K. Supongamos que existe sucesioén { K, }7°
de subcontinuos que converge a K y tal que x, a,, € K,, paratodon € N.
Entonces b, € K, para n suficientemente grande, asi b € lim,, .., K,
pero b ¢ K. Concluimos que a ¢ S(x).

Ahora si x € bya, para algin n € N. Igual sea la sucesién {a,}7,
convergente a a y K = (paUpb, ) Ub,z para algin n € N. Si existe una
sucesion { K, }5°, de subcontinuos que converge a K y tal que z,a, €
K, para todo n € N, entonces (paUpb,)Ub,a, C K, paratodon € N,
asi b, € K, para todo n € N, es decir b € lim,,_,o, K,, pero b ¢ K. Por
lo tanto a ¢ S(X). O sea I(X) = 0, entonces f(I(X)) = f(0) = 0.

Por lo anterior p € I(Y) — f(I(X)) y con esto acabamos el ejemplo.

Ahora veamos un ejemplo que también ilustra lo visto en el Ejemplo 2.22 y
las dos condiciones del Ejemplo 2.23, este ejemplo es original para esta tesis.

Ejemplo 2.24. Existen dendroides X y Y en el planoy f: X — Y funcién
continua, sobreyectiva y mondétona tal que

m existen r € X yx € f(S(r))N f(X —S(r)),
m existent € X yz € S(f(t)) N f(X —95(t)),
» existe y € I(Y) — f(I(X)).

En el plano sean p = (0,0), ¢ = (1,0), r = (2,0), t = (%,0) y ¢, = (1, %) para
todo n € N. Definimos X’ = pqU|J{pg, : n € N}, o sea el abanico arménico,
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X =X'UqryY =][0,1]. Véase Figura 2.4.

P t
q r

Figura 2.4: Dendroide X

Sea f: X — Y definida como f(x,y) =0si (z,y) € X'y f(z,0) =2 — 15si
z € (1,2] x {0}, notamos que f es continua, mondtona y sobreyectiva. Sean
r=0yy=1.

» Probemos que x € f(S(r)) N f(X — S(r)).

Veamos que z € f(S(r)). Como 0 = f(0,0), basta probar que p €
S(r), sea {p,}32, sucesién cualquiera en X convergente a p y sea K
subcontinuo de X tal que p,r € K, entonces pr C K. Definimos K,, =
KUppy, asi { K,}22, es una sucesién convergente a K tal que p,,r € K,

para todo n € N. Por tanto p € S(r), o sea x € f(S5(r)).

Para ver que x € f(X —S(r)), observemos que f(q) = 0, y basta probar
que ¢ ¢ S(r). Tomamos la sucesién {g,}5°, en X convergente a q y
gr subcontinuo de X. Tomemos una sucesién de subcontinuos { K, }°°
convergente tal que r, ¢, € K,, para todon € N, entonces p € rq, C K,
para todo n € N, por tanto p € lim, K, pero p ¢ gr, con lo cual
la sucesion { K, }5°; no puede converger a qr. Asi q ¢ S(r), por lo que
x € f(X —S(r)).

» Ahora veamos que z € S(f(t)) N f(X — S(t)). Como Y = [0, 1], por el
Ejemplo 2.8 se tiene que x € S(f(t)).

Para ver que z € f(X —S(t)), observemos que f(q) = 0, y basta probar
que g ¢ S(t). Tomamos la sucesién {g,}22, en X convergente a q y tq
subcontinuo de X. Tomemos una sucesién de subcontinuos {K,}>
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convergente tal que t, ¢, € K,, para todo n € N, entonces p € tq, C K,
para todo n € N, por tanto p € lim, - K,, pero p ¢ tq, con lo cual
la sucesién {K,,}5°, no puede converger a tq. Asi ¢ ¢ S(t), por lo que

re f(X—=5()).
» Por ltimo probemos que y € I(Y') — f(I(X)).

Por el Ejemplo 2.8 tenemos que y € I(Y). Como ¢ ¢ S(r), entonces
S(r) # X,asir ¢ I(X). Como f~'(y) = {r}, tenemos que y ¢ f(I(X)).

Ejemplo 2.25. [1, Example 25, p. 126] Existen dendroides X y Y en el
plano, un punto p € X y f : X — Y una funcién continua, sobreyectiva
que no es monotona relativa en p, tal que la contenciéon del Teorema 2.18
no se cumple, es decir Y — f(X — S(p)) ¢ S(f(p)), entonces existe a €

Y = (f(X = 5(p) US(f(p))-

Usando los puntos del Ejemplo 2.22 y también definimos d = (g, 0)yd, =
(23, 4). Definimos X’ = pb U |J{pb, : n € N},

Figura 2.5: Conjunto X’

X = X' Ubd U | J{bnd, : n € N}
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Figura 2.6: Dendroide X

y Y = pbU | {pb, Ub,a, : n € N} (véase Figura 2.2).

Asi X es homeomorfo al abanico arménicoy X’ C Y. Sea f : X — Y definida
como la identidad en X’ y como las restricciones f|b,d, : b,d, — bya, y
flbd : bd — ba en b,d, y bd respectivamente, funciones tales que f|b,d,
y f|bd son lineales, donde f(d,) = a, y f(d) = a. Asi f no es monétona
relativa en p, porque si tomamos el segmento de recta pa subcontinuo de Y,

f(p) € pay f~1(pa) = paU{d} que no es conexo.

Probemos que € Y — (f(X — S(p)) U S(f(p))), es decir ¢ f(X — S(p)) y
¢ S(f(p)). Veamos que a ¢ f(X —S(p)). Como X es homeomorfo al abanico
armonico, por el Ejemplo 2.9 tenemos que p € I(X), por tanto S(p) = X,
asi f(X — S(p)) = f(0) = 0, concluimos que a ¢ f(X — S(p)).

La prueba de que a ¢ S(f(p)) es andloga a la demostracién de que a ¢ S(p) en
el Ejemplo 2.22, tomamos la sucesion {a, }2° | convergente a a, el subcontinuo
pa v no es posible encontrar la sucesion de subcontinuos K, que converjan a

pa, entonces a ¢ S(f(p)).
Por lo tanto a € Y — (f(X — S(p)) U S(f(p))).

Definicién 2.26. [1, 27, p. 127] Para un continuo X y = € X, se define el
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siguiente conjunto

W(z) ={p € X : el continuo X es suave en p con respecto a x}.

Notamos de la Definicién 2.26 y de Definicién 2.7, tenemos que x € S(p) si
y sélo si p € W(z).

Definicién 2.27. [1, p. 127] Un continuo X es puntualmente suave en un
punto x € X si W(x) # 0. Si X es puntualmente suave en cualquier x € X,
diremos que X es puntualmente suave.

Teorema 2.28. [1, p. 127] Sea X es un continuo. Si X es suave, entonces X
es puntualmente suave y I(X) = ({W(x) : z € X}.

Demostracion: Para lo primero sea x € X punto cualquiera, basta probar
que W(z) # (. Como X es suave en algiin p € X, entonces x € S(p), asi
p € W(x), es decir X es puntualmente suave.

Ahora veamos que [(X) = ({W(z) : x € X}. Sea o’ € I(X), entonces
S(z') = X, es decir cualquier x € X esta en S(2), asi 2/ € W(x), para
cualquier punto z, con lo cual 2/ € ({W(x) : z € X}.

Ahora sea ' € ({W(x) : x € X}, entonces 2’ € W(x) para todo x € X, o
sea x € S(2') para todo x € X, es decir S(z') = X, por lo tanto 2’ € I(X). ®

Los conceptos de suavidad y de conexidad local estan relacionados de otras
formas y no solo como en el Teorema 2.6. Mostraremos otras relaciones entre
suavidad y conexidad local.

Si Y es un subconjunto de un espacio con métrica d, se define el diametro
de Y, como el supremo del conjunto {d(z,y) : z,y € Y}. Vamos a denotar
al didmetro de Y por diamY .

Definicién 2.29. [3, p. 104] Un continuo X es conexo en pequeno en un
punto p € X si para todo € > 0 existe un subcontinuo Y de X con x en el
interior de Y y el didmetro de Y es menor a €. Sea CIK(X) = {z : X es
conexo en pequeno en x}.

Notemos que L(X) C CIK(X), pues si x € L(X) y € > 0, existe abierto
conexo U tal que x € U C B(§, ), por tanto cl(U) es un subcontinuo de X
que tiene a x en su interior cuyo diametro es menor a €.
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Lema 2.30. Sean X un continuo conexo en pequeno en un punto x € X y
{x,}2° | una sucesién en X que converge a x. Entonces existe una sucesion
{M,}22, de subcontinuos de X cuyos didmetros convergen a 0 y tales que
x,r, € M, para todon € N.

Demostracion: Paracadan € N, sea M,, subcontinuo de X tal que x, z, €
M, y diam M,, < inf{diam M|M € C(X) y z,z, € M}+ L para todon € N.
Basta probar que lim,,_ o diam M,, = 0.

Sean € > 0. Como X es conexo en pequeno en x, sea Y subcontinuo de X
condiamY < § y x € int Y. También sean N; € N tal que z,, € Y para todo
n > Ny y sea Ny € N tal que N% <5.8in> max{ Ny, Ny}, entonces n > Ny,
osea z,r, € Y. Asi dlamY € {diam M|M € C(X) y z,z, € M}, es decir

inf{diam M|M € C(X)y z,2, € M} < diamY < § y como n > Ny, asi

1 1
P T < %

Por tltimo diam M,, < inf{diam M|M € C(X) y z,z, € M}++ < 545 <,
por lo tanto lim,,_, diam M,, = 0. ®

Teorema 2.31. Si X es un continuo, entonces CIK(X) = ({S(p) : p € X}.

Demostracién: Supongamos que z € CIK(X), es decir, X es conexo
en pequeno en x. Sea p € X punto cualquiera. Probemos que = € S(p).
Sea {x,}22, sucesién en X convergente a x y sea K subcontinuo de X con
p,x € K. Como X es conexo en pequeno en z, por el Lema 2.30 existen
continuos M,, tal que z,x, € M, para todo n € N, cuyos diametros tienden
a 0. Definimos a los continuos K,, = K UM, paratodon € N, asi p,z, € K,
y lim, o K, = K. Por tanto x € S(p), y como p es arbitrario, entonces

re({Sp):pe X}

Ahora supongamos que = € (({S(p) : p € X}, en particular z € S(z).
Probemos que x € CIK(X), o sea que X es conexo en pequeno en z. Sea
e > 0, definimos C'(e,z) = cl(U{K € C(X) : € K,diam K < $}), notemos
que C(e,x) es un subcontinuo de X.

Veamos que diam C(e,z) < € y « € int C(e,x). Para lo primero sean p,q €
C(e, x), entonces existen {p,}>2; v {¢,}52, sucesiones tales que p, — p y
Gn = ¢, Y PnsGn € U{K € O(X) : 2 € K,diam K < £} para todo n € N,
asi, existen K|, y K] tal que z,p, € K, y z,q, € K, con diam K], < £y
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diam K] < £ para todo n € N, entonces d(z,p,) < 5y d(z,q,) < § para
todo n € N, como p, = py g, — ¢, se tiene que d(z,p) < F y d(z,q) < 5,y
aplicando la desigualdad del tridngulo d(p, q) < d(z,p) +d(z,q) < $+5 < 5,

asi diam C(e, z) < e.

Ahora probemos que x € int C(e,x). Supongamos = ¢ int C'(g, ), entonces
existe sucesiéon {z,}>, tal que z, — x y x, ¢ C(e,x). Como x € S(z),
existe {M,,}>2, sucesién tal que M,, — {z} y =, x, € M, para todo n € N,
por lo que existe N tal que para todo n > N, diam M, < 7, entonces
M, C\{K € C(X) :x € K,diam K < $}, pero z,, € M,, C | {K € C(X):
v € K,diam K < {} C C(e,z), para todo n > N, lo que es una contradic-
cién. Por tanto = € int C'(e, z), por tanto z € CIK(X). ®

De hecho, por la prueba del Teorema 2.31, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.32. Si X un continuo, entonces p € CIK(X) si y sélo si p €
S(p)-
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Capitulo 3

Propiedad de Kelley

Para finalizar tratamos la propiedad de Kelley en un punto y veremos su
relacién con la suavidad, la conexidad local y la conexidad en pequeno en
algunos resultados. Uno de estos resultados tendrd una contenciéon propia
que se confirmo con un ejemplo. Dimos las definiciones de hereditariamente
descomponible y hereditariamente unicoherente, para ver que junto a la arco-
conexidad y la propiedad de Kelley implican la conexidad local en un punto.
Para finalizar estudiamos si son necesarias las tres propiedades anteriores y
la propiedad de Kelley o si con alguna o algunas de las tres junto con la
propiedad de Kelley es suficiente para llegar a la conexidad local.

Definicién 3.1. [1, p. 128] Un continuo X tiene la propiedad de Kelley en un
punto x € X si para cada sucesion {z,}5°, que converge a z y cada subcon-
tinuo K de X que contiene a z, existe una sucesién { K, }°°; de subcontinuos
de X que converge a K tal que x,, € K, para todo n € N. Un continuo X
tiene la propiedad de Kelley si X tiene la propiedad de Kelley en todo punto
x € X. Definimos el conjunto

K(X) ={z € X : X tiene la propiedad de Kelley en z}.

Observe que K(X) = X es equivalente a que X tiene la propiedad de Kelley.
Teorema 3.2. Si X es un continuo, entonces CIK(X) C K(X).

Demostracién: Sea x € CIK(X), es decir, X es conexo en pequeno en x.
Probemos que z € K(X). Sea {z,}°, sucesion en X convergente a x y sea

43
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K subcontinuo de X con z € K. Como X es conexo en pequeno en x, por el
Lema 2.30 existen continuos M, tal que x,z, € M, para todo n € N, cuyos
didmetros tienden a 0. Definimos a los continuos K, = K U M, para todo
neN, asi z, € K, y lim, - K,, = K. Por tanto x € K(X). ®

Corolario 3.3. [1, Corollary 38, p. 129] Si X es un continuo, entonces
L(X) C K(X).

Corolario 3.4. Si X es un continuo localmente conexo, entonces K(X) = X.

Demostracién: Como X = L(X) C K(X) C X, entonces K(X) =X. ®

Ejemplo 3.5. (a) El intervalo [0, 1] del Ejemplo 1.2 tiene la propiedad de
Kelley, pues el localmente conexo.

(b) El dendroide X del Ejemplo 2.24 no tiene la propiedad de Kelley en
el punto ¢ = (1,0). Para justificar esto, tomemos la sucesién {g, =
(1, 1)}, que converge a ¢, y el subcontinuo K = [1,2] x {0}. Recorde-
mos que en el Ejemplo 2.24 tenemos p = (0,0) y = (2,0). Supongamos
que {K,}>°, es una sucesién de subcontinuos que converge a K tal que
g € K, para todo n € N. Como r € int K, existe N € N tal que si
n > N, entonces K, Nint(K) # 0, asi K, N K # 0, y como ¢, € K,,
debemos tener también que p € K, por tanto p € lim,,_,,, K, = K, lo
cual es una contradiccion.

Teorema 3.6. Si X es un continuo tal que CTK(X) # (), entonces K (X) C
M{Sp) :p € CIK(X)}.

Demostracién: Sea p € CIK(X). Probemos que K(X) C S(p). Sea
r € K(X). Sean {z,}5°, sucesién de X convergente a z y K un conti-
nuo que contiene a p y x. Como X tiene la propiedad de Kelley en x, existe
una sucesion de subcontinuos {L, }52, convergente a K tal que z,, € L,, para
todo n € N. Entonces existen p,, € L, tal que la sucesién {p, }°°, converge al
punto p. Como X es conexo en pequeno en p, por el Lema 2.30, existen sub-
continuos M,, cuyos diametros tienden a 0 con p, p, € M, para todo n € N.
Para cada n € N, definimos el subcontinuo K, = L, U M,,, asi, la sucesién
{K,}5°, converge a K y p,x, € K, para todo n € N. Entonces X es suave
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en p con respecto a x, es decir z € S(p). ®

Ejemplo 3.7. Existe X un continuo con CIK(X) # () tal que la contencién
del Teorema 3.6 es propia, o sea K(X) C ({S(q) : ¢ € CIK(X)}, por lo
que debe existir b € ({S(¢) : ¢ € CIK(X)} — K(X).

Sean p = (0,0), a = (1,0, b = (3,0), ¢ = (L0) y ¢, = (1,2°) para
todo n € N, y sean a,,b, € pc, que tienen su primera coordenada }1 y %
respectivamente. Definimos X = pcU|J{pbao, Ubonaon11Uag,t1Con+1 1 1 € N}

Figura 3.1: Continuo X

Notemos que CIK(X) = {p} U (X — pc). Sea p € CIK(X), probemos que
b€ S(p). Sea {b,}5°, sucesién en X convergente a by K subcontinuo de X
tal que p,b € K, ademéas notemos que pb C K. Para cada n € N, definamos
el subcontinuo «,, de la siguiente forma:

= si b, € pc, sea a,, = pbl;
= si b, € pbay,, para algin m € N, sea a,, = pbop,;
» si b, € bypnaom1, para algin m € N sea a,, = pbay, U bop@omat;

» si b, € agmii1bomst, para algin m € N, sea a,, = pboy, U bopagme1 U
2m41b2m41;

m si b, € bomy1Cami1, para algin m € N, sea «a,, = pbay, U bopmaomi1 U
/
2m41b2m41 U o g1 by,
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Como tenemos lo siguiente; lim pb!, = pb, lim,, o pboy, = pb, My, 00 bomaomi1 =
ab y limy, 00 G2m11b2m+1 = ab, concluimos que {a, }°° | converge a pb. Defi-
nimos K,, = K U a,, para cada n € N. Asi, la sucesién {K,}°, converge a
KUpb=K yp,b, € K, para todo n € N. Por lo tanto b € S(p) para todo
pe CIK(X).

Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley en b. Tomemos la sucesién
{b2n}22 | que converge a by be subcontinuo de X que contiene a b. Suponga-
mos que existe { K, }°° ; sucesion de subcontinuos de X tal que by, € K, para
todo n € Ny lim,, o, K,, = bc; como ¢ € lim,,_,o, K, sea {c,}32, sucesién
en X tal que ¢, € K,, para todon € Ny lim,_,,, ¢, = c. Sea N € N tal que
para todo n > N se tiene ¢, = (x,,y,), con x, > %.

Para n > N, si ¢, € bc, entonces a € pbs, U pc, C K, v si ¢, ¢ be, entonces
asy € K, 0 aspyq € K, porque K, es arcoconexo, y para conectar por una
trayectoria a by, con ¢,, se tiene que pasar por as, O por as,1. En cualquiera
de los casos, se tiene que K, N{a,a,as,...} # 0, y como {a,ay,as,...} es ce-
rrado, entonces beN{a, a1, as, ...} # 0 lo que es una contradiccién. Concluimos
que X no tiene la propiedad de Kelley en b.

Por lo tanto b € ({S(q) : ¢ € CIK(X)} — K(X).

Teorema 3.8. [1, Proposition 42, p. 130] Si X es un continuo que tiene la
propiedad de Kelley, entonces 1(X) = L(X).

Demostracién: Por el Teorema 2.6, se tiene que I(X) C L(X). Para ver la
otra contencién, sea p € L(X), por el Teorema 3.6, X = K(X) C S(p) C X,
asi S(p) = X, entonces p € I(X). Por lo tanto L(X) C I(X). ®

Teorema 3.9. [5, Corolario 5, p. 730] Si X es un dendroide que tiene la
propiedad de Kelley, entonces X es suave.

Corolario 3.10. [1, 43, p. 130] Si X es un dendroide que tiene la propiedad
de Kelley, entonces X es localmenente conexo en algiin punto.

Una pregunta natural es para qué otras familias de continuos se sigue cum-
pliendo el teorema anterior.

Definicién 3.11. Un continuo X es descomponible si existen dos subconti-
nuos propios A, B tales que X = AU B. Diremos ademas que X es heredita-
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riamente descomponible si cualquier subcontinuo de X es a su vez descom-
ponible.

Definicién 3.12. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera dos
subcontinuos A, B tales que X = AU B se cumple que AN B es conexo. Dire-
mos ademas que X es hereditariamente unicoherente si cualquier subcontinuo
de X es a su vez unicoherente.

Observemos que los dendroides son continuos hereditariamente unicoheren-
tes, hereditariamente descomponibles y arcoconexos.

Ejemplo 3.13. Los solenoides son continuos complejos por lo que no se dard
una definicién en esta tesis, pero se encuentra una en [7, p. 291]. Sea X un
solenoide, X es hereditaramente unicoherente, tiene la propidad de Kelley y
no es localmente conexo en ningun punto.

Definicién 3.14. [1, p. 130] Un continuo X es A-dendroide si X es heredi-
tariamente descomponible y hereditariamente unicoherente.

Ejemplo 3.15. [1, Example 44, p. 130] Existe un A-dendroide X que tiene
la propiedad de Kelley y no es localemente conexo en ningin punto. Sea
C' el conjunto de Cantor usual contenido en [0, 1] y definimos el conjunto
X ={(z,y,2)|z € (0,1],c € C,y =sen(2),z = zc} U{(0,y,0)|y € [0,1]}.
Ejemplo 3.16. [1, Example 45, p. 130] Existe una curva arco-conexa que
tiene la propiedad de Kelley y no es localmente conexa en ningtin punto.
Sea C' el conjunto de Cantor usual en el intervalo [0,1]. En coordenadas
cartesianas en R? definimos los conjuntos A = C' x {0} x {0} y B = {0} x
C x {1}. Para todo v € Ay v € B unimos u a v con el segmento de recta
uv. Ya que los conjuntos de Cantor A y B estéan en lineas en el 3-espacio, los
segmentos que se conectan son mutuamente disjuntos excepto en sus puntos
extremos. Definimos el conjunto X = |J{uv : u € Ay v € B}. Entonces X
es una curva arcoconexa que no es locamente conexo en ningtin punto y con
la propiedad de Kelley.
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