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Introduccion

A lo largo de la historia de la humanidad se pueden encontrar ejemplos sobre
la forma en que las epidemias han influido en el curso de grandes eventos. Se
tienen muchas referencias biblicas de epidemias, también la caida de imperios
se han atribuido directamente o indirectamente a enfermedades epidemiologicas
como el Imperio Romano y el Imperio Chino. La muerte de millones de aztecas
en la conquista de Ameérica se explica en parte por la epidemia de la viruela,
por mencionar algunos ejemplos.

Podemos describir a una epidemia como un brote fuera de lo esperado de una
enfermedad que afecta a una gran parte de la poblaciéon antes de desaparecer.
Es por ello que esta area de estudio es de gran interés para la salud publica.
Hay muchas preguntas de interés a las que se busca respuesta, tales como: ;Qué
tan severa sera la epidemia?, ;Cuantas personas se veran afectadas? y jcuantas
requieren tratamiento?, ; Cuanto duraré la epidemia?.

Los experimentos controlados en epidemiologia son dificiles o imposibles de
llevar a cabo. Si bien después de una epidemia es posible recabar informacion
es muy dificil estimar parametros debido a que los datos suelen tener irregulari-
dades que llevan a problemas de interpretaciéon. La modelacion matematica en
epidemiologia nos ayuda a entender los mecanismos que influyen en la propaga-
cion de la enfermedad, lo que nos permite proponer estrategias de control.

Uno de los primeros triunfos de la epidemiologia matematica fue la formu-
lacion del modelo de Kermack y McKendrick (1927) un modelo de comparti-
mentos basado en suposiciones simples en las tasas del flujo entre las diferentes
clases de los miembros de la poblacién, cuyas predicciones son muy similares al
comportamiento observado en incontables epidemias.

La fisica se encarga de estudiar fenémenos que surgen de la interaccion de
entidades individuales, por lo general se necesitan pocas variables para describir
el comportamiento de un sistema. Sin embargo en modelos de gran escala hay
interacciones que se pueden eliminar como la viscosidad, la resistencia eléctrica,
entre otras. Los modelos macroscopicos dejan estas interacciones de lado cuando
se quita el gran numero de grados de libertad del problema original para dejar-
nos un simple modelo determinista. Los modelos deterministas se han aplicado
satisfactoriamente a una infinidad de fenémenos fisicos. sin embargo existen
situaciones donde los modelos deterministas son inadecuados, particularmente
cuando el numero de especies que interactian es pequeno y el comportamiento
a nivel microscopico tiene consecuencias observables.

Por ejemplo Robert Brown observd en 1827 que granos pequenos de polen
suspendidos en agua se encontraban en estado de movimiento irregular, se le
denominé movimiento browniano. En la solucién que dio Einstein en 1905, uno
de los puntos en los que se basd es que el movimiento de estas moléculas es
muy complicado y solo puede ser descrito probabilisticamente en términos de
los impactos que ocurren entre las moléculas, los cuales son independientes y
extremadamente frecuentes. Para propoésitos practicos la explicacion de Eins-
tein de la naturaleza del movimiento browniano, debe ser reconocido como el
comienzo de la modelacion estocéstica de fenémenos naturales.



El modelo de Kermack y McKendrick es el modelo SIR, usaremos la termi-
nologia SIR para referirnos a una enfermedad que confiere inmunidad contra
reinfeccion y para indicar que el flujo de los individuos es de la clase de los
susceptibles a la de infectados y de la clase de infectados a la de removidos.

En el estudio del modelo SIR comtnmente se emplea el nimero reproductivo
béasico para determinar si habra epidemia o no. Un caso que llamo la atencién
fue al tomar como condicién inicial un ntmero de infectados menor a uno y se
encontré es posible que ocurra una epidemia, esto contrasta con la realidad ya
que un individuo esta infectado o no lo esta.

Debido a que el numero de infectados con los que comienza la poblacion
es pequeno, al inicio de la epidemia las fluctuaciones estocasticas toman gran
importancia en la extinciéon de la enfermedad. Es por ello que resulta conveniente
estudiar el modelo SIR mediante un modelo estocastico de manera analitica y
por medio de simulaciones computacionales. Como resultado se pudo calcular
la probabilidad de infecciéon como funcién del nimero de reproduccién bésico.
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1. Modelo SIR Determinista

En el interés de modelar una epidemia se suele dividir a la poblacién en
clases, denotamos por S(t) a la proporcion de la poblacion que son susceptibles
a enfermarse al tiempo t, analogamente se denota por I(t) a la proporcion de
infectados asumiendo que estos pueden contagiar la enfermedad al estar en con-
tacto con los susceptibles y R(t) denota a la proporcion de individuos que fueron
infectados y después removidos, estos tltimos quedan fuera de la interaccion con
los otros miembros de la poblacion, ya que no tienen la posibilidad de infectarse
ni de contagiar.

Presentamos el proceso epidemiolégico determinista, en el cual el compor-
tamiento de la poblacion estd completamente determinado por su historia y
por las reglas que describen el modelo. Al formular el modelo en términos de
las derivadas del tamafno de cada compartimiento, asumimos que el nimero de
miembros de cada clase es una funcién diferenciable con respecto al tiempo, esto
es plausible una vez que se ha establecido una epidemia, pero no es vélido al
inicio de la enfermedad cuando hay pocos miembros infectados.

El modelo propuesto por Kermack y McKendrick en 1927, el cual marcé el
comienzo del estudio de los modelos epidemiologicos es el siguiente:

o _BSI

S=-N

, I

I:%—al (1)
R =al

El diagrama de flujo del modelo SIR es

[ s J———[ 1 J—"——[ R’ |

El cual esté basado en las siguientes suposiciones:

1. Por el contacto entre los miembros de la poblacion la enfermedad se trans-
mite a SN individuos por unidad de tiempo, donde N es el tamano de la
poblacion y 3 es la tasa de contagio, con 8 > 0.

2. Los infectados pasan a la clase de removidos con una tasa ol por unidad
de tiempo, donde « tasa de recuperados por unidad de tiempo con a > 0.

3. No hay entrada ni salida de la poblacién, no se tienen muertes debido
a la enfermedad y no se toman en cuenta nacimientos ni migraciones.
Para cualquier tiempo la poblacion es cerrada es decir se satisface que
N=S+I1+R

Conforme a la primer suposicién, dado que la probabilidad de un contacto
aleatorio entre un infectado y algtin miembro de la poblacién de susceptibles es
%, el namero de nuevos infectados por unidad de tiempo es % = 35, dando

la siguiente tasa de nuevos infectados (85)4 = %



Veamos cual es la media del periodo de infeccién para ello tomemos a u(s)
como el namero de infectados que lo siguen estando s unidades de tiempo des-
pués de haberlo sido y tenemos que una fracciéon a de infectados dejan la clase
por unidad de tiempo. Podemos describir este cambio por la siguiente ecua-
cion diferencial /' = —awu, cuya soluciéon es u(s) = exp(—as). La fracciéon de
infectados que permanecen en la misma clase s unidades de tiempo después
de haber sido contagiados es exp(—as), por lo tanto el tiempo del periodo de
infeccion se distribuye exponencialmente, la media del periodo de infeccion es
[ e sds = 1/a.

Para cualquier tiempo el ntimero total de individuos permanece constante,

dado que
o / + BSI  BSI B
Como las primeras dos ecuaciones de no dependen de R, podemos calcular

1,S y obtener R a partir de la relacion
R=N-S5-1. (2)

Con lo que podemos considerar el siguiente sistema de dos ecuaciones.

o _ _B5I

sst 3)
I =222 a1

N

con condiciones iniciales S(0) = Sy, I(0) = Iy, So + Ip = N.

Una pregunta que es de nuestro interés es el cuando se dara una epidemia al
introducir un ntmero pequeno de infectados en una poblacion de susceptibles.
Tomando en cuenta que el modelo toma sentido cuando I(t) y S(t) sean no
negativos, si alguno de los dos alcanza a cero el sistema ha llegado a un estacio-
nario, dado que ya no hay interaccion entre las clases del sistema, si S(t) = 0 los
infectados ya no tienen a quien infectar y lo inico que resta es que se extingan,
si I(t) = 0 la infeccion se ha extinguido.

Observemos que S <0 para toda t y que I' > 0si y solo si S > 2N esto
es I crece mientras se cumpla que S > %, pero como S decrece para toda t, I
al final de cuenta decrecerd y se aproximara a cero.

Si desde el comienzo tenemos que Sy < %, entonces I decrece a cero lo

que quiere decir que no hay epidemia, mientras que si Sp > %, I en primera
instancia crece a un maximo alcanzado cuando S = % y luego decrece a cero,
con lo que en este caso ocurre una epidemia.

A la cantidad % se le llama ntmero basico de reproduccion y es denotado
por %y

La definiciéon del % es la siguiente: es el numero de infecciones secundarias
causadas por un unico infectado introducido en una poblacién totalmente com-
puesta por susceptibles, de tamano N = Sp. El cual determina cuando habra



epidemia. Si Zy < 1 la infeccién se extinguiréd, mientras que si Zy > 1 habra
epidemia.

Resumiendo tenemos que un infectado hace S contactos por unidad de tiem-
po, todos ellos con pobladores susceptibles, estos contactos provocan nuevas
infecciones y recordemos que la media del periodo de infeccion es 5 asf el ni-
mero béasico de reproduccién del modelo SIR es

gy =P (4)

«

1.1. Matriz de la proxima generacion

Para modelos de compartimentos se puede definir una matriz relacionada con
el nimero de nuevos individuos infectados en las diferentes categorias en gene-
raciones consecutivas, esta matriz recibe el nombre de la matriz de la proxima
generacion.

Veremos la aproximacién de Van den Driessche y Watmough, este es un
método para obtener una expresion del %y que consiste en hallar la matriz de la
proxima generacion de modelos de compartimentos de ecuaciones diferenciales
ordinarias de transicion de enfermedad.

Se dividiran los compartimentos en dos categorias, en los compartimentos
de infectados y los de no infectado. Supongamos que tenemos un modelo de
ecuaciones diferenciales ordinarias de m + n variables dependientes donde con
n compartimentos infectados y m no infectados. Sea x un vector de variables en
los compartimentos infectados y sea y vector de variables en los compartimentos
no infectados x € R™,y € R™, procedemos con los siguientes pasos:

1. Primero ordenamos las ecuaciones tal que las primeras n componentes del
sistema de ecuaciones diferenciales corresponden a los compartimentos in-
fectados, podemos escribir el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

como sigue:
x; = filz,y) i=1,..,n
_ _ (5)
yi=gi(z,y) j=1,.,
2. Del sistema 5, tomamos z; = fi(z,y) @ = 1,..,n las ecuaciones que

corresponden a los compartimentos infectados y separamos el lado derecho
de cada una de la siguiente manera:

ﬁtz:Fz(l’,y)_Vz(%y) i:17'"7n
Yi = gz(‘r?y) ] = 17 e T

donde



s Fi(z,y) es la taza que corresponde a las nuevas infecciones en el
compartimento ¢

= V;(z,y) incorpora los términos restantes de transicion como de naci-
miento, muerte o recuperacion.

Notemos que la descomposicion de los compartimentos infectados y no
infectados como la que hicimos con F'y V puede no ser tunica, la descom-
posiciéon puede depender de las diferentes interpretaciones del proceso de la
enfermedad. La descomposicion debe satisfacer las siguientes propiedades:

= F;(0,y) = 0, V;(0,y) = 0 para y > 0,2 = 1,...,n lo primero nos
dice que todas las nuevas infecciones provienen de individuos infec-
tados y la segunda nos dice que no se da inmigracién de individuos
susceptibles a compartimentos de enfermedad

s Fi(z,y) > 0 para todo z,y > 0.

= Vi(x,y) < 0 siempre que z; = 0, para i = 1,...,n, cada componente
V; representa la salida total de un compartimento y debe ser negativo
solo si el compartimento esta vacio.

» 3" Vi(z,y) > 0 para todo z,y > 0 la salida total de todos los
compartimentos infectados es positivo.

. Asumimos que el sistema libre de enfermedad

y =g(0,y)

tiene un unico punto de equilibrio libre de enfermedad ¢y = (0, yo) tal que
todas las soluciones con condiciones iniciales (0,y) se aproximan a (0, yo)
cuando t — oo

. Linealizando el modelo alrededor del estado libre de enfermedad, donde
toda la poblaciéon es susceptible obtenemos

x; =(F-V)x
donde oF
F = |: i(ovyO):| ,
an
aLL'j

. La matriz de la proxima generacion se define como
K=FV~1
y el namero basico de reproduccion esta dado por

Ro=p(FV™).



Donde p(A) denota el radio espectral de la matriz A,

Definiciéon 1.1. El radio espectral de una matriz A, denotado por p(A) se
define como el méximo de los valores absolutos de los eigenvalores de la matriz,
es decir:

p(A) = Sup{Re|\| : A € o(A)}
donde o(A) es el conjunto de valores propios de A
Definicion 1.2. Definimos que una matriz A es llamada una M —matriz si:

= Si los elementos que no se encuentran en la diagonal principal son no
positivos

s La inversa de A existe y tiene elementos no negativos: A=1 > 0

V es una M —matriz esto es V=1 > 0, V1 solo tiene entradas no negativas
y dado que F' también solo tiene entradas no negativas por lo tanto la matriz
de la proxima generacién K = FV ! es no negativa.Esto implica que la matriz
de la préoxima generacion tiene por eigenvalor al radio espectral y no tiene otro
eigenvalor con modulo mas grande.
El ntimero bésico de reproducciéon Ry se puede calcular como el eigenvalor po-
sitivo méas grande de la matriz de la proxima generacion.

1.2. Modelo SIR con demografia

Asumimos que todos los individuos que nacen son susceptibles y los in-
dividuos mueren con una taza pu, asi la taza total de muertes en la clase de
susceptibles es S, en la clase de infectados il y el de removidos uR.

El modelo SIR con demografia es:

S =~ —BSI—puS
I'=BSI —al — ul

R =aol —uR

Las primeras dos ecuaciones de I y S son independientes de la tercera, asi que

consideramos el sistema de dos ecuaciones:

S =~ —BSI—uS
, (7)
I =35I —al —ul

Donde R = N — S — I. Podemos escribir el modelo SIR en forma general de la
siguiente manera:

S =~ —BSI—uS
I'=g(S.1)



El sistema 1.2 es no lineal dado que el termino de incidencia 8SI hace que f y
g sean funciones no lineales.Aun maés es un sistema auténomo dado que f y g
no dependen explicitamente de la variable de tiempo t.

Ahora bien veamos cuales son las unidades de las cantidades del modelo.
Dado que S se mide en niimero de personas, entonces 5" se mide en namero
de personas por unidad de tiempo. La taza de nacimiento v se mide en niimero
de personas por unidad de tiempo. La taza per capita de muerte u se mide en
[unidades de tiempo] ! por lo que xS se mide en ntimero de personas por unidad
de tiempo. Para el termino SIS dado que la fuerza de infeccion S1 es una taza
per capita con lo que tiene unidades [unidades de tiempo]~!, en consecuencia 3
debe tener unidades de [niimero de personas x unidades de tiempo]~*

Una transformacion que ayuda a simplificar el sistema 7 consiste en cambiar
las variables, que transforma a la variable dependiente y a la independiente en
cantidades no dimensionales.

Los parametros «, j se miden en [unidades de tiempo] =1, dado que t es la
[unidad de tiempo]|, notemos que si 7 = (« + 7)t, por como hemos tomado a T
es una cantidad no dimensional.

Sea N(t) = N(zf;) = N(7), similarmente tomamos I(t) = I(7),5(t) =

S/(?) Por la regla de la cadena tenemos:

dS 1 dS
dr o+ pdt
al 1 dI
dr  a+pdt
Tomando z(t) = "7“6 y ay(t) = “TIA, estas nuevas variables dependientes

también son no dimensionales. El sistema para con estas variables es el siguiente:

z = p(l—1z) — Bomy
y = %oz — 1)y

Donde p = y Ho = M(giﬁ los cuales son no dimensionales.

B
atp +u)

10



Teorema 1.1. Asumimos que Zy < 1. Entonces el punto de equilibrio es glo-
balmente estable.

Demostracion. Tomamos el modelo SIR no dimensional 1.2.Notemos que si
2(0) > 1, entonces 1 — z(0) < 0y ' (1) < 0, de esta forma tenemos que
x(7) es una funciéon decreciente si z > 1

Sea 19 > 0 tal que z(7) = 1, entonces z (1) < 0, entonces z(7) < 1 para
todo 7 > 9. Si 2(0) < 1 debemos tomar 79 = 0.

Ahora consideramos la ecuacion para y(7):
!

y (1) = (Zow — 1)y(7)

Para 7 > 79 tenemos

’

y (1) < (%o — y(7)

Integrando obtenemos

y(r) = ylrp)eFor—1,

De donde podemos observar que si %y < 1, entonces lim,_,(y(7)) = 0.

Es maés dificil observar que x tiende a 1. Lo primero que vamos a ver es que
lim sup (z) < 1.

T—00

De la ecuacion correspondiente a x podemos obtener:
2 =p(l —x) — Boxy < p(1 — )

La cual puede resolverse de la misma forma en la que haria con la igualdad
correspondiente. Tenemos

z(1) < e PTz(0) + p/ e PT=5)ds
0

< e a(0) + pl1 — e ]
Tomando el limite 7 — oo

lim () < e ®z(0) + p[1 — e~
T—>00
Entonces

. H
| <p= <1
Ml <= s

Por lo tanto
lim sup (z) <1

T—00

Por otro lado tenemos que como lim,_,(y(7)) = 0, para cada € > 0, existe
70 > 0 tal que y(7) < e para 7 > 79. Sea T > 7y entonces se cumple que:

’

z (1) > p(1 —x) = Zoxy > p(1 — x) — eZox

11



Integrando obtenemos

27} > =Tl (0 4 p/T o (oreo)(r—3) g
0

Desarrollando obtenemos:

( > o~ T(p+eZo) 0 P 1 —1(p—eZRo)
T e x + — €

Tomando limite 7 — oo

P n_g=_2"

1f N >0 - _r
fm (z'7)) >0+ 0T 7o

T—00 P+ Xy [ B
Dado que la desigualdad se debe cumplir para cada valor de €, si tomamos € = 0

tenemos que
lim inf (z{7)) >1

T—r 00

Por lo tanto como el limite superior e inferior son el mismo, el limite cuando
T — 00 existe y

lim (z(7)) = 1.

T—0Q

Esto completa la prueba de la estabilidad global del punto de equilibrio libre de
enfermedad O

1.3. Simulacién SIR Determinista

Realizamos simulaciones el modelo SIR determinista, para ello estudiamos
el sistema de dos ecuaciones.

S = ,@7

ﬂS]IV (8)
I =222 a1

N

Con condiciones iniciales S(0) = Sy, I(0) = Iy, N = Sy + Iy, recordando
que posteriormente podemos analizar al compartimento de los recuperados R a
partir de la ecuacién 3.

Una forma en la que podemos ver la evolucién de la enfermedad en la pobla-
cién mediante el uso de simulaciones computacionales es al graficar la relaciéon
entre susceptibles e infectados.

Para la primera simulacién que presentamos en la figura 1 se tomaron por
condiciones iniciales N = 99, Sy = 98,1y = 1, con parametros § = .5,a = .1y
numero basico de reproduccion Z, = g 2 = 5y como podemos observar que

— 1
ocurre una epidemia en la casi la mitad de la poblacién ha sido infectada.

12



Espacio fase

50

40 4

w
&

Infectados

~
<

10 4

0 20 40 60 80 100
susceptibles

Figura 1: SIR determinista en el cual ha ocurrido una epidemia

La figura 2 muestra el comportamiento de cada compartimento lo largo del
tiempo de la simulacion de la figura 1.

Evolucion del sistema

100

80 4

60
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40 4
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tiempo

Figura 2: Susceptibles e infectados a lo largo del tiempo de una simulaciéon en
la que ha ocurrido una epidemia

Para la simulacién de la figura 3, en la que la enfermedad se extingue an-
tes de generar una epidemia, se tomaron se tomaron por condiciones iniciales
N = 99,5y = 98,Ip = 1, con parametros = .3,a = .6 y ntmero basico de
reproduccion Zy = g = % = .5.
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Figura 3: SIR determinista en el cual la enfermedad se extingue antes de generar
una epidemia

La figura 4 muestra el comportamiento de cada compartimento a lo largo
del tiempo de la simulacion de la figura 3.
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Figura 4: Susceptibles e infectados a lo largo del tiempo de una simulaciéon en
la que la enfermedad se extinguio

Durante el estudio del modelo SIR desde un enfoque determinista, llama
la atencién que puede ocurrir la siguiente situacion, es posible que ocurra una
epidemia teniendo por condicién inicial un ntimero de infectados menor a uno
esto es Iy < 1. El que ocurra la epidemia contrasta con la realidad dado que al
comienzo de la enfermedad no se cuenta con al menos un infectado que propague
la enfermedad,

Para ejemplificar este caso se muestra el resultado de la siguiente simulacion
donde hemos tomado como condiciones iniciales Iy = 0.5, S = 99 y los siguientes
parametros a = .1, 8 = .5. En la siguiente figura del lado izquierdo se muestra
la evolucién del proceso donde podemos ver que ha ocurrido una epidemia.
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Figura 5: SIR Determinista con condiciones iniciales Iy = .5, S = 99 donde ha
ocurrido una epidemia

Remarcamos que tenemos por condicion inicial un numero de infectados

menor a 1.

0544 —— SIR 5=99.0, 1=0.5

0.53 1

0.52 9

Infectados

0.51

0.50 4

98.95 98.96 98.97 98.98 98.99 99.00
Suceptibles

Figura 6: Remarcamos que Ip = .5 <1
Para tener con que comparar y poder decir algo respecto a esta situacion

que hemos planteado en los siguientes capitulos desarrollaremos el modelo SIR
desde un enfoque estocastico.
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2. Procesos Estocasticos

Con el objetivo de realizar un estudio del modelo SIR desde un punto es-
tocastico, dedicaremos este capitulo para realizar una revision de los procesos
estocésticos, los procesos de Markov y la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov.

Presentamos la ecuacion maestra y ejemplos del uso de ella en procesos espe-
cificos. Los contagios en epidemiologia pueden ser comparados con las reacciones
que ocurren en procesos quimicos.

Como la ecuaciones maestra del modelo SIR es multidimensional es de gran
ayuda estudiar el operador de paso y la matriz de estequiometria.

Por ultimo presentamos dos formas en las que se puede hallar la solucion de la
ecuacion maestra mediante la Funcion Generadora de Momentos y el Algoritmo
de Gillespie’s

Considere un sistema que puede caracterizarse por estar en cualquiera de un
conjunto de estados previamente especificado. Suponga que el sistema evoluciona
o cambia de un estado a otro a lo largo del tiempo de acuerdo a una cierta ley
de movimiento, y sea X; el estado del sistema al tiempo ¢. Si se considera que
la forma en la que el sistema evoluciona no es determinista, sino provocada por
algiin mecanismo azaroso, entonces puede considerarse que X; es una variable
aleatoria para cada valor del indice ¢.

Esta colecciéon de variables aleatorias es la definicion de proceso estocastico,
y sirve como modelo para representar la evoluciéon aleatoria de un sistema a lo
largo del tiempo.En general, las variables aleatorias que conforman un proceso
no son independientes entre si, sino que estan relacionadas unas con otras de
alguna manera particular.

Definicion 2.1. Un proceso estocéstico es una coleccién de variables aleatorias
{X}: : t € T} parametrizada por un conjunto 7', llamado espacio parametral, y
con valores en un conjunto S llamado espacio de estados [?].

Generalmente se toma como espacio parametral el conjunto discreto T' =
{0,1,2,...}, en este caso se dice que el proceso es a tiempo discreto, y en general
este tipo de procesos se denotan por {X, : n = 0,1,...} o bien el conjunto
continuo T' = [0,00), donde el proceso es a tiempo continuo y se denota por

2.1. Procesos de Markov

Al variar el espacio parametral, el espacio de estados o la relacion de de-
pendencia entre las variables aleatorias que conforman el proceso obtenemos
diferentes tipos de procesos estocéasticos. Nosotros estaremos interesados en los
procesos de Markov pero antes de ver la propiedad de Markov, veamos la defec-
ciéon de a funcion de probabilidad o densidad condicional de X dado que Y =y .

Definicién 2.2. Sea (X,Y") un vector aleatorio discreto o continuo con funcion
de probabilidad o de densidad fx y(z,y). Sea y un valor de la variable Y tal
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que fy(y) # 0. La funcién de probabilidad o densidad condicional de X dado
que Y =y, se define de la siguiente manera:
fxy(z,y)
fxy =——F=. [
| fy ()

Los procesos de Markov son importantes y son modelos en donde, supo-
niendo conocido el estado presente del sistema, los estados anteriores no tienen
influencia en los estados futuros del sistema. Esta condicion se llama propiedad
de Markov y puede expresarse de la siguiente forma: Para cualesquiera estados

Zg,T1,..., Tn1pasado, x, presente, x,+1 futuro, se cumple la igualdad

P(XnJrl = xn+1|X0 = Zo, aXn = an) = P(Xn+1 = xn+1|Xn = an)

Consideramos procesos estocasticos a tiempo discreto X, y a la probabilidad

P(X,, = xz,) la escribiremos como p(z,,), el subindice indica también la variable
a la que se hace referencia, anédlogamente tomamos la probabilidad condicional
P(Tns1|Tn)
Definicién 2.3. Una cadena de Markov es un proceso estocastico a tiempo
discreto {X,, : n = 0,1,...}, con espacio de estados discreto que satisface la
propiedad de Markov, esto es, para cualquier entero n > 0 y para cualesquiera
estados xg, ..., Tn41, se cumple

p(anrlle;---;xn) :p(mn+l‘xn)~ (9)

Cuando el espacio de estado de una cadena de Markov es un conjunto finito se
dice que la cadena es finita.

Es posible demostrar que la condiciéon 9 es equivalente a poder calcular
la distribucién conjunta de las variables X, X1, ..., X,, de la siguiente forma:

p(zo, 1, ..., n) = p(zo)p(z1|T0) - - p(TH|TH-1).
Veamos que se cumple para n=1. Por definiciéon de la funcién de densidad

condicional se satisface:
p(@1, %0)

Pk =)

Despejando p(z1, xo)
p(z1,20) = p(z1|20) * P(20)-
Con lo que se cumple para n=1.
Tenemos por hipotesis de induccién lo siguiente:

p(xo, 21, ..., 2n) = p(xo)p(T1]T0) - - - P(Tn|Tn1).
Resta ver que se cumple para n+1. Por definicién de la funciéon de densidad
condicional se satisface que:
P(Tpr120,. -, Tn)
p(xo, ..., Tn)

P(Tpy1lTo, ..., T0) =
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Despejando p(zn4120, - .-, Tn)
P(Tp4120, ooy Tn) = D(Tpt1|To, - s Tn) * p(To, ..., Tn).
Por hipétesis de induccion se cumple que:
p(@nt1lTo, .. Tn) = p(@nt1lTo, .. 20) * p(T0)p(T1]T0) - - P(Tn |[T1 ).

Al aplicar la propiedad de Markov a p(x,,4+1|o, - . ., T,) obtenemos el resultado
deseado:

P(Tnt1]Tos - - 2n) = p(xo)p(T1]T0) - - - P(T0|Tn1) * P(Tpy1|Tn).

2.2. Ecuacién de Chapman-Kolmogorov

La ecuacion de Chapman-Kolmogorov permite descomponer la probabilidad
de pasar del estado ¢ al estado j en n pasos, en la suma de la probabilidad de
pasar del estado ¢ a un estado k cualquiera en un tiempo intermedio r mas la
probabilidad de pasar del estado k al estado j en n — r pasos.

La probabilidad de transicion P(X,11 = j|X,, = i) la denotaremos por
pij(n,n+1) y representa la probabilidad de transicion del estado ¢ en el tiempo

n, al estado j en el tiempo n + 1.

Ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Para cualesquiera ntimeros enteros r y
n tales que 0 < r < n y para cualesquiera estados ¢ y j se cumple:

pij(n me 7)pij(nr) (10)

Demostracion.
pij(n) = P(X,, = j|Xo = i)
= P(X, =, UXT = k| Xy =1)
Z =74, X, =k|Xo=1)

n_.]aX :k,XOZZ)

P(Xy=1)
Z n—j|X7-—]C Xo—Z)P(Xr:k,XOZ’L')
P(X()—Z)

k

18



Aplicando la propiedad de Markov a P(X,, = j|X, =k, Xo = 1)

 «— P(X, =j|X, = k)P(X, = k|Xg =i)P(Xo = 1)
B Z P(Xo =1)

k
=Y P(X, = j|X, = k)P(X, = k|Xo = i)
k

=Y prg(nr)pin(r)
k

O

Introducimos la siguiente notacion f(xs,ta|z1,t1) = p(x2|21,7) donde 7 =
to — t1, en términos de esta notacion tendriamos que la ecuacién de Chapman-
Kolmogorv seria de la siguiente manera

oo

p(zsley, 7+7) = / p(as|za, 7 )p(wa|zy, 7)dzs (11)

—0o0

donde 7 = tg — o

2.3. Ecuacion Maestra

La importancia de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov es que nos da la
posibilidad de construir la funcién de densidad de probabilidad condicional sobre
el intervalo “largo” de tiempo (t1,¢3) a partir de los intervalos de tiempo cortos

(t1, 12) (ta,t3). ,
Deseamos hallar una expresion para p(x|z,7 ), para ello tenemos que el de-
sarrollo en serie de Taylor de p(x|z,7 ) es:

’ a 0 ’
plele, ) = plalz,0) + U0 4 o)

Tomamos a w(z|z) como la probabilidad de transicion por unidad de tiempo y
ag como el momento cero de esto es:

oo

ap(z) :/ w(z|z)dx. (12)

—o0

Tenemos los siguientes dos casos:

1. CASO I'Si x # 2

+Op(x|z,0)
or'

Notemos que p(z|z,0) es la probabilidad de pasar del estado z a zg en
un tiempo 0 es decir sin que transcurra tiempo alguno, lo cual no puede
ocurrir, por lo tanto

p(sc|z,7'/) =p(z|z,0) + 7 (13)

p(z[z,0) =0
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por otro lado

Op(a|z,7)
RET)) 0y = w(al2)
Sustituyendo p(z|z,0) y %\#:0 en la ecuacion 13 obtenemos:

p(zlz,7) =7 wz|z) (14)

2. CASOIL: Siz =7
+9p(2|2,0)

p(:c|z,7'/) =p(z|z,0) + 7 - (15)
or
Notemos que
Op(z|z, 7
WEET) )y = wia,a) =0,
Por otro lado p(z|z,0) es la probabilidad de que el estado se mantenga en

z

p(z]|z,0) =1— /00 p(x|z, 7)dx

— 00

Sustituyendo la expresion que tenemos para p(z|z,7) en la ecuacion 14
obtenemos lo siguiente:

p(z]z,0) =1— /00 7 w(z|z)dx

=1-7 / w(z|z)dx
=1- T,ao
Sustituyendo %HT’:O y p(z]z,0) en 15

p(zlz,7)=1—7ap+ 7 (0) (16)

!’
=1—-7Tag

Podemos ocupar la delta de dirac, denotada por d(x — z), la cual satisface las
ecuaciones 17 y 18

se-a={1 2i%: (1

| = pwe = 502 (18)

Haciendo uso de la propiedad 17 de la delta de dirac podemos unir las ecua-
ciones 14 y 16 en la siguiente ecuacion:

p(zx|z, 7'/) =(1- aorl)é(x —2)+ T,U)($|Z) + 0(7'/) (19)
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La ecuacion 19 se lee de la siguiente manera:
La probabilidad de transicion de moverse de z a x durante un tiempo 7 es igual
a la probabilidad de que ocurra una transicion (z — x) maés la probabilidad de
que no ocurra ninguna transicién durante ese tiempo (z = x).

Sustituyendo la probabilidad de transicion 19 en la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov 11 obtenemos:

o0

plas |21, 7+7) = [ [(1 = aO(x2)7 )8(w2 — x3) + 7 w(ws|w2)|p(as | 21, 7)dws
= /_OO (1- CLO(I'Q)T/)(S(I'Q —x3)p(22 | 1, 7)dxo
+ /00 le(x3|x2)p(a:2 | x1,7)dxo

— 00

(20)

utilizando la propiedad 18 de la delta de Dirac tenemos:
p(xs | .731,T+T,) =(1 —(J,O(JJ?,)T,)p(xg | x1,7) —I-T,/ w(zs|xe)p(xs | 1, T)dTo
(21)

dividiendo ambos lados de la ecuacién 21 sobre 7' y sustituyendo la expresion
de ag que tenemos en la ecuacién 12 obtenemos:

w(xzo|zs)p(as | x1,7)dws
o (22)

—|—/ w(zz|za)p(as | 1, T)dzo

— 00

’

plag | @, 7+7) = plag | 21,7) :_/OO
T

tomando limite 7 — 0 en ambos lados de la ecuacion 22 tenemos

Op(xs | x1,7) _ /OO

g (w(xs|ze)p(ze | 21,7) — w(xe|2s)p(ws | v1,7)) dze (23)

— 00

A la ecuacién 25 generalmente se le conoce como la Ecuacion Maestra, notemos
que es una ecuacion de conservacion del tipo ganar-perder, la Ecuacion Maestra
discreta es de la siguiente forma:

Pl = 5 mpin () ~ 1) 24

m

Donde n se refiere a todos los posibles estados del proceso estocéstico, la
probabilidad de transicién w,,, denota la probabilidad de una pasar del estado
m a n en un incremento pequeno del tiempo dt.
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2.3.1. Ejemplos de la Ecuacién Maestra

Procesos de un paso

Muchos procesos estocésticos son de un tipo especial llamados procesos de
un paso, de nacimiento-muerte, son procesos de Markov de tiempo continuo,
cuyo rango de valores consiste de n enteros y su probabilidad de transicién por
unidad de tiempo w,,, salta solo entre valores adyacentes, esto es solo tiene la
siguiente probabilidad de transicion.

T sim=n-—1
Wom = % Gn sim=n+1 (25)
1—(rn+gn) sim=n

Donde 7, es la probabilidad por unidad de tiempo de estando en el estado n
ocurra un salto al estado n — 1 y g, es la probabilidad de estando en el estado
n ocurra un salto al estado n + 1.

Tomando las probabilidades de salto de la siguiente manera g, = % = Ty.
Definiendo la probabilidad de densidad p;,|,,s como la probabilidad de que un
caminante estando en el estado n al tiempo t = 0 este en el estado m después
de s pasos, la ecuacion maestra para esta caminata aleatoria es:

1 1
Pnlm,s+1 = §pn|7n—1,s + Epn|m+1,3' (26)
Urnas de Bernoulli

Un proceso que nos ayuda a ejemplificar como hallar la ecuacién maestra es
el problema que planted Bernoulli :

Se tienen dos urnas A y B cada una contiene n bolas, donde n de las 2n
bolas son blancas y las n restantes son negras. Se elige una bola de manera
aleatoria de cada una de las urnas. La que fue tomada de la urna A es colocada
en la urna B y viceversa.

Estamos concentrados en hallar la ecuacién maestra para este problema con
lo no nos es relevante las condiciones iniciales del problema. Deseamos dar res-
puesta a la siguiente pregunta:;Cuél es la probabilidad, misma que denotaremos
por zz r+1, que después de r + 1 ciclos, la urna A contenga x bolas blancas?.
Para dar respuesta notemos que se tienen las siguientes cuatro posibles formas
en las que puede ocurrir esta situacion.

1. Después de r ciclos tener x + 1 bolas blancas en la urna A y en Ultimo
ciclo sacar una bola blanca de la urna A y una bola negra de la urna B

2. Después de 7 ciclos tener  — 1 bolas blancas en la urna A y en Ultimo
ciclo sacar una bola negra de la urna A Y una bola blanca de la urna B
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3. Después de r ciclos tener x bolas blancas en la urna A y en Ultimo ciclo
sacar una bola blanca de la urna A y una bola blanca de la urna B

4. Después de r ciclos tener x bolas blancas en la urna A y en Ultimo ciclo
sacar una bola negra de la urna A una bola negra de la urna B

Donde el primer sumando del lado derecho de la ecuacién representa la
perdida de una bola blanca de la urna A, la segunda el ganar una bola blanca
de la urna A y los tltimos dos contribuyen con el que no se tengan cambios del
numero de bolas blancas en la urna A.

La ecuacién maestra que representa al proceso de manera mas concisa es la
siguiente.

z4+1)\? T T z—1)\?
Zror+l = < n > Zx41,r + 2E (1 - E) Zx,r + <1 - n > Zx—1,r (27)

2.4. Cinética Quimica

Muy seguido la cinética de la quimica se describe en términos de ecuaciones
deterministas con tasas quimicas (mismas que se pueden tomar ver se compor-
tan son equivalentes se asimilan en el estudio del modelos epidemitlogos a las
tasas de contagio y de recuperacién) , las cuales toman la forma de un sistema
acoplado de ecuaciones diferenciales no lineales.

La evolucion de la poblacién de un pais entero puede describirse usando
ecuaciones diferenciales, pero la evolucion de la poblacion de una comunidad
pequena ocurre en un proceso estocastico. Este ejemplo ilustra la dicotomia de
la evolucion discreta de los individuos en una mano y la casi evolucién continua
de la densidad de una poblacion.

Podemos hacer explicita esta relaciéon, tomando a n como el ntimero de
individuos proporcional a la densidad X, con la constante de proporcionalidad
), siendo una medida del tamafio del sistema n = QX en el ejemplo de las urnas
Q) es el namero total de bolas en una urna.

La dinamica de las reacciones quimicas pueden describirse por una ecuacién
maestra gobernada por la densidad de probabilidad del nimero de moléculas n.

OP(n,t) : ’
ot Xn:wnn/P(n 1) — W P(n,1)

Donde w,,,,’ denota la transicién de probabilidad de n’ al estado n, en contraste
a los ejemplos estudiados P(n, t) es usualmente una distribucion de probabilidad
multivariada.
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2.5. Operador de paso I/ y Matriz de estequiometria S

Para ecuaciones maestras multidimensionales sobre un espacio de estado
discreto, es conveniente introducir los siguientes objetos.

El operador de paso E el cual sirve para escribir de manera més corta la
evolucién sobre un espacio discreto,lo definimos de la siguiente manera.

Sea f una funcion cualquiera que dependa de varias variable, Eiﬂ es el incre-
mento de la i—ésima variable por un entero k, esto es:
EFf(ny,ng,.oni, ) = f(ni,no,.yng + k, ... (28)

También usaremos la matriz de estequiometria S la cual describe que tanto
cambia cada especie cuando se completa alguna reaccion especifica, mientras
que el vector de propension describe la tasa en la cual una reaccion particular
procede.Veremos dos ejemplos que nos ayudaran a tener una mejor comprension
de los objetos que acabamos de mencionar.

1. Brusselator El modelo es un proceso quimico de dos especies descrito por
las siguientes reacciones:

®47>X1

2X1 + X2 L> 3X1

B

Xl %‘XQ

X1L>®

Sin perdida de generalidad escalamos el tiempo y el volumen, tomando
a =1 =4, nos da las ecuaciones deterministas.

0dX,

o =Lt aXiX, — (B+1)X,

0dXo

e —aXi Xy + X,

y consecuentemente la ecuacién maestra que gobierna la densidad de pro-
babilidad P(ni,ns,t) es

8P(?’Ll, na, t)

— « —
8t = Q(El 1—1)P(n1,n2,t)+@(E1 IE%—l)nl(nl—l)ngP(nl,ng,t)

+(E} = 1)ny P(ny,na, t) + B(ELEy " — 1)y P(n1, na,t)
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Se tiene que el vector de propension y la matriz estequiometrica S estan
dadas por
1
a(”l)(";;l)("z)
g
ni

Q

v =

V1 V2 Vs U4

1 1 -1 —-1|m

S=1lg -1 1 0 | ny

2. Proceso de Poisson acoplado.
Consideremos el siguiente modelo de dos estados lineales:

nl—vl>n1+1 V1 = Q1.

ny —W>n1—1 vy = B1(n1/Q).
ng —>ny + 1 v3 = aa(ny /Q).
o —m>n2—1 vy = Ba(ng/Q).

Las reacciones tienen unidades % y generalmente se guardan las reacciones
de propensién en un vector v = [vl, V2, V3, 114] y las estequiometrias en una
matriz S. Para este ejemplo tenemos que.

U1 V2 U3 U4

o 1 -1 0 0 ny

Donde cada columna de la matriz de estequiometria corresponde a una
reacciéon en particular y cada fila a un reactante en particular. Usando
esta notacion, en el limite cuando {2 — oo con 4 = x; permanece cons-
tante, la ecuacion determinista puede escribirse en términos de matriz de

estequiometria y el vector de propension de la siguiente forma [4]:

dx ,
i ngréo(S * V) (29)
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O explicitamente como un sistema de ecuaciones diferenciales

dx
T;:al—ﬁlxl
(30)
%:ax — Bax
ar 271 272

= Nota sobre las propensiones de reacciones microscopicas Para tasas
de transicién no lineales, la propension que aparece en la ecuacion
maestra no es idéntica a la propension de la ecuaciéon determinista
29, consideremos la siguiente reacciéon

X+X-2sX,

En un sistema determinista donde el niimero de moléculas es muy
grande, la taza de acumulacién del producto X se escribe por

d

—(X2) = a(X)?

(X2 = a(X)
Desde un punto microscopico a lo que nos referimos por evento de
reaccion es que dos moléculas de X se encuentran una a la otra con
suficiente energia para formar a X5. La probabilidad de que ocurra la
reaccion es proporcional al namero de formas en las que dos moléculas
puedan chocar.

%(Xz) o %(nx)(nx -1).

Donde nx es el niimero de moléculas de X en un recipiente de reac-
cion de volumen 2. El altimo termino del lado derecho de la ecuacion
?? es (nx — 1) dado que se necesitan al menos dos moléculas para
tener una reacciéon y el termino % ayuda a que no se cuente doble las
posibilidades de que una molécula choque con otra, asi tenemos la
tasa de reaccién microscopica

a/anX—l
2 Q Q

tomando nx — oo la tasa de reaccién macroscopica es

o) =

_ o
(I XDh=51XI1X].

2.6. Solucion de la Ecuacion Maestra

Ya hemos hemos visto como hallar la ecuacién maestra, esta ecuacion es de
importancia ya que es la base para la mayoria de las aplicaciones de los procesos
estocésticos, y es mas facil trabajar con ella que con la ecuacion de Chapman-
Kolmogorov, aunque es dificil hallar su solucién veremos una forma de hallar su
solucién exacta y un método numérico de aproximacion.
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2.6.1. Funcién Generadora de Momentos

Existen pocos métodos generales para resolver la ecuacién maestra, el que
veremos es el método que usa a la funciéon generadora de momentos, el cual es
usado para transformar la ecuacion maestra en una ecuacion diferencial parcial
lineal, este método solo funciona si las probabilidades de transiciéon son lineales
en las variables de estado.

La funcion generadora de momentos Q(z, t)[2], asociada con la probabilidad
P(n,t) es la version discreta de la transformada de Laplace, y esta dada por:

Qz,t) = > _2"P(n,t). (31)
n=0

La funcién 3les llamada asi ya que los momentos de P(n,t) son generados por
las derivadas de Q(z,t)

Q(Lt) =1
% l.=1= ;nzn_lp(nyt) l.m1=< n(t) >
% l2=1= Zn(n — 12" 2P(n,t) lam1=< n2(t) > — < n(t) > .
n=0

Multiplicando ambos lados de la ecuacién maestra por 2" y sumando sobre
todos los valores de m nos permite transformar la ecuacién maestra diferencial
discreta de P(n,t) en una ecuacion diferencial parcial para Q(z,t).

Ejemplifiquemos el como se podria ocupar la funcién generadora de momen-
tos para hallarla solucién de la ecuacién maestra aplicaindolo a el proceso de
Poisson. Para ello consideremos un proceso de un paso con taza de nacimiento
constante g, = a y taza de muerte lineal r, = SN y tomemos a P(n,t) como
la probabilidad de que el estado se encuentre en el estado n al tiempo t. La
ecuacion maestra correspondiente a este proceso es la siguiente:

dP(n,t)

g =P =18 -Pnt)+E[(n+1)P(n+1,t) —nP(nt)]. (32)

Podemos hacer uso del operador de paso E¥ con el cual podemos reescribir la
ecuaciéon 32 de la siguiente forma:
dP(n,t
WPOD _ oy 1Pt + BIEL - P(D). (39

Multiplicando por z"™ ambos lados de la ecuacion 33

dz"P(n,t)

p = a[E; 'z — 1]2"P(n,t) + BIE} — 2](z" " 'nP(n,t)). (34)

27



Sumando sobre todos los posibles valores de n obtenemos:

dy o _g2"P(n,t)

7 =« lz 2"P(n —1,t) f: 2"P(n,t)

(35)
Zz"(n—Fl) (n+1,¢t) — Zz nP(n,t)) ]
n=0
Recorriendo indices
dzzo:o Zn Tl t n+1
i Lz;z P(n,t) ,;)Z P(n,t)
- - (36)
+ Z n=l( (n,t) Z ] .
n=1 n=0

Notemos que P(—1,t) = 0y que si n = 0 2"~ *(n)P(n,t) = 0 con lo que
todas las sumas en 36 pueden comenzar en n = 0, finalmente sustituyendo la
funcién generadora de momentos 31 obtenemos:

0Q(z,t) 0Q(z,t)
ot 0z

De esta manera se ha transformado la ecuacién maestra del proceso de Poisson
32 a una ecuacion diferencial parcial lineal de primer orden 37, el cual era el
motivo del ejemplo, la solucion de Q(z,t) no se va a desarrollar pero se puede
determinar usando el método de las caracteristicas [4].

— a2 = D)Q(zt) - Bz — 1) (37)

2.6.2. Meétodo numérico- Algoritmo de Gillespie’s

Para ecuaciones maestras con probabilidades de transiciéon no lineales, toda
la distribucion P(n,t) raramente se puede resolver de forma exacta. El algo-
ritmo de Gillespie’s es un método en el cual una trayectoria de muestra que
comienza en un punto inicial, se puede simular en el tiempo tal que se ajusta a
la distribuciéon que buscamos,para una poblacién lo suficientemente grande de
trayectorias de muestra la distribucion de probabilidad inferida se acerca a la
solucion exacta que deseamos [4].

El algoritmo consiste en los siguientes tres pasos:

1. Sea v el vector de propensiones del modelo, usamos las propensiones v;
para generar una distribuciéon de probabilidad para el siguiente tiempo de
reaccion 7, y 7 es una realizacion de esta distribucion.

2. Las propensiones v; se usan para generar la distribucién de probabilidad
para la siguiente reaccién que ocurrird en el sistema, es decir cual de los
v]s ocurri6 en el tiempo ¢t 4+ 7, denotaremos por p como el indice de la

reaccion.
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3. Sea S la matriz estequiometrica del modelo, el tiempo avanzo de t — t+17
y el estado del proceso se actualiza usando la matriz estequiometrica para
cada reaccion n; — n; + Si,

4. Si el proceso va a continuar, repetir para obtener el siguiente tiempo de
2 3 ., ! ., . .
reaccién 7 junto con la reaccion v;s que ocurrié y actualizar el sistema
con el vector de propensiones y la matriz estequiometrica.

Para avanzar de estado con cada una de las reacciones, necesitamos dos
variables aleatorias, una para el tiempo en el que se da la siguiente reaccion 7y
otra para el indice de la reaccién que ocurre u. Esto es Gillespie’s nos permite
determinar la distribucién de probabilidad para cada una, y en consecuencia el
como generar el par (7, 1) mediante el uso de un ntumero aleatorio generado de
una distribucién uniforme.

Algoritmo de Gillespie’s para la simulacion estocastica de la ecuaciéon maes-
tra

1. Inicializar
to =t

ng —n
2. Escoger 7 acorde a la funcién de densidad
p1(7 | n,t) = a(n)expl—a(n)T]

3. Escoger p acorde a la funciéon de densidad

p2(Any, | n,t) =

4. Avanzar el proceso

t+717—t

5. Guardar

n(t'y = {7 =S sit—71<t <t
n sit =t

6. Si el proceso va a continuar regresar al paso 2, en otro caso parar.

Tenemos p(n + An,t + 7 | n,t)dr es la probabilidad de que, dado el sistema
en el estado n al tiempo ¢ el siguiente salto ocurre entre ¢t + 7 y t + 7 + d7, que
lleva al estado de n a n+ An
de la cual se van obteniendo los niimeros aleatorios (7, An) para que el sistema
avance.

Como la matriz S guarda como el estado avanza con cada reacciéon que
ocurre, es suficiente el generar una variable aleatoria que especifique que reacciéon
ha ocurrido (7, u).
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Siguiendo con el algoritmo, se introduce g(n,t : 7) de que el sistema en
el estado n(t) salte en un instante de t y t + 7, de las tasas microscopicas de
transicion v(n), sabemos que sobre un intervalo infinitesimal dt.

q(n, t; dt) =(probabilidad de que la reaccion 1 ocurra +probabilidad de que
la reaccién 2 ocurra +...)

N
q(n,t;dt) = [vi(n)dt + va(n)dt + ...] = Z vi(n)dt = a(n)dt
j=1
Sobre un intervalo infinitesimal, a lo mas un salto puede ocurrir, asi que la
probabilidad de que ningtn salto ocurra esq*(n,t,dr) = 1 — q(n, ;7).

Sobre un intervalo que no sea infinitesimal ocurre lo siguiente, para hallar
una expresion para ¢*(n,t;7) primero notemos que la probabilidad de que no

ocurra ningun salto estando en el estado n esta dada por 1 — Z;V Lvi(n)dr .
por lo que tenemos la siguiente igualdad.

¢ (n,t;7+dr) =q¢*(n,t,7) | 1 —Zv]
desarrollando obtenemos
N
¢ (n,t;7+dr) — ¢*(n,t,7) = ¢"(n,t,7) Z

dividiendo sobre dr

¢ (n,t;7+dr) —q*(n,t,7) 1 EN:
dr dr

N
q*(nvt;T +dT) - q*(nvtaT) *
dr =q"(n,t,7) Zvj(n)

Tomando el limite dr — 0

N
dq*(n,t;7)
T n t T Z

de donde obtenemos que:
g (n,t;7) = e—a(m)T
Asi la probabilidad p(n + An,t + 7 | n,t) se escribe de la siguiente manera:
p(n+ An,t+ 7 | n,t) =q"(n,t;7) X a(n)dr x w(dn | n,t + 1)

donde ¢*(n,t;7) es la probabilidad de que el estado no salte durante el
intervalo [t,t + 7], a(n)dr es la probabilidad de que el estado salte en [t + 7,¢ +
T+ d7], w(dn | n,t + 7) es la probabilidad de que el estado salte en ¢t + 7 este
lo haga en n + An
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Los primeros dos términos del lado derecho de la igualdad determina el
préoximo tiempo de reacciéon 7, mientras que el ultimo termino determina el
indice de la siguiente reaccion, con lo que podemos reescribir a p(n + An, ¢t + 7 |
n,t) como sigue

p(n+An,t+ 7| n,t) = a(n)e” ™ 7dr x w(én | n,t +7)

Tomando p1 (7 | n,t) = a(n)e”*™7dr y po(on | n,t+7) = w(dn | n,t+7) la
probabilidad p; se distribuye exponencialmente, en consecuencia se puede usar
r1 un namero aleatorio para simular 7 via inversion (ver Apéndice 1)

=)

Para el indice de la siguiente reaccion, recordemos la ecuacion ¢(n,t;dt) =
(Z;\;l vj(n)) dt = a(n)dt notemos que la probabilidad de la reaccién p es pro-
porcional a la tasa de reaccion v,. La condicién de normalizacion asegura que
la probabilidad de que la reaccion i que haya causado el salto de estado es

o

PAI) =S ) = )

donde An,, es la columna correspondiente a p— de la matriz estequiometrica S.
El indice de la siguiente reaccion p se simula utilizando un nimero aleatorio ry
via el método de inversion de entero ver Apéndice 2.

Esto es el siguiente indice 1 que se obtiene por po, es el primer entero para
el cual se cumple

a(ln) Zvj(n) > 1o
j=1

Con la pareja (7, 1) actualizamos el sistema

t——t+71

—=n; + S,

La ventaja de los algoritmos de simulaciones estocésticas es que son simples
de programar y proveen trayectorias que se ajustan exactamente a la solucion
de la ecuacién maestra, la desventaja es que tienen un alto costo computacional
y el método no se puede escalar bien cuando el nimero de moléculas es grande.
El algoritmo de Gillespie’s es el punto de referencia de los otros métodos que
buscan solucionar la ecuacién maestra.
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3. Modelo SIR estocastico

Recordemos que el modelo SIR determinista esta planteado de la siguiente
manera;

. BSI
[ = ﬂ%f —al. (38)
R =al.

Como se vio en el capitulo anterior, para estudiar un proceso estocéstico
es de gran ayuda hallar la ecuacién maestra. Nos basamos en las siguientes
hipétesis para hallar la ecuaciéon maestra del modelo SIR estocastico, no se
tomaran en cuenta el nacimiento y muerte de la poblacién y el cambio en el
numero de infectados lo tomaremos como en un un proceso de un paso, ya
que su probabilidad de transicién por unidad de tiempo salta solo entre valores
adyacentes.

Sean x7 el namero individuos susceptibles y z2 el de individuos infectados,
tomando a j como el cambio por unidad de tiempo en la poblacion de infectados,
j toma el valor de 1 cuando ocurre una infeccion y de —1 si un infectado paso
a la clase de los removidos, del mismo modo k representa el cambio por unidad
de tiempo en la poblaciéon de susceptibles cuando ocurre una infecciéon toma el
valor de —1 y 0 si no ocurri6 una infecciéon. Tomando de esta forma a j y k
tenemos que la probabilidad de transicién es la siguiente:

AL (k)LL)
. — N ) )
p(a:1+k,x2+3)7(x17x2)(At) { axg At (k,j):(o,—l)

El proceso tiene dos posibles reacciones, que un individuo susceptible pase
al compartimento de los infectados que se lleva a cabo con una taza 8 o que un
individuo infectado sea removido del sistema que se lleva a cabo con una taza
a y las podemos representar de la siguiente manera:

(39)

B
-
X1 - i) (40)
Tg ————
Con esta notacion podemos escribir el modelo SIR de la siguiente manera:
dry  Prirg
dd ~ N
41
dry  Prizo (1)
— = —ax
dt N 2
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Deseamos hallar la ecuaciéon maestra que gobierna la probabilidad de densi-
dad P(ni,n2,t), que es la probabilidad de que al tiempo t se tengan ny suscep-
tibles y mo infectados.

Para hallar la probabilidad debemos sumar los casos favorables para que
ocurra lo que deseamos, que son los siguientes:

1. Si al tiempo t se tienen n; + 1 susceptibles, no — 1 infectados y en la

siguiente reaccién un susceptible sea infectado.

%(nl +1)(n2 —1)P(ng + 1,ne — 1,1) (42)

2. Si al tiempo t se tienen ny susceptibles, ns + 1 infectados y en la reaccion
un infectado sea removido del sistema.

a(ng + 1)P(ny,na + 1,t) (43)
Debemos de restar a la probabilidad los casos en los que no se cumple lo que
deseamos, que son los siguientes:

1. Si al tiempo t se tienen n; susceptibles, no infectados y en la siguiente
reaccién un susceptible sea infectado.

Bning
N

P(nl, na, t) (44)
2. Si al tiempo t se tienen my susceptibles, no infectados y en la siguiente

reaccion un infectado sea removido del sistema

angP(ny,ng, t) (45)

Por lo tanto tenemos que la ecuacién maestra que gobierna la probabilidad
de densidad P(n1,na,t) es:

8P(n1,n2,t) ﬁ

=—(n1+1)(ne —1)P(n1+ 1,no — 1,t) + a(na + 1) P(nq,ne + 1,1)

ot N
_ (/37”01712
N

+ ang)P(ny,na,t)
(46)

Haciendo uso del operador de paso E presentado en el capitulo anterior
podemos reescribir la ecuacién maestra de la siguiente manera:

W = %(E%E;l — 1)(n1)(n2) P(ny, na, 1) + a(E} — 1)(n2) P(n1, na, 1)

(47)

Una vez que ya hemos obtenido la ecuaciéon maestra vamos a calcular la fun-

cion generadora de momentos y desarrollaremos simulaciones computacionales
del modelo SIR por medio del método numérico de Gillespie’s.
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3.1. Soluciéon de la ecuacién maestra del modelo SIR es-
tocastico por medio de la funcién generadora de mo-

mentos.

Recordemos que la funciéon generadora esta dada de la siguiente forma:

Q(z1, 22,t) Z Z z1 252 P(ny, na, t). (48)

n1=0mn2=0
Y la ecuacion maestra del modelo SIR estocastico esta dada por:

OP(ni,ng,t) B

5 = E(E%Egl —1)(n1)(n2)P(ny,n2,t) + a(Ey —1)(ng) P(ny,na, t).
(49)
Multiplicando ambos lados de la ecuacion 49 por 27" z5?

aznlznzp(nhn%t) 6 ni—1_n
L= 5 *Q(ElEz 20 — 21)20 T 252 (n1) (n2) P(na, na, t) (50)

+ a(E3 — 29)2 2527 (ng) P(ny, na, t)

Sumando en ambos lados de la ecuacion 50 sobre todos los valores de (n1,n2)

obtenemos:

ot (Z Z et > Z Z By 'z — 21)21" T 252 (1) (n2) P(na, na, 1)

n1=0n2=0 ni= 0n2 0

£33 alB = ) 5 (na) Pl
ny= 077,2 0

(51)

Sustituyendo en el lado izquierdo de la ecuacion 51 la expresion que tenemos
de la funcion generadora de momentos y desarrollando el lado derecho tenemos:

M = g Z Z 211 25%(n1 + 1) (ng — 1)P(ny + 1,ne — 1, 1)
n1=0mn2=0
g Z Z{“zg"‘ n1)(n2)P(ny, ng,t)

Oon

3
=

Il
¥)

N (52)
211252 (ng + 1)P(ny,n2 + 1, t)

3
M8
Mg

0

3

=
Il
o

nz

211252 (n2) P(ny, na, t)

I
K

0

3

=
Il
o

na
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. . . . ’ ’ 1"
Tomando los siguientes cambios de variable ny =n;+1, nyg =na+1ny =ng—1

aQ 1) 225 — 'n,2 ’ ” ’ "
(17152 e} Z Z L2527 () (ny ) P(n), my , )

nl_l n2 =—1

Z 211252 (n1) (n2) P(n1, ne, t)

n1 =0 ’I’LQ—O

+a Z Z z7 22 )P(nl,n;,t)

n1=0 né:l

(53)

—a ) Y ata? (ne) Py nyt)

Tenemos las siguientes dos observaciones con respecto a la ecuaciéon 53:

1. En el lado derecho de la ecuaciéon en la primera doble suma se tiene lo
siguiente:

= Si n; =0 P(ny,nq,t), para cualquier valor de n;’ se cumple que:

nl_l n2 +1 ’ " ’ " n2 +1 "
21 Z2 (n1)(ng)P(ny,ny,t) = 2(1) 122 (0)(n)P(0,n49,t) = 0.

. ’
Con lo que la primer suma puede comenzar desde ny =0
. " . ’ "
= Sin, = —1, para cualquier valor de n; se cumple que P(—1,n,,t) =
0, con lo que la segunda suma puede comenzar en n, =0

2. En el lado derecho de la ecuacion en la primera tercera doble suma se tiene
lo siguiente:
Si ny = 0, para cualquier valor de n; se cumple :

22027 (G P(ny, ny, t) = 2297 1(0) P(ny, 0, ) = 0.
Con lo que la segunda suma puede comenzar en n/z =0

Tomando en cuenta las dos observaciones anteriores la ecuacion 53 queda de la
siguiente manera

aQ o 72: ) 1" ’ 1"
% - Z Z 2 (ny)(ny)P(n', ny )

”1 =0 n2 =0

— —zlzg Z Z znl*l 52 (nl)(nZ)P(nlanQat)

n1=0n2=0

+ « Z Z 27 z2 )P(nl,n;,t)

ny= 0/ =1

— Z 29 Z 212527 " (n2) P(n1,na, t)

’I’L10 n20

(54)
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Notemos que del lado derecho de la ecuaciéon podemos sustituir las parciales
de la funcién generadora de momentos 3.1.

8@(21,22715) _ é[z% 72122]1 (8Q(21,22,t))

ot Q aQ(aZQ t) 821 (55)
z 72 )
+afl — 22]817222

Asi hemos transformado la ecuacion diferencial discreta en una ecuacion
diferencial parcial.Proponemos que su solucion es de la forma

Q(21, 22, 1) = Q1 (21, 22)Q2(t) (56)

Sustituyendo la propuesta de Q(z1, 22,t) en 55 obtenemos:

Q1(21722)6%t(t) — 622(7f)g[2:§—2212:2]aiz2 <W>+Q2(t)a[l—22]mla('?2’z2)
67)
)72 = Qa3 -nal - (PR )4 Qaltyali o MR
0Qx(t) i 0Q1(21,22) 0Q1(z1,22)
—ot _ Bio 021< 9z ) B 922
Q0 a2 R T ey e (szl,za)

De esta manera se tiene que el lado derecho solo depende de Q1(z1,22)
mientras que el lado izquierdo de Q2(t). Como esta igualdad se debe satisfacer
para cualesquiera (21, 22,t) no queda mas que sean iguales a una constante A,
es decir

0%2@) 5 2 (W) 091 (z1.22)
2[R gm | —————L | +all -] | =22— ]| =2
0.0 a2 2 To e =l GG )
Para Q(t) tenemos
9Q2(t) aQ
ot 2(t)
TR G = AQat
Q2(1) ot Qa(1)
de donde
Qg(t) = C1€>\t
Por otro lado para Q1(z1, z2) tenemos que
9 [ 0Qi(z1,22) 0Q1(z1,z
ﬁ[z2 — 212)] M + ol — 2 ﬁ -\
2 Q1(21, 22) Q1(z1, 22)
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Tomando a P(z1, 22)

= %222), podemos reescribir la ecuacién de la siguiente
manera
Brz_ 2
2
Q 321

P(Z1, 22) + Oé[l — ZQ]P(Z1, 22) = /\Ql(zl, 2’2)

La cual podemos resolver como una Ecuacion Diferencial Ordinaria.
all — zo AQ1(z1, 22
8—P(z1,Z2)—|— i [2 ) P(z1,22) = 3 2( )
z1 gl2s — 2122) glzs — z129]
tomando a b = % y a p1(z1) como factor integrante de la siguiente forma:

[ all—z9]
pa(z1) =e

dz
b(z122—23) !

a(l—zz)ln(zg—ZIZQ)
=€

bzg

AL multiplicar por el factor integrante y posteriormente integrando encon-
tramos la solucion

a(l—zp)in(z3 — =z 29)
P(z1,20) =e

«@(zo9— n 2272 z
= </e LoD mim) AQ21(21722) dzl)
b(z5 — z122)
9 a(l—z5)
P(z1,22) = (25 — z122)

A a(zo—1)
b2 </b<z§ — z122) P

Recordemos que P(z1, 22) =
Q1 (21, 22)

_ ( 9 a(l—zp)
822

A a(zg—1)
25 — z129) b= (/ g(zg — z129) P22
de donde obtenemos que

1@1(21722)d21)

%2’22), con lo que tenemos

Q1 (z, 22)d21>

‘1(113*22) )\
Q1<zl,z2):/(z§lezg & /

a(zzfl)_l
(25 —212) @7

Ql(?«’l, 22)d2’1d22
Q
3.2.

Momentos de la Ecuacién Maestra del modelo SIR

Deseamos hallar la esperanza de la poblacién de Susceptibles y de Infectados
para ello usaremos la ecuaciéon maestra 47 y recordemos que se la esperanza se
puede hallar a partir de las siguientes ecuaciones:

N N
EI®)] = > Y naP(ny,ny,t)

n1:0 TL2:0

(58)
N N
E[S(t)] = Z Z an(nl,nQ,t)

(59)
ny =0 na =0
37



Nos sera de utilidad hallar la esperanza para del producto de la poblacion de
Susceptibles e Infectados, que se puede obtener de la siguiente ecuacion:

N N

E[SMI®] = Y > mingP(ni,na,t) (60)

n1:O TL2:O

Usemos la ecuaciéon maestra del modelo SIR para hallar la esperanza de la
poblacion de infectados, la definiciéon de esperanza es la siguiente

I t)] = Z Z ’IlgP(nth,t)

n1=0mn2=0

Aplicando la parcial con respecto a t

OE[I(t)] 0 on & " &L OnaP(ng, mo,t)
ot :52022 noP(ni,ma,t) :nlz:onzzzo 12 g; 12
N N Tll,ng,t)
-2 2 N

Sustituyendo la expresiéon que tenemos en la ecuacién maestra del modelo
SIR obtenemos.

N
OEIW] _ g~ nzg(m +1)(nz — 1)P(ny + 1,05 — 1,1)

N N 5
_ Z Z nzﬁ(nl)(nz)P(nlan%t)

N —

N
+ Z Z naoa(ng + 1)P(ny,ne + 1,1)

n1:0 ’I’L2:O

J

+ Z Z [(ne — 1)ans — naans] P(ny, N, t)

n1=0ns=0
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notemos que el tinico sumando de ZT]:Z:O(N + 1)%n1NP(n1, N,t) en el que
P(ny,N,t) # 0 es cuando ny = 0, asi

N N
ZO ZO éanLQP (n1,n2,t)—any P(ny, na, )}—(N—i—l)(g)(O)(N)P(()’Nvt)
N N
BEC[%( ) z:: 2:: anLQP(nl,ng,t) — (X'H/QP(’["I,I, na, t)]

Por lo tanto

OB[I(1)] _ B
OELOL_ 2 prstn) - apire)]
Como podemos observar depende de E[S(t)I(¢)].

s De la misma forma podemos hallar la ecuacion que corresponde a E[S(¢)I(t)]

aE[sg)I Z Z nmg nl,nz,t)
¢ n1=0n2=0

N—-1 N 6
- > m 6(nl+1)(ng—1)P(nl+1,n2—1

n1:0n2:

N N B
— Z Z nlngﬁ(nl)(ng)P(nhn%t)

n1:O ’I’LQZO

2

+

] =

ninsa(na+1)P(ny,ne+1,t)

3
=
Il
=}
3
I
<}

2

N N
— Z Z ninga(nsg)

P(nl, no, t)
n1=0n2=0

Recorriendo indices y agrupando obtenemos

= Z Z ny — 1 TLQ + l)ﬁnlng — nlng—nlng]P(nl,ng,t)
77,1: :

N N
_ Z (nl—l)(NJrl)gnlNP(nl,N, t)+ Z Z [(n1)(n2—1)ang—ningans| P(ny, N, t)
n1=0

ni =0 no =0

n1=0n2=0

N N 3
= Z Z [(n1 —ng — 1)§n1n2P(n1,n2,t) — niangP(ny, na, t)]

a B
- Z (m—1(N+1)=

inNP(nl, N, t)
’I’L1:0
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N N P
Z Z ny — ng — 1)Qn1n2P(n1,n2,t) —nyjang P(ny, ng, t)]

Por lo tanto

SE[I(1)S(t)] B B B
— 5 = g PSP MIM] - GEISOI®)] - (o + )EIS@IE)]

» Por ultimo hallamos la ecuacion para E[S(t)]

(n17 na, t)

{O\E

N-1 N 3 N N
Z Z ny 5 (n1+1)( anl)P(nlJrl,ng—l,t)fZ Z
n1=0n3=0

n1=0ns=1

N N-1
(n1,n2 + 1,t) Z Z nia(ng)P(ny, na,t)

+ Z Z nia(ng + 1)P
n1=0n2=0

n1=0n2=0
Recorriendo indices y agrupando obtenemos

8E[S(t)] — Z Z [(nl — 1)%711712 — nlgnlnﬂp(nl’n?’ﬂ

N N N
- Z(nl —l)gnlNP (n1, N,t) + Z Z ny)ang — niang)P(ny, N, t)

ny= O’I’LQ 0

n1:0
OF 5 Al
[ => _gnanP (n1,n2,t)]
n1:0 n2:0
Por lo tanto EIS (1) 8
Sl = L BS((0)]

Hemos obtenido el siguiente sistema de ecuaciones para los momentos

OE[I(t)] éE[I(t)S(t)] —aE[I(t)]

ot Q

= 2B (1) ~ DB 0)] - (2 + a)BI®S(0)

OE[I(H)SM)] _ B
ot Q0
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GEISW] _ B
S =~ CEIS(I()

Notemos que la ecuacién que corresponde a E[I(t)S(t)] depende de E[S?(¢)1(t)]
y E[S(t)I?(t)], con el objetivo de poder realizar simulaciones proponemos la
siguiente cerradura de modelos que es comtinmente utilizada en este tipo de
modelos [?].

E[S*(0)I(1)] = BISOIWES®)],  E[S@OI()] = EIS@I(0)]EI()]

Aplicando la cerradura de momentos el sistema nos queda de la siguiente forma

OE[I(t)] B
o ﬁE[I(t)S(t)] aE[I(t)]
OFE[I(t)S(t 15} 15} B8
TOSOL_ 2 pisrw)eis) -2 E80I0BIO]-(5 o) EI0)S©)
OE[S(1)] B
——==——FE[S)I(t
S = S BIS®I(0)

Tomando las mismas condiciones iniciales que cuando realizamos la simu-
lacion del modelo SIR determinista, es decir Sy = 99,1 = 1 y los mismos
parametros a = .1, § = .5 . En la siguiente imagen podemos ver la evoluciéon
del sistema.

Evolucion del sistema

—— MOMENTOS
40 4
30 4
" 201
10 1
ol

(I) 2‘0 4‘0 6‘0 éD 160

E[S]

Figura 7: Simulaciones de los momentos del modelo SIR
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4. Simulacion SIR Estocastico

Ya hemos hallado la ecuacion maestra del modelo SIR y encontramos la
funcién generadora de momentos, lo que ahora realizamos fue implementar el
algoritmo de Gillespie’s para simular la ecuacién maestra.

Las siguientes imagenes muestran el resultado de una simulacién estocastica
del modelo SIR en la que ha ocurrido una infeccién .Tal como en el enfoque
determinista la evolucion del sistema la podemos observar graficando la relacion
entre la poblacion de infectados y de susceptibles

Evolucion del sistema

100
Espacio fase

80

304 60

254

Poblacion

40

Infectados
S

154

[ 10 20 30 0 50 60
tiempo

0 20 40 60 80 100
susceptibles

Figura 9: Susceptibles e Infectados
Figura 8: Modelo SIR estocastico largo del tiempo

Si bien desde los dos enfoques determinista y estocastico cuando se ocurre
una epidemia la grafica que muestra la relacion entre la poblacion de susceptibles
e infectados a lo largo del proceso de la enfermedad tienen comportamientos
similares, una diferencia notable es que en estas dos ultimas gréficas se observa
como si se tuvieran picos, esto ocurre dado que en el proceso estocéastico tenemos
como hipotesis que en cada tiempo ocurre una infeccién o bien se remueve a un
infectado, estos cambios generan los picos.

Posteriormente realizamos multiples simulaciones para poder comparar como
se dio la evolucion del sistema en cada una de ellas Uno de los propositos de
tener multiples simulaciones del modelo SIR desde el enfoque estocéstico, es
que podemos hacer uso de la probabilidad (en un sentido clasico) y asi poder
calcular probabilidades que son de nuestro interés.
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70 1

60 1

50

40 -

Infectados

30 4

207

10 4

T
0 20 40 60 80 100
Susceptibles

Figura 10: Multiples simulaciones del modelo SIR estocastico

En cada simulacion los tiempos en los que van ocurriendo las reacciones se
generan de manera aleatoria, es por ello que varian en cada una de ellas. Hemos
tomado el arreglo que denotamos por PT como el promedio del tiempo en el que
ocurren las reacciones de cada una de las simulaciones para tomarlo como base,
de esta forma el tiempo en el que ocurren las reacciones en todas las simulaciones
es el mismo.

Con las simulaciones que hemos desarrollado podemos utilizarlas para calcu-
lar la probabilidad de que se tenga uno o més de un infectados en cada tiempo
t del arreglo PT, a la cual tomaremos como la probabilidad de estar infectado
a lo largo del proceso.

—— proba
0.8 \—\

0.6

proba

0.4 4

0.2

0.0 4

Figura 11: Probabilidad de estar infectado vs PT
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En la imagen anterior se muestra como va variando la probabilidad a lo largo
del tiempo. Como podemos ver comienza en 1 dado que al principio todas las
simulaciones tienen como condicién inicial Iy = 1, después comienza a bajar la
probabilidad esto refleja a las simulaciones en las que los infectados se extinguie-
ron, para luego mantenerse dado que en ese lapso la epidemia esta ocurriendo
en las simulaciones restantes, para luego ir disminuyendo hasta cero reflejando
la extinciéon de la epidemia.

Ahora tomamos los primeros y ultimos tiempos quitando asi la parte donde
se mantiene constante la probabilidad para poder ver a detalle donde si cambia
la epidemia.

0.975

o
@

0.950

e
3

0.925

o
Y

0.900

o
@

°
®
3
ol

0.850

Prob of being infected
© 1= o €
S
Prob of being infectad

0.825

o
~

0.800

°
-

0.775

o
°

15 20 25 30 35 40 45 50 0 2 4 6 8 10 12
Pt{100:] Pt:100]

Figura 12: Probabilidad de estar infec- Figura 13: Probabilidad de estar infec-
tado vs PT, final tado vs PT, Inicio

Como hemos podido observar en las graficas anteriores que involucran la
probabilidad de estar infectado en los primeros momentos tiene un pequeno
decaimiento, como ya se dijo esto se debe a las simulaciones que se van extin-
guiendo.

Para darnos una mejor idea de lo que planteamos anteriormente se muestran
las siguientes figuras, en las cuales podemos ver como desde el primer paso se
da la dicotomia, entre las simulaciones en las que la infecciéon va creciendo y de
las que se ha removido.

44



2.004

10

1754

1.50 4

1.25 4

1.00 4

Infectados
Infectados

0.75 4 4
0.50 4

0.259

0.00 4 0

Figura 14: Primer paso de la simulacio- Figura 15: Primeros pasos de las simu-
nes laciones

Esto nos llevo al interés de buscar la Probabilidad de que la infeccion se
extinga antes de que pueda ocurrir una epidemia. La denotaremos como proba-
bilidad de extincién.

Hemos realizado varias simulaciones del modelo variando los pardmetros y
hemos podido notar que después de siete pasos es muy dificil que una simulacion
que aun tenga infectados no sufra una epidemia. Ponemos un ejemplo de esta
situacion en la siguiente imagen.

Infectados
o
)

T T
82.5 85.0 87.5 90.0 92.5 95.0 97.5
Suceptibles

Figura 16: Primeros pasos de las simulaciones
Es por ello que se tomaron los primeros siete pasos y se vio cuantas simula-
ciones ya no tenian infectados, para asi poder calcular la probabilidad deseada.

Para calcularla variamos el pardmetro beta que es la taza de contagio, mientras
que al parametro alpha que es la taza de recuperacion, la hemos dejado fija.
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Figura 17: P(extincion) vs beta

Como podemos ver mientras mas va creciendo la taza de contagio la proba-
bilidad de extincién va disminuyendo. Adn més podemos obtener la grafica de
la probabilidad de extincion contra el indice Z.

0.9 1

o
Y
L

o
~
L

P(extincion)

0.6

0.5 1

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 150 175 2.00
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Figura 18: P(extincion) vs Ry
Si una simulacién no se extinguié antes del paso siete para nosotros represen-
ta que ocurrié una epidemia, con lo que teniendo la probabilidad de extincién

podemos hallar la probabilidad de que una epidemia ocurra de la siguiente ma-
nera: Probabilidad (epidemia)=1-Probabilidad(extincion)
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Figura 19: P(epidemia) vs Rg

4.1. Probabilidad de Extincién Analitica

Mediante las simulaciones hemos podido hallar una grafica para la probabi-
lidad de que la infeccién se extinga contra el indice %y, lo que deseamos hacer a
continuacioén es intentar hallar una expresion analitica para dicha probabilidad.

Partimos de la misma suposiciéon que se realizo previamente, en la que to-
mamos que una infeccion se extingue a lo més en siete pasos. Y tomaremos las
mismas condiciones iniciales comenzamos con solo un infectado y el resto de la
poblacién son individuos susceptibles. Al inicio de la infecciéon se cumple que
P(ny = M,ny =1) =1, donde M = N — 1, donde N es el tamano total de la
poblacion, ny representa a los susceptibles y ns a los infectados.

Ahora vamos a ver en las siguientes figuras las formas en las que se puede
ir dando la interaccion del sistema, Comenzaremos en el punto (M, 1) lo que
puede ocurrir es que se de una nueva infeccion, pasar de (M,1) a (M —1,2) o
que directamente se extinga la epidemia, pasar de (M, 1) a (M, 0),

n2

(M —1,2)

Won

(M, 1
(DL
\ g

1)
\Lremover
) n

Vi

1
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De la ecuacion maestra podemos ver que el flujo con el que la poblacion
se va infectando es %(nl)(ng) y con el que se van removiendo a la poblacion
infectada es a(nz), asi tenemos que la probabilidad de infeccion y de remover
en un paso estan dadas por

ang

: . £ (n1)(n2)
infeccion) = N remover) =
Plinf ) %(nl)(ng) +any’ il ) %(m)(ng) + ans

En el primer paso la probabilidad de extincién seria de la siguiente manera

a(1)
L(M)(1) + a(1)

P(extincion) =

Ahora para el segundo paso estando en el punto (M — 1,2), una forma en
la que la infeccion se extinga es que en los dos siguientes pasos se remuevan los
dos infectados.

n2

(M —1,2)

infeccion
TEeMOoVE

(M —-1,1) (M,1)

lremover J/TEWO’UCT

ni

) )

Infectados

=

o

S

Infectados

=
o
1

0.75 1 0.75

97.00 97.25 97.50 97.75 98.00 98.25 98.50 98.75 99.00 98.0 98.2 98.4 98.6 98.8 99.0
Susceptibles Susceptibles

Figura 20: Ejemplo de como se extingue Figura 21: Ejemplo de como se extingue
la enfermedad la enfermedad

Agregando esta posibilidad de que la enfermedad se extinga, la probabilidad
de extincion quedaria da la siguiente forma.
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P(extincion) = o(1) _|_< %(M)(l) ) < o(2) )

(1)
N (M =1)(1) +a(1)
Notemos que se puede factorizar el término que corresponde a ns en el deno-

minador, de este modo podemos reducir términos y la probabilidad de extincion
queda de la siguiente manera.

L(Mm
P(extincion) = 3 < + ﬁN( ) 5 < 3 <
En la siguiente imagen se muestran todas las formas en las que se puede
extinguir la infeccion a lo més en siete pasos.
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Figura 22: Ejemplo de como se extingue la enfermedad

Expresando cada una de las posibles formas de extincién en términos de
las probabilidades de infeccion y de la probabilidad de remover a un infectado,
podemos hallar una expresion analitica para la probabilidad de extincién.

P(eatincion) = 5 ————+ v (1) - .
extincion 7%(M)+Oé %(M)Jra %(M,1)+a %(Mfl)Jra

(&) a XM 1) o
EMy+a)\EM-D+a)\EM-1)+a)\2(M-2)+a
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(fv(M—3)+a> <1@(M—3)+a> <1@(M—3)+a> <1@(M—3)+a>

Si tomamos a N lo suficientemente grande podemos tomar la siguiente apro-
ximacion
M>N M-1=2N M-2=N

Desarrollando y aplicando la aproximacién obtenemos

a /8042 ﬁ20¢3 63a4 ,83044 62043

ﬁ+a+w+aw+w+aﬁ+w+av+w+av+w+aﬁ

P(extincion) =

+

53044 63a4 63044
Bray " Bray  Bror

Asi llegamos a la siguiente expresion analitica de la probabilidad de extincion

y a Ba? 2/%a8 533a4
P(extincion) = + + +
( )= Bva T Brar T Bray T Bray
Podemos obtener una nueva grafica de la probabilidad de extincion a par-

tir de esta expresion como se realizd6 mediante las simulaciones, fijando a a y
haciendo variar a § .

o1



Pextincionanalitica
e o o =
< @ © 5]

o
@

=4
«

Figura 23: P(extincion analitica) vs beta

Tenemos que Zy = g sustituyendo 8 = Zy« obtenemos
o a (Zoa)a® 2(%o)?a®  5(Rpa)3at
Pleatincion) = Zoo+a  (Zoa+ ) (Zoa+a)b  (Zoa+ )T
2 3
P(extincion) = ! %o 2(%o) 5(%o)

= + +
Ho+1 (%+1)3  (%+1)° (%+1)

En esta ultima expresion tenemos a la probabilidad de extincion en funcién
del nimero basico de reproduccién. Como podemos ver en la siguiente gréafica
mientras el valor del %Z; va aumentando la probabilidad de que la enfermedad
se extinga va disminuyendo.

Pextincionanalitica
o
<

o
o

=4
«

Figura 24: P(extincion analitica) vs %o
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5. Probabilidad de epidemia como funciéon de %,

Hemos podido hallar por medio de las simulaciones y mediante una aproxi-
macion analitica la probabilidad de que la enfermedad se extinga en términos
del namero basico de reproduccion Z. En la siguiente gréfica se comparan estas
dos probabilidades.

104 — —— Plextincién-simulaciones)
P(extincién-analitica)

0.9

o
o

P(extincion)
o
~
.

0.6

0.5

Figura 25: Comparaciéon de las probabilidades de extincion obtenidas analitica
y numéricamente

La idea por la cual se desarroll6 el estudio del modelo SIR desde un enfo-
que estocastico fue para poder tener un punto comparacién con el determinista.
Ahora bien, hasta éste punto ya hemos desarrollado varias herramientas para
poder retomar el anélisis de la situaciéon que planteamos en el estudio del modelo
SIR determinista.

En un principio se podria pensar que el estudio desde un enfoque estocés-
tico no nos seria de utilidad para este caso, dado que no podemos tener como
condicion inicial un namero de infectados entre cero y uno.

Al tomar a < I > como el promedio de Infectados de N simulaciones esto-
casticas se cuenta con un cierto grado de control sobre las condiciones iniciales,
en especial con la cantidad de infectados con los que inicie < Iy >, lo que de-
seamos que < Iy > sea menor que uno.

Para ello de las IV simulaciones estocésticas tomamos que una porcion sea
tal que el nimero de infectados iniciales sea 1 y la otra porcién con el namero
de infectados iniciales sea 0. Para estas tultimas simulaciones no puede ocurrir
epidemia alguna dado que Iy = 0.

Para ejemplificarlo tomemos n de las N simulaciones, con n € {1,..., N — 1},
tales que tienen como condicion inicial Iy = 1, y las restantes N —n simulaciones
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comiencen con Iy = 0, el promedio de infectados iniciales es:

n(1) + (N = n)(0)

vaquen € {l,...N —1}

N

n
— <1
N

Tomando estas condiciones e implementandolas en las simulaciones se calculo
el promedio de los individuos susceptibles e infectados en cada tiempo, una vez
hecho esto podemos observar el resultado del proceso graficando la relacion entre

infectados y susceptibles.
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—— promedio

T T
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Figura 27: Remarcamos que en el promedio de

Figura 26: SIR estocastico: promedio infectados
infectados comienza con Iy < 1

vs promedio susceptibles

En las siguientes graficas comparamos la evolucion dela enfermedad a lo largo
del proceso de la enfermedad desde cada enfoque, en ella podemos observar que

tienen un comportamiento similar.
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Notemos que el numero de casos favorables donde es posible que se pueda dar
una epidemia es Iy = %, para el desarrollo de las siguientes graficas tomamos
Iy = .46. Proponemos que la probabilidad de ocurra una epidemia en el promedio
de los infectados esta dada por

Pepidemia(< IO >) - IO’Y

Donde v es la probabilidad de que la epidemia persista, la cual la podemos
calcular a partir de la probabilidad de extincion de la siguiente forma

Y= 1-— Pemtincion
Sustituyendo obtenemos

Pepidemia(< IO >) = IO(l - Pea:tincion)

—— Plepidemia-simulaciones)
P(epidemia-analitica)
0.44

e
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o
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P(epidemia final)

e
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0.0 4

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10
P(extincion final)

Figura 30: Pepidemia(< Io >) VS Pegtincion

Como a la probabilidad de extincion la logramos obtener con respecto del
Ho, podemos obtener la siguiente grafica de la probabilidad de epidemia con
respecto Zg.
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Figura 31: Ry vS Pepidemia(< Lo >)

Anélogamente podemos obtener la probabilidad de que infeccion se extinga
en términos del % de la siguiente manera

Peaztincion(< IO >) =1- Pepidemia(< IO >)
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Figura 32: Ry v$ Pogtincion(< Lo >)
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6. Conclusion

Por ultimo comparemos las simulaciones que hemos desarrollado a lo largo
de este trabajo. En cada una de las siguientes simulaciones se tomaron por
condiciones iniciales S = 99,1 = 1, con los pardmetros o« =.1,8=.5

La primer simulacién que obtuvimos fue la del modelo SIR determinista.
Luego al estudiar la ecuacién maestra calculamos el sistema para los momentos
y con el logramos simular la evolucién del sistema. Al comparar estas dos simu-
laciones podemos ver que el resultado de ambas simulaciones es practicamente
el mismo.Sin embargo, vemos que el efecto de las fluctuaciones es reducir el
tamano de la epidemia

Evolucion del sistema

50 4
—— SIRDET
MOMENTOS

40 A

30 4

20 \

Figura 33: Comparaciéon SIR-Momentos SIR

Al estudiar el modelo SIR desde un enfoque estocastico se realizaron simu-
laciones mediante el uso del algoritmo de Gillespie’s, Tomamos el promedio de
n = 300 simulaciones y la comparamos con las simulaciones anteriores

57



Evolucion del sistema

50 4
—— SIRDET

MOMENTOS
—— PROM-ESTOCASTICO

40 A

304

20

0 20 40 60 80 100

Figura 34: Comparaciéon SIR-Determinista-Momentos-Estocastico

En el promedio de las simulaciones estocésticas también nos encontramos que
ha ocurrido una epidemia. La diferencia es que en las primeras simulaciones el
resultado es una epidemia que infecta casi a la mitad de la poblacion, mientras
que en esta ultima simulaciéon la epidemia infecta a méas de un tercio de la
poblacion.

Ahora bien si al tomar el promedio dejamos de lado las simulaciones en las
que la enfermedad se extingue y solo nos quedamos con las que ha ocurrido una
epidemia, obtenemos que el resultado es parecido a las simulaciones anteriores.
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Figura 35: SIR-Determinista-Momentos-Estocastico
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Hemos estudiado el modelo SIR determinista y estocastico. Inicialmente se
observo que la diferencia entre los dos se debian al efecto que causan las fluc-
tuaciones que ocurren en el estudio estocéstico ya que reducen el tamano del
promedio de la epidemia. Esta diferencia se volvié a presentar con las ecua-
ciones de evoluciéon de los momentos. Realizando un anélisis se concluy6é que
esta reduccion es debido a la probabilidad de extincién que hay en el proceso
estocastico. Si quitamos la posibilidad de extincién, los resultados del modelo
estocéstico y determinista son similares. Es por ello que se nos hizo importante
hallar la probabilidad de extincién de una epidemia dado que se comienza con
un so6lo infectado.

Comtnmente se determina con el valor del ntimero basico de reproduccion
Po-Si es mayor a uno habra epidemia. Sin embargo este resultado es deducido
a partir de modelos deterministas donde se ha despreciado las fluctuaciones
de tamano finito. Con la ayuda del modelo estocastico logramos encontrar la
probabilidad de extincién de una epidemia tipo SIR en términos del nimero
béasico de reproduccion %
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Apéndice 1 Generando Numero Aleatorios

La funcion de distribucion F(X) por definicion siempre cae entre 0 y 1,
entonces es posible obtener una muestra = de cualquier distribucion, generando
una variable aleatoria uniforme r € U(0, 1) y resolviendo para F(z) = r

x=FY(r)

Poniendo en el eje vertical una muestra aleatoria distribuida uniformemente, la
funcion de distribucion refleja la muestra en el eje horizontal, de la siguiente
manera transformando r en una variable aleatoria x con las estadisticas desea-
das.

Como F'(z) = f(z), y se tiene que f(x) > 0, la funcion F(z) es estrictamente
creciente y su inversa F' esta definida de forma tnica para cada distribucion.

Por ejemplo sea F(a) una variable aleatoria distribuida exponencialmente,
luego

F(z) =1— exp[—ax]

Si tomamos F'(z) = 1 — r, donde r es una unidad de una variable distribuida
uniformemente, entonces

1—r=1-—exp|—ax]
= r = exp [—ax])

= exp [az]) =

1

r

9
=ar=In|{ -
r
1 1
xln()
a r

es una variable aleatoria, exponencialmente distribuida con constante de
decaimiento a. Esta relacion sera de particular importancia cuando se considere
la simulacién de procesos aleatorios.

de donde
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Apéndice 2 Generando niimeros aleatorios

Dado una distribucién de probabilidad P, muestra que para r tomado de
una distribuciéon uniforme U (0, 1), el entero n que satisface

n—1 n
Y Pl <r< > P(i)
es una realizacion de P(n).

Solucioén:

Tomemos a P como una distribucién de probabilidad y a r tomado de una
distribucion uniforme U (0, 1) y supongamos que n es tal que satisface lo siguien-
te:
n—1 n
Y Pl <r< > P(i)
1=—00

i=—00

Como P(n) es una distribucion de probabilidad cumple que

Z P()=1

i=—00
en especial
n—1
> Pi)<1
i=—00
y

n

> P(i)<1

1=—00
es mas tenemos que
n—1 n
0< > Pli)y< Y P@l)<1
i=—00 i=—00
Adn mas

> Pi)

i=—00

1=—00

P(,i P(z‘)érgz P(i)):F,.<Z p(i)>_Fr< - >

Donde F, es la funcion de distribucion acumulada de 7 la cual se tomo de
una variable uniforme U(0,1), que tiene la siguiente funcion de distribucion
acumulada,

0 siz <0
F.(z)={ ===z si0<z<1
1

(61)
sil<uzx
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Asi

ﬁ(i: Pl)<r< 'Z P(i)) = _Z P(i) — z_: P(i)
simplificando

P( i P(iy<r< P(z‘)) = P(n)

i=—00 i=—00

Por lo tanto n es una realizacién de la distribucion P.
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