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Introduccion

La teoria del punto fijo es un area activa de investigacién con una amplia gama
de aplicaciones en varios campos de la ciencia como la economia, las matematicas y la
fisica. Algunas de las preguntas fundamentales que se abordan en la Teoria del Pun-
to Fijo son: ;Qué propiedades debe cumplir un conjunto no vacio X y una funcién
f: X — X para que exista un elemento x en X tal que f(x) = 27 A tal punto se le
llama punto fijo. En caso de existir un punto fijo, ;bajo qué condiciones es unico? Si
son varios puntos fijos, jqué propiedades cumple el conjunto de puntos fijos? y ;existen
algoritmos que permitan calcularlos?

Desde el punto de vista histoérico, los primeros teoremas del punto fijo surgieron en
el contexto de demostrar la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales e inte-
grales. Poincaré fue el primero en trabajar en este campo, en 1886. Luego Brouwer, en
1912, probo un teorema del punto fijo para un cuadrado, una esfera y sus contrapartes
en dimensién n.

Uno de los primeros resultados trascendentales en el campo de la Teoria del Punto
Fijo en espacios métricos fue presentado en 1922 por Stefan Banach, su célebre teorema
conocido como el Principio de Contraccion de Banach, es considerado como uno de
los principios fundamentales en el campo del Andlisis Funcional. Uno de los problemas
principales del Teorema del Punto Fijo de Banach es que las funciones contractivas
en el sentido de Banach son uniformemente continuas, es decir, se restringe a trabajar
unicamente con funciones uniformemente continuas.

Este trabajo da a conocer algunos teoremas del punto fijo para poder resolver proble-
mas especificos de ecuaciones diferenciales y ecuaciones integrales en el cuarto capitulo.
Mediante la teoria del punto fijo se garantiza la existencia de soluciones, se proporciona

un algoritmo iterativo para encontrar dichas soluciones y no en todos ellos se requiere



la hipotesis de continuidad o compacidad en los problemas mencionados anteriormente.
Esta tesis se encuentra organizada de la siguiente manera:
Primer capitulo.

Contiene un repaso de los conceptos y teoremas basicos de la teoria de espacios
métricos, en particular de espacios normados, los cuales nos seran ttiles para entender
mejor la Teoria del Punto Fijo que se presentara en los siguientes capitulos.

Segundo capitulo.

Se trabaja con algunos teoremas clasicos de punto fijo para espacios métricos con
funciones contractivas tales como el teorema del punto fijo de Banach y otros teoremas
que no implican necesariamente la continuidad de la funcién tales como el teorema del
punto fijo de Kannan y el teorema del punto fijo de Chatterjea. Estos dos teoremas
proporcionan el mismo algoritmo iterativo para encontrar el punto fijo que el teorema
del punto fijo de Banach. En el caso del teorema del punto fijo de Banach se propor-
cionan ejemplos de aplicaciones en ecuaciones diferenciales ordinarias.

Tercer capitulo.

En este capitulo se introducen conceptos relacionados con conjuntos parcialmente
ordenados, tales como la cota superior, la cota inferior, el supremo y el infimo de un
conjunto. También se estudia el concepto de espacio vectorial ordenado, para esto se
agrega el concepto de cono y se trabaja con la relaciéon de orden inducida por el cono.
Por tltimo se presentan algunos resultados de la teoria del punto fijo para conjuntos
que poseen una relacién de orden.

Cuarto capitulo.

Se trabaja con funciones que estan definidas en un espacio de Banach ordenado, con
valores que toman en el mismo espacio y que son mondétonamente crecientes o decre-
cientes.

Por tultimo se usa la teoria expuesta para asegurar la existencia de las soluciones

a ecuaciones integrales y se proporciona un algoritmo que obtenga dichas soluciones,
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en particular las soluciones que surgen de problema no lineales en areas como la fisica
nuclear (véase [4]).

Este trabajo no pretende ser original, nuestra contribucion es la manera en que lo or-
ganizamos, detallamos mas algunas demostraciones y comentarios sobre algunos temas
tratados. Se espera principalmente que este trabajo sea ttil para aquellos que inicien

en la Teoria del Punto Fijo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos conceptos y teoremas basicos sobre espacios

métricos y espacios normados que facilitan la lectura de este trabajo.

1.1. Espacios métricos

Definicién 1.1.1. Sean X wun conjunto diferente del vacio y d : X x X — R una
funcion. Se dice que d es una métrica o distancia en X, si para cada x, y, z € X, d

cumple con las siquientes propiedades:

(M1) d(z,y) = 0.

(M2) d(z,y) =0 siy sdlo si v =y.

(M3) d(x,y) = d(y,x) (Simetria).

(M4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdad del triangulo).

Si X es un conjunto y d es una métrica en X, entonces a la pareja (X, d) se le llama
espacio métrico. Cuando no haya confusion, le llamaremos espacio métrico X sin hacer

referencia a la métrica d.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ejemplo 1.1.1. (Espacio discreto).
Sea X un conjunto no vacio. Para cada x, y en X se define la siguiente métrica d sobre

X:

0 s1 x=y,
d(z,y) =
1 st x#uy.

A esta métrica se le conoce como la métrica discreta en X.

Ejemplo 1.1.2. (La recta real).
Sea d : R xR — R tal que

d(z,y) = |z —yl.
Entonces d es una métrica sobre X, llamada la métrica Euclidiana en R y se denota

por || .

Ejemplo 1.1.3. Sean x = (21,22, ..., xn), y = (Y1, Y2, .-, Yn) en R", se define
dy : R" x R*" — R como:

n

di(z,y) = Z|$z — Yil-

=1

A esta métrica se le conoce como la métrica del tazxista.

A continuacién se presentan las siguientes definiciones, las cuales se usaran en capitu-

los posteriores.

Definicién 1.1.2. Sea (X, d) un espacio métrico, para cada x € X yr € R tal que

r > 0, se definen los siguientes subconjuntos de X:

1. La bola abierta con centro en x y radio r es el conjunto :

B(z,r) ={y € X : d(z,y) < r}.

2. La bola cerrada con centro en x y radio r es el conjunto :

Blz,r|={ye X :d(z,y) <r}.
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3. La esfera con centro en x y radio v es el conjunto :

S(z,r)={ye X :d(z,y) =r}.

Observacién 1. Si el radio r es un niumero estrictamente positivo entonces la bola
abierta y la bola cerrada son conjuntos diferentes del vacio, pues al menos contienen a

su centro.

Las siguientes definiciones generalizan el concepto de bola abierta y bola cerrada de

un conjunto.
Definicién 1.1.3. Un subconjunto A de un espacio métrico (X,d) es:
1. Abierto, si para cada x € A existe r > 0 tal que B(z,r) C A.
2. Cerrado, si X \ A = A® es abierto.
Definicién 1.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico, v € X y A C X. Se dice que x es:
1. Un punto interior de A, si existe € > 0, tal que B(z,€) C A.
2. Un punto adherente de A, si para cada r > 0, B(xz,7) N A # (.

Usualmente en la definicién de punto interior el € depende de z. Pero, en lugar de

escribir €, se dejara € bajo el entendido que se comprende que existe esta dependencia.

Definicién 1.1.5. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X,d), el interior de
A que se denota por A o int(A) se define como:
int(A) = {x € X : x es punto interior de A}.

Definicién 1.1.6. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d), la cerradura de
A que se denota con A se define como:

A={r € X :x es punto adherente de A}.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion en (X,d), es una fun-
cion f: N — X.

Donde f(n) se representa como x, para cada n € N y se usard la notacion usual
para sucesion {Ty tnen, {Tn}oey,{xn} o simplemente (xy,).

Nota. No se deberd confundir {z,} que es la notacion de una funcién f: N — X

con f(N) ={z, : n € N} que es el rango de la sucesion.

Definicién 1.1.8. Sean (X, d) un espacio métrico, {x;}ien una sucesion en X y x un

elemento de X, se dice que:

1. {z;}ien converge a x si para todo € > 0 existe k € N de tal forma que para cada

n >k se cumple que d(x,,x) < e.

2. {x;}ien es de Cauchy si para todo € > 0 existe k € N de tal forma que para cada

m,n >k se cumple que d(x,,,z,) < €.
Una sucesiéon no convergente se llamard divergente.

Teorema 1.1.1. Toda sucesion convergente en un espaco métrico (X, d), es una suce-

sion de Cauchy.

El reciproco del Teorema no es verdadero, es decir, una sucesion de Cauchy no
siempre sera convergente en un espacio métrico X.

1
Contraejemplo: Sea X = (0,1) con la métrica euclidiana en R. La sucesién {—} es
n

1 1

de Cauchy en (0,1). Se sabe que lim — = 0. Pero 0 ¢ (0,1). Por lo tanto, {—} no es
n—oo N, n

convergente en (0, 1).

Ya que no en todo espacio métrico una sucesién de Cauchy es convergente, surge la

siguiente definicion.

Definicién 1.1.9. Un espacio métrico (X, d) es completo, si toda sucesion de Cauchy

es convergente en X.
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Definicién 1.1.10. Sea A un subconjunto de no vacio en (X,d) espacio métrico. Se

dice que A es acotado, si existe k > 0 tal que para todo x,y € A, se tiene que
d(z,y) < k.

Una sucesion en un espacio métrico se dice que es acotada si su imagen es acotada.

Teorema 1.1.2. Toda sucesion de Cauchy en un espacio métrico X es acotada.

El reciproco del Teorema no siempre es cierto, es decir, una sucesién acotada
no siempre es de Cauchy.
Contraejemplo: La sucesién {(—1)"} es acotada, pero es ficil comprobar que tal

sucesion no es de Cauchy.

Definicién 1.1.11. Sea {x,} una sucesion en un espacio métrico (X, d). Sea {ny} una
sucesion de mimeros naturales estrictamente creciente. A la sucesion {x,, },-, se le

llama subsucesion de {x,}.

Teorema 1.1.3. Si una sucesion de Cauchy {x,} en un espacio métrico (X,d) admite
una subsucesion convergente, entonces {x,} es convergente y ambas tienen el mismo

limite.

Definicién 1.1.12. Sean (X,dx), (Y,dy) dos espacios métricos, xo en X y f : X —
Y wuna funcion. Se dice que la funcion f es continua en el punto xq, si se cumple
la siguiente condicion: para cada € > 0, existe 6 = d(e) > 0, tal que si x € X y

dx(x,x0) <9, entonces dy (f(z), f(xo)) < €.

En realidad, se deberia decir que f es dx — dy continua en el punto zy ya que, en

general, la continuidad de f depende de las métricas que se estén considerando.

Definicién 1.1.13. Sea A C X. Se dice que la funcion f: X — Y es continua en A,
st f es continua en cada punto de A.

Cuando ocurra que A = X, se dird que f es continua.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.14. Sean (X, dx), (Y,dy) dos espacios métricos, se dird que la funcion
f X =Y es uniformente continua en X si f cumple que: para cada € > 0, existe

0 >0, tal que si x1,x9 € X y dx(x1,22) <9, entonces dy (f(z1); f(z2)) < €.

Note que § depende de €. De esta manera, se deberfa escribir como §(€), pero se
dejard como 0 bajo el entendido que se comprende lo anterior. Ademas, a diferencia de
la definicién de continuidad de una funcién en este caso se tiene que § no depende de

x.

1.2. Espacios normados

Definicién 1.2.1. Un conjunto X no vacio es un espacio vectorial sobre un campo K,
st en X estdn definidas dos operaciones binarias, denotadas por + (llamada suma y que
es una operacion interior) y - (producto por un escalar que es una operacion exterior)

tales que para cada x,y,z € X y o,B € K se cumple:

(V1) s+ye X ya-peK,

(V2) 2+ (y+2)=(z+y) + 2,

(V3) x+y=y+zx,

(V4) Ezisten 0 € X y1 € K tales quex +0=z y 1 -x =z,
(V5) Eziste —x € X tal que x + (—x) = 0,

(V6) a- (x+y)=a-z+a-y,

(V7) (a+p) - z=a-z+ 5,

(V8) a-(B-x)=(a-f)

En adelante usaremos o - = azx , a - f=af y llamaremos a los elementos de X

vectores y a los elementos de K escalares.
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Definicién 1.2.2. 57 X es un espacio vectorial sobre K y si W C X no es wvacio,
entonces W es un subespacio de X si bajo las operaciones de X, W forma un espacio

vectorial sobre K.

Proposicion 1.2.1. 57 X es un espacio vectorial sobre K y W C X no vacio, entonces
W es un subespacio de X siempre que wi,wy € W y «, B € K implique que cw,+ Pwy €
W.

Definicién 1.2.3. Si x4,...,x,, son vectores y au,...,au, escalares, el vector

n
g QT
i=1

es una combinacion lineal del sistema de vectores {x;}i; .

Definicién 1.2.4. Dado un sistema de vectores {xz;}_,, se dice que es linealmente

independiente cuando
n
E o;r; = 0
i=1

implica que c; =0 para todo 1 < 1 < n.

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K (K=R o K=C). La
funcion || - || : X — R se llama norma en X si para cada z,y € X y para cualquier t €

K se cumplen las siguientes propiedades:
(N1) ||z = 0.

(N2) ||z [|[=0 <=z =0.

(N3) |tz |l=[t ] || |

(N Tz +y i<z + 1yl

Si || - || es una norma en X, al par (X, | - ||) se le llama espacio normado o espacio

vectorial normado.
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Lema 1.2.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado. La funcién d : X x X — R U {0}

dada por d(xz,y) =|| z —y || para x,y € X es una métrica para X.

Demostracion. Sean x,y,z en X, la funcién d cumple:

(N1) d(z,y) = z =y [|= 0

(N2) d(z,y) =0<= ||z —y||=0<=ar—-—y=0<=ax=y

(N3) d(z,y) =l  —y =l (=) —2) [|[=| =1 [ y == ||=] y — = ||= d(y, z) luego

d(z,y) = d(y, )

(N4) d(z,y) =z —y = (@ —2)+ c-y) ISz -2+ |z -y = d(z,2) +d(z,y).

Por lo tanto, d es una métrica para X, es decir, (X, d) es un espacio métrico. |

Observacién 2. En lo que resta del trabajo cuando se hable de la métrica de un espacio
normado, serd la métrica definida en el Lema [1.2.1, a menos que se especifique lo

contrario.
Ejemplo 1.2.1. Sea |||« : R" — R definida por
|20 = méx |x;| para cada x = (21,22, ..., z,) en R™.
1<i<n
La pareja (X, ||||c) €s un espacio normado.
El siguiente lema serd de gran utilidad para probar el Lema [£.1.1]

Lema 1.2.2. Sea (X, || - ||) un espacio normado y A C X no vacio tal que para todo
xenAyr >0, se cumple que rx pertenece a A.

Entonces para todo x* en int(A) y A > 0 implica A\xx pertenece a int(A).

Demostracién. Sea z* en int(A) implica que existe s > 0 tal que B(z*,s) C A.
Sea A > 0, observe que z pertenece a B(Az*, As), si y sélo si, ||z — Az*|| < As. Lo que

1
es equivalentemente a sz — 2*|| < s. Por lo tanto, z pertenece a B(A\x™, \s), si y sélo

1 z 1
si, XZ pertenece a B(z*,s) C A. Asi, 3 pertenece a A, por lo que z = )\Xz pertenece

a A, lo que concluye que B(Az*, As) C A. Por lo cual, \xx pertenece a int(A). |
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Definicién 1.2.6. Sea X un espacio normado. Se dice que X es un espacio de Ba-

nach, si X es un espacio completo.

Los espacios de Banach reciben su nombre en honor al matematico polaco, Stefan
Banach. Estos son uno de los objetos de estudio mas importantes en el Analisis Fun-
cional.

El siguiente ejemplo se usard con frecuencia en el capitulo 4.
Ejemplo 1.2.2. Sean X = C ([a,b] ,R) ={f : [a,b] — R| f es continua en [a,b]}
Y [||loo : X — R definida por

| flloo = sup{|f(z)| para cada x en [a,b]} .

La pareja (X, ||||oc) €s un espacio de Banach.

1.3. Compactos

Este capitulo nos dota de herramientas para simplificar algunas de las pruebas de

las aplicaciones del capitulo 4.

Definicién 1.3.1. Sean X wun espacio métrico y A C X. Si A C UyerU,, con U,
conjunto abierto en X; a la familia {Uu},c; se le llama cubierta abierta de A. Si
I' C I es tal que A C UsepU,, entonces la subfamilia {Us},cp es una subcubierta

de A. Si, ademds I' es un conjunto finito, diremos que la subfamilia es una cubierta

finita de A.

Definicién 1.3.2. Sea (X, dx) un espacio métrico X . Decimos que A C X es compacto,

si toda cubierta abierta de A, tiene una subcubierta finita.
El siguiente ejemplo es facil de probar por definicion.

Ejemplo 1.3.1. Sea (X,dx) un espacio métrico X. Si A C X finito, entonces A es

compacto.

11



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Los siguientes resultados nos ayudan a dar caracterizaciones de cuando un conjunto

es 0 no es compacto. Sus respectivas pruebas se pueden encontrar en [3].

Teorema 1.3.1. Sean X un espacio métrico y K C X. Si K es compacto, entonces K

es cerrado y acotado.

Observacion 3. El reciproco no es necesariamente cierto.

Contraejemplo: Sea X = (0,1) con la métrica euclidiana en R. El conjunto G =
1

{ <—, 1) 'n e N} es cubierta abierta de X, pero no existe una subcubierta finita de A.
n

Por tanto, X no es compacto, pero X es cerrado y acotado en X.

Teorema 1.3.2. Sean X espacio métrico compacto y K C X. Si K es cerrado, entonces

K es compacto.

Observacién 4. Si X espacio métrico compacto y K C X. Como K es cerrado,

entonces K compacto.

Teorema 1.3.3. Sean (X,dx), (Y,dy) dos espacios métricos, A C X compacto y

f: X — Y continua en X, entonces f (A) es compacto en'Y.

Definicién 1.3.3. Sea F' C C ([a,b],R) una familia de funciones. Se llama
equiacotada, cuando existe un numero K tal que

|f (x)| < K para todo x € [a,b] y toda f € F.

Ejemplo 1.3.2. Seanz, y € C' ([a,b]) = {f : [a,b] — R| f tiene derivada continua en [a,b]}
tales que z(t) < y(t) para todo en [a,b]. Se define F:= {f € C* ([a,b])]| = (t) < f(t) <y (t)}.

Se afirma que F' es equiacotada.

Demostracién. Sean z € [a,b] y f € F, entonces f € C* ([a,b]). Lo cual implica que
x, f, y son continuas en [a,b] v z (t) < f(t) < y(t) para toda t € [a,b]. Por lo tanto,
existen T, = {2z (t) : t € [a, 0]}, Ymaz == {y (t) 1 t € [a,b]} ¥ Tpmin < f () < Ymax para
toda t € [a,b]. Si se define N := max {|Zmin| + 1, |Ymaz| + 1} > 0, entonces V¢ € [a, b]

12
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y f € F se cumple que |f ()| < N.

Por lo tanto, F' es equiacotada. [

Definicién 1.3.4. Sea F C C ([a,b],R) una familia de funciones. Se llama
equicontinua, cuando para cada € > 0 hay una 6 > 0 tal que

para toda f € F y para todo x, y € [a,b], si |x —y| < 0 entonces |f (x) — f(y)| <e.

Ejemplo 1.3.3. Sean z, y € C'([a,b]) tales que z(t) < y(t) para todo en [a,b]. Se
define Fi= {f € C*([a,b) | o(8) < J (1) < y ().

Se afirma que F' es equicontinua.

Demostracién. Sean z € [a,b] y f € F, entonces f € C* ([a,b]). Lo cual implica que
Z', f', v son continuas en [a,b] y 2’ (t) < f'(t) < ¢ (¢) para todat € [a, b]. Por lo tanto,
existen Ty, = {2’ (t) 1t € [a, 0]}, Ymaz = {¥ (@) 1t € [a,0]} ¥ Tin < [ () < Yimaz
para toda t € [a,b]. Si se define N := max {|Tmin| + 1, |Ymaz| + 1} > 0, entonces V¢ €
[a,b] y f € F se cumple que | f (t)| < N. De esto se sigue que |z (to)—x (t1) | < Nl|ta—t,]
para todo ¢y, ty € [a,b].

Sean € > 0y f € F. Se define 4 := %, sity, to € [a,b] y |ta — t1]| < 0, entonces

[f (t2) = f (1) | S Nlt2 =t <e.

Por lo tanto, F' es equicontinua. [

Definicién 1.3.5. Sean X un espacio métrico y A C X. Se dice que A es relativamente

compacto si A es compacto.

Teorema 1.3.4 (ARZELA). Sea F C C([a,b],R) una familia de funciones. F es

relativamente compacto si y solamente si F' es equiacotada y equicontinua.

Ejemplo 1.3.4. Sean x, y € C'([a,b]) tales que x(t) < y(t) para todo en [a,b]. Se
define Fi= {f € C'(a,}) | o(t) < £ (6) < y ().

Se afirma que F' es relativamente compacto.

Demostracion. FEn los ejemplos y se demostré que F' es equiacotada y

equicontinua. Por el Teorema [1.3.4] se tiene que F' es relativamente compacto. [
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.4. Teoria del Punto Fijo

Definicién 1.4.1. Sea X un conjunto no vacio y f : X — X wuna funcion. Un

elemento x en X es un punto fijo de f si f(x) = .

A continuacién se dan ejemplos de funciones que tienen puntos fijos en el conjunto

donde estan definidas, asi como funciones que no tienen puntos fijos en dichos conjuntos.
Ejemplo 1.4.1. Mediante inspeccion se puede verificar que:

(1) Sea f : R — R definida por f(x) = 2> — 2 — 3. Los puntos fijos de f son -1y 3.
(2) Sea f:R — R definida por f(x) = x*. Los puntos fijos de f son 0y 1.

(3) Sea f: R — R definida por f(x) = x—3. En este ejemplo f no tiene puntos fijos.

(4) X #0 y sea f: X — X definida por f(x) = x. El conjunto de sus puntos fijos
de f es X.

Definicién 1.4.2. Para cada x € X yn € {1,2,...} se define inductivamente f"(x)
como fO(x) = x y f"(x) = f(f"(x)) para n > 1. A la sucesion {f"(x)} se le lla-
ma: sucesion de iterados de Picard, sucesion de iterados o sucesion de aproxrimaciones

SUCESIVAS.

Teorema 1.4.1. Sean X wun espacio métrico, v en X y f : X — X una funcion

continua en x. Si existe xo € x tal que lim f"(x,) = x, entonces x es un punto fijo.
n—oo

Demostracién.

flx) = f(lm f*(xo))

n—oo

_ ’ n+1
= i f ()

14



1.4. TEORIA DEL PUNTO FILJO

|
El siguiente teorema servira para simplificar en el capitulo 2 las pruebas del teorema

de punto fijo de Banach, Kannan y Chatterjea.

Teorema 1.4.2. Sean (X,d) un espacio métrico completo, v € X, f: X — X una
funcion, C una constante y a € (0,1). Si d(f™(zo), f*(x0)) < a"C para todo n € N,

entonces,

1. {f™(x0)} converge a un punto en X,

n

2. d(f"(xo), [M(w0)) < 1a_

C, para todo m en N que cumpla m > n.
a

Demostracion. Sean m,n € N, con m > n.

Se cumple que:

A(f" (o), £ (@0)) < d(F" (o), £ (w0) + -+ + A" o), (0))
<a"C+---+a™'C
S anC(l +a+ a2 4+ amfnfl)

=d"C—— < a"C
1—a

1—a

GJTL

1—a

Asi, para m > n se tiene lo siguiente:

d(f"(wo), f™(w0)) < C. (1.1)

1—a

De (1.1) y a € (0,1) se concluye que {f"(x)} es una sucesién de Cauchy y como X es

completo, existe x € X tal que la sucesion {f"(x¢)} converge a . |
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Capitulo 2

Teorema del Punto Fijo para

funciones contractivas

En este capitulo se introduce el concepto de funcién a-contractiva, contractiva en
el sentido de Kannan y contractiva en el sentido de Chatterjea junto con algunos de los
teoremas que proporcionan un criterio para la existencia y unicidad de un punto fijo.
Ademas, estos toeremas garantizan que mediante los iterados de Picard de cualquier

elemento del dominio se obtiene tal punto fijo.

2.1. Teorema del punto fijo de Banach

Definicién 2.1.1. Sean X un espacio métrico, o € (0,1) y f: X — X una funcion.

Se dird que [ es a-contractiva en X, si
A(f(x), £(y)) < ad(z,y), para toda 7,y € X.

A f también se le llamard a-contractante o simplemente contraccion.

Teorema 2.1.1. Sean (X, d) un espacio métrico, a € (0,1) y f : X — X una funcion

a-contractiva en X. Entonces f es uniformemente continua en X.

16



2.1. TEOREMA DEL PUNTO FI1JO DE BANACH

€
Demostracién. Sean x,y en X y € > 0. Se elige a 6 = — > 0. Luego, como f es una
a

funcién a-contractiva en X se obtiene que:

A(F(@), f(v) < ad(e,y) <ad = a (=) =,

(67

lo que implica d(f(z), f(y)) < e.

Por tanto, f es uniformemente continua. [

Teorema 2.1.2. Sean X un espacio métrico completo, o € (0,1) y f : X — X una

funcion a-contractiva, entonces f tiene a lo mds un punto fijo v € X.

Demostraciéon. Supoéngase que z,y son dos puntos fijos de f.
Entonces, d(z,y) = d(f(x), f(y)) < ad(x,y), lo cual implica 0 < (1 — a)d(z,y) < 0.

Como 0 < a < 1, entonces d(z,y) = 0, es decir, x = y. [ |

Teorema 2.1.3 (Teorema del punto fijo de Banach). Sean X un espacio métrico com-
pleto, a € (0,1) y f: X — X wuna funcidn a-contractiva. Entonces, f tiene un inico

punto fijo v € X. Ademds, dado xo € X, se tiene:

a) lim (f"(x0)) = .

b) Estimacion del error:

")) < (5 ) dCon, FGoo).

Demostraciéon. Por el Teorema 2.1.2] f tiene a lo mas un punto fijo.

Note que para cada n €{1,2,...} tenemos que:

d(f" (o), " (20)) < ad(f"H(wo), ["(x0)) < -+ < a"d(xo, f(20)),

esto es,
d(fn(xO)a fn+1 (mO)) < and(‘ro? f(lh))

con « en (0, 1), entonces por el Teorema se tiene lo siguiente:

17



CAPITULO 2. TEOREMA DEL PUNTO FIJO PARA FUNCIONES
CONTRACTIVAS

n

11—«

) (o, f(x0)). (2.1)

Ademas, la sucesién {f"(zg)} converge a algin x en X.

A" (o), £ (o)) < ( «

Como consecuencia de que f es continua por el Teorema [2.1.1]y del Teorema [1.4.1
se tiene que x es un punto fijo de f. Luego aplicando el limite cuando m — oo en la
desigualdad [2.7] se obtiene:

an

11—«

d(f" (w0, ) < ( )d<xo,f<xo>>.

Para complementar este teorema se dara una generalizacién del Teorema del Punto
fijo de Banach. El siguiente Teorema de punto fijo es necesario para alcanzar dicha

generalizacion.

Teorema 2.1.4. Sean X un espacio métrico completo y f : X — X una funcion.

Si para cada € > 0 existe un 6 = 6(€) > 0 tal que si
d(z, f(x)) <6, entonces f(B(x,€)) C B(x,e¢) (2.2)
y para algun p € X se tiene

lm (d(f™(p), f" () =0,

n—oo

entonces la sucesion {f™ ()} converge a un punto fijo de f.

Demostracién. Sea pu, = f™(u). Se demostrara que {u,} es una sucesién de Cauchy.
Seane >0y d =9 (%) > 0 tal que cumple con ([2.2)).
Como

lim (d(f™(r), f"" (1)) =0,

n—o0

existe N en N tal que, si n en Ny n > N, entonces d(fin, ftni1) < 0. En particular se

tiene que d(uy, iny1) < 0y por implica que

18



2.1. TEOREMA DEL PUNTO FI1JO DE BANACH

/ <B (MN, %)) CB (,UN7 %) y asi f (pun) = pnv1 € B (MN, %)
Por induccién se probara que f* (ux) = pnix € B(un,e).

Para K =1 se cumple ya que f(un) = pn+1 € B(un,€).

Suponga que para K € N se cumple f*(uy) = pyix € B(un,€).

Como N + K > N, entonces d(unix, in+kx+1) < 0. Luego, por implica que
f <B (MN+K> %)) CB <#N+K, %) y ast f(un+k) = pn+k+1 € B (MNH(, g)

Luego, para K,l € Nsi K,1 > N, entonces d(jug, ) < d(px, pn) +d(pun, ) < 2€. Por
lo cual, f(un+x) = pnir+1 € Blun,€).

Por lo tanto, p, es una sucesién de Cauchy y como X es un espacio métrico completo,
existe y € X con p — .

Se demostrard que y es un punto fijo de f, es decir, que f(y) = y. Se hard por contradic-
cién. Supoéngase que 7 = d(y, f(y)) > 0. Por (2.2)) existe 6 > 0 tal que si d(z, f(x)) < 9,
r r
2)) ¢ )
entonces f (B (x, 3)) CB gx, 3) )
Sean € Ntal que d(pn, y) < 5y d(pn, ptns1) <9, por 1D se tiene que f (B (f"(u), g)) C
r
B(f(n).5).
Como d(ftn,y) < g, se tiene que d(f(y), f"(u)) < g, entonces
2
r=d(y, f(y)) <d(y, f"(n) +d(f"(w), f(y)) < 3" lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, f(y) = v. |

Teorema 2.1.5. Sean X un espacio métrico completo, f : X — X wuna funcion

y ¢ :[0,00) — [0,00) una funcion creciente con lim ¢"(t) = 0 para todo t > 0.
n—oo

Supongase que

d(f(z), f(y)) < ¢(d(z,y)), para cada z,y € X.

Entonces, f tiene un unico punto fijou € X y lim f"(z) = u, para cada v € X.
n—oo

Demostracién. Primero se demostrard que ¢(t) < t para cada t > 0.
Se hard por contradiccién. Supdéngase que existe ¢ > 0 tal que ¢(t) > t. Entonces, como

¢ es creciente tenemos que ¢(t) < ¢(¢(t)) y por lo tanto t < ¢*(t). Por induccién se
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CAPITULO 2. TEOREMA DEL PUNTO FIJO PARA FUNCIONES
CONTRACTIVAS

tiene que t < ¢"(t). Esto es una contradiccién, ya que lim ¢"(t) = 0.
n—oo

Ademas,

A(f" (@), ™+ (@) < 6" (d(x, f(x))), para cada z € X.

Por lo tanto

lim d(f"(x), f"(z)) = 0, para cada z € X.

n—oo
Sea € > 0y se elige § = 0(¢) = € — ¢(¢), observe que § > 0.

Si d(z, f(x)) < 0(¢), entonces, para cada z € B(x,€) se tiene que

Asi, f(z) € B(x,¢€). En consecuencia f(B(z,€)) C B(x,e€).

Luego por el Teorema [2.1.4] se tiene que f tiene un punto fijo g con lim f"(z) = p,
n—oo

para cada x € X.
Ahora se vera que f tiene un tnico punto fijo.

Supdngase que existen z y y puntos fijos distintos de f , entonces

d(z,y) = d(f(x), f(y)) < o(d(f(2), f(y))) = ¢(d(z,y)).
Por lo tanto,
0 < d(z,y) < ¢(d(z,y)).
Lo cual contradice que ¢(t) < t para t > 0. En conclusién, f tiene como tnico punto

fijo a p. |

Observaciéon 5. El Teorema del Punto Fijo de Banach es un caso espectal del
Teorema[2.1.5; basta tomar ¢(t) = at.
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2.2. TEOREMA DEL PUNTO FI1JO DE KANNAN

2.2. Teorema del punto fijo de Kannan

En el Teorema se demostré que toda funcion a-contractiva es uniformemente
continua. Una de las preguntas que surgen es ; hay una definiciéon de funcién contractiva
que no implique que la funcién sea continua? Una respuesta afirmativa es dada en 1968

por el matématico de apellido Kannan.

1
Definicién 2.2.1. Sean X un espacio métrico, a € (O, 5) y f: X — X una funcion.

Decimos que f es a-contractiva en el sentido de Kannan, si

d(f(), f(y)) < ald(w, f(x)) + d(y, f))], para todo z,y en X.

A « la llamamos constante de contraccién de Kannan.

Se da un ejemplo de este tipo de funciones en la pagina 28.

1
Teorema 2.2.1. Sea X un espacio métrico completo, a € (O, 5) yf: X — X una

funcion a-contractiva en el sentido de Kannan. Entonces, f tiene a lo mds un punto

fijox € X.

Demostracion. Supongamos que z e y son dos puntos fijos de f. Entonces

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < ald(z, f(x)) +d(y, f(y))) = e(d(z, ) + d(y,y)) = 0.
Entonces, d(z,y) = 0, es decir, x = y. |

Teorema 2.2.2. Sean X un espacio métrico completo y f : X — X wuna funcion
contractiva en el sentido de Kannan con constante de contraccion «. Entonces, para

cada x,y € X tenemos

o) a5 < (2 ) dtw) + (122 ) o f (o).

11—«

b) d(s) S < (725 ) o) + (720 ) o £,

11—«

—_
|
Q
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CAPITULO 2. TEOREMA DEL PUNTO FIJO PARA FUNCIONES
CONTRACTIVAS

Demostracion. Basta demostrar el inciso , ya que el inciso @ se demuestra inter-

cambiando el papel de x e y en @)

a) Sean x,y € X, entonces

d(f(x), f(y)) < ald(z, f(x)) + d(y, f(y))]

ald(z, f(x)) +d(z,y) + d(z, f(y))]
) +
)+

IA

(d(z,y)) < d(z, f(z)) + d(f(2), f(y))
ald(z, f(x)) +d(z,y) + d(z, f(2)) + d(f (), f(y))]-

I/\

De lo que se obtiene,

(1 —a)d(f(x), f(y)) < ad(z,y) + 2ad(z, f(x)),

o s < (125 ) dtean+ (202 ) o fGo) .

Teorema 2.2.3 (Principio de aproximaciones sucesivas). Sean X un espacio métrico,
f X — X wuna funcion contractante en el sentido de Kannan con constante de
contraccion « y x,, x en X.

Si lim f"(zo) = = entonces x es un punto fijo de f.
n—oo

Demostracién. Por el inciso (a) del Teorema se tiene que:
o — «Q n— n
0<d(7 a0 ) < (72 ) d o)+ (2022 ) e, e,

De esta desigualdad se obtiene que:

i 0.< i (), ) < Jim | (120 ) o) + (202 )l ). )|

Por la continuidad de d se obtiene,

0< d(h’m f"(a:o),f(:c)) < ( a )d(h’m f”l(xo),x)+(21 O‘a) d(h’m fnfl(xo),nlggof"(xo))

n—00 11—« n—00 — n—00
Dado que
o 0) =
y lim " (z) = o
n—oo
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2.2. TEOREMA DEL PUNTO FI1JO DE KANNAN

«

. — 04) d(z,x)) =0.
Por lo cual, f(z) = z. [

Se sigue que 0 < d(z, f(z)) < <%> d(z,z) + (21

Teorema 2.2.4 (Teorema del punto fijo de Kannan). Sean X wun espacio métrico
completo, f: X — X una funcion contractante en el sentido de Kannan con constante
de contraccion de Kannan «. Entonces, f tiene un tunico punto fijo x € X. Ademds,
dado xg € X, se tiene que
a) im f"(zo) = x.

n—oo
b) Estimacion del error:

l—«

). S = (125) (T ) oo e

Demostracion. Por el Teorema [2.2.1] f tiene a lo mas un punto fijo. Ahora se de-
mostrara que la sucesién {f"(z¢)} es de Cauchy.

Note que para cada n €{1,2,...} se tiene que:

d(f" (o), f (o)) < ald((f" " (x0), f"(x0)) + d((f" (o), [ (x0))]
= ad(f" (o), ["(x0)) + ad(f"(x0), [ (20)).

Asi,

«

() ) < (12 ) e o)) < o< (1) G )

l—« l—«

Ademas, se tiene que:

1 a
0<oz<—:>0<1 < 1.

2 -«
Por el Teorema [1.4.2] tiene que para m > n lo siguiente:

Y22

A(f" (o), f™(0)) < ( b

1— b) d(xg, f(xo)) con b = 3 a

_ae(o,l).

Al sustituir b, para m > n se cumple:

1 -2«

) £ ) < (2 ) (755 ) dtoo. staa) (23)
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CAPITULO 2. TEOREMA DEL PUNTO FIJO PARA FUNCIONES
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Como b = 1& € (0,1) y de la desigualdad se concluye que {f"(z¢)} es una
-«

sucesion de Cauchy. Ademads, como X es un completo, existe x en X tal que la sucesion
{f"(x9)} converge a x. Por el Teorema [2.2.3, x es un punto fijo de f. Por ultimo,
aplicando limite cuando m — oo en la desigualdad [2.3] se obtiene que:

(" (a0 < (1 ) (=g ) dloas Fzo)

1—« 1 -2«

2.3. Teorema del punto fijo de Chatterjea

Definicién 2.3.1. Sean X un espacio métrico y f : X — X wuna funcion. Decimos

1
que f es contractante en el sentido de Chatterjea, si existe o € (O, 5) tal que
d(f(x), f(y)) < ald(z, f(y)) + d(y, f(x)), para todo x,y € X.

A « la llamaremos constante de contraccion de Chatterjea.
Un ejemplo de este tipo de funciones se da en la pagina 32.

Teorema 2.3.1. Sean X un espacio métrico completo y f : X — X wuna funcion
contractiva en el sentido de Chatterjea con constante de contraccion de Chatterjea o €

1
(0, 5) Entonces, f tiene a lo mds un punto fijo v € X.

Demostraciéon. Supongamos que x e y son dos puntos fijos de f. Asi,

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < ald(z, f(y)) + d(y, f(2))] = a[2d(z,y)],
entonces 0 < (1 — 2a)d(z,y) <0, pero 1 — 2a > 0. Asi, d(x,y) = 0.

Por lo tanto, z =y |

Teorema 2.3.2. Sean X un espacio métrico, f : X — X wuna funcion contractante
en el sentido de Chatterjea con constante de contraccion o y x,,x en X.

Si lim f"(xzo) = = entonces x es un punto fijo de f.
n—oo
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2.3. TEOREMA DEL PUNTO FI1JO DE CHATTERJEA

Demostracion. Notemos que:

0 < d(f" (o), f()) < ald(f**(xo), f(z) + d(, f"(0))].

De esta desigualdad se obtiene que:

0= lim 0 < lim d(f"(xo), f(x)) =d (nlggo f”(xo),f(w))

< lm [ad(f* o), f(z) + ad(z, f*(z0))]

= lim ad(f" (z0), f(2) + lim ad(z, f"(z0))

— ad ( lfm f”_l(xo),f(x)> +ad ( lfm z, lim f"(x0)> .

n—oo n—oo n—oo

Se sabe que

Jim (o) =

y lim () = o
n—oo

Se sigue que 0 < d(z, f(z)) < ad(z, f(z)) + ad(z,x)) = ad(z, f(x)).
Entonces, 0 < (1 — a)d(z, f(x)) <0, es decir, d(z, f(x)) = 0.
Por lo cual, f(x) = z. |

Teorema 2.3.3 (Teorema del punto fijo de Chatterjea). Sean X un espacio métrico
completo, f : X — X wuna funcion contractante en el sentido de Chatterjea con
constante de contraccion de Chatterjea «o. Entonces, f tiene un unico punto fijo v € X.
Ademds, dado x¢ € X, se tiene que
a) lim f"(zg) = x.

n—oo
b) Estimacion de error:

l1—«

). S = (125) (T ) oo e

Demostracion. Por el Teorema [2.3.1], f tiene a lo mas un punto fijo. Ahora demos-

traremos que la sucesion {f"(x¢)} es de Cauchy. Notemos que para cada n €{1,2,...}

25



CAPITULO 2. TEOREMA DEL PUNTO FIJO PARA FUNCIONES
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se tiene que

d(f" (o), " (o)) < ald((f" (o), [ (x0)) + d((f" (o), ["(x0))]
= ad((f" (o), f"(0))
< ald((f" (o), f" (o)) + d((f" (o), [ (x0))]-

e n n a n— n Q "
st d( ) P44 aw) < (122 ) ) £an)) < < (727 ) Aol )
Ademas se tiene 0 < a < 2 lo cual implica 0 < <1.
-«
Entonces, para m > n se tiene lo siguiente
(- )n

(e (i22)

Por lo tanto, para m > n se tiene lo siguiente

" ) £ ) < (1 ) (155 ) dtoo. oo (2.9

11—« 1 -2«
De la desigualdad y el hecho de que « estd en (0,1), se concluye que {f"(zo)}
es una sucesion de Cauchy. Como X es un completo, existe x € X tal que la sucesion
{f" ()} converge a x. Por el Teorema[2.3.2]  es un punto fijo de f. Aplicando el limite

cuando m — oo en la desigualdad 2.4 tenemos que

(o)) < (2 ) (15 ) dtoo. oo

11—« 1 -2«

2.4. Ejemplos

En esta seccién se vera la independencia entre las definiciones de que una funcién f
sea contraccién den el sentido Banach, contraccién en el sentido de Kannan y contrac-

cién en el sentido de Chatterjea.
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2.4. EJEMPLOS

Este primer ejemplo muestra una funcién a-contractiva en el sentido de Banach, pero

no es contraccién en el sentido de Kannan.

Ejemplo 2.4.1. Sea X = [0, 1] con la métrica usual y definamos f : [0,1] — [0, 1] por
flz) = g para todo x en [0, 1].
1
Se tiene que f es —-contractiva, pero no es a-contractiva en el sentido de Kannan

1
para ningun o« € (0, 5)

1
En efecto, supongamos que existe o € (0, 5) tal que

d(f(x), f(y) < eld(z, f(z)) +d(y, f(y))];
para toda x,y € X. Si se elige x = % ey =0, se tiene

1 1

@) — F)| = \5 —o‘ .

L3 a2
379 ATV A
2 1

1 1
entonces 9 <« (5) , es decir, 5 < « lo cual es una contradiccion ya que o € (0, —).

a(|f(z) —z[+ |y = f(Y)]) = of

2
Por lo tanto, f no es a-contractiva en el sentido de Kannan.

Ejemplo 2.4.2. Sea X = [0,1] con la métrica usual y definamos f : [0,1] — [0, 1] por

. L
st x € |0,

e~ =
DO | —

fz) =

1 . 1 1
- S1 X -,
) | 2

Entonces f es contractiva en el sentido de Kannan pero no es contraccion.

: 1 .
En efecto, como f no es continua en > entonces f no es contraccion.

5
Ahora probemos que f es ﬁ—contmctiva en el sentido de Kannan.

Caso 1)
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CONTRACTIVAS
1
Sea z,y € [O, 5) . Entonces
> (|- 5o|+ (e +v) (25)
— ||z — =z - = = ——(z .
12 2| T T AY) T2a Y
1 1 1 53
Zr— Zyl<Z < —= 2.
VSR R (2.6)
Dey(@se tiene
1 1 <5 1 n 1
S\t YY)
Caso 2)
1
Sean x,y € {—, 1]
2
) 1 1
2 (|e == ~ oyl =22 9.
2 (o= 3e]+ Jp-31]) = e +w 7)
1 1 1 5 4
Zr— Zyl< 2 < = 2.
- < = D) (28)
Dey(@)se tiene
1 1 <5 n 1
—r— = — ||z — =z — =yl ).
5757 = 12 I
Caso 3)

Los otros casos de hacen de manera similar.

Ejemplo 2.4.3. Sean D = {(x1,25) € R*:|| (21, 22) [|< 1} con la métrica usual en R

1
y un numero o € |—, 1

Se define f: D — R? por f(x1,22) = a(—x1, 13).

Se afirma que f es contractiva en el sentido de Banach, pero no es contractiva en

el sentido de Kannan ni Chatterjea.
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Primero se probard que es una contraccion en el sentido de Banach.

Sean x,y € D, con x = (x1,22),y = (y1,y2) se tiene que:

d(f(x), f(y)) =l a(=21,22) — a(=y1,92) = o || (=21, 22) = (=p1,92) |

= o/ (=21 +51)? + (22 — 12)% = o || (w1, %) — (y1,92) [|= ad(, y).

Lo cual prueba que f es a-contractiva.

1
Supongase que f es B-contractiva en el sentido de Kannan para algin 5 € (0, 5)

Se sigue que para todo x,y € D,

d(f(x), f(y)) < Bld(x, f(x)) +d(y, f(y))]- (2.9)

En particular para x = (0,1), y = (0,—1). Pero se tienen las siguientes igualdades
d(f(x), f(y)) = V(a = (=a))* = 2a,
d(z, f(z)) = V(1 -a)? =1—-a,

d(y, f(y)) = V(-1 = (-a))? =1 -aq,
que al sustituir en se tiene 2a < B(2(1 — ), entonces,

1
Por otro lado — < a < 1, lo que implica 0 <1 —a<1— — = ,

V3 V3 V3

3 1 1

entonces, V3 < , por lo cual < a .
V3i—-1"1-a V3i—-1"1-a

Peml_1+1<\/§+1_\/§+1_ 1

T2 2 3-1 3-1

1 o «

Ast, < < B.

82’\/§—1 l—ayl—a_ﬁ

Por lo tanto, 1 < 3, lo cual es una contradiccion ya que B € <O, %)
Asi, f no es contractiva en el sentido de Kannan.

Por dltimo se verd que f no es contractiva en el sentido de Chatterjea.
Supongase que B-contractiva en el sentido de Chatterjea para algun [ € (O, %)

Se sigue que para todo x,y € D se cumple
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d(f(z), f(y)) < Bld(z, f(y)) + d(y, f(z))].
En particular para x = (1,0), y = (—1,0). Pero

d(f(x), f()) = V(@ — (—a))? = 22
d(z, fy) =V (1 —-a)P=1-a
d(y, f(z)) = /(-1 - (~a)2=1-a

1
Luego, 2a0 < 5(2(1 — «v)), entonces, N a < B vy ademds ﬁ < a <1, lo cual implica
-«
1 1 «

we0<1l—a<1l——, asi < < 3, entonces 1 < < B, lo cual

! T3 V3—-1"1-a 4 V3 —1 B
1
es una contradiccion ya que B € (O, 5)

Ejemplo 2.4.4. Sea X = [0,1] con la métrica usual y definamos f : [0,1] — [0, 1] por

% si z€][0,1),
flx) =

0 s2 z=1.

Entonces f es contractiva en el sentido de Kannan pero no el sentido de Chatterjea
ni es contraccion.

Primero se verd que f es contractiva en el sentido Kannan con 3 >

W

Caso (1) Si z,y € [0,1), entonces,

(6. ) = 150) = 1) = |3~ 3] =0
y Bldle, £(2)) + dly, £5))) 2 0.
Caso (2) Six € ]0,1) y ademds y = 1, entonces
A @), S@) = 17@) = F)l = 15— 0 = 5,
. (@) = o = f(@)] = o= 5] 20



2.4. EJEMPLOS

d(f(z), f(y)) = ly = fy)l =11 =0 = 1.

En consecuencia

5M@J@D+M%ﬂ@ﬂ2ﬂﬂ%ﬂ@ﬂ_ﬂzé

Por lo cual, f es contractiva en el sentido de Kannan.

1
Note que f no es Chatterjea, en caso contrario se tiene que existe 3 € <O, 5), tal que
d(f(x), f(y)) < Bld(x, f(y)) + d(z, f(y))] para todo x,y € X.
En particular para x =0, y =1, pero
1 1
- —0l ==,
RN

d(z, f(y)) =z = fy)| =10 -0/ =0

d@J@»—@—f@ﬂ—b—gy_

2

3
| 2 , 1 Lo

Lo que implica, 3 < ﬁg, equivalentemente 5 < B lo cual es una contradiccion.

Por dltimo como f no es continua, por el Teorema|2.1.1] no es una contraccion.
Ejemplo 2.4.5. Sea X = [0, 1] con la métrica usual y definamos f : [0,1] — [0, 1] por

1 si ze(0,1]
f(z) =

— st x=0.

3
Entonces f es contractiva en el sentido de Chatterjea pero no el sentido de Kannan

ni es contraccion.

Wl

Veamos primero que es contractiva en el sentido de Chatterjea con 5 >

Caso (1) Si z,y € (0,1], entonces

d(f(x), fly) = |f(z) = fy)l =1 -1[ =0
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CONTRACTIVAS
y Bld(z, f(y)) + d(z, f(y))] = 0.
Caso (2) Si x € (0,1] ademdas y = 0, entonces
) F0) = 1) - 5] = [1- 3] =
2
dte ) = le = )l =[o = 3 20
Y
d(f(z), f(y)) =y = f(x) =10 -1 = L.
En consecuencia
Bld(o. £(2)) + d(y. S () > Aldla f(@)) 2 5> 3.

Por lo cual, f es Chatterjea.

1
Observe que f no es Kannan, en caso contrario existe € (O, 5) tal que

d(f(x), f(y)) < Bld(x, f(x)) + d(y, f(y))] para todo z,y € X.

En particular para x =0, y =1, pero

d(y, f(y)) =y — f(y)| =1 = 1] = 0.

1 2 1
Lo que implica, 3 < 55, equivalentemente 3 < B lo cual es una contradiccion.

Por dltimo como f no es continua, por el Teorema|2.1.1] f no es una contracion.
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2.5. Aplicaciones

Se usaré el Teorema del punto fijo de Banach para demostrar la existencia y unicidad

de la solucion local del problema con condiciones iniciales:

r' = f(t,l’),

.T(t()) = X,

(2.10)

cuando f cumple con ciertas condiciones.
La idea de la prueba consiste en construir una ecuacién integral no lineal equivalente a

(2.10) y usar el Teorema del punto fijo de Banach.

Lema 2.5.1. Sea f : A — R continua en el rectdngulo cerrado A C R? y (to,z0) €
int(A). Sea I un intervalo cerrado y ty € I. La funcion x : I — R es solucion de

2.10) en I, si y sdlo si, x es solucion de la ecuacion integral

x@:%+[f@mmw,

Demostracién. [Necesidad] Dado que f es continua en A, z es continua en [ y la
composicion de continuas es continua, podemos calcular las integrales definidas de las

funciones involucradas en ([2.10]), entonces se tiene que

t t
/ T (2)dz = / f(z,2(2))dz, para cada t € I.
to to

Por el segundo teorema fundamental del calculo, concluimos que

z(t) = x(to) + /t f(z,2(2))dz, para cada t € [a,b].

[Suficiencia] Por hipétesis, = : I — R cumple que

x(t) = z(tp) +/t f(z,z(2))dz.
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Esto garantiza que la funcién = es continua en I, por lo que el integrando es una

funcion continua en I, luego, por el teorema fundamental del calculo, la funcién x es

diferenciable en I y cumple que

Para la demostracién del Teorema se usard la siguiente definicion.

Definicién 2.5.1. Sea (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcidn.

Se dird que f es Lipschitz si existe una constante o > 0 tal que
d(f(z), f(y)) < ad(z,y) para todo z,y € X.

a se llama constante de Lipschitz.

Teorema 2.5.1 (Teorema de Picard de existencia y unicidad). Sea A un rectdngulo
cerrado en R?, (to, zo) € int(A) y una funcion f: A — R tal que f es continua en A
y Lipschitz en la sequnda variable con constante de Lipschitz L > 0. Entonces existe

r > 0 y una unica funcion x : [ty — r,to + 1] — R que es solucion de (2.10).
Demostracién. Como (ty,zg) € int(A), existe 1 > 0 tal que el conjunto
B={(tx):[t—t| <ri, |z —x0| <} C A

Ademas, existe M > 0 tal que |f(t,z)| < M para toda (t,z) € B.

1 T . .
Sea r = min ¢ —,r1, — ¢ . Consideremos el conjunto
LM

X ={x e C([to —r,to +7]|,R) : |x(t) — xo| < ry, para cada t € [ty —r,tg+ 1]} .

Note que X con la métrica uniforme do, es un subespacio cerrado de Co ([to—7, to+7], R),

por lo tanto, X es completo. Definamos el operador T': X — X como T'(z) =y
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donde
t
y(t) = o + / f(s,x(s))ds, t € [ty —r to+r].
to

Entonces, y es una funcién continua y
¢
ly(t) — xo| < / |f(s,2(s))|ds < M|t —to| < Mr <ry para cada t € [t — r,tg+ 1],
to

es decir, y € X.
Ahora se probara que T es una contraccion.

Observe que si x1,22 € X, y1 = T(21), yo = T'(22) y t € [to — r,to + 7] entonces
t
Y1 (t) = 1a2(1))] S/ |f(s,21(s)) — (s, 22(s))|ds
to
t
< L/ |21 (t) — xo(t)|ds
to

< Lrdso(xq,x2), con Lr < 1.

Por lo tanto, existe un tinico z € X tal que T'(z) = z, es decir,

x(t) = xo + /ttf(s,x(s))ds, t € lto—rto+r]

Por el Lema [2.5.1] x es solucién del problema con condiciones iniciales [2.10]
La eleccién del nimero r fue para garantizar que la imagen 7T'(z) sea un subconjunto

de X y que T sea contraccion. [
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Capitulo 3

Conjuntos Parcialmente Ordenados

En este capitulo se introducen algunas definiciones y resultados de la teoria de los
conjuntos parcialmente ordenados, entre la que se encuentran las definiciones de Latti-
ce, Lattice completa, Dedekind y el Teorema del Punto Fijo de Knaster-Tarski.

Después se introduce el concepto de cono en un espacio vectorial, el cual nos per-
mite inducir un orden parcial en un espacio vectorial y nos permite utilizar la teoria
desarrollada en este capitulo para conjuntos parcialmente ordenados, pero ahora en
espacios vectoriales. Finalmente, se introducen en el capitulo los conceptos de espacio
de Banach ordenado, cono normal, regular, completamente regular y sélido los cuales

seran de gran utilidad en el siguiente capitulo.

3.1. Definiciones y Ejemplos

Definicién 3.1.1. Sean X un conjunto diferente del vacio y “ <7 una relacion binaria
sobre X. Se dice que “ <7 es una relacion de orden o una relacion de orden parcial

sobre X, si para todo a,b,c € X se cumple que:
(R1) a < a. (refleziva)
(R2) Sia <byb<c, entonces a="0b. (antisimétrica)
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(R3) Sia<byb<c, entonces a < c.(transitiva)

Al par ordenado (X, <) se le llama conjunto parcialmente ordenado o conjunto

ordenado.

Definicién 3.1.2. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Se dice que (X, <)

es una cadena si para toda x,y € X, se tiene que x <y oy < x.

A la cadena también se le conoce como conjunto totalmente ordenado o con-

junto linealmente ordenado.

Observacion 6. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y a, b € X. La

notacion a < b nos representa que a < b y a # b.

Definicién 3.1.3. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y A C X.

(1) xg € X es una cota superior de A en X si para todo a € A tenemos que a < xo.
(2) A estd acotado superiormente en X si existe una cota superior de A en X.

(8) Decimos que xq es el supremo de A en X, y se escribe xo = supx A, si se cumple:

(a) xo es cota superior de A en X.

(b) Siy € X es cota superior de A en X, entonces xy < y.

Anélogamente se definen los conceptos de cota inferior, acotado inferiormente

e infimo de un conjunto A en X.

Definicién 3.1.4. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y A C B C X.
(1) o € B es una cota superior de A en B si para toda a € A tenemos que a < xy.
(2) A estd acotado superiormente en B si existe una cota superior de A en B.

(8) Decimos que xy es el supremo de A en B, y se escribe xy = supg A, si se cumple:
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(a) xo es cota superior de A en B.

(b) Siy € B es cota superior de A en B, entonces xo < y.
(4) Decimos que xqy es el mdxzimo de A en B, y se escribe xo = maxp A, si se cumple:

(a) xo es supremo de A en B.
(b) Si xy pertenece a A.

Anélogamente se definen los conceptos de cota inferior, acotado inferiormente

e infimo de un conjunto A en B.

Observacion 7. a) Si b es cota superior de A en B, entonces b es cota superior de
A en X, pero el reciproco no es verdadero ya que una cota superior de A en X no

necesariamente pertenece a B.

b) Sixy es el supremo de A en B no necesariamente xq es el supremo de A en X, ya
que el conjunto A puede tener cotas superiores que no necesariamente pertenecen a
B, el reciproco tampoco es verdadero, pues de igual manera el supremo de A en X

no necesariamente pertenece a B.

Teorema 3.1.1. Sean A C B C X, si supx A existe y supxA € B, entonces supgA

existe y supx A = supgA.

Demostracion. Como supx A € B, entonces supx A es cota superior de A en B. Sea
b € B cota superior de A en B, entonces b es cota superior de A en X, en concecuencia

b < supxA. Por lo tanto, supx A = supgA. |

Definicién 3.1.5. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y xo € X.

Se dice que xq es
a) un elemento maximal de X si para cada x € X tal que o < x, entonces xy = x,

b) un elemento minimal de X si para cada x € X tal que © < xq, entonces o = x.
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Observacion 8. Observar que el supremo (infimo) y el elemento mazximal (minimal)
de un conjunto son términos diferentes y que el elemento maximal (minimal) de X no

necesariamente es Unico.

Ejemplo 3.1.1. Sean X = {2,3,6,9,12} y A = {2,3,6}. (X,|) es un conjunto par-
cialmente ordenado, donde | es la relacion, x <y si x|y.

Se tiene que el supremo de A en X es 6, pero los elementos mazimales son 9 y 12.

Definicién 3.1.6. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, A C X y xy € X.

Se dice que xq es
a) un elemento maximal de A si para cada x € A tal que xo < x, entonces xg = x,
b) un elemento minimal de A si para cada x € A tal que x < x¢, entonces xg = .

Observe que un elemento maximal (minimal) de A no necesariamente es maximal
(minimal) de X.
En el siguiente capitulo estaremos trabajando con intervalos cerrados, por lo cual se da

la definicién la cual es analoga al caso real.

Definicién 3.1.7. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y a,b € X con
a < b. Con el simbolo [a,b] denotamos al conjunto {x € X : a < x < b}. El conjunto
[a,b] es llamado un intervalo ordenado cerrado de (X, <). Andlogamente se define

el intervalo ordenado abierto.

Muchas propiedades importantes de un conjunto parcialmente ordenado son expre-
sadas en términos de supremos e infimos de un subconjunto del conjunto parcialmente
ordenado, tres de las mds importantes clases de conjuntos parcialmente ordenados son
Lattice, Lattice completa y Dedekind completo. A continuacién presentamos las defini-

ciones de tales conjuntos asi como algunos ejemplos.
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Definicién 3.1.8. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. X se denomina
Lattice 6 Reticulo si para cada par de elementos x,y € A, entonces supy {x,y} y

infy {x,y} existen en X.

Definicién 3.1.9. Sean X una Lattice y A C X. A se denomina Sublattice o

Subreticulo si para cada par de elementos x,y € A, entonces supy {x,y} € Ay

infy {z,y} € A

Observacién 9. En la definicion el supremo e infimo siempre existen en X,

pero en la definicion [3.1.9 se le estd pidiendo que es supremo e infimo sean elementos

de A.

Definicién 3.1.10. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. X se denomina
Lattice completa o Reticulo completo, si todo subconjunto A # @ de X tiene

supremo e infimo en X.

Observacién 10. Una Lattice completa es una Lattice, el reciproco no necesariamente

es verdadero.

Definicién 3.1.11. Sean X una lattice completa y A contenido en X con A distinto
del vacio. A se denomina sublattice completa 6 subreticulo completo, si todo

subconjunto no vacio de A, entonces supxA e infx A pertenece a A.

Definicién 3.1.12. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que X es
Dedekind completo, si todo subconjunto A # & de X acotado superiormente tiene

supremo en X y todo subconjunto B # & acotado inferiormente tiene infimo en X.
Observacion 11. Notemos que
a) Toda lattice es Dedekind completo, pero no todo Dedekind completo es una Lattice.

b) Una Lattice completa es una Lattice, pero no necesariamente toda Lattice es una

Lattice completa.
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c) Toda Lattice completa es Dedekind completo, pero no todo Dedekind completo es

necesariamente Lattice completa.

Teorema 3.1.2. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y [a,b] un intervalo

ordenado cerrado de (X, <), se cumplen que:
a) Si (X, <) es una Lattice, entonces [a,b] es una Lattice y una sublattice.
b) Si (X, <) una Lattice completa, entonces [a,b] es una Lattice completa.
c) Si (X, <) Dedekind completo, entonces |a,b] es Dedekind completo.
Demostracién.
a) Sean I = [a,b] y z,y € I esto es
a<z<b Y a<y<b, (3.1)

entonces b es cota superior de {z,y}. Como (X, <) es una lattice, z = sup{zx,y}

pertenece a X, luego z es una cota superior de {z,y} en X, asi

r<z y Yy <z
de tenemos que
a<z<z Yy a<y<z,
esto es,
a<z. (3.2)

Ademas, como z es la minima cota superior de a, b, entonces
2z <b. (3.3)

Luego de (3.2)) y (3.3]), concluimos que z € I. Andlogamente se demuestra que v =

inf{z,y} € I. Por lo tanto, [a,b] es una lattice.
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Sea I = [a,b] y consideremos () # S C I. Sea x € S, entonces
a<z<b, (3.4)

es decir, a es cota inferior de S. Como (X, <) es una lattice completa, entonces S
tiene infimo en X, donde () # S C X, digamos p = infS en X, entonces p es cota
inferior de S, es decir, p < x se sigue de que p < x < b,

luego

p<b (3.5)

Ademas, como p es la maxima cota inferior de S, entonces
a <p, (3.6)

asi de (3.5)) v (3.6) tenemos que a < p < b, luego p € I. Analogamente se demuestra

que s = supS € I. Por lo tanto, [a, ] es una lattice completa.

Sea I = [a, b] y consideremos S acotado, donde ) # S C I.
Sea x € S, entonces

a<x<b, (3.7)

es decir, b es cota superior de S. Como (X, <) es Dedekind completo, entonces S
estd acotado superiormente, donde () # S C X. Se tiene que S y X tienen supremo

en X. Supéngase que t = supS en X, entonces t es cota superior de S, es decir, z <t

se sigue de (3.7) que a < z < 't,

es decir,

a<t. (3.8)

Ademas, como t es la minima cota superior de S, entonces
t <b, (3.9)

asi de (3.8) v (3.9) tenemos que a <t < b, luego ¢t € I. Andlogamente se demuestra
que t = infS € I. Por lo tanto, [a,b] es Dedekind completo.
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3.2. Teoremas del punto fijo en conjuntos parcial-

mente ordenados

Lema 3.2.1. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, f : X — X una
funcion creciente y P := {x € X : © < f(x)}. Si z9 es un elemento mazimal de P,

entonces f(xg) = xo.

Demostracién. Como zy € P, entonces oy < f(xg). Como f es creciente, entonces
f(zo) < f(f(xg)), asi f(zg) € P. Como zy es un elemento maximal de P se tiene que

zo > f(z0) y o < f(zo), entonces f(xo) = wo. u

Lema 3.2.2. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, f : X — X una
funcion creciente y Q = {z € X : f(z) < x}. Si x1 es un elemento minimal de Q,

entonces f(x1) = 1.

Demostracién. Como x; € P, entonces f(z;) < x;. Como f es creciente, entonces
f(f(x1)) < f(xy), ast f(x;) € P. Como 2 es un elemento minimal de P se tiene que

1 < f(x1)y f(x1) < x1, entonces f(x1) = 7. [

Lema 3.2.3. Sean (X,<) un conjunto parcialmente ordenado, f : X — X una
funcion creciente y P = {z € X : « < f(x)} distinto del conjunto vacio. Si eziste el

supremo de P en X, entonces supx P es un punto fijo de f.

Demostracién. Sean zy := supxP y p € P. Como z( es el supremo de P en X,
entonces g > p. Ademds, por ser f creciente xg < f(zo) v f(p) < f(xo) para todo

p € P, es decir, f(xy) es cota superior de P. Lo que implica f(z¢) = zo. |

Lema 3.2.4. Sean (X,<) un conjunto parcialmente ordenado, f : X — X una
funcion creciente y P = {z € X : « < f(x)} distinto del conjunto vacio. Si eziste el

infimo de P en X, entonces infx P es un punto fijo de f.
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Demostracion. Sean zg:= infx Py p € P. Como z es el infimo de P en X, entonces
zo < p. Ademds por ser f creciente zg < f(zo) y f(zo) < f(p) para todo p € P, es

decir, f(x) es cota inferior de P. Lo que implica f(z¢) = zo. [

Lema 3.2.5. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y A C X. Si zq es

elemento maximal de X y xg € A, entonces xo es elemento maximal de A.

Demostracion. Sea z € A, con o < x. Como xg es elemento maximal de X y z € X,

entonces zo = . [ |

Teorema 3.2.1 (Teorema del Punto Fijo de Knaster-Tarski). (/2/, pdg 16)

Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado con la propiedad de que toda cadena
en X tiene supremo en X. Sea [ : X — X wuna funcion creciente y supongamos que
existe a € X tal que a < f(a). Entonces, el conjunto de los puntos fijos de f es no

vacio y tiene un punto fijo maximal.

Demostracién. Consideremos el conjunto P = {z € X : # < f(x)}. El conjunto P
es no vacio ya que a € P. Sean C una cadena en Py b = supxC. Demostraremos que
b € P. Como b es cota superior de C, entonces para todo ¢ € C' se cumple que ¢ < b,

ademds como f es una funcién creciente, se tiene que

fle) < f(b). (3.10)

Como ¢ < f(c) para todo ¢ € C'y por (3.10) ¢ < f(b), se sigue f(b) es cota superior de
C', como b es la minima cota superior de C, entonces b < f(b) y asi b € P.
Asi toda cadena en P tiene cota superior en P. Entonces, por el Lema de Zorn, P

tiene un elemento maximal xy en P. Por el Lema [3.2.3] se tiene que

f(zo) = 0. (3.11)

Por lo tanto, el conjunto de los puntos fijos de f es no vacio.
Sea Fy = {x € X : f(z) = 2} C P el conjunto de los puntos fijos de f. Como z € F

entonces x € Py xg es elemento maximal de P, entonces por el Lema [3.2.5] xy es un
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elemento maximal de Fy. Asi por (3.11]) tenemos que Fy tiene un punto fijo maximal.
[

Dos consecuencias inmediatas del Teorema son las siguientes.

Corolario 3.2.1. Sea (X, <) Dedekind completo con la propiedad de que toda cadena
en X tiene cota superior de X. Sea f: X — X wuna funcion creciente y supongamos
que existe a € X tal que a < f(a). Entonces, el conjunto de los puntos fijos de [ es no

vacio y tiene un punto fijo maximal.

Demostracion. Se sigue del Teorema|3.2.1] ya que si X es Dedekind completo y toda

cadena P en X tiene cota superior en X, entonces P tiene supremo en X. [

Corolario 3.2.2. Sea (X, <) lattice completa. Sea f: X — X una funcion creciente
y supongamos que eziste a € X tal que a < f(a). Entonces, el conjunto de los puntos

fijos de f es no vacio y tiene punto fijo mazximal.

Demostracién. Se sigue del Teorema ya que si X es Lattice completa, entonces

toda cadena en X tiene supremo en X. |

3.3. Espacio Vectorial Ordenado

Definicién 3.3.1. Sean X un espacio vectorial. Un cono en X es un subconjunto no

vacio P tal que cumple las siguientes propiedades:
(C1) Siz,y € P, entonces v+ 1y € P.

(C2) SiA\>0yx€ P, entonces \x € P.

(C3) Sixz e P y—x € P, entonces v = 0.

Observacion 12. A la pareja (X,P) se le llama espacio vectorial ordenado. En

general diremos simplemente espacio vectorial ordenado X.
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Definicién 3.3.2. Sea (X,P) un espacio vectorial ordenado. Entonces, en todo cono
P C X se define una relacion de orden “ <7 en X de la siguiente manera: v < y i

y—x € P.
Lema 3.3.1. Sea (X,P) un espacio vectorial ordenado, entonces 0 € P.
Demostracién. Sea z en P, entonces 0-2 =0 € P. |

Teorema 3.3.1. Sean (X,P) un espacio vectorial ordenado, a,b,c € X y A > 0.

Entonces,

(1) a < a, (reflexiva)

(2) Sia<byb<a, entonces a =b, (antisimétrica)

(3) Sia<byb<c, entonces a < c, (transitiva)

(4) Sia <b, entonces a+ c < b+ ¢, (preserva el orden bajo la suma)

(5) a < b, entonces \a < \b, (preserva el orden bajo el producto por un escalar positivo).
Demostraciéon. Sean a,b,c € X y A > 0, se cumple que:

(1) Como a —a =0y por Lema se tiene que 0 € P, entonces a < a.

(2) Sia<byb<a,entonces (b—a),—(b—a) € P lo que implica que b — a = 0. Asi,

a=>b.

(3) Sia <byb < z, entonces (b—a), (c—b) € P. Por tanto, c—a = (¢c—b)—(b—a) € P,

es decir, a < c.
(4) Sia <bimplica que (b+¢) — (c—a) =b—a € P, entonces a + ¢ < b+ c.

(5) @ < bimplica (b —a) € P, entonces A(b — a) € P, es decir, A\a < Ab.
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Ejemplo 3.3.1. Sean X=R y Py = [0,00). Veamos que Py es un cono en R.

Sean v,y € Py y A € R, con A\ > 0. Se cumple

(C1) Siz>0yy>0, implica x+y > 0.
Ast, x +y € B.

(C2) Six>0yA>0, entonces \x > 0.
Ast, Ax € F.

(C3) Sixe Py y—x€ Py, entonces © = 0.

Ejemplo 3.3.2. Sean X = Cla,b] y P, ={f € Cla,b]| f(z) > 0 para todo x € |a,b]}.
Veamos que P, es un cono en X.

Sean f,ge PL y A € R, con A > 0. Se cumple

(C1) Si f(x) >0 yg(x) >0 para todo x € [a,b], implica que (f+g)(x) = f(x)+g(z) >

0, para todo x € [a,b.
Ast, (f+g) € Py.

(C2) SiA>0y f(x) >0, para todo x € [a,b], entonces Af(x) > 0, para todo x € [a,b].
Asi, \f € P,.

(C3) Si f(x) € P, y—f(x) € P, entonces f(x) >0y —f(z) > 0.
Asi, f(z) =0 para todo x € |a,b)].

Definicién 3.3.3. Sean (X, P) un espacio vectorial ordenado y Y subespacio vectorial
de X. Si Py = PNY es un cono en Y, lo llamaremos el cono Py generado por el

cono P.
Observacion 13. Sean (X, P) un espacio vectorial ordenado. Entonces, se cumple:

(a) 0 € P.
En efecto, como P # 0, existex € X yO0xx=0€ P
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(b) {0} es un cono y se le conoce como cono trivial.
(c) {0} es el dnico subespacio vectorial de X que es cono.

Definicién 3.3.4. Sean (X,P) un espacio vectorial ordenado. Cualquier vector x € X
que satisface x > 0 es llamado vector positivo y al conjunto de todos los vectores
positivos Xy = {z € X : x > 0} lo llamaremos cono positivo de X. El cono positivo

también es denotado por X ™.

Teorema 3.3.2. Sea (X,P) un espacio vectorial ordenado. Entonces el cono positivo

Xt de X es un cono y Xt = P.

Demostracién.

(C1) Si a2,y € X, entonces z > 0, y > 0. Lo que implica z +y > 2 > 0, es decir,
x+y > 0.
Asf, 4y e XT.

(C2) Size Xy X>0, entonces A\x > 0.
Asf, Az € X+,

(C3) Size Xty —xz€ X", entonces x >0y —x >0, es decir, v —0 =z € Py
—r—0=—-xz€P.
Asi, x=0.

Por lo tanto, X es un cono de X. Si # € P, si y s6lo si x — 0 € P, equivalentemente
x> 0. Por lo cual Xt = P. [ |

En el capitulo anterior se definieron los conceptos de Lattice, Lattice completo y
Dedekind completo. Ahora se complementan dichas definiciones con el concepto de

Cono.

Definicién 3.3.5. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado.
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(a) P es un cono miniedral (como lattice), si para todo x,y € X, se tiene que
sup{z,y} e inf {z,y} existen en X. Se dice que (X, P) es un espacio de Riesz

(vector lattice) si P es un cono miniedral.

(b) P es un cono fuertemente miniedral si para todo E C X, E # () y E aco-
tado superiormente, entonces sup E existe. Diremos que (X, P) es un Dedekind

completo (orden completo) si P es un cono fuertemente miniedral.

Observacion 14. Notemos que en la terminologia de los conjuntos parcialmente orde-

nados, diriamos que el espacio vectorial X es Dedekind completo.
Ejemplo 3.3.3. Ejemplos de conos miniedrales y fuertemente miniedrales
(a) Py =1[0,00) es un cono en R.

(b) P ={(x1,29, - ,x,) ER" 1 2; >0, i=1,2,--- ,n.} es un cono miniedral y fuer-

temente miniedral en R™.

(¢) P ={f e C(a,b]l,R): f(x) >0, para toda x € [a,b]} es un cono miniedral pero

no es fuertemente miniedral en C'|[a,b].

Definicién 3.3.6. Sea X wun espacio normado, un cono ordenador en X es un

subconjunto P no vacio en tal que P es un cono en X y P es cerrado en X.

Ejemplo 3.3.4. Sean X = Cla,b] y P = {g € Cla,b] : g(x) > 0}, donde la norma es
||||sc, definida en el ejemplo [1.2.3. Se afirma que P es un cono ordenador. Se probd
que en el ejemplo[3.3.9 que P es un cono en X. Ahora veremos que P es cerrado en X .
Sea y € X — P, entonces existe ty € |a,b] tal que y (to) < 0. Definase r := —y (ty) > 0,
observe que z € B (y,r), si y solo si, ||z — Y|l < 7

Como |z (to) —y (to) | < ||z — Yl|eo, entonces |z (to) — y (to) | <1 = —y (to).

Asi, z (tg) < 0, es decir, z € X — P. Por lo tanto, B (y,r) C X — P, entonces X — P
es abierto y, en consecuencia, P es cerrado en X. Lo cual prueba que P es un cono

ordenado en X.
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Definicién 3.3.7. Un espacio de Banach ordenado es un par (X.P), donde X es

un espacio de Banach y P es un cono ordenador en X.

Definicién 3.3.8. Sea (X, P) un espacio de Banach ordenado. La sucesion {x,} estd
acotada superiormente en orden, si eviste v € X tal que para todo n € N se cumple
que x, < x. Es acotada inferiormente en orden si existe v € P tal que para todo n € N
se cumple que x < x,. La sucesion es acotada en orden, si es acotada superiormente e

inferiormente en orden.

Teorema 3.3.3. Sean (X, P) un espacio de Banach ordenado, z,y € X y dos sucesio-
nes {x,}, {yn} en X que convergen a x ey respectivamente. Supongamos que x, < Y,

para cada n € N. Entonces, x < y.

Demostracién. Para cada n € N, se tiene y, — x,, € P y la sucesién {y, — z,}
converge a y — x, entonces y —x € P, entonces, como P es cerrado, entonces y —x € P.

Asi, x <. |

Observacion 15. Del Tem’ema se sigue que para todo (X, P) espacio de Banach
ordenado y a, b € X con a < b, el intervalo cerrado |a,b] es realmente un conjunto

cerrado.

Teorema 3.3.4. Sean (X, P) un espacio de Banach ordenado y A C X acotado su-
periormente (inferiormente) en orden, entonces A es acotado superiormente (inferior-

mente) en orden.

Demostracién. Supongamos que A es acotado superiormente y sea zo > 0 tal que
x < xo para cada x € A. Sea z € A, entonces existe una sucesion {x, } de elementos de
A que converge a z. Entonces, ©og — x, € P para cadan € Ny {xy— z,} converge a

xo — z. Entonces, por el Teorema To— 2z € P, es decir, xg es cota superior de A. l

Definicién 3.3.9. Sea (X, P) un espacio Banach ordenado. El cono es
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(a) Normal, si existe M > 0 tal que si para todo x,y € P, 0 < x < y, entonces

|z [|[< M| yl. A la constante M se le llama a la constante normal.

(b) Regular, si toda sucesion creciente y acotada superiormente en orden es conver-

gente en el espacio X.

(c) Completamente regular, si cada sucesion creciente y acotada en la norma es

convergente en el espacio X.

Ejemplo 3.3.5. Sean X = Cla,b] y P = {g € Cla,b] : g(x) > 0}, donde la norma es
|[||co, definida en el ejemplo[1.2.9. Se afirma que P es un cono normal.

Por el ejemplo[3.3.4, P ya es un cono ordenado en X.

Sean f,g € P tales que f < g, entonces 0 < f(t) < g(t), para todo t € [a,b]. Asi,
0 <|f(®)| < |g(t)], para todo t € [a,b]. Por lo cual, sup{|f(t)| para todo t € [a,b]} <
sup {|g(t)|, para todo t € [a,b]}. Por lo tanto, ||f|lec < ||9|lc, €s decir, P es un cono

normal con constante normal 1.

El siguiente toerema nos sirve para probar que si una sucesiéon en un espacio de
Banach ordenado es acotada en orden por otras dos sucesiones tales que convergen a un

mismo limite x*, entonces esta converge al tambiém a z* mientras el cono sea normal.

Teorema 3.3.5. (Teorema del emparedado) Sean (X, P) un espacio Banach ordenado y
{zp}, {yn}, {zn} sucesiones en P tales que existe x* en P con la propiedad de que {x,}
y{zn} convergen a x*. Si P es normal y para cadan en N se cumple que x, < yp < zp,

entonces {y,} converge a x*.

Demostracién. Como z, <y, < z,, entonces 0 < y,, — x,, < 2, — 2, y P normal im-
plica que existe M > 0 tal que ||y, — z,|| < M|z —xn|| < M [||z" — zu]| + ||2" — 24]]] -
Ademds, [|2% — ynl| < [|2" = nll + [lyn — 2all.

Por lo tanto, ||z* — y,|| < (1 4+ M)||z* — x,|| + M||z"* — z,]].

Aplicando limite cuando n — o0, se obtiene que {y,} converge a x*. [ |
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Definicién 3.3.10. Sea (X, P) espacio normado ordenado. Se dice que un elemento
x en X es un limite subsecuencial de una sucesion {x,} si es limite de alguna subsu-

cesion de {x,}.

Teorema 3.3.6. Sean (X, P) un espacio normado ordenado y {x,} una sucesion cre-

ciente, entonces {x,} tiene a lo mds un limite subsecuencial.

Demostracién. Supongamos que x e y son limites subsecuenciales de {x,,}. Entonces,
existen {xn]} y {:L‘mj} que convergen a x e ¥, respectivamente. Sea n € N, existe jo € N
tal que n < my, para cada j > jo. Como la sucesion es creciente se tiene que x, < Ty, .
Tomando el limite cuando j — oo, en ambos lados de la desigualdad, se tiene z < y.

De manera similar se demuestra que y < x. |

Teorema 3.3.7. Sea (X, P) un espacio normado ordenado. Sea A C X compacto.

Entonces, cada sucesion monotona de A es convergente en A.

Demostracién. Sea {z,} una sucesién creciente en A. Como A es compacto existe
una subsucesion {l’nj} de {z,} y = € X tal que {:z:nj} converge a r. Supongamos que
la sucesion {z,} no converge a z, entonces existe ¢ > 0 y una subsucesién {z,,, } tal
que
| 2, — 2 |= e
Como A es compacto, entonces existe una subsucesion {xmk} que converge a algin
J

elemento z de X. Pero, por el Teorema [3.3.6, se tiene que x = z, lo cual contradice el
Teorema [3.3.3 |

Teorema 3.3.8. Sea (X, P) un espacio normado ordenado. Supongamos que P es un

cono normal en X. Entonces, todo intervalo cerrado es un conjunto acotado en norma.

Demostracion. Sean a, b € X, con a < b. Como P es normal, existe M > 0 tal que
si0 <z <wy,entonces || z || < M|| y ||. Sea = € [a,b], entonces 0 < x —a < b—a. Asi,
|| x—al|| < M||b—al|. De esta manera, || z || <||a |l + M||b—a ||

Por lo tanto [a, b] es acotado en norma. |
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Teorema 3.3.9. Sea (X, P) un espacio normado ordenado. Supongamos que P es un
cono normal en X. Sean x,, una sucesién creciente y una subsucesion x,; de x,. Si Ty,

que converge a algiun elemento x € X, entonces la sucesion x, converge a x.

Demostracion. Como P es normal, existe M > 0 tal que si 0 < x < y, entonces
|| || < M|| y||- Sean € N, existe jo € N tal que n < n;,. Como la sucesién {z,} es
creciente, entonces para cada jo < j se cumple z, < x,;. De esta manera, para cada
Jo < jsetiene || & —xy, || < M|| 2 — xp, ||

Por hipotesis {xnj} converge a z. Asi, {x,} converge a . W La prueba del Teorema

3.3.10|y el Lema se pueden encontrar en [4] o en [10].

Teorema 3.3.10. Sea (X, P) un espacio Banach ordenado. Si P es un cono regular,

entonces P es un cono normal.
Lema 3.3.2. Sean (X, P) un espacio de Banach ordenado y P un cono regular, entonces

1. Cada conjunto acotado superiormente y totalmente ordenado en X tiene supremo

en X,

2. Cada conjunto acotado inferiormente y totalmente ordenado en X tiene infimo

en X.

El Lema nos ayuda a probar en el siguiente capitulo los Lemas [4.1.1], N

[4.1.3] Para esto se necesita la siguiente definicién.

Definicién 3.3.11. Sea (X, P) un espacio Banach ordenado. El cono es sélido, si

int(P) # 0.
Lema 3.3.3. Sean (X, P) un espacio de Banach ordenado. Si P es sdlido, entonces
(a) 0 no pertenece a int(P),

(b) para todo x,y en int(P), existen ri, ro > 0 tales que:
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1) Si|p| <11, entonces x — py € int(P).
2) Si |\ > re, entonces y — § € int(P).

3) Si0<p<ryy>ry, entonces py < x < Ay.

Demostracién. a) Suponga que 0 pertenece a int(P), entonces existe r > 0 tal que
B(0,r) C int(P). Sea x en B(0,r) con = # 0, entonces —z € B(0,r) y —z # 0. Asi,
x, —z pertencen a B(0,7) C P con z # 0, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, 0 no pertenece a int(P).

b) Sean xz,y en int(P), existen r,, r, > 0 tales que B(x,r,) C int(P) y B(y,ry) C
int(P). Ademads, por el inciso a) de este Lema se tiene que ||z|| > 0y |Jy|| > 0. Se

" >0yry:= —||$H

1 ry
Para el caso en que || < rq, entonces

definen 7 := > 0. Sean p, A en R tales que |u| <71y |A] > 7.

2 — (z — py)[| = [lpyl] = || Y]] < 7e.

Asi, x — py € B(x,r,) Cint(P).

Para el caso en que |A| > 79, entonces

o= G- DI= I3l =57 <

Asi, y — ; € B(y,ry) C int(P).

Si se cumplen b) inciso 1) y 2) para g, A > 0, entonces py < x < \y. |
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Capitulo 4

Punto Fijo en Funciones mondtonas

Este capitulo se consideran unicamente espacios de Banach ordenados (X, P). En
la primera parte se consideran teoremas del punto fijo para funciones crecientes, defini-
das sobre intervalos cerrados o conos. En la segunda parte, se presentan teoremas del
punto fijo para funciones decrecientes. Ademas, mediante un ejemplo se muestra que
cambiando la condiciéon de que el operador sea creciente por decreciente los Teoremas
v [£.1.2] no cumplen la convergencia de los iterados de Picard de los extremos a los
puntos fijos. Pese a que existen teoremas del punto dijo sobre intervalos cerrados, sélo se
trabajara con funciones decrecientes definidas sobre un cono. Aunque no es de nuestro
interés existen mas teoremas de punto fijo en relacién al orden, para mas informacion

ver [4].

4.1. Punto Fijo de operadores crecientes

Inicialmente se presenta la definicion de cono, luego la definiciéon de operador cre-

ciente.
Definicién 4.1.1. Sean D C X y f: D — X wuna funcion. Se llama:
(1) Operador creciente en D, si x1,x9 € D y x1 < x4, entonces f(x1) < f(xs).
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(2) Operador estrictamente creciente en D, si x1,x9 € D y 21 < X9,

entonces f(x1) < f(z2).

El Teorema tiene garantizada la existencia de un punto fijo por el Teorema
de Schauder, pero la ventaja sobre éste ultimo es que el algoritmo de los iterados de

Picard de los extremos del intervalo utilizado convergen a puntos fijos.

Teorema 4.1.1. Sean pg, vo € X con g < vo y F : 1o, vo] — [0, vo] un operador
creciente. Si P es reqular y F' es continua, entonces F tiene un punto fijo mdximo x*,

un punto fijo minimo x. en |po, vo] Yy

Ty = lim (uy,), 5 = lim (v,),
n—oo n—oo

donde i, = F(pn_1) y v, = F(v,—1) para todo n € N. Ademds,
po <pp <o Sy < <@ <2t <<y, <o < op < (4.1)

Demostracién. Como F' es un operador creciente y 1o < F'(pp), F'(vo) < vg, implica
que

po < < <y <o <wy <o <oy < v, (4.2)

Ahora, probaremos que la sucesién {u,} converge a un punto z, € X y F(x,) = ..
Por , {pn} es creciente y acotada en orden. Como P es regular, existe z, € X
tal que p, — .. Por la continuidad de F, tenemos que p,, = F(pn—1) — F(z.).
Entonces z, = F(z,). Similarmente, se prueba que v, — z* € X, cuando n — o
con F(z*)=a"y

pp <z, <" <w,, neN. (4.3)

Por lo tanto, de (4.2)), (4.3]) se concluye (4.1)).

Finalmente, probaremos que z, es el punto fijo minimo y z* es el punto fijo maximo de
F en [po, vo).

Sea Z un punto fijo de X en [ug, vg|. Se probara por induccién que
pn < T < v, para todon € NU{0}.
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Para n = 0, se tiene oy < & < vy. Supéngase que p, 1 < T < v,_1, entonces se tiene
que

fin = F(ptn—1) < F(7) =2 < F(vp-1) = vn.

Por lo tanto,

fn < T <w,, paran € N, (4.4)

Aplicando el limite cuando n — oo en la desigualdad [4.4], se tiene z, < 7 < z*. [ |
En el siguiente Teorema se debilita la condiciéon sobre el cono P, pero se agrega una

condicién més fuerte sobre la funcion. Para esto se necesita la siguiente definicién.

Definicién 4.1.2. Sean X,Y dos espacios normados. Un operador F : X — Y se

llama operador completamente continuo si:
1. F es continua y
2. Para cualquier subconjunto acotado M de X, F(M) es relativamente compacto.

Para el siguiente ejemplo es necesario recordar el Teorema de Arzela-Ascoli cuya

demostracién se puede ver en [11].

Ejemplo 4.1.1. Sean X = C(J) con la norma uniformey P = {x € C(J) : z(t) >0, t € J}.

Definase el operador T : [ug, vo] — [0, vo] por
t
T(x)(t) = xo +/ f(s,z(s))ds para cadat € J yx € P.
to
Se afirma que T es un operador completamente continuo.

Demostracién. Se definen pi,, := {1 (t) : t € [0,a]} ¥ Vpmin := {vo (t) : t € [0,4a]}.
Observe que x € [, vo] implica po (t) < z (t) < vy (t), para todo t € [0, a],

asl, fmin < T (t) < Upae - De esta manera el dominio de f se puede restringir a
[0, a]X[tmin, Vmaz) - Como f es continua en [0, a] X [tmin, Vmaz] ¥ [0, @] X [fmin, Umaz] €S
compacto, entonces f es uniformemente continua. Sea € > 0, existe 0 > 0 tal que

: L €
si || (s1,82) — (83,84)|]2 < & implica | f (s1,82) — f (83,84) | < -
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Sean x, y € [ug, Vo] con ||y — x| < 0, entonces || (p, y(1)) — (u, z(p))|l2 < & para
) €
toda e [O,CL]. ASlv |f(:u7y( )) o f (vi( ))| < a

Luego, para toda t € [0, a] se tiene que

/fuy ) dp — /fu, ‘

S/O If(u,y(u»—f(mx(u))lduﬁ/0 —du <e.

T (y) (8) = t) =

Por lo tanto, ||T (y) — T (z) || < €. Asi, T es continuo.
Del ejemplo y la observacién [L5] se sigue que [ug,vo] es compacto. Como T es
continuo en 7' ([uo, vo]) , entonces por el Teorema se tiene que T ([po, vo]) es com-
pacto. Por lo cual, es relativamente compacto.

Por tanto, T" es completamente continuo.

Teorema 4.1.2. Sean pg, vg € X con py < vo y F : [, v0] — [0, vo] un operador
creciente. Si P es normal y F es completamente continuo, entonces F tiene un punto

fijo mdzimo x*, un punto fijo minimo x, en [uo, vo] Y

Ty = lim (uy,), " = lim (v,),

n—o0 n—o0

donde pi, = F(pn—1) y v, = F(v,_1), para todo n € N. Ademds,

Demostracidn.

La demostracion de:
po < gy << pp <<z <t << < <oy < g, (4.6)

es analoga a la que se hizo en el teorema anterior.
Ahora, probaremos que la sucesién {z, } converge a un punto x, € X y F(x,) = x,.

Como P es un cono normal y por (4.6)), la sucesion {u,} es acotada en orden, entonces

o8
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{pn} es acotada en norma. Como F es completamente continuo, entonces existe una
subsucesion {,unj} de {pn} v z. € X tal que {,unj} converge a x,. Entonces por el
Teorema [3.3.9) {y,} converge a z., ademds x, € [ug, vo]. Por la continuidad de F, la
sucesion {p,} converge a F(z,), entonces x, = F(z,). Similarmente se prueba que

v, — 2 € X, cuando n — oo y asi, F(z*) = z*. Ademss,
pn <z, < 2* < w,, paran € N. (4.7)

Por lo tanto, de [4.6] y [£.7], se concluye [4.5

Finalmente, probaremos que z, es el punto fijo minimo y z* es el punto fijo maximo.

Sea Z un punto fijo de X en [ug, vo]. Se probara por induccién que
pn < T < vy, paran € NU{0}.

Para n = 0, se tiene g <z < vg.

T
Supdngase que p,—1 < T < v,_1, entonces tenemos que

Por lo tanto,

Aplicando limite cuando n — oo en la desigualdad , se tiene que z, <z < z*. &
Al inicio del capitulo se comenté que en la primera parte se trabajaria con funciones
crecientes definidas sobre un intervalo cerrado y después definidas sobre un cono. El
siguiente ejemplo muestra que los teoremas analogos a los trabajados en el capitulo no

son necesariamente ciertos cuando la funcién creciente estd definida sobre un cono.

Ejemplo 4.1.2. Sea f :[0,00) — [0,00), definida por f(x) = x + 1.
Observemos que [0,00) es un cono reqular del espacio de Banach (R,|-|) y f es com-

pletamente continuo, pero f no tiene puntos fijos.
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El Teorema del punto fijo es para funciones crecientes definidas sobre un cono,
pero agregandole condiciones al cono y la funcién. Para abordar la demostracién de los
lemas siguientes necesitamos recordar la siguiente definicién:

Sea (X, P) un espacio Banach ordenado. El cono es sélido, si int(P) # (.

Lema 4.1.1. Sean P un cono sélido y x* en int(P), si existe {x,} sucesion en int(P)

tal que x,, converge a x*, entonces existen {t,} y {s,} sucesiones reales tales que:
1. Para todo n en N, se cumple

0<t,<1<s, y tywr,<z"<s,x,. (4.9)

2. Cuando n — oo, se tiene que t, — 1 y s, — 1.

Demostracién. Sea z* en int(P) y {z,} sucesién en int(P) tal que x, converge a
z*. Para cada n € N se definen A4, :={t >0:2" >tz,} y B, := {s >0:sx, > 2"}
Como z,, y «* pertenecen a P, por el Lema se tiene que A, y B, son no vacios y
acotados superior e inferiormente respectivamente.

Luego, para cada n € N se define
tr = supA, y s, =infB,. (4.10)

Observe que t; > 0, s; > 0y t,xx, < 2" < s x,, entonces t, < s;. Para cualquier
0<e<l,seelige 0 <€ <1 tal que

*

€
1—¢*

< e. (4.11)

Por el Lema se tiene que €'z* € int(P) y como x, — z*, existe un entero
positivo ng tal que, para n > ng, €'z* £ (x, —z") >0 o0 (1 —€)a* < x, < (1 +€)z",

esto es

. (4.12)
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Por la definicién de t) v s se tiene que

1
<< st < . n > no. 4.13
1—1—6*_"_8"_1—6* =T ( )

De la desigualdad (4.11]) se obtiene

1 >1—|—e_ €
1 — e 1+e ~ 142 1+ 2¢

Por lo tanto, de las desigualdades (4.13]) y (4.14) resulta que

<1+ >1—e (4.14)

l—e<t, <s,<l+e€ n>nog,
lo cual implica que t; — 1y s; — 1, cuando n — oo. Sea t, = min{t;,1} y s, =
max{s;, 1}.
Por lo tanto,

Sp>1>1t,>0, t, > 1,n—o0ytyr, <z*<s,r,, para todon € N. [ |

Definicién 4.1.3. Sea (X, P) un espacio Banach ordenado. El cono es sélido normal,

si P es un cono sélido y normal.

Lema 4.1.2. Sean P un cono sdlido normal y f : int(P) — int(P) un operador
creciente, entonces

existe v en (0,1) tal que para todo x en int(P) yt en (0,1) se cumple

fltx) 21" f (@),

st y solo si, existe v en (0,1) tal que para todo x en int(P) y s > 0 se cumple

1) > f(s2).

Demostracién. (Necesidad). Sean s > 1y x € int(P). Entonces

f(z) = f(s7tsx) > (s~ )" f(sz), entonces f(z) > (s71)" f(sx).

Por lo tanto, s" f(x) > f(sx).

(Suficiencia.) Sean t en (0,1) y = € int(P). Entonces

f(z) = f(t Hx) < ()" f(tx), entonces f(z) < (t1)" f(tx).

Por lo tanto, t" f(x) < f(tx). |
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Lema 4.1.3. Sean P un cono sdlido normal y f : int(P) — int(P) un operador

creciente. Si existe r en (0,1) tal que
f(tx) > t"f(x), para todo x en int(P) yt en (0,1). (4.15)
Entonces, f es continua.

Demostracién. Sean z* y {x,} sucesién en int(P), tales que {z,} — z*, cuando
n — 00. Por el Lema [4.1.1} existen {t,} v {s.} sucesiones tales que 0 < ¢, <1< s,,

tn, S, — 1y para todo n € N se cumple t,z, < x* < s,x,. Como [ es creciente y

cumple (4.15)) se tiene que

tnf (zn) < fltnzn) < f(27) < fsnn) < 53, (20)

s, f(x*) < f(z,) <t,"f(x") para cada n € N.

Como P es normal, entonces s," f(z*) — f(z*) y t,"f(z*) — f(z"). Por el Teorema

3.3.5 se tiene que f(z,) — f(x). |

Lema 4.1.4. Sean P un cono solido normal y f : int(P) — int(P) un operador cre-
ciente. St existe unr en (0, 1) tal que f(tz) > t" f(x), para todo x en int(P) yt en (0,1).

Entonces, si x* y T son puntos fijos de f implica que x* = I.

Demostracién. Sean x* y Z puntos fijos de f en int(P). Se define A :={t >0:7 >
ta*}, por el Lemase tiene que existen u, A > 0 tales que pz* <z < A\z*, es decir,
A es no vacio y acotado superiormente. Por tanto, existe t; en R tal que t; = supA.
Se afirma t; > 1.

Supongamos que 0 < t; < 1, entonces * = f(z) > f(tiz") > t]f(x") = tiz". Asi,
T > tiz" y t] > t; lo que contradice la definicién de ¢;. Por lo tanto, se tiene que ¢, > 1,

entonces T > z*. Similarmente se puede probar que z* > z. Por lo cual, T = z*. [ |
b
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Teorema 4.1.3. Sean P un cono sdlido normal y f : int(P) — int(P) un operador

creciente. Si existe un r en (0,1) tal que
f(tx) > t"f(x), para todo x en int(P) yt en (0,1). (4.16)

Entonces, [ tiene un tnico punto fijo x* en int(P). Ademds, dado x¢ en int(P), se

tiene que:
a) T, — z,

b) existen M >0 y 7 en (0,1) que dependen de xq tales que

e — || < M(1—7™), (4.17)
donde x,, = f(x,_1) para todo n € N.
Demostracién. Sea xg en int(P), se elige tg y sp tal que
O0<to<l<sy y to "xo < flag) < 80" "wo. (4.18)

Sean ug := toTo y Vo := Soxo, entonces vy > uy > 6. De la desigualdad (4.16)) y por
el Lema se tiene que

f(sz) <s"f(z), zeP, s>1, (4.19)
entonces,
f(uo) > to" f(x0) > tozo = ug (4.20)
y
f(vo) < so” f(wo) < s920 = . (4.21)

Sea u, = f(u,_1), para cada n € N. Como f es creciente, de (4.20) y (4.21)) se deduce

que

Uo S U1l S Lo < Up, S Lo < Un <.. S U1 S Vo- (422)
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t
Definimos 7 := —0, de la desigualdad (4.18]) se tiene que 0 < 7 < 1. Como ug = tgxg y
S0

Uy = S, entonces uy = TVg.

Se afirma que

uy > 7%y, para cada k € N. (4.23)

Se procedera por induccion. Como ug = Tvg, entonces uy > Trkvk, para k = 0.

Suponga que u; > 7" vy, entonces
i = f(uk) = F(T ™ o) > (7)) = 77 o,
Por lo tanto, de las desigualdades y se obtiene que
0 <ty — pin <V — pon, <V — 7 "0, = (1 =70, < (1 —77")0p. (4.24)

Como P es normal, existe M > 0 tal que ||uan1p — pin]] < (1 — 77")M]||vo||, entonces

{pn} es una sucesién de Cauchy en X. Asi, existe pu, en X, tal que p,, converge a fi,.
Similarmente, de (4.22) y (4.23)) se tiene que

rn+p)

9 S Un — ,un—l-p S Un — Nn—l—p S Un — TrnerUn-i-p S (]- -7 Un+p S (1 - TTn)U07

es decir, v, converge a u*, para algin u* en X.

De ([4.22)) se tiene que
U, <u* <ov* <w,, con u*, v*eP (4.25)

Del Lema f es continua y entonces u,y1 = f(u,) — f(u*) y vpp1 = f(v,) —
f(v*) cuando n — oo lo cual implica que f(u*) =u*y f(v*) = v*. De (4.24]) y (4.25))

tenemos que

0<v'—u <wv,—u, <(1—7")vg, néeN. (4.26)

Como 7™ — 1, cuando n —» oo, entonces u* = v*. Esto implica que x* pertenece a int(P)
y f(z") = x*. Como

Uy = oo < Ty < SoTg = Vg, (427)
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entonces

un, < x, < v, donde x, = f(x,_1) para cada n € N. (4.28)

Entonces de (4.24]), (4.25)) y (4.28) se obtiene

20— 2| < [lon —unll+|un —2*]] < 2N |vn —un|] < 2N*(1=7"")[[vol|, n €N, (4.29)

donde N es la constante de normalizacién de P. Entonces z,, — =¥ cuando n — oo.
Ademss, ||z, — 2*|| < M(1 —7""), donde M = 2N?||v|| y por el Lema " es el
unico punto fijo de f. [ |

4.2. Aplicaciones en Operadores Crecientes

Teorema 4.2.1. Sean a en RT, J =[0,a] y f: J x R — R continua. Supdngase que
to,vo € C(J) son tales que pio(t) < vo(t) para cada t € J y ademds,

(

po(t) < f(t polt)), t e,
{ (4.30)

1o(0) < o,

\

(

W) > f(tult), ted,
4 (4.31)

’Uo(O) Z Zg.

\

Supongase también que f es creciente en la sequnda variable, es decir,
si x <y, entonces f(t,x) < f(t,y) para cada t € J. (4.32)

Entonces el problema con condicion inicial

(t) = f(t,z(t), teJ,
(4.33)

.T(t()) = Xy,
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tiene una solucion minimal x, € C*(J) y una solucién mazimal z* € C*(J) en [o, vo]

y {un(t)}, {vn(t)} convergen uniformemente a ., x* € J, respectivamente, donde
¢
palt) =+ [ s paa(s))ds.
0
t
v (t) = xo +/ f(s,vn-1(s))ds.
0

Demostracién. Sean X = C(J)y P={x € C(J):z(t) >0, t € J}. Por el ejemplo
3.3.5, P es un cono normal en X.

Definase el operador 1" : [, vo] — [0, vo] por
t
T(x)(t) = xo +/ f(s,x(s))ds para cadat € Jy x € P. (4.34)
to

Se afirma que T es un operador creciente.

Sean x,y en [ug, vo], con x < y. Por (4.32)), se tiene que para todo t € J se cum-
t t

ple f(t,xz(t)) < f(t,y(t)), entonces / f(s,x(s))ds < /f(s,y(s))ds. Por lo cual,
to to

t t
T(z)(t) =x0+ [ f(s,2(s))ds < xg +/ f(s,y(s))ds =T(y)(t) para cada t € Jy x €
t t
P. Por lo tanto, 72 es creciente. Ademés,OT es completamente continuo e integrando en

ambos lados de (4.30) y (4.31]), se obtiene que py < T'(10) ¥ T(vo) < wp. El resultado
se sigue del Teorema [4.1.2] ]

4.3. Punto Fijo en Operadores Decrecientes

Es esta seccién se estudian los teoremas del punto fijo para funciones decrecientes.

Para esto recordemos la definicién de operador decreciente.
Definicién 4.3.1. Sean D C X y f: D — X un operador. Es llamado:
(1) Operador decreciente en D. Si x1,x9 € D y x1 < x5, entonces, f(x1) > f(z3).

(2) Operador estrictamente decreciente en D. Si x1,x9 € D y x1 < 23,

entonces f(xy) > f(xa).
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Una de las preguntas naturales que surgen es: ;Los Teoremas y son validos
cambiando la condicién de que el operador sea creciente por que sea decreciente? La

respuesta es no, el siguiente ejemplo es prueba de ello.

Ejemplo 4.3.1. Sea f : [0,1] — [0, 1], definida por f(x) =1 — x.
Note que:

1 1
Lt (5) =3
2. {f"(0)} = {1,0,1,0,...},

3. {1} =1{0,1,0,1,...}.

Es decir, aunque f tiene punto fijo, las sucesiones de iterados de Picard de los extremos

no convergen a este punto fijo.

Definicién 4.3.2. Sea f : P — P un operador. Si eziste € € (0,1) tal que f*(6) >
ef(0), se dice que f es:
(Hy), si para todo x € P yt € [e,1), existe n =mn(x,t) > 0 tal que:

ef(8) <@ < f(8), entonces f(tz) < [t(1+n)]" f(x).
(Hy), si para todo x € P yt* € [e,1), existenn=n(t") >0y o =0(t") >0 tales que:
ef(0) <x < f(0) yt* —0 <t <t implican que f(tx) < [t(1+n)]" f(z).
(Hs), si para todo x € P, eziste r en (0,1) tal que:
ef(0) <z < f(0) ye <t <1implican que f(tx) <t f(z).
Observacion 16. (Hy) = (Hy) y (Hs) = (Hy).

El siguiente ejemplo es de un operador (H;) que postariormente se va a trabjar con

mas detalle.
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Ejemplo 4.3.2. Sean X = C[0,1] y P = {¢ € C[0,1] : ¢p(z) >0, 0 <z < 1}. Como
se vio en el ejemplo m (X, P) es un espacio de Banach ordenado. Se define

1 R 1
f: P — P dado por (fi)(x) 5:/0 x2(:i’zz 1+ ()

dy para todo ¢ en P, donde

(1) R(x,y) es continua en 0 < z, y < 1. Si x >y, entonces, R(x,y) > 0. Ademds,

si x <y entonces R(z,y) < 0.

(11) Eziste v > 0 tal que
|R($,y) ‘SM|$_Z/’U S(QJ,Z/), con nguySL

donde M > 0 es una constante, S(z,y) es no negativa, acotada con 0 < x,y <1y
PIC2Y)

z,y—0t T+ Y

< 00

Se afirma que f es decreciente y (Hy).
Sean h,g en P tales que h < g, entonces 0 < h(z) < g(x).
Ast,
1 1
<
1+ h(z) — 1+ h(x)

lo que tmplica

' R(x,y) 1 ' R(x,y) 1
) . < ) . .
/0 2 — 92 1+g(x)dy_/0 x2 —q? 1+h(x)dy

1 -1
R
Se sigue que f es decreciente. Ahora veamos que f*(0) > ef(6), donde ¢ = {1 + Orgézil/ Q(x, yz dy}
STS 0o r"—UY
y 0(z) =0 para todo x € [0,1]. Como

_ ['R(xy) 1 _ [TR@y) o [PR@y)
(o)) = | = [ B < i [Ty == el)

0 22 —y2 140 0 T2 —y? 7 T o<a<1 f, x?—?

y [ es decreciente, entonces

PO = 100 = [ B0 [y

o v2—1y% 1+ (fO)( o v2—1y? 1+e ()
_ [ By o [PR@y)
—/0 o edy = /Oxg_yzdy— (f0) ().
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Lo cual prueba que f*(0) > ef(6).

Ahora, para cualquier v € P y 0 <t <1 tenemos

_ ["Ry 1 _L ["Ray 1
f(tw(w))—/o 2oy 1™~ t/o 2oyt g

Se define
ot ah(y)
L i )

Como n =n(u,t) > 0, entonces tenemos que

1 Y R(z,y) 1
1050 = 7y [, 3 T

= [t(L+ )] (fe)(@), con0 <z <L

Por lo tanto, f es (Hy) y decreciente.

Lema 4.3.1. Sean f : P — P un operador decreciente y € > 0 tales que ef(0) < f2(0).
Sea yu en P, si f*(u) = p, entonces ef(0) < pu < f(6).

Demostracién. Sea pen P, entonces ;1 > 6 y como f : P — P es un operador
decreciente, se tiene que 6 < f(u) < f(0).

Aplicando nuevamente que f es decreciente se obtiene que f(0) < f%(u) < f(0), pero
o= f3(u). Asi, f2(0) < p < f(0) y como f cumple que ef(6) < f?(6), entonces
ef(0) < p< f(0) _
Lema 4.3.2. Sea f: P — P un operador decreciente que satisface la condicion (Hy).

Sip,v € P con f(pu) =vy f(v) = u, entonces p = v.

Demostracién. Como f es (H,), se tiene que ef(0) < f%(0) y ademés f es decreciente.

Por otro lado f*(u) = f(v) = py f2(v) = f(u) = v, por el Lema se tiene que
ef() <p<f(0) y ef(0)<v<f(0)

Por lo tanto, > ev y v > ep.

Definamos A := {t > 0: p > tv}, A es distinto del vacio pues € pertenece al conjunto.
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Si A no es acotado superiormente, en particular 1 no es cota superior de A, es decir,
existe t > 1 tal que que p > tv y tv > v, entonces u > v.

Si A es acotado superiormente. Como A es no vacio, por el axioma del supremo existe
to:=sup{t >0: pu>tv}, cone <ty < oo.

Se afirma que ty > 1.

Supéngase que to < 1, entonces € < to < 1 y como f es (Hj,) existe n > 0 tal que

Fltov) < [to(L+n)] 7" f(v) = [to(1 + )] 1. (4.35)

Por otra parte, para pu > tgv, se tiene que
v=f(n) < f(tov). (4.36)

En consecuencia de las desigualdades (4.35) y (4.36), se obtiene que v < [to(1 4 n)] "

o equivalentemente p > to(1 4+ n)v, lo cual contradice la definicién de ¢y. Por lo tanto,
to > 1, es decir, u > v. De forma similar se puede definir B := {t > 0: v > tu}
y probar que B no es acotado o que si t; = supB, entonces se tiene t; > 1, es decir,
v > p. De esta manera se obtiene que p = v. |
El siguiente resultado asegura que si f es (H;) y decreciente, entonces f tiene a lo mas

un punto fijo, es decir, si f tiene un punto fijo z*, entonces z* es el inico punto fijo.

Lema 4.3.3. Sea f : P — P un operador decreciente que satisface la condicion (Hy).

Sip,v € P con f(u) =p y f(v)=wv, entonces p = v.

Demostracién. Como f es Hy, se tiene que ef(6) < f*(0) y ademds f es decreciente.

Por otro lado f2(p) = f(p) = py f*(v) = f(v) = v, por el Lema se tiene que
ef(0) <pu<[f(0) y ef(0)<v<fO)

Por lo tanto, > ev y v > ep.
Definamos A :={t > 0: pu>tv, v >tu}, A es distinto del vacio pues € pertenece al

conjunto.
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Si A no es acotado superiormente, en particular 1 no es cota superior de A, es decir,
existe t > 1 tal que que p > tvy v > tu, perotv > vy tu > u, entonces > vy v > p.
Por lo tanto, v = p.

Si A es acotado superiormente. Como A es no vacio, por axioma del supremo existe
t* := supA, con € < tg < c.

Se afirma que t* > 1.

Supoéngase que t* < 1, entonces € < t* < 1, u > t"vy v > t*u. Ademas, como f es Hy,

entonces existen 77 > 0 y 12 > 0 tales que
FE0) <[+ flo) = [ +m)] o (4.37)

F ) <[ +m)] 7 fp) = [ +m)] " pe (4.38)

Por otro lado, se tiene que v > t*u y p > t*v. Como f es decreciente, entonces

v=f) <ftw y p=flp) < f(t0) (4.39)

Luego, de las desigualdades (4.37)), (4.38) y (4.39), se obtiene que v < [t*(1 + 772)]71 oy

[t*(1+m)] " v o equivalentemente p > t*(1 +n2)v, v > t*(1 + ).
Sea n := min{n;, no} > 0, entonces pu > t*(1+n)v, v > t*(1+n)u, lo cual contradice
la definicién de t*. Asi, t* > 1 lo que implica que > vy v > pu.
De esta manera se obtiene que y = v . ]
El siguiente lema nos ayudara a demostrar que se tiene una convergencia global a

un punto fijo, si existe alguno.

Lema 4.3.4. Sea f : P — P un operador decreciente. Sea {1, } la sucesion de iterados

de Picard de jg = 0, entonces 0 = pg < o < oo < gy < oo <oy < o <z < g =

f(0).

Demostracién. Primero, se probara que pa, < 2,+2 para todo n en NU {0}.

Como s € P, entonces g = 0 < po. Asi, g, < oo para n = 0.
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Supongamos que fio, < fi2,12 para algin n € N. Veamos que pig, 10 < flopi4-
Como fig, < figngo implica que fignis = f(pons2) < f(fon) = Hont1-

Ast, ponta = f(pant1) < f(K2n4s) = Honsa, es decir, popio < ponia.

Por lo tanto, para todo n en N U {0} se cumple que po, < fio,42, al aplicar que f es
decreciente se obtiene que pio, 13 < fo,+1 para todo n en NU {0}.

Se afirma que po, < foni1-

En efecto, para n = 0 se cumple que po =6 < p.

Supongamos que g, < fio,+1 para algin n € Ny veamos que pignio < flont3.
Como plan < figny1 implica pion 2 = f(tani1) < flions2) = Honts.

Por dltimo, como po, < po,+1 implica que para todo m,n € N, 1, < piy,.
Por lo tanto, se cumple la ecuacién:

0=po < pp < oo <pton <o S pigngn < S <y = f(0). u

Lema 4.3.5. Sea f : P — P un operador decreciente, donde P un cono normal vy
{pn} la sucesion de iterados de Picard de pg = 0.
Si {pn} converge a algin x* € P, entonces para todo xo € P la sucesion {x,} de

iterados de Picard de xy converge a x*.

Demostraciéon. Probaremos por induccion que po, < Zopi1 < fopti-

Como 6 < x, entonces, 0 < f(zg) < f(uo). Ademés, po =0, x1 = f(x0) y p11 = f (o),
entonces g < x1 < py.

Luego supongamos que
Mok < Togt1 < fok+1, (4.40)
lo que implica
fokr2 < Toppo < Hoky1- (4.41)

Aplicando que {uan}, {Hons1} convergen a x* y como P es normal, de las de-

sigualdades (4.40) y (4.41) y por Teorema se obtiene que xs, converge a * y

Tontq converge a x*. Por lo tanto, x,, converge a z*. [ |
+ )
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Definicién 4.3.3. Sean X,Y dos espacios normados. Un operador F' : X — Y se

llama operador compacto si F(X) es relativamente compacta en 'Y .

Teorema 4.3.1. Sea f : P — P un operador decreciente que satisface la condicion

(Hy). Si satisface alguna de las siguientes dos condiciones:
(a) P es normal y f es compacto,
(b) P es reqular y f es continua.
Entonces f tiene un unico punto fijo x* en P y para todo x¢ € P,
| 2, — 2" ||— 0, cuando n — oo, (4.42)

donde
Tp = f(xp_1), n €N, (4.43)

Demostracién. Sean pg =0y p, = f(un_1) para n € N. Por el Lemam, se obtiene

que

0=pio < pp <o <pton <o S pigpgr < S <y = f(0).

Si se satisface la condicién (a), entonces P es normal y por el Lema se sigue que
el conjunto S = {po, 41, .., tn, .} €s acotado. Ya que f es compacto, por el Teorema
la sucesion {9, } tiene una subsucesion {ps,, } convergente a algin ., en X.
Luego, para i,n € N, si n > n,;, entonces fia,, < ji2, 10 que equivale —pia, < —pigy,.

Asi, 0 < iy — pon < s — pon,. Dado que P es normal existe M > 0, tal que

ltew — pon|| < M||pe — pron,|| v como {pan,} converge a ., entonces la sucesion { g, }
converge a [i,. Similarmente se prueba que {9,411} converge a algin p* en X.
Noétese que po, < pfiont1, implica que para todo m,n € N, se tiene po, < fiomi1-
Asi,
Pon < e < p" < flona. (4.44)
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Ademas,

F(p) = f (1 (s20) ) = Ui [ (p20) = T (1) = p°

fw) =7 (,}ggo (uzn+1)) = lim f(ponp1) = 1 (papg) = M (p2n) = .
Lo cual implica f(p.) = p*y f(u*) = ps. Por el Lema [£.3.2] se tiene que pu* = p,.

Definase x* = pu* = p., entonces f(xz*) = 2™ y por Lema4.3.3] " es el unico punto fijo

de f en P. Sean xyp € Py {x,} su respectiva sucesién iterativa de Picard. Por Lema

4.3.5) {x,} converge a x*. |

Teorema 4.3.2. Sea f : P — P un operador decreciente que satisface la condicion
(Hy). Si P es normal, entonces f tiene un inico punto fijo x* € P y para todo xq € P

se cumple que

| z, — 2" ||— 0, cuando n — oo,

donde la sucesion {x,} estd definida por x, = f(x,_1) para cada n € N.

Demostracioén.

Caso 1.

Si f(6) = 0, como todo x € P cumple § < z y dado que f es creciente, entonces
0 < f(x) < f(0) = 0. En consecuencia f(x) = 6.

En este caso, f tiene un unico punto fijo z* = 6 € P y como z,, = f"(#) = 0 para todo

n € N, entonces
| z, — 2" ||=| 6 — 0 ||= 0 — 0, cuando n — oo.

Caso 2.

Si f(0) > 6. Definimos pg =0 y p, = f(pin—1) para cadan € N.

Como f cumple (Hy), existe 0 < € < 1 tal que py = f2(0) > ef(0) = 0y
y por hipétesis py = f(0) > 6 = py.
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Luego, po > €uy > po, entonces,

fo > €y > 60 = pg. (4.45)

Po el Lema |4.3.4], tenemos que fig, 11 < 1y po < fop, €s decir,

foni1 = fon >0 Yy fon > €loni1, para cada n € N. (4.46)

Sea t,, = sup{t > 0 : pg, < tus,.1} paracadan € N. Del Lema y las desigualdades
en (4.46)), resulta que

€<ty <ty..<t,<..<1 (4.47)

Lo > tpplont1, para cada n € N. (4.48)
Asi, tenemos que

e< limt¢, =t"<1.

n—oo
Veamos que

t'=1
Supongamos t* < 1, por la condicién (H,), existen n > 0y § > 0 tales que
ef(0) <z < f(O) y t*—5<t<t" entonces f(tx) < [t(1+n)] ' f(x). (4.49)

Elegimos un entero positivo m, tal que t* — § < t, < t*, si n > m. Entonces, del Lema

4.3.4) y las desigualdades (4.3)) y de (4.49)), resulta que
Fltauzni) < [ta(1+0)]7 flugni) = [ta(1+ 1)) ugnie, st n>m. (4.50)
La expresion (4.50)) y la desigualdad (4.48]) implican que

fonts < Hontr = [(pan) < f(tatiant1) < [En(1+0)] " pionya, sin >m,
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esto es,

Hon4-2 > tn<1 + 77)#2n+3, sin > m.

Entonces,

tni1 > to(141n), sin > m.

Por lo tanto,
tman = tm(1+1)" > €(14+n)" — oo, cuando n — oo.

Lo cual contradice las desigualdades de (4.47). Por lo tanto, t* = 1. Por otra parte del

Lema y la desigualdad (4.48]) resulta que

9 S /1’2n+2p — H2n S Hon+1 — M2n S (1 - tn),“?n—‘rl S (1 - tn)ﬂ’h n,p S N. (451)

Del hecho t* = 1, la normalidad de P y de (4.51)) se tiene que pg, es una sucesién de
Cauchy en X y asi po, — p« € X. De manera similar, se demuestra que pig,+1 —

p* € X. Como gy < pr < p* < figg 41 implica que

ponte = f(pony1) < f(u") < flpe) < flpon) = ponys, n €N

Cuando n — oo, tenemos
fe < f(p7) < flpe) < pt (4.52)
Por otro lado, de y se deduce que
0 < u* — e < pongr — pan < (1 —1t,)p1 para cadan € N.

Entonces, por la normalidad de P y como t* = 1, se obtiene que u, = pu*. Ademas, por
tenemos que pu, = f(u*) = f(pe) = p*. Sea " = p, = p*. Entonces f(z*) = z*.
Ya que (Hs) implica (Hy), por el Lema x* es el unico punto fijo de f en P. Se
ha probado que la sucesién de iterados del Picard de 6 converge a x*, entonces por el
Lema se tiene que para todo xy € P la sucesién {x,} de iterados de Picard de zg

converge a x*. |
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Teorema 4.3.3. Sea f : P — P un operador decreciente que satisface la condicion
(Hs3). Si P es normal, entonces f tiene un tinico punto fijo x* € P y para todo xo € P
se cumple que

| z, — 2" ||— 0, cuando n — oo,

donde la sucesion {x,} estd definida por
Ty, = f(zn_1) para cada n € N.
Ademds, se tiene la siguiente estimacion de velocidad de convergencia:

| Zan — 2™ [S2N? || f(O) || (1 =€), nEN, (4.53)

1

| wone — 2" |S2N? || f(O) [| (1 =€), n €N, (4.54)

donde N es la constante normal de P.

Demostracion.
La demostracion de este teorema es andloga a la demostracion del Teorema [4.3.2]
excepto la demostracién de t* = 1.

Primero probamos por induccion que

n—1

t, > €, paratodon € N. (4.55)

Paran = 1.

€ = = = =¢ (4.56)

De (4.47) se tiene que € < t;.

Por lo cual, t, > ¢ paran = 1.
Supongamos que #; > ¢, paraalgink € N, pero t, < 1y ¢ > e. Entonces,

e < e < 1, ademas, por la desigualdad ‘D y la condicién (Hj) se tiene que

k-1 k—1 k

ok = fpor) < ftrponin) < f€7 poryr) < (€7 )" fpons1) = €7 flanyo
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Entonces,

Tk Tk
Hokt2 = € okl = € [U2k+3.

Asi, tenemos que ty 1 > ¢ . Por lo cual tn > . y t, <1 para todon € N.

n—1 .
Como € — 1, cuando n —» oo, se sigue que t* = 1.

Finalmente, probaremos (4.53) y (4.54). De (4.44)) y de la desigualdad

Pon < Topt1 < ont1, tenemos que
| Zons1 — 2" [|<[| @2ns1 — pzn | + || p2n — 2" [[< 2N || p2ngr — pzn || - (4.57)
Por otro lado, de (4.51)) y (4.55)), se sigue que

0 < ponr — pan < (L= €™ ) f(0).

Entonces,
| prznsr = prza IS NI FO) || (L—€ ). (4.58)
Observe que (4.57)) y (4.58) implica (4.53). De manera similar, reemplazando (4.40))
con (4.41)), se demuestra (4.54)). |

Observacién 17. En el Teoremal4.3.3y el Teoremal{.3.3 no requerimos la compacidad
y la continuidad del operador f, pero las condiciones (Hy) y (Hs3) son mds fuertes que

la condicion (Hy).

4.4. Aplicaciones en Operadores Decrecientes

Considere la ecuacion integral no lineal:

1 = U(z) + U(z) /1 B@.9) & yay, (4.59)

o 12— 2
con 0 < z < 1, que proviene de la fisica nuclear, donde ¥(x) denota alguna proba-

bilidad, 0 < ¥(z) < 1. Asumimos lo siguiente:
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(1) R(x,y) es continua en 0 < zyy < 1. Si x > y, entonces, R(z,y) > 0. Ademas,

si x < y entonces R(z,y) < 0.

(11) Existe v > 0 tal que
| R(z,y) [< M [z —y["S(z,y), con 0<z,y<1,

donde M > 0 es una constante, S(x,y) es no negativa, acotada con 0 < z,y <1y
S
im 2@ o
zy—0t T+ Y

Conclusion. La ecuacién integral (4.59) tiene una tinica solucién continua positiva W*(x),
y 0 < U*(z) < 1. Ademds, para cualquier funcién continua Wy(x) definida en [0, 1] con

0 < ¥o(x) <1, se cumple que

|U,, — Ux||, — 0, cuando n — oo, (4.60)
donde
1
R(z,y)
Demostracion. Haciendo la siguiente sustitucion
¥(e) = g~ 1 (4.62)

La ecuacién (4.59)) se convierte en

_ ["R(z,y) _ 1
P(z) —/0 R 1+w<x)dy. (4.63)

Ademads, como 0 < ¥(x) < 1, resulta que ¢ (z) > 0.
Sean X = C[0,1] y P = {¢ € C[0,1] : ¢(z) > 0, 0 < 2 < 1}. Por el ejemplo se

tiene que P es un cono normal. Considere un operador definido por

1
(fo)(@) = / :]:;(:i’ Zy/g 1T L(ﬂf) dy, para todo 1 en P.

0

Por el Ejemplo 4.3.2] se tiene que el operador f : P — P es decreciente, H; y

completamente continuo. Por el Teorema [4.3.1] la ecuacién (4.63]) tiene una solucién
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unica 1" en P. Ademads, para cualquier 1y € P la sucesién de iterados
n = f(n_1), para cadan € N, (4.64)

converge a ¥*, es decir, [[1, — x|, = 0, cuando n — oo.
Por lo tanto, a partir de la sustitucion (4.62)), la ecuacién (4.59) tiene una unica
solucién continua positiva U*(z) y 0 < U*(z) < 1, donde

1

:W, con0<z<1 (4.65)
T

U(z)
para cualquier g € C[0,1] y 0 < ¥y(z) < 1, tomando

1

o(x) = m -1

Luego vy € P. Por induccion, se demuestra que

B 1
14 ()

donde {¢,} v {V,,} son sucesiones definidas por (4.64) y (4.61)), respectivamente.
De convergencia de 1, a " y las ecuaciones ({4.65)) (4.66)), se deduce (4.60)). |

U, (x) , para todo n € NU {0}, (4.66)
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