.. Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

~ Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Estudio tedrico y numérico de los solitones 6pticos
espaciales.

Tesis presentada al
Colegio de Fisica
como requisito parcial para la obtencion del grado de
Licenciado en Fisica Aplicada
por

Aletvia Andrea Cuetlach Martinez

Asesorado por

Dr. Maximino Luis Arroyo Carrasco

Puebla Pue.
Noviembre de 2019






* Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Estudio tedrico y numérico de los solitones 6pticos
espaciales.

Tesis presentada al
Colegio de Fisica
como requisito parcial para la obtencion del grado de
Licenciado en Fisica Aplicada
por

Aletvia Andrea Cuetlach Martinez

Asesorado por

Dr. Maximino Luis Arroyo Carrasco

Puebla Pue.
Noviembre de 2019






Titulo: Estudio teérico y numérico de los solitones 6pticos espaciales.
Estudiante: ALETVIA ANDREA CUETLACH MARTINEZ

COMITE

Dra. Marcela Maribel Méndez Otero
Presidente

Dra. Maria del Rosario Pastrana Sanchez
Secretario

Dra. Emma Vianey Garcia Ramirez
Vocal

Dr. Carlos Ignacio Robledo Sanchez
Vocal

Dr. Maximino Luis Arroyo Carrasco
Asesor






Agradecimientos

Es dificil expresar mi sentir por todo lo que he vivido en estos anos, son tantas las
hora invertidas, son muchas las personas a las que he conocido y que han contribuido
a mi formacion, la universidad ha dejado en mi una base no solo para mi vida
académica y profesional, sino para mi vida personal.

Le agradezco a la universidad, a mi facultad, a cada uno de los profesores con
los que tuve el placer de tomar clase, al mi comité de tesis y principalmente al
Dr. Maximino Luis Arroyo Carrasco por sus esfuerzos para que finalmente pudiera
graduarme.

También agradezco a cada miembro de mi familia por su apoyo, carino y com-
pania, especialmente a mi abuelita Francisca que siempre creyé en mi, a mi papa,
mi mama, mis hermanos, mis gatos y mis perros que me han hecho ser una mejor
persona y alentado a siempre seguir adelante.

Gracias a todos mis amigos, sin ellos hubiera sido bastante complicado mi andar
en especial a Miriam, Ivonne, Fernanda, Ivan y Estefany que aunque muy distintos
siempre me alentaron para aceptar nuevos retos.

Gracias a todas las personas que han formado parte en este logro en mi vida .






Indice general

Resumen

Introducciéon

1. Introduccién a la Optica

1.1.

1.2.

1.3.

Optica Lineal . . . . . . . .. ... ...
1.1.1. Ecuacion de Onda . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.1.2. Ecuaciéon de Helmholtz . . . . . . .. ... ... ... .. ...
1.1.3. Ecuacién Paraxial de Helmholtz . . . . . . . ... .. ... ..
1.1.4. Difraccion . . . . . . ..o
1.1.5. Haz Gaussiano . . . . . . . . .. .. ... ... ...
Opticano lineal . . . . . . . . .. . .. ...
1.2.1. Efecto Kerr 6ptico . . . . . . . . . ... ... .. ... ...
1.2.2. Autoefectos . . . . . . ...
La Ecuaciéon No-Lineal de Schrodinger . . . . . . . .. ... .. ...
1.3.1. Soluciones . . . . . . . . ...

2. Solitones Opticos

2.1.
2.2.
2.3.

Clasificacion de solitones opticos . . . . . . . . . . ... . ... ....
Solitones Opticos espaciales . . . . . . . . . ...
Solitones Opticos Espaciales Kerr . . . . . . . ... ... ... ....
2.3.1. Solitones brillantes . . . . . . . ... ... ... .. ... ...

2.3.2. Solitones osSCuros . . . . . ...

XI

XIII

10
11
12
14
16



VIII INDICE GENERAL

2.4. Soluciones ala ENLS . . . . . . .. ... .. .. ... ... ...... 27

2.4.1. Soliton brillante de primer orden . . . . . . .. ... ... .. 27

2.4.2. Soliton oscuro de primer orden . . . . . .. ... L. 28

3. Estudio numérico 29

3.1. Método de Paso Dividido de Fourier. . . . . . . ... ... ... ... 30

3.2. Algoritmo . . . ... 31
3.3. Codigo para la aplicacion del Método de Paso Dividido de Fourier en

la ENLS . . . . . . 32

3.4. Simulacion . . . . ... 35

4. Conclusiones 37

A. Método de Dispersion Inversa 39

Bibliografia 43



Indice de figuras

1.1. Funcién de onda de una onda paraxial propagandose en direccion z

en funciéon de la distancia axial. . . . . . .. ..o o000 5
1.2. Frentes de onda y las normales de una onda paraxial en el plano x-z. 5)
1.3. Visualizacion del principio de Huygens-Fresnel. . . . . . . . . . . . .. 7
1.4. Representacion de los parametros de un Haz Gaussiano. . . . . . . . . 9
1.5. Autoenfocamiento. . . . . . . . .. ... 13
1.6. Autodesenfocamiento. . . . . . ... ... L. 14

2.1. Comportamiento del potencial en un medio con no linealidad Kerr

positiva [32]. . . . . ... 21
2.2. Perfil transversal del soliton brillante fundamental, Ec (2.22). . . . . . 23
2.3. Comportamiento del potencial en un medio con no linealidad Kerr

negativa [32]. . . ... 25
2.4. Perfil transversal del soliton brillante fundamental. . . . . . . . . .. 26

3.1. Generaciéon numérica de un soliton brillante fundamental propagan-
dose 20 Lp, (b) en azul se muestra el perfil transversal de intensidad
a la entrada y (c) en rojo alasalida. . . . . ... ... ... . .... 35

3.2. Generacion numeérica de un solitéon oscuro fundamental propagandose
10 Lp, b) en azul se muestra el perfil transversal de intensidad a la
entrada y ¢) en rojo alasalida. . . .. ... ... ... ... .. ... 36

A.1. Métodos de solucion para una ecuaciéon evolutiva no lineal. [40] . . . . 40

IX






Resumen

El presente trabajo de tesis estudia de forma tedrica y numeérica a solitones
brillantes y oscuros que surgen de la compensacion de efectos lineales (difraccion)
y no lineales (autoenfocamiento o autodesenfocamiento) durante la propagacion de
luz de alta potencia en un medio Kerr, denominados solitones 6pticos espaciales.

En primer lugar, se estudia la propagacion de la luz en un medio lineal y el
fenomeno de difraccion, posteriormente, se aborda un enfoque no lineal en donde se
describen los efectos que sufre la luz al propagarse en un medio con no linealidad
Kerr, lo cual permite plantear la ecuaciéon que describe la interaccion entre la difrac-
cion y el efecto no lineal al propagarse la luz en el medio, esta es la Ecuacion No
Lineal de Schrédinger.

Para finalizar la parte teorica, se presenta una solucién que describe a los solitones
propuesta por V. E. Zakharov y A. B. Shabat [31], se analizan los casos en los que la
difraccion se compensa con el autoenfocamiento o el autodesenfocamiento llegando
a partir del método de dispersion inversa a las ecuaciones que describen al soliton
brillante y al soliton oscuro obtenidas por A. Hasegawa y F. Tappert [32, 33| ,
ademaés, se demuestra que dichas ecuaciones son soluciones a la Ecuacién No Lineal
de Schrodinger.

Para concluir con el trabajo, se analiza la Fcuacion No Lineal de Schrodinger a
partir del Método numérico de Paso Dividido de Fourier (o Split Step Fourier Met-
hod), a partir del cual se simula la propagacion de los solitones brillantes y oscuros
en el lenguaje de programacion MATLAB, ilustrando asi que el perfil transversal de
los solitones es invariante.

Palabras calve: Difraccion, Efecto Kerr, Soliton Espacial, Dispersion Inversa y
M¢étodo de Paso Dividido de Fourier
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Introduccion

La fisica, una de las ciencias con mayor impacto en la vida del ser humano,
tiene como objetivo el estudio de las propiedades de la materia y sus interacciones a
través del espacio y el tiempo, permitiendo dar explicaciones a multiples fenémenos
naturales basandose en observaciones experimentales y mediciones. El alcance de la
fisica es extremadamente amplio por lo que existen numerosos campos encargados
de investigar diferentes aspectos de la realidad.

La 6ptica, una de las primeras ramas de la fisica y, en general, de la ciencia, estu-
dia el comportamiento, las propiedades y las interacciones de la luz [1]; los primeros
en proponer teorias 6pticas y, ademas, estudiar los efectos de reflexion y refraccion
fueron los griegos, sin embargo, con anterioridad se manejaban ideas superficiales
que permitian aprovechar la luz en situaciones cotidianas. Los fenémenos 6pticos
han sido esenciales en el desarrollo e ilustraciéon de conceptos importantes en mate-
maéticas y fisica [2, 3.

La invencion del laser (Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation)
en 1960, por Maiman, revoluciono el entendimiento de la luz y abri6 las puertas a
nuevas areas de investigacion, entre las que destaca la 6ptica no lineal [4] que nace
con la observacion del fenémeno de segundo armoénico por Franken en 1961 [5],
suceso que motivo estudios sobre la interacciéon de la luz con la materia, los cuales
permitieron la observacion y generacion de otros fenémenos no lineales como tercer
armoénico, efecto Raman, solitones, ademas de aplicaciones como la conversion de
frecuencia laser y la conmutacion optica [6, 7).

Historicamente, la primera observacion documentada de un soliton se atribuye al
ingeniero escocés John Scott Russell en 1834, quien los observé en un canal de agua
(en Germiston, Escocia) y que denominé “great waves of translation”, luego llamadas
ondas solitarias [8]. Desde entonces, este fenomeno ha recibido creciente interés y
es considerado como una clave para comprender el comportamiento no lineal en la
naturaleza.

En 1870, Boussinesq y Rayleigh de manera independiente dieron explicaciones
parciales, con expresiones matematicas a la forma y velocidad de dichas ondas. Poste-
riormente en 1895, Diederik J. Korteweg y su estudiante Gustav De Vries obtuvieron
una ecuacion diferencial parcial que modelaba el fenémeno [9, 10|, pero al ser no

XIII



X1V Introduccién

lineal representaba un enorme reto de analisis. Con la llegada de las computadoras
fue posible la obtencién de soluciones numéricas a la ecuacion KdV, en 1965 por
Norman Zabusky y Martin Kruskal, demostrando la existencia de ondas solitarias,
que se mantenian propagando permanentemente sin sufrir deformacién alguna, a
las que denominaron solitones, acunando el término “solitéon” con el fin de reflejar
su naturaleza de particula pues permanecen intactas incluso después de colisiones
mutuas [11].

La idea del soliton se desarrolld mateméticamente, lo que permitié que en 1971
dos investigadores de la Academia de Ciencias de la URSS, Vladimir E. Zakharov
y Aleksei B. Shabat, descubrieran que habia otra ecuaciéon interesante en el estudio
de solitones: la hoy conocida Ecuacién No Lineal de Schrodinger (ENLS) [9], que
permite explicarlos como una soluciéon a una ecuaciéon de onda cuyo caracter no lineal
lleva a soluciones en forma de paquetes de onda localizados, pero es la no linealidad
lo que dificulta su analisis y da comienzo la bisqueda de métodos numéricos para
obtener soluciones aproximadas, actualmente existen un nimero considerable de
estos, entre los cuales destacan: el explicito clasico, de rayuela, implicito-explicito,
esquema implicito de Crank-Nicolson, el esquema Ablowitz-Ladik, de paso dividido
de Fourier y el pseudospectral |12, 13].

De manera general, el termino soliton hace referencia a un paquete de ondas
unidas por la interaccion de efectos lineales y no lineales mutuamente compensa-
dos [14]. Los solitones 6pticos se clasifican en temporales y espaciales; dependiendo
de si el confinamiento de la luz sucede en el tiempo o el espacio durante la propa-
gacion de la onda, y se presentan si el medio tiene una no linealidad. Los solitones
generados por una susceptibilidad de tercer orden, es decir, cuando el indice de re-
fraccion se modifica con la intensidad de luz, son conocidos como Kerr y descritos
por la ecuacion no lineal de Schrodinger [5]. La dependencia del indice de refraccion
respecto a la intensidad conduce al autoenfocamiento (o autodesenfocamiento) o a
auto-modulaciéon de fase.

Los solitones temporales representan pulsos 6pticos que mantienen su forma en
el tiempo, se producen si el efecto no lineal de auto-modulaciéon de fase logra con-
trarrestar la dispersion cromatica (luz de diferentes longitudes de onda, viajando
a distintas velocidades). En particular, los solitones temporales han eclipsado a los
solitones espaciales, por su enorme importancia aplicativa como portadores de in-
formacion y a su facultad de propagarse miles de kilometros en fibra [15].

La fisica de los solitones espaciales es més rica [16], ya que el atrapamiento ocurre
en una o dos dimensiones transversales e involucra distintos tipos de respuestas en
el material, por lo que podemos definirlos como haces autoguiados que permanecen
confinados en las direcciones transversales ortogonales a la direccién de propagacion,
y ocurren si la no linealidad 6ptica (autoenfocamiento o autodesenfocamiento) com-
pensa la difraccion tipica que sufriria el haz en un medio lineal [17|. La difraccion
se supera porque las componentes de la onda plana son obligadas a viajar en fase,
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con una constante de propagacion comun determinada por la respuesta no lineal.

En este trabajo de tesis nos enfocaremos en el estudio de solitones espaciales de-
bido a que pueden producirse fenémenos fascinantes que estan especificamente vin-
culados al mayor niimero de dimensiones, por ejemplo, autoenfoque e inestabilidades
transversales, espiral e interacciéon hibrida dimensional soliton-solitéon, la existencia
de vortices 6pticos, la formacion de patrones complejos y estructuras localizadas en
cavidades [16-18|.

El objetivo general de este trabajo de tesis es realizar un estudio numérico y ana-
litico de las soluciones a la ecuaciéon no lineal de Schrodinger en un medio Kerr. Para
llevar a cabo este objetivo, se obtienen y comprueban analiticamente las soluciones
a la Ecuacion No Lineal de Schrédinger, es decir, la solucion tipo solitones brillan-
tes y oscuros y, posteriormente, se ilustra numéricamente que cumplen la ecuaciéon
utilizando el método de Paso Dividido de Fourier (Split Step Fourier Method).

En el primer capitulo realizamos una introduccién general sobre el estudio de los
solitones 6pticos espaciales, partiendo de las ecuaciones y principios basicos de 6ptica
y Optica no lineal para la comprension del fenémeno, desarrollados brevemente con
el objetivo de obtener la Ecuacion No Lineal de Schrédinger. Se plantea la idea del
soliton y se presenta la estructura de las soluciones.

En el segundo capitulo se definen a los solitones 6pticos, se presentan las clasi-
ficaciones mas relevantes de estos para posteriormente orientar el trabajo hacia los
solitones 6pticos espaciales por efecto Kerr y dar paso a la obtencién analitica de las
soluciones tipo solitéon oscuro y soliton brillante a partir del método de dispersion
inversa para posteriormente demostrar que son soluciones a la Ecuaciéon No Lineal
de Schrodinger.

En el tercer capitulo se introduce histéricamente el uso de métodos numéricos,
seguido del planteamiento del método de paso dividido de Fourier y su aplicacion
a la ecuacion No Lineal de Schrodinger a partir de un algoritmo desarrollado en el
lenguaje de programacion MATLAB, lo cual permite ilustrar numéricamente que las
ecuaciones obtenidas en el capitulo 2 cumplen con las condiciones para ser soluciones
a la Ecuacion No Lineal de Schrodinger. Finalmente se dan las conclusiones del
trabajo desarrollado.






Capitulo 1
Introduccion a la Optica

La interaccion de la luz con la materia permite de manera cotidiana la observacion
de un gran ntumero de fenémenos 6pticos, por ejemplo, el color del cielo, un arco iris,
reflejos brillantes sobre el agua, espejismos, etc. [3]. Cuando luz de baja intensidad
interacttia con un medio material se producen fenémenos 6pticos lineales, tales como
la reflexion, la absorcion, la dispersion, la difraccion de la luz, entre otros [1-3]. En
cambio, cuando luz de alta intensidad interacciona con la materia algunas de sus
propiedades 6pticas son modificadas y la radiaciéon incidente puede ser alterada en
frecuencia, fase o amplitud, teniendo asi fenémenos 6pticos no lineales [5].

El capitulo tiene como objetivo presentar la Ecuacion No Lineal de Schrodinger
que describe a los solitones 6pticos espaciales y la fisica presente en ella, por lo cual,
se introducen conceptos fundamentales de 6ptica lineal y no lineal, centrandonos en
difraccion y autoenfoque (o autodesenfoque) de un haz.

1.1. Optica Lineal

Las opiniones acerca de la luz han cambiado a lo largo del tiempo; Newton inspi-
rado en la propagacion rectilinea de la luz, la consideraba como un flujo de particulas
luminosas que obedecian las leyes de la mecéanica clasica (teoria corpuscular); sin
embargo, no todos pensaban igual, Christian Huygens, presento una teoria diferente
de la luz en 1678, haciendo una analogia entre fenémenos actsticos y 6pticos; fue
capaz de explicar las leyes de la reflexion y refraccion [19], dando los primeros pasos
de la teoria ondulatoria.

A principios del siglo XIX se comenz6 a formar la 6ptica ondulatoria. Los expe-
rimentos de Young y Fresnel probaron que los haces de luz pueden interferir, hecho
que no podia explicarse con la teoria corpuscular. Fresnel (1815) detall6 el principio
de Huygens complementandolo con las ideas de Young respecto a la interferencia,

1



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA OPTICA
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explicando el comportamiento rectilineo y la distribucién de intensidad de la luz al
pasar cerca de algin obstéculo, es decir, difraccion |1, 19].

Posteriores estudios de la polarizacion de la luz y la difracciéon de haces po-
larizados (Fresnel y Aragon) llevaron a definir a las ondas luminosas como ondas
transversales, en otras palabras, que la direccion de las oscilaciones es perpendicular
a la direccion de propagacion. En 1846, Faraday descubri6 el fenémeno de la rotacion
de planos de polarizacién con lo que se demostrd que existen nexos entre los feno-
menos 6pticos y magnéticos. Por otra parte, se hallé6 que la unidad electromagnética
de la constante eléctrica y magnética, guardan una relaciéon igual a

1

Ho€o

~3x 108
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la velocidad de la luz, lo que llevo a Maxwell en 1873 a unificar su trabajo sobre los
campos eléctricos y magnéticos en una tnica teoria denominada electromagnetismo

19].

1.1.1. Ecuacion de Onda

La formaciéon de una onda depende de la presencia de enlaces entre las diferentes
partes del sistema, las ondas electromagnéticas tienen su expresion matemaética en
las ecuaciones de Maxwell [20]:

VD = pe (1.1)
V-B= (1.2)

. 0B

- - dD
—J+ 1.4
VxH=J+ 5 (1.4)

donde D = ¢E+ P y H= %, €0V Mo son respectivamente la permeabilidad eléctrica
y magnética en el vacio.

Considerando el caso més sencillo de onda plana, donde E = Eye'@ K7 y
B = Bye'@=E7) en un medio isotropico, no magnético J = 0, no conductor pey; = 0
y dieléctrico homogéneo con P = eoxVE, nos lleva a la ecuacién de onda

Vi — ——u=0 (1.5)

con V2 el operador Laplaciano (V2 = 9?/0z% + §?/0y* + 0*/0z* en coordenadas
cartesianas) y v = 1/4/po€o(1 + xM) la velocidad en el medio. Cualquier funcion

2



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA OPTICA
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que satisfaga la ecuacion de onda representa una posible onda 6ptica y el principio
de superposicion es valido por la naturaleza lineal de la ecuacion.

Un material transparente homogéneo como el vidrio se caracteriza por una cons-
tante tnica, su indice de refracciéon n > 1. En un medio de indice de refracciéon n,
las ondas de luz viajan a menor velocidad que en el vacio y es justo la diferencia de
velocidades lo que permite caracterizarlo:

(1.6)

c
V= —
n

Una onda 6ptica esta descrita matematicamente por una funciéon de onda real de
posicion 7 = (x,y, z) y tiempo t, denotada de la forma u(7t), la manera méas simple
es la onda armonica, generalmente representada como:

w(r,t) = a(r)sin (k - 7 — kvt) = a(7) sin (¢(7) — 27vt) (1.7)
donde a(7) es la amplitud, & = 27/X es el namero de onda, A es la longitud de onda,
¢(7) es la fase y v = v/ es la frecuencia.

Estas ondas idealizadas disponen de una frecuencia constante definiendo a una
onda monocromatica que sirve para reproducir diversos fendmenos, pues a pesar
de que las ondas verdaderas poseen una banda de frecuencia, toda onda puede ser
representada como la suma de ondas armoénicas. Cuando la banda de frecuencia de
una onda es estrecha se denominan causimonocromatica [1].

El analisis de fenémenos ondulatorios se simplifica al representar las ondas con
funciones exponenciales en lugar de senos y cosenos, con base en la féormula de Euler:

et = cos(6) £ isin(6) (1.8)
Por lo que la funcién de onda puede ser escrita como
u(7,t) = ae'kTRD (1.9)

donde se escoge la parte real o la imaginaria con el fin de expresar a la onda armoénica.

1.1.2. Ecuacion de Helmholtz

Las ondas monocromaticas que en general son representadas por una funciéon de
onda con dependencia temporal armoénica:

u(7, t) = a(F) cos [2mvt + o(7)] (1.10)

nos conducen hacia otra ecuacion interesante en el estudio de la luz, para lo cual es
conveniente representarla a modo de una funcién compleja, es decir:

U(7,t) = a(F)eDe?™ = U(7)e?™! (1.11)

3
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con lo que:

1
u(r, t) = Re{U(7,t)} = E[U(F’ t) -+ U*(7,t)] (1.12)
donde U(7) es la amplitud compleja, cuya magnitud |U(7)| = a(7) es la amplitud
de la onda y cuyo argumento arg{U(7)} = ¢(7) es la fase. La funcién de onda
compleja U(7,t), describe la onda completamente y también satisface la ecuacion
de onda [4].

A partir de la sustitucién de la Ec. (1.11) en la ecuacion de onda (Ec. (1.5))
se obtiene una ecuacion diferencial para la amplitud compleja U(7), denominada
Ecuacién de Helmholtz:

VEU(7) + K*U () = 0 (1.13)
donde el namero de onda:
LA (1.14)
c c

y ko es el niimero de onda en el vacio y n es el indice de refracciéon constante.

La ecuacion de Helmholtz es valida en todas las ondas que satisfacen la ecuacion
de onda. Las soluciones mas simples a esta ecuaciéon en un medio homogéneo son
las ondas planas y esféricas, pero no son las tnicas, de forma particular, una onda
paraxial también la satisface.

Si U(7,t) no es monocromatico, puede representarse en términos de su transfor-
mada de Fourier [21] como

U(7,t) = /Oo U (7, fe™td f (1.15)
donde .
U7, f) = / U (7, t)e 't dt (1.16)

Si sustituimos la Ec. (1.16) en la ecuacion de onda, obtendremos la ecuacion de
Helmbholtz para U(7, f).

1.1.3. Ecuacion Paraxial de Helmholtz
Una onda paraxial es una onda plana que viaja a lo largo de la direcciéon z,

modulada por una envolvente compleja A(7) que es una funcién de posicion que
varia lentamente, cuya amplitud compleja es:

U(7) = A(F)e %= (1.17)

4



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA OPTICA
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La variacion de la envolvente A(7) y 0A/0z debe ser lentas dentro de la distancia
de una longitud de onda A = 27/k, es decir:

0A

— < kA 1.1
7 <k (1.18)
' 0?A
52 < k*A (1.19)

con la finalidad de que mantenga su comportamiento de onda plana.

u(0,0,z) 1

:
f

\;=_-—:_‘:
\\‘c—:_‘:
\-:::_’
—
T

NY

Figura 1.1: Funcién de onda de una onda paraxial propagéndose en direcciéon z en
funcion de la distancia axial.

x A Frente de on'd}.,,

Rayos

Figura 1.2: Frentes de onda y las normales de una onda paraxial en el plano x-z.

Buscando que la amplitud compleja U(7) satisfaga la ecuacion de Helmholtz, la
envolvente compleja A(7) debe satisfacer otra ecuacion diferencial parcial, que se

5
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obtiene al sustituir la Ec. (1.17) en la ecuaciéon de Helmholtz y despreciar 9?A /92>
en comparacion a dA/9z o k*A, conduciendo a

., 0A
V2A — i2k—===0 (1.20)

donde VZ = 0%/9z* + 0*/dy? es el operador Laplaciano Transversal.

Esta es la Ecuacion Paraxial de Helmholtz [4, 21| cuya solucién mas simple
es la onda paraboloidal.

1.1.4. Difraccion

Cuando las ondas atraviesan “obstaculos”, su comportamiento no se puede descri-
bir en términos de rayos, por ejemplo, si una onda plana pasa a través de un orificio,
una parte se desvia de su direccion original de propagacion y el campo resultante es
diferente del incidente, en tamano y forma. La propagacion de la onda implica este
fenomeno llamado difracciéon producido con todo tipo de ondas, incluidos los haces
opticos [1, 19, 21].

Si la longitud de onda de un campo es més grande que la apertura del dispositivo
de difraccion, se puede usar la teoria de difraccion escalar, utilizable para analizar
la mayoria de los fenémenos de difracciéon y sistemas de imagen, pues describe con
bastante precision la propagacion de la onda resultante [21]. La teoria de la difraccion
escalar implica la conversion de la ecuacién de onda en una ecuacion integral. Esta
teoria nos conduce a un postulado considerado como el principio fundamental que
permitio la aceptacion de la teoria ondulatoria de la luz sobre la teoria corpuscular,
el principio de Huygens-Fresnel, cuya descripcion matematica fue perfeccionada por
Kirchoff, Rayleigh y Sommerfeld [19].

El principio de Huygens-Fresnel

El principio de Huygens-Fresnel, establece que cada punto sin obstruccién de un
frente de onda, en un instante de tiempo determinado, sirve como fuente de trenes
de onda secundarios esféricos, la envolvente de estas ondas secundarias forma un
nuevo frente de onda, su superposicion constituye la onda en otro plano |1, 21]. La
funcién de respuesta al impulso del sistema para la propagacion entre dos planos es

1 =z ,
U($an07z) = JTT\// U(ﬂf,y, O)ekaldxdy (121)
01

donde 7y es la distancia de Py a Py, siendo I la imagen reflejada de P con respecto
al plano inicial, como se muestra en la siguiente Figura 1.1.
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Figura 1.3: Visualizacion del principio de Huygens-Fresnel.

Se observa que U(xg, 3o, z) es una convolucién lineal con respecto a x, y, es decir:

Ul(xo, 40, 2) = U(z,y,0) * h(x,y, 2) (1.22)
donde 12
] exp [ikr (1 + x2;y2> ]

h(l‘,y, Z) = % 1+ Z22;12 (1'23>

Difracciéon en la Region de Fresnel

Limitando el campo de onda de entrada a una extension radial Lq:
U(x,y,0) =0 =i Vaz+y? > Ly (1.24)

De forma similar, se limita la extension radial del campo de onda observado
U(z,y,0) en el plano de salida a una region L, tal que

U(xo,y0,2) =0  si Va2 +y? > Ly (1.25)
ro1 en la Ec. (1.17) es

(20 — )2 + (yo — y)2]"?

5 (1.26)

Tor = 2 ]_—I—

donde (x, y, 0) son las coordenadas de un punto en el plano de entrada y (zg, yo, z)
en el plano de observacion.
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Con las dos restricciones mencionadas, se cumple que

(w0 —2)° + (w0 — ¥)?],,,, < (L1 + La)? (1.27)

Utilizando el limite superior: Si

el término (1/i)\)(z/r3)) en la Ec. (1.17) se puede aproximar a 1/i\z. Sin embar-
go, se requiere mas cuidado con la fase krqg, expandiendo en una serie binomial y
restringiendo en |z|, la fase es aproximadamente:

brow = bz + oo (@0 — 2" + (40— 9)’ (1.20)

Las aproximaciones hechas anteriormente se conocen como aproximaciones de
Fresnel y en esta region, la Ec. (1.17) se convierte en

j;z // Uz, y,0) exp <zi—z [(z0 — )% + (yo — y)ﬂ)dxdy (1.30)

donde la respuesta al impulso viene dada por

ezkz »27_‘_
h(z,y,z) = By exp (ZE [:c2 + yﬂ) (1.31)

U(an Yo, Z) -

La aproximaciéon de Fresnel es en realidad una soluciéon de la ecuacion de onda
paraxial [21]. Los términos cuadraticos en la Ec. (1.30) se pueden expandir de manera
que se conviertan en

ikz ] 2. o 2
Ulzo, yo, 2) = ;Ze(%[%wo}) / / U'(z,y,0) exp (2)\—7; [a:ox+yoy])dxdy (1.32)

donde L
U'(z,y,0) = Ul(x,y,0)exp (ZZ [1:2 + yﬂ) (1.33)

Difracciéon en la Regiéon de Fraunhofer
Considerando la Ec. (1.33), si
k
z> 3 (2 + 9] (1.34)

entonces, U'(x,y,0) es aproximadamente igual a U(z,y,0). Cuando esto sucede, la
region de Fraunhofer es valida [21], y la Ec. (1.32) se convierte en

ikz

3 2 2 2
U(I()vyOaZ) = (:\ e(%[m‘ﬁy‘)b // U(%%O) €Xp <Z—7T [$0$ +y0y])dxdy (1'35)

Az Az
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1.1.5. Haz Gaussiano

El haz Gaussiano, el tipo de haz laser mas comin, es una solucién de la ecuacion
de Helmholtz que se obtiene partiendo de la onda paraboloidal. Considerando que la
onda se propaga en la direcciéon z positivo y se encuentra sobre un plano transversal,
la expresion que define su amplitud compleja es:

2

U(F) = Ay WM@) exp {—Wg—(z)} exp {—ik‘z — ik

p2

2R(z)

+iC(2) (1.36)

La cual es descrita por dos parametros independientes, Ay = Aj/iz y 2, que se
determinan a partir de las condiciones de frontera, los demas estan relacionados con
el zo y la longitud de onda A [4].

XY

Figura 1.4: Representacion de los parametros de un Haz Gaussiano.

Los pardmetros que definen al haz Gaussiano son el radio del haz en la posicién
z, este crece paulatinamente en ambos sentidos y es minimo en z=0, dado por

W(z) = Woy /1 + (3)2, (1.37)

20

Wy = /220 (1.38)
T

el radio de curvatura del frente de onda, estos son aproximadamente planos cerca
de la cintura del haz, pero tienden a curvarse gradualmente y llegan a ser esférico
para z > zg:

el radio en la cintura:

z

R(z) =z {1 + (ﬁﬂ , (1.39)
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el retardo de fase:

20

¢(2) = tan™! <i> (1.40)

y el angulo de divergencia; que describe la extensiéon del haz a campo lejano:

A
0y = 1.41
0 7TWO ( )
Donde zj es la distancia o rango de Rayleigh definido como
2
2= ”?/0 (1.42)

Su distribucién de intensidad, en cualquier plano transversal a la direccién de pro-
pagacion, tiene simetria circular centrada en el eje del haz y esté descrita por una
funcion Gaussiana:

I(p,z) = I {V%)} 2 exp [_%pi} (1.43)

Con Iy = |Ap|?. La intensidad en eje es:

Wo Iy

)~ e -

100, 2) = I [

La potencia total 6ptica que lleva el haz en una posicién z es la integral de la
intensidad 6ptica sobre el plano transversal:

P= / I(p, z)2mpdp (1.45)
0
Integrando, obtenemos que:
1
P = 5Jo(wwg) (1.46)

Expresando a Iy en términos de P la intensidad 6ptica total del haz es:

(p2) = WL exp {—Q—ﬂ (1.47)

1.2. Optica no lineal

La 6ptica no lineal naci6 después de la invencién del laser, hecho que hizo posible
estudiar fenémenos en los que la interaccion entre la luz y la materia es muy fuerte,
ocasionando que las propiedades del material se modifiquen y afecten la propagacion
de la luz |6, 7]. Al considerar que el medio 6ptico no lineal es homogéneo, isotropico
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y no conductor, se puede describir a partir de las ecuaciones de Maxwell [20], lo cual
lleva a una ecuaciéon de onda no lineal dada por:

(1.48)

La respuesta del material a un campo electromagnético se explica a partir de la
relacion entre el vector de polarizacion P(7,t) y el vector de campo eléctrico E (7, t),
dada por el vector de desplazamiento dieléctrico:

D=eFE+P (1.49)
Al interactuar la luz con el material, los 4&tomos entraran en resonancia; si la fuerza
elastica restauradora es lineal, se representa usando el modelo del oscilador armoénico
simple; en cambio, si es no lineal el desplazamiento desde el punto de equilibrio, una
funcion no lineal del campo eléctrico corresponderé a la polarizacion, por lo que el
sistema estara descrito por el oscilador anarmonico [5].

La linealidad o no linealidad es una propiedad del medio en el cual viaja la luz.
En 6ptica usualmente la dependencia al campo eléctrico es lineal:

P(t) = eox\WE(t) (1.50)

donde la constante de proporcionalidad y™") es la susceptibilidad lineal y ¢, es la
permitividad en el espacio libre.

En optica no lineal, la respuesta es descrita generalizando la ecuacion anterior,
expresando a la polarizaciéon P(t) como una serie de potencias del campo eléctrico
E(t), es decir:

P(t) = el xVE(t) + xPE2(t) + x® E3(t) + .. (L.5)
= PO@) + PA@#) + PO () + ... = P, + Py,

donde las cantidades x®, x®, ... x™ son conocidas como las susceptibilidades
opticas no lineales de segundo, tercer, ... m orden respectivamente. El primer término
es la polarizacion lineal P y los términos de orden mayor forman la polarizacién no
lineal ﬁN L.

Dependiendo de las caracteristicas del material y la amplitud del campo sera
el orden de la respuesta 6ptica no lineal. Por ejemplo, algunos materiales tienen
una no linealidad de segundo orden; en este caso el efecto a tercer orden es débil
y se desprecia, sin embargo, existen otros donde la no linealidad a tercer orden
predomina, tal es el caso de los materiales centro simétricos.

1.2.1. Efecto Kerr 6ptico

El efecto Kerr, también llamado electro-6ptico cuadrético, es un cambio en el
indice de refracciéon de un material en respuesta a un campo eléctrico aplicado. La
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observacion del efecto Kerr-optico es posible cuando se tienen campos eléctricos
intensos del orden de los campos que mantienen a los electrones ligados a los atomos
o moléculas [4, 5, 20].

Con el proposito de desarrollar teéricamente la variacion del indice de refraccion
en un medio con no linealidad Kerr, se considera que el vector de polarizacion
eléctrica es proporcional a

P(t) = eo(xV + XD |E]P) E (1.52)

donde x® es la susceptibilidad eléctrica no lineal del medio. Remplazando 13(15) en
la ecuacion de desplazamiento eléctrico, tenemos:

D =e(1+xY +xOEPE (1.53)
a partir de esta expresion se define el indice de refraccion total como:
n= \/(1 + XD 4 xO|E2) (1.54)
Para pequenas contribuciones no lineales ’X(?’)]E 2)| < |1+ x|, es valida la apro-
ximacion: .
LxWEP?
— - 1.55
n=mng+ 5 e ( )

que representa el indice de refracciéon en medios con no linealidad de tercer orden.

Para la propagacion de una onda monocromaética, la intensidad local esté relacio-
nada a la amplitud del campo eléctrico conforme a I = ng\/€q/ 10| E|2. Sustituyendo
la relacion anterior en la Ec. (1.55) se establece el coeficiente de indice de refraccion
no lineal del medio Kerr igual a

1x® e
— - _ /2 1.56
"2 nZ \ v (1.56)
Finalmente, el indice de refraccion es:
n = ng +nyl = ng + no| E|? (1.57)

El cambio del indice de refracciéon inducido por la intensidad de la luz es quizas el
més observado y es el responsable de los efectos 6pticos no lineales como el autoen-
focamiento, autodesenfocamiento, modulaciéon de fase, entre otros.

1.2.2. Autoefectos

Si el indice de refraccion depende de la intensidad de la luz, siendo su amplitud lo
suficientemente grande, y ademés la iluminacién de la seccion transversal del haz no
es uniforme, el indice de refracciéon no sera una magnitud constante, lo que equivale a
la heterogeneidad del medio. En un material heterogéneo los rayos no son rectilineos
y se desvian hacia la parte donde el indice de refraccion es mayor [5, 22].
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Autoenfoque

El autoenfoque es uno de los efectos fundamentales de autoaccion y de vital im-
portancia en muchos fenémenos 6pticos no lineales, como en el fendbmeno Raman
estimulado, la filamentacion léaser en medios transparentes y claramente en la for-
macion de solitones |22, 23|. Sucede cuando el indice de refraccién aumenta con la
intensidad, por lo que el coeficiente de indice de refraccion no linealidad es positivo
ny > 0, presentandose en el medio un comportamiento de lente positiva, descrito
por

n = ng + |no| | E|*. (1.58)

Medio no lineal

Figura 1.5: Autoenfocamiento.

El proceso de autoenfoque establece un limite superior en la potencia del laser
a propagar en un medio con un indice de refracciéon dependiente de la intensidad.
Para potencias por encima del umbral, el haz sufre un colapso y si es extremada-
mente alta, el material puede ser danado [5|. Hay diversos estudios sobre el poder
del autoenfoque catastrofico que han derivado en numerosas expresiones y valores
mediante el uso de varios argumentos o calculos numéricos. G. Fibich y A. L. Gaeta
demostraron que la forma analitica de la expresion [24] es

P.=a ( A% ) (1.59)

4mngns

donde A es la longitud de onda en el espacio libre y « es una constante que
depende de los pardmetros del material, si se considera que no hay absorcion a = 1
[5, 23, 24].
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Autodesenfocamiento

El autodesenfoque es otro de los efectos que modifica el proceso de interaccion
entre la radiacion laser y la materia. Este efecto ocurre si el coeficiente de indice de
refraccion no linealidad es negativo ny < 0 por lo que presenta la conducta de una
lente negativa [22], con el indice de refraccién dado por

n =ng — |ny||E|? (1.60)

/

Medio no lineal

—

Figura 1.6: Autodesenfocamiento.

1.3. La Ecuaciéon No-Lineal de Schrodinger

La Ecuacion No-Lineal de Schrédinger (ENLS) es una ecuacion diferencial parcial
compleja que emerge en una gran cantidad de ambitos de la naturaleza, razén por
la que es considerada una ecuacion universal [16, 25]. En el ambito de la 6ptica no-
lineal, la ENLS es usada para describir la propagaciéon de ondas electromagnéticas
en fibras opticas y materiales no lineales |9, 15-18|.

El interés en esta tesis se centra en los solitones espaciales, especificamente en
los generados en materiales con una no linealidad Kerr. Con el fin de deducir la
ENLS que describe a los solitones, se parte de un campo cuya componente temporal
tiene un comportamiento armonico, tal que la propagaciéon de un haz linealmente
polarizado a través de un medio con indice de refraccion n(x,y,z), sea descrita por
la ecuacion de Helmholtz:

[V?+n?(z,y, 2)ki] U(z,y,2) =0 (1.61)

en la que kg = 2m/\g es el nimero de onda en el vacio, A\g la longitud de onda y
U(7) es la amplitud del campo eléctrico del haz. Si el medio posee una no linealidad
Kerr, el indice de refraccion es descrito por la Ec. (1.57).
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Se considera un haz bidimensional U = U(z, z), es decir, que se propaga en z
y guarda una distribuciéon espacial transversal solo en x, esto porque bajo la no
linealidad Kerr no han sido encontradas soluciones estacionarias tridimensionales
[18], dicho de otro modo, la aproximacion es valida cuando el haz es eliptico. En
este caso suponemos que la envolvente transversal del haz varia lentamente sobre la
direcciéon de propagacion, y el campo eléctrico se escribe de la forma:

Uz, z) = Ao(z, 2) exp (—ingkoz) (1.62)

Donde A(x,z) es la envolvente transversal del haz. Sustituyendo la amplitud del
campo eléctrico en la Ec. (1.61), se obtiene:

PAo(w,2) | OPAo(x,2) Singke DAo(x, 2)

Ox? 027 o (0" —nj)kiAo(x,2) =0 (163)

Al considerar nuevamente que A(zx, z) varia suavemente a lo largo de la direcciéon
de propagacion, la aproximacion de la envolvente lenta dada por la Ec. (1.19), se
alcanza la ecuacion de onda paraxial:

0?Ao(z, 2) 0A(z, 2)
0x? 0z
Debido a que el indice de refraccion esta dado por la Ec. (1.57), al sustituir en la
Ec. (1.64) se llega a

— 2ingko + (n* —nd)ki Ao(z,2) =0 (1.64)

0?Ao(z, 2)
Ox?

aAo(ZL’, Z)
0z

— 2ingko + (2nona|Ao(, 2) 12 + n3| Ao, 2) [ ka Ag(x, 2) = 0
(1.65)

Ya que ny < ng solo se mantiene el término a primer orden de ns, con lo que:
0Ag(z,2)  19%Ag(x,2)
0z 2 0a?

La Ec. (1.66) es normalizada con los siguientes parametros: Ag = VPA, Z = z/Lp
y X = z/xq, donde Py es la intensidad pico (en W/em?), xq es definido como el
ancho del haz inicial y Lp = nokoz? es la longitud de difraccion o distancia de
Rayleigh, ademés Ly = 1/|na|ko P es la distancia caracteristica de la no-linealidad
y ne = *|ngy|. Aplicando la regla de la cadena y haciendo sustituciones:

Z_@Ao(x,z)(?_Z_ 1 0 (8A0(x,z)8_X)i 1

0z 0z N 2n0k0% 0X ox LNLPU

O0Ay(z, 2) Lp 0 [(0X) 0Au(z,2) Lp 5

= — | =— + A A 1.
! 07 2710]{?01'0 0X ox 0X LNLPO | 0(1'7 Z>| O(ZE, Z) ( 68)
Asi, obtenemos la ecuacion que rige la evoluciéon del haz a través de un material con
no linealidad Kerr:
DAX,Z) 10%°A(X,2) Lp 9
—_— == + AX, 2)|*A(X, Z 1.

conocida como la Ecuacién no lineal de Schrédinger.

+ nonakg| Ao(z, 2)|* Ao (z, 2) (1.66)

inoko

|Ag(z, 2)|*Ag(z,2)  (1.67)
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1.3.1. Soluciones

Encontrar una soluciéon a la ENLS no es algo simple por lo cual es indispensable
entender la relacion entre los términos de dicha ecuacion. La clave para la formacion
del soliton espacial radica en las constantes Ly v L.

Si Lp < Lypy, el segundo término del lado derecho de la Ec. (1.69) puede igno-
rarse, describiendo solo la difraccion del haz inicial. Bajo estas condiciones el haz se
ensancha al propagarse, duplicando su anchura en el momento en que z = Lp, esto
implica que nsy es pequeno a potencias del haz débiles, tal que:

nokg
En cambio, si Ly < Lp, se ignora el término de difraccion y el efecto Kerr domina,
manifestdndose como autoenfocamiento (ny > 0) o autodesenfocamiento (ny < 0).
La anchura espectral del haz se duplica cuando z = Ly, esta condicién nos lleva a:

ny(Poxl) > (1.71)

No k%

Es de esperar que exista un valor en el que el efecto de ensanchamiento del
haz por difraccion se compense con el efecto no lineal Kerr. La existencia de la
compensacion da origen al soliton espacial en un material con no linealidad Kerr, la
solucion de tipo soliton [15-18] se espera de la forma:

A(X, Z) = V(X) exp (—iT(X, Z)) (1.72)

propuesta como una analogia entre los modos de los sistemas lineales no homogéneos
y los sistemas homogéneos no lineales en 1971, por Vladimir E. Zakharov y Aleksei
B. Shabat (Con base en su experiencia con la Ecuacién de Schrédinger) [31]. La
NLSE suele ser estudiada con el método de dispersion inversa admitiendo soluciones
estacionarias del tipo soliton, tanto en el régimen de autoenfocamiento (ny > 0)
como en el de autodesenfocamiento (ny < 0).
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El solitéon refiere a un fenémeno natural que ocurre bajo ciertos mecanismos de
diversa naturaleza (mecénica [8], fluidica [11], 6ptica, entre otras [14]). Dar una de-
finicién precisa es complicado, pero generalmente el término se asocia con cualquier
solucion de una ecuacion no lineal [26] que

1. Representa una onda cuya forma no se modifica.

2. Interactuar fuertemente con otros solitones y conservar su identidad.

Es decir, un soliton es un paquete de onda localizado, consecuencia de una cance-
lacion de efectos no lineales y disipativos en un medio [15, 24]. Al hecho de que
pueden interactuar fuertemente y continuar casi sin cambios, es lo que llevo al nom-
bre soliton, acunado por Zabusky y Kruskal [11]. En términos més estrictos si una
onda se autoatrapa y ademas posee un comportamiento de tipo particula, entonces
se denomina solitén [16].

Hay una amplia gama de ecuaciones diferenciales parciales no lineales (alrededor

de cien) que describen sistemas fisicos las mas importantes son:

= La ecuacion de Korteweg-de Vries mejor conocida como ecuacion KdV que
explica ondas en superficies de aguas poco profundas [10, 26].

» La ecuacion Sine-Gordon utilizada en la descripcion de pulsos ultra cortos [27]
y en la teoria cuantica de campos [28].

» La ecuacion no lineal de Schrodinger que describe solitones 6pticos [15-17, 29].

Existen muchas variedades de solitones 6pticos que dependen de distintos efectos,
aqui se mencionaran los mas relevantes centrandose en los solitones 6pticos espaciales
por efecto Kerr.
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2.1. Clasificaciéon de solitones 6pticos

Existe una amplia variedad de clasificacion y subclasificacion de solitones 6pticos,
pero se pueden definir tres clases principales, respecto a sus caracteristicas fisicas:

Solitones temporales

Los solitones 6pticos temporales han sido ampliamente estudiados debido a su
importancia en telecomunicaciones, son pulsos de luz en guias de ondas 6pticas para
los cuales los efectos no lineales y dispersivos se cancelan por lo que se propagan
sin presentar distorsiéon en su perfil temporal y en su espectro de frecuencias sin
importar la distancia |9, 15, 29|, generalmente descritos por

2
—i— = ——— + |uu. (2.1)
2

Solitones espaciales

Los solitones espaciales, son haces temporalmente continuos de luz cuyo perfil
transversal de intensidad es invariante como consecuencia de la cancelacion de la
difraccion con el efecto no lineal inducido en el material por un haz de luz laser, es
decir haces autoguiados que se propagan sin presentar distorsion en ciertos medios
opticos. Pueden generarse en (1+1)D y en (1+2)D [14-16].

Solitones espacio-temporales

Los solitones espacio-temporales son estacionarios en espacio y en tiempo, donde
contribuyen la dispersion, la difraccion, pero el efecto no lineal no es el tnico que
detiene la tendencia de las ondas al colapso, sino también otros procesos como la no
linealidad cuadrética entre otros [30]. Actualmente sigue siendo un reto la generacion
de este tipo de solitones, la primera observacion fue hecha por Liu et al. quienes
observaron en (14+1+1)D.

2.2. Solitones 6pticos espaciales

Como ya se comentd anteriormente los solitones Opticos espaciales son haces
autoconfinados en medios volumétricos o en guias de onda plana, que se presentan
cuando en un medio existe un efecto no lineal que es compensado por la difraccion.
Los solitones espaciales, al igual que los temporales tienen mas subclasificaciones,
aqui se mencionaran algunas que dependen del tipo de no linealidad:
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» Solitones fotorrefractivos:

Se producen en cristales fotorrefractivos que son dieléctricos electro-6pticos
con impurezas fotosensibles en los cuales la propagacion de la luz conduce a la
generacion de carga que, con el fin de alcanzar estabilidad, se redistribuye en
todo el cristal, modificando el indice de refracciéon y cambiando la trayectoria
de la luz ionizante.

La investigacion de estos solitones comenzé con Segev et al. en 1992 y surgen
si el mecanismo de retroalimentacion carga-luz-espacio encuentra su punto de
equilibrio dindmico, correspondiente a una distribucién apropiada del indice
de refraccion similar a una guia de ondas [16].

» Solitones cuadrdticos

Estos consisten en ondas de multiples frecuencias confinadas debido a no linea-
lidades de segundo orden, pero a diferencia de otros solitones 6pticos espaciales,
el autoatrapamiento se debe a un rapido intercambio energético entre las ondas
multifrecuencia que conserva la potencia y la amplitud espacial de los haces
mutuamente estabilizados, una vez formado el solitén cesa el intercambio de
energia y las envolventes de todas las ondas terminan enlazédndose en fase [16].

» Solitones Kerr

Para estos solitones el cambio del indice de refraccion esté relacionado li-
nealmente con la intensidad del haz (An = nyl, donde I es la intensidad)
y la respuesta del material es instantanea y local, su soluciéon estable es en
(1+1)D [16].

s Solitones tipo Kerr

Son solitones que se basan basicamente en cualquier efecto fisico que produzca
un cambio en el indice de refracciéon pudiendo ser de origen electronico, térmico
u otro [16].

2.3. Solitones Opticos Espaciales Kerr

Si bien los solitones Kerr son una clase muy restringida debido a los requisitos
de geometria y no linealidad, el estudio de estos es importante para la comprension
de los solitones en general.

Los solitones 6pticos espaciales Kerr son soluciones a la ecuacion No Lineal de
Schrédinger deducida en la seccion 1.3.

10°A(X,2) | Lp

DAX, 2) :
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Para la formacion de estos solitones hay varios puntos a considerar, pues si bien, es
cierto que la compensacion entre el efecto no lineal y la difraccion es vital también
hay que tomar en cuenta el signo del efecto Kerr, las condiciones iniciales y la
relacion que guarda la longitud de difraccion Lp con la distancia caracteristica de
no linealidad Ly, justo esta relacion permite definir el parametro:

Lp

N =
LNL

(2.3)
Cuando N=1 se habla de solitones fundamentales en cambio si N es distinto de
1, pero es un entero, N=2, 3, ... las soluciones a la ecuaciéon de Schrédinger son
solitones de orden N, que constan de N solitones fundamentales que interaccionan
no linealmente en presencia de un potencial efectivo de atraccion [18].

Dependiendo del signo de la no linealidad se define el tipo de solitén, es decir,
si el efecto Kerr es positivo se obtienen solitones brillantes, pero si es negativo se
tendran solitones oscuros. En las siguientes secciones se muestra la obtenciéon de las
soluciones tipo soliton brillante y soliton oscuro a partir del método de dispersion
inversa (Apéndice A), soluciones ideadas en base al trabajo de Vladimir E. Zakharov
y Aleksei B. Shabat [31] en la década de los 70’s y presentadas en [32, 33].

2.3.1. Solitones brillantes

Como ya se menciond para generar solitones brillantes se necesita de un material
Kerr positivo, para este tipo de materiales la Ec. (2.2) con Lp/Ly; =1 es:
0A(X,Z) 10°A(X,2)
0z 2 0X?
Primero se propone una solucién, en este caso la ya mencionada en la seccion 1.3.1,

en la que se considera un perfil transversal de la forma:

A(X, Z) = V(X) exp [-iT(X, Z)] (2.5)

+|A(X, 2)|?A(X, Z) (2.4)

donde V(X) y T(X, Z) son cantidades reales. Si se sustituye la solucién propuesta
(Ec. (2.5)) en la Ec. (2.4) (aqui se comienza a aplicar el método de dispersion inversa
Apéndice A) se obtiene:

AT(X.Z) 1EV(X) | dV(X)dX(X,2) | V(X)PYX,2)

4

dZ 2 dx?z " 'Tax  dx 2 dX2

+V(2X) (dTg(’ Z>> —[VX)PV(X)=0

de la cual separando la parte real de la imaginara se llega a dos ecuaciones diferen-
ciales (estas nos permiten aplicar los datos de dispersion):

V(X)dY(X,2) | V(X)PT(X, Z)
X  dX 2 dX?
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V(X)

X (X,2) | V(X) (dT(X, z)>2 1dPV(X) VX)PV(X)=0 (2.8)

dz 2 dX 2 dX?

Ahora analizamos la Ec. (2.7), la cual por ser una ecuacion diferencial ordinaria
lineal de segundo orden se espera que tenga una soluciéon similar a:

Y(X,Z)=az+bx (2.9)

donde a y b son ntimeros reales positivos, b representa el dngulo entre el eje z y la
direccion de propagacion, pero en este caso nos interesa que el haz se propague en
z por lo que b=0, asi que:

T(X,Z)=az (2.10)

Sin embargo, atn falta analizar la Ec. (2.8), pero como ya tenemos definido el
comportamiento de T (X, Z) lo sustituimos y obtenemos:
d*V(X)
dX?

=2aV(X) = 2]V(X)|?V(X) (2.11)

Esta ecuacion puede verse como la ecuacion de movimiento de una particula de masa
unitaria, moviéndose en una dimensiéon bajo la acciéon del potencial:

UV (X)) = —%v4(X) + aV2(X) (2.12)

Esta expresion muestra que si buscamos soluciones para V(X) tipo “soliton”, es
decir, soluciones localizadas y acotadas, y tales que V(X) — 0 cuando X — oo, a
debe ser positiva, ya que de lo contrario el potencial seria como en la Figura 2.1 (a)
y V(X) seria oscilatoria [32].

U U
A

(a) a<0 ﬁ (b) a>0

Figura 2.1: Comportamiento del potencial en un medio con no linealidad Kerr posi-
tiva [32].

Las caracteristicas esenciales de la funcion V' (X) dependen de la energia total
E de la particula y solo en el caso en que £ = 0, V(X) ira desde V' = 0 hasta un
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valor maximo Vj o un valor minimo —Vj y luego regresara a V' = 0. Para determinar
la forma de la onda solitaria la Ec. (2.11) es multiplicada por [dV(X)/dx] con lo
que se puede ver como una ecuacion de variables separable, la cual no conduce a la
siguiente integral:

d*V (X)dV(X)

X =2 X)(a—|V(X)P)dV (X 2.1
[ ax =2 [voa-veopaven 2as)
al integrar se llega a una ecuaciéon de conservacion de energia :

dv(X)\?
< Zg{ )) —2aV*(X)+VHX)=E=0 (2.14)

Como dV(X)/dX y V(X) convergen cuando |r| — oo tenemos que V = Kk y
dV(X)/dX=0, condiciones que al sustituir en Ec. (2.14) nos llevan a definir:

K
= — 2.15

asi la Ec. (2.10) que define el cambio de fase queda como:

2

Y(X,Z) = %z (2.16)

y la Ec. (2.14) ahora se puede escribir como:

dV(X)
dX

Lo que lleva a resolver la siguiente integral:

_ dV(X)
/dX a / VEEV2(X) = VA(X) (2.18)

Para lo cual consideramos V' = ksinf, dV = k cos 0df

= /K2V2(X) — V4(X) (2.17)

1 1. |14 cosf 1. |1+ +/1-V2(X)/k?
X == dd = ——In|——|=——1 2.1
/Q/CSCQ k| sing ‘ P V(X)/k (2.19)
X = 1 arcsech (m) (2.20)
K K

Recordando que la funcion secante hiperbélica es par, es decir, sech(z) = sech(—x),

se concluye:
V(X) = ksech (kX) (2.21)

Con lo que finalmente se obtiene:

A(X, Z) = ksech (kX) exp (—ik*>Z/2) (2.22)
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donde x es un factor de escalamiento. Fisicamente representa solitones espaciales
brillantes que son haces cuya secciéon transversal no cambia con forme se propagan en
el medio y las constantes requeridas experimentalmente para su generacion satisfacen

la ENLS [32, 34.

1 . r . .
09r /\
\

08l I

07r I|| |

06 I|

f
0.5
0.4 F \
03F \
0.2F
01 F \
-10 -8 B - -2 ) 2 4 6 8 10

X=x/x,
(a) Amplitud

1 . T . .
I
0ot f

Dar f I\

06|
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[=]
= 057 | |
0.4 |
E

D3f

II \
|
0.2}
01F
il L - = i - 1 - 1 L
-B -6 -4 -2 0 2 4 6 8
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-10 10

X=x/x,
(b) Intensidad

Figura 2.2: Perfil transversal del soliton brillante fundamental, Ec (2.22).
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Para las soluciones de orden N el perfil transversal del haz evoluciona peri6-
dicamente a lo largo del eje de propagacion, comprimiéndose, generando maximos
locales y volviéndose a ensanchar, recuperando la forma A(X,O) = Nk sech (kX)
cada z = wLp/2 [18].

Cualquiera que sea su orden, los solitones que se generan en un medio Kerr
positivo son llamados generalmente solitones espaciales brillantes.

2.3.2. Solitones oscuros

Para la generacion de solitones oscuros fundamentales, también llamados soli-
tones negros se requieren de un material con no linealidad Kerr negativa y que
Lp = Lyg (N = 1), para el cual la ENLS es:

OAX,Z) 10°A(X,Z) Lp )
g =g T AX 2)PAX 2) (2.23)

Siguiendo el mismo procedimiento que para solitones brillantes en lugar de la Ec.
(2.11) se obtiene:
d*V(X)
dX?
Y de manera anédloga puede verse como la ecuacién de movimiento de una particula
de masa unitaria, moviéndose en una dimension bajo la acciéon del potencial:

=2|lV(X)|PV(X) - 2aV(X) (2.24)

UV(X)) = %V4(X) —aV*(X) (2.25)

Ecuacion que nos dice que al igual que para los solitones brillantes a debe ser positiva,
pues de no ser asi el potencial seria como se muestra en la Figura 2.2 (a) y V(X)
creceria sin limite [32].

Las caracteristicas esenciales de la funcion V' (X) también dependen de la energia
total E y solo se describe a un soliton si £ = Uy, con lo que V(X) ira desde —V/,
hasta V,,,, donde £V, son los valores en los que U(V') es méxima. Para determinar
la forma de la onda solitaria se toma la ecuacion de conservacion de energia a la
cual se llega a partir de las Ecs. (2.23) y (2.24):

2

(dV(X>>2 F2aVA(X) - ViX)=E =2 (2.26)

dX 2

Como dV(X)/dX y V(X) convergen cuando x — oo tenemos que V = k en cambio
cuando x — —oo entonces V = ke y dV(X)/dX=0, condiciones que al sustituir en
Ec. (2.25) nos llevan a definir:

a =K (2.27)
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U U
A ﬁ
= \/ \ 1 ' t Y
-Vm Vm
(a) a<0 (b) a>0

Figura 2.3: Comportamiento del potencial en un medio con no linealidad Kerr ne-
gativa [32].
asi la ecuacion que define el cambio de fase es:

Y(X,Z) = k*z (2.28)
y la Ec. (2.25) ahora se puede escribir como:

AV (X)
X

= +(V*(X) — &%) = (r* = V(X)) (2.29)
Que al resolver da:
V(X) = rtanh (kX) (2.30)
Sustituyendo la Ecs. (2.27) y (2.29) en la Ec. (2.5) se llega a:
A(X,Z) = ktanh (kX) exp (2ik%Z/2) (2.31)
donde k es el factor de escalamiento, esta expresion representa una region transversal
oscura inmersa en un fondo uniforme |33, 34].

También existen solitones oscuros de érdenes mayores, pero, a diferencia del
caso de los solitones brillantes, dos solitones fundamentales oscuros interfieren no
linealmente entre si bajo la influencia de un potencial efectivo de repulsion [34].

En consecuencia, cuando Lp > Ly se puede generar un soliton fundamental
junto con solitones oscuros secundarios o solitones grises. Estos se diferencian de los
solitones negros en:

= El minimo de intensidad: los solitones grises no alcanzan el cero.

» El cambio maximo de fase: a través de su centro el cambio méaximo de fase no
es de 7 radianes.
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Figura 2.4: Perfil transversal del soliton brillante fundamental.

= Propagacion: los solitones grises no avanzan paralelamente al eje de propaga-
cion Z, sino formando un angulo determinado con respecto a éste, a pesar de
eso se mantiene inalterado su perfil transversal propio.
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La expresion general para un soliton gris guarda la forma:

A +1v)% + exp 2uk(X + 2Ak 7))
1+ exp [2va(X + 2AkZ)]

A(X,7) = n( exp (2ik°Z/2) (2.32)

donde k es el factor de forma, v es el pardmetro que caracteriza la anchura del
soliton gris, ademas 1/v, determina la profundidad de la region oscura y, por ende,
su contraste, \2 =1 — /2.

El angulo 6 que el soliton gris forma con respecto al eje Z depende también del
parametro v, relacionados por v = tan(f) = 2\x. Con frecuencia, el parametro v de
un soliton gris se llama en la literatura como su velocidad transversal [18].

2.4. Soluciones a la ENLS

Hasta ahora solo se ha hablado de cémo se obtuvieron las soluciones de solitén
brillante y soliton oscuro ref. [32 y 33| pero no sé a demostrado que realmente
cumplan la ENLS, por lo cual dedicamos esta seccién a demostrar que son soluciones.

2.4.1. Solitéon brillante de primer orden

Para demostrar que la ecuaciéon de soliton brillante fundamental o de primer
orden:

A(X,Z) = ksech (kX) exp (—ik*Z/2) (2.33)
es solucion a la ENLS:

DAX,Z) 10*°A(X,Z) | Lp )

se sustituye en esta la Ec. (2.33), con lo que se obtiene la siguiente expresion:

2Z/2 1 2 sech (KX
msech(ﬁX)(%Xp(;—g/ = §ﬁexpm2Z/2—a Seg‘X(f ) 235

+|x sech (kX)|?k sech (kX)) expin®Z/2
que al ser derivada conduce a:

1 h (kX )tanh(xk X
sech(/iX)exmeZ/Q_—EeXmeZ/ZaseC (Ifa;(an ) (2.36)

42| sech (kX)|* sech (kX ) expir®Z/2

sech (kX) = tanh?(k X )sech(kX) — sech®(kX) & 2sech® (kX) (2.37)
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Analizando la Ec. (2.36) se puede notar que se tiene una solucion solo si en la ENLS
se considera el signo positivo (+), lo que lleva a

1 = tanh®(xkX) + sech? (kX)) (2.38)

La cual es una identidad trigonométrica conocida, con lo cual se demuestra que la
Ec. (2.32) es solucion a la ENLS.

2.4.2. Solitéon oscuro de primer orden

De forma analoga a lo hecho en la seccion anterior se toma la ENLS (2.24) pero
ahora se sustituye:

A(X,Z) = ktanh (kX) exp (2ik*Z/2) (2.39)
Asi que ahora se obtiene la siguiente relacion:

, dexp2ik’Z/2 1 9, ,.0%tanh (kX))
ik tanh (IiX)a—Z = Hexp 2ik Z/QT (2.40)

+|x tanh (kX)|*k tanh (kX)) exp 2ix*Z /2

que al derivar:

1 dsech? (kX
—2tanh (kX) exp 2ik*Z/2 = —exp 2@'/{22/286(38—)((%) (2.41)

+2| tanh (kX)|* tanh (kX)) exp 2ix*Z /2

—2tanh (kX) = —2sech?(k X )tanh(xkX) & 2 tanh® (kX) (2.42)

Al igual que en el caso para el solitén brillante hay dos casos a considerar, pero es
solo cuando el signo es negativo (-) en la ENLS que se tiene una solucion y obtenemos
la misma identidad trigonométrica

1 = tanh®(kX) + sech® (kX) (2.43)

Con lo cual se demuestra que la Ec. (2.30) es solucion a la ENLS.

28



Capitulo 3
Estudio numérico

Muchos problemas en diversas areas cientificas son modelados mateméticamen-
te en términos de ecuaciones en derivadas parciales, pero pocas poseen soluciones
exactas; asi que es natural pensar en el uso de métodos numéricos que lleven a solu-
ciones aproximadas. Uno de los primeros problemas asignados a las computadoras
fue la dinamica de la distribucién de energia en un sistema mecénico ligeramente no
lineal, por E. Fermi, S. Ulam y J. Pasta, el cual llevdé a Norman Zabusky y Martin
Kruskal a aproximarse al sistema resorte-masa no lineal mediante la ecuacion KdV,
redirigido para la propagacion de ondas no lineales en un plasma sin colision [25].

En 1965 informaron observaciones numéricas de que las ondas solitarias de KdV
interaccionan sin cambios en la forma o velocidad, refriendo a ellas con el término
"soliton" [11]. Posteriormente cuando Vladimir Zakharov y Alexey Shabat demos-
traron que la Ecuacion No Lineal de Schrédinger (ENLS) podia ser resuelta por el
método de dispersion inversa presentando soluciones tipo solitéon, el interés sobre los
solitones aumento y se comenzaron a buscar soluciones aproximadas a partir de mé-
todos numéricos tales como el método explicito clasico, método de rayuela, método
implicito-explicito, esquema implicito de Crank-Nicolson, el Ablowitz-Ladik esque-
ma, el Método de Fourier de pasos divididos (F. Tappert), y Método pseudospectral
(Fornberg y Whitham) [12].

El esquema numérico mas utilizado para abordar la ENLS es el Método de Paso
Dividido de Fourier, es empleado con el objetivo de mostrar como las soluciones
analiticas presentadas en el capitulo anterior se propagan sin sufrir cambios en su
perfil transversal, condicién necesaria para que sean soluciones tipo soliton de la

ENLS.
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3.1. Método de Paso Dividido de Fourier

La técnica conocida como Paso Dividido de Fourier (o Split Step Fourier Method)
fue el método numérico de analisis escogido en este trabajo para el estudio de la
ENLS, debido a los antecedentes que tiene no solo en el area de las simulaciones de
problemas de la 6ptica no-lineal [13] sino también en el analisis de diversos problemas
de naturaleza ondulatoria [25].

Esa técnica es un método pseudoespectral debido a que representar la funcién
por su valor en un conjunto discreto de puntos y ademés asume que la solucién
puede ser representada por un conjunto de funciones de prueba que forman un
conjunto ortogonal que utiliza algoritmos altamente eficientes (Transformada Réapida
de Fourier).

El método se basa en propagar una funcién a lo largo de una cierta distancia,
la cual es dividida en n pasos. Cada paso es dividido en 2, en la primera mitad
la funcion ve los efectos de difraccion y en la segunda los efectos no lineales |26,
35-37|. Para esto, la ENLS se expresa en términos de operadores, es decir, como una
ecuacion general de evolucion no lineal de forma:

OA(X, Z)
Z—

= (D + N)A(X, Z) (3.1)

Donde D = §? JOX? es el operador diferencial que describe la difraccion y la absor-
ci6n en el medio lineal, y N = Lp/Lyr|A|* es el operador no lineal. Para resolver
el problema lo dividimos en dos partes.

La parte no lineal dada por:

DAX,Z)
i = NA(X. Z) (3.2)

El operador no lineal se toma como N = q|A(X,Z + AZ)|? ~ q|A(X, Z)|?, donde
qg= Lp/Lnp, con lo que la solucién esta dada por

A(X, Z + AZ) ~ exp (AZN)A(X, Z) = exp (igAZ|A(X, Z)P)A(X, Z)  (3.3)

De manera similar la parte lineal esta dada por

OA(X, Z)
Z—
0z
con la diferencia de que no tiene coeficientes variables. Esta se resolvera en el inter-

valo |Z,Z + AZ] y usard a u(z, Z + AZ) como la condicion inicial. Una solucion
analitica a esta ecuacion puede ser tomando al aplicar la Transformada de Fourier:

— DA(X, Z) (3.4)

A

0A  __ 0?2A
27~ o5

30

) = —ik%A (3.5)
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Aqui se utilizan las siguientes definiciones de transformada y transformada in-
versa de Fourier:

hk) = F(h) = / h h(z)e™ ke gy (3.6)
h(z) = F~H(h) = / h h(k)e ke gf; (3.7)

Las derivadas parciales se han eliminado y la ecuaciéon se convierte en una ecua-

ciéon diferencial ordinaria, con lo que la soluciéon analitica se puede calcular y el valor
de A(X,Z + AZ) viene dado por

Ak, Z + NZ) = exp (—ik?AZ)A(k, Z) (3.8)

La solucion en el dominio x se puede calcular con la Transformada inversa de
Fourier:

AX,Z+AZ) = F (exp (—ik®AZ)A(k, 7 + AZ)) (3.9)

El procedimiento completo se puede establecer en una sola ecuacién que unifica
la parte lineal y no lineal:

A(X,Z +AZ) = F" [exp (~iAZD) - F (exp (-iAZN)A(X, 2)) | (3.10)

La esencia del Método de Paso Dividido de Fourier es avanzar en z aplicando a
medios paso la parte no lineal y lineal (D y N) uno a la vez para completar cada
paso de z [36].

3.2. Algoritmo

Ahora se discutira la implementacion del Método de Paso Dividido de Fourier.
El lenguaje de programacion utilizado para la implementacion de este método es
MATLAB, debido a la facilidad con la que se manipulan las operaciones de matrices,
ademés del analogo discreto de la Transformada de Fourier y su inverso, es decir,
la Transformada Discreta de Fourier (FDT) y la Transformada Discreta de Fourier
Inversa (IFDT) con lo cual es posible resolver la ecuacion de propagacion de un
campo 6ptico en un medio lineal y no lineal con respuesta Kerr.

Para resolver A™ primero se multiplica por exp(iAZ N ) con lo cual la onda se
ha sufrido el efecto no lineal, considera que se ha dado medio paso por lo cual se
representa A™+1/2) | luego se toma su Transformadas de Fourier, por lo que ahora
tenemos A(1/2), para que la onda sufra el efecto lineal que es aplicado al multiplicar
por exp(—z’AZﬁ)AmH/ 2) con lo que ahora se ha completado el paso pero en el
espacio de Fourier por lo cual se representa como A+ y finalmente para regresar al
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espacio fisico se aplica la Inversa de su Transformada de Fourier obteniendo A+,

En el lenguaje de una computadora, A™ es un vector que se actualiza primero

multiplicaAndolo por el exponencial. El algoritmo siguiente muestra céomo iré este
procedimiento:

A(n) — AO
ke%(%:l:%—l)

for n <~ 1 to M do

AFL2) ¢ exp (IAZN)A™
At1/2) o F(A(+1/2))

A+ exp (—iAZL)A+1/2)
(A(n+1)) i f—lA(n-{-l)

A Aln+1)

return A™
end

Algorithm 1: Método de Paso Dividido de Fourier para la Ecuacion No Lineal
de Schrodinger

3.3. (Cobdigo para la aplicacion del Método de Paso
Dividido de Fourier en la ENLS

Parametros generales

Aqui se definen todos los parametros necesarios de la ENLS, mencionados en la
seccion 1.3:

%% Pardmetros generales

x=-—10:0.1:10; % Eje «x

x0=0.5; % Ancho inicial

X=x/x0; % Eje z respecto al ancho inicial
n0=1.2; % Indice de refraccién lineal
pi=3.14159265;

lamda=633d—9; % Longitud de onda
kO=2xpi/lamda; % Numero de onda en el vacid
LD=n0x%k0xx0"2; % Distancia de difraccion
zfinal=10«LD; % Distancia total en el eje z
z=zfinal /LD; % Distancia total normalizada

kappa=1;
Z=1; % Punto inicial en el eje Z normalizado
m=1;
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r se define igual a 1 con el objetivo de obtener una intensidad normalizada (%)

respecto a la intensidad méaxima (), la longitud de no linealidad Ly, no es definida
debido a que estamos considerando solitones fundamentales por lo que Ly, = Lp
con lo que N=1, los parametros definidos tal como la longitud de onda, el ancho
inicial del haz y el indice de refraccion lineal son arbitrarios.

Funcion inicial

Esta parte del programa es donde se define la funcién a propagar, y en este

trabajo de tesis son de interés los dos casos fundamentales:

= Solitén Brillante

u = sech(x)xexp(lixZ/2); % Condicidn inicial

subplot (3,2 ,1); % Grdfica del perfil inicial

plot (X, abs(u).”2,’b’); % Intensidad respecto a
% posicion

xlabel ('X=x/x0");

ylabel (’I/10"7);

grid on;

hold on;

La condicion inicial es establecida a partir de la Ec. (2.22) que describe la
envolvente compleja del soliton brillante.

= Solitéon Oscuro

u = tanh(x)xexp(1li*Z); % Condicidn inicial

subplot (3,2 ,1); % Grdfica del perfil inicial

plot (X, abs(u).”2,’b’); % Intensidad respecto a
% posicion

xlabel ('X=x/x0");

ylabel (’I/10");

grid on;

hold on;

La envolvente compleja del soliton oscuro es definida por la Ec. (2.31) a partir
de la cual se establece la condicion inicial para este caso.
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Aplicaciéon del algoritmo

Esta es la parte central del codigo pues es justo déonde se aplica el método de
Paso Dividido de Fourier, tal como se explicoé en la secciéon anterior

%% Ecuacion de No Lineal Schrodinger
for Z=1:1:z % Define 31 numero de veces que se aplicard la
% ENLS mediante el método de paso Dividido de
% Fourier
u = exp(—LDx1lix(abs(u).xabs(u))).xu; % Resuelve la
% parte no lineal
% de NLSE
c = fftshift (fft(u)); % Transformada de
% Fourier
c = exp(LDx1ixk0xk0/2).%xc; % Avanza en el espacio de
% Fourier
u = ifft (fftshift(c)); % Regresa al espacio fisico
au(m,:)=abs(u).~2; % Guarda cada paso de la propagacidn
% de u en Z
m=-m+-1;
end
% La iultima parte del cddigo es graficar lo obtenido
subplot (3,2,2); % Grdifica del perfil transversal de
% intensidad después de la propagacion
plot (X, abs(u).”2,’r’);
xlabel ( 'X=x/x0");
ylabel ('1/107);
grid on;
hold on;
subplot (3,1,3); % Grafica de la propagacion de u en Z
mesh(au(1l:1:m—1,:));
set (gca, 'DataAspectRatio’ ,[100 3 0.7]);
xlabel ("X=x/x0");
zlabel ('1/107);
grid on;
hold on;
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3.4. Simulacion

Las siguientes graficas muestran que las ecuaciones de soliton brillante y oscuro
obtenidas en el Capitulo 2 se propagan si sufrir cambios en su perfil transversal.

200 20 X=x/x;,

2=zl
(a) Propagacion del soliton brillante
1 1
|
[
J I
= ||
= 0.5 = 05 || |
| \
|
|
20 -10 o 10 20 -20 -10 0 10 20
X=x/x; K=y
(c) Z =20Lp

Figura 3.1: Generacién numérica de un solitéon brillante fundamental propagandose
20 Lp, (b) en azul se muestra el perfil transversal de intensidad a la entrada y (c)

en rojo a la salida.

En el caso para el soliton brillante cuya amplitud compleja es A(X,Z) =
Kk sech (kX)) exp (—ik?Z/2) la difraccion y el efecto no lineal de autoenfoque se com-
pensan por lo que no se presenta difracciéon ni autoenfocamiento.
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K=x/x,

Z=7/L, 20 20
(a) Propagacion del solitéon oscuro.

1 - /

|I |
: . |
= 0.5 = 05 V1
|
|
|
|
0 0 Y
20 -0 0 10 20 20 10 0 10 20
X=x/% =6
(¢c) Z=20Lp

(b) Z=0
Figura 3.2: Generacién numérica de un solitéon oscuro fundamental propagandose 10
Lp, b) en azul se muestra el perfil transversal de intensidad a la entrada y c¢) en

rojo a la salida.

De forma similar en el caso de solitén oscuro con amplitud compleja A(X, Z) =

ktanh (kX)) exp (2ik?Z/2) se observa en la grafica de propagacion que el perfil trans-
versal de intensidad no sufre modificacién, pero aqui se debe a la compensaciéon entre

la difraccion y el autodesenfocamiento.
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Los solitones 6pticos debido a sus caracteristicas fisicas son clasificados, principal-
mente, en solitones temporales, solitones espaciales y solitones espacio-temporales.
Los solitones 6pticos espaciales son haces autoguiados confinados en las direcciones
transversales ortogonales a la direccion de propagaciéon consecuencia de la compen-
sacion del efecto de difraccion con un efecto no lineal (efecto Kerr).

Los efectos no lineales son consecuencia de la interaccion entre luz de alta inten-
sidad y el medio en el que se propaga, especificamente el efecto Kerr consiste en la
modificacion del indice de refracciéon como consecuencia de la intensidad y el cambio
puede ser negativo o positivo induciendo autoenfocamiento a autodesenfocamiento.

La ecuacion de Helmholtz describe la propagacion de ondas electromagnéticas
en un medio cuya componente temporal es armoénica, mientras que la ecuacion Pa-
raxial de Helmholtz describe una onda modulada cuya envolvente varia lentamente
y ademas es temporalmente armoénica.

La Ecuaciéon No Lineal de Schrédinger y la Ecuacion Lineal de Schrodinger re-
presenta ecuaciones diferenciales complejas cuya tnica diferencia es presente en el
término fuente, en la ecuacién lineal es un potencial definido por algo externo mien-
tras que en la ecuacién no lineal este término fuente es dado por la excitaciéon del
material debido a la presencia de la onda, para el caso de no linealidad Kerr la Ecua-
cion No Lineal de Schrodinger tiene un comportamiento similar al caso dispersivo
en la ecuacion lineal y es debido al parecido que V. E. Zakharov y A. B. Shabat [31]
propusieron una solucion.

La solucién a la Ecuacion No Lineal de Schrodinger es la envolvente compleja,
una funcién de posicion que varfa lentamente, de una onda modulada que se propaga
a lo largo de la direcciéon z y cuya componente temporal es armoénica.

La Ecuacion No Lineal de Schrodinger describe el comportamiento de la luz en
un medio Kerr, representando el efecto de difraccién natural en la luz, el efecto no
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lineal y la relacion que guardan ambos efectos a partir de la longitud de difraccion
(Lp) vy la distancia caracteristica de no linealidad (Lyp).

El método de dispersion inversa es un método de descomposicion que proporciona
una analogia entre los modos de los sistemas lineales no homogéneos y los de los
sistemas homogéneos no lineales.

El método de dispersion inversa permite la obtenciéon de soluciones a la ENLS,
para el caso espacial que describe haces temporalmente continuos cuyo perfil trans-
versal de intensidad es invariante, obtenidas por A. Hasegawa y F. Tappert |32, 33|
para el caso temporal.

Los solitones 6pticos espaciales se clasifican en solitones brillantes y solitones
oscuros, aunque hay variaciones de estos de orden N y para el caso de los solitones
oscuros se denominan solitones grises.

Para el caso del soliton brillante, la difracciéon se compensa con el efecto no lineal
de autoenfocamiento teniendo el indice de refraccién menor en las orillas por lo que
se tiene un haz con mayor intensidad en el centro y representado por la funcion
secante hiperbolico.

Para el caso del soliton oscuro la difraccién se compensa con el efecto de auto-
desenfocamiento obteniendo un menor indice de refracciéon en el centro por lo que se
tiene un haz con menor o nula intensidad en este punto, representado por la funcién
tangente hiperbdlica.

El Método de Paso Dividido de Fourier (o Split Step Fourier Method) permite el
analisis seccional de la Ecuacion No Lineal de Schrédinger y debido a la utilizacion
de la transformada de Fourier y su inversa el procedimiento es sencillo.

La implementaciéon numéricamente de la ecuacion de Schrodinger No Lineal em-
pleando el método de Paso Dividido de Fourier en el lenguaje de programacion
MATLAB permite ilustrar el comportamiento de los solitones brillantes y oscuros
de orden N=1 al propagarse en un medio Kerr, entre mayor sea Z (mayor cantidad
de pasos) se tendra una mejor aproximacion a lo que sucede en un medio.
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El método de Dispersion Inversa es el mas general (el tnico que permite en
principio hallar la solucién a partir de datos iniciales arbitrarios), que da informacion
sobre las propiedades de las ecuaciones a las que es aplicable [38, 39]. El método
puede verse desde perspectivas diferentes:

Como generalizaciéon no lineal de la transformacién de Fourier:

En esta interpretacion se hace corresponder la solucion inicial con determinados
"datos de dispersion"(estados ligados y coeficiente de reflexion) de una ecuaciéon
lineal asociada, para posteriormente evolucionar en el tiempo dichos datos de acuerdo
con otra ecuacion y finalmente reconstruir la funciéon para un valor de t arbitrario a
partir de esos datos (de ahi el nombre del método).

Es esta perspectiva la que se utiliza en este trabajo de tesis, donde la idea funda-
mental es usar el hecho de que es posible asociar con la ecuaciéon no lineal a resolver
un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales lineales de primer orden con las
cuales una solucién de la ecuaciéon se conecta directamente como un potencial, esto
es establecer una analogia con la Ecuacion de Schrodinger, en la que un potencial
refleja las ondas:

+ V(z)u (A1)

Cuando se conoce el potencial, podemos, utilizando métodos conocidos, calcular
el numero de estados localizados y sus energias, y los coeficientes de reflexion y
transmision, datos a los que llamamos de dispersion.

El método inverso de dispersion se basa en calculos de un potencial que esta
contenido en la Ecuacién de Schrodinger a partir de los datos de dispersion conoci-
dos. Conociendo la ecuacién a resolver y la condiciéon inicial, conocemos el potencial
en t = 0 en el problema lineal asociado. Utilizando el método directo de dispersion
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encontramos los datos de dispersion correspondientes al potencial en ¢ = 0. Encon-
traremos ecuaciones que determinan el desarrollo de la variable t de los datos de
dispersion, y posteriormente los datos de dispersion para t arbitrario ¢ > 0 [36, 37].

Conociendo los datos de dispersiéon en ¢ > 0 encontraremos el potencial, que es
como un problema lineal directamente conectado con una solucion de la ecuacion,
de esta manera, la solucién de un problema de valor inicial no lineal se reduce a
calculos lineales. [25]

datos iniciales problema espectral directo transformada espectral
u(x,0) = u,(x) "l enelinstante 0
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
|
1
1
1
1
evolucion temporal evolucion temporal
(espacio de configuracion) (espacio espectral)
1
|
1
|
1
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
A 4 3
solucién en >0 problema espectral inverso transformada espectral
u(x, 1) en el instante ¢

Figura A.1: Métodos de solucién para una ecuacion evolutiva no lineal. [40]
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Como aplicacién candnica de la soluciéon general de una ecuaciéon en un
conjunto de variables de tipo accidén-angulo, hecha posible por ser la ecua-
cion de un sistema Hamiltoniano completamente integrable [38]:

Esta interpretacion es la debida a Zakharov y Fadeev [41], la correspondencia en-
tre solucion y datos de scattering es considerada como una transformaciéon canénica
desde el Hamiltoniano inicial (no lineal) a una forma del tipo accién-angulo trivial-
mente integrable. Donde se espera que los sistemas mas generales puedan manejarse
mediante el mismo mapa candnico siempre que las relaciones correspondientes sean
aun integrables [39).

Como problema de invariancia del espectro de un operador bajo trans-
formaciones unitarias [38]:

Esta ultima interpretacion debida a Lax [42], dado una pareja de operador L y
M funciones de u(z,t) (una solucion a la ecuacion diferencial parcial no lineal bajo
investigacion) y de los operadores de derivacion, tales que la igualdad

Li=[M,L]=ML—-LM (A.2)

sea precisamente la ecuacion diferencial investigada, con lo cual dicha ecuacion puede
ser considerada como una condicién para la equivalencia unitaria de los operadores

L(0) y L(t).

Para tener un panorama general, supongamos que tenemos un operador de este
tipo, relacionado con la ecuacién no lineal

u = N(u) (A.3)
que debe resolverse para la condicién inicial
u(z,0) = f(z). (A.4)

Para ello, se puede proceder de la siguiente manera:

1. Calcule los datos de dispersion para el operador L en t = 0 desde u(z,0).

2. Utilice el operador M para determinar la evolucion en el tiempo de estos datos
de dispersion.

3. A partir del conocimiento de los datos de dispersion en ¢ > 0, encuentre u(z, t),
utilizando un céalculo de dispersion inverso para el operador L.

Con lo que la soluciéon de un problema de valor inicial no lineal se reduce a los tres
célculos lineales enumerados anteriormente [39].
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