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Introduccion

Dados dos polinomios cuadraticos complejos p., = 22 +¢1 ¥ Pe, = 2%+ ¢3
y los polinomios alternados asociados pc, ¢, ¥ Pey.e,, NOS preguntamos si las
propiedades topolégicas de los conjuntos de Julia J., y J., son preservadas
por los conjuntos de Julia J;, ., ¥ J¢,.¢,- En este trabajo presentamos ejemplos
para los cuales la pregunta tiene respuesta afirmativa. También, presentamos
ejemplos para los cuales la respuesta es negativa. Esto da informacién so-
bre la relacion que existe entre el conjunto de Mandelbrot y el espacio de
parametros de la familia alternada.

La familia de polinomios cuadraticos complejos cuyos elementos tienen la
forma

pe(z) = 2+

es un modelo dindmico muy rico y representativo.

Dado un polinomio cuadratico p. consideramos el conjunto de Julia aso-
ciado J,, el cual tiene sélo dos posibilidades es conexo o bien es totalmente
disconexo, de hecho en el iltimo caso es homeomorfo a un conjunto de Can-
tor. El conjunto de parametros que hacen al conjunto de Julia conexo se
denomina conjunto de Mandelbrot. La dicotomia antes presentada depende
de si la orbita del punto critico es acotada o no, esta orbita recibe el nombre
de érbita critica y puede ocurrir que conste de un nimero finito de elementos,
cuando esto ocurre el conjunto de Julia coincide con el conjunto de puntos
en el plano cuya oérbita es acotada, a este conjunto le llamamos Julia lleno.
A los parametros para los cuales la orbita critica tiene cardinalidad finita se
les llama parametros de Misiurewicz y tienen la propiedad de ser densos en
la frontera del conjunto de Mandelbrot.

Doaudy y Hubbard en [27] demostraron utilizando el teorema de la tran-
formacién de Riemann que el conjunto de Mandelbrot es conexo. Existe la
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conjetura de que el conjunto de Mandelbrot es también localmente conexo,
la importancia de la conjetura es que de probarse (también por un resultado
de Douady y Hubbard) como consecuencia se tendria que las componentes
hiperbdlicas del Mandelbrot son densas en el. Decimos que p. es hiperbdlico
si tiene un ciclo atractor, podemos definir las componentes hiperbédlicas de
periodo n del Mandelbrot como el conjunto de parametros tal que el ciclo
atractor de p. es de orden n.

Para la dindmica racional y trascendente entera existen otros tipos de
dindmica como por ejemplo, la parabdlica, los Discos de Siegel y los anilllos de
Herman, para el caso polinomial y trascendente entera los anillos de Herman
no pueden ocurrir. La clasificacién antes mencionada es posible por el teorema
de Sullivan sobre la inexistencia de dominios errantes. En el caso polinomial
cuadratico el tipo de dinamica es excluyente.

Para el estudio de la conexidad local en los conjuntos de Julia una vez
méas Douady y Hubbard introdujerén el concepto de rayo externo, este con-
cepto puede ser aplicado también al conjunto de Mandelbrot. Dos teoremas
bases para este tema son el teorema del mapeo de Riemman y el teorema de
Carathéodory.

En nuestro trabajo consideramos la famila de polinomios cuérticos de la
forma

Peren(2) = (z2 + 01)2 + co.

Cuando ambos parametros son iguales obtenemos las iteraciones pares
de un polinomio cuadratico. Un primer interes en la familia cudartica es que
dado un polinomio cuadrético p., podemos escojer un polinomio en la famila
cudrtica pe, ., +. con € suficientemente pequeno y observar qué propiedades
topolodgicas se preservan. En particular tenemos interés en determinar cuando
el tipo de dindmica cuadratica se preserva al caso alternado asociado. Para
el caso alternado, el tipo de dindmica ya no es excluyente, lo cual enriquece
la problematica de estudio.
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Lista de simbolos

Utilizaremos las siguientes notaciones:
D(a,r):={2€C| |z—a|<r} ac€C,r>0
A:={z€C| |z|] <1} =D(0,1) disco unitario
St:={z€eC| |z| =1} =0A circulo unitario
C:=CU {0} esfera de Riemann

A ={2€C| |z] >1} U{oo}  exterior del disco unitario

H:={z € C|im(z) > 0} semiplano superior

fm= fo---o f(m veces) m — ésima iterada de f

Fy conjunto de Fatou de f

Jy conjunto de Julia de f

Ky conjunto de Julia lleno de £
M conjunto de Mandelbrot

R(Ky,t) rayo externo de angulo ¢ de Ky

IIT
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Lista de simbolos

rayo externo de angulo ¢ de M

cuenca de atraccién de zg

cuenca inmediata de atraccién de zg
Polinomio cuadratico

conjunto de puntos que escapan para un polinomio
conjunto de puntos criticos de un polinomio p
conjunto de Fatou de 22 + ¢

conjunto de Julia de 22 + ¢

conjunto de Julia lleno de 2% + ¢

orbita hacia adelante de zg

orbita hacia atras de zg

orbita grande de zg

6rbita hacia adelante de C),

numeros naturales



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Algunos resultados ttiles

Una de las herramientas utilizadas para analizar la conexidad local de los
conjuntos de Julia es la combinatoria topolégica de los mismos conjuntos de
Julia. Para poder entender esta herramienta es necesario el conocimiento y
dominio del teorema del mapeo de Riemann (teorema de la representacién
conforme), el cual fue planteado en la tesis doctoral de Riemann.

1.1.1. Funciones holomorfas y conformes

En esta seccion daremos una revision de algunos resultados esenciales
de las transformaciones holomorfas y conformes. Para una discusién mas
completa acerca de estos temas se pueden consultar [1], [20], [21].

Definicién 1.1.1. Un subconjunto ) de la esfera de Riemann (o del plano
complejo) es un dominio si es abierto y conero.

Definicién 1.1.2. Por una curva vy en C entendemos una funcion conti-
nua vy : [0,1] — C. Si v eziste y es continua diremos que la curva 7 es
diferenciable. Si ademas la derivada no se anula llamamos a v regular.

Definicién 1.1.3. Por un arco de Jordan (o curva simple) entendemos una
curva v en C inyectiva, es decir, que no se autointersecta.
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Definicién 1.1.4. Por una curva cerrada entendemos una curva vy en C tal
que ¥(0) = y(1). Si ademds la curva es simple entonces v se dice curva de
Jordan, es decir una curva que es homeomorfa a una circunferencia.

Por el teorema de la curva de Jordan, una curva de Jordan ~ divide
el plano en dos componentes una acotada y una no acotada que tienen por
frontera comun a 7. A la componente acotada le llamamos dominio de Jordan.

Definicién 1.1.5. Dadas dos curvas diferenciables 71,7, tal que vi(t;) =
20 = Y2(te) para algin zy € C,ty,ty € [0,1], definimos el dngulo entre las
curvas como el dngulo medido del vector velocidad de v, en ty y el vector
velocidad o en ts.

Observacion 1.1.1. En los puntos donde la derivada de la curva es cero no
tiene sentido hablar de dngulo.

Definicién 1.1.6. Una funcidn diferenciable (en el sentido real) de un do-
minio Q a la esfera de Riemann f : Q) — C se dice conforme en zy € (1, si
para cualquier par de curvas diferenciables v1,vs que se intersectan en zy el
dngulo entre 1 y v2 en 2o es igual al dngulo entre las curvas f(y1) v f(72) en
f(20). St el dngulo entre las curvas f(v1) y f(y2) en f(z0) es el negativo del
dngulo entre las curvas v, y Y2 en 2o entonces la funcion se dice anticonforme
en zg. La transformacion se dice conforme si es conforme para todo zy € §2,
se dice anticonforme si es anticonforme para todo zy € €2.

Definicién 1.1.7. Podemos escribir a f una funcion de un dominio 2 a
la esfera de Riemann de la forma f(x,y) = u(z,y) + iv(x,y), definimos los
operadores formales siguientes:

fo=ihmif)

1

Donde f,, f, representan las derivadas parciales, del mismo modo que
Uz Uy, Vg Y Vy.

Observacién 1.1.2. Para una funcion f continuamente diferenciable (en el
sentido real) en un dominio ) se tiene:

f es holomorfa si y solo si fz =0 en $;

st Det(J(f)) >0,f. #0 y f; =0, entonces [ es conforme;

si Det(J(f)) <0,f: #0 y f., =0, entonces f es anticonforme.
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Donde Det(A) denota el determinante de la matriz Ay J(f) el Jacobiano
de f.

Dada una funcién f definida en una vecindad de infinito, decimos que
f es holomorfa en oo (o que f tiene un polo de orden k en oo, o que f es
conforme en 00), si la funcién g definida en una vecindad del cero por

es holomorfa en 0 (o ¢ tiene un polo de orden k en 0, o g es conforme en 0).

Ejemplo 1.1.1. La funcién f(x,y) = x> — y* +i2xy o escrita en variable
compleja f(z) = 2% no es conforme en cualquier dominio que contenga al
punto 0, pero es conforme en cualquier dominio que omita dicho punto, y es
holomorfa en cualquier dominio.

La funcion f(z,y) = x—iy o f(z) = Z es anliconforme en cualquier dominio
y no es holomorfa.

Para una funcién holomorfa f definida en un dominio €2 tenemos que f
es conforme en zy € 2 siy sélo si f'(2z9) # 0 es decir si y sélo si zp no es un
punto critico de f.

Siguiendo esta linea de ideas entre la relaciéon entre conformidad y holo-
morfia, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.1. Si f € Hol(Q) e inyectiva en un dominio Q C C en-
tonces f es conforme en Q y f es un biholomorfismo entre Q) y f(Q).

Ahora podemos hacernos la siguiente pregunta cudles son las transforma-
ciones conformes que transforman al plano en si mismo?, andlogamente para
la esfera de Riemann, el disco unitario y el semiplano superior.

Definicién 1.1.8. Por una transformacion de Mobius entendemos una trans-
formacion f: C — C de la forma

az+b
cz+d’

f(z) =

donde a,b,c,d € C y ad — bc # 0.

Con las consideraciones f(oco) =2 y f(—%) = o0.
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Es posible demostrar que las transformaciones de Mobius son biyecciones
conformes (por consecuencia holomorfas) de la esfera de Riemann.

Proposicién 1.1.2. Las transformaciones de Mébius de la forma f(z) =
% con a,b € C, a # 0 son las unicas biyecciones conformes (biholomorfis-
mos) del plano complejo C.

Proposicion 1.1.3. Las transformaciones de Mobius son las unicas biyec-
ciones conformes (biholomorfismos) de la esfera de Riemann C.

Como una consecuencia del lema de Schwarz tenemos:

Proposicién 1.1.4. Las transformaciones de Mébius de la forma f(z) =
% con a,b € C, |a]> = |b]* # 0 son las tnicas biyecciones conformes (biho-
lomorfismos) del disco unitario /\.

En ocasiones es util escribir las transformaciones anteriores de la forma:

i0
ez — x)
J(2) = 1— 22
donde zy € A.
Proposicién 1.1.5. Las transformaciones de Mébius f(z) = ‘C”szr's cona,b,c,d €

R, ad — be # 0 son las unicas biyecciones conformes (biholomorfismos) del
semiplano superior H.

Recordemos que si una funciéon f es holomorfa e inyectiva en un domi-
nio  C C entonces es conforme, a estas funciones también las llamamos
univalentes.

Denotamos por S la clase de funciones univalentes en A de la forma

flz) =2+ Z anz",
n=1
es decir normalizadas por las condiciones f(0) =0y f/'(0) = 1.

También denotamos por X la clase de funciones univalentes en A* excepto
por un polo simple en infinito con residuo 1, esto es de la forma

f(z)=z+ Z bz "
n=0
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Observacién 1.1.3. Notemos que la conjugacion mediante la inversion en el
circulo es decir la funcion f(z) = % relaciona las dos clases definidas arriba.

De estas clases de funciones podemos recordar algunos teoremas impor-
tantes, para las demostraciones se pueden consultar [7] y [33].

Teorema 1.1.1. (Teorema de drea). Si g € X, entonces

dreade £ = (1 — Zn 16, ]%),

n=1
donde E representa al complemento del conjunto imagen bajo g.

En particular como el area de E es positiva tenemos la desigualdad
Ziilnwnlz <L

Teorema 1.1.2. Si f € S, entonces
‘CLQl < 2.

Teorema 1.1.3. (Teorema de un cuarto de Koebe). Si f € S, entonces
f(L) 5 D(0,1/4)

Combinando este resultado con el lema de Schwarz, si f € S obtenemos
1
1 < dist(0,0f(A)) < 1.

Donde dist representa la distancia de un punto a un conjunto.
Este resultado se generaliza con el siguiente teorema.

Teorema 1.1.4. Si f es univalente en un dominio €1, y zy € €1 entonces
1 . . .
1 (o)l dist(20,00) < dist(f(20), 0((2)) < 41" (20)| dist (20, 02)

Dada una funcién f € S podemos considerar la transformacion de Koebe
de f respecto a zg € A\, es decir la funcién

F((C+ 20)/(1 + 2C)) — f(20) "(20)
(1= |20%) f"(20) f'(20)

Notemos que h € S, luego podemos aplicar el Teorema 1.1.2 para obtener

= 501~ oo 2 — w12

2

h(¢) =
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Lema 1.1.5. §i f € S, entonces

2f"(2) 20
f(z) 11—z

42|

Tl

Ahlfors en [2] relaciona este lema con la convexidad de una funcién. Usan-
do este lema obtenemos el teorema de la distorsion.

Teorema 1.1.6. (Teorema de la distorsion). Si f € S entonces

Ll o Lt
(ENE SRS it
Yy
. G
e M@= T

Combinando este resultado con la cota inferior en el teorema de la dis-
torsién obtenemos:
Si f € S entonces

(= [2) < dist(f(), 07 (8)), =€ D

También, usando el teorema de la distorsion tenemos.

Teorema 1.1.7. Si f € S, entonces

1
n< 21__1—n
o <021 - 1)

1.1.2. Familias normales

El concepto esencial para definir el conjunto de Fatou es el de familia
normal. En este apartado damos una introduccién al tema y presentamos
algunos resultados, para mayores detalles y las pruebas de los teoremas se
pueden consultar [1], [10].

Denotaremos por F a una familia de funciones f definida en un dominio
fijo Q y que toman valores en un espacio métrico (.9, d).

Definicién 1.1.9. Una familia F de funciones se dice equicontinua en un
congunto E C § si para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que d(f(x), f(y)) <€
si |x —y| < 6 donde x,y € E, simultaneamente para toda f € F.



1.1 Algunos resultados tutiles 7

Definicion 1.1.10. Una familia F de funciones se dice normal en §) si
toda sucesion de funciones {f,} C F contiene una subsucesion que converge
uniformemente en cada subconjunto compacto de €.

Nos interesa definir una métrica en el espacio de funciones definidas en
Q2 y con valores en S, para la cual convergencia respecto a esta métrica
correspona a convergencia uniforme en subconjuntos compactos de €). Para
esto consideremos una sucesién de subconjuntos compactos {Ey} C Q tal que
todo subconjunto compacto E C 2 esta contenido en algin FEj. Definamos
ahora la métrica

d(a,b)
6(a,b) = —————.
(@) =T @
Sean f y g dos funciones definidas en €2 y con valores en .S, la distancia
entre esas dos funciones en Ej, se define como

or(f,9) = supd(f(2),9(2)).

z€Ey

Finalmente definimos la distancia entre f y g en €2

Observe que convergencia en la distancia p es equivalente a convergencia
en subconjuntos compactos de (2. Por el teorema de Bolzano-Weierestrass
aplicado a la famila F equipada con la métrica p tenemos que F es compacta
si y s6lo si F es normal y si las funciones limite estan en F, Por otro lado, si
F es normal también lo es su cerradura F. Resumiendo tenemos

Teorema 1.1.8. La familia F es normal si, y sélo F es relativamente com-
pacta respecto a la métrica p.

Si el espacio métrico S es completo la familia F es normal si, y solo
esta totalmente acotada. El siguiente teorema caracteriza la propiedad de
acotacion total en terminos de la distancia original d del espacio métrico S.

Teorema 1.1.9. La familia F esta totalmente acotada si, y sélo si para
todo subconjunto compacto E C  y para todo € > 0 podemos encontrar una
cantidad finita de funciones fi, fa,... fn € F tal que para toda f € F se
cumple d(f, ;) < € en E para alguna f;.
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Presentamos ahora un teorema que relaciona los conceptos de equiconti-
nuidad y normalidad

Teorema 1.1.10. (Arzela-Ascoli) Una familia F de funciones continuas con
valores en un espacio métrico S es normal en un dominio 2 C C si y solo
su:

1. F es equicontinua en cada subconjunto compacto E C §;

2. Para toda f € F, f(Q) estd contenido en un subconjunto compacto de

S.

Considerando funciones holomorfas, S = C equipado con el valor absolu-
to. Tenemos

Teorema 1.1.11. Una familia F de funciones holomorfas en un dominio
Q C C es normal si y solo si las funciones en F estan uniformemente aco-
tadas en todo subconjunto compacto de §2.

O de manera equivalente

Teorema 1.1.12. Una familia F de funciones holomorfas en un dominio
Q C C es normal si y solo F es localmente acotada.

Ademas la acotacién local se hereda para las derivadas es decir,

Teorema 1.1.13. Una familia F de funciones holomorfas localmente acota-
da, tiene deriwadas localmente acotadas.

El siguiente resultado es esencial para el estudio de la dinamica.

Teorema 1.1.14. (Teorema de Montel). Si una familia F de funciones ho-

lomorfas en un dominio Q es tal que la union |J f(£2) evita tres puntos en
fer

C entonces F es normal.

1.1.3. Teorema de la representaciéon conforme

La definicion de un conjunto simplemente conexo generalmente se da
utilizando la nocién de grupo fundamental y por tanto de homotopia, pero
para dominios en la esfera de Riemann podemos usar una equivalencia como
definicién, a saber
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N

Definicién 1.1.11. Un dominio Q2 C C se dice simplemente conexo si su
complemento C'\ Q es conexo.

Equivalentemente €2 es simplemente conexo si y sélo si su frontera 0f2 es
conexa.
El siguiente teorema establece una relaciéon entre objetos geométricos

(conjuntos simplemente conexos) y objetos analiticos (transformaciones con-
formes).

Teorema 1.1.15. (Teorema de la transformacion de Riemann) Sean Q) C C
un dominio simplemente conexo distinto del plano complejo C, wy € € y

0 < a < 2w. Entonces existe una unica transformacion conforme 1 de A\
sobre Q tal que 1(0) = wy y arg¥'(0) = a.

A la transformacion conforme obtenida del teorema la conocemos como
representacion conforme de (2. Para una demostracién del teorema de la
transformacién de Riemann se puede consultar [1] o [20]. En la Figura 1.1 se
observan algunos ejemplos de dominios simplmente conexos.

I
l

|I I

AV
\/

\

Figura 1.1: Dominios simplemente conexos

Ahora nos concierne el problema del comportamiento de la representacién
conforme en la frontera del disco unitario, para esto necesitamos el concepto
de conexidad local.

Definicién 1.1.12. Un espacio topoldgico X es localmente conexo en v € X
st para toda vecindad abierta V' de x existe un conjunto abierto conexo U tal
que x € U C V. X es localmente conexo si lo es en cada uno de sus puntos.

Utilizaremos también la siguiente caracterizacion: Un subconjunto com-
pacto K en el plano complejo es localmente conexo en un punto zy € K si
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para toda sucesion z, C K convergente a zp existe, para n grande, un con-
junto conexo L, C K tal que zg, 2, € L, y diam(L,) — 0.

Presentamos ahora la relaciéon entre la representacién conforme y la co-
nexidad local de un dominio simplemente conexo. Una desmotracion del si-
guiente resultado puede verse en [7], [20] o [21].

Teorema 1.1.16. (Teorema de Carathéodory). Sea Q C C un dominio sim-
plemente conexo, distinto del plano complejo C. Entonces 052 es localmente
conezxa si y solo si la representacion conforme ¢ : N — € se extiende conti-
nuamente al disco unitario cerrado .

Usando este resultado se puede demostrar el teorema siguiente.

Teorema 1.1.17. Sea Q C C un dominio simplemente conexo, distinto del
plano complejo C. Entonces 0S) es una curva de Jordan si y solo si la re-
presentacion conforme 1 1 /N — ) se extiende a un homeomorfismo al disco
unitario cerrado A a .

De este teorema se obtiene los siguientes corolarios.

Corolario 1.1.1. Si ¥ es una transformacion conforme del disco unitario
A sobre un dominio de Jordan 2 C C, entonces 1 se extiende a un homeo-
morfismo C sobre si mismo.

Corolario 1.1.2. (Teorema de Schoenflies). Un homeomorfismo entre dos
curvas de Jordan en el plano complejo se puede extender a un homeomorfismo
de la esfera de Riemann sobre si misma.

Corolario 1.1.3. Si v es una curva de Jordan, entonces existe un homeo-
morfismo ¢ del plano complejo sobre si mismo tal que ¢(y) = OA.

Por un dngulo de Stolz en un punto (y € A entendemos un sector en A
con vértice en (p y apertura estrictamente menor que 7. Cuando tratamos
el comportamiento de la representacién conforme de manera local es 1til el
siguiente resultado:

Teorema 1.1.18. Sean Q C C un dominio simplemente conexo distinto del
plano complejo C, ¥ () la representacion conforme de /A sobre Q. Sea v un
arco de Jordan vy C § tal que yNOQ = zy. Entonces la curva 1~ o~y termina
en un punto (y € A, y ¥ (() — zo cuando ( — (o dentro de cualquier dngulo
de Stolz en (.



1.2 Variedades y superficies de Riemann 11

Definicién 1.1.13. Decimos que un subconjunto compacto (respectivamente
abierto acotado) U C R? es pleno si R* \ U es conezo.

El siguiente teorema revela la interesante estructura de cada componente
del interior de un compacto pleno (del plano complejo), conexo y localmente
conexo, una demostracién de dicho teorema se encuentra en [15].

Teorema 1.1.19. Si K C C un compacto pleno, conexo y localmente cone-
zo, y denotamos por (U;)icr la familia de componentes (conexas) de Int(K).
Entonces

1. Para todo i € I, U; es homeomorfo a /.

2. diam(U;) — 0 (es decir, Ve > 0 el conjunto de elementos de I tal que
diam(U;) > ¢ es finito).

1.2. Variedades y superficies de Riemann

Originalemente Riemann penso estas superficies como solucién al pro-
blema de continuacién analitica de funciones multivaluadas, siguiendo esta
concepcion una superficie de Riemann debe de ser un espacio topolégico que
localmente tiene las mismas propiedades topoldgicas y analiticas del plano
complejo, donde una funcién multivaluada definida en el plano complejo sea
un funciéon univaluada definida en la superficie. En esta seccion damos una
breve introduccion a las superficies de Riemann, en particular estamos in-
teresados en el cubriente universal y en el teorema de Uniformizacién de
Riemann.

1.2.1. Variedades y grupo fundamental

Definicién 1.2.1. Una variedad de dimension n es un espacio topologico de
Hausdorff conexo, arco conexo M de tal modo que todo punto x € M tiene
una vecindad U que es homeomorfa a un subconjunto abierto V- de R™. Dicho
homeomorfismo

f:U—=V

es llamado una carta (coordenada).
Por un atlas entenderemos una familia de cartas {U,, fo}, donde U, es una
cubierta abierta de M.
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Nota 1.2.1. Un punto p € U, estd univocamente determinado por fu(p)
y frecuentemente lo identificaremos con fo(p). Incluso podremos omitir el
indice o, y nombrar a las componentes de f(p) € R"™ las coordenadas de p.
Una variedad de dimension 2 es llamada una superficie.

Definicién 1.2.2. Un atlas {U,, fo} donde U, en una variedad es llamado
diferenciable si todas las cartas de transicion

fﬁ o fojl : fa(Ua N Ug) — fg(Ua N Ug)

son diferenciables de clase C* (U, NUsz # 0). Una carta es llamada compa-
tible con un atlas diferenciable si agregando dicha carta al atlas este continua
siendo un atlas diferenciable. Tomando todas las cartas compatibles con un
atlas diferenciable obtenemos una estructura diferenciable.

Una variedad diferenciable de dimesion d es una variedad de dimension d
Jjunto con una estructura diferenciable.

Nota 1.2.2. FEs suficiente mostrar que la variedad posee un atlas diferencia-
ble para considerarla variedad diferenciable, ya que de todo atlas diferenciable
podemos obtener una estructura diferenciable.

Ejemplo 1.2.1. La esfera n-dimensional

n+1
S* = {(I‘l,l'g, C ,I‘n_l,_l) S Rn+1| ZI% = ]_}
=1

es una variedad diferenciable de dimension n. Las cartas pueden ser elegidas
de la siguiente forma: En Uy :=S™\ {(0,0,...,0,1)}

Z T2 T

)?

T1,To, ..., T =
fl( 1,42, ) n+1) (1—£L‘n+1’1_$n+l’ ’1—$n+1

y en Uy :=S"\ {(0,0,...,0,—1)}

£y Ho) T
; T .
1+ | 1+ | 1+ Tnt1

f2($1,$2, ce ,.Z'n+1) = (

Ejemplo 1.2.2. Sean w;wy € C\ {0} linealmente independientes sobre R,
es decir ¢ R, definimos

L := Zw; + Zws = {nwy + mwsy| n,m € Z}.
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Observe que C es un grupo abeliano aditivo y como L es un subgrupo,
L es ademas normal. Definimos al toro determinado por L como el cociente
T := C/L, el cual es un grupo por nuestras consideraciones anteriores, de
hecho si consideramos a C como un grupo topoldgico (dotado con la topologia
usual) entonces T también lo es con la topologia cociente, es decir, la topologia
mds fina que hace a la proyeccion natural

7:C—C/L
m(z)=z+L

continua, se sabe ademds que la proyeccion es abierta.

Podemos considerar a T como una variedad diferenciable, para esto sea
€ > 0 tal que todos los puntos nwy + mws distintos de cero en T" cumplan la
condicion |nwy + mws| > €. Para cada o € C definamos

Uy ={C+L:|(—a<¢,(eC}=m({eC:|(—a<¢l})

fo = (mu)™
es decir fo(C+ L) = (.

Definicién 1.2.3. Una transformacion continua h : M — M’ entre dos
variedades M y M’ con cartas {U,, fo} y {UL, f.} se dice diferenciable si las
transformaciones fzoho f71 son diferenciables (de clase C*) donde quiera
que estén definidas.

Definicién 1.2.4. Dos transformaciones continuas fi, fo : S — M entre dos
variedades diferenciables S y M son homotopicas, si existe una transforma-
cion continua
F:Sx[0,1] =M
tal que

Flsxqoy = f1,
Flsxqy = fo

En esta situacion escribimos fi &~ fs.
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Definimos una curva en M de la misma manera que definimos curva en la
esfera de Riemann, es decir, como una funcién continua del intervalo unitario
a M. Procedemos a definir el concepto de homotopia de curvas con los mismos
extremos.

Definicién 1.2.5. Sean g1, g, : [0,1] = M dos curvas con

91(0) = g2(0) = po,
91(1) = g2(1) = p1.
Decimos que g1 y go son homotopicas si existe una transformacion conti-

nua
G:[0,1 x [0,1] = M

tal que
G\{o}x[m] = Po, G\{1}x[0,1} =Dy
Gloaxor = 91, Glpaxy = 92
También denotamos esto por g, ~ gs.

La clase de homotopia de una transformacién f (o de una curva g) es la
clase de equivalencia que consiste de todas las transformaciones homotopi-
cas a f (o de todas las curvas con los mismos extremos, homotépicas a g);
denotamos esta clase por f (respectivamente g). La clase de homotopia de g
no cambia bajo parametrizacion.

Definicién 1.2.6. Sean g1, g- : [0,1] — M dos curvas con

91(1) = g2(0).

Entonces el producto g9, := g es definido como

- g1(2t) te0,3]
9(t) '_{ p@2t—1)  teli]

De la definicién del producto si g1 & g} y g2 ~ g5 entonces
9201 = G54}

Entonces la clase de homotopia de g;¢gs solamente depende de las clases
de homotopia de g; y ¢o, asi podemos definir la multiplicacién de clases de

homotopia por
{o1} {92} = {9192}
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Definicién 1.2.7. Sea M wuna variedad, para todo punto po € M, el gru-
po fundamental w1 (M,py) es el grupo de clases de homotopia de curvas

g:10,1] = M tal que g(0) = g(1) = po, es decir curvas cerradas que tienen
como punto inicial y final a po.

Nota 1.2.3. El grupo fundamental m (M, po) es un grupo con la multiplica-
cion de clases de homotopia. Es claro que la operacion siempre estd definida
ya que todas nuestras curvas son cerradas, la ley asociativa se obtiene ya que
(9192)93 es a lo mds una reparametrizacion de g1(g293). El elemento identidad
del grupo es la clase de homotopia de la curva constante go = p,, denotemos
este elemento por 1. Finalmente el inverso g~' de una curva g es el mismo
arco recorrido en sentido contrario, es decir,

gl t)=g(1-t) tel0,1

de este modo

o=
—

-1 o g(2t> t € [ 75]
o)) {g<2<1—t>> telL]

observe que una homotopia entre go y (9~'g) estd dada por

o g(2ts) tel0,4]
Gt s) = { g2s(1—1) te[i1

—_
—_

por lo tanto

{97} {g} ={9'g} =1

es decir {g}~' = {g~'}. Hemos demostrado que el grupo fundamental es
de hecho un grupo.

Usualmente escribiremos g en vez de {g}.

Lema 1.2.4. Para cualesquiera p,,p1 € M, los grupos m (M, po) y m1 (M, p1)
son isomorfos.

Demostracion. Como M es arco conexo, tomemos v una curva en M de tal
forma que v(0) = po y 7(1) = py consideremos la funcién

@ (M, py) = w1 (M, po)
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{9} = {797}

afirmamos que ¢ es un isomorfismo. En efecto

{n}={e} e " Hat=0""HeH e o ="} &
< p({a}) = v({g2})

lo que prueba que ¢ esta bien definida y es inyectiva. Ademés

o({g2Ha}) = e{gen}) = {7 o} = v ey o} =
= {7 "o Hr o} = e({e)e({91})

es decir ¢ es un homomorfismo. Finalmente, si {h} € m (M, py) entonces
{1} € m(M,p1) y o{vhy'} = {v vk} = {A}, por lo cual ¢ es

sobreyectiva.
]

El isomorfismo de grupos del lema anterior no es unico, pues depende de
la eleccién de la curva «. En vista del lema anterior podemos dar la siguiente
definicién
Definicién 1.2.8. El grupo abstracto m (M) es llamado el grupo fundamental
de M.

Definicién 1.2.9. Decimos que M es simplemente coneza si m (M) = {1}.

Proposicion 1.2.1. St M es simplemente conexo, entonces cualesquiera dos
curvas gi,92 en M tal que g1(0) = g2(0) y g1(1) = g2(1) son homotdpicas.

Demostracion. observe que la curva g, 'g; es cerrada en py, luego como M
es simplemente conexo {g;'¢g:} = 1, es decir, {g2} '{g1} = 1 por lo que
{1} = {g2}. Por lo tanto ¢; y g2 son homotdpicas. O

Definicién 1.2.10. Una curva g : [0,1] — M con g(0) = g(1) = py que es
homotdpica a la curva constante go(t) = p, es llamada homotdpica nula.

Proposicion 1.2.2. Sean M y N dos variedades y f : M — N una trans-
formacion continua. Consideremos pg € M y qo := f(po). Entonces f induce
un homomorfismo

fo i m(M,po) = (N, qo)

de grupos fundamentales.
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Demostracion. Observemos primero que si g;, go son curvas en M tales que
g1 & g con extremos py v p1, entonces existe una homotopia h de g; a ¢o.
Luego como f es continua entonces la transformacién foh : [0,1]x[0,1] = N
es continua, ademas

(f © h)|{0}><[0,1] = f(po) = qo, (f © h)|{1}><[0,1] = f(pl) =,
(fomlpuxy = fog, (foh)|oyxqy = fog.

es decir, f o gy = f o gy. En vista de lo anterior el homomorfismo entre
grupos fundamentales definido por f,g = f o g, estd bien definido. Ademas
dados {g1},{g2} en m (M, pg) tenemos que

F{g2Ha}) = fl{g201}) = {F(9290)} = {f (92)H{ S (91)} =
= [({g2})f-({g1}),

por lo tanto f, es un homomorfismo. O

Proposicion 1.2.3. Bajo las condiciones de la proposicion anterior. Si f es
un homeomorfismo entonces f, es un isomorfismo.

Demostracion. En vista de la proposicion anterior es suficiente probar que
f+ es una biyeccién. Como f tiene inversa continua f~! entonces existe
un homeomorfismo (f~1), de 7 (N, q) a 71 (N,py) dado por (f1).{h} =
{£71(h)}. Sea {g} € m(M,po) entonces (£1).(f.({g}) = (F 1. ({f(9)} =
{F1(f(g)} = {g}, es decir (f')u o fi = Ids (), analogamente se ob-
tiene f, o (f71)s = Idy (v, Por lo tanto f, es un isomorfismo con inversa

[ =0 O

El siguiente hecho es 1til para demostrar que un espacio topoldgico es
simplemente conexo.

Teorema 1.2.5. Dado un espacio topologico X, si existen subconjuntos abier-
tos simplemente conexos U y V tal que UUV = X, y UNV es no vacio y
arco conexo. Entonces X es simplemente conexo.

Ejemplo 1.2.3. R" es simplemente conexo. En verdad, es suficiente mostrar
que toda curva cerrada g con punto inicial y final en 0 es homotdpica a la
curva constante gy = 0, una homotopia es dada por

G(t,s) == sg(t).
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Ejemplo 1.2.4. S™ es simplemente conexo para n > 2. Recordemos que
S"\{zo} es homeomorfo a R"™ y por lo tanto U; = S™\{(0,0,...,0,1)} y Uy =
S™\{(0,0,...,0,—1)} son abiertos simplemente conexos tal que Uy UU; = S"
y UynU; = S"\ {(0,0,...,0,1),(0,0,...,0,—1)} es arco conexo (observe
que sin =1, Uy NUs no es arco conexo.), luego por el Teorema 1.2.5 S™ es
simplemente conexo.

M4s adelante probaremos que S' y el toro 7' no son simplemente conexos.

1.2.2. Cubrientes

Para el estudio de variedades son ttiles los conceptos de transformacion
cubriente y espacio cubriente, en particular veremos la relacion entre los
elementos del grupo fundamental y los espacios cubrientes, este hecho permite
definir y probar la existencia del cubriente universal.

Definicién 1.2.11. Dadas dos variedades M’ y M, definimos un homeomor-
fismo local por una transformacion « : M' — M de tal forma que cada punto
x € M' tiene una vecindad U homeomorfa mediante ™ a un abierto de M.
En particular m(U) debe ser abierto en M.

Definicion 1.2.12. Un homeomorfismo local w : M' — M entre dos varie-
dades M'" y M es llamado una transformacion cubriente si cada x € M tiene
una vecindad (coneza) V tal que toda componente de 7=*(V') es homeomorfa
mediante m a V. En este caso decimos que M’ es un espacio cubriente de M .

Nota 1.2.6. Las definiciones anteriores tienen sentido atun si M' y M son
solo espacios topologicos.

Ejemplo 1.2.5. La transformacién p : R — S definida por p(t) = € es
una transformacion cubriente. Primero veamos que p es un homeomorfismo
local, sea t € R, elijamos U un intervalo abierto de longitud menor que 2w
entonces ply es un homeomorfismo. Ahora sea v € S, tomemos un arco
V en S' que contiene a x tal que la longitud del conjunto de dngulos que
determinan el arco sea menor a 2w entonces cada componente de p~' (V') es
enviada de manera homeomorfa a V.

Ejemplo 1.2.6. La transformacion m, : S* — S' definida por 7 (z) = e'*®
es una transformacion cubriente Va € Q.
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n

Ejemplo 1.2.7. La transformacion m, : C* — C* definida por n(z) = z
una transformacion cubriente Vn € Z.

es

Ejemplo 1.2.8. La transformacion © : C — C* definida por w(z) = e* es
una transformacion cubriente.

Contraejemplo 1.2.1. La transformacién 7 : (0,10) — S' definida por
7(t) = e es un homeomorfismo local pero no una transformacién cubriente.

Contraejemplo 1.2.2. La transformacion w, : S' — S! definida por 7, (x) =

e’ es un homeomorfismo local pero no una transformacion cubriente Voo €

R\ Q.

Contraejemplo 1.2.3. La inclusion © : M' — M, donde M' C M es
abierto no vacio, definida por w(x) = x es un homeomorfismo local pero no
una transformacion cubriente.

Lema 1.2.7. Si 7w : M’ — M es un cubriente, entonces 7~ '(x) tiene el
mismo numero para cada v € M, es decir todo punto de M es cubierto el
mismo niumero de veces.

Lema 1.2.8. Sean m : M' — M un cubriente, po € M, ply € 7 (po) y ¢
una curva en M con g(0) = po. Entonces existe una curva g en M’ tal que
g(0)=py y

Tog =g.

La curva ¢ estd univocamente determinada por la eleccion de pj.

A la propiedad anterior se le conoce como levantamiento de arcos, el lema
entonces nos dice que todo cubriente tiene la propiedad de levantar arcos. Es
natural pensar ahora en lo que pasa al levantar curvas homotdépicas en M’,
el siguiente lema responde la pregunta.

Lema 1.2.9. Sean 7 : M' — M un cubriente, I' una homotopia entre las
curvas vy = I'(,0) y 71 := I'(-,1) con extremos p, = Y(0) = 71(0) y
p1 = (1) = (1) ypy € 7 Ypo). Entonces T’ puede ser levantada (como
en el lema anterior) a una homotopia I en M’ con punto inicial pj, es decir
mol" =T En particular, las curvas levantadas v, y vy tienen el mismo punto
final pi € 7 Y(p1) y son homotdpicas.

Corolario 1.2.1. Sean 7 : M’ — M un cubriente, g una curva cerrada en
Do ¥ g un levantamiento de g. Supongamos que g es homotdpica a la curva
constante p,. Entonces g’ es cerrada y homotdpica a una curva constante.
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Si en el lema anterior escojemos py € 7 !(pg) y ¢ el levantamiento de
g tal que ¢’(0) = pj, entonces si g es nula homotdpica entonces ¢’ es nula
homotépica.

Usando los resultados anteriores se puede demostrar el siguiente impor-
tante hecho.

Teorema 1.2.10. Sean 7 : M’ — M un cubriente, S una variedad simple-
mente conexa y f 1S — M una transformacion continua. Entonces existe
una funcion continua 'S — M’ tal que el siguiente diagrama

M/

f/
AR
S?M

conmuta. Es decir wo f' = f.

Definicién 1.2.13. Una funcion f' como la del teorema anterior es llamada
un levantamiendo de f.

Definicién 1.2.14. Sean m : M] — M y m : M) — M dos cubrientes.
Decimos que (mo, M}) domina a (my, M]) si existe un cubriente moy = M —
M tal que my = m o may. Los dos cubrientes se dicen equivalentes si existe
un homeomorfismo me : My — M tal que w9 = T 0 Tay.

En lo siguiente relacionaremos los conceptos de grupo fundamental y cu-
briente.

Lema 1.2.11. El conjunto G := {{g} : ¢'es levantamiento de g y cerrada}
es un subgrupo de m (M, po).

Nota 1.2.12. Observe que G, depende de la eleccion de pjy € 7' (py). Cuan-
do queremos ser precisos podemos escribir Gr(p,). Si py es otro punto de
7 po) ¥y es una curva que va de pj a pj, entonces vy := (') es una cur-
va cerrada en py. St g es una curva cerrada en py entonces el levantamiento
de g con punto inicial en py es cerrada precisamente cuando el levantamiento
de vgy~! con punto inicial en p} es cerrada. De esta forma

Gr(pp) = {7} - Gx(pp) - {7 '}
Es decir G.(py) y G=(pg) son subgrupos conjugados de (M, pg). Reci-
procamente, todo subgrupo conjugado a G, (p,) se obtiene de esta forma. Se
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puede demostrar que dos cubrientes equivalentes dan origen a las misma clase
de conjugacion de subgrupos de w1 (M, pq).

Teorema 1.2.13. Sea 7 : M’ — M wun cubriente. Entonces el grupo fun-
damental de M', m (M') es isomorfo a G.. De este modo obtenemos una
biyeccion entre las clases de conjugacion de subgrupos de m (M) y clases de
equivalencia de cubrientes de M.

Corolario 1.2.2. Si M es una variedad simplemente conexa, entonces todo
cubriente m: M' — M es un homeomorfismo.

Corolario 1.2.3. i G = {1}, ym : M — M es el cubriente correspondiente,

entonces m (M) = {1}. Ademds una curva 5y en M es cerrada precisamente
cuando w(7Y) es cerrada y nula homotdpica. En particular si m (M) = {1},

entonces M = M.

Ejemplo 1.2.9. La circunferencia unitaria S* no es simplemente conexo ya
que admite cubrientes que no son homeomorfismos.

Ejemplo 1.2.10. El toro del Ejemplo 1.2.2 no es simplemente conexo, ya
que la transformacion m: C — C/L que consideramos en la construccion de
dicho toro es un cubriente pero no un homeomorfismo.

Definicién 1.2.15. El espacio cubriente M de M con Wl(M) = {1} es
llamado el cubriente universal de M.

Teorema 1.2.14. Sean f : M — N una funcién continua, 7 : M — M
y m : N — N_los cubrientes universales de M y N. Entonces existe un
levantamiento f : M — N, es decir una transformacion continua f tal que
el siguiente diagrama

M LN
ml 1
M —

f

conmuta.

Definicién 1.2.16. Sea 7w : M' — M un homeomorfismo local. Decimos que
un homeomorfismo ¢ : M' — M’ es un cubrimiento si mo @ = 7.

Observacién 1.2.1. Los cubrimientos forman un grupo al que denotaremos
H..
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Lema 1.2.15. Si ¢ es un cubrimiento distinto de la identidad, entonces ¢
no fija ningun punto.

De este resultado se desprende que si dos cubrimientos coinciden en un
punto entonces deben ser iguales.

Teorema 1.2.16. Si m : M’ — M un cubriente entonces el grupo de cu-
brimientos H, es isomorfo a N(G,)/Gr. En particular si m es el cubriente
universal de M, entonces H, es isomorfo a mi(M).

1.2.3. Swuperficies de Riemann

Las superficies de Riemann constituyen una herramienta importante en
el estudio de la dinamica holomorfa como podemos apreciar en los trabajos
de Sullivan, Milnor y . El desarrollo de estas superficies es bastante amplio,
en esta tesis damos una breve presenatcion de ellas junto con los resultados
que seran convenientes para nuestro estudio.

Definicién 1.2.17. Una variedad de dimension dos es llamada una superfi-
cle.

Cuando hablamos de superficies podemos considerar que las cartas tienen
su imagen en C.

Definicién 1.2.18. Un atlas de una superficie S con cartas z, : U, — C es
llamado conforme si las funciones de transcision

2502, 1 24(Us NUg) = 25(Uy N UR)

son holomorfas. Una carta es compatible con un atlas conforme si al agregarla
al atlas este sigue siendo conforme. Al considerar todas las cartas compatibles
de un atlas conforme obtenemos una estructura conforme. Una superficie de
Riemann es una superficie junto con una estructura conforme.

Definicién 1.2.19. Dadas dos superficies de Riemann Sy y Sy con atlas
U, za} y {Up, 23} respectivamente, decimos que una funcion continua h :
S1 — Sy es holomorfa si las funciones zj o ho 21 son holomorfas donde sea
que estén definidas. Una funcion holomorfa h cuya derivada es distinta de
cero en todos los puntos es llamada conforme.

Ejemplo 1.2.11. La esfera de Riemann, puede ser considerada una superfi-
cie de Riemann con las cartas que consideramos antes.
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Ejemplo 1.2.12. El toro, es considerado una superficie de Riemann con las
cartas que consideramos antes.

Teorema 1.2.17. (Teorema de singularidades removibles). Sean U un abier-
to de una superficie de Riemann, a € U y f € H(U \ {a}) una funcion holo-
morfa en U\ {a}. Si f es acotada en U \ {a}, entonces f se puede extender
analiticamente en todo U, es decir, eriste una funcion fv € H(U) tal que

flovay = .

Teorema 1.2.18. (Teorema de identidad). Sean Sy, Sa superficies de Rie-
mann y hy : S1 — So,hs : S1 — Sy funciones holomorfas que coinciden en
un conjunto A C Sy que contiene un punto de acumulacion A € S, entonces
hy y hy son identicamente iguales.

Definicién 1.2.20. Sean S, una superficie de Riemann y U C Sy un subcon-
gunto abierto de Si. Decimos que una funcion h es meromorfa si existe un
sunbonjunto abierto U' C U donde h : U" — C es holomorfa y se satisfacen
las siguientes condiciones

1. U\ U’ contiene solamente puntos aislados.
2. para todo p € U \ U’ tenemos
lim | f(z)] = o0 (1.-2)

T—p

los puntos de U \ U" son llamados los polos de h. La clase de funciones
meromorfas definidas en U son denotadas por M(U).

Observaciéon 1.2.2. Sea (U, z) una vecindad y una carta coordenada de un
polo p de h tal que z(p) = 0, entonces h admite una expansion en serie de

Laurent
00

h= > a,2" (1.-1)
n=—k

donde k es un entero positivo y representa el orden del polo.

Ejemplo 1.2.13. Si consideramos un polinomio definido en la esfera de
Riemann y al plano complejo como subconjunto abierto de esta, entonces
el polinomio es una funcion holomorfa del plano en el plano, ademds como
el limite cuando tendemos al punto al infinito en la esfera de Riemann es
infinito, tenemos que todo polinomio es una funcion meromorfa del plano.
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Teorema 1.2.19. Sean S una superficies de Riemann y h € M(S). Si defi-
nimos el valor de h en cada polo p de h como h(p) := oo, entonces h : S — C
es una funcion holomorfa. Reciprocamente si h : S — C es una funcion ho-
lomorfa entonces h es la funcidn constante oo o h™'(00) consiste de puntos

aislados y h = S\ h™(c0) — C es una funcién meromorfa.

Teorema 1.2.20. Sean Sy, Sy superficies de Riemann, h : S; — Sy una
funcién holomorfa no constante, a € S; y b := h(a). Entonces erxiste un
enterok > 1 y cartas z: U — C en S; yw : U — C en Sy tales que:

1.aeU, z(a)=0,be U, wb)=0;
2. W(U) C U y

3. la transformacion F := wo hoz' : 2(U) — w(U') esta dada por
F(¢) = ¢* para todo ¢ € 2(U).

Corolario 1.2.4. Sean S, Sy superficies de Riemann. Si h : S7 — S5 es
una funcion holomorfa no constante, entonces h es abierta.

Corolario 1.2.5. (Principio del mdximo). Sea S una superficies de Rie-
mann. St h : S — C es una funcion holomorfa no constante, entonces el
valor absoluto de h no alcanza su mdximo.

Teorema 1.2.21. Sean Sy, Sy superficies de Riemann, con Sy compacta. Si
h:S1 — Sy es una funcion holomorfa no constante, entonces So es compacta
y h es sobreyectiva.

Corolario 1.2.6. Sean S una superficies de Riemann compacta. St h : S —
C es una funcion holomorfa, entonces h es constante.

Observe que podemos obtener el teorema de Liouville utilizando el teo-
rema de singularidades removibles y este ultimo corolario, ya que si tenemos
una funcién holomorfa acotada definida en el plano complejo entonces pode-
mos extenderla a una funcién holomorfa definida en toda la esfera de Riemann
que es compacta por tanto la funcion es constante.

Corolario 1.2.7. Sean S una superficies de Riemann compacta y h : S — C
una funcion meromorfa, entonces h es racional.

Finalmente enunciamos el teorema que permite clasificar a las superficies
de Riemann de acuerdo a su cubriente universal.
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Teorema 1.2.22. (Teorema de uniformizacion de Riemann). El cubriente
universal de una superficie de Riemann es conformemente equivalente a una
y solo una de las siguientes superficies: el disco unitario, el plano complejo
o la esfera de Riemann.

El teorema de uniformizacién clasifica a todas las superficies de Riemann
en las siguientes clases: Diremos que una superficie es eliptica si su cubriente
universal es conformemente equivalente a la esfera de Riemann. Las superfi-
cies parabdlicas que son aquellas cuyo cubriente universal es conformemente
equivalentes al plano. Y las superficies hiperbdlicas son las superficies son
cubriente universal conformemente equivalentes al disco unitario.

Se sabe! que toda superficie eliptica es de hecho conformemente equiva-
lente a la esfera de Riemann. En el caso parabdlico se tienen las siguientes
posibilidades la superficie es conformemente equivalente al plano complejo, o
es conformemente equivalente a un cilindro infinito, o bien es conformemente
equivalente a una reticula 2-dimensional. Todos los otros casos de superficies
de Riemann son hiperbdlicas, como ejemplo se tienen el disco agujerado y
cualquier anillo.

Una métrica riemanniana en un subconjunto abierto del plano 2 C C
puede ser descrita como una expresion de la forma

ds® = g1da® + 2giadady + goody®

donde [gji] es una matriz definida positiva que depende de manera suave
de z = x 4+ 1y. Se dice que la métrica es conforme si g11 = gao ¥ g12 = 0, por
lo tanto la matriz [g;] evaluda en cualquier punto z es un multiplo positivo
de la matriz identidad. Es decir una métrica conforme puede ser escrita como
ds* = u(z + iy)*(dz* + dy?) o de manera mas corta ds = u(z) |dz|, donde la
funcion u es suave y estrictamente positiva.

Definicién 1.2.21. Sean 2 C C un abierto y ds = u(z) |dz| una métrica
conforme en €2, entonces la curvatura Gaussiana de la métrica ds en un
punto z € ) se define como

o Alogu(e)
SRS

Ipara més detalles consulte [24]
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Donde A representa el operador Laplaciano .Un hecho importante es que
la curvatura Gaussiana es un invariantes conforme, para una demostracion
vease [Complex analysis krants].

Definicién 1.2.22. Dada una superficie hiperbolica S. Definimos la métrica
hiperbolica o métrica de Poincaré en S como la inica metrica Riemanniana
completa y conforme con curvatura Gaussiana constante 1.

Definicién 1.2.23. Sean S una superficie hiperbdlica con métrica de Poin-
caré ds. La integral f7 ds sobre la curva 7 : [0,1] — S donde v es C! a
trozos es llamada la longitud de Poincaré de esta curva. Dados z1, 2, € S la
distancia de Poicaré dist(zy, z2) se deifne como el infimo de las longitudes de
curva que conectan zy Y Zo.

1.3. Dinamica polinomial

1.3.1. Sistemas dinamicos discretos y conjugacion

El tratado de sistemas dinamicos discretos es muy amplio y de gran interés
matematico, en particular el estudio de los sistemas dinamicos holomorfos ha
demostrado ser una gran fuente de problemas e ideas, que exige el conoci-
miento de teorias como superficies de Riemann, transformaciones holomorfas
y conformes, transformaciones casi-conformes, teoria de Caratheodory, por
mencionar algunas.

Nosotros estamos interesados en los sistemas dinamicos holomorfos y en
particular la dindmica polinomial. Aqui damos la definicién general de un
sistema dinamico discreto, y evidenciamos la importacia de la conjugacion.

Definicién 1.3.1. Sean X un espacio topologico y f: X — X una funcion
continua. Al par (X, f) lo llamamos un sistema dindmico discreto generado
por f, y a la composicion de f consigo misma m veces f™ = fo fo---of

m—UvEeces

la llamamos la m-ésima iterada de f. Por convencién tomamos f° = Idx.

Estamos interesados en el estudio de los conjuntos de las iteradas de f
en puntos de X, en los conjuntos invariantes y en el cambio de los anteriores
cuando modificamos a f. Cuando f es una funcién holomorfa en algin do-
minio X llamamos al par (X, f) un sistema dindmico holomorfo, en nuestro
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trabajo tomaremos a X como la esfera de Riemann y a f un polinomio de
grado mayor o igual a 2.

Definicién 1.3.2. Sean (X, f) un sistema dindmico discreto y xy € X.
Entenderemos por:

1. La orbita hacia adelante de xy al conjunto Ot (zg) = {f™(xo) | m € N},

2. La drbita hacia atrds de xqo al conjunto O~ (x9) = {x € X | f™(x) =
xo para algin m € N},

. La orbita grande de xy al conjunto GO(z9) = O (z) U O~ (z0).

Definicién 1.3.3. Sea f : C — C un polinomio (0 una funcién holomorfa).
Un punto periédico para f es un punto 2eC tal que existe un n > 0 para el
cual f*"(x) = x. El n mas pequeno con tal propiedad es llamado el periodo
k de x. Al conjunto x, f(x), f2(z),...f*1(x) le llamamos el ciclo de x y al
nimero A = (f*)(z) = [, f'(fi(z)) el multiplicador del ciclo. Diremos que x
es atractor si |\ < 1, particularmente si |\| = 0 diremos que es superatractor,
repulsor si |\ > 1, si |\| = 1 diremos que es indeferente racional (también
llamado parabdlico) o irracional dependiendo del argumento de \, es decir si
existe un m > 0 tal que \™ =1 0 no. En el caso particular de que k = 1
diremos que x es un punto fijo, Decimos que x es un punto pre-periodico Si
existe un entero m > 1 tal que f™(x) es periddico.

En el contexto de la dinamica holomorfa, es decir cuando el sistema
dindamico estd formado por una superficie de Riemann y una funciéon ho-
lomorfa definida y con valores en dicha superficie, existen dos conjuntos que
son de especial interés: el conjunto de Julia (o cadtico) y el conjunto de Fatou
(o estable).

Definicién 1.3.4. Sean S y f : S — S una funcion holomorfa no constante.
Definimos el conjunto de Fatou de f, Fy, como el conjunto de puntos z €
S tal que existe una vecindad U de z en la cual la familia de iteradas f"
restringida a U es normal. Al complemento del conjunto de Fatou J; := S\ Fy
lo llamamos el conjunto de Julia de f.

Una herramienta fundamental en los sistemas dinamicos es el concepto de
conjugacion, lo que nos permite obtener informacién de un sistema dindmico
a partir de uno mas simple.
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Definicién 1.3.5. Sean (X, f) y (Y,g) dos sistemas dindmicos discretos,
diremos que (X, f) es conjugado a (Y,g) si existe un homeomorfismo h :
X — 'Y tal que el siguiente diagrama sea conmutativo

x 4 x
hl Lh
Y —- Y

es decir, ho f = goh.

Si en la definicién anterior h es sélo una funcién continua y sobreyectiva
decimos que los sistemas dindmicos son semiconjugados. Si h es un biholo-
morfismo y los sistemas dindmicos son holomorfos tenemos una conjugacién
holomorfa, nos referimos frecuentemente a esta ultima como un cambio de
coordenadas holomorfo.

Ejemplo 1.3.1. Todo polinomio cuadrdtico complejo f(z) = az* + Bz +
es conjugado a un polinomio cuadrdtico de la forma g(z) = 2% + ¢. La con-
Jugacion puede ser vista como composicion de tres conjugaciones, primero
podemos conjugar a f con el polinomio ménico 2> + Bz + I mediante el

biholomorfismo az, luego podemos mover uno de los dos puntos fijos al cero

. ., . 1- -1)2—42 . .
mediante una traslacion, digamos z — ( o (g ) ) obteniendo el polino-

mio \z+ 2% donde X\ es el multiplicador del punto fijo, finalmente moviendo el
A_ A2

punto critico a cero mediante z—l—% se obtiene el resultado, donde ¢ = § — 7.

Observese que la conjugacion preserva conjuntos invariantes, particular-
mente puntos fijos y érbitas. Ademdas cuando la conjugacion es holomorfa
es también conforme y por tanto la dinamica de dos sistemas holomorfos
conjugados holomorfamente es practicamente la misma.

1.3.2. El conjunto de puntos que escapan y el conjunto
de Julia lleno

Consideraremos en adelante sélo sistemas dinamicos de la forma ((@,p)
donde p es un polinomio de grado mayor o igual a 2, podemos suponer que
p es monico, ya que todo polinomio es conjugado a uno moénico por una
transformacién afin.

Observe que oo es un punto fijo para todo polinomio con multiplicador
cero, recordemos que la derivada en oo se obtiene utilizando el cambio de

cartas 1/z, es decir, p'(0c0) = §'(0) donde s(z) = p(11/z)'
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Definicién 1.3.6. Sea p un polinomio. Definimos al conjunto de puntos que
escapan para p como

I, .= {z¢C : lim p"(2) = oo}

y al conjunto de Julia lleno de p como K, :== C\ I,. La frontera 0K, := J,
es llamado el conjunto de Julia de p y su complemento F, :=C\ J, .

De la definicién es claro que el conjuinto de Julia lleno K, consta de
los puntos en el plano cuya orbita no tiende a infinito, en particular es no
vacio ya que todo polinomio tiene puntos periédicos finitos. Sean p(z) =
24y 12"t 4+ agy B =14 |ap-1] + |an—| + -+ |aol, si |z| > R
entonces |p(z)| > %. De esta manera

Ky =(p""(D(0, R)).

Por lo tanto el conjunto de Julia lleno es un compacto. Notemos que

L, =Jp™™(C\ D(0, R)). Definamos los conjuntos U,, := p~™(C \ D(0, R)).
Observemos que Uy es conexo, veamos por induccién que U, es conexo para
todo m. supongamos que U, es conexo y U,,; es disconexo. Sea V' una com-
ponente acotada de U,,,1, la restriccion p : V' — U, es una transformacion
propia (es decir la preimagen de todo conjunto compacto es un compacto)y
por tanto sobreyectiva, lo que es una contradiccion ya que p no tiene polos
en V. Luego cada U, es conexo. Por tanto I, es conexo.

Del hecho de que 1, es conexo se desprende que toda componente (cone-
xa) de Int(K,) es simplemente conexa, en verdad, como I, es conexo entonces
también lo es I, = I, U J,, por otro lado, sea V una componente (conexa) de
Int(K,). Definamos {2 como la unién de I, y las otras componentes (digamos
V;) de Int(K,), observe que {2 es el complemento de V. Como 9V; C I, para
cada i, entonces V; U I, es conexo y asf {2 también es conexo, por lo tanto V

es simplemente conexo. Confrontese este resultado con el Teorema 1.1.19

Ejemplo 1.3.2.

Consideremos a p(z) = 2% | entonces tenemos que K, = A, I, = A,
J, =S'y F, = A UA*, observe también que 0 e oo son puntos fijos su-
peratractores y que las érbitas de puntos en A tienden a 0. Es claro que la
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orbita de los puntos en la circunferencia unitaria siempre esta contenida en la
circunferencia unitaria, pero podemos obtener mas informacién sobre ellas.
Identifiquemos a la circunferencia unitaria con el grupo de angulos T = R/Z,
tomando vueltas como unidad y no radianes. Mas ain consideraremos la
representacion binaria de cada angulo en T para esto sea

Z = {2 = {Zn}nen|zn € {0,1}}

el espacio de sucesiones en dos simbolos.

2.

. <z . + Tm
Definimos la transoformacién 6, : > 5 — [0, 1] como 6y(z) = mEN 2

es decir 6, asigna el nimero en el intervalo unitario determinado por su
expansion en base 2. Observe que la transfromacion 6, es sobreyectiva pero
no inyectiva.

Proposicion 1.3.1. Los puntos que admiten dos representaciones binarias
son de la forma 2%,1 con m € N.

Es decir la transformacién 6, no es inyectiva sélo en una cantidad numer-
ble de puntos. Definimos una métrica en 5 por

|xm_ym|
d(z,y) = m%N Tom

Veamos que 0, es Lipschitz, si x,y € Z; entonces

N X Em Ym > T = ym| _
02(2) = (W) = | | Ty G~ )| S TN = ).

Es decir 05 es Lipschitz y por lo tanto continua. También se puede demos-

trar que para .,y € Z;, T = Ym para todon < N siy sélo si d(z,y) < %N

Definamos ahora la transformacion s : Z; — St por

wQ ([L’) _ e27ri92 (z)

. . . . Jr . + +
y la transformacién de corrimiento de Bernoulli por oy : >, — > 5 como
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O';_(CL’) =Yy con Yp = Tpti1-

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

O’+
Y 2N
vl L
st — st
22
en este caso los sistemas dindmicos son semi-conjugados.

Observando la dindmica de Z; podemos notar que los puntos periddicos
y pre-periddicos corresponden a los angulos racionales. Ademas de que existen
puntos periddicos repulsores de todos los ordenes, de hecho con mutiplicador
2, vy que los puntos periédicos asi como los pre-periédicos son densos.

Notemos también que si cada combinacion finita de 0’s y 1’s aparece
en z € Y5, entonces x € Y., tiene érbita densa. Como el conjunto de
combinaciones finitas de 0’s y 1’s es numerable entonces basta poner una
combinacion tras de otra para obtener un punto de 6rbita densa, este proceso
lo podemos realizar de una manera no numerable de formas, es decir existen
puntos irracionales de érbita densa y ademas el conjunto de dichos puntos es
denso y no numerable.

El punto zy = 10110011100011110000..., es decir el punto formado por
un bloque de tamano m de 1’s seguido por un bloque de tamano m de 0°s
para todo m natural, es irracional y su érbita no es densa, ya que los puntos
periddicos formados por bloques de un tamano de terminado de 0’s y 1’s
por ejemplo 0011001100110011... y 000111000111000111... no son de acumu-
lacion, de hecho la érbita es un conjunto discreto numerable.

Se sabe que también se pueden encontrar puntos cuya érbita es homeo-
morfa a un conjunto de cantor.

Ejemplo 1.3.3.

Sea p_5(z) = 2% — 2, notemos que la 6rbita de 0 es 0,—2,2,2,2,2,2, ..,
es decir 0 es un punto pre-periédico. Consideramos la funcién h : {z | |z| >
1} — C definida por h(z) = z + %, observemos que h es inyectiva en el
exterior del disco unitario, en verdad si h(z) = h(w) para z,w € A* con z
entonces

1 1 zZ—w

P -—=wF =2 -w=
v w A

= 2w =1,
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lo que no es posible. Tenemos que h no es inyectiva en S'\ {0,1}, pues
si z € S'\ {0,1} entonces 1 € S'\ {0,1} y h(z) = h(). Veamos aho-
_ /e

ra que h es sobreyectiva, si ¢ € C entonces los puntos z; = ~—5—y

@ son tales que h(z1) = h(z2) = (, como 212z, = 1 entonces existe
al menos un punto en el dominio cuya imagen es ¢. Si z € S! tenemos que
h(z) = 24+ = z+% = 2Re(z), es decir h transforma a S*\ {0,1} de modo 2 a
1 en el intervalo abierto (—2,2) y h(S') = [—2,2]. Lo que también demuestra
que h es un biholomorfismo entre C \ [-2,2] y A*.

Z9 =

Atin més h semi-conjuga a z? y a p_5(2), es decir h hace al siguiente
diagrama

A*US! 5 ArUS
hl lh
C — C
222
conmutativo. Entonces K, = [-2,2] = J, e [, = C\ [-2,2] = F},, Ademés la
dindmica de 2? — 2 en [—2, 2] es entendida mediante la dindmica de 2% en la
circunferencia unitaria.

1.3.3. Propiedades basicas del conjunto de Julia lleno

En la seccién esta dedicada a enunciar los resultados clasicos acerca del
conjunto Julia lleno. Para mas detalles el lector puede consultar [4], [5], [7]
o [24].

Definicién 1.3.7. Decimos que un conjunto E es invariante hacia atrds
bajo una funcion f si f~1(E) = E, invariante hacia adelante si f(E) = E.
St E es invariante hacia atras y adelante decimos que E es completamente
mvariante.

Observe que si la funcién f es sobreyectiva y E es un conjunto invariante
hacia atrés entonces p(p~!(F)) = E = p(F). Es decir si la funcién es sobre-
yectiva entonces basta con que el conjunto sea invariante hacia atras para
que sea completamente invariante.

Teorema 1.3.1. Sea p(z) un polinomio de grado mayor o igual a 2. Entonces
los conjuntos K, I,, , J, y I, son completamente invariantes.
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Demostracion. Sea p(z) = 2"+a, 12" '+ -+agy R = 1+4]|an_1|+|an_o| +
-+ |agl, como K, = f~"(D(0, R)) entonces p~*(K,) = K,, ademds como
p es sobreyectiva tendemos que K, es completamente invariante y por lo
tanto [, también lo es. Dado que p es continua y abierta tenemos que int K,

es completamente invariante, por lo tanto también lo son J, y F,,. O

Teorema 1.3.2. Si p es un polinomio de grado mayor o igual a 2, entonces
el conjunto de Julia lleno es perfecto, es decir cerrado y sin puntos aislados.

Demostracion. Sélo falta demostrar que K, no tiene puntos aislados. Supon-
gamos que K, tiene un punto aislado digamos 2, entonces podemos encon-
trar una curva de Jordan C' en I, con la propiedad de que su interior W
intersectado con K, se reduce a zp. Sea R como en el teorema anterior y
V = {z € Cl||z| > R}, sabemos que p(V) C V y que V C I,, por lo cual
para todo z € I, podemos encontrar un M natural tal que p*(z) € V, luego
podemos encontrar un N tal que p™¥(C) C V. Como p™(z) no estd en V,
entonces C\ V' C p" (W), pero entonces por la completa invarianza de I, y
de K,, tenemos K, = zy , en particular p~'(zy) = 29, entonces p(z) debe ser
de la forma a(z — z9)" + zp, podemos conjugar este polinomio a uno de la
forma % mediante la funcién h = ﬁ que intercambia el rol de zy con el de
oo en los respectivos, luego el punto zy no puede ser aislado. O

Definicién 1.3.8. Sea p un polinomio de grado mayor o igual a 2. Decimos
que un punto z € C es critico si p'(z) = 0. Denotamos al conjunto de puntos
criticos por Cp y lo llamaremos el conjunto critico de p.

Definicién 1.3.9. Definimos al conjunto post-critico como la drbita hacia
adelante del conjunto critico y lo denotamos por CT(p), es decir,

C*(p) = ! 1 p"(Cy).

El conjunto critico €}, juega un papel muy importante en la conexidad
del conjunto de Julia lleno. Como se puede ver en los siguientes teoremas.

Teorema 1.3.3. (Fatou-Julia). Si p es un polinomio de grado mayor o igual
a 2, entonces el conjunto de Julia lleno K, es conezo si, y solo si I, NC, = 0.

Demostracion. Sea p(z) = 2"+a, 12" '+ -+agy R > 14|an_1|+|an_o| +
-+ + |agl|, definimos V,,, = p~™(D(0, R)) para todo m.
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Primero supongamos que I, N C, = (. Luego para todo m, p : Viny1 — Vi
es un cubriente de grado n ramificado en n — 1 puntos, como V{ es un disco
entonces cada V,, es isomorfo a un disco para cada m, entonces del hecho de
que K, =V, se tiene que K, es conexo.

Ahora supongamos que existe un punto critico o que pertenece al conjunto
de escape. Entonces existe un [ tal que a € V; pero p(«) ¢ Vj, luego V,, es
homeomorfo a un disco para todo m > [, y p: V;.1 — V; es un cubriente no
ramificado de grado n. Entonces para todo k, el conjunto abierto V;, tiene
n* componentes conexas homeomorfas a un disco.

]

Como la frontera de un conjunto compacto pleno conexo es conexa en-
tonces J, también es conexo.

Teorema 1.3.4. Sea p es un polinomio de grado mayor o igual a 2. St
C, C I, entonces J, es totalmente disconexo. En particular K, = J,.

Demostracion. Como todos los puntos criticos estan contenidos en el con-
junto de escape entonces la érbita hacia adelante del conjunto critico

00
U p™(C,) tiene como tinico punto de acumulacién a oo, luego podemos

m=1

encontrar una curva de Jordan C' de tal forma que su interior W contenga

a K, y el exterior V = C\ W contenga a la érbita hacia adelante del con-

00
junto critico. Podemos ver que I, = |J p ™(V), y de este modo existe
m=1
un N tal que pV(V U C,) C V, asf para m > N todas las ramas inver-
sas p~™ : W — W estdn definidas y son conformes. Sea z, € Jp, entonces
p™(20) € Jp, definimos f,,, como la rama inversa de p™ que manda p™(z)
a 2. Las fns estdn uniformemente acotadas en una vecindad de W y por
tanto son una familia normal. Dado que para z € W N I, la sucesién f,,(z)
se acumula en J,, entonces toda funcién limite f debe mandar W NI, en J,.
Como J, no contiene abiertos entonces f debe ser constante, de este modo
el didmetro de f,,(W) tiende a 0. Como f,,,(0W) no intersecta a .J, entonces
{#0} debe ser una componente conexa de J,, y por lo tanto .J, es totalmente
disconexo.

]
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1.3.4. Comportamiento dinamico cerca de un punto fi-
jo

Los puntos fijos son determinantes en el comportamiento dindamico local y
global, se puede ver por ejemplo que si la 6rbita hacia adelante de un punto z
es convergente entonces el punto limite debe ser un punto fijo, algo parecido
pasa para los puntos periodicos ya que estos son puntos fijos para alguna
iterada. De manera intuitiva podriamos pensar que el comportamiento de la
6rbia de puntos que estan cerca al punto fijo es de algin modo regular. Una
vez mas haremos uso de la conjugacion para explicar el fenémeno dindmico
alrededor de los puntos fijos en un sistema de coordenadas mas conveniente.

Teorema 1.3.5. Sea f una funcion holomorfa en una vecindad de zy con
expansion de Taylor

f(2) = 20+ cu(z — 20)" 4 cppa (2 — 2)F T 4+ ck #0, k>2

es decir, tal que zy es un punto fijo superatractor. Entonces existen una ve-
cindad U de zy y una transformacion conforme ¢ : U — D(0,r) (para algin
r) tal que el siguiente diagrama es conmutativo

y ¢(20) = 0. Dicha ¢ es unica salvo multiplicacion por una (k—1)-ésima raiz
de 1. En particular podemos escoger ¢ tal que ¢'(z) = 1.

Demostracion. (Existencia).

Podemos suponer que z; = 0, haciendo una conjugacion mediante una trans-
formacion de Mobius, entonces f tiene expansion de Taylor en una vecindad
del origen f(2) = apz® + app12"™ + -+, haciendo una conjugacién més
podemos suponer que f(z) = 2% + by 12¥ + -+ Sea r de tal forma que
f(D(0,7)) C int D(0,r) y f*(2) — 0 cuando n — oo para todo z € D(0, R).
Definimos ¢,,(z) como la transformacién conforme que hace conmutativo el
siguiente diagrama.
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po,R) %
—
f \( \/ Zk"
C
tal que ¢/,(0) = 1. Es suficiente probar que la sucesién {¢,} converge unifor-

memente a una transformacion ¢, ya que tendriamos

lim

pof— M gk
y
lim ntlg ok
B = T o,

Por otro lado consideremos a H(z) = ¢(z)/z. Observe que H(0) = 1y que

n 1/k n
se cumple la igualdad ‘b;:(lg) = [‘bl}{(z()z))] = [H(f"(2))]"/*". Definiendo

¢o(2) = z, tenemos que

P == 11 ZT%): [T [HFE)E
i=0 " i=0

Tomando el logaritmo (la rama principal) del producto infinito, tenemos que
es suficiente probar que la serie

© ‘
> g loglH(f'(2))]
1=20
converge uniformemente. Por las condiciones sobre D(0,r) para un ¢ sufien-
temente grande podemos ver que |H(f'(2)) —1| < 1/2 y |[H(f'(2)) — 1| <
C'|f(z)] para alguna constante C'. Como |H(f%(z)) — 1| < 1/2 entonces por
el desarrollo logaritmico de (H(f%(z)) — 1)+ 1, tenemos que log[H (f%(2))] <
2|H(fi(z)) — 1] y por tanto log[H(f!(2))] < 2C |fi(z)|. Asi

> sl <20 ¥ TPlcoe 5

i—o* iZ0 i
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y por lo tanto nuestra serie converge uniformemente.

(Unicidad).
Si existen dos funciones tal que el diagrama conmuta, obtenemos una funcién
¢ que conjuga z¥ consigo misma, es decir que cumple la ecuacién p(2*) =
¢(2)k. Como la conjugacién ¢ fija al 0 entonces tiene la forma p(z) = a2z +
as2? + -+, luego por la conjugacién obtenemos que a,2* + a2? + .- =
a'fzk + alfflank“ + - -+, comparando coeficientes tenemos que a,, = 0 para
n > 1. Por tanto ¢(z) = a,z, con a¥ = a;. Luego la conjugacién es tnica
salvo multiplicacién de una k — 1-ésima raiz de la unidad. O

En particular cuando f es un polinomio de grado mayor o igual a 2, si
consideramos a f como un endomorfismo de la esfera de Riemann (@, entonces
oo es un punto superatractor, aplicando el teorema anterior y tomando la
conjugacién por T'(z) = 1/z, obtenemos:

Teorema 1.3.6. Sea p un polinomio de grado k > 2. Entonces existe un 1 y
una transformacion conforme ¢ de V= {|z| > r} en C tal que el siguiente
diagrama conmuta

|
Lo
(V') =2 (V)

donde ¢ € Y, es decir, tiene la forma bz + by + b;l + ---. Dicha ¢ es unica
salvo multiplicacion por una (k — 1)-ésima raiz de la unidad.

A la funcién ¢ en los teoremas anteriores le llamamos la funcién de Bott-
cher para f en 0 (respectivamente p en o).

En el caso polinomial si C,, C K, podemos extender ¢ a una transforma-
cién conforme de I, sobre C\ A, como veremos mas adelante. Observe que

la ecuacién ¢(p(z)) = [¢(z)]" implica que log|(#(p(2)))| = k [log(é(2))]. Sea
g(z) = |log(¢(2))|, como I, = |Jp (V) podemos definir

o) = 00" (2)

si z € p~™(V), lo que nos permite definir ¢ en todo I,.
Ademas, g es arménica y tiende a 0 cuando z tiende a la frontera de I, U{oo},
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definiendo ¢(z) = 0 en K, obtenemos una funcién continua subarménica en
todo C.

Sea M = max{g(z0)| 20 € Cp}. Si R > M tenemos que g(z) = R es una curva
de Jordan, por lo tanto podemos encontrar una funcién arménica (multi-
valuada) g* conjugada de g tal que G(z) = e9*)¥9°(2) es univaluada en {|z| >
R}, tomando la constante aditiva de ¢g* tal que G(z) = ¢(z) cerca de oo
obtenemos extensién conforme de ¢(z) en {z € C| g(z) > M}. En particular
si C, C K, podemos extender ¢ a una transformaciéon conforme de I, sobre

C\ A

Teorema 1.3.7. Sea f una funcion holomorfa en una vecindad de 0 con
expansion de Taylor

f(2) =Xz +co2® + -+ (0 <|A < 1)

es decir, zo es un punto fijo atractor (no superatractor). Entonces existen
una vecindad U del origen y una transformacién conforme ¢ : U — D(0,r)
(para algin r) tal que el siguiente diagrama es conmutativo

v Loou
ol lo
D(,r) - D(0.r)

y &(z0) = 0. Dicha ¢ es unica salvo multiplicacion por una constante. En
particular podemos escoger ¢ tal que ¢'(z9) = 1.

Demostracion. (Existencia).
Usaremos la misma técnica que en el caso superatractor. Para todo n consi-

deremos la transformacién ¢,, = f"(z)/A\" = z + - --. Observe que
n+1 >
672 = L5 < 6ate)

Entonces si {¢, } converge a ¢, tenemos que para la transformacién limite
se cumple la igualdad ¢(f(2)) = A\o(2).

Elijamos ¢ tal que > < [A] < t < 1, y un r de modo que para todo
z € D(0,r)

FEl<tll vy 1f) = Azl < (Jeol + 1) Iz
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Sea p =t/ |A|. Observemos que

|on41(2) = ¢n(2)] = fn/\t+11(2) B f:(j)

B 'f(f”(Z)) “A()

An+1

(el + DI AP _ (leof + D" (Jeo +1)p" |2

— ‘)\n+1| — ’)\n-I—ll o |>\|

Como p < 1, {¢,} converge uniformemente en D(0,7) a

o

Cb('z) = ¢1(2) + Z (¢n+1<z) - ¢n<z))

n=1

Observe que hemos escogido ¢,, tal que ¢/ (0) = 1, por tanto ¢ esta nor-
malizada de tal modo que ¢'(0) = 1.

(Unicidad).
Si existen dos funciones tal que el diagrama conmuta, obtenemos una funcion
¢ que conjuga consigo misma, es decir que cumple la ecuacién ¢(Az) =
Ap(z). Como la conjugacion ¢ fija al 0 entonces tiene la forma p(2) = a2 +
asz? + -- -, luego por la conjugacién obtenemos que ajA\z + ag\?2% + -+ - =
a1z + Aagz? + -+, es decir, a,\ = a,\" para todo n, esto es posible sélo
si a, = 0 para n > 1. Por tanto ¢(z) = ajz. Luego la conjugacién es tnica
salvo multiplicacién de una constante. O

Definicién 1.3.10. A la ecuacion ¢(f(z)) = Ap(2) la llamamos la ecuacion
de Schroder para f. Cuando esta ecuacion tiene solucion decimos que f es
linealizable en 0.

Definicién 1.3.11. Sea f una funcion holomorfa de una superficie de Rie-
mann S sobre si misma, tal que zy es un punto fijo atractor. Definimos la
cuenca de atraccion de zy denotada por A(zp) como

lim

Azo) ={zes8] "

f"(2) = z0}-

A la componente coneza de A(zy) que contiene a zy la llamamos la cuenca
inmediata de atraccion y la denotamos por A*(zp).
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Observacion 1.3.1. que cuando f es un polinomio considerado como un en-
domorfismo de la esfera de Riemann, la cuenca de atraccion de oo, A(co) =

I, = A*(00).
Dada U una vecindad suficientemente pequena de zy, tenemos que A(zg) =

U .

n=20

En particular sea U como en el teorema anterior, entonces por la ecuacion
o(f(2)) = Ap(2) podemos extender ¢ a todo A(zy), definiendo

o) = AT

size f(U).

Observe que ¢(z) = 0 si y solo si f"(z) = zy para algin n > 1. Por
lo tanto la rama de ¢~ tal que ¢~1(0) = 2o puede ser extendida hasta que
encontremos un punto critico de f o hasta que salgamos del dominio de f.
En el caso de una funcion racional la imagen de ¢ es todo C y ¢~* es un
cubriente ramificado de C.

Los siguientes teoremas son validos para funciones racionales, una demos-
tracién de tales reultados puede ser encontrada en [7].

Teorema 1.3.8. Si 2y es un punto periodico atractor, entonces la cuenca
de atraccion A(zo) es una union de componentes del conjunto de Fatou, y la
frontera de A(zy) coincide con el conjunto de Julia.

Teorema 1.3.9. Si 2y es un punto periodico atractor, entonces la cuenca
inmediata de atraccion A*(zg) contiene al menos un punto critico.

Si f una funcién holomorfa en una vecindad de 0 con expansién de Taylor

f(z) = Az +co2® + -+ (|A| > 1)
es decir, zy es un punto fijo repulsor. Entonces f~1({) = % + .-+ tiene un
punto fijo atractor en 0, y de este modo podemos conjugar f~(¢) a % me-

diante una funcién ¢. Dicha ¢ también conjuga f(z) a Az.
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Cuando p es un polinomio con punto fijo repulsor en 0, la ecuacién
¢ 1 (\z) = p(¢~') nos permite extender ¢! a todo el plano complejo, dicha
extension es una funcién meromorfa. Para los detalles de la demostracién
consultese [7].

Estudiemos ahora el caso de un punto peridédico parabdlico, es decir tal
que el multiplicador del punto periddico sea una raiz de la unidad.

Teorema 1.3.10. Sea f una funcion racional (de grado mayor o igual a 2)
con expansion de Taylor en 0

f(z) =Xz +co2® + -+

tal que A9 =1 para algin ¢ € N\ {0} y A" # 1 paran =1,...,q— 1, es decir,
A = e2™P/D con (p,q) = 1. Esto es z es un punto fijo indiferente racional.
Entonces f no es linealizable en 0.

Demostracion. Supongamos que f satisface la ecuacién de Schroder ¢(f(z)) =
Ap(z) en 0, entonces ¢ es una transformaciéon conforme entre dos vecindades
de 0, digamos de U sobre V. Luego ¢(f% (¢ 1(2))) = Mz = z, de este modo
f9=1Idy y por continuacién andlitica f? = Id¢ lo que contradice que f tenga
grado mayor o igual a 2. ]

Observacién 1.3.2. Como f9 no es la identidad tenemos que f(z) =
z+az"" +- -+ donde n > 1. Observemos que f(f4(2)) = f(2)+ Xaz" T +---
y por otro lado f1(f(2)) = f(2)+a(f(2))" ™ +--- = f(z2) +aXN"TlzmH 4.0
entonces \"Tt = X\ y por tanto n es un multiplo de q. El niimero n + 1 es
llamado la multiplicidad (o bien el orden) del punto fijo.

Mediante una conjugacién podemos suponer que f%(z) = z+ 2" 4... =
Z(L42"+--0).

Consideremos el caso A = 1.

En este caso podemos escribir f(z) = z + 2" + O(z""?) = 2(1 + 2" +
O(z"1)). Como X # 0 podemos escojer una vecindad V' del origen tal que f
es un difeomorfismo de V' sobre V.

Eeﬁnicic’)n 1.3.12. Decimos que un dominio U con cerradura compacta
UcC VNV esun pétalo atractor para f en el origen si f(U) C UU{0} y
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N e —
Diremos que U C VNV’ es un pétalo repulsor para f en el origen si es
un pétalo atractor para f~*.

Diremos que un nimero complejo v es un vector de atraccion (respectiva-
mente de repulsién) si nv™ = —1 (respectivamente nv™ = 1). Estos vectores
determinan n semirectas a partir del origen de la forma Rtv = {rv| r €
[0,00]} donde v es un vector de repulsién (respectivamente de atraccién)
las orientaciones de dichos vectores estan separadas por 1/n vueltas una de
otra, llamaremos a dichos conjuntos como ejes repulsores (respectivamente
ejes atractores) de 0 para f.

Teorema 1.3.11. (Teorema de la flor de Leau-Fatou). Si el origen es un
punto fijo parabolico de multiplicidad n + 1 > 2, entonces existen n pétalos
atractores ajenos U; y n pétalos repulsores ajenos U], tal que la union de los
2n pétalos junto con el origen forman una vecindad Vy del origen. Los pétalos
atractores y repulsores se encuentra distribuidos de manera alternada, de tal
forma que cada U; solamente intersecta a U y a U;_; (donde Uy = Uy).

Demostracién. Sea v; un vector atractor, consideremos el sector S; = {re*uv;|
r >0, |0] < (w/n)} y el cambio de variable w = ¢(z) = 1/(—nz"). Observe
que ¢(z) es un biholomorfismo entre S; y el plano cortado C \ R™. Por lo
tanto existe una unica rama analitica 1); de p~! que manda a C \ R~ sobre
S;, para cada uno de los n vectores atractores. Es decir obtenemos n ramas
analiticas de o~} (w) = ¥/—1/(nw).

Cuando z tiende a 0 tenemos que

f(z) = z(1+a2" + o(z")),

donde la notacién o(z") representa un término residual que depende de z
tal que o(z")/z" — 0 cuando z — 0. Para analizar el comportamiento de f
en S; en puntos cercanos a cero es de utilidad considerar la transformacién
F;(w) = ¢ o fo;(w) definida en el exterior de un disco (suficientemente
grande) en el w-plano cortado, dicha transformacién toma valores en todo el
w-plano. Tenemos que



1.3 Dinamica polinomial 43

fosw) = Y/=T/mu)(1+ — + o))

cuando w tiende a co. Luego

Fi(w) = w(l + — +o()™ =w(l — —— +o(2))

nw w —nw w

es decir, F;(w) = w + 1+ o(1) cuando |w| — oo.

De este modo podemos encontrar un R > 0 tal que |F;(w) —w — 1| < 1/2
cuando |z| > R, en paricular Re(F;(w)) > Re(w)+1/2. Ademas la pendiente
del segmento que une w con F;(w) estd acotada, de hecho |Im(F;(w) — w)| <
Re(Fj(w)—w). Consideremos la regién Hp = {w € C| Re(w) > R} y su ima-
gen P;(R) = ¢;(Hg) = {z € S;| Re(p(2)) > R}. Se tiene que Fj(Hg) C Hg
y por lo tanto f(P;(R)) C P;(R). Observe que entonces las iteradas de fip, (g
convergen uniformemente a la funcién constante 0. Con lo que obtenemos un
pétalo atractor para f en el origen. Haciendo esto para los n vectores atrac-
tors conseguimos los n pétalos atractores. Haciendo un razonamiento analogo
tomando los vectores repulsores para definir los sectores podemos obtener n
pétalos atractores para f~!, o bien pétalos, repulsores para f.

]

Observe que si U; es un pétalo atractor, entonces la sucesion de iteradas
f‘%i converge uniformemente a cero. Y si U/ es un pétalo repulsor, entonces
toda dérbita que empieza en U/ eventualmente debe salir de U/, de hecho debe
de salir de la uniéon UjUU,U- - -UU, . Como consecuencia tenemos el siguiente
resultado.

Corolario 1.3.1. No ezxiste otra orbita periodica en Vi aparte del punto fijo
en el origen.

Definicién 1.3.13. Sea f como arriba. Definimos la cuenca parabolica de
atraccion determinada por U; como §; := {z| f™(z) € U; para algin m €
N}. A la componente (conexa) de §; la llamamos cuenca inmediata paraboli-
ca de atraccion determinada por U;. El conjunto Q2 = |J; serd llamado la
cuenca parabolica de atraccion de f en 0.
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Observacion 1.3.3. Las cuencas parabdlicas de atraccion determinadas por
cada pétalo son disjuntas dos a dos.

Ahora consideremos el caso general, es decir en el cual 0 es un punto

;D
periddico de periodo k con multiplicador A = e*™ 4, entonces 0 es un punto fijo
con multiplicador 1 de la iterada f*9 en 0. Definiremos las cuencas parabélicas

de atraccion para f en 0 como las cuencas parabdlicas de atraccion de f* en
0.

Corolario 1.3.2. La familia f(;z converge uniformemente a cero.

Observe que la 6rbita bajo f de un punto O*(z) tal que 0 ¢ OT(2)
converge a cero si y solo si la érbita eventualmente esta contenida en algin
pétalo atractor Uj, y por tanto pertenece a la cuenca parabdlica de atraccion

Q

j.
Corolario 1.3.3. Para cada cuenca de atraccion se cumple que 2; C Fy y

la frontera de cada cuenca 0X2; C Jy. En particular 0 € J; y cada pétalo
repulsor U} intersecta a Jy.

Demostracion. Es claro que 2; C Fy. Demostremos ahora que el punto fijo
parabélico 0 pertenece al conjunto de J;. Observe que f™(2) = z +mz"* +
O(2"?) luego su derivada n + 1-ésima en 0 es (n + 1)!m que es divergente
cuando m — oo, por lo tanto ninguna subsucesion de iteradas f™ puede
converger uniformemente en una vecindad del origen. Por lo tanto 0 € Jy,
y por la invarianza del conjunto de Julia tenemos que la érbita hacia atras
de 0 debe estar contenida en Jy. Sea 2z, € d€2; tal que su dérbita no contenga
a 0. Como la oOrbita de z; no converge a cero entonces podemos extraer
una subsucesion de la érbita de z; contenida en el complemento de alguna
vecindad de cero, como la sucesion de iteradas f|’§)j converge a (), entonces

la sucesién f* no es normal en ninguna vecindad del punto z;, por lo tanto
082 C Jy. Alin més cada pétalo repulsor U intersecta a Jy. O
Observaciéon 1.3.4. Cuando 0 es un punto periodico de periodo k con mul-
P , , .
tiplicador \ = ™4 como el nimero de pétalos atractores n es un multiplo
de q digamos n = mq entonces f debe permutar los n pétalos en m ciclos de

longitud q.

Definicién 1.3.14. Entenderemos por un sistema de pétalos atractores P;
de f en el origen cada uno de los m ciclos de longitud q. La cuenca inmediata
de P; denotada por A(P;) es la union de las componentes conezas de Q(P;).
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Teorema 1.3.12. La cuenca inmediata A(P;) de un sistema de pétalos de
un punto fijo parabdlico de f contiene al menos un punto critico.

Corolario 1.3.4. La cuenca inmediata 2 de un punto fijo parabdlico de f
contiene al menos m puntos criticos donde m es el niumero de ciclos de
pétalos de f en el origen.

Observacién 1.3.5. Si f una funcion racional (de grado mayor o igual a 2)
con punto fijo indiferente en el origen, es decir |f'(0)] = 1, es linealizable en
0 entonces las iteradas de f en una vecindad de O corresponden a las iteradas
de una rotacion en un disco con centro en 0 y por lo tanto las iteradas de f
forman una familia normal y O estd en el conjunto de Fatou de f.

Definicién 1.3.15. Un punto fijo indiferente irracional serd llamado un
punto de Siegel si existe una linealizacion y a la componente del conjunto
de Fatou en la cual f es conformemente conjugada a una rotacion del disco
unitario la llamamos disco de Siegel. Si la linealizacion no es posible diremos
que el punto fijo es un punto de Cremer.

Dado un numero irracional £ € (0, 1) consideremos su expansién fraccio-
naria continua

1
£ = 1
1

a
1+a2+

ag+--

donde los a; son estrictamente positivos y estan determinados de manera
Unica. Los nimero racionales

Pr _ 1

I
e a1+ 7

_1
A—1

son llamados los racionales convergentes a &.
Usaremos el hecho de que |1 — A%| < %. Una prueba de este hecho se
puede encontrar en [24].

Teorema 1.3.13. Eziste un dngulo 8 € R/Z tal que la ecuacion de Schrider
no tiene solucion para ningun polinomio f.
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Demostracion. Sea f(z) = 2™ + -+ + Az. Supongamos que existe una con-
jugacién ¢ definida en D(0,r) para algiin r. Observemos que la iternada f*
tiene n* puntos fijos, las soluciones de la ecuacién

) —z=2"4- =1z =0.

Es claro que un punto fijo es 0, denotemos a los otros por zi,...2z,k_;.
Como f*(z) = ¢(A¥(¢71(2))) entonces el 0 es la tnica raiz de f*(2) — 2 en
D(0,7), luego 7" <[] |2] = |1 — Ak
Construyamos una A que no cumpla la desigualdad. Sea ¢; < ¢o < --- los
denominadores de los niimeros racionales convergentes a 6, por la desigualdad
1T —\%| < qfﬂ basta tomar un dngulo de tal manera los ¢, crezcan muy
rapidamente para que la desigualdad anterior no se cumpla para todo n y
todo r. O

Decimos que un ntimero irracional ¢ cumple una condicion diofantina de
orden k si existe € > 0 tal que

£

q q
para cada nimero racional p/q. El conjunto de tales niimeros se denota por
D(k). Observe que si k < [ entonces D(k) C D(I). Se sabe que el conjunto

D(k) es vacio para k < 2, que

D(2+) = Q D(k)

k

tiene medida total en la circunferencia R/Z en el sentido de Lebesgue y que
D(2) tiene medida cero.

2

Teorema 1.3.14. (Siegel, 1942). Si 6 es un nimero que satisface una con-
dicion diofantina y st f tiene un punto fijo en el origen con multiplicador
A\ = e¥™ entonces f es localmente linealizable en el origen.

Diremos que un numero irracional £ cumple la condicién de Brjuno si
> qinlog(qnﬂ) < oo donde los g, son los denominadores de los racionales
convergente a &.

Teorema 1.3.15. (Brjuno, 1972). Si 6 es un nimero que satisface la con-
dicion de Brjuno y si f tiene un punto fijo en el origen con multiplicador
A = e¥™ entonces f es localmente linealizable en el origen.
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Dado que todo nimero que cumple una condicién diofantina cumple la
condicién de Brjuno este teorema es una versién mas fina que el teorema de
Siegel. En 1987 Yoccoz que el resultado de Brjuno es el mejor posible.

Teorema 1.3.16. (Yoccoz, 1987). Si 6 es tal que Zqinlog(qnﬂ) = 00 en-

tonces la transformacion f(z) = 2% + €>™2 tiene un punto de Cremer en el
origen.

La demostracion de los dos resultados anteriores puede ser encontrada en
[24].

1.3.5. Algunos otros resultados sobre los conjuntos de
Julia y Fatou

Esta parte esta dedicada para enunciar algunos resultados clésicos sobre
la dindamica racional, que en particular son validos para el caso polinomial.
El lector puede consultar cualquiera de las siguientes referencias [4], [7] o [24]
para los detalles de las demostraciones.

Teorema 1.3.17. El conjunto de Julia contiene todos los puntos fijos repul-
sores y todos los puntos fijos indiferentes que no corresponden a discos de
Siegel. El conjunto de Fatou contiene todos los puntos fijos atractores y todos
los puntos fijos indiferentes que corresponden a discos de Siegel.

Teorema 1.3.18. Para todo N > 0, el conjunto de Julia de una transfor-
macién racional R coincide con el de la transformacion RY.

Teorema 1.3.19. Si z € Ji entonces O~ (2) es densa en Jg.

Teorema 1.3.20. 5@ U C Jr es completamente invariante entonces U es
denso en Jr. Si D es una union de componentes de Fr que es completamente
invariante, entonces Jg = 0D.

Teorema 1.3.21. El numero de ciclos no repulsores es a lo mds 6d — 6.
Donde d es el grado de la transformacion racional.

En su tesis de maestria Shishikura utilizando cirugia casi-conforme obtuvo
la versién mas fina del resultado acotando el niimero de ciclos no repulsores
por 2d—2. Para los polinomios se tiene el siguiente resultado que fue probado
por Douady.
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Teorema 1.3.22. Si p es un polinomio de grado d > 1. Entonces el nimero
de ciclos acotados no repulsores es a lo mds d — 1.

Teorema 1.3.23. El conjunto de Julia de una transformacion racional coin-
cide con la cerradura de los puntos periodicos repulsores.

Teorema 1.3.24. Si U un abierto tal que U N Jp # 0, entonces existe un
entero N tal que RN (U N Jg) = Jx.

Definicién 1.3.16. Sea U una componente (conexa) del conjunto de Fatou
Fp.

1. Si R(U) = U, decimos que U es una componente fija de Fp,

2. St R"(U) = U, para algin n > 0, decimos que U es una componente
periodica de Fr. El menor n para el cual se cumple esto es llamado el
pertodo de la componente,

3. Si R™(U) = U es periddica, para algin m > 0, decimos que U es una
componente pre-periodica de Fg,

4. De otro modo, todos los {R"(U)} son distintos y decimos que U es una
componente errante de Fg.

Teorema 1.3.25. Si U es una componente completamente invariante de
Fgr, entonces Jg = OU, y cualquier otra componente de Fg es simplemente
conexa. Eristen a lo mds dos componentes de Fr completamente invariantes.

Teorema 1.3.26. El numero de componentes del conjunto de Fatou sdlo
puede ser 0,1,2 o 0o, y todos los casos pueden ocurrir.

Teorema 1.3.27. Una transformacion racional no tiene dominios errantes.

El teorema anterior permite clasificar las componentes del conjunto de
Fatou F.
Una componente periddica U de periodo n del conjunto de Fatou se dice
parabolica si en su frontera existe un punto fijo indiferente ¢ para R™ con
multiplicador 1, tal que todos los puntos en U convergen a ¢ bajo la itera-
cién de R™. Los dominios U, R(U), ..., R*~1(U) forma un un ciclo parabdlico.
Su unién es la cuenca inmediata de atraccion asociada con el pétalo atractor
en (.
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Una componente periddica de periodo n del conjunto de Fatou es llamada
un anillo de Herman si es doblemente conexa y R" es conjugada a una
rotacién sobre un anillo o bien a una rotacion seguida de una inversion.

Teorema 1.3.28. Sea U una componente periddica del conjunto de Fatou.
Entonces exactamente una de las siguientes ocurre:

1. U contiene un punto periodico atractor.
2. U es parabolica.

3. U es un disco de Siegel.

4. U es un anillo de Herman.

Observacion 1.3.6. En el caso polinomial los anillos de Herman no pueden
ocurrir como consecuencia del principio del mdzrimo, para los detalles vease
[5]. Por lo tanto, para un polinomio toda componente periddica sélo tiene tres
posibilidades.

1.3.6. Conjuntos de Julia localmente conexos

Sea K C C un conjunto compacto conexo pleno, por el teorema de la
transformacion de Riemann existe una unica pareja (r, ¢) tal que r € RT\ {0}

y ¢ es una transformacion conforme entre C\ K y C\ D(0,r) tangente a la
identidad en infinito, es decir, ¢(z)/z — 1 cuando |z| — oo.

Definicién 1.3.17. Al numero r en la definicion anterior le llamamos la
capacidad conforme de K.

Observaciéon 1.3.7. Si f es un polinomio monico de grado n mayor o igual a
2 de tal forma que Ky es conexo entonces la representacion conforme tangente
a la identidad es una extension de la transformacion de Botcher que conjuga
a f con 2", como vimos anteriormente cuando Ky es conexo la imagen de
dicha extension es el exterior del disco unitario, por lo tanto la capacidad
conforme de Ky es 1.

Observacion 1.3.8. Si ademds de conexo Ky es localmente conexo por el
teorema de Carathéodory la representacion conforme 1 = o1 : C\ A —
C \ Ky tangente a la identidad en infinito tiene una extension continua
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a C\ A. Obtenemos entonces una transformacion continua y sobreyectiva
v: T =R/Z — OK; dada por v(t) = ¥(e*™), esta curva es llamada el lazo
de Carathéodory de Ky (o de f).

Definicién 1.3.18. Sean K C C un conjunto compacto pleno, conexo y
t € T. LLamaremos al conjunto R(K,t) = {p *(pe*™*)| p > r} el rayo
externo de K de argumento t, donde ¢ es la representacion conforme tangente
a la identidad en infinito y r es la capacidad conforme de K. Si existe el limite
r € K de o~ (pe*™) cuando p — r, decimos que R(K,t) aterriza en x.

El siguiente método es usado cuando se quiere demostrar que un conjunto
de Julia de un polinomio es localmente conexo.

Sean f un polinomio como arriba y vy : T — C un lazo (es decir 7 es
una curva cerrada) tal que vo(T) C C\ Ky, 7(0) € R(K+,0) y 7o de indice
1 respecto a un punto (y por tanto a todos los puntos) de K.

Observemos que la transformacién ¢ o vy(t) tiene la forma p(t)e? 0®
donde p: T — (1,00) y 6 : T — T son continuas con §(0) = 0, podemos
levantar 6 a 6 : R — R con 6(0) = 0y 6(t +1) = 6(t ) De este modo pode-
mos definir una sucesién de lazos 7, tomando v, (t) = “p,(t)e*™?) donde
pu(t) = p(d™ )" v 6, : T — T es dada por 6,(t) = -6(d"t). Observe que
la sucesion 7, cumple f(V,41(t)) = yu(d - t).

L
dn

Observacién 1.3.9. Si K es localmente conexo i se extiende continua-
mente a C\ A\ y entonces la sucesion 7,(t) converge uniformemente en T a
Y (e*™), es decir lim(y,) es el lazo de Carathéodory de K.
Reciprocamente si v,(t) converge uniformemente a una lazo Yo : T — C.
Entonces para todo conjunto compacto de C\Kf existe un € tal que (C\Kf C
W(C\ D(0,1+¢)). Ademds como p, — 1 uniformemente, entonces para cada
vecindad V de Ky existe N tal que v,(T) C V para todon > N. De estas dos
afirmaciones obtenemos que voo(T) C OKy. Por otro lado sean w € 0Ky y
y € C\ Ky, consideremos una curva L en @\Kf que une ay con oo. Paran
suficientemente grande v, (T)N L = (), de este modo ~, tiene indice O repecto
ay y como v, tiene indice 1 respecto a w tenemos que v,(T) intersecta el
segmento de linea que une w con y, esto es erxiste un t, tal que 7, (t,) estd
en dicho segmento, por lo cual |y, (t,) — w| < |y —w|. Como y es un punto
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arbitrario de C\ Ky podemos encontrar una sucesion (n,) y una sucesion
Sm = tn,, tal que yy,, (Sm) — w. Extrayendo una subsucesion si es necesario,
podemos suponer que (s,,) tiene limite s y entonces Yoo (s) = w. Por lo tanto
tenemos 0Ky C 7oo(T).

Finalmente como 0Ky = v(T) y la imagen de un compacto localmente co-
nexo bajo una funcion continua es un compacto localmente conexo, entonces
0K es localmente conexo y por tanto Ky es localmente conexo.

Las transformaciones expansivas y sub-expansivas juegan un papel muy
importante en la conexidad local de Jy y por tanto de K. Veremos que si f
es una transformaciéon sub-expansiva en su conjunto de Julia entonces J; es
localmente conexo.

Definicién 1.3.19. Sean Q un abierto de C, f : Q2 — C una transformacion
holomorfa y K un subconjunto compacto de 2. Decimos que [ es expansiva
en K si f(K) C K y existen V vecindad de K en ), una métrica conforme
ds =u(z)|dz| en V' y una constante 5 > 1 de forma que

u(f(2)) ()] = Bu(z)
para todo z € K.

Observacién 1.3.10. Como

u(fENUTY ) I alE)
G S e

—

entonces u(f™(2)) [(f™) ()| > Pu(z) para todo m > 1.
Lema 1.3.29. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. f es expansiva en K.

2. Eziste a >0y > 1 tal que |(f™)'(2)] > afB™ para todo z € K y todo
m > 1.

3. Emiste j > 1 tal que |(f7)(2)| para todo z € K.
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Como consecuencia de (3) tenemos que si f™ es expansiva en K para
algiin m entonces también lo es f, y también cada iterada de f.

Ejemplo 1.3.4. f(z) = 2" es ezpansiva en la circunferencia unitaria ya que
|f'(2)| = n para todo z € S'.

Definicién 1.3.20. Una métrica conforme ds = u(z) |dz| es admisible en €
un abierto de C si u estd definida, es continua y positiva en

Q\{ay, a9, ..., a}, ysim; <u(z) <c¢/fl|z—a™, dondem; >0,0 < a; <1
Y ¢; < 00, en una vecindad de cada punto a;.

Una métrica admisible permite definir una longitud finita para toda curva
analitica real a trozos y una distancia compatible con la topologia usual. Para
mas detalles se puede consultar en [7], [15] o [24].

Definicién 1.3.21. Sean ) un abierto de C, f : Q — C wuna transfor-
macion holomorfa y K un subconjunto compacto de €). Decimos que f es
sub-expansiva en K si f(K) C K y existen V vecindad de K en Q, una
métrica admisible ds = u(z) |dz| en V' y una constante 5 > 1 de forma que

u(f(2)) 1/ (2)] = Bu(z)
para todo z € K\ ({a;}; U f*({a;}i)) y cada f(a;) es igual a un a;.

Definicién 1.3.22. Decimos que un polinomio p es hiperbdlico (respectiva-
mente sub-hiperbdlico) si p es expansivo (respectivamente sub-expansivo) en
su conjunto de Julia J,.

La demostracién de los siguientes teoremas se puede encontrar en [7],
[15],[24] o [27].

Teorema 1.3.30. Sea p un polinomio tal que K, es conezxo. Si p es sub-
hiperbdlico entonces K, es localmente conezo.

Observe que si un polinomio es hiperbdlico en particular es sub-hiperbdli-
co.
Los siguientes teoremas nos brindan una caracteirzacion de la hiperbolicidad
y sub-hiperbolicidad en terminos del comportamiento de los puntos criticos.

Teorema 1.3.31. Sea p un polinomio. Las siguientes condiciones son equi-
valentes
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1. p es hiperbolico.

2. Todo punto critico de p que pertenece a K, converge bajo iteracion (es
atraido) a un ciclo atractor.

3. La cerradura del conjunto post-critico es disjunta del conjunto de Julia
Jp

Teorema 1.3.32. Sea p un polinomio. p es sub-hiperbdlico si y solo si todo
punto critico de p que pertenece a K, es pre-periddico o es atraido a un ciclo
atractor.

Ejemplo 1.3.5. Consideremos un polinomio cuadrdtico de la forma p. =
22 + ¢ que tenga un ciclo atractor acotado, entonces la cuenca inmediata de
atraccion contiene al punto critico, de este modo p. es hiperbolico y J. es
localmente conexo.

Definicién 1.3.23. Decimos que ¢ € C es un punto Misiurewicz si para el
polinomio p. = z* + ¢ el punto critico 0 es estrictamente pre-periddico.

Ejemplo 1.3.6. Si ¢ es un punto Misiurewicz como el punto critico es pre-
periodico entonces su orbita no tiende a infinito y por lo tanto estd en K., co-
mo ademds dicho punto es pre-periddico entonces p. = z>+c es sub-hiperboli-
co, luego J. es conexo y localmente conexo.

Observe que si ¢ es un punto Misiurewicz entonces el ciclo en el que las
iteradas de 0 eventualmente se encuentran no puede ser atractor, ya que si lo
fuera, 0 tendria que estar en una componente periddica y por tanto deberia
ser periédico. Como p,. es sub-hiperbdlico en J., entonces no puede existir un
ciclo indiferente, por lo tanto el ciclo debe ser repulsor. Atin mas como toda
componente de K. debe ser pre-periddica, entonces tenemos que Int(K.) es
vacio. Por lo tanto J. es una dendrita, es decir, es un conjunto compacto
conexo por trayectorias localmente conexo denso en ninguna parte que no
separa el plano. Recordemos que un conjunto es denso en ninguna parte si
su cerradutra tiene interior vacio, y un conjunto no separa al plano si su
complemente es conexo.

Usando argumentos analogos a los de arriba se puede mostrar

Teorema 1.3.33. Si p es un polinomio cuyo conjunto post-critico finito y
tal que ningun punto critico finito es periodico. Entonces el conjunto de Julia
Jp es una dendrita.
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Damos ahora dos propiedades de los polinomios hiperbdlicos. La demos-
tracién del primer resultado se encuentra en [7], [15], [27] mientras que una
demostracién del segundo resultado puede ser consultada en [27].

Teorema 1.3.34. Si p es un polinomio es sub-hiperbolico, entonces el con-
Junto de Julia J, tiene medida de Lebesgue 0.

Teorema 1.3.35. Si p es un polinomio hiperbidlico cuyo conjunto de Julia
Jp es conexo y distinto de una circunferencia, de una linea, y también es
distinto de todo sub-arco de una circunferencia o de una linea entonces J, no
tiene linea tangente en ningiun punto, y por tanto no es localmente rectificable
en ningun punto.

Los conjuntos de Julia de polinomios sub-hiperbdlicos no agotan las po-
sibilidades de conjuntos de Julia localmente conexos.

Teorema 1.3.36. Sea p es un polinomio. Supongamos que para cada punto
critico w de p, una de las siguientes posibilidades ocurre

1. w es atraido a un ciclo atractor.

2. las iteradas de w eventualmente (bajo un ndmero finito de iteradas)
entran en un ciclo repulsor.

3. w es atratdo por un ciclo indiferente racional.
Entonces K, es conexo y localmente conezo.

No se dara demostracion de este resultado, una vez mas remitimos al
lector a [7], [15].

Teorema 1.3.37. Sea p. = 2> +c un polinomio cuadrdtico con un ciclo indi-
ferente racional. Como la cuenca inmediata parabilica de atraccion contiene
al punto critico O entonces tenemos que J. es conexo y localmente conexo.

1.4. Polinomios y rayos externos

Recordemos que si p un polinomio de grado n mayor o igual a 2 tiene
conjunto de Julia conexo (o equivalentemente conjunto de Julia lleno conexo),
entonces por el teorema de la transformacién de Riemann sabemos que C\ K,
es conformemente equivalente a C\ A mediante la representacién conforme ¢
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la cual conjuga al polinomio p en el complemento de K, con la transformacién
g(w) = w™ en el exterior del disco unitario. La funcién continua G : C — R
definida por

1 i C\ K,
G(e) = {Oogmzn si 2 C\K,
si ze kK,

es llamada la funcion de Green para K.

Observacién 1.4.1. Si z € C\ K, entonces G(f(z)) = log|f(e(2))| =
log|¢(2)[" = nG(z), ademds si z € K, entonces f(z) € K,. Por lo tanto se
cumple la identidad G(f(2)) = nG(z) para todo z.

Cada uno de los conjuntos G~*(a) = {z| G(z) = a} con a > 0 es llamado
una curva equipotencial alrededor del conjunto de Julia lleno K. Observe
que el polinomio p es una transformacion cubriente que envia cada equipo-
tencial G~!(a) al equipotencial G™*(na) de modo n a 1. Ademds los rayos
externos son trayectorias ortogonales a la familia de curvas equipotenciales
para K.

Observaciéon 1.4.2. Una vez mds usando el hecho de que p es conjugado a
2", obtenemos la identidad p(R(K,,t)) = R(K,,nt). De lo cual tenemos que
sit € T es periodico bajo la multiplicacion por n entonces el rayo R(K),t)
es periodico.

Lema 1.4.1. Si el rayo R(K,,t) aterriza en un punto ~(t) de J, entonces
el rayo R(K,, nt) aterriza en el punto y(nt) = p(y(t)). Mds ain cada uno
de los n rayos de la forma R(K,, (t+j)/n) aterriza en uno de los puntos de
p Y (y(t)), y cada punto en p~*((t)) es un punto donde aterriza al menos un
rayo

Demostracion. Exsiten dos casos, si 2 € J, no es un punto critico entonces
existen vecindades U y V de z y p(z) respectivamente tal que p es un di-
feomorfismo de U sobre V', de este modo p manda al conjunto R(K,,s) N U
en R(K,,ns) NV. Por lo cual si un rayo R(K), s) aterriza en z entonces el
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rayo R(K,,ns) aterriza en p(z). Por otro lado si R(K,,t) aterriza en p(z)
entonces para un unicamente determinado s de la forma (¢t 4+ j)/n el rayo
R(K,,s) aterriza en z. Si z es un punto critico p es una transformacién cu-
briente ramificada de U sobre V', de tal modo que cada rayo que aterriza en
p(z) es imagen de dos o mds rayos que aterrizan en z. O

Teorema 1.4.2. El conjunto de angulos para los cuales el rayo externo ate-
rriza tiene medida total en T.

Demostracion. Sea A = {z € C| 1 < |z| < 2}. Usando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz

( / ()] d=)? < ( / d=[2)( / ()] =)
= drea(A) - drea(y(A)) < oo.

De este modo ff |Y'(pe*™™)| dp es finita para todo ¢t € T salvo un conjunto
de medidad cero. Es decir, la parte final de R(K,t) tiene longitud finita y
por tanto R(K,t) converge para todo t € T salvo un conjunto de medida
Ccero. [

Teorema 1.4.3. (F. y M. Riesz). Sea wy € 0K el conjunto de dngulos

lim

o 2mit
Bttt ML o) = w)

tiene medida cero.

Definicién 1.4.1. Un punto wy € 0K es accesible si existe una curva en
C\ K que converge a wy

Por un teorema de Lindelof se sabe que un punto es accesible si y solo
si es accesible por una geodésica hiperbdlica. Observe que el Teorema 1.1.18
tiene los siguientes corolarios

Corolario 1.4.1. (Teorema de Lindeldf). Sea wy € K. Si)(z) converge a
wo cuando z tiende a €*™ a lo largo de una curva v en C\ A, entonces el
rayo R(K,t) también aterriza en wy.

Corolario 1.4.2. Un punto en 0K es accesible si y solo si es el punto de
aterrizaje de un rayo. De manera mds precisa si d es una curva en C\ K que
converge a wy € OK entonces, v = 1)~ 0§ converge a un punto e*™ ¢ St y
el rayo R(K,t) aterriza en wy.
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Teorema 1.4.4. Si wy es un punto en 0K tal que K \ {wo} tiene m(> 1)
componentes (conezas), entonces al menos m rayos externos aterrizan en wy.

Corolario 1.4.3. Si m rayos externos aterrizan en wy € 0K entonces K\
{wo} tiene exactamente m componentes (conexas).

Para mas detalles de los teorema anteriores y consultar las demostracio-
nes remitimos al lector a [26].

Teorema 1.4.5. Sea p un polinomio cuyo conjunto de Julia J, es conezo.
Jp es localmente conexo si y solo si todo rayo externo aterriza en un punto
(), y la transformacion ~y es continua respecto al dngulo t .

Demostracion. La necesidad se sigue del teorema de Carathéodory.

La suficiencia: Sabemos que v : T — J, estd bien definida y es continua,
entonces (T) es un subconjunto compacto no vacio de J,. Por el lema 2.72
tenemos que {{Jp " (7(0))} C ¥(T) y como la érbita hacia atrds de un punto
en J, es denso entonces tenemos que y(T) = .J,. Ahora recordando que si
existe una funcion continua de un compacto localmente conexo sobre un
Hausdorff, entonces el espacio de llegada debe ser compacto y localmente
conexo, concluimos que J, es localmente conexo. O

Los siguientes resultados los presentamos sin demostracion, el lector puede
consultar las demostraciones en [15], [24].

Teorema 1.4.6. Si p que tiene conjunto de Julia conezo y localmente conexo,
entonces todo punto periddico en J, es repulsor o parabdlico. Mds ain todo
ciclo de discos de Siegel para p contiene al menos un punto critico en su
frontera.

Corolario 1.4.4. Si p es un polinomio con un punto de Cremer, o con un
ciclo de discos de Siegel cuya frontera no contiene puntos criticos. Entonces
el conjunto de Julia J, no es localmente conexo.

Lema 1.4.7. Sean 2 < n > Z y X C T un subconjunto compacto que es
enviado de manera homeomorfa en si mismo por la transformacion h(t) =
nt(mod Z). Entonces X es finito.

Definicién 1.4.2. Un rayo externo R(K,,t) se dice racional sit es racional,
es llamado irracional si t es irracional y decimos que es periodico si t es
periodico bajo la multiplicacion por el grado n del polinomio, es decir, tal que
nPt = t(modl) para algin p > 1.



58 Preliminares

Observacion 1.4.3. Sit es racional con denominador q, entonces las suce-
sivas imagenes de R(Kp,t) bajo el polinomio p tienen dngulos nt,n*t,n’t, ...
(mod Z) cuyos denominadores son divisores de d, como sélo existe un nime-
ro finito de tales racionales modulo 7, esta sucesion se debe repetir eventual-
mente. En el caso especial cuando d y n son coprimos, los racionales con
denominador d son permutados bajo la multiplicacion por n modulo Z, por
tanto t es periodico. Por lo tanto el rayo R(K,,1t) es eventualmente periddi-
co si y solo si t es racional, y es periodico si y solo si t es racional y su
denominador es primo relativo a n.

Teorema 1.4.8. Si un rayo externo R(K,,t) es periddico entonces aterriza
en un punto periddico que es repulsor o parabdlico. Sit es racional pero no
periodico entonces el rayo R(K,,t) aterriza en un punto que es pre-periddico.

Teorema 1.4.9. Todo punto repulsor o parabolico es el punto de aterrizaje
de al menos un rayo periodico.

Lema 1.4.10. Si un rayo periddico aterriza en un punto zy, entonces solo
un numero finito de rayos pueden aterrizar en zy, y todos esos rayos son
periddicos con el mismo periodo (que puede ser mas grande que el periodo de

Z(]).

Recordemos que el multiplicador en un punto parabdlico es una g-ésisma
raiz de la unidad para algiin ¢ > 1, en este caso podemos obtener mas
informacion.

Teorema 1.4.11. Si un rayo periodico aterriza en un punto zo que es pa-
rabolico con multiplicador una q-ésisma raiz de la unidad entonces dicho rayo
tiene exactamente periodo q. Mds aun, para todo pétalo repulsor en zy existe
al menos un rayo que aterriza en zy a través del pétalo.

De hecho se sabe! que el niimero de rayos es 2 si ¢ = 1 y 1 en cualquier
otro caso.

1.5. Polinomios cuadraticos

En esta seccion presentamos sin demostracion algunos de los resultados
conocidos para los polinomios cuadraticos, para las demostraciones el lector
puede consultar [7] o bien [27].

Wease [15]
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Figura 1.2: Conjunto de Mandelbrot

Recordemos que todo polinomio cuadratico es conjugado por una trans-
formacién afin a un polinomio de la forma p, = 22 + ¢, por el Teorema 1.3.3
tenemos que K, es conexo (por lo tanto también J,) si y sélo la érbita de 0
es acotada.

Definicién 1.5.1. Definimos el conjunto de Mandelbrot como
M :={ceC| O%(0) esunasucesiéon acotada}.

Por la discusion anterior el conjunto de Mandelbrot consiste precisamen-
te de los ¢ tal que K. es conexo, ademads si ¢ estd en el complemente de
dicho conjunto entonces por el Teorema 1.3.4 tenemos que K. es totalmente
disconexo.

Teorema 1.5.1. El conjunto de Mandelbrot es un subconjunto compacto del
disco D(0,2) cuya interseccion con el eje real es [—2,1/4] cuyo complemento
C\ M también es conexo. Mas ain, M consiste precisamente de los c tales
que |p*(0)] < 2 para todo n > 1.

Teorema 1.5.2. (Doudy-Hubbard). El conjunto de Mandelbrot es conezxo.
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Por el Teorema 1.3.22 existe a lo més un ciclo de componentes acotadas
de F, por el Teorema 1.3.27 toda componente acotada de F,. eventualmente
entra al ciclo, para los polinomios no pueden ocurrir anillos de Herman. Por

el Teorema 1.3.28 tenemos las siguientes posibilidades para c en el conjunto
de Mandelbrot.

1. Existe un ciclo atractor para p.. Si tenemos un punto fijo entonces
F. tiene una tnica componente acotada. De otro modo tiene infinitas
componentes. Por el Teorema 1.3.36 J.. es localmente conexo.

2. Existe un ciclo parabdlico para p.. Si tenemos un punto fijo (este caso
ocurre sélo cuando ¢ = 1/4) entonces F, tiene una sola componente
acotada. De otro modo tiene infinitas componentes. Por el Teorema
1.3.36 J. es localmente conexo.

3. Existe un ciclo de discos de Siegel.

4. No existen componentes acotadas para F..

Teorema 1.5.3. Para cada \ € A\, existe un tinico valor ¢ que depende de \
tal que p. tiene un punto fijo con multiplicador X. Los valores de ¢ tal que p.
tiene un punto fijo atractor forman una cardioide Dy C M, y 0Dy C OM.
Adun mds, si ¢ € Dy entonces J. es una casi-circunferencia.

Sabemos que Dy = {c = 5 — ’\72 |A] < 1}. Analalégamente se puede
ver que el conjunto Dy = {c| [|4c+ 4] < 1} es el conjunto para de ¢ tal que

pe tiene un ciclo atractor de periodo 2.

En particular en D, existe un unico c tal que p. tiene un punto fijo super-
atractor, claramente ¢ = 0, a D; se le conoce como la cardioide principal. De
igual manera en D, existe un unico ¢, se puede ver que ¢ = —1, de forma
que p. tiene un ciclo super-atractor de periodo 2. Estos dos conjuntos son
ejemplos de componentes del interior del conjunto de Mandelbrot, los puntos
0 y —1 son llamados los centros de dichas componentes. Continuando del
mismo modo podemos definir los centros de las componentes del interior del
Mandelbrot como los valores de ¢ para los cuales el punto critico forma un
ciclo de un determinado periodo. Denotamos por E al conjunto de centros,
es decir, E = {c€ M | 0 es un punto periédico de p.}.
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Teorema 1.5.4. Si p, tiene un ciclo atractor de periodo m, entonces «
pertenece al interior de M. Si denotamos por W a la componente del interior
de M que contiene a o, tenemos que p,. tiene un ciclo atractor z1(c), ..., zm(c)
de periodo m para todo c € W, donde cada z;(c) depende de manera analitica
de c.

De este teorema es claro que E esta contenido en el interior de M.

Teorema 1.5.5. La cerradura de E contiene la frontera de M. En particular
el interior de M es denso en M.

Las componentes del interior de M que estan asociados con ciclos atrac-
tores son llamadas las componentes hiperbolicas del interior de M, por el
Teorema 1.3.31 sabemos que p, es hiperbdlico si ¢ ¢ M o si p, tiene un ciclo
atractor. Por el teorema anterior sabemos que el interior de M es denso en
M, pero no sabemos si la unién de las componentes hiperbdlicas coinciden
con el interior de M.

Teorema 1.5.6. Para cada componente hiperbolica W del interior de M el
multiplicador A(c) induce una transformacidn conforme Aw : W — A que se
extiende continuamente de W sobre /\.

Si p, tiene un ciclo indiferente de longitud m, entonces a € W para
alguna componente hiperbdlica W asociada a ciclos atractores de longitud
m. Méas ain todo ¢ € OW con A(c) # 1 tiene un ciclo indiferente de longitud
m. Si la longitud del ciclo de p. es un divisor propio de m, entonces c esté
en la frontera de otra componente hiperbdlica. El punto en OW en el cual
A(c) =1 es llamado la raiz de W.

Presentamos ahora algunos resultados sobre rayos externos en el caso de
los polinomios cuadréticos. Sea p. un polinomio cuadratico, el punto de ate-
rrizaje del rayo R(K,,0) es un punto fijo repulsor o parabdlico de p. al que
llamamos . El otro punto fijo de p. es llamado «. El tnico caso cuando
a=fBesp.=z2+1/4, por lo tanto a = 3 = 1/2.

Observaciéon 1.5.1. Por el lema 1.4.10 y del hecho de que el unico punto
fijo en T bajo la multiplicacion por 2 (mod 1) es el 0, tenemos que ningin
otro rayo aterriza en (3, luego por el Teorema 1.4.4 K.\ {B} es conexo. Esto
demuestra
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Teorema 1.5.7. El punto fijo 8 de un polinomio cuadrdtico no desconecta
a su conjunto de Julia lleno.

Corolario 1.5.1. Un punto fijo x repulsor o parabdlico desconecta a K. si
y solo si x = o # f3.

Demostracion. Si x desconecta a K. entonces por el teorema anterior x =
a # (. Por otra parte si a es repulsor o parabdlico entonces por el Teorema
1.4.9 y del hecho de que 0 es el tinico punto fijo en T bajo la multiplicacion por
2 (mod 1) tenemos que al menos dos rayos aterrizan en a luego por el corolario
1.4.3 tenemos que « desconecta a K. en al menos dos componentes. O]

Sea O = {z1, ..., z,, } una 6rbita periédica para p., supongamos que existen
v > 1 rayos que aterrizan en cada punto del ciclo. A la pareja (O,v) le
llamamos retrato de orbita. Note que los v rayos que aterrizan en z cortan
al plano en v dominios a los que llamaremos los sectores con base en el
punto z € {z1, ..., 2z, } . Entenderemos por amplitud angular del sector S a la
longitud del arco abierto Is que consiste de todos los angulos ¢t € T tal que

R(K,.t) CS.

Teorema 1.5.8. Sea {zi,..., 2z} una orbita periddica para p.. Si existen
v > 1 rayos que aterrizan en cada punto de {z1,...,zm}, entonces existe un
unico sector Sy con base en algun punto z; € {z1, ..., zm} que contiene al valor
critico ¢ y cuya cerradura no contiene otro punto (ademds de z;) del ciclo
{1, ..., 2m}. Este sector Sy es caracterizado, de entre todos los mv sectores
basados en los distintos puntos del ciclo, como el unico vector de menor
amplitud angular y es llamado el sector del valor critico.

La demostracién de este teorema puede ser encontrada en [23], [25].

Tratemos el caso de algunos polinomios cuadraticos cuyo conjunto de Ju-
lia J. (o equivalentement conjunto de Julia lleno K,.) conexo y localmente
conexo. Primero veamos que en este caso el conjunto de Julia J. es un co-
ciente topoldgico de la circunferencia unitaria S*

Sea p. un polinomio cuyo conjunto de Julia lleno K, conexo localmente
conexo, sabemos que la inversa de la representacién conforme 1) = ¢! :
C\ A — C\ K. se extiene de manera continua a C\ A — C\ Int(K,),
ademas dicha transformacion hace que el siguiente diagrama
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c\a B C\a

el Lo
C\ Int(K,,) p—> C\ Int(K,,)

sea conmutativo. En particular por el Teorema 1.4.5 existe el lazo de Ca-
rathéodory v : T — J. que es continuo y sobreyectivo, y ademéas cumple la
identidad p.(v(t)) = v(2t).

Observe que los puntos de J,. en los que aterriza mas de un rayo corresponden
a los puntos donde 7 no es inyectiva. De manera natural podemos definir una
relacion de equivalencia de la siguiente manera

Definicién 1.5.2. Sean p. un polinomio cuadrdatico cuyo conjunto de Julia
J. es conexo y localmente conexo, y v. : T — J. el lazo de Carathéodory.
Definimos la relacion (determinada por p.) en T por ty ~. ty si R(K.,t1) y
R(K.,t2) aterrizan en el mismo punto.

Claramente la relacién anterior es una relacién de equivalencia. Denota-
mos las clases de equivalencia por [t].

Observaciéon 1.5.2. v, es inyectiva para todo t € T irracional.

Sean X, Y, espacios topoldgicos. Recordemos que una transformacion

h: X — Y sobreyectiva se dice (transformacion) cociente si cumple que un
subconjunto U de Y es abierto si y sélo si h=*(U) es abierto en X. Se sabe!
que si b : X — Y es una transformacién continua sobreyectiva que ademas
es abierta o cerrada, entonces h es una transformacién cociente. También
recordemos que si X es un espacio topologico, A es un conjuntoy h: X — A
es una transformacion sobreyectiva, entonces existe una unica topologia 7 en
A para la cual h es una transformacién cociente, esta topologia es llamada
topologia cociente.
Recordemos también que una transformacion continua de un espacio to-
pologico compacto sobre un Hausdorff es cerrada. Usando este hecho como T
es compacto y J. es Hausdorff, tenemos que el lazo de Carathéodory es una
transformacion cerrada, mas ain por ser sobreyectivo es una transformacion
cociente.

lyease por ejemplo [28]
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Definicién 1.5.3. Sea X un espacio topoldgico, y sea X* una particion de
X es subconjuntos disjuntos tal que su union es X. Sea h : X — X* una
transformacion sobreyectiva que envia todo punto de X al elemento de X*
que lo contiene. Con la topologia cociente inducida por h, el espacio X* es
llamado un espacio cociente de X .

La demostracién del siguiente teorema se puede encontrar en [28].

Teorema 1.5.9. Sean X, Z espacios topologicos y g : X — Z una transfor-

macion sobreyectiva y continua. Sea X* la siguiente coleccion de subconjuntos
de X :

X ={g"'({h| =€z}

Dotemos a X* con la topologia cociente. Entonces

1. La transformacion g induce una transformacion biyectiva y continua
f: X* — Z. La transformacion f es un homeomorfismo si y solo si g
es una transformacion cociente.

2. Si Z es Hausdorff entonces también lo es X*.

Proposicién 1.5.1. El cociente T/ ~. es homeomorfo al conjunto de Julia
Je.

Demostracion. Como 7, es una transformacion cociente, aplicando el teorema
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

T e J.
—
Pr N a g
T/ ~.

Donde Pr(t) = [t], y g es un homeomorfismo definido por g([t]) = v.(t).
[

Hemos demostrado por tanto que si un polinomio cuadratico tiene con-
junto de Julia J. conexo y localmente conexo entonces lo podemos ver como
un cociente topolégico de la circunferencia unitaria S'. Observe que la de-
mostracion no depende del grado del polinomio, por lo tanto el resultado se
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generaliza para todo polinomio cuyo conjunto de Julia es conexo y localmen-
te conexo.

Ahora consideremos algunos casos especiales.

Las demostraciones de los siguientes teoremas pueden ser revisada en [25].

Lema 1.5.10. Sea K C C un compacto pleno, conexo y localmente conexo,
sea U una componente conexa del interior de K. Entonces la cerradura U
es homeomorfa al disco unitario cerrado, y existe una unica retraccion py :
C — U sobreyectiva que envia cada rayo externo, y también cada componente
conexa del complemento K \ U a un tinico punto de OU. Sea zy € OU, dos
rayos externos aterrizan en zo st y solo si existe una componente conexa X
de K\ U tal que py(X) = 2.

Teorema 1.5.11. Sea p, = z?+c un polinomio cuadrdtico con un ciclo atrac-
tor de periodo m > 1. Denotemos por Uy y Uy a las componentes (conexas)
del interior de K., que contienen al punto critico O y al valor critico c respec-
tivamente. Entonces la retraccion dada por el teorema anterior py, : C — U,
envia la componente Uy a un unico punto zg € Uy que es fijo bajo f™. Por
lo tanto al menos dos rayos externos aterrizan en dicho punto.

Discusién 1. Primero supongamos que c es el centro de una componente
hiperbdlica de periodo m. Entonces p. tiene un ciclo super-atractor digamos
{ag = 0,a1 = p.(0),...,a,—1 = p™1(0)}, denotemos por U; la cuenca inme-
diata de atraccién que contiene a a;, sabemos que estas cuencas de atraccion
estan contenidas en el interior de K,.. Mas aun si identificando Uy con U,
tenemos que p. envia Uy de modo 2 a 1 sobre Uy, y a U; sobre U;;1 de modo
lalparal<i<m—1. Ademas por el Teorema 1.3.27 sabemos que toda
componente del interior es pre-periddica, por lo tanto cualquier otra com-
ponente de interior de K. es enviada homeomorfamente a alguna de las U;
mediante un nimero finito de iteradas de p..

Por el Teorema de la representacion conforme y por el Lema 1.5.10 sabe-
mos que existe una transformacién h; : U; — A que es confome en el interior
del disco unitario y es un homeomorfismo en la frontera de tal forma que el
siguiente diagrama
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U, 5 U
hi | 1 h
A = A

22

es conmutativo. En particular por el Teorema 1.5.11 OU; es homeomorfa a S*
tenemos que existe un dnico punto y; € U; tal que p”(y;) = y;. El punto y;
es llamado la raiz de U;. Observe que los puntos y; forman un ciclo bajo la
iteracion de p. con periodo [, donde [ tiene que ser un divisor de m, ya que
pe(yi) = yir1. Es conocido® que el punto y; pertenece al conjunto de Julia J.
y es tal que los dngulos {7, '(y;)} son periédicos de periodo m bajo la mul-
tiplicacién por 2 médulo Z. Ademés por el Teorema 1.5.11 siempre existen
dos rayos externos que aterrizan en y; de tal forma que U; esta en el sector
acotado por estos rayos cuya cerradura no contiene ningun otro punto del
ciclo ({1, 92, -- -, yi—1})- A estos dos rayos los llamamos rayos caracteristicos.
Cuando ¢ = 0 obtenemos esos dos rayos si contamos el eje real dos veces, con
angulos 0 y 1.

Discusién 2 Si ¢ es un punto de Misiurewicz como vimos antes J. es
una dendrita y {7.!(c)} estd formado por angulos que son estrictamente
pre-periédicos bajo la multiplicaciéon por 2 médulo Z.

Recordemos que el conjunto de Mandelbrot es un compacto conexo por
lo tanto existe una representacion conforme ¢, del complemente de M al
exterior del disco unitario, atin no se conoce si ¢ : C\A — C\ M se extiene
continuamente a la frontera. Es decir no sabemos si M es localmente conexo
. Aun asi Douady y Hubbard probaron que todo rayo externo con angulo
racional ¢ aterriza en un punto y(t). La prueba del siguiente teorema puede
ser encontrado en [15], [25].

Teorema 1.5.12. 1. Para cada dngulo racional t = p/q el rayo externo
R(M,t) aterriza en un punto ¢ = ypm(t) el cual es una raiz de una
componente hiperbolica o un punto Misiurewicz.

2. Sit es periddico de periodo m bajo la multiplicacion por 2 (mod Z)
entonces ¢ es una raiz de una componente hiperbolica W de periodo
m. Denotemos por cy el centro de W, sea y; la raiz de la componente

Zvease [23]
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Uy del interior de K., que contiene a ¢, y sean {ti,t2} C 7;&(3/1) los
angulos de los dos rayos externos caracteristicos. Entonces 7/(41(0) =

{t1,t2}

3. Sit es estrictamente pre-periddico bajo la multiplicacion por 2 (mod Z),
entonces ¢ = Y (t) es un punto Misiurewicz y v (c) = vy (c).

Teorema 1.5.13. Sea O = {z1, ..., 2, } una orbita periddica para p., tal que
existen v > 1 rayos que aterrizan en cada punto de {z, ..., zm}. Denotemos
por P a la pareja {O,v}. Sean 0 < t_ < t, < 1 los dngulos de los rayos
externos que acotan el sector critico del valor critico Sy. Entonces los rayos
R(M,t_) y R(M,t,) aterrizan en un punto en comin rp € M. Entonces
el conjunto R(M,t_)UR(M,t,)U{rp} divide al plano en dos subconjuntos
abiertos Wp y C\ Wp con la siguiente propiedad: un polinomio cuadrdtico p.
tiene un ciclo repulsor de periodo m con v rayos aterrizando en cada punto
del ciclo si y solo si c € Wp, y un ciclo parabolico de periodo m con v rayos
aterrizando en cada punto del ciclo si y solo si c = rp.

La demostacién del teorema anterior puede ser revisada en [25].

1.6. Multibrot sets

Dado un grado d > 2 fijo consideramos a la familia de polinomios de la
forma z% + c. En esta seccién presentamos algunos resultados sobre dichas
familias, para mas detalles el lector puede consultar [Internal adreess Eike
Lau] Del hecho de que los polinomios de dicha familia tiene al cero como
unico punto critico finito podemos definir un conjunto analogo al conjunto
de Mandelbrot.

Definicién 1.6.1. Al conjunto My = {c € C| 0 ¢ La,.} le llamamos
congunto Multibrot.

Observacién 1.6.1. Por el Teorema 1.3.3 un polinomio de la forma 2% + c
tiene congunto de Julia conexo si y solo si ¢ € My. Mds aun, si ¢ & My
entonces por el Teorema 1.5.4 el conjunto de Julia de 2* + ¢ es totalmente
disconezo.

El Teorema 1.5.4 puede ser generalizado para cualquier d > 2. Y por lo
tanto podemos definir una componente hiperbélica de periodo n del conjun-
to Multibrot M, como una componente (conexa) del interior del Multibrot
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asociada con un ciclo atractor de periodo n.

El Teorema 1.5.6 también puede ser generalizado. Usando este resultado
tenemos que las imagenes inversas del rayo [0, 1] dividen a cada componente
hiperbdlica en d — 1 regiones. A dichas regiones las llamaremos sectores de
la componente. Las d — 1 imagenes inversas de 1 son llamadas las raices de
la componente. Una raiz se dice principal si dos rayos externos aterrizan en
este punto y se dice no principal si solo aterriza un rayo externo. Esto tltimo
tiene sentido por el siguiente teorema. Un punto ¢ Misiurewicz se define de
la misma manera que en el caso cuadratico, es decir, si cero es estrictamente
pre-periddico.

Teorema 1.6.1. Sea My un conjunto Multibrot. My tiene las siguientes
propiedades:

1. Es conexo.

2. Todo rayo externo periodico de periodo n aterrizan en una raiz de una
componente hiperbolica de periodo n. Mas aiun, en dichas raices solo
aterrizan rayos de periodo n.

3. Toda componente hiperbolica tiene d—1 raices, una de ellas es principal
y las demds son no principales. De este modo exactamente d rayos
externos aterrizan en dichas raices.

4. St un raiz de una coponente hiperbolica de periodo n pertenece a la
frontera de otra componente hiperbdlica, entonces esa componente tie-
ne periodo k, donde k es un divisor propio de n. Ademds esa raiz es
principal.

5. St el paramétro c es una raiz de una componente hiperbolica, entonces
lon dngulos de los rayos externos que aterrizan en ¢ son eractamente
los rayos que aterrizan en el punto periodico parabdlico que pertenece
a la cerradura de la componente de Fatou del polinomio z% + ¢ que
contiene al valor critico.

6. Todo rayo externo pre-periodico aterriza en un punto Misiurewicz, ademads
los rayos externos con los mismo angulos aterrizan en el valor critico
c en el conjunto de Julia de 2% + c.
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Definicién 1.6.2. Sean M, un conjunto Multibrot (que puede ser el Man-
delbrot) y ¢ un paramétro de una componente hiperbdlica. Decimos que ¢ es
una estrella si la cerradura de la componente hiperbolica que contiene a c
intersecta a la unica componente hiperbolica de periodo 1.

1.7. Arboles de Hubbard

En esta seccién consideramos solamente polinomios de grado mayor o
igual a 2 cuyo conjunto post-critico es finito. Para las demostraciones de los
resultados de esta seccién se pueden consultar [on post-cri I u II] y biacces-
sibility in quadratic.

Sea p un polinomio como arriba, tenemos que todo punto critico es pe-
riédico o pre-peridédico. A la orbita de un punto critico la llamamos drbita
critica. Se sabe que un punto z pre-periédico o periddico pertenece al con-
junto de Fatou si y sélo si alguna iterada de x pertenece a un ciclo critico.

Por el Teorema 1.3.36 tenemos que K, es conexo y localmente conexo.
Ademads como un espacio métrico compacto que es localmente conexo tam-
bien es conexo por arcos (es decir curvas simples). Entonces K, es tamién
CONEXO POr arcos.

Sea K C C un conjunto compacto pleno, conexo y localmente conexo.
Sea (U;)ier la famila de componentes conexas del interior de K. Para cada
U; un punto w;. Entonces existe inico homeomorfismo (salvo multiplicacién
por una constante de médulo 1) ¢; : U, — A cuya restriccién a U; es una
transformacién conforme sobre A tal que ¢;(w;) = 0.

Definicién 1.7.1. Un arco (curva simple) v C K es llamado permisible si
para todo i € I, p;(yNU;) estd contenido en la union de dos rayos de /.

Teorema 1.7.1. Dados x y y dos puntos distintos de K. Entonces existe un
unico arco permisible v que une x con y.

Denotamos por [z,y|x el arco permisible que une = y y. Esta notacién
depende de la eleccién de w;. Si & = y, escribimos [z,y|x = x. Los arcos
permisibles tienen las siguientes propiedades.
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Lema 1.7.2. Sean v y 2 dos arcos permisibles, entonces 1 N ~ys es permi-
sible.

Lema 1.7.3. Todo sub-arco de un arco permisible es permisible.

Lema 1.7.4. Sean z,y,z € K, entonces existe p € K tal que [x,y]x N
[y, 2]k = [p,y]lK- En particular si [x,y]x Ny, 2|k =y, el conjunto [x,y]x U
ly, 2]k es un arco permisible.

Definicién 1.7.2. Decimos que un subconjunto X C K es permisiblemente
conexo si para cualesquiera x,y € X tenemos [x,ylx C X.

La unién de una familia de subconjuntos permisiblemente conexos con un
punto en comun es permisiblemente conexa. La interseccién de una familia
de subconjuntos permisiblemente conexos es permisiblemente conexa.

Definicién 1.7.3. Dado un subconjunto X C K. A la interseccion de to-
dos los subconjuntos permisiblemente conexos de K que contienen a X le
llamamos la envoltura permisible de X y la denotamos por [X].

Teorema 1.7.5. Sean 1, xo, ..., T, putos en K. la envoltura permisible [x1, xa, ...

del conjunto {x1,xa,...,x,} es un drbol topoldgico finito.

Observacién 1.7.1. Cada extremo de [x1, 3, ..., x| es uno de los puntos x;,
pero pueden existir puntos x; que no son extremos.

Lema 1.7.6. Sea v C K, un arco permisible que no contiene puntos criticos
de p, excepto posiblemente por sus extremos. Entonces p‘,y es inyerctivo iy
p(7y) es un arco permisible.

Definicién 1.7.4. Sea M un conjunto finito e invariante (bajo p) tal que
C(p) C M. A la envoltura permisible [M]g, la llamamamos el drbol generado
por M y la denotamos por T(M). Al drbol generado por el conjunto post-
critico My = CT(p) lo llamamos drbol de Hubbard (o drbol minimo) de p.

Lema 1.7.7. Para un conjunto M finito e invariante que contiene al con-
junto critico de p, tenemos que p(T(M)) = [p(M)]k,

Observacion 1.7.2. Si X C K(p) es arbitrario entonces p(T(X)) C [p(X U
C(P)k,-

Notaciéon Denotamos por T*(M) a la famila cuyos elementos son las
cerraduras de las componentes de T'(M) — C(p).
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Lema 1.7.8. El polinomio p induce una funcion continua de T(M) en si
mismo, cuya restriccion a cada elemento (componente) de T*(M) es inyec-
tiva.

Lema 1.7.9. Sea v C K, un arco permisible que no contiene puntos criticos
de p, excepto posiblemente por sus extremos. Entonces cualquier levantamien-
to de v por p es un arco permisible.

Definicién 1.7.5. Dado un punto x € T(M), entenderemos por el nimero
de incidencia vy (x) de Th en x al nimero de componentes de T'(M)—{x}.

En otras palabras vy (z) es el nimero de ramas de T'(M) que inciden

en z. Este nimero puede ser diferente del niimero de componentes (conexas)
de K, — {x}.
Un punto x € T(M) es llamado un punto de ramificacion de T'(M) si
vron(x) > 2y un extremo si vpon(x) = 1. El conjunto predilecto de T'(M)
es Ve = M U{z € T(M)|vran(x) > 2}. Observe que el conjunto Vg es
finito.

Proposicién 1.7.1. El conjunto predilecto V) en invariante bajo p. Ademds,
T(M) =T(Vran)-

Corolario 1.7.1. Sean M, M conjuntos finitos invariantes que contiene a

C(p) Si VT(M) = VT(M’)-

Proposicién 1.7.2. Sean x,2" € J, dos puntos periodicos. St para todo n >
0, p"(z) y p™ (&) pertenecen al mismo elemente (componente) de T*(M), en-
tonces © = .

Observacion 1.7.3. La proposicion es verdadera incluso cuando x,x” son
puntos pre-periodicos.

Definimos la distancia entre dos puntos x, 2" € V() como
0 si r=ux’
dran(@,a”) = , | o)
. #(Vron Nz, 2 ’]k,) — 1 i x#x

donde denota la cardinalidad de un conjunto. De este modo dr(ys) mide
el nimero de “aristas” entre z y "

Proposicién 1.7.3. Si dos puntos x, 2 € Vo N Jp satisfacen dpoy(z,7) = 1,
entonces existe un n > 1 tal que drn(p™(x),p"(2)) > 1.
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Proposicién 1.7.4. p~ (T(M)) = T(p " (M)) = T(p~'(Vran)). En este
caso los vertices del drbol son dados por Vg1 = p~H(Vr(M)).

Corolario 1.7.2. p™™(T(M)) = T(p™™(M)) = T(p " (Vrm)))- En este caso
los wertices del drbol son dados por Vig-nanyy = p~ " (Vo (M)).

Como T(M) C p~Y(T(M)) tenemos dos funciones de incidencia vy =
vran para T (M) y v_i p = vrg-1(ay) parap™ (T(M)). Tenemos que v pr(x) <
v_1m(z) para todo z € T(M).

Lema 1.7.10. Para todo x € p~'(T(M)) se tiene que v_q p(x) = vo m(x)deg, (p).
Donde deg,(p) representa el grado local de p en x.

Estas desigualdades se generalizan para las funciones de incidencia v_,, ys
de los arboles p~"(T'(M)).

Proposicién 1.7.5. Sea X una componente de T*(p~'(M)). Entonces p
induce un homeomorfismo entre X y la componente T, de T(M) cortado
siguiendo p(C, N X)) que contiene a p(X).

Definicién 1.7.6. Un punto x € J, es terminal si exactamente un rayo ate-
rriza en x. De otro modo el punto x es un punto de incidencia. Un punto
incidente es un punto de ramificacion si existen mas de dos rayos que aterri-
zan en el punto, y es un punto de no ramificacion si exactamente dos rayos
aterrizan en el.

Proposicién 1.7.6. Sean p un polinomio (cuyo conjunto post-critico es fi-
nito) y x € J, un punto de ramificacion. Entonces x es pre-periddico o pe-
riodico.

Proposicién 1.7.7. Sean p un polinomio (cuyo conjunto post-critico es fini-
to) y x € J, un punto periddico de incidencia. Entonces x € T'(My), y de este
modo x € T(M) para cualquier conjunto finito invariante M > C,. Mds ain,
vo.m () no depende de M y es igual al nimero de componentes de J, — {x}.
En particular existen exactamente vy a, () rayos externos aterrizando en x.

Corolario 1.7.3. Sea x € J, NT(M) tal que p™(x) es periddico. Entonces
V_nm, () €s igual al nimero de componentes de J, — {x}. En particular
ezisten exactamente v_, v, () Tayos externos aterrizando en x.

Corolario 1.7.4. T(M) contiene un punto fijo de p.
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Teorema 1.7.11. Sea p(z) = 24+ ¢ un polinomio de grado d > 2. Si p tiene
conjunto post-critico finito y ¢ es una estrella, entonces la interseccion del
arbol de Hubbard de p y el conjunto de Julia de p es un punto fijo de p, es
decir, T(My) N J, = a donde a es un punto fijo.

Corolario 1.7.5. Sea p(z) = 2% + ¢ un polinomio de grado d > 2 tal que p
tiene conjunto post-critico finito y ¢ es una estrella. Si en x € J, aterriza
mdas de un rayo externo, entonces existe un n > 0 tal que p"(x) = a.
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Capitulo 2

El caso alternado

En este capitulo estudiaremos la dinamica de la familia de polinomios
cuarticos complejos de la forma p., ., = (2% + ¢1)® + o, donde ¢; y ¢
son (pardametros) complejos. A dicha familia la llamaremos familia alter-
nada y al estudio de la famila alternada como dindmica polinomial alter-
nada. Denotaremos al conjunto de Julia (respectivamente Julia lleno) de
Per.cy = (22 + ¢1)? + ¢ como J,, ., (respectivamente K, .,).

Este capitulo es el tema central de esta tesis en el cual se busca responder
a las siguientes preguntas:

1. Si¢; es tal que J,, es conexo para 7 = 1, 2, entonces ;J;, ., es conexo?.

2. Sic; es tal que J,, es totalmente disconexo para ¢ = 1,2, entonces . J, ¢,
es totalmente disconexo?.

3. Sic; es tal que J., es conexo y localmente conexo para ¢+ = 1,2, entonces
iJey e, €5 conexo y localmente conexo?.

4. jCuales son las condiciones sobre los parametros para que dos conjuntos
de Julia conexos y localmente conexos sean homeomorfos?

2.1. Primeros resultados

En esta seccién iniciamos el estudio de la dindmica polinomial alternada.

5
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Consideremos a pe, ., = (22+¢1)?+¢ un polinomio en la familia alternada.
Los puntos criticos de p, ., son los puntos z € C tal que p,, ., (z) = 0 es decir
que cumplen la ecuacién 4z(2%+¢;) = 0. Por lo tanto el polinomio p,, ., tiene
tres puntos criticos contando multiplicidad:

1. 0,
2. 1i=v/—ay
3. (o= —/—C1.

Observacion 2.1.1. Observe que los puntos criticos dependen unicamente
del primer pardmetro. Y que la orbita hacia adelante de los puntos criticos
V—c y —v/—c es la misma excepto por el primer elemento de la orbita.

Dado un polinomio p,, ., tenemos las siguientes posibilidades:

1. Gy, ., Ty, ., Y por el Teorema 1.3.4, J,, ., es totalmente disconexo.

Més aun J;, ., es homeomorfo a un conjunto de Cantor.

2. aj,ay € 1y, . y0¢ 1, .Y entonces por los Teoremas 1.3.4 y 1.3.3

Jey e, 1O es totalmente disconexo ni conexo.

3. a1, dg ¢ Ipq,cQ y 0e ]p
nexo 1ni conexo.

,- En este caso J;, ., no es totalmente disco-

c1,c

4. C

Pcy,eo

Ay}

pey.ey, = 0. Por el Teorema 1.3.3 J, ., es conexo.

Por el Teorema 1.3.22 el polinomio p,, ., tiene a lo mas 3 ciclos no repul-

sores acotados, pero por la obervacion anterior a lo mas pueden existir 2 de
este tipo, ya que un ciclo no repulsor esta asociado al punto critico 0 y el
otro ciclo no repulsor esta asociado a los puntos criticos a; y as.
De este hecho se desprende que en el caso 2 y 3 de la descripcién anterior sélo
pueda existir un ciclo acotado no repulsor. Ademas por el Teorema 1.3.26 el
conjunto de Fatou tiene infinitas componentes. Es decir, en estos casos tene-
mos las siguientes posibilidades :

1. Existe un ciclo atractor para pe, ,-

2. Existe un ciclo parabdlico para pe, ¢,
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3. Existe un ciclo de discos de Siegel para pe, ¢, -

4. No existen componentes acotadas para Fj, . .

Los parametros de los polinomios correspondientes al caso 4 correspon-
den a lo que llamaremos el lugar de conexidad de la familia alternada. Las
posibilidades para un polinomio de este tipo son:

1. El tnico ciclo no repulsor es atractor y todos los puntos criticos son
atraidos a dicho ciclo. Si tenemos un punto fijo F,. . puede tener una
unica componente acotada, pero esto no siempre ocurre. Si el ciclo es
de tamano mayor a 1 entonces Fy, . tiene infinitas componentes. En
cualquier situacién por el Teorema 1.3.36 J. es localmente conexo.

2. El tnico ciclo no repulsor es parabdlico y todos los puntos criticos son

atraidos a dicho ciclo. Si tenemos un punto fijo F,. . puede tener una
unica componente acotada, pero esto no siempre ocurre. Si el ciclo es
de tamarno mayor a 1 entonces F, . tiene infinitas componentes. En

cualquier situacion por el Teorema 1.3.36 J. es localmente conexo.

3. El tnico ciclo no repulsor es un ciclo de discos de Siegel y no existen
puntos criticos con orbita finita.

4. Existen dos ciclo atractores. Entonces F),, . tiene infinitas componen-
tes. Por el Teorema 1.3.36 J, es localmente conexo.

5. Existen un ciclo atractor y un ciclo parabdlico. Entonces F), . tiene

infinitas componentes. Por el Teorema 1.3.36 J. es localmente conexo.

6. Existen un ciclo atractor y un ciclo de Discos de Siegel. Entonces F},.
tiene infinitas componentes.

7. Existen un ciclo atractor y el otro (o los otros) puntos criticos son es-
trictamente pre-periodicos. Entonces Fj, . tiene infinitas componen-
tes. Por el Teorema 1.3.36 J, es localmente conexo.

8. Existen dos ciclo parabdlicos. Entonces F, _  tiene infinitas compo-
nentes. Por el Teorema 1.3.36 J. es localmente conexo.

9. Existen un ciclo atractor y un ciclo de Discos de Siegel. Entonces F},.
tiene infinitas componentes.
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10. Existen un ciclo parabdlico y el otro (o los otros) puntos criticos son
estrictamente pre-periddicos. Entonces F,, . tiene infinitas componen-
tes. Por el Teorema 1.3.36 J, es localmente conexo.

11. Existen dos ciclos de Discos de Siegel.

12. Existe un ciclo de discos de Siegel y el otro (o los otros) puntos criticos
son estrictamente pre-periddicos.

13. No existen componentes acotadas para F,,_ .
1-¢2

No tenemos informacion sobre el lugar de conexidad de la familia alter-
nada, ya que su estudio se complica porque la familia alternada depende de
dos parametros.

Ahora presentamos un estudio sobre los rayos externos en la familia al-
ternada.

Observacion 2.1.2. Los puntos fijos en T bajo la multiplicacion por 4 (mod
1) son los puntos 0,1/3 y 2/3.

Consideremos p,, ., un polinomio en la familia alternada. A diferencia del
caso cuadratico en el que siempre existe un punto fijo en el que aterriza un
tinico rayo externo (el rayo externo de dngulo 0) para un poliomio en la fa-
milia alternada puede ocurrir que en cada punto fijo aterricen més de un rayo.

Como ejemplo de lo anterior supongamos que un polinomio p,, ., tiene
dos puntos fijos atractores. Entonces los otros dos puntos fijos son repulso-
res. Por el Teorema 1.4.8 los rayos externos de angulo 0,1/3 y 2/3 aterrizan.
Maés auin los puntos de aterrizaje de tales rayos externos deben ser puntos
fijos repulsores. Si ademds suponemos que rayos externos de angulos 0,1/3
y 2/3 aterrizan en el mismo punto fijo entonces por el Teorema 1.4.9 y de la
observacion anterior tenemos que al menos dos rayos externos aterrizan en
el otro punto fijo repulsor. Por lo tanto existen polinomios para los cuales no
existe un punto fijo en el que aterrice un tinico rayo.

También puede ocurrir que en ningin punto fijo aterrice mas de un rayo.
Por ejemplo si uno de los cuatro puntos fijos es atractor y en los restantes
tres puntos fijos aterriza un rayo externo con angulo fijo por la multiplicacion
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por 4 (mod 1).

Un caso peculiar es cuando cada uno de los tres angulos fijos bajo la mul-
tiplicacién por 4 (mod 1) corresponde a un punto fijo para p, ., y en el punto
fijo restante para p, ., aterrizan mas de un rayo. A un conjunto de puntos
fijos con sus respectivos angulos con esta forma se le denomina retrato de
orbita fijo elemental y es usado para demostrar que dado un retrato de 6rbi-
ta formal es realizable. Para una discusién mas a fondo de este consultese [18].

Un teorema que es de gran utilidad es el Teorema 1.5.11. Sin embargo en
la literatura (que seguimos) no existe una generalizacién de tal teorema para
polinomios de grado mayor a 2, no obstante la demostraciéon del Teorema
! se basa en el hecho de que el conjunto de Julia lleno sea un compacto
pleno, conexo localmente conexo y que el punto critico se encuentre en la
cuenca inmediata de atraccién de un ciclo atractor. Asi que bajo pequenas
modificaciones de la prueba del Teorema 1.5.11 tenemos:

Lema 2.1.1. Sea p., ., un polinomio en la familia alternada con un ciclo
atractor de pertodo m > 1, de tal forma que todos los puntos criticos son
atraidos a este ciclo. Sea y un punto critico que pertenece a la cuenca in-
mediata de atraccion del ciclo. Denotemos por Uy, y Uy, a las componentes
(conezas) del interior de K., que contienen al punto critico y y al valor critico
Peer (y) respectivamente. Entonces la retraccion dada por el Teorema 1.5.10
pu,, : C— U_y1 envia la componente U, a un inico punto zy € OU,, que es
Jyo bajo pg} .,. Por lo tanto al menos dos rayos externos aterrizan en dicho
punto.

2.2. No invarianza de la conexidad
Esta seccion esta dedicada a responer las siguientes preguntas:
= S5i¢ es tal que J., es conexo para ¢ = 1,2, entonces (J;, o, €s conexo?.

= Sic; estal que J., es totalmente disconexo para ¢ = 1, 2, entonces ;J., ¢,
es totalmente disconexo?.

Lyease [25]
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2.2.1. El caso conexo

Damos un ejemplo que muestra que la propiedad de ser conexo no es in-
variante.

Consideremos los polinomios cuadréticos p., = 22 — 0,7 y p., = 2 + 0,54.
Lema 2.2.1. Los conjuntos de Julia J., y J., son conezos.

Demostracion. Los parametros de dichos polinomios corresponden a la car-
dioide principal del conjunto de Mandelbrot, es decir tienen un punto fijo
atractor. Por el Teorema 1.5.3 los conjuntos de Julia J., y J., son casi-
circunferencias, por lo cual dichos conjuntos son casi-conformemente equiva-
lentes. En particular J., y J., son curvas de Jordan y por lo tanto topolégi-
camente equivivalentes (homeomorfos). Claramente los conjuntos J., y Je,
son conexos y localmente conexos. O

Véanse las Figuras 2.1 y 2.2.

Figura 2.1: Conjunto de Julia lleno de 2% — 0.7

Lema 2.2.2. Los conjuntos de Julia J., c, Y Jeye; m0 s0n conexos. Mas ain
son totalmente disconezos.

Demostracion. Elradio de escape para pe, ., s 3,39. Tenemos que ‘pgl’cz (0)| ~
5,16 y |pl .,(G)| &~ 125,796 para i = 1,2. Por lo tanto C eres C Ipe, o, ¥ DOT
el Teorema 1.3.4 J,, ., es totalmente disconexo. Usando la misma técnica se
puede ver que J,, ., es totalmente disconexo. [
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Figura 2.2: Conjunto de Julia lleno de 22 + 0.5¢

Figura 2.3: Julia lleno de (2% — 0.7)% + 0.5
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Figura 2.4: Julia lleno de (2% + 0.54)% — 0.7

Por los Lemas 2.2.1 y 2.2.2 tenemos que la conexidad no es invariante
bajo la alternancia.

2.2.2. El caso totalmente disconexo

En esta subseccion se daréa un ejemplo donde dos polinomios tienen con-
junto de Julia totalmente disconexo, pero los polinomios alternados tienen
conjunto de Julia conexo.

Lema 2.2.3. Sean ¢; = —0,75+ 0,41 y ¢ = 0,68 — 0,17. Los conjuntos de
Julia J., y J., son totalmente disconexos.

Demostracion. El radio de escape para p., es 1.85 y ‘pil (0)} ~ 2,52. Por lo
tanto C), ¢ Iy, Y POT el Teorema 1.3.4 J., es totalmente disconexo. Del mismo
modo se puede ver que J., es totalmente disconexo. n

Lema 2.2.4. Los conjuntos de Julia J., ¢, Y Jeye; m0 son totalmente disco-
nexos. Mas aun, son conexos.
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Figura 2.5: Conjunto de Julia de 22 — 0.75 + 0.4i

Figura 2.6: Conjunto de Julia de 2% + 0.68 — 0.14
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Demostracion. El polinomio p,, ¢, tiene un punto fijo atractor  ~ 0,7441 —
0,1750¢ con multiplicador A ~ —0,6395 4+ 0,6036:. Conjugando a p, ., a un
polinomio f de tal forma que el punto fijo sea el origen, tenemos que para
todo ¢ € Cy, [F1>0)] < 0,9(¢| v [f12(¢) — X¢| < 2,6 |¢|* por lo tanto como se
vio en la prueba del Teorema 1.3.7, para todo ¢ € Cf la dérbita de ¢ tiende a
cero. Es decir los tres puntos criticos son atraidos al punto fijo atractor. Por
el Teorema 1.3.36 J;, ¢, es conexo y localmente conexo. Usando argumentos
analogos podemos ver que J;, ., también es conexo y localmente conexo. [

Figura 2.7: Julia lleno de (2% — 0.75 + 0.44)* + 0.68 — 0.14

Por los Lemas 2.2.3 y 2.2.4 tenemos que la propiedad de ser totalmente
disconexo no es invariante bajo la alternancia.

2.3. El conejo gordo y el conejo flaco
Mediante la computadora podemos obtener dibujos de los conjuntos de

Julia y de Julia lleno de manera sencilla, lo cual nos permite conjeturar el
comportamiento dinamico y las propiedades topoldgicas de dichos conjuntos.
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Esta seccién esta dedicada a dar un ejemplo de la siguiente situacion: Existen
c1 y co paramétros tales que:

1.

2.

4.

5.

J., es conexo, localmente conexo para ¢ = 1, 2.

Je, es homeomorfo a J,.

El comportamiento dindmico de los polinomios p., v p., es distinto.
Jeres ¥ Jea,er sON conexos y localmente conexos.

Jerea ¥ Jey e sON topologicamente equivalentes.

Para tal proposito seguiremos el plan:

Evidenciar que los comportamientos dindmicos de los polinomios p., y
De, son distintos y demostrar que J;, es conexo, localmente conexo para
1 = 1, 2. Esto se realiza en la primeras dos subsecciones de esta seccién.

Estudio de los conjuntos T/ ~., y T/ ~,, dicho de otro modo describir
los puntos de J., donde aterrizan mas de un rayo externo, para ¢ = 1, 2.
Esto aparece en la tercera subseccion.

Concluir en términos de 1y 2 que los conjunto de Julia J., y J., vistos
como cocientes topoldgicos de la circunferencia unitaria (o equivalen-
temente de las clases de equivalencia de angulos T) son homeomorfos.
Esto también se presenta en la tercera subseccion.

Describir los comportamientos dindmicos de los polinomios pe, ¢, ¥ Pey e,
y demostrar que los conjuntos de Julia J;, ¢, ¥ J¢,.¢, son conexos y local-
mente conexos. Como consecuencia obtenemos que las caracteristicas
topologicas de conexidad y conexidad local de los conjuntos J., y J.,
es preservada bajo alternancia. Esto se realiza en la cuarta subseccion.

Estudio de los conjuntos T/ ~¢, c, ¥ T/ ~¢, .,. Esto se encuentra en la
quinta subseccién de esta seccion.

Concluir en términos de 4 y 5 que los conjunto de Julia J;, ., v Je,.c,
vistos como cocientes topolégicos de la circunferencia unitaria (o equi-
valentemente de las clases de equivalencia de angulos T) son homeo-
morfos. Esta conclusién aparece en la quinta subseccién.
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2.3.1. Conejo flaco

Consideremos el polinomio cuadratico p., = 2%2+¢; donde ¢; ~ —0,12256+
0,744861, para este polinomio el 0 es un punto periédico super-atractor de
periodo 3, el conjunto de Julia del polinomio anterior es llamado el conejo
de Douady, nosotros lo llamaremos el conejo flaco.

Como ¢ es el centro de una componente hiperbdélica del conjunto de Man-

delbrot, entonces claramente p., es hiperbdlico. Aplicando el Teorema 1.3.30
tenemos que J., es conexo y localmente conexo.
Pe, tiene un ciclo super-atractor {ag = 0,a; = ¢1,a = c% + ¢1}. Denotemos
por U; la cuenca inmediata de atraccién que contiene a a; dichas cuencas
estan contenidas en el interior de K.,. Tenemos que p., envia Uy de modo 2
a 1 sobre Uy, a Uy de modo 1 a 1 sobre U; vy a U; de modo 1 a 1 sobre Uj.
Ademas cualquier otra componente es enviada homeomorfamente a alguna
de las U; mediante un ndmero finito de iteradas de p.,. Es decir el Int(K,,)
coincide con la cuenca de atraccion del ciclo. Vease la Figura 2.3.1.

Figura 2.8: conejo flaco

2.3.2. Conejo gordo

La razén de poner el adjetivo de flaco es que si consideramos al polino-
mio p., = 2% + ¢y donde ¢, = €2™/3/2 — e4™/3 /4 el cual tiene un punto fijo
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indiferente racional de multiplicador >3, obtenemos un conjunto de Julia

visualmente muy parecido al conejo de Douady sélo que cada componente
del interior del Julia lleno parece ser obtenida “inflando” cada componente
del conejo de Douady.

El polinomio p., tiene un punto fijo parabdlico a,., con multiplicador
e?™/3 v como ¢, € M entonces por el Teorema 1.3.36 J,, es conexo local-
mente conexo. Para estudiar la dindmica del polinomio p., es convenien-
te recordar que p., es conformemente conjugado (de hecho mediante una
transformacién afin) al polinomio g(z) = €*/3z + 22 que tiene la ventaja
de tener el punto fijo en 0. Calculando la tercera iterada de g tenemos que
2 (2) = 2[142[(94+V/30) 23 +(2—61/30) 2* + (=8 —4v/34) 2%+ (—4+4/31) +227]],
luego aplicando el Teorema de la flor de Leau-Fatou, Teorema 1.3.11, tenemos
que existen exactamente tres pétalos atractores U;, denotemos por (2; O U;
la cuenca parabdlica de atraccién determinada por U;, recordemos que estas
cuencas son disjuntas. Denotemos también a la cuenca parabdlica de atrac-
cién de g en 0 por £2 = [ §2;, sabemos que la cuenca inmediata para g en 0,
es la unién de las componentes conexas {27 de {2 que contienen a los pétalos.
Por el corolario 1.3.2 sabemos que la familia 9|km converge uniformemente a
0, por lo tanto la interseccién de las cerraduras de las componentes conexas
(2¥ contiene al punto 0y g(£2)) C (27, ademads por el corolario 1.3.3 sabemos
que 0 € J;. Como toda componente del interior de K, es pre-periédica te-
nemos que Int(K,,) coincide con la cuenca parabdlica de atraccién {2 de g
en 0. Vease la Figura 2.3.2.

2.3.3. Estudiode T/ ~. y T/ ~,,

Las subsecciones precedentes ponen en evidencia el distinto comporta-
miento dinamico de los polinomios que hemos tratado. Y ademas ofrecen la
demostracion de que los conjuntos de Julia J,, y J., son conexos y localmente
conexos con lo cual concluimos el primer punto de nuestro plan.

Observacién 2.3.1. Como ¢y es el centro de una componente hiperbdlica,
entonces claramente p., es hiperbolico, luego por el Teorema 1.3.35 tenemos
que el conejo flaco no es diferenciable en ningun punto, por lo tanto el conejo
flaco y el conejo gordo no pueden ser difeomorfos. (Se sabe' que el conejo

Lyease [24]
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Figura 2.9: conejo gordo

gordo tampoco es diferenciable en ningin punto).

Sabemos que el polinomio p., tiene un ciclo super-atractor de periodo 3,
entonces por el Teorema 1.3.22 p., tiene dos puntos fijos repulsores. De esta
manera por el Corolario 1.5.1 al menos dos rayos aterrizan en un punto fijo.
Por otro lado por el Teorema 1.5.11 existe un unico punto en U; en el que
aterrizan méas de un rayo. Para nuestro estudio queremos saber si estos dos
puntos estan relacionados, la solucién de este problema es el siguiente lema.

Lema 2.3.1. Las cerraduras de las cuencas inmediatas de atraccion Uy, Uy, Uy
se intersectan en un sélo punto x, mds aun, r = a.,. Donde a., es el punto
figo repulsor que desconecta a K., .

Demostracion. Sea y; el tinico punto en dU; que es fijo bajo ps,,, los pun-
tos {yo,v1,y2} forman un ciclo de periodo m, donde m es un divisor de
3. Sabemos por el Teorema 1.5.11 que existen al menos dos rayos que ate-
rrizan en cada y; y que dichos rayos son periédicos de periodo 3. Como
los rayos tienen periodo 3, entonces si t es el angulo de un rayo de es-
te tipo debe cumplir la congruencia 23t = ¢(mod1), por lo cual el dngu-
lot e {1/7,2/7,3/7,4/7,5/7,6/7}. Mediante un célculo podemos ver que
R(K.,,1/3) aterriza en a,, luego por el lema 1.4.1 también aterrizan en
este punto los rayos R(K,,,2/3) y R(K.,,4/3). Denotemos al otro ciclo de
periodo 3 por {z,p, (), pZ ()}, si y1 € {x, pe, (z), p2, (x)} entonces los 6 ra-
yos externos con angulos {1/7,2/7,3/7,4/7,5/7,6/7} atrerrizan en el ciclo
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Figura 2.10: El conjunto de Madelbrot y los conejos.
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Figura 2.11: puntos fijos, ciclos de periodo 3 y drbita del punto f para p,,
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{x,pe,(x),p2 (x)}, lo que no es posible. Por lo tanto y; = a, para todo 4, y
entonces, a., € Uy N U, NU,. Por otro lado por el Teorema 1.5.8 sabemos
que existe un unico sector acotado por dos rayos que aterrizan en a,., y que
contiene al valor critico ¢q, dicho sector es caracterizado por tener la menor
amplitud angular, de este modo los tinicos rayos que aterrizan en a,, corres-
ponden a los dngulos {1/7,2/7,4/7}. Luego por el Teorema 1.4.3 K., \ {a., }
tiene 3 componentes (conexas), cada una de las cuales contiene a un tnico
U;, por lo tanto {ae,} = Uy N U N Us. O

% yz

fo N\
\\

Figura 2.12: Algunos rayos del conejo flaco

Como la inversa de la transformacién de Riemann también es conforme
podemos ordenar los rayos como se muestra en la Figura 2.12.

Observacién 2.3.2. Por el lema anterior en o, aterrizan eractamente 3
rayos entonces por el lema 1.4.1 en cada punto de {Jp." (o)} aterrizan 3
rayos externos, los dngulos de tales rayos son pre-periodicos pero no periodi-
cos (excepto por los rayos que aterrizan en o, ).
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Para describir el conjunto T/ ~,, es conveniente realizar un esquema para
los ciclos periddicos y los rayos externos que aterrizan en los puntos de los
ciclos antes mencionados, para esto consideremos la circunferencia unitaria
e identifiquemos los angulos que aterrizan en un punto, uniendo los dngulos
mediante lineas a un punto seleccionado dentro del disco unitario. Ademas
este esquema nos permite identificar el sector que contiene al valor critico.
Como un ejemplo presentamos el esquema para el punto fijo a,, en la Figura
2.13.

2/7

3/7
0/7

a/7

5/7

Figura 2.13: esquema para el punto fijo a,

Este esquema nos ayuda a decidir cuando dos rayos aterrizan en un mismo
punto, ya que las lineas representan rayos externos y dichos rayos (por la
conformidad de la transformaciéon de Riemann) no pueden intersectarse en
el plano complejo. De este modo no podemos realizar esquemas que tengan
lineas que se intersectan en un punto que no sea el que representa el punto
de aterrizaje en comun.

Lema 2.3.2. Siz en un punto de J., donde aterrizan mds de un rayo externo,
entonces z € {{Jp"(ac,)}-

Demostracion. Supongamos que z es un punto donde aterrizan mas de un
rayo y z no es preimagen bajo iteracion de «., , por la observacion y por el
Teorema 1.4.8 tenemos que z es periddico o pre-periddico. Es suficiente probar
el caso cuando z es periddico (ya que si z es pre-peridédico podemos encontrar
alguna iterada que envia a z a un punto peridédico en el que aterrizan mas
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de un rayo). Denotemos por {2y, 21, ..., Zm—1} €l ciclo de periodo m formado
por z, este ciclo es repulsor (ya que p. sélo tiene un punto critico). En cada
punto del ciclo aterrizan v > 1 rayos. Como el segmento de linea que une
al punto 0 con ¢; en el Mandelbrot intersecta a la frontera del Mandelbrot
en un sélo punto entonces por el Teorema 1.5.13 el ciclo {zg, 21, ..., Zm_1} NO
puede existir. O

Combinando la observaciéon de arriba y este lema tenemos que los uni-
cos angulos donde el lazo de Carathéodory no es inyectiva son de la forma

(7o (Ups (o))}

Observacion 2.3.3. En el caso del polinomio p., tenemos que existen 3
pétalos atractores para o, donde a., es un punto fijo parabolico con multi-
plicador una raiz cubica de la unidad luego por el Teorema 1.4.11 existen 3
rayos externos que aterrizan en o, y dichos rayos son de periodo 3, luego los
dngulos de dichos rayos estdn en el conjunto, {1/7,2/7,3/7,4/7,5/7,6/7},
mediante un cdlculo podemos ver que los rayos que aterrizan en o, tienen

dngulos {1/7,2/7,4/7}.

Lema 2.3.3. 57 z en un punto de J., donde aterrizan mds de un rayo externo
entonces z € {{Jpg," (0we,)}-

Demostracion. La prueba es analoga a la del Lema 2.3.2. Ya que ¢ es la raiz
de la componente hiperbélica de la cual ¢; es el centro. O

Por la Observacion 2.3.3 y el Lema 2.3.3 , tenemos que los tinicos angulos
donde el lazo de Carathéodory no es inyectiva son de la forma {v,' (U p.," (cw,)) }-
Las discusiones de arriba concluyen con el punto 2 de nuestro plan. Mas

aun, ponen en claro que los conjuntos de clases de equivalencia T/ ~, y
T/ ~., son iguales. Aplicando la Proposicién 1.5.1 tenemos que T/ ~., es
homeomorfo a J., y T/ ~., es homeomorfo a J.,. Usando la igualdad antes

mencionada obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.1. J., y J., son homeomorfos.

Observe que el homeomorfismo digamos h entre los conejos esta dado por
(e, (t)) = 7e, (t). Esto finiquita el punto 3 de nuestro plan.
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2.3.4. Comportamiento dinamico de los polinomios al-
ternados

Figura 2.14: J., .,

El polinomio p,, ., tiene un ciclo atractor de periodo 3: {ay ~ —0,1677 +
0,03047, a1 = Pey ey (a0) = —0,6555 + 0,5094i, as = pe,e,(a1) =~ —0,1286 +
0,6568i}.

Los puntos criticos son 0, v/—c ~ 0,6623 — 0,5622i vy —v/—c ~ —0,6623 +
0,5622i. Sabemos que la cuenca inmediata de atraccién de dicho ciclo contie-
ne al menos un punto critico. Sin embargo usando la misma técnica que en
el Lema 2.2.4 se puede ver que todos los puntos criticos son atraidos al ciclo
atractor {ag,ar,as} (veanse las Figuras 2.16, 2.17 y 2.18 ). De este modo
la o6rbita de los puntos criticos es acotada luego aplicando el Teorema 1.3.3
tenemos que J.,., es conexo. Ahora aplicando el Teorema 1.3.31 tenemos
que pe, ¢, es hiperbodlico, entonces por el Teorema 1.3.30 J., ., es localmente
conexo.

Denotemos por U; la cuenca inmediata de atraccién que contiene a a; di-
chas cuencas estdn contenidas en el interior de K, .,. Ademds como toda
componente del interior de K., ., es pre-peridédica y no existe otro ciclo de
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Figura 2.15: J,

2,C1

componentes con excepcién del ciclo {Uy, Uy, Us}, entonces cualquier otra
componente es enviada homeomorfamente a alguna de las U; mediante un
nimero finito de iteradas de p.,. Es decir el Int(K,, .,) coincide con la cuen-
ca de atraccion del ciclo.

El polinomio p,, ., tiene un ciclo atractor de periodo 3: {ag ~ 0,0477 +
0,07697, a1 = Pe, e, (a0) = —0,5374 + 0,57581, as = Pe,ep(a1) = —0,0953 +
0,7346i}.

Los puntos criticos son 0, v/—c ~ 0,6270 — 0,5178i y —+v/—c ~ —0,6270 +
0,5178i. Del mismo modo que para el polinomio p, ., se puede demostrar que
todos los puntos criticos son atraidos al ciclo atractor {ag, a1, as} (veanse las
Figuras 2.19, 2.20 ). De este modo la 6rbita de los puntos criticos es acotada
luego aplicando el Teorema 1.3.3 tenemos que J., ., es conexo. Ahora apli-
cando el Teorema 1.3.31 tenemos que p,,., es hiperbdlico, entonces por el
Teorema 1.3.30 J,, ., es localmente conexo.

Denotemos por U; la cuenca inmediata de atraccion que contiene a a; di-
chas cuencas estan contenidas en el interior de K, .. Ademds como toda
componente del interior de K., ., es pre-periddica y no existe otro ciclo de
componentes con excepcién del ciclo {Uy, Uy, Us}, entonces cualquier otra
componente es enviada homeomorfamente a alguna de las U; mediante un
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Q.sﬂ

-

I

Figura 2.16: Puntos criticos y ciclo atractor para p,, c,.

B

Figura 2.17: Ciclo atractor y primeros dos elementos de la érbita de cada
punto critico para pe, c,-
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Figura 2.18: Ciclo atractor y primeros tres elementos de la érbita de cada
punto critico para pe, c,-

nimero finito de iteradas de p.,. Es decir el Int(K,, ., ) coincide con la cuen-
ca de atracciéon del ciclo.

T

Figura 2.19: Puntos criticos y ciclo atractor para pe, c, -

De los parrafos anteriores es claro que los polinomios alternados tienen
el mismo comportamiento dinamico. Mas ain tenemos que los conjuntos de
Julia de los polonomios alternados preservan las caracteristicas topologicas
de conexidad y conexidad local de los conejos, esto cubre con el punto (4) de
nuestro esquema.
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Figura 2.20: Ciclo atractor y primeros tres elementos de la érbita de cada
punto critico para pe, ¢, -

2.3.5. Estudio de los conjuntos T/ ~. ., ¥ T/ ~c,.,

Observe que la relaciéon de equivalencia ~. no depende del grado del poli-
nomio, solamnete depende de la conexidad y conexidad local del conjunto de
Julia lleno del polinomio. Por lo tanto para un polinomio p.» un polinomio
en la familia alternada podemos considerar el cociente T/ ~ ..

El conjunto de Julia lleno K., ., es un compacto pleno, conexo y localmen-
te conexo, entonces por el Teorema 1.4.5 existe el lazo de Carathéodory
v: T — J. ¢ (continuo y sobreyectivo) que cumple la identidad pe, ., (7(t)) =
~(4t). Dado que todos los puntos criticos son atraidos al mismo ciclo atrac-
tor entonces los demas puntos periddicos de p,, ., son repulsores, en par-
ticular los cuatro puntos fijos de pe, .,, digamos x1, xs, x3, 4, por lo tanto
dichos puntos estan en el conjunto de Julia. Por otro lado la transformacién
h(t) = 4t(mod1) tiene solo tres puntos fijos en el conjunto de dngulos, a saber
0, 1/3 y 2/3, por lo cual alguno de los puntos x; desconecta al conjunto de
Julia lleno, es decir K., ., \ {z:} es disconexo. Luego por el Teorema 1.4.4 en
el punto z; aterrizan al menos dos rayos.
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Figura 2.21: Puntos fijos y algunos puntos de los rayos externos para p, c,.

Los cuatro puntos fijos de pc, ., son x; ~ —0,8977 + 0,9111%, x5 =~
—0,3046+40,43772, x3 =~ —0,0637 — 00,8795 y x4 ~ 1,2661 —0,4694:. Realizan-
do algunos calculos podemos ver que en el punto x4 aterriza el rayo de angulo
0, en el punto x3 aterriza el rayo de dngulo 2/3, en el punto xs aterrizan los
rayos con angulos 1/7, 2/7 y 4/7 y finalmente en el punto x; aterriza el rayo
de dngulo 1/3. Vease la figura 2.21

De manera analoga al caso del conejo flaco queremos demostrar que las
cuencas inmediatas de atraccién Uy, Uy, U, se intersectan en el punto xs.

Lema 2.3.4. Las cerraduras de las cuencas inmediatas de atraccion Uy, Uy, Uy
se intersectan en el punto fijo xs.

Demostracion. Sea 2, el unico punto en OU,, que es fijo bajo pg’m, los puntos
{20, Peren (20), P2, o, (20) } forman un ciclo de periodo m, donde m es un divisor
de 3. Sabemos que existen al menos dos rayos que aterrizan en cada punto del
ciclo y que dichos rayos son periédicos de periodo 3. Como los rayos tienen
periodo 3, entonces si t es el dngulo de un rayo de este tipo debe cumplir
la congruencia 4%t = t(mod1), por lo cual el dngulo t = s/63 donde s es un
entero no cero y t € T. Por otro lado sabemos que los rayos R(K,, c,,1/7),
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R(Keyes:2/7) v R(K¢, oy, 4/7) aterrizan en x,. Calculando los demas rayos
externos con dngulo de la forma s/63 podemos ver que cada uno de dichos
rayos (claramente con excepcién de los de dngulo 1/7,2/7 y 4/7) aterriza en
un punto distinto del conjunto de Julia lleno. Por lo tanto zy = x4, y entonces,
zy € Uy N U, NUs. Ademis los tinicos rayos que aterrizan en x, corresponden
a los angulos {1/7,2/7,4/7}. Luego por el Teorema 1.4.3 K, ., \ {22} tiene
3 componentes (conexas), cada una de las cuales contiene a un tnico U;, por
lo tanto {z,} = Uy N U, N Us. O

Lema 2.3.5. Si z en un punto de J., ., donde aterrizan mds de un rayo
externo entonces z € {Up.".,(z2)}

Demostracion. Denotemos al lugar de conexidad de los polinomios de la for-
ma p., « = (224 ¢1)? + ¢, donde ¢; ~ —0,12256 + 0,74486i y ¢ € C por
M(c1). Los polinomios pe, ¢, ¥ Pey,er = P2, estdn en la misma componente de
M(c1), ya que los polinomios pe, ¢, ¥ pgl tienen un ciclo atractor de periodo
3y ¢1 ¥ co son bastante cercanos.

Si z en un punto de J, ., donde aterrizan mas de un rayo externo y
z ¢ {Ups", (72)}, entonces deberfa existir un punto y en J., donde aterriza
més de un rayo externo tal que y ¢ {{Upz" (e, )}, pero esto contradice al
Lema 2.3.2. O

Por el lema anterior los tinicos dngulos donde el lazo de Carathéodory no
es inyectiva son de la forma {7 (Up.",(z2))}.

Para el polinomio p,, ., tenemos le misma situacién. En un punto fijo 2,
aterrizan exactamente tres rayos cuyos angulos son 1/7, 2/7 y 4/7. Vease la
figura 2.22. Ademéas usando el mismo argumento que en el Lema 2.3.5, se
puede demostrar el siguiente resultado.

Lema 2.3.6. Si z en un punto de J.,., donde aterrizan mds de un rayo
externo entonces z € {Upg", (z5)}

Por el Lema 2.3.6 los tinicos angulos donde el lazo de Carathéodory no es
inyectiva son de la forma {~.! (Upg", (22))}.

Los Lemas 2.3.5 y 2.3.6 concluyen el punto 5 de nuestro plan. Mas aun,
tenemos que los conjuntos de clases de equivalencia T/ ~¢ ¢, ¥ T/ ~cpey
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Figura 2.22: puntos fijos y algunos puntos de algunos rayos externos para
pcz,cl

son iguales. Aplicando la proposicién 1.5.1 tenemos que T/ ~., ., es homeo-
morfo a J.,,c2 y T/ ~, ., es homeomorfo a J., .,. Usando la igualdad antes
mencionada obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.2. J., ., ¥ Je,c, Son homeomorfos.

Con la proposiciéon anterior concluimos nuestro plan.
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Capitulo 3

Conclusiones

El estudio que hemos introducido en esta tesis, es decir la dinamica polino-
mial alternada, ofrece una buena cantidad de preguntas interesantes. Nuestro
trabajo ha consistido en dar respuesta a algunas de ellas, para esto hemos
utilizado herramientas ya conocidas en la dinamica polinomial.

La dinamica holomorfa se ha beneficiado de muchas areas de la matemaéti-
ca, tales como las superficies de Riemann, geometria conforme, transformacio-
nes casi-conformes, geometria hiperbodlica, por mencionar algunas. Por falta
de tiempo, en la tesis, no hemos usado muchas herramientas existentes, como
la renormalizacion, ni hemos incursionado en todas las areas de apoyo, como
las transformaciones casi-conformes. El aprendizaje y la utilizacién de tales
herramientas constituyen parte del trabajo posterior a esta tesis.

Una de las complicaciones al estudiar la dindmica polinomial alternada
es que el espacio de parametros es de dimensién compleja 2, y por ende se di-
ficulta la visualizacion del lugar de conexidad de la familia. En particular, lo
que buscamos es relacionar el caso cuadréatico con el caso alternado. Ademés
de que entender el caso alternado nos da pie a entender el caso cuartico.

La literatura, al menos la que nosotros conocemos, no profundiza en el
estudio del caso alternado en lo correspondiente al estudio de rayos exter-
nos y la combinatoria determinada por los mismo, este hecho representa una
oportunidad en la investigacion.

La visualizacion de los conjuntos de Julia de los polinomios alternados,
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asi como los de algunas partes del lugar de conexidad de la familia alternada
juegan un papel escencial en la heuristica de este estudio.

En la tesis presentamos algunas de las ideas que consideramos principales
para iniciarse en el estudio de la dindamica holomorfa.
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