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Introduccion

La teoria de continuos surge dentro de la matematica en el area de topologia
aproximadamente en la década comprendida entre 1910 y 1920, teniendo como
objeto de estudio los espacios métricos, compactos, conexos y no vacios. De
hecho a un espacio topoldgico con estas propiedades se le llama continuo. Su
estudio adquirié gran importancia debido a la necesidad de un entendimiento
profundo de la topologia de espacios cartesianos para su aplicaciéon en el
analisis real y complejo. Posteriormente la teoria de continuos tuvo distin-
tas ramificaciones como la teoria de hiperespacios de continuos, dendritas,
continuos homogéneos, continuos indescomponibles, etc. La teoria de conti-
nuos se empezo a trabajar de manera creciente en México a partir de la dé-
cada de los anios ochenta, motivada por la llegada de los matematicos polacos
Janusz J. Charatonik y Wlodzimierz J. Charatonik asi como la organizacion
constante de seminarios de teoria de continuos organizados principalmente por
Adalberto Garcia-Méynez, Isabel Puga, Luis Montejano, Sergio Macias y

Alejandro Illanes.

El objeto de estudio de esta tesis es sobre los continuos con la propiedad
de Kelley (continuos de Kelley) y la propiedad de semi-Kelley (continuos semi-
Kelley) y ver que estas propiedades cumplen con ser propiedades reversibles
de Whitney. La nocién de semi-Kelley tiene poco tiempo de haber sido intro-
ducida y pocos investigadores han estudiado esta propiedad por lo cual hay
bastante camino por recorrer. Se pretende dar un panorama quiza bésico pero
detallado sobre esta nocion asi como resultados y ejemplos. Ademas, de con-

tribuir con alguna generalizacién en relacién con la propiedad de semi-Kelley.

La estructura de nuestro trabajo es la siguiente. En el primer capitulo
se encuentran los preliminares con definiciones y algunos resultados ya cono-
cidos dentro de la teoria de continuos e hiperespacios. Definimos la funcién
de Whitney, ademds garantizamos su existencia; enunciamos algunos resul-
tados sobre niveles de Whitney y como parte final de este capitulo vemos las
siguientes definiciones: Propiedad de Whitney, propiedad reversible de
Whitney, propiedad fuerte reversible de Whitney y propiedad secuencial fuerte
reversible de Whitney.



El segundo capitulo esta compuesto por tres secciones. La primera esta
relacionada con las definiciones de continuo limite maximo y de continuo limite
maximo fuerte, se dan algunos ejemplos y resultados los cuales seran de gran
utilidad posteriormente. En la segunda seccion se da la definicién de continuo
de Kelley, ejemplos de continuos que son y que no son Kelley, asi como algunos
resultados con relacion a esta propiedad como son: equivalencia de ser continuo
de Kelley y la versién puntual (Proposicién 2.17), equivalencia con las defini-
ciones de continuo limite méximo y continuo limite maximo fuerte (Teorema
2.26), la propiedad de Kelley se preserva bajo homeomorfismos (Teorema 2.25),
damos la demostracion detallada del resultado que nos dice que si un continuo
no es Kelley, entonces este contiene un subcontinuo con un continuo limite
méximo fuerte propio y no degenerado (Lema 2.27), vemos una demostracion
alternativa de que la propiedad de Kelley es una propiedad secuencial fuerte
reversible de Whitney (Teorema 2.28), en consecuencia es una propiedad re-
versible de Whitney, y finalmente damos a conocer un continuo el cual prueba

que la propiedad de Kelley no es una propiedad de Whitney (Ejemplo 2.32).

En la tercera seccion se introduce la definicion de continuo semi-Kelley,
ejemplos de continuos que son y que no son semi-Kelley, asi como los resulta-
dos: equivalencia de continuo semi-Kelley y las definiciones de continuo limite
maximo y continuo limite maximo fuerte (Teorema 2.37), demostramos que
si un continuo no es semi-Kelley, entonces este contiene un subcontinuo con
dos continuos limites maximos fuertes, propios, no degenerados e incompara-
bles (Lema 2.38), damos una prueba completa de que la propiedad de semi-
Kelley es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney (Teorema
2.40), en consecuencia, propiedad reversible de Whitney, damos a conocer un
continuo el cual prueba que la propiedad de semi-Kelley no es una propiedad de
Whitney (Ejemplo 2.44). Finalmente, daremos un ejemplo de un continuo
que da respuesta negativa a la siguiente pregunta: Sean X un continuo y p
una funcién de Whitney para C(X). Si {t,}>°, es una sucesién de nimeros
positivos tal que lim ¢, = 0y u~'(¢,) es semi-Kelley para cada n € N, jes X
de Kelley? (Ejemplo 2.51).
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Antecedentes

A principios de la década de 1930, Hassler Whitney construyo tipos especiales
de funciones en espacios de conjuntos con el propésito de estudiar familias de
curvas, [20]. En 1942, John L. Kelley hizo un uso significativo de las funciones
de Whitney en el estudio de hiperespacios, [12]. En la década de 1970, las
relaciones entre las funciones de Whitney y la estructura de los hiperespacios
fueron investigadas extensamente y sistematicamente por numerosos autores.
Una funciéon de Whitney es una funcién continua p : 2¥ — [0,00) tal que
p(A) < u(B) siempre que A & By u({x}) =0, para cada z € X. Actualmente
las funciones de Whitney establecen una manera de medir el tamafio de los
elementos de 2% y son una herramienta muy util para estudiar la estructura

para los hiperespacios.

Para estudiar lo que es una propiedad de Whitney, se requiere de una defini-
cién esencial que es la de nivel de Whitney, el cual se trabaja para funciones
de Whitney definidas en C'(X). Sean X un continuo, p : C(X) — [0, 00) una
funcién de Whitney y ¢ € [0, u(X)], el nivel de Whitney para C(X) en t es
el conjunto pu~'(t). Ahora, una propiedad topoldgica P es una propiedad de
Whitney, si para todo continuo con la propiedad P, para cada funciéon de
Whitney se tiene que cada nivel de Whitney tiene la propiedad P. Una
propiedad topolégica P es una propiedad reversible de Whitney si para todo
continuo y toda funciéon de Whitney tal que todo nivel de Whitney tiene la

propiedad P, entonces el continuo tiene la propiedad P.

La nocién de propiedad reversible de Whitney se formaliz6 por Sam B.
Nadler, Jr. en 1980, [14]. Cabe mencionar que Sam B. Nadler, Jr. en
conjunto con Carl Eberhart, demostraron que para cualquier continuo X y
cualquier y funcién de Whitney para C'(X), i es mon6tona y abierta con lo que
Kazimierz Kuratowski di6 el siguiente resultado: Si X es cualquier continuo
y p una funcién de Whitney para C(X), entonces {u7'(t) : 0 < ¢t < u(X)}
es una descomposicién continua monétona de C(X). Esta forma de ver las
propiedades de Whitney motivé para dar la definicién de una nociéon “inversa’.
Sam B. Nadler, Jr. muestra los primeros resultados sobre las propiedades re-

versibles de Whitney asi como su terminologia e intoduciendo de igual forma
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la definicién de propiedad fuerte reversible de Whitney.

Un continuo (X, d) tiene la propiedad de Kelley, si para cada € > 0, existe
d(e) > 0 tal que para cualesquiera dos puntos a y b de X con d(a,b) < §(e) y
para cada subcontinuo A de X que contenga al punto a, existe un subcontinuo
Bde X tal que b € By H(A, B) < ¢, donde H es la métrica de Hausdorff en

C(X). Decimos que X es un continuo de Kelley si posee esta propiedad.

La propiedad de Kelley fue introducida en 1942 por John L. Kelley en
[12]. En dicho trabajo, la propiedad de Kelley se establecié como la “property
3.2”7. Algunos otros articulos hacen referencia a dicha propiedad como J. L.
Kelley o propiedad [K]. La simplicidad y belleza de la propiedad de Kelley
ha hecho que sea objeto de estudio por varios autores como: Wlodzimierz J.
Charatonik, Janusz J. Charatonik, Sam. B. Nadler, Jr., Roger W. Wardle,
Hisao Kato, Pawel Krupski, entre otros. En 1977, Roger W. Wardle hizo
un estudio sistematico sobre la propiedad de Kelley en el cual consider6 una
version puntual, [18]. Finalmente, demostré que la propiedad de Kelley dada

puntualmente es equivalente a la propiedad de Kelley.

Algunos resultados que obtiene Roger W. Wardle son los siguientes:

e Si el producto cartesiano de dos continuos no degenerados tiene la propiedad

de Kelley, entonces cada espacio factor la tiene.

e Si el hiperespacio C'(X) de un continuo X tiene la propiedad de Kelley,
entonces X tiene la propiedad de Kelley.

e Si el hiperespacio 2% de un continuo X tiene la propiedad de Kelley, entonces

X tiene la propiedad de Kelley.

e Si X es un continuo con la propiedad de Kelley, entonces los hiperespacio
C(X) y 2% son contractiles.

En este estudio Roger W. Wardle se pregunta si la propiedad de Kelley es
una propiedad de Whitney. Tratando de resolver esta pregunta, Hisao Kato
demuestra en 1991 que para obtener una respuesta afirmativa es suficiente
probar que si X tiene la propiedad de Kelley, entonces X x [0, 1] tiene la
propiedad de Kelley, [11]. Fue en 2008 que Wlodzimierz J. Charatonik y
Janusz J. Charatonik responden negativamente a la pregunta de Hisao Kato,
es decir, dan un ejemplo de un continuo X que tiene la propiedad de Kelley
y que X x [0, 1] no tiene dicha propiedad y como consecuencia se tiene que la

propiedad de Kelley no es propiedad de Whitney, [7].
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Posteriormente, en 1998 Wlodzimierz J. Charatonik y Janusz J. Charatonik
introducen y estudian la propiedad de semi-Kelley la cudl es una forma mas
débil de la propiedad de Kelley y generalizan algunos resultados que se tenian

sobre la propiedad de Kelley:

e Si el producto cartesiano de dos continuos no degenerados es semi-Kelley,

entonces cada espacio tiene la propiedad de Kelley.

e Si el hiperespacio C'(X) de un continuo X es semi-Kelley, entonces X tiene

la propiedad de Kelley.

e Si el hiperespacio 2% de un continuo X es semi-Kelley, entonces X tiene la

propiedad de Kelley.

En su estudio y referente a la pregunta de Hisao Kato, Wlodzimierz J.
Charatonik y Janusz J. Charatonik se preguntan si un continuo X es de
Kelley, entonces ;X x [0, 1] es semi-Kelley? Esta pregunta fue contestada re-
cientemente en 2017 por Enrique Castaneda e Ivon Vidal, quienes mencionan
que el continuo X que dan Wlodzimierz J. Charatonik y Janusz J. Charatonik
en [7] cumple ser de Kelley y X x [0, 1] no es semi-Kelley, ademas demuestran
que la propiedad de semi-Kelley no es propiedad de Whitney, [4]. Finalmente,
en 2017 Alejandro Illanes se pregunta si la propiedad de ser semi-Kelley es
una propiedad reversible de Whitney. Esta pregunta fue contestada de forma
afirmativa en 2018 por Alicia Santiago e Ivén Vidal. Se demostré que ser
semi-Kelley es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney y como

consecuencia es una propiedad reversible de Whitney, [17].

Cabe mencionar que la siguiente pregunta hasta el momento sigue estando
abierta: Si X es un continuo semi-Kelley, jes cierto que los hiperespacio C'(X)

o 2% son contractiles?






CAPfTULO PRIMERO m——

Preliminares

En este capitulo se enuncian algunos conceptos y resultados que son necesarios
para el desarrollo de esta tesis. Suponemos que el lector esté familiarizado con
las propiedades elementales de compacidad, conexidad, funciones continuas, y
la topologia de los espacios métricos (véase [3] y [19]). Durante todo el trabajo
la letra d denotard una métrica para el espacio métrico X y la letra p una
métrica para el espacio métrico Y. Si X es un continuo y A un subconjunto de
X, los simbolos fr(A), int(A) y CI(A) denotan la frontera de A, el interior de
Ay lacerradura de A en X, respectivamente. Si A C Y C X, entonces fry(A),
inty (A) y Cly(A) denotan la frontera de A, el interior de A y la cerradura de
A en el subespacio Y de X, respectivamente. El simbolo U denota la unién
disjunta de conjuntos. Para una funcién f: X — Y y A C X, denotaremos
por f[A] a la imagen del conjunto A bajo la funcién f. Un homeomorfismo
entre dos espacios topologicos es una funcién continua, biyectiva y que tiene
funcién inversa continua. En caso de que exista un homeomorfismo entre X y

Y, decimos que X y Y son homeomorfos.

1.1 Continuos e Hiperespacios

Nociones y resultados basicos

En esta seccién presentamos conceptos y resultados que son de gran utilidad
para la exposicion de este trabajo. Las nociones de teoria de continuos e
hiperespacios, que en este trabajo revisamos, se encuentran en las referencias

[9], [15] y [16].

Definicién 1.1 Diremos que X es un continuo si es un espacio métrico,
compacto, conexo y no vacio. Un subconjunto mno wvacio A de X, es un

subcontinuo de X si A es cerrado y conexo.

Si X es un continuo que consta de un solo punto, diremos que es un continuo
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degenerado; de lo contrario, diremos que X es no degenerado.

Ejemplos de Continuos:

O

Los hiperespacios se definen como colecciones de subconjuntos de un con-

tinuo que satisfacen alguna propiedad topoldgica.

Definicién 1.2 Sea X un continuo. Se definen los siguientes hiperespacios
de X: (vedse la Figura 1.1).

2X ={A C X : A es cerrado y no vacio},

C(X)={A€2%: A es conexo}; y paran € N,
F,(X) ={A €2X: A tiene a lo mds n puntos}.

<« Fy(X)

C(X)

Figura 1.1: C(X).

Notemos que los elementos de C'(X) son todos los subcontinuos de X,

para cada n € N, F,,(X) se denomina n-ésimo producto simétrico de X. En
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particular, F}(X) es el hiperespacio de singulares de X. Ademads, C(X) y
F,(X) son subespacios de 2% por lo que es suficiente dotar a 2% de una métrica.
La métrica considerada es conocida como la métrica de Hausdorff definida por
Felix Hausdorff en 1914.

Definicién 1.3 Sea X un continuo con métrica d. Dados e > 0, x € X y
A € 2%, se definen:

(1) La bola abierta de radio € y centro en x como:
B.(x) ={y € X :d(z,y) <e}.
(2) La nube de radio € y centro en A como:
N.(A)={q€ X : existe x € A tal que d(x,q) < €}.

Observemos que si X es un continuo y A, B € 2% tales que A C B,
entonces se tiene que A C N.(B).

(3) Dados A y B elementos en 2% se define la métrica de Hausdorff de
A a B como la funcién H : 2% x 2X — R dada por:

H(A,B)=if{e>0:ACN.(B) y BC N.(A)}.

— - —

— Y
- NE(A) - ~
- ~ - ~
- - - ~
Fd ~
! N\
I A !
{ I
\
N — = ~ * - ~ -
Ve - L

En los siguientes teoremas enunciamos algunas propiedades elementales de

las nubes sobre los elementos de 2X. Por su simplicidad, la prueba se omite.

Teorema 1.4 [8, Teorema 2.2 pdg. 14] Sea X un continuo y sean A, B € 2X,
e>0yd>0. Entonces:

(1) Ne(A) = Uaea Be(a).
(2) Si AC B yd <e, entonces Ns(A) C N.(B).

(3) N.(A)UN.(B) = N.(AU B).
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Notemos que de la primera afirmacién del teorema anterior se tiene que el
conjunto N.(A) es abierto en X. Observemos también que A C N.(A).

Teorema 1.5 [8, Teorema 2.3, pdg. 15] Sean X un continuo y A € 2X. Si U
es un abierto de X tal que A C U, entonces existe € > 0 tal que N.(A) C U.

Teorema 1.6 [9, Teorema 2.2, piag. 11] Sea X un continuo. La funcion H

es una métrica en 2°X.

En este trabajo denotaremos por H a la métrica de Hausdorff.

Teorema 1.7 Sea X un continuo y sean A,B € 2%X y e > 0. Entonces
H(A,B) < ¢ si, y solo si, AC N.(B) y BC N.(A).

Demostracion. = | Supongamos que H(A, B) < e. Por definicién de la
métrica H, existe 6 > 0 tal que 6 < ¢, A C Nsg(B) y B C Ns(A). Por
el Teorema 1.4, Nsj(B) C N.(B) y Ns(A) C N.(A), entonces A C N(B) y
B c N.(B).

< | Supongamos que A C N.(B) y B C N.(A). Como A C N.(B), en-

tonces A C U Ns(B). Por compacidad de A, existen 6y, da, ..., 0, tales que
0<o<e

A C | N5, (B). Sea v = méx{d1,ds, ...,0,}. Asi, A C N,(B). Andlogamente,

=1
como B C N.(A) podemos encontrar n > 0 tal que B C N,(A) y n < e.
Sea f = méax{vy,n}. Tenemos que f < ¢, A C Ng(B) y B C Ng(A). Asi,
H(A,B) <e. ]

El siguiente resultado es consecuencia de los “Teoremas de Golpes de la
Frontera” ([15, Teorema 5.4, 5.6 y 5.7, pag. 73-75]) el cual nos dice que todo

continuo no degenerado contiene un subcontinuo propio no degenerado.

Proposicién 1.8 [15, Corolario 5.5, pdg. 74 Sea X wun continuo no
degenerado y sea B un subcontinuo propio de X. Si U es un abierto en X

tal que B C U, entonces existe un subcontinuo K de X distinto de B tal que
BCKyKcU.

Definicién 1.9 Dado un subconjunto A de un continuo X. Consideremos las

siguientes subcolecciones del hiperespacio 2°X.
I(A)={Bec2*:BcC A}

ANA) ={Bec2* . AnB#0}y
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®(A)={Be€2¥:ACB}.

Proposiciéon 1.10 Sean X un continuo y A subconjunto de X. Entonces:

(1)
(2)

Si A es abierto en X, entonces I'(A) y A(A) son abiertos en 2.

Si A es cerrado en X, entonces T'(A), A(A) y ®(A) son cerrados en 2.

Demostracion.

(1)

Sea A un abierto en X. Veamos que I'(A) es abierto en 2¥. Sea
B € T(A), entonces B € 2X y B C A. Como A es abierto en X, por el
Teorema 1.5 existe € > 0 tal que N.(B) C A. Veamos que B.(B) C I'(A).
Sea C' € B.(B), entonces H(B,C) < €y por el Teorema 1.7, C' C N.(B)
y como N.(B) C A, entonces C C A. Asi, C € I'(A) y por tanto
B.(B) C I'(A), es decir, para cada B € I'(A), existe ¢ > 0 tal que
B.(B) C T'(A). En consecuencia, I'(A) es abierto en 2¥.

Ahora, veamos que A(A) es abierto en 2%. Sea B € A(A), entonces
Be2X yBNA#(. Seax € BNA. Como A es abierto en X, existe
e > 0 tal que B.(x) C A. Veamos que B.(B) C A(A). Sea C € B.(B),
entonces H(B,C) < €y asi B C N.(C) (Teorema 1.7). Como z € B
existe y € C' tal que d(x,y) < e, es decir, y € B.(z). Asi, y € Ay por
tanto y € C' N A de manera que C N A # (). Por tanto, C' € A(A) y
asi B:(B) C A(A), es decir, para cada B € A(A), existe ¢ > 0 tal que
B.(B) C A(A). En consecuencia, A(A) es abierto en 2%,

Sea A un cerrado en X, entonces X — A es un abierto en X. Veamos
que I'(A) es cerrado en 2%. Notemos que I'(A) = 2% — A(X — A) y por
(1), A(X — A) es un abierto en 2%. Asi, I'(A) es cerrado en 2%,

Ahora, veamos que A(A) es cerrado en 2. De (1) se sigue que I'(X — A)
es abierto en 2% | por lo que 2% —'(X — A) es cerrado en 2%. Ademds,
notemos que 2% = A(A)UT(X — A) y A(A)NT(X — A) = 0. Porlo

tanto, A(A) es cerrado en 2.

Finalmente, veamos que ®(A) es cerrado en 2%. Sea B € CIl(®(A))
y supongamos que B ¢ ®(A), entonces A ¢ B. Sea a € A— B. Notemos
que d(B,a) > 0. Sea ¢ = d(B,a). Como B € CIl(P(A)), tenemos que
®(A) N B.(B) # 0. Tomemos E € ®(A) tal que H(B, E) < &, entonces
E C N.(B) (Teorema 1.7). Comoa € Ay E € ®(A), existe b € B tal
que d(a,b) < e. Como d(a,B) < d(a,b), tenemos que ¢ < ¢, lo cual
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no puede ser. Por lo tanto, B € ®(A). Asi, Cl(®(A)) C ®(A). En

consecuencia, ®(A) es cerrado en 2¥. -

Teorema 1.11 [10, Corolario 6.13, pdg.93] Sea X un continuo. Entonces los

hiperespacios C(X) y 2% son continuos.

Definicién 1.12 Dados un continuo X y A un subcontinuo de X, definimos el

hiperespacio de continuos anclados en A, denotado por C(A, X), como:

C(A,X)={Be(C(X):AcC B}

Para simplificar la notacién de la definicién anterior, cuando el subcontinuo

en cuestién sea el singular p € X, escribimos C(p, X) en lugar de C'({p}, X).

Proposiciéon 1.13 Sea X un continuo. Para cada p € X, C(p,X) es

compacto en C(X).

Demostracion. Sea p € X. Por definicién C(p, X) C C(X) y es no vacio
pues X € C(p, X). Notemos que:

C(X)-C(p.X)={AeC(X): A¢ C(p.X)}
—{AeC(X):p¢ A
={AeC(X):ACXyp¢ A}

—{A€C(X): AC X —{p}} = (X — {p}).

Como {p} es cerrado en X, entonces X — {p} es abierto en X, luego por la
Proposiciéon 1.10, C(X) — C(p, X) es abierto en C(X) y por tanto C(p, X)
es cerrado en C'(X) y dado que C(X) es compacto (Teorema 1.11), entonces
C(p, X) es compacto en C(X). -

Convergencia en 2%

En vista de que 2% es un espacio métrico, podemos hablar de convergencia de

una sucesién en 2%, utilizando la definicién usual.

Definicién 1.14 Una sucesién {A,}2%, en 2% converge a un elemento
A € 2% con respecto a la métrica de Hausdorff si para todo ¢ > 0 emiste
N €N tal que H(A, A,) < &, para todo n > N.
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Teorema 1.15 Sean X un espacio métrico, {A,}22, y {Bn}2, sucesiones
en 2% tales que lim A, = A y lim B, = B para algunos A, B € 2X. Entonces
lim A, UB, = AUB.

Demostracion. Sea ¢ > 0, entonces existen Ni, Ny € N tales que
H(A,,A) < e, para todo n > Ny y H(B,,B) < e, para todo n > Na.
Sea N = max {N;, N»}, entonces para todo n > N se tiene A, U B, C
N.(A)UN.(B) C N(AUB)y AUB C N.(A,) UN.(B,) C N.(A,UB,) de
donde H(A, U B,, AU B). -

Limite inferior y Limite superior

Observemos que en la nocion de convergencia vista en la seccion anterior esta-
mos pensando que los elementos de la sucesién son puntos de 2%. Sin embargo,
otra manera de hablar de convergencia en 2%, se obtiene pensando que cada
elemento de la sucesién es un subconjunto de X como se mostrard en esta

seccion.

Definicién 1.16 Sean X un continuo y {A,}5°, una sucesion en 2.

Entonces definimos:

e lim inf A, = {x € X : para toda € > 0, B.(x) N A,, # 0 para casi toda n}.

e limsup A, = {& € X : paratodaec > 0,B(x) N A, # 0 para una
infinidad de n's}.

A, A3 As

lim iani limsupA;

Ahora veamos la nocién de convergencia en términos de la Definicion 1.16.

Definicién 1.17 Decimos que una sucesion {A,}>, en 2% converge a A y

escribimos lim A,, = A, si lim inf A,, = lim sup A, = A.
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El siguiente Teorema nos dice que las Definiciones 1.14 y 1.16 son equiva-

lentes en espacios compactos.

Teorema 1.18 [15, Teorema 4.11, pdg. 57| Sean X wun espacio métrico

compacto, {A,}2, sucesion en 2X y A € 2X. Entonces lim A,, = A si y

solo si {A,}22, converge a A con respecto a la métrica de Hausdorff.

Proposicién 1.19 Sean X un espacio métrico, {A,}52, una sucesion en 2%

yx € X. Entonces:

(1)

(2)

x € lim inf A,, si y solo si existe una sucesion {x,}>2, en X tal que

limz, =z yx, € A,, para cada n € N.

x € lim sup A, si y solo si existe una sucesion de numeros naturales
ny < ng < ng < ---y existen puntos x,, € A,,, para cada k € N, tales

que lim x,, = .

Demostracion.

(1)

= | Sea z € lim inf A,,. Para cada n € N, tomamos z, € A, de tal
forma que d(x,,x) = min{d(x,y) : y € A,}. Observemos que los s
estan bien definidos ya que A, es cerrado en X y por tanto compacto
en X. Veamos que lim z,, = x. Sea ¢ > 0, como x € lim inf A, existe
N € N tal que B.(z) N A, # () para todo n > N. De manera que, para
cada n > N, existe a, € A, tal que d(z,a,) < ¢. Dado que d(z,,z) =
min{d(z,y) : y € A,} < d(z,a,) < € para todo n > N, entonces

d(x,,x) < € para todon > N y asi lim z,, = z.

< | Sea {x,}°2, una sucesi6n en X tal que lim z,, = z y z,, € A, para
cadan € N. Entonces, para cada e > 0, existe N € N tal que d(z,,z) < ¢
para todo n > N, entonces x, € B.(z) y =, € A,, para cadan € N, y
por tanto x, € B.(x) N A, para todo n > N. Asi, x € lim inf A,,.

= | Sea x € lim sup A, entonces existe J; C N tal que J; es infinito y
By(x) N A, # 0, para cada n € J;. Sean ny € J; y x,, € Bi(x) N A,,,
entonces d(x,,,z) < 1y x, € A, . De manera andloga, existe J; C N
tal que Jy es infinito y B% (x) N A, # 0, para cada n € Jy. Podemos
elegir no € N con ny > ny y a,, € B%(x) N Ap,, entonces d(z,,,z) < iy
Tn, € Ap,. Continuando inductivamente existen naturales ny < ny <
ng < ..y puntos z, € A, tales que d(z, ,x) < % y por tanto

lim z,, = =.

< | Sea una sucesion de numeros naturales n; < ng < nzg < ...y

sean puntos z,, € A, para todo k € N tales que limz,, = . Sea
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e > 0, entonces existe N € N tal que d(z,,,z) < e si k> N por lo que
Tp, € B:(z)N A, para todo k > N. Sea J = {n; : k > N}, entonces
J C N, J es infinito y B.(z) N A, # 0, para cada ny € J. Por lo tanto,

x € lim sup A,. n

Corolario 1.20 Sean X un continuo y {A,}>2, una sucesién en 2% tal que
lim A, = A, para algin A € 2%. Si {z,}°°, es una sucesion en X tal que

T, € A, para cadan € N y lim x,, = x para algin x € X, entonces x € A.

Demostraciéon. Como lim A,, = A, entonces lim inf A, = A. Ademds, como
x, € A, para cada n € Ny lim z,, = z, por la Proposicion 1.19, se tiene que
x € lim inf A, = A. -

Teorema 1.21 Sean X un continuo, {A,}5%, y {B,.}°2, sucesiones en 2%
tales que lim A,, = A y lim B, = B para algunos A, B € 2X. Se cumplen las

siguientes afirmaciones:

(1) Si A, C By, para cada n € N, entonces A C B.

(2) Si A, N B, # 0 para cada n € N, entonces AN B # ().

Demostracion.

(1) Sea a € A. Dado que lim A,, = A, entonces lim inf A, = A por lo que
a € lim inf A,. Por la Proposicién 1.19 existe una sucesién {a,}>2, en
X tal que a, € A,, para cada n € Ny lima, = a. Como A, C B,
para cada n € N tenemos que a, € B,, para cada n € N y dado que
lim a,, = a de la Proposicién 1.19 se sigue que a € lim inf B,, y como
lim B,, = B, entonces lim inf B,, = B por lo que a € B. Por lo tanto,
ACB.

(2) Para cada n € N, sea z,, € A, N B,,. Entonces {z,,}°°, es una sucesién
en X. Como X es compacto, podemos suponer que existe {z,, }32,
subsucesion de {z, }22; tal que lim z,, = x. Asi, por la Proposicién 1.19,
x € lim inf A, y x € lim inf B,,. Como lim inf A, = Ay lim inf B, = B,
entonces r € AN B, es decir, AN B # (. -

Proposicién 1.22 Sean X un continuo y {A,}3%, una sucesién en 2.

Entonces:

(1) lim inf A,, C lim sup A,.
(2) lim inf A,, y lim sup A, son cerrados en X.

(3) lim sup A, # 0.
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Demostracion.

(1) Se sigue de las definiciones.

(2) Veamos que lim inf 4, = CI(lim inf A,). Solo basta probar que
Cl(lim inf A,) C lim inf A,,. Sean x € Cl(lim inf A,) y € > 0. Entonces
(lim inf A,) N B.(x) # 0. Asi, sea y € (lim inf A,) N B.(z). De manera
que existe N € N tal que A, NB.(z) # 0, para todo n > N. Por lo tanto,
x € lim inf A, y en consecuencia Cl(lim inf A,) C lim inf A,. Asi,
lim inf A, es cerrado en X. De forma andloga se prueba que lim sup A,

es cerrado en X.

(3) Para cada n € N, sea x, € A, y consideramos la sucesién {x,}>° .
Como X es compacto, existe una subsucesion {z,, }32, de {x,}>2, tal
que lim z,, = z, para algin z € X. Por la Proposicién 1.19, se tiene que

z € lim sup A,, y por tanto lim sup A, # 0. -

Algunas funciones

Para un continuo X, del Teorema 1.11 se tiene que 2% es un continuo por lo que
. . X ’

podemos hablar de su hiperespacio: 227 = {A C 2% : A es cerrado y no vacio}.

La siguiente funcion es conocida como la funciéon union, la cual nos sera util

mas adelante para algunas demostraciones.

Lema 1.23 [16, Lema 1.48, pdg. 78] Sea X un continuo. Si A C 2% y
o(A) =U{A: A€ A}, entonces:

(1) o(A) € 2.
(2) 0:22° — 2% es una funcién continua.

Definicién 1.24 Sean X yY continuos, f : X — 2¥ una funcién y xy € X.
Decimos que f es semicontinua superiormente en xg si para toda sucesion
{z,}02 en X tal quelim x,, = x se tiene que lim sup f(x,) C f(zo). Decimos

que [ es semicontinua superiormente si lo es en cada punto de X.

Definicién 1.25 Sean X, Y continuos y f : X — Y wuna funcion continua
y sobreyectiva. Decimos que f es abierta si f[U] es abierto en'Y, para todo
abierto U en X.

Recordemos que para un espacio topolégico X y A subconjunto de X se dice
que A es una componente de X si A es conexo y para cualquier subconjunto
conexo B de X tal que A C B se tiene B = A.
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Definicion 1.26 Sean X, Y continuos y f : X — Y wuna funcion continua
y sobreyectiva. Decimos que f es confluente si para cada subcontinuo K de
Y y cada componente A de f~Y(K) se tiene que f(A) = K.

Teorema 1.27 [15, Teorema 13.14, pdg.285] Toda funcién entre continuos

abierta es confluente.

Sea f es una funcién continua entre los continuos X y Y. Entonces para
A € 2% el conjunto f[A] € 2¥ por ser la imagen bajo una funcién continua
de un conjunto compacto y no vacio. Si ademads, pedimos que A € C(X),
entonces f[A] € C(Y). Por tanto, podemos definir las funciones 2/ : 2% — 2V
y C(f) : C(X) — C(Y) tales que 2/(A) = f[A] y C(f)(A) = f[A]. A estas
funciones se les conoce como funciones inducidas. Uno de los resultados a cerca

de estas funciones es el siguiente Teorema.

Teorema 1.28 Sean X y Y continuos y f : X — Y wuna funcion. Si f es

continua, entonces:

(1) 2/ es continua.

(2) C(f) es continua.

Demostracion.

(1) Supongamos que f es continua y sea € > 0. Luego, f es uniformemente
continua, asi existe 6 > 0 tal que si d(z,y) < 6, entonces p(f(z), f(y)) <
e. Sean A, B € 2% tales que H(A, B) < §. Veamos que f(A) C N.(f(B))
y f(B) C N.(f(A)). Sean o’ € f(A) y a € A tal que f(a) = a’. Como
A C Ns(B) existe b € B tal que d(a,b) < 0, luego p(f(a), f(b)) =
p(d', f(b)) < e. Por tanto, a’ € B.(f(b)), de donde f[A] C N.(f[B]).
De manera similar se prueba que f[B] C N:(f[A]). De lo anterior y del
Teorema 1.7, se tiene que H(2/(A),2/(B)) = H(f[A], f[B]) < ¢ y por

tanto, 2f es continua.

(2) Como la restriccién de una funcién continua es nuevamente continua,

entonces C(f) es continua. n

Observacion 1.29 Si f: X — Y es continua y X, Y son espacios métricos

compactos, entonces se tiene que 2/ y C(f) son uniformemente continuas.

Para un espacio topolégico (X, 7) no vacio y Z una coleccién de subcon-
juntos de X, no vacios y mutuamente disjuntos tales que UZ = X. Se verifica
que 7(2) ={% C P : UZ € 7} es una topologia y es llamada la topologia de
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descomposicién y el espacio (Z,7(2)) es llamado espacio de descomposicion

de X o espacio cociente y se donota por X/ ~.

Definicién 1.30 Sean (X, 7), (Y,n) espacios topoldgicos y f : X — Y una
funcion sobreyectiva. Decimos que f es una funcién cociente si n es la

topologia mas grande para Y tal que f es continua.

Sea P : X — 2 la funcion que manda a un punto z € X al unico
elemento de & que contiene a x, entonces P es una funcién cociente y ademas

es sobreyectiva.

Teorema 1.31 Sean X,Y,Z espacios topologicos y sean f : X — Y una
funcion cociente y g + X — Z wuna funcion continua. Si g es constante
en cada fibra f~'(y), para cada y € Y, entonces existe una funcién continua

1:Y — Z tal quelo f=g.

Demostracién. Para cada punto y € Y, fijamos un punto z € f~(y) vy
definimos I(y) = g(x), entonces [ : ¥ — Z. Observemos que para cada
y €Y, l(y) estd bien definida ya que g es constante en el conjunto f~!(y). Por
otra parte, es claro que para todo =z € X, I(f(z)) = g(z). Ahora, veamos que
[ es continua. Sea U abierto en Z, entonces por continuidad de g se tiene que
g 1 (U) es abierto en X, es decir, (I o f)~1(U) = f~1(I71(U)) es abierto en X.
Dado que f es una funcién cociente se tiene que {~(U) es abierto en Y y por

tanto [ es continua. -

X f Y
x /=g°f‘1
7

Figura 1.2: Diagrama.

1.2 Funciones de Whitney

Definicién y Resultados

Las funciones de Whitney resultan en la actualidad una herramienta esencial

para el estudio de los hiperespacios, la primera construcciéon de las funciones
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de Whitney se realiz6 en los afios 1930’s por Hassley Whitney, pero en el ano

1942, Kelley fue el primero en usar este tipo de funciones, (vedse [20] y [12]).

Definicién 1.32 Sea X un continuo. Una funcién de Whitney para el
hiperespacio 2% es una funcion continua pu : 25 — [0,1] que satisface las
siguientes condiciones:

(1) Para cada x € X, se tiene que u({z}) =0;

(ii) Para cada A, B € 2%, se tiene que u(A) < u(B) siempre que A C B.

Una funcién de Whitney para el hiperespacio C(X) es una funcion continua

de C(X) en [0,1] que satisface las condiciones (i) y (it).

Las funciones de Whitney nos proporcionan una manera de medir el tamano
de los elementos de 2% y establecen una herramienta para estudiar la estructura
de los hiperespacios. Varias construcciones de funciones de Whitney se pueden
revisar en [16, pags. 24-27]. A continuacién daremos un ejemplo sencillo de

una funciéon de Whitney y de una funciéon que no es de Whitney.

Lema 1.33 Si X es wun continuo, entonces la funcion didmetro
diam : 2%X — [0,1] definida por didm(A) = sup{d(a,b) : a,b € A}, es

continua, para cada A € 2%.

Demostraciéon. Sean ¢ > 0y A, B € 2% tales que H(A,B) < 5. Por

compacidad de A, existen x1,z5 € A tales que didm(A) = d(z1,23). Como
x1,73 € Ay AC N¢(B) (Teorema 1.7), existen y1,y2 € B tales que

€
d(zi,y1) < 5 y d(x2,y2) <

DN ™

Por desigualdad triangular tenemos que
didm(A) = d(xq, x2)
<d(zy,y1) +d(ys, 22)

€
< B + d(yb $2)

€
< 2 + d(y1,y2) + d(ya, x2)

€ €
< —+d —
2+ (y1,y2)+2

= d(ylayQ) + €.

Asi, didm(A) < didm(B) + . En consecuencia, didm(A) — didm(B) < e.

Similarmente, se tiene que —e < didm(A) — didam(B). Por tanto, |didm(A) —
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didam(B)| < e. De aqui, la funcién didm es uniformemente continua y por

tanto, continua. -

Ejemplo 1.34 La funcién didm : 2%) — [0, 1] no es una funcién de Whitney
para 2[% pues didm([0,1]) = didm({0,1}), es decir, no cumple con (i) de la
Definicién 1.32. Sin embargo, si restringimos esta funciéon a C([0, 1]) si es una
funcién de Whitney para C([0, 1]).

En general, la Proposicion 1.41 nos dice que la restriccién a C'(X) de una

funcién de Whitney para 2% es una funciéon de Whitney para C(X), y el
reciproco de este resultado no se cumple como se puede ver en el ejemplo

anterior.

X — KX

T €3] Tt

1H0) .

C(X)
Figura 1.3: Funcién de Whitney.

Teorema 1.35 Si X es un continuo, entonces existen funciones de Whitney

para el hiperespacio 2% .

Demostracion. Sean X un continuo y Z = {z1, 22, 23,...} un subcon-
junto denso numerable de X. Para cada n € N, consideramos la funcion
fn: X — [0,1] dada por f,(z) = m,

que f, es una funcién continua, para cada n € N, entonces por el Teorema

para cada x € X. Observemos

1.28, la funcién 2/~ : 2% — 2001 eg continua, para cada n € N. Por otro lado,
la funcién didm : 2(%U — [0, 1] es continua (Lema 1.33). Para cada n € N,
definamos por p,, = didm o 2/~ : 2X — [0,1]. Se sigue que, j,, es una funciéon

continua, para cada n € N. Notemos ademés que, £ "2(;4) < 2%, para cadan € N

y, para cada A € 2X. Como la sucesion {2%}2‘”:1 es convergente, por el criterio

M de Weierstrass, la funcién u : 2X — [0,1] dada por u(A) = 30, % es

una funcién continua, para cada A € 2X.
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Veamos ahora que 1 : 2¥ — [0,1] es una funcién de Whitney.

(i) Dado que p({z}) = 300, 4t — diém({sz(x)}) = 0, se tiene que p({z}) =0,

n=1 9n

para cada x € X.

(ii) Sean A, B € 2% tales que A & B. Como A C B, entonces f,(A) C f,(B),
para cada n € N, por lo que p,(A) < p,(B). Asi, para probar que
p(A) < u(B) basta probar que:

(x) Existe ¢ € N tal que u;(A) < u;(B).

Sea y € B — A. Notemos que d(A,y) > 0. Sea r = d(g’y) > 0. Dado

que Z es denso en X, existe z; € Z tal que d(y,z;) < r. Entonces,

d(y,z)+1 < r+ 1. Luego, H% < m = fi(y). Como d(A,y) > r,
1

fi(z) = m < ﬁ, para cada xz € A. Asi, sup fi(4) < 115,
sup fi(A) < fi(y). Dado que y € B, se sigue que sup f;(A) < sup f;(B).
Como A C B, didm(f;(A)) < didm(f;(B)), es decir, p;(A) < p;(B) para
algin i € N. Esto prueba (). De (7) y (i7) se sigue que p es una funcién

de Whitney para 2%. n

luego

Teorema 1.36 [10, Teorema 6.7, pdg. 89] Sea X un continuo y sean A, B
subcontinuos de X tales que A C B. Entonces eziste un subcontinuo C de X
tal que AC C C B.

Lema 1.37 Si A y B son subcontinuos de X tales que A C B,
p: C(X) — [0,1] es una funcion de Whitney y t € [u(A), u(B)], entonces
existe C € C(X) tal que AC C C B y u(C) =t.

Demostracion. Sea A = p~'([t,1])N{D € C(X): A c D C B}. Como
@ es una funcién continua se tiene que p~'([t,1]) es cerrado en C'(X) y por
la Proposicion 1.10, {D € C(X) : A C D C B} es cerrado en C(X) y es no
vacio por el Teorema 1.36, por tanto A es cerrado en C'(X) y en consecuencia
compacto. Dado que B € A se tiene que A # (), de manera que p alcanza
su minimo en A, es decir, existe £ € A tal que u(E) < p(D), para todo
D € A. Ahora, sea B = p~([0,t]) n{D € C(X): A C D C E} por el
mismo argumento anterior B es compacto y como A € B se tiene que B # (),
asi p alcanza su maximo en B, es decir, existe F' € B tal que p(D) < p(F),
para todo D € B. Si u(F) = t o u(F) = t podemos tomar a C' = E o
C' = F y terminamos. Supongamos entonces que p(F) < t < u(E), como
F C E (Por definicién de B) por el Teorema 1.36, existe G € C(X) tal que
ACF CGC FEyportanto u(F) < p(G) < p(E). Si u(G) > t, entonces
G e Ay u(G) < u(E) contradiciendo el hecho de que p(E) < u(D) para todo
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D € A. Ahora, si u(G) < t entonces G € By u(G) > p(F) contradiciendo
el hecho de que u(D) < p(F) para todo D € B. Asi, u(G) =t y podemos

considerar C' = G. -

Niveles de Whitney

Definicién 1.38 Sea X un continuo, p : C(X) — [0,1] una funcion de
Whitney y t € [0, u(X)], el nivel de Whitney para C(X) ent es el conjunto

po ().

(k)

/ \
// \ Kt
L— — = \jgerm

C(X)

Figura 1.4: Niveles de Whitney.

Recordemos que para X un continuo, Fi(X) = {{z} : = € X}. De la
definicién de funcién de Whitney es facil ver que p=(0) = {{z} : 2z € X} =
Fi(X). Podemos notar que X y F;(X) son homeomorfos de forma natural

mediante la asociacion = con {z}, para cada = € X.

El siguiente Teorema es equivalente a la existencia de arcos ordenados en

C(X) que se dard mas adelante en el Teorema 1.44.

Teorema 1.39 Sea X un continuo. Si A,B € C(X) y A & B, entonces
existe una funcion continua o : [0,1] — C(X) tal que a(0) = A, a(1) = B y
alr) Cals) sir<syr,sel0,1].

Proposicion 1.40 Sean X un continuo y u: C(X) — [0, 1] una funcién de
Whitney. Entonces:

(1) pu=Y(t) es no degenerado y no vacio, para cada t € [0, u(X)).



1.2 Funciones de Whitney 31

(2) Para cada t € [0, u(X)], se tiene Up~t(t) = X.

Demostracion.

(1) Sit = 0, {z} € p'(t) para cada x € X por lo que p'(t) es no
degenerado y no vacfo. Sea 0 < t < p(X). Veamos que p~'(t) es no
vacio. Sea x € X, entonces por el Teorema 1.39 existe v : [0, 1] — C'(X)
funcién continua tal que «(0) = {z}, a(1) = X y a(r) & a(s) sir < s.
Por continuidad de p o a, existe u € [0, 1] tal que p(a(u)) = t. Asi,
a(u) € p~l(t) y por tanto p~'(t) # 0. Ahora, veamos que p~'(t) es
no degenerado. Como p(a(u)) =ty t < pu(X), entonces a(u) & X.
Sea y € X — a(u), por el Teorema 1.39 existe 5 : [0,1] — C(X) fun-
cién continua tal que B(0) = {y}, (1) = X y B(r) & B(s) si r < s.
Por continuidad de u o (3, existe s € [0,1] tal que u(5(s")) = t. Como
y € B(s') — a(u), entonces B3(s") # a(u). Asi, p=1(t) es no degenerado.

(2) Como Uu~1(t) C X basta ver que X C Up~'(t). Sea z € X, por
el Teorema 1.39 existe a : [0,1] — C(X) funcién continua tal que
a(0) = {z}, a(l) = X y a(r) & a(s) si r < s. Por continuidad de p o «,
existe u € [0, 1] tal que p(a(u)) =ty z € a(u). Luego, a(u) € u=(t) y
por tanto z € Up ™' (t). Asi, Up~'(t) = X. -

Proposicién 1.41 Sean X un continuo, p : C(X) — [0, 1] una funcion de
Whitney, y A € C(X). Entonces:

(1) pleay es una funcion de Whitney para C(A).
-1
(2) (,u\C(A)) (t) = p=t(t) N C(A), para cada t € [0, u(A)].

(3) Para todo t € [0, u(X)] y para todo B € p=([t, n(X)]), se tiene que
U(c®B np'®) = B.

Demostracion.

(1) Dado que p es una funcién continua, entonces ji|c(a) es continua. Sea

v € A Como plew({r}) = p({z}) y p{z}) = 0, se sigue que
pley({z}) = 0. Sean B,C € C(A) con B & C. Como p|cay(B) =

1(B), plew(C) = u(C) y p(B) < p(C) se tiene ploa)(B) < plo (C).
Asi, t|c(ay es una funcién de Whitney para C'(A).

(2) Se sigue de las propiedades de la funcién restriccion.

(3) Se sigue de la Proposicién 1.40 (2). -
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Arcos ordenados

Definicién 1.42 Sean X un continuo y A, B € 2% tales que A € B. Una
funcién continua o« : [0,1] — 2% se llama arco ordenado de A a B si

cumple lo siguiente:

(1) a(0) =Aya(l)=B;y

(17) Sis,t €0,1] tales que s < t, entonces a(s) C a(t).

Si en la definicién anterior cambiamos 2% por C(X), obtenemos la nocién
de arco ordenado de A a B en C(X). Observemos que la condicién (i) dice

que la funciéon « es inyectiva, asi « es un homeomorfismo sobre su imagen.

Dados A, B € 2%, tales que A C B jexiste un arco ordenado en 2% de A

hasta B? La respuesta es no.

Ejemplo 1.43 Sea X el arco con puntos extremos py q. Sean A = {p} y B =
{p,q}. Notemos que A C B. Ahora, supongamos que « : [0,1] — 2% es un
arco ordenado de A hasta B. Podemos observar que para todo t € (0,1), {p} C

a(t) € {p,q} lo cual es una contradicciéon ya que a(t) € {0, {p}, {q¢}, {p,q}}.

Sin embargo, restringiendo la funcién a C'(X) se puede garantizar la exis-

tencia de arcos ordenados como se obtiene en el siguiente teorema.

Teorema 1.44 Para todo A,B € C(X) tales que A C B existe un arco
ordenado en C(X) de A hasta B.

Demostracion. Sea u : C(X) — [0,1] una funcién de Whitney. Sea
D={teQ:u(A) <t<uB)}U{u(A),u(B)}. Entonces, D es un conjunto
numerable y denso en [u(A), u(B)], consideremos r1, 73,73, ... una numeracion

para D tal que r1 = p(A), 1o = p(B) y ri # 1 sit # .

Afirmacién 1. Existe una sucesion {A4,}°°, en C(X) tal que para cada

neN, u(A,) =r,y,sir, <ry, entonces A, C A,,.

Prueba de Afirmacién 1. Sean A; = A, A, = B. Como r3 € (r1,73),
por el Lema 1.37, existe A3 € C(X) tal que Ay C A3 C Ay y pu(A4s) =
r3. Supongamos que hemos construido subcontinuos Ai, A, ..., A, con las
propiedades mencionadas en la afirmaciéon. Por la densidad de D, consideremos

el nimero 7,41, luego, existen 4,5 € {1,2,...,n} tales que 7, < 7,41 < 1
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y (ri,ry) N {ri,ra,...,rn} = 0, por el Lema 1.37, existe A,1 € C(X) tal
que A, C Apy1 C Ay p(Ayns1) = mp41. Por lo tanto, de forma inductiva,
hemos obtenido la sucesion {A,}2°, en C(X) que deseamos. Observemos que
A C A, C B paracadan € N. 0

Sea A = Clex)({An : n € N}).

Afirmacion 2. Para todo E, F € A setiene E C F o FF C F y ademas
ACEFECB.

Prueba de Afirmacion 2. Sean E, F' € A, entonces existen sucesiones de
nimeros naturales {n}32, y {mi}32, tales que lim A,, = E y lim A,, = F.
Consideremos las sucesiones de nimeros reales {7, }32, ¥ {7m, }72,. Para cada
k € N, se tiene que 7,, < 1y, 0 Ty, < 7y, ¥ dado que los naturales son un
conjunto infinito, existe una sucesién {k;}32, de nimeros naturales tal que
Ty, < Ty, O Ty, < Tny, Para todo j € N. Si Ty, < T, Dara todo 7 € N,
entonces Ankj C Amkj y por tanto lim Ankj C lim Amkj, es decir, £ C F.
Analogamente, si Tmy, < T, Dara todo j € N, obtenemos que F' C E. Ahora,
veamos que A C E C B. Observemos que para cada k € N <, <71y,
por lo que A; C A, C Ay, es decir, A C A,, C B para cada k € N, luego

lim A Clim A, ClimB. Asi, AC EC B. O

Afirmacion 3. Existe un arco ordenado

a:[0,1] — C(X) tal que «([0,1]) = A.

Prueba de Afirmacién 3. Veamos que la funcion p|4 : A — [r1,79] es

un homeomorfismo.

e /1|4 continua: Se sigue inmediatamente dado que p es una funcién continua.

e /1|4 es inyectiva: Sean U,V € A tales que U # V. Por la Afirmacién 2 se
tiene que U C V o V C U, luego por definicion de funcién de Whitney

tla(U) < pla(V) o pla(V) < pla(U). Ast, pla(U) # pla(V).

e /1] 4 es supreyectiva: Dado que para todo E € A se tiene que A C F C B,
entonces p(A) C [ry, 7). Ahora, sea t € [ry, 73], entonces existe {r,, }?2,
sucesién en el conjunto {r, : n € N} tal que lim r,,, = ¢. Por compacidad
de C(X), existe {Ankj }32, subsucesion de {A,, }32, tal que lim An,, = E
para algin F € C(X) por lo que E € A. Luego, u(E) = lim M(Ankj) =
lim ry, = t. Por lo tanto, p(A) = [r, 7).

Tenemos que p|4 : A — [r1, 73] es una biyeccién continua entre un espacio
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compacto y un espacio de Hausdorff, asi |4 es un homeomorfismo. O

Sea ¢ : [0,1] — [r1,7rs] un homeomorfismo creciente. Definimos o =
(u|a)"t o :]0,1] — A, entonces a es un homeomorfismo y ademas «(0) =
(1) (£(0)) = (1) () = Ay a(1) = (L) (0(1)) = (ul) " (r2) = B.
Ahora, sean s,t € [0,1] tales que 0 < s < t < 1, entonces p(s) < ¢(t), ya
que ¢ es creciente. Sea C' = (ul4)'(p(s)) vy D = (ua)'(p(t)), se tiene que

1(C) = (s) y n(D) = ¢(t), ast p(C) < p(D).

Dado que C, D € A, entonces C C D o D C C. Como pu(C) < p(D) y
es una funcién de Whitney, se sigue que C' C D, es decir, a(s) C «a(t). Asi, «

es un arco ordenado de A hacia B tal que «([0,1]) = A. -

Si a : [0,1] — C(X) es un arco ordenado, A, B € C(X) tales que
a(0) = A, a(l) = By a(t) = C para algin t € (0,1), diremos que « es

un arco ordenado desde A hasta B pasando por C.

Corolario 1.45 Si X es un continuo no degenerado y A € C(X), entonces

para cada x € A, existe un arco ordenado desde {x} hasta X pasando por A.

Demostracion. Si A= {z} 0 A= X se sigue inmediatamente del Teorema
1.44. Supongamos entonces {z} & A & X. Sean ay, ap dos arcos ordenados,
aj,ay : [0,1] — C(X), desde {z} hasta A y de A hasta X, respectiva-
mente. Observemos que a;(1) = A = ay(0). Definamos la funcién continua
a:[0,1] — C(X) dada por, para cada t € [0, 1],

olt) = o (2t) si t< 1
a2t —1) si t>5

Entonces, «(0) = {z}, o
s < t, entonces se tiene:

3)=Aya(l)=X. Sean s,t € [0,1] tales que
e Sit <1 entonces0 < 2s < 2t <1porloquea(s)=ai(2s) C ai(2t) = at);

e Sis< % < t, entonces 2s < 1y 0 < 2t — 1 por lo que a(s) = a1(2s) C
a1(l) =A=0ay(0) Can(2t — 1) =a(t); vy

° Si%gs,entoncesog23—1<2t—1§1p0r10que04(8)2062(23—1)c

as(2t — 1) = a(t).

Es decir, a(s) C a(t), para cada s,t € [0, 1] tales que s < t. Asi, o es un arco
ordenado de {z} hasta X pasando por A. -
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Teorema 1.46 Sea X un continuo. Si o es un arco ordenado en 2% tal que
a(0) € C(X). Entonces a(t) € C(X) para toda t € [0, 1].

Demostraciéon. Supongamos que existe t € [0, 1] tal que «(t) no es conexo.
Entonces, existen U,V € 2% tales que a(t) = UUV yUNV = (. Como
a(0) es conexo, podemos suponer sin pérdida de generalidad que «(0) C U.
Definamos

H={Aec2X AcU}y

K={Aec2X: ANV £0}.

Sean H = a'(H), K = a 1(K). Veamos que H y K son dos cerrados no
vacios y ajenos de [0, 1] tales que HU K = [0, 1]. Por la Proposicién 1.10, H y
K son cerrados en 2%y dado que « es continua, entonces H y K son cerrados
en [0,1]. Ademds, 0 € Hyt € K porlo que H y K son no vacios. Supongamos
que HNK # 0,y seas € HN K. Entonces, ) # a(s)NV CUNV lo cual
contradice que Y NV = . Por tanto, H N K = (). Ahora, sea s € [0,1]. Si
s < t, entonces a(s) C at) =U UV por lo que a(s) CU o a(s) NV # D, asi
s€ HUK. Sis>t, entonces a(t) =U UV C a(s) y asi V C a(s), de aqui se
sigue que s € K. Por tanto, HUK = [0, 1], es decir, HUK es una disconexion

de [0, 1], lo cual es una contradiccion. Asi, a(t) € C(X). -

Lema 1.47 Sean X un continuo, u: C(X) — [0, 1] una funcion de Whitney
yt>0. i A B son elementos del nivel u=(t) tales que A# B y AN B # 0,
entonces para cada subcontinuo K de AN B, existe un arco vy en u~*(t) con
puntos extremos A y B tal que para cada L € Im ~ se tiene que K C L y
LCcAUB.

Demostracion. Sea K un subcontinuo de AN B, entonces A, K € C(X) y
K Cc AN B Cc A Por el Teorema 1.44, existe un arco ordenado
aj : [0,1] — C(X) de K hasta A. De hecho, a; : [0,1] — C(A). Andloga-
mente, existe un arco ordenado as : [0,1] — C(B) de K hasta B. Observe-
mos que aj(u) € C(A) y as(v) € C(B) para todo u,v € [0,1] por lo que
a1(u) Uas(v) C AU B y por tanto oy (u) U ag(v) € C(AU B).

Fijemos r € [0, 1] y consideremos a4 (r) U as : [0,1] — C(A U B) definida
como (ay(r) U az)(w) = ay(r) U as(w), para cada w € [0,1]. Tenemos que
ap(r)Uaz(0) = a1 (r)UK C AUK = A, es decir, a;(r) Uay(0) C A, entonces
p(ag(r) Uasz(0)) < u(A) =t. Por otra parte, B C ay(r) U B = ay(r) U as(1),
es decir, B C ay(r) U as(1) por lo que t = p(B) < p(aq(r) U as(1)).

Sea J = [p(a1(r) U az(0)), ula(r) U as(1))], entonces ¢t € J. Observemos
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que po (ai(r)Uay) : [0,1] — J es una funcién continua y por el Teorema
de valor intermedio existe s € [0, 1] tal que u(a;(r) U as(s)) =t (notemos que
s depende de r). En general, para cada r € [0, 1], existe s, € [0,1] tal que
plan(r)Uas(s,)) =t. Asi, aq(r) Uas(s,) € p=t(t) NC(AU B).

Afirmacién. La funcién v : [0,1] — p~(t) N C(A U B) definida como
(1) = ai(r) U as(s,) es un arco de B hasta A cuya imagen estd contenida en
p1(t) N C(AU B) tal que para cada L € Imvyy K C L.

Prueba de Afirmacién. Primero veamos que si r,s € [0,1] son tales
que p(aq(r) U as(s)) = t, entonces ai(r) U as(s,) = ay(r) U as(s), es decir,
la elecciéon de s, no influye al tomar y(r). Supongamos que s < s,, entonces
as(s) C as(s,). De manera que aq(r) Uas(s) C ag(r) Uas(s,), y como ambos
conjuntos miden lo mismo bajo p, entonces a;(r) U as(s) = a1(r) U as(s,).

Similarmente, si s, < s se tiene que aq(r) U as(s,) = aq(r) U as(s).

Ahora veamos que vy es continua. Sean ¢ € [0,1] v {g,}52, sucesién en
[0,1] tal que lim ¢, = ¢. Entonces para cada ¢, € [0,1], existe s,, € [0,1]
tal que p(aq(gy,) U aa(s,,)) = t. Sin pérdida de generalidad supongamos que
lim s,, = [ para algun [ € [0,1]. Por continuidad de a; y as se tiene que
lim o4 (g,) = a1(q) y im as(s,,) = as(l) y por tanto lim oy (g,) U aa(s,,) =
a1 (q)Uag(l), luego lim v(g,) = a1(q)Uas(l). Dado que t = u(y(g,)) para cada
n € Ny u es continua se sigue que lim u(y(¢,)) = p(ai(q) U as(l)), entonces
p(a(q) Uag(l)) =t. Ahora, sil < s, entonces a;(q) U as(l) C ai(q) U aa(s,)
esto implica que ai(q) U az(l) C v(q) vy como u(ai(q) U az(l)) = pn(v(q))
entonces aq(q) U az(l) = v(¢). De manera andloga, si s, < [ se tiene que

a1(q) Uaz(l) = v(q). Asi, lim v(g,) = v(¢q) y por tanto v es continua. O

Finalmente, notemos que 7(0) = a1(0) U as(sg) € K U B = B, luego
t = u(v(0)) < u(B) =tyasiy(0) = B. Por otro lado, v(1) = a; (1) Uay(sy) =
AUas(s1) y A C AUas(s1), luego A C y(1) y asi t = u(A) < p(vy(1)) =t por
lo que 7(1) = A.

Asi, v es el arco con extremos A y B deseado. -

Teorema 1.48 Los niveles de Whitney son conexos.

Demostracion. Sean u: C(X) — [0,1] una funcién de Whitney, ¢ € (0, 1)
y = (t) un nivel de Whitney. Supongamos que px~!(¢) no es conexo. Como
p~t(t) es compacto, existen dos conjuntos cerrados, ajenos y no vacios H y K
de p=1(t) tales que p~'(t) = HUK.
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Sean Hy = U{H : H € H} y Ky = U{K : K € K}. Dado que H y
IC son no vacios entonces Hy y Ky son no vacios. Veamos que Hy, K; son
cerrados en X. Sea x € CI(H,), entonces existe una sucesién {x,}>°, en Hy
tal que lim x,, = . Como x,, € H, para cada n € N, entonces z,, € H, para
algin H, € H y por ser H compacto (por ser un subconjunto cerrado de un
compacto) existe { H,, }72, subsucesién de {H,}>°, tal que lim H,, = H para
algin H € H. Dado que z,, € H,,, para todo k € N, por el Corolario 1.20,
x € Hy asi x € Hy, es decir, Cl(Hy) C Hy y por tanto Hy es cerrado en X.

De manera analoga se tiene que K es cerrado en X.

Por otra parte, dada la Proposicién 1.40, X = Up~'(t) = UHUK) =
Hy U Ky. Ahora, veamos que Hy y Ky son ajenos. Supongamos que existe
x € HyU Ky. Entonces existen H € Hy K € K talesquez € Hy z € K.
Por el Lema 1.47, existe una funcién continua « : [0,1] — p~*(¢) tal que
a(0) = H y a(1) = K. Entonces o[[0,1]] C g7 (t)NH y a[[0,1]] C p ()N K
lo cual no puede ser ya que «[[0,1]] es conexo (por continuidad de «). Por
tanto, Hy y Ky son ajenos. Podemos notar que Hy y K, constituyen una sepa-
racién del continuo X, lo cual contradice su conexidad. Por lo tanto, u~1(t) es

conexo. -

Corolario 1.49 Los niveles de Whitney son continuos no degenerados.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 1.40, Teorema 1.48 y de la

continuidad de p. n

Proposicién 1.50 Sean X un continuo, Z € C(X) y u: C(X) — [0, 1] una
funcion de Whitney. Entonces para t € (0,1], el conjunto

A={AeC(X): ANZ #£0 y u(A) =t} es conexo.

Demostracion. Seat € (0,1].
Caso 1: u(2) 2 t;

Afirmacién: Para todo A € A existe E4 € C(Z) y existe
ay :[0,1] — A funcién continua tales que as(0) = Ay aq(l) = Ea.

Prueba de Afirmacién. Sea A € Ay seay € AN Z, entonces existe
Eye C(Z) tal quey € Eqy y pu(Eq) = t (Teorema 1.37), observemos
que y € AN Ey4. Por el Lema 1.47, existe aa : [0,1] — p~1(¢) funcién
continua tal que a4 (0) = A, aa(l) = Eay y € a(s) paratodo s € [0, 1].
Entonces y € as(s) N E4 y como E4 C Z, entonces as(s) N Z # () para
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todo s € [0,1], es decir, as(s) € A. Asi, au[[0,1]] C Ay por tanto
[ [0, 1] — A. 0

Se sigue que A = U{4[[0,1]] : A € A}.

Ahora, veamos que ,u|5%z) (t) C A. Sea E € ,u|5%z) (t), entonces E € C(Z)
y wW(E) =t, asi ENZ # () y por tanto E € A. Por la Proposicién 1.41
y el Teorema 1.48, :U’E'%Z) (t) es conexo y por continuidad de a4 se tiene
que a4[[0,1]] es conexo. Notemos que a4[[0,1]] N ,u\g%z)(t) # 0 para
todo A € A lo cual implica que A es conexo pues es unién no vacia de

conjuntos conexos que intersectan a un elemento conexo.

Caso 2: pu(Z2) < t;

Sea E, € C(X) tal que pu(E;) =ty Z C E; (Corolario 1.45). Se tiene
que E; € Ay por tanto AN E; # () para todo A € A. Ahora, sea A € A.
Analogamente al caso 1, existe ay : [0,1] — A funcién continua tales
que a4(0) = Ay as(l) = E.

Entonces A = U{a4[[0,1]] : A € A}. Como E; € ay[[0,1]] para todo
A € A, entonces A es conexo pues es unién no vacia de conjuntos conexos

cuya interseccion es no vacia. n

Ejemplo 1.51 Los niveles de Whitney de un arco son arcos.

Sean p : C([0,1]) — [0,1] una funcién de Whitney y ¢t € [0, u([0, 1])).
Definimos f : p~(t) — [0,1] por f(A) = min(A). Notemos que f es una
funcién continua y veamos que f es inyectiva. Sean A, B € u~'(t) tales que
f(A) = f(B), entonces A = [a,c] y B = [a,d] por lo que A C Bo B C A
y como p(A) = u(B) = t se tiene que A = B, asi f es inyectiva. Como
p~t(t) es compacto, f es un homeomorfismo sobre su imagen, es decir, = (t)
es homeomorfo f[u~1(t)], de aqui que f[u~*(¢)] es un subcontinuo de [0, 1],
ademas p~'(t) es no degenerado (Corolario 1.49), entonces f[u~'(#)] es no
degenerado y en consecuencia es un subintervalo no degenerado de [0, 1]. Asi,

flu~(t)] es un arco y por tanto p~*(¢) es un arco.

Propiedades de Whitney y otras nociones

El estudio de las propiedades de Whitney ha sido muy extensivo y
analizado por diferentes matematicos del siglo XX; tales propiedades que son
precisamente propiedades topolégicas, nos permiten obtener informacion de los
hiperespacios partiendo de un continuo. Es natural preguntarse cudles de esas

propiedades topoldgicas son preservadas bajo su aproximacion por los niveles
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de Whitney. En la actualidad se estudian también las siguientes propiedades:
reversibles de Whitney, fuertes reversibles de Whitney y secuenciales fuerte
reversibles de Whitney, estas propiedades parten de la informacion que se da
acerca de los niveles de Whitney, para poder afirmar qué comportamiento tiene
el continuo. En [9], Capitulo VIII hay una completa discusién de lo que fue

descubierto hasta 1999. Veamos cada una de estas definiciones.
Definicién 1.52 Una propiedad topolégica P es una:

e Propiedad de Whitney, si para todo continuo X con la propiedad P,
entonces para toda funcion de Whitney para C(X) y para todo t € (0,1)
se tiene que p~'(t) tiene la propiedad P.

e Propiedad reversible de Whitney, si para todo continuo X 1y toda
funcién de Whitney u para C(X) tal que para todo t € (0,1) si p=1(t)
tiene la propiedad P, entonces X tiene la propiedad P.

e Propiedad fuerte reversible de Whitney, si para todo continuo X y
para alguna funcion de Whitney p para C(X) y todo t € (0,1) tal que
p=L(t) tiene la propiedad P, entonces X tiene la propiedad P.

¢ Propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney, si para todo con-
tinuo X y para alguna funcion de Whitney u para C(X) y una sucesion
{t,}o2, en (0,1) tal que lim ,, yoot, = 0 y p~'(t,) tiene la propiedad P

para cada n, entonces X tiene la propiedad P.

Notemos que cada propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney es una
propiedad fuerte reversible de Whitney y cada propiedad fuerte reversible de
Whitney es una propiedad reversible de Whitney.

A continuaciéon daremos algunos ejemplos de cada una de las propiedades

definidas previamente. La demostracion de estos ejemplos se pueden ver en
[9, Capitulo VIII, pag. 231].

Definicién 1.53 Un continuo X es localmente conexo en un punto = si
para cada abierto U de X que contiene a x, existe un abierto conexo V' de X tal
que x € V C U. Diremos que X es localmente conexo si X es localmente

conexo en cada uno de sus puntos.

Definicién 1.54 Sea X un continuo. Diremos que X es arco conexo si para
cualesquiera dos puntos en X, existe un arco en X que los contiene. Diremos
que X es hereditariamente arco conexo si cualquier subcontinuo A de X,

€S arco conexo.
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Ejemplo 1.55

e La propiedad de ser un continuo es una propiedad de Whitney,
(Corolario 1.49).

e La propiedad de ser un arco es una propiedad de Whitney, (Ejemplo 1.51).
e La propiedad de ser localmente conexo es una propiedad de Whitney.

e La propiedad de ser arco conexo es una propiedad de Whitney.

Definicién 1.56 [9, pdg. 76] Un compacto K se dice retracto absoluto
siempre que K esté encajado en un espacio métrico, Y, la copia encajada de

K es una retraccion de Y.

Ejemplo 1.57

e La propiedad de ser un retracto absoluto no es una propiedad de Whitney.

Definicién 1.58 Un continuo X se dice descomponible si se puede ver

como la union de dos subcontinuos propios de X.

Ejemplo 1.59

e La propiedad de ser un retracto absoluto es una propiedad reversible de
Whitney.

Ejemplo 1.60
e La propiedad de ser arco conexo no es una propiedad reversible de Whitney.

e La propiedad de ser descomponible no es una propiedad reversible de
Whitney.

Ejemplo 1.61

e La propiedad de ser hereditariamente arco conexo es una propiedad fuerte

reversible de Whitney.

e La propiedad de tener la propiedad cubriente es una propiedad fuerte re-
versible de Whitney, (vedse la Definicion 2.45).

Ejemplo 1.62

e La propiedad de ser retracto absoluto no es una propiedad fuerte reversible
de Whitney.
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Ejemplo 1.63

e La propiedad de ser localmente conexo es una propiedad secuencial fuerte
reversible de Whitney.

e La propiedad de ser un arco es una propiedad secuencial fuerte reversible
de Whitney.

e La propiedad de ser encadenable es una propiedad secuencial fuerte re-
versible de Whitney, (vedse la Definicién 2.47).

Definicién 1.64 Un punto p en un continuo X es un punto de corte

stempre que X — {p} es disconero.

Ejemplo 1.65

e La propiedad de tener puntos de corte no es una propiedad secuencial fuerte
reversible de Whitney.






CAPITULO SEGUNDO

Continuos Kelley y semi-Kelley

2.1 Continuos limites maximos y maximos

fuertes

Definicién, ejemplos y algunos resultados

Los siguientes dos conceptos auxiliares desempenan un papel importante en la

investigacion de una forma més débil de la propiedad de Kelley.

Definicién 2.1 Sea K subcontinuo de un continuo X. Decimos que M C K
es un continuo limite maximo de K, si existe una sucesion {M,}>2 | de
elementos de C(X) que converge a M tal que si {M]}>° | es otra sucesion de
elementos de C(X) con M, C M/, para cadan € N ylim M) = M' C K, se
tiene que M = M'.

Definicién 2.2 Sea K subcontinuo de un continuo X. Decimos que M C K
es un continuo limite maximo fuerte de K, si existe una sucesion { M, }5°,
de elementos de C(X) que converge a M tal que si {M,, }?°, es una sub-
sucesion de {M,}>2, y {M]}}22, es una sucesion de elementos de C(X) con

n=1

M,, C M}, para cada k € N ylim M = M' C K, se tiene que M = M'.

Observacién 2.3 A partir de las Definiciones 2.1 y 2.2 se tiene que para
cada continuo X y cada subcontinuo K, si M es un continuo limite maximo
fuerte de K entonces M es un continuo limite maximo de K. Ademas, cada
subcontinuo K de X es un continuo limite méaximo fuerte (y por lo tanto un
continuo limite maximo) en si mismo. Para ver esto, consideremos para cada
n € N, K, = K, es decir, la sucesién constante K y veamos que cumple con
la definicién de continuo limite méximo fuerte. Sea {K,,}52, subsucesién de
{Kn 2, ysea { K122, sucesion en C(X) tal que K,,, C K}, paracada j € Ny
lim K} = K’ C K. Como K,,; C K7, por el Teorema 1.21, se tiene que K C K’
y por tanto K = K’.
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El siguiente ejemplo nos muestra que no todo continuo limite maximo es

un continuo limite maximo fuerte.

Ejemplo 2.4 En el plano Euclidiano pq denota el segmento de linea recta

que une al punto p con el punto g. Sean v = (0,0), a = (0,1), b = (—1,0),

¢ = (1,0) y para n € N, sean b, = (—1,%), b, = (1,%), Pn = (—%,%) y
11

¢n = (5, ;). Definamos

o
X =vaUvbUwvcU U{apn U prby U angy U gney, i n € N}
Ahora, sean o’ = (0,3), ' = (=1,0) y ¢ = (3,0) los puntos medios de los
segmentos va, vb y ve, respectivamente. Entonces M = wva' es un continuo
limite maximo de K = va’ U vb' Uwvc. Sin embargo no es un continuo limite
maximo fuerte de K. Para ver esto, sean p, y ¢, los puntos medios de los
segmentos ap,, y ag,, respectivamente. Para cada n € N, sean M, 1 = plp, ¥y
Ms,, = ¢,qn, obtenemos una sucesion {M,,}5° ; de subcontinuos que converge a
M tal que para cada sucesion { M/ }> ;| de continuos convergente a un continuo
M' con M,, C M} y lim M] = M’ C K se tiene M’ = M, mientras que la
condicién para continuo limite fuerte de K no se cumple si consideramos la

subsucesion { My, _1}5°,, (vedse la Figura 2.1).

S

Figura 2.1: Continuo limite maximo que no es continuo limite maximo fuerte.

También se puede observar de la Definicion 2.1 (Definicién 2.2) que si M, L
y K son subcontinuos de un continuo X tales que M C L C K con M es
un continuo limite maximo (fuerte) de K, entonces M es un continuo limite
maximo (fuerte) de L. Sin embargo, si M es un continuo limite maximo
(fuerte) de L no implica que M sea un continuo limite méximo (fuerte) de K

y esto se muestra en el siguiente ejemplo.
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L

Figura 2.2: Abanico armoénico de pata alargada.

Ejemplo 2.5 (Abanico arménico de pata alargada.) Consideremos la
sucesion armonica {+}°2 . Definamos p = (—2,0), ¢ = (0,0), r = (1,0) y s =
(=1,0) y, paran € N, sea g, = (0, 2). Entonces X = U{pg, : n € N} UpqUgr.
Consideremos los subcontinuos K = sr, L = qr y M = {q}. Se tiene que
M Cc L C K, M es un continuo limite maximo fuerte de L pero, sin embargo,

no es un continuo limite maximo fuerte de K, (vedse la Figura 2.2).

Lema 2.6 Sean X un continuo, K un subcontinuo de X y M wun continuo
limite mdzimo fuerte de K y sea p: C(X) — [0, 1] una funcién de Whitney.
Entonces existe una sucesion {B;}52, en C(X) tal que u(B;) = u(M), para
cada j € N y lim B; = M. Ademds, {B;}32, cumple con la definicion de

continuo limite mdazrimo fuerte para M en K.

Demostracion. Sea {M,}°°, una sucesion en C'(X) que cumple con defini-
cién de continuo limite maximo fuerte para M en K. Sean x, € M,, para
cada n € N, tal que lim x,, = x para algin x € M. Para cada n € N, sea «,,
un arco ordenado de {z,} hasta X que pasa por M, (la existencia de «, se da
por el Corolario 1.45). Entonces por el Lema 1.37, existe A,, € C(X) tal que
T, € Ap, p(A,) = w(M) y A, C M, o M, C A,. Sea {A,, }?, subsucesion

de {A,}>2, tal que lim A, = A. Consideremos los siguientes conjuntos:

P={keN:A, CM,} y Q={keN:M, CA,}

Supongamos que P es infinito, entonces existe una subsucesién {ng,}52, de

{n}32, tal que An,, C My, , para todo j € Ny por tanto A C M. Por otro
lado, ,u(Ankj) = (M) para todo j € N por lo que se tiene u(A) = u(M) y asi
A = M. Por lo tanto, lim Ankj = M. Para cada n € N, sea B; = Ankj.

Veamos que la sucesién { B;}%2, cumple con la definicién de continuo limite
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maximo fuerte para M en K. Sean {M]}72, sucesion en C(X) y {B;, }72,
subsucesion de {B;}22, tales que Bj, C My para todo k € Ny lim M; = M’ C
K. Por demostrar que M = M'. Como B;, C M, entonces M C M'. Por
otra parte, como A”a'k C M, se tiene que Bj, N M, # 0, ademés B;, C Mj,
por lo que My N M, # 0. Asf, {M; UM, }32; es una sucesién en C(X) tal
que M, C M U M, vy lim M U M,, = M UM C K. Por la elecciéon de
{M,}52, se tiene que M' UM = M y asi M’ C M. Por tanto, M’ = M y
{B;}32, cumple con la definicién de continuo limite maximo fuerte para M en

K.

Ahora, supongamos que () es infinito, entonces existe una subsucesién
{ne; 152, de {nx}2, tal que My, C Ay, , para todo j € Ny por tanto
M c A. Por otro lado, ,u(Ankj) = p(M) para todo j € N por lo que se
tiene p(A) = p(M) y asi A = M. Por lo tanto, lim Ankj = M. Para cada
n €N, sea B; = Ankj.

Veamos que la sucesion {B;}52, cumple con la definicién de continuo limite
maximo fuerte para M en K. Sean {M;}32, sucesion en C(X) y {Bj, }72,
subsucesion de {B;}32, tales que B;, C Mj para todo k € Ny lim My = M’ C
K. Por demostrar que M = M’. Como M,, C A,, vy Bj, C Mj., entonces
{ M 372 es sucesion en C(X) con M, C My lim My = M' C K. Por la
eleccién de { M, }52, se tiene que M’ = M. Por tanto, {B;}32, cumple con la

definicién de continuo limite maximo fuerte para M en K. n

Proposicién 2.7 Sean X un continuo y p : C(X) — [0,1] una funcion de
Whitney para C(X). Entonces, para cada (z,t) € X x [0,1] el conjunto

{E € C(X):z€ F yu(E) <t} es un subcontinuo de X.

Demostracion. Denotemos por F = | {F € C(X) : z € Ey u(E) < t}.
Por el Lema 1.37, para todo z € X y para todo ¢t € [0,1] existe A € C(X)
tal que x € Ay u(A) = t, entonces A € F y por tanto F # (). Veamos que
F es cerrado. Sea p € CI(F), entonces existe una sucesion {p,}>>, C F tal
que lim p, = p. Como p,, € F para todo n € N, entonces p, € F, para algin
E, € C(X), x € E, y p(F,) <t. Dado que C(X) es compacto (Teorema
1.11), existe una subsucesion {E,, }?°, de {E,}°°, tal que lim F,, = FE para
algin £ € C(X). Como lim p,, = p, lim E,, = E'y {z,p,, } C E,, para toda
k € N, entonces {p,z} C E. Ahora, dado que u(E,,) < t, para toda k € N,
por continuidad de p se tiene que lim p(E,,) = u(E) por lo que pu(E) < t.
Esto prueba que E € C(X), {p,x} C E'y u(F) <t por lo que p € F. Asi,
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F es cerrado. Finalmente, F es unién no vacia de conjuntos conexos cuya
interseccion es no vacia (todos ellos contienen a z) por lo que F es conexo.

Por lo tanto, F es un subcontinuo de X. n

En base a la Proposicion 2.7 podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 2.8 Sean X un continuo y p una funcion de Whitney. Definamos
la funcion F : X x [0,1] — C(X) como:

F(z,t)=|{E € C(X):z€ E yu(E) <t}, para cada (z,t) € X x [0,1].

Podemos observar que el inico elemento de C'(X) que contiene a x y mide
menor o igual que 0 es el conjunto {x}, por lo que F(z,0) = {x}, para todo
z € X. Como se vi6 en la Proposicién 2.7, F(x,t) es un subcontinuo de X, por
lo que F(z,1) C X. Luego, para cualquier x € X, X contiene a zy u(X) <1,
asi X C F(z,1), y por tanto F'(x,1) = X, para todo =z € X.

Teorema 2.9 La funcion F de la Definicion 2.8 es semicontinua

supertormente.

Demostracion. Sean (x,t) € X x [0,1] v {(zn,t,)}5°, una sucesién en
X x [0,1] tal que lim (z,,t,) = (z,t). De acuerdo con la Definicién 1.24
debemos probar que lim sup F(z,,t,) C F(z,t). Sea a € lim sup F(z,,t,),
entonces existe {ny }32, y existe a,, € F(zy,,t,,) tales que lim a,, = a. Luego,
an, € H{E € C(X) : 2y, € Ey pu(E) <t} por lo que existe £,, € C(X)
con xy, € B, (W(Ey,) <ty ¥ an, € E,, . Podemos suponer que lim E,,, = E,
entonces a € F, v € E'y u(E) <t. Por lo tanto, a € F(x,t). -

Proposicion 2.10 Sean X un continuo y u: C(X) — [0, 1] una funcién de
Whitney. Si 9 es un conjunto cerrado no vacio en C(X), entonces M tiene al
menos un elemento maximal y un elemento minimal respecto a la contencion

de conjuntos.

Demostraciéon. Como p es continua y 90 es cerrado y no vacio, entonces
((901) es un subconjunto cerrado no vacio de [0, 1]. Sean a =min pu(9), b =max
(9, por lo que existen A, B € M tales que u(A) = ay u(B) = b. Veamos
que A es minimal en 9. Supongamos que existe C' € 9 tal que C C A,
entonces p(C) < u(A) = a por lo que u(C) = a y asi C' = A. Ahora, veamos
que B es maximal en 2. Supongamos que existe D € M tal que B C D,
entonces b = p(B) < p(D) por lo que pu(D) = by asi D = B. Por tanto, A es

minimal y B es maximal en 9. n
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Proposicién 2.11 Si K es un subcontinuo de un continuo X y {M,}°, es
una sucesion en C(X) que converge a un subcontinuo de K, entonces cada

elemento mazimal en C'(K)Nlim sup C(M,, X) es un continuo limite mdzimo
fuerte de K.

Demostracion. Observemos que C'(K) N 1lim sup C'(M,, X) es cerrado en
C(K) (Teorema 1.11) y el limite de la sucesién {M,,}°, pertenece a C'(K) N
lim sup C(M,, X), es decir, C(K) N lim sup C(M,, X) es un subconjunto
cerrado y no vacio de C(K). Por la Proposicién 2.10 existe un elemento
maximal. Sea S € C(K) N lim sup C(M,,X) elemento maximal. Dado
que S € lim sup C(M,, X) existe {n;}32, y existen S, € C(M,;, X) tales
que lim S,,;, = S. Por demostrar, que {S,,}2, cumple con la definicion de
limite maximo fuerte para S en K. Sea S’ € C(K) tal que existe una suce-
sion {S), }_y en C(X) con S,;,  C S, paracadam € Ny limS, =
S’ ¢ K. Observemos que S{Ijm € C(M,,, ,X) para toda m € N, entonces
S € lim sup C(M,,X) y S C S asi, por maximalidad de S se tiene que

S = 5". Por lo tanto, S es un continuo limite maximo fuerte de K. -

Como ya vimos anteriormente todo subcontinuo es continuo limite maximo
fuerte en si mismo (Observacién 2.3), el siguiente resultado nos proporciona
una manera de saber que otros continuos pueden ser continuos limites maximos
en un subcontinuo de X. Para ver esto usaremos los conjuntos frontera, interior
y cerradura de un conjunto, estas definiciones se pueden encontrar en [3] asi
como los resultados: int(E) es un subconjunto abierto de X, int(E) C E'y
CI(E) = fr(E) U int(E) que se usaran en la siguiente Proposicién y en la
demostracion de la Observacion 2.13.

Proposicién 2.12 Sea X un continuo. Si A y K son subcontinuos de X tales

que A G K y AN int(K) # 0, entonces A no es un continuo limite mdzimo de

K.

Demostracion. Sea {A}S°, sucesién en C'(X) tal que lim A, = A. Sean
a € AN int(K) y {a,}22, sucesiéon en X tal que a, € A, para cadan € Ny
lim a,, = a. Entonces, existe N € N tal que a, € int(K) para todon > Ny
asi a, € K para todon > N. Consideremos la sucesién {A, UK}, en C(X),
entonces A, C A, UK, paracadan € Ny lim A, UK = K pero A # K por

lo que A no es continuo limite maximo de K. -

Observacion 2.13 Si K es un subcontinuo de un continuo X, entonces
K = fr(K) U int(K). Asi, de la Proposicién 2.12, si A es continuo limite

méximo de K se tiene que A C fr(K).
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2.2 Continuos de Kelley

Definicién, ejemplos y algunos resultados

En esta seccion presentaremos la nocion de la propiedad de Kelley, que se
define en todos los puntos de un continuo. Asi mismo, veremos algunos resul-
tados basicos sobre esta propiedad, ademas de una version local de ella. Esta
nocién fue introducida en 1942 por John L. Kelley en [12]. En dicho trabajo,
la propiedad de Kelley se establecié como la “property 3.2”. Algunos otros
articulos hacen referencia a dicha propiedad como J. L. Kelley o propiedad

Definicién 2.14 Sea X un continuo. Decimos que X tiene la propiedad de
Kelley, si para cada e > 0, existe 6(¢) > 0 tal que para cualesquiera dos puntos
aybdeX cond(a,b) < d(e)y para cada subcontinuo A de X que contenga al
punto a, eziste un subcontinuo B de X tal que b € B y H(A, B) < €. Diremos

que X es un continuo de Kelley si posee esta propiedad.

Lo que informalmente nos dice la definicién anterior es que si un punto se
encuentra en un subcontinuo dado, entonces cualquier otro punto cercano a ¢él,
también se encuentra en un subcontinuo que esta cercano al subcontinuo dado.
En otras palabras, la propiedad de Kelley establece una cierta preservacion de

cercania entre puntos y subcontinuos.

En 1977, Roger W. Wardle hizo un estudio sistematico sobre la propiedad

de Kelley en el cual consideré la siguiente version puntual, [18].

Definicién 2.15 Sea X un continuo. Decimos que X tiene la propiedad de
Kelley en un punto a € X, si para cada € > 0, eziste § = 6(g,a) > 0 tal
que si b € X con d(a,b) < y para cada subcontinuo A de X que contenga al
punto a, existe un subcontinuo B de X tal que b€ B y H(A,B) < ¢.

Lo que uno espera de las definiciones anteriores, es que la propiedad de
Kelley dada puntualmente sea equivalente a la propiedad de Kelley. Este
resultado es cierto y fue comentado sin demostracion por Roger W. Wardle en
[18, pags. 291 y 292].

Teorema 2.16 [1, Teorema 2.6, pdg. 49] Un continuo X es de Kelley si y

solo si X tiene la propiedad de Kelley en cada uno de sus puntos.
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Para determinar si un continuo tiene la propiedad de Kelley, en ocasiones
es mas conveniente utilizar la siguiente equivalencia con sucesiones. Es por
ello que primero presentaremos este resultado para después mostrar un par de

ejemplos.
Proposiciéon 2.17 Sea X un continuo. Son equivalentes:

(1) El continuo X tiene la propiedad de Kelley.

(2) Para todo a € X, para todo A € C(a,X) y para toda sucesion {a,}5,
en X conlim a, = a, existe {A,}°, sucesion en C(X) tal que a, € A,,

para cadan € N ylim A, = A.

(3) Para todo a € X, para todo A € C(a, X) y para toda sucesion {a,}°2, en

X con lima, = a, existe {a, }72, subsucesion de {a,}>>, vy
existe {Ag}p, sucesion en C(X) tal que a,, € Ay, para cada k € N
y lim A, = A.

Demostracion.

(1) = (2) Sean a € X, A € C(a,X) y {a,}5°, sucesién en X tales que

lim a,, = a. Para cada n € N, tomamos A,, € C(a,, X) tal que
H(A,A,) = min{H(A,B): B € C(a,, X)}.

Observemos que para cada n € N, el conjunto C(a,, X) es compacto
en C(X) (Proposicién 1.13) y tenemos por tanto que el minimo entre
el punto A € C(X) y este conjunto existe. Ademads, A, se escoge en

C(an, X) por lo que a, € A,, para cada n € N.
Afirmacién: lim A,, = A.

Prueba de Afirmacion. Sea ¢ > 0. Como lima, = a para
d(e) > 0, existe N € N tal que d(a,a,) < d(¢) y para cada n > N,
existe B,, € C(a,, X) tal que H(A, B,) < . De acuerdo a la propiedad
de como elegimos A, resulta que H(A, A,)) < H(A, B,) < ¢, para todo
n > N. Asi, lim A, = A. O

(2) = (3) Se sigue inmediatamente tomando la subsucesién como la sucesién

de la hipétesis.

(3) = (1) Supongamos que X no tiene la propiedad de Kelley. Entonces,

(x) Existe ¢ > 0 tal que para cada n € N, existen a,,b, € X con
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d(an, b,) < %, y existe A,, € C(a,, X) tal que para todo B € C(b,, X) se
tiene que H(A,, B) > «.

Sin pérdida de generalidad supongamos que existen A € C'(X) y a € X
tales que lim A,, = A y lim a,, = a. Dado que a,, € A,, para cadan € N,
por el Corolario 1.20 se tiene que a € A. Notemos que lim b,, = a ya que
d(by,a) < d(a,a,) + d(ay, b,) < d(a,a,) + +. Por hipétesis, existe una
subsucesion {b,, }7°, de {b,}32, y existe una sucesion { By}, en C(X)
tal que b,, € By, para cada k € Ny lim By = A. Sea N € N tal que
para todo k > N y para todo n > N, H(by,A) < 5§y H(A,, A) < 5.
Fijemos k € N tal que K > N y ng > N, se tiene que d(ay,, , Gy, ) < nik,

By € C(by,, X) y H(An,, Bn,) < H(A,,A) + H(A,B,,) <5+5=c¢lo
cual contradice (x). Por tanto, X tiene la propiedad de Kelley. n

q<H” P

Q

T e

Figura 2.3: Continuo sen(1). Figura 2.4: Continuo sen(2) con pata
alargada.

Ejemplo 2.18 (Continuo con la propiedad de Kelley) Sea Y = JU R,
donde:

J={0,y) eR*:yec[-1,1]}y

R = {(x, sen (1)) eR?:x € (0,1]}.

T

1
Al continuo Y se le conoce como continuo sen<> (Figura 2.3). Sean las
x
funciones proyeccién m; : R? — R y 7, : R? — R tales que mi(z,y) = x y
mo(z,y) = y. Definamos los conjuntos

1
R, = {(z, sen <x>> cR*: 2 € (0,2]}, para z € (0,1] y
z 1 2
af = {(z, sen <x>) eR:x et z],t <z}, parat,z € (0,1].

Observemos que R, C Ry «f es homeomorfo a un arco contenido en R o a un

punto, donde un arco es cualquier espacio topolégico homeomorfo al intervalo
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[0,1]. Sean ¢ = (0,1) y r = (0,—1).

Veamos que Y es un continuo de Kelley. Sea x € Yy sea {z,,}5°, sucesién
en Y tal que lim x,, = 2. Sea K € C(z,Y).

Caso 1: Siz € Y — J. Denotemos t = m(z) y 2z, = m(z,), podemos
suponer sin pérdida de generalidad que t < z,. Para cada n € N, sea
K, = KUa;", es decir, K,, es la unién de K y el arco que une a x,, con

z. Entonces {K,}>°, es una sucesion en C(Y) con z,, € K,,, para cada
ne€NylimK, =K.

Caso 2: Si x € J, consideramos dos casos:

(2.1) Si J C K; Para x,, € R denotamos z, = m(x,), y consideramos
K, = KUR,, Paraz, € J, consideramos K, = K. Entonces
{K,}5°, es una sucesién en C(Y') con z,, € K,,, para cadan € Ny
lim K,, = K.

(2.2) Si K & J; Observemos que K = ¢'r’ para algin ¢ € ¢r — {q}

sen( 507 )

y ' € qr — {r}. Para x,, € R, sean {g, = (

y {ra = (tay sen(*

O Ty € Qn;Tn,;—1. Tomemos g, y 7, puntos en el segmento g7y,

2
(4n+1)m?
}; existe n; € N tal que x, € g7y,

4n42r3)7r ) )

o en el segmento g, ;7,1 segin sea el caso tales que z, € q,r,
ma(q),) = ma(q') y me(r]) = m,(1"), observemos que limg, = ¢y
lim ], = . Consideremos asi K,, = ¢,,r],. Si z,, € J consideramos
K, = K. Asi, {K,}>°, es una sucesion en C(Y’) con z,, € K,,, para
cadan € Ny lim K,, = K.

Por lo tanto, de la Proposicion 2.17 se tiene que Y es un continuo con la
propiedad de Kelley.

En la Figura 2.5 se muestra otros ejemplos de continuos que tienen la
propiedad de Kelley.

Figura 2.5: Continuos con la propiedad de Kelley.
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Decimos que un rayo es un espacio topolégico homeomorfo al intervalo
[0,00). Una compactacién de un espacio Y es un espacio Hausdorff y com-
pacto X que contiene un subespacio denso homeomorfo a Y. Si X es una
compactacién de Y y Y’ es un subespacio denso de X homeomorfo a Y, en-

tonces X — Y’ es llamado el residuo de la compactacion.

Lema 2.19 /2, Lema 6.1, pdg. 158] Sea X una compactacion de R = [0, 00).
Sea S = X — R el residuo de X. Entonces cada subcontinuo A de X satisface

una de las siguientes condiciones:

(1) A es subcontinuo de S.
(2) A= SUla,00) para algin a € R.

(3) A es un subintervalo cerrado de R.

El siguiente Lema nos permite verificar que para una compactacion del rayo
con residuo un continuo con la propiedad de Kelley tener la propiedad () es

suficiente para que sea un continuo con la propiedad de Kelley.

Propiedad (%) : Sea Y un continuo con la propiedad de Kelley y sea
X =Y U R una compactacién de R = [0,00) con residuo Y. Para cualquier
p € Y, cualquier subcontinuo propio K de Y que contenga a p, y cualquier
sucesion {p,}>2; en R tal que lim p, = p, existe una sucesiéon {K,}>°, de

subcontinuos de R tal que p, € K,,, para cadan € Ny lim K,, = K.

Lema 2.20 Sea Y un continuo de Kelley y sea X =Y U R una compactacion
del rayo con residuo Y. Entonces X es un continuo con la propiedad de Kelley

si y solo si X satisface la propiedad (¥).

Demostracion. Notemos que si X tiene la propiedad de Kelley se deduce de
la Proposicion 2.17 que X tiene la Propiedad (¥ ). Ahora, supongamos que X
satisface la Propiedad (¥). Sean p € X, K € C(p, X) y {pn}2>, una sucesion
de puntos en X tal que lim p,, = p.

Consideramos los siguientes casos:

Caso 1: Supongamos que p € R. Para cada n € N, definimos K,, = K U pp,.
Observemos que p, € K, para cadan € Ny lim K,, = K.

Caso 2: Supongamos que p € Y y que Y C K

(a) SiY & K, entonces p € int(K), por lo que existe n € N tal que
pn € int(K), para toda n > N. Asi, definimos K, = K, para toda
n>N.
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(b) SiY = K, definimos, para cada n € N,

o ) YUlpno0) s p, € [0,00)
" Y siop,€eY.

Caso 3: Supongamos que p € Y y que K es un subcontinuo propio de Y.

(a) Si todos los puntos de la sucesion {p,}>>, excepto finitos puntos
estdn en Y. Entonces existe un M € N tal que para todo n > M,
pn € Y, por lo que definimos K, = X, para cada n < M. Como
{pn}22 5, es una sucesion contenida en Y que converge a py Y tiene
la propiedad de Kelley, existen K, € C(Y) tales que p, € K, y
lim K,, = K, para cada n > M. Asi, {K,}>2; es una sucesién de

subcontinuos de X tal que p,, € K,,, paracadan € Ny lim K,, = K.

(b) Si todos los puntos de la sucesién {p,}>>, excepto finitos puntos
estdn en R. Entonces existe un M € N tal que para todo n > M,
pn € R, por lo que definimos K, = X, para cada n < M. Como
{pn}>2,, es una sucesién contenida en R que converge a p y X
tiene la propiedad (¥), existen K,, € C(R) tales que p, € K,, y
lim K,, = K, para cada n > M. Asi, {K,}>2; es una sucesién de

subcontinuos de X tal que p,, € K,,, paracadan € Ny lim K,, = K.

(¢) Siinfinitos puntos de la sucesién {p, }>°; estan en Y e infinitos puntos
estdn en R, entonces como Y tiene la propiedad de Kelley existe una
sucesion de subcontinuos de Y que contienen a la subsucesion de
{pn}>2, contenida en Y. Por otra parte, como X tiene la propiedad
(%) existe una sucesién de subcontinuos de R que continene a la
subsucesion de {p,}>°; contenida en R. Tomamos la unién de las
dos sucesiones de subcontinuos asi obtenidas, obteniendo la sucesién
de subcontinuos deseada. -

Lema 2.21 [13, Lema 2.5, pdg. 517] Sea X una compactacion de un rayo con
residuo un arco. Si X tiene la propiedad de Kelley, entonces X es homeomorfo

al continuo sen(L) (e inversamente).

Ejemplo 2.22 (Continuo que no tiene la propiedad de Kelley) Sea
X =Y UZ, donde Y es el continuo sen(2) y Z = pq, (vease la Figura 2.4).

Veamos que X no es un continuo de Kelley. Sea K = pq y para cadan € N,

sea ¢, = ((4ni1)ﬂ, sen(@)), entonces {¢, }°2, es una sucesién en C'(X) tal

que lim g, = ¢. Sin embargo no es posible encontrar una sucesién {K,}>° ; en
C(X) tal que g, € K,,, para cadan € Ny lim K,, = K.
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Otros ejemplos de continuos que no tienen la propiedad de Kelley se ven

en la Figura 2.6.

Figura 2.6: Continuos que no tienen la propiedad de Kelley.

Existen varias clases de continuos que tiene la propiedad de Kelley, una de
estas clases fue dada por John L. Kelley la cual se involucra con la conexidad

local.

Teorema 2.23 Si X es un continuo localmente conexo en a € X, entonces

X tiene la propiedad de Kelley en a.

Demostracion. Sean a € X y ¢ > 0. Como X es localmente conexo en
a, existe V' abierto y conexo de X tal que a € V C Bg(a). Dado que V es
abierto, existe 0 > 0 tal que Bs(a) C V. Seanb € Bs(a)y A € C(X) cona € A.
Veamos que existe B € C'(X) talqueb € By H(A, B) <e. Sea B = Cl(V)UA.
Notemos que CI(V') y A son subcontinuos de X que contienen al punto a, por
loque B € C(X) y ademéas b € B. Como A C By B C N.(B), entonces
A C N.(B). Por otra parte, veamos que CI{(V) C B.(a). Sea x € CIl(V),
entonces Bz (v) NV # (). Seay € Bs(z)NV. Como V' C B:z(a) = N:({a})
existe z € {a} tal que d(y, z) < 5. Luego, d(z,2) < d(z,y) +d(y, z) < € por lo
que z € N.({a}) = B:(a), asi Cl(V) C B.(a). Por lo tanto, B=CIl(V)U A C
B.(a)UA C N.(A), es decir, B C N.(A). Asi, por el Teorema 1.7 se tiene que
H(A,B) <e. m

Corolario 2.24 Si X es un continuo localmente conexo, entonces X tiene la

propiedad de Kelley.

El siguiente teorema muestra que los homeomorfismos preservan la propiedad
de Kelley, en su version local y como consecuencia se tiene que la propiedad

de Kelley es un invariante topolégico.

Teorema 2.25 Sean X, Y continuos y h : X — Y un homeomorfismo. Si
X tiene la propiedad de Kelley en a € X, entonces Y es un continuo con la
propiedad de Kelley en h(a).
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Demostracion. Sean ¢ > 0y @ € C(Y) tal que h(a) € Q. Debemos

demostrar:

(*) Existe 6 > 0 tal que para todo y € Bs(h(a)) existe L € C(y,Y) tal que
H(Q,L) <e.

Sea €9 > 0 tal que la funcién inducida C'(h) cumple la condicién de con-
tinuidad uniforme para ¢ > 0 (Observacion 1.29). Como X tiene la propiedad
de Kelley en a, existe 9 > 0 tal que si b € By, (a) y A € C(a,X), entonces
existe B € C(b, X) tal que H(A, B) < g9. Dado que h es abierta se tiene que
h[Bs,(a)] es un abierto que contiene a h(a), por lo que existe § > 0 tal que
Bs(h(a)) C h[Bs,(a)]. Sean y € Bs(h(a)) y b € Bs,(a) tales que h(b) = y. De-
notemos por A a la componente de h=1(Q) tal que a € A. Por el Teorema 1.27,
h[A] = Q. Existe B € C(b, X) tal que H(A, B) < g9. Consideremos L = h[B],
entonces L es un subcontinuo de Y que contiene al punto y. Por la elecciéon de
go se tiene que H(Q, L) = H(h[A],h|B]) = H(C(h)(A),C(h)(B)) <e. Asi, Y
tiene la propiedad de Kelley en h(a). -

Podemos observar que en la demostracion del Teorema 2.25 solo usamos
que la funcion h fuera abierta y por tanto confluente, asi que es suficiente
pedir esta ultima condicién. Es decir, la propiedad de Kelley se preserva bajo

funciones confluentes.

El siguiente resultado caracteriza a los continuos que tienen la propiedad

de Kelley en términos de las Definiciones 2.1 y 2.2.

Teorema 2.26 Sea X un continuo. Son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.
(2) Para cada K € C(X), el dnico continuo limite mdzimo en K es K.

(3) Para cada K € C(X), el dnico continuo limite mdximo fuerte en K
es K.

Demostracion.

(1) = (2) Sea K € C(X). Como ya vimos K es continuo limite maximo
en si mismo. Veamos que cualquier otro subcontinuo propio de K no
es continuo limite méximo de K. Sea A € C(K) tal que A & K y sea
{A,}5°, sucesién en C'(X) tal que lim A, = A. Sean a € A, {a,},
sucesiéon en X tal que a, € A, y lima, = a. Como K € C(a,X),
existe {K,}>2, sucesién en C(X) tal que a, € K, para cadan € Ny
lim K,, = K. Observemos que a, € A, N K, entonces {A, U K,}°2; es
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una sucesiéon en C(X) con A, C A, UK, ylimA, UK = AUK =K

pero A # K. Por tanto, A no es continuo limite maximo de K.

(2) = (3) Sea A un continuo limite méximo fuerte de K, entonces A es un

continuo limite maximo de K y por hipotesis A = K.

(3) = (1) Sean a € X, K € C(a,X) y {a,}>2, sucesion en X tales que
lim a,, = a. Observemos que a € C(K) N lim sup C(a,, X) por lo que
esta interseccion es cerrada y no vacia. Por la Proposicion 2.10, existe
A € C(K) N lim sup C(a,, X) elemento maximal y por la Proposicién
2.11, A es un continuo limite maximo fuerte de K. Asi, por hipdtesis
A = Ky en consecuencia K € lim sup C(a,, X), es decir, existe {n;}32,
y existen K; € C(ay;, X) tales que lim K; = K y por la Proposicién 2.17
se tiene que X es de Kelley. n

Teorema principal

Lema 2.27 Si X es un continuo que no tiene la propiedad de Kelley, entonces
X contiene un subcontinuo que tiene un continuo limite mazximo fuerte propio

y no degenerado.

Demostracion. Sea X un continuo que no es Kelley. Por el Teorema 2.26,
existen K € C(X) y A € C(K) tales que A # K y A es un continuo limite
maximo fuerte en K. Si A es no degenerado se termina la prueba. Supongamos
entonces que A = {p}, para algin p € K. Sea {A4,}32, sucesién en C(X) tal
que lim A, = A y que cumple con las condiciones de la definiciéon de limite

maximo fuerte. Para cada n € N, sea p, € A,, tal que lim p, = p.

Afirmacion 1. Como A es un continuo limite maximo fuerte de K se tiene
que K ¢ lim sup C(pn, X).

Prueba de Afirmaciéon 1. Supongamos que K € lim sup C(p,, X), en-
tonces existe {n;}32, y existen E,, € C(p,,;, X) tales que lim E,, = K. Dado
que p,, € E,; N A, entonces {E,, U A, }2, es una sucesion en C'(X) con
An, C By, UA,,, paracada j € Ny limE, UA,, = KU{p} = K. Por la
eleccion de {A,}22; se tiene que K = {p} lo cual contradice que A # K. g

Sean 1 : C(X) — [0,1] una funciéon de Whitney y F': X x [0,1] — C(X)
la funcién dada como en la Definicién 2.8, es decir, F(z,t) = U{E € C(X) :
r € Ey u(E) <t}, para cada (z,t) € X x [0,1]. Sea U un abierto en C'(X)
tal que K € U y U N lim sup C(p,, X) = 0.
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Afirmacion 2.

(a) Existe t; > 0tal quesi £ € C(p,X)y u(E) <ty, entonces K UFE € Y.

(b) Existe s > 0 tal que si s < t1, y para toda y € X se tiene u(F(y,s)) < t;.

Prueba de Afirmacién 2.

(a) Supongamos que t; no existe, asi para toda n € N sea t,, € (0, u(K)) tal
que lim ¢,, = 0, entonces, para cada n € N, existe H,, € C(X), p € H,,
w(H,) <t,y KUH, € C(X)—U. Supongamos que lim H, = H €
C(X), entonces p € Hy u(H) = 0, es decir, H = {p} por lo que
lim KUH, = KUH = KU{p} = K lo cual implica que K € C(X)—-U

pero esta es una contradiccion ya que K € U.

(b) Supongamos que tal niimero no existe, entonces para todo s > 0 tal que
s < ty existe y € X con u(F(y,s)) = t;. Entonces, para k € N tal
que % < t; y para toda n € N, sea s, = %, por lo que existe y, € X
con (F (Y, sn)) = t1, para cada n € N. Supongamos limy, =y € X.
Sea € > 0. Por el Teorema 2.9, F' es semicontinua superiormente en
(y,0), entonces existen V vecindad de y y § > 0 tales que para todo
(z,t) € V x (0,0) se tiene F(z,t) C N(F(y,0)) = N.({y}). Luego,
por la convergencia de {(y,, s,)}>°,, existe N € N tal que para toda
n =N, (yn, =) € V x (0,0) por lo que F(y,,+) € N.({y}) ademés,
podemos suponer que {y} C N.(F(y,,~)). Asi, para toda n > N,
lim F(y,, =) = {y} v F(yn,£) € B¥({y}), por la continuidad de p
se tiene Hm p(F(yn, ) = p(F(y,0)) pero p(F(yn, ) =t > 0y
p(F(y,0)) = 0 lo cual es una contradiccién. O

Sea {pn, }72; una subsucesién de {p,}>; tal que {F(py,,s)}>, es conver-
gente. Sea L € C(p, X) tal que L = lim F(p,,,s). Como u(F(p,,,s)) = s,
entonces u(L) > s > 0 y por tanto L es un subcontinuo no degenerado.
Ademas, u(F(pn,,s)) < to y por la Afirmacién 2 (a) se tiene K UL € U. Ob-
servemos que L € lim sup C(p,, X). Sea K* = KUL, es claro que K* € C(X),
L € C(K*). Notemos que C(K*)Nlim sup C(p,, X) N C(L,X) es un subcon-
junto cerrado y no vacio de C'(X) (pues cada subconjunto de la interseccién
es cerrado y L pertenece a esta interseccién), entonces podemos considerar su
elemento maximal respecto a la inclusion de conjuntos. Sea M este elemento

maximal.

Veamos que M es un continuo limite méaximo fuerte propio y no degenerado
en K*. Dado que M € lim sup C(p,, X), entonces M ¢ U y como K* € U se
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tiene que M # K*, es decir, M es propio. Luego, M € C(L, X) por lo que L C
M y como L es un subcontinuo no degenerado, entonces M es no degenerado.
Finalmente, M es un elemento maximal en C'(K*)Nlim sup C(p,, X) asi, por

la Proposicion 2.11, M es un continuo limite méaximo fuerte en K*. -

El siguiente Teorema se encuentra demostrado en [9, Teorema 50.4, pag.

277] y a continuacion daremos una prueba distinta usando el Lema 2.27.

Teorema 2.28 La propiedad de Kelley es una propiedad secuencial fuerte

reversible de Whitney.

Demostracion. Sea X un continuo. Supongamos que X no tiene la propiedad
de Kelley. Por el Lema 2.27, existe un subcontinuo K de X y existe M un con-
tinuo limite maximo fuerte propio y no degenerado de K.
Sea pu : C(X) — [0,1] una funciéon de Whitney. Definamos m = u(M) y
notemos que 0 < m < u(K). Sea {t,}5°, una sucesién de ntimeros posi-
tivos tal que lim¢, = 0 y u~'(t,) tiene la propiedad de Kelley, para cada
n € N. Por convergencia de {t,}°2, existe N € N tal que ty € (0,m).
Definamos K = C(K)Np~!(ty). Por la Proposicién 1.41 y el Teorema 1.48, K
es un continuo y K C u~*(ty). Por otra parte, M es continuo limite maximo
fuerte en K asi por el Lema 2.6, existe una sucesion {M,}>°; en C(X) tal
que pu(M,) = p(M), lim M, = M y que cumple con la definicién de continuo

limite maximo para M en K.

Definamos M,, = C(M,) N u~'(ty). Notemos que para cada n € N,
M, #0y M, € C(p'(ty)). Podemos suponer que lim M,, = M, para
algin M € C(u~*(ty)) (Por compacidad de C(u=*(ty))).

Como M,, = C(M,)Nu~1(ty), entonces M,, C C(M,,). Por la Proposicién
141, UM, = M,. Por continuidad de la funcién unién (Lema 1.23) y dado
que lim M,, = M y lim M,, = M se tiene que UM = M. Ahora, sea A € M,
entonces A € UM = M por lo que A C M, asi A € C(M) y por tanto
M C C(M), es decir, M C C(M) N p~*(ty). Ademds, M C K por lo que
C(M)Np Hty) C C(K)Npu ty). Asi, M C K.

Sea R € C(K) Nlim sup C(M,,, p~(tx)) elemento maximal respecto a la
inclusion de conjuntos. Por la Proposicién 2.11, R es continuo limite maximo
fuerte en K. Si R = K, existe {n;}52, y existen A; € C(My,, " (tn)) tales
que lim A; = K, entonces M,,, C A;. Note que M,, = UM,, C UA; =
UK = K (Proposicién 1.41) lo que contradice que {M,}>2, cumpla con la
definicién de continuo limite maximo fuerte para M en K y por tanto R # IC,

es decir, R es un continuo limite maximo fuerte propio en K lo cual es una
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contradiccion pues K tiene la propiedad de Kelley y por la Proposicién 2.26,
IC es el tinico continuo limite maximo fuerte en si mismo. Por tanto, X tiene

la propiedad de Kelley. =

Corolario 2.29 Sea X un continuo, entonces la propiedad de Kelley es:

(1) Una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney.
(2) Una propiedad fuerte reversible de Whitney.

(3) Una propiedad reversible de Whitney.

Teorema 2.30 [6, Teorema 1, pdg. 342] Eziste un continuo X con las

siguientes propiedades:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.

(2) Para cada funcién de Whitney u : C(X) — [0,1] eziste un nimero
§ > 0 tal que, para cada t € (0,6), el nivel u=1(t) no tiene la propiedad
de Kelley.

Corolario 2.31 La propiedad de Kelley no es una propiedad de Whitney.

El siguiente ejemplo es el continuo considerado en el Teorema 2.30.

Ejemplo 2.32 En coordenadas polares (r,0) en el plano consideramos los
ciculos:

S={(r,0):r =1},

1
= N f— 1 - .
Sn=A{(r,0) :r + 27m}’ para cada n € N

y las espirales:

21:{(7«,9):r=1+éyﬁe[l,OO)]w

22:{(7“,8):7“:1—;y@e[l,oo)}.

Definimos X = 33 U XU SU (U{S,, : n € N}), (vedse la Figura 2.7).
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z

1

Figura 2.7: X.

2.3 Continuos semi-Kelley

Definicién, ejemplos y algunos resultados

La propiedad de semi-Kelley es una forma mas débil de la propiedad de Kelley,
esta propiedad ha sido introducida y estudiada en 1998 por Wlodzimierz J.
Charatonik y Janusz J. Charatonik, [6].

Definicién 2.33 Un continuo X es semi-Kelley siempre que para cada
subcontinuo K 1y cualquiera dos continuos limites mdximos M y N de K,
se tiene que M C N o N C M.

Observacion 2.34 Si un continuo tiene la propiedad de Kelley, entonces es

semi-Kelley.

La implicacién inversa de la Observacion 2.34 no se cumple, ya que el
continuo sen(1) con pata alargada (Figura 2.4) es semi-Kelley (Ejemplo 2.35),
mientras que no tienen la propiedad de Kelley (Ejemplo 2.22).

Ejemplo 2.35 (Continuo semi-Kelley): Sean 71, my y X como en el Ejem-

plo 2.22. Sean p = (0,2), ¢ = (0,1) y r = (0, —1). Definamos el conjunto

R, = {(z, sen <1>) € R*:z € (0,2]} para z € (0,1].

T

Veamos que X es un continuo semi-Kelley. Sea K € C(X) y denotemos
por M(K) ={A € C(X) : A es continuo limite maximo de K'}. Se tiene que
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{K} C M(K).
Caso 1: Siqge X — K;

(1.1) K €Y —{q}; sea A & K ysea {A,}>2, sucesién en C(X) tal
que lim A, = A. Sean a € Ay {a,}°, sucesion en X tal que
a, € A,, para cadan € Ny lima, = a. Como Y tiene la propiedad
de Kelley (Ejemplo 2.18), existe { K}, sucesion en C(Y) tal que
a, € K,, paracadan € Ny lim K, = K. Consideremos la sucesién
{4, UK,}>, en C(X), entonces A, C A, UK, para cadan € N
y lim A, U K,, = K C K pero A # K por lo que A no es continuo
limite maximo de K. Asi, M(K) = {K}.

(1.2) K € Z —{q}; sea A & K y sea {A,}>2, sucesién en C(X) tal
que lim A, = A. Sean a € Ay {a,}5°, sucesién en X tales que
a, € A,, para cada n € N y lima, = a. Dado que los arcos
son localmente conexos, entonces Z es localmente conexo y por el
Corolario 2.24, Z tiene la propiedad de Kelley. Entonces existe
{K,}2, sucesién en C(Z) tal que a, € K, para cada n € Ny
lim K,, = K. Consideremos la sucesion {4, U K,}22, en C(X),
entonces A, C A, UK, paracadan € Ny lim A, UK, = K pero
A # K por lo que A no es continuo limite maximo de K. Asi,
M(K) = {K}.

Asi, en este caso probamos que M(K) = {K} y por tanto se cumple la

condicion de semi-Kelley.

Caso 2: Si g € K; para el andlisis de este caso usaremos la Observacion 2.12,

es decir, si A es continuo limite maximo de K se tiene que A C fr(K).

(2.1) r € K

(a) Sea K = sr UR, con s € pg — {p} v z € (0,1). Entonces
fr(K) = {s,z}. Veamos que A = {s} ¢ M(K). Sea {A,}>>,
sucesion en C'(X) tal que lim A, = A. Si A, C R, sea B,, =
srU R,, donde ¢, = max(m(Ay)). Si A, C pr, sea B, = s,r
donde s,, = (0, max(m(A,))). Entonces {B,}>, es sucesiéon
en C'(X) con A, C B, para cadan € Ny lim B, = sr C K
pero sr # A. Para cuando z = 1, fr(K) = {s} y similarmente
a lo anterior se tiene {s} ¢ M(K).

Ahora, veamos que A = {z} ¢ M(K). Sea {A,}2, sucesién en
C(X) tal que lim A,, = A. Consideremos B,, = sr U R, donde
zp = max(m (A,)). Entonces { B, }5°, es sucesién en C(X) con
A, C B, paracadan € Ny lim B, = K C K pero K # A.
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Para cuando s = p, fr(K) = {z} y similarmente a lo anterior
se tiene {z} ¢ M(K).

(b) Sea K = J, entonces fr(K) = J. Sean A ¢ Ky {A,}>2,
sucesiéon en C'(X) tal que lim A, = A. Si ¢ ¢ A como en (1.1)
se prueba que A ¢ M(K). Ahora, si ¢ € A para A, C R, sea
B, = JUR,, donde ¢, = max(m(A,)). Para A, C pr, sea
B, = ¢/,r donde ¢/, = (0, max(m2(A,))). Entonces {B,}>, es
sucesion en C'(X) con A, C B, para cadan € Ny lim B, =
J C K pero J # A por lo que A ¢ M(K).

(c) Sea K = sr con s € pqg — {q}. Entonces fr(K) = {s} Uqr.
Para A = {s} como en (a) se tiene que A ¢ M(K). Ahora, sea
A C gry sea {A,}52, sucesion en C(X) tal que lim A4, = A.
Si A, C R, sea B, = srUR,, donde x, = max(m(4,)).
Si A, C pr, sea B, = z/,r Usr donde z!, = (0, max(me(A4,))).
Entonces { B, }52, es sucesién en C'(X) con A,, C B, para cada
n € Ny lim B, = sr C K pero sr # A por lo que A ¢ M(K).

Por tanto, en este subcaso (2.1) probamos que M(K) = {K}
cumpliendose la condicion de semi-Kelley.
(22)re X — K;

(a) Sea K =g¢qs con s € J —{r,q}. Entonces fr(K) = ¢s. Sean
A G Ky {A,}32, sucesion en C(X) tal que lim A, = A. Si
A, C R, observemos que A, C Y y A CY. Como Y tiene
la propiedad de Kelley, existe {B,}52, sucesién en C(Y) tal
que A, C B, paracadan € Ny lim B, = ¢s. Si A, C pr,
observemos que A, C pr y A C pr. Como pr es localmente
conexo, entonces pr tiene la propiedad de Kelley, por lo que
existe { B}, }>; sucesién en C(pr) tal que A, C Bl para cada
n € Ny lim B/, = ¢gs. Como ¢gs C K y A # g¢s se tiene que
A ¢ M(K). Por tanto, M(K) = {K}.

(b) Sea K = szcons € pg—{q}yz € J—{q,r}. Entonces fr(K) =
{s}Uqz. Para A = {s} comoen (2.1)(a) se tiene que A ¢ M(K).
Para A & gz como en (2.2)(a) se tiene que A ¢ M(K). Ahora,

sea A = gz y sean {q, = (m, sen(@)) oy {r, =
(m, sen(@))}fj’:l sucesiones en X, entonces lim ¢, = ¢

y lim r, = r. Sea z, € ¢,r, tal que m(z,) = m(z), para cada
n € N, entonces {z,}°°; es una sucesion de puntos en X tal que
lim z, = z. Consideremos {4, = ¢n2,}°>; sucesion en C(X),
observemos que lim A,, = A. Veamos que {4,,}°°, cumple con

la definicién de continuo limite maximo fuerte para A en K.
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Sea { B, }22, sucesion en C'(X) con A, C B, para cada n € N,
tal que lim B, = B C K. Por demostrar, B = A. Basta
ver que B C A. Supongamos que existe b € B — A, entonces
mo(b) > 1. Sea b, € B, tal que lim b,, = b, podemos suponer
que o (b,) > 1, para cada n € N, entonces b, € pg—{q}. Como
qn € A, v A, C B,, entonces ¢, € B, es decir, {¢,r} € B, y
dado que B,, € C(X) se tiene que qr C B, para cada n € N,
por lo que r € B,,, para cadan € Ny asi r € B peror ¢ K lo
que contradice que B C K. Por tanto, B C Ay asi A € M(K).
Para cuando z = ¢, fr(K) = {s,q} y de manera similar se
demuestra que A = {q} e M(K) y A = {s} ¢ M(K).

Por tanto, en este subcaso probamos que M(K) = {K} o M(K) =

{K, qz} cumpliendose la condicién de semi-Kelley.

Asi; X es un continuo semi-Kelley.

Otros ejemplos de continuos que son semi-Kelley se muestran en la

Figura 2.8.

O

Figura 2.8: Continuos semi-Kelley.

Ejemplo 2.36 (Continuo que no es semi-Kelley)
Sean Y el continuo sen(%), Z =pp’ y

T

Y’ = {(z, sen (i) +3)eR*:z e [-1,0)]} U{(0,y) e R?: y € [2,4]}.

Consideremos X = Y U Z UY’, (vedse la Figura 2.9). Sean p = (0,1) y
P =(0,2).

Veamos que X no es un continuo semi-Kelley. Sea K = Z, M = {p} y

N = {p'}. Como en caso (2.2)(b) del Ejemplo 2.35 se puede verificar que M

y N son continuos limites maximos de K tomando las sucesiones, para cada
dn+1)m dn+1)m

neN, p, = (m, sen(%)) Y Pn = (_ma sen(—%) +3) como

se observan en la Figura 2.4. Sin embargo M ¢ N y N ¢ M y por tanto X

no es semi-Kelley.
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PsP3s P2 P

Figura 2.9: Continuo que no es semi-Kelley.

Otros ejemplos de continuos que no son semi-Kelley se muestran en la
Figura 2.10.

Figura 2.10: Continuos no semi-Kelley.

El siguiente Teorema demuestra que en la Definiciéon 2.33 de un continuo
semi-Kelley la condicién se puede aplicar solo a los limites maximos continuos

fuertes.

Teorema 2.37 Sea X un continuo. Son equivalentes:

(1) X es un continuo semi-Kelley.

(2) Para cada subcontinuo K de X y cualesquiera dos continuos limites
mazimos fuertes, M y N de K se tiene M C N o N C M.

Demostracion.

(1) = (2) Sean K € C(X), M y N continuos limites méximos fuertes de K,
entonces M y N son continuos limites maximos de K y dado que X es
semi-Kelley se tiene que M C N o N C M.
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(2) = (1) Supongamos que X no es semi-Kelley, entonces existe K € C(X)
y existen M y N continuos limites maximos de K tales que M ¢ N y
N g M. Sead={F e€C(K): MUN C E}, por la Proposicién 1.10 es
un conjunto cerrado y no vacio en C'(K). Por la Proposicién 2.10, existe
L € C(K) elemento minimal que contiene a M U N, es decir, ningin

subcontinuo propio de L contiene a M U N.

Afirmacién 1.
(a) L es el tnico continuo limite maximo fuerte de L que contiene a M;

O

(b) L es el unico continuo limite maximo fuerte de L que contiene a N.

Prueba de Afirmacién 1. Supongamos que (a) y (b) son falsos, en-
tonces existen S y S’ continuos limites maximos fuertes de L que con-
tienen a M y N, respectivamente y S # L, S’ # L. Por hipotesis, S C S’
0S5 CS. Sesigueque MUN C So MUN C Sy por minimalidad de

L se tiene que S = L 0 S’ = L lo cual es una contradiccién. O

Sin pérdida de generalidad supongamos que (a) se cumple; y sea {M,, }>° |
una sucesioén en C'(X') que cumple la definicién de continuo limite maximo
de M en K. Entonces:

Afirmacién 2. Para toda {M,, }°°, subsucesiéon de {M,}7°, se tiene
L € lim sup C(M,,, X).

Prueba de Afirmaciéon 2. Sea {M,, }?°, subsucesion de {M,}>,
y sea S € C(L) N lim sup C(M,,, X) elemento maximal, entonces por
la Proposiciéon 2.11, S es un continuo limite maximo fuerte en L y

M < L. Como ocurre (a) tenemos que S = L y por tanto
L € lim sup C(M,,, X). O

Por otra parte, para cada n € N, denotemos F,, = {E € C(X) : M,, C
E'} es un conjunto cerrado y no vacio (Proposicién 1.10), entonces pode-
mos hablar del punto en F,, mas cercano a L, con respecto a la métrica

de Hausdorff. Asi, tomemos un elemento F, € F, tal que

H(L,E,) = min{H(L,F): E € F,}.

Afirmacién 3. lim F,, = L.

Prueba de Afirmacién 3. Sea {E,, }7°, subsucesion convergente de
{E,}22: sea {M,, }°°, la correspondiente subsucesién de {M,}>2, tal
que M,, C E, . Por la Afirmacién 2, existe {Mnkj }32, subsucesién
de {M,,, }32, v {Ankj }32, subsucesién en C(X) tales que My, C An,
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y lim Ankj = L. Notemos que Ankj € F,. porloque H(E,, ,L) <

ng.»
k.?

J
H (Ankj,L), entonces lim H(E,, ,L) = 0. Asi, se concluye que

.
lim Enkj = L. O
Finalmente, de la Afirmacion 3 y dado que M es un continuo limite
méaximo en K y L C K se tiene que M = L lo cual implica que N C M
lo que contradice que N ¢ M. Por tanto, X es un continuo semi-

Kelley. n

Teorema Principal

Lema 2.38 Si X es un continuo que no es semi-Kelley. Entonces X contiene
un subcontinuo que tiene dos continuos limites maximos fuertes no degenerados

e incomparables.

Demostracion. Sea X un continuo que no es semi-Kelley. Por el Teorema
2.37, existe K € C'(X) y existen A;, Ay continuos limites maximos fuertes de
K tales que A; ¢ As y Ay ¢ Ay. Si Ay y As son no degenerados terminamos.

Supongamos que A; o Ay son degenerados.

Caso 1: Sin pérdida de generalidad supongamos que A; = {p} para algin
p € Ky Ay es no degenerado, entonces A; N Ay = 0. Sea {B,}>2,
sucesion en C'(X) tal que lim B,, = A; y que cumple con las condiciones
de la definicion de limite maximo fuerte. Para cada n € N, sea p,, € B,

entonces lim p,, = p. Observemos que K # A; y K # A pues Ay C K
y A1 ¢ As.

Afirmacién 1. Como A; es un continuo limite maximo fuerte en K se

tiene:

(a) K ¢ lim sup C(p,, X).
(b) Ag ¢ lim sup C'(pn, X).

Prueba de Afirmacion 1.

(a) Similarmente a la demostracion de la Afirmacién 1 del Lema 2.27.

(b) Supongamos que As € lim sup C'(p,, X), entonces por la Proposicién
1.19, existe {n;}52, y existen E,. € C(pn,, X) tales que lim E,,, =
Ay. Dado que p,;, € E, N By, entonces {E,; U B, }32, es una
sucesién de elementos de C(X). Luego, B,, C E,, UB,, para cada
J € N,y por el Teorema 1.15, lim E,, U B,,, = Ay U {p} € C(X),
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es decir, Ay U {p} es conexo y por tanto Ay N {p} # 0 por lo que
p € As lo que contradice que A; N Ay = (). O

Sea U un abierto en C(X) tal que K € U, Ay ¢ U y UNIim sup C(p,, X)
= (. Sea V un abierto en X tal que p € V. y VN Ay = (. Sea
p: C(X) — [0, 1] una funcion de Whitney y sea F': X x [0,1] — C(X)

la funcion dada como en la Definicién 2.8.

Afirmacion 2.

(a) Existe t; > 0 tal que si £ € C(p,X) y uw(E) < t;, entonces
KUFE elU.

(b) Existe to > 0tal quesi E € C(p, X)y pu(F) < tg, entonces E € (V),
es decir, £ C V y por tanto £ N Ay = ().

(c) Existe t3 > 0 tal que si L € C(p, X), p(L) <tsy M € C(KUL)N
lim sup C(p,, X) N C(L, X), entonces Ay ¢ M.

(d) Sea ty = min{ty,ts,t3}, entonces para todo E € C(p,X) con
w(E) < to se tiene que K UE € Uy EN Ay = ) y para todo
M e C(KUE)Nlim sup C(p,, X) NC(E, X) se tiene Ay ¢ M.

(e) Existe s > 0 tal que si s < ty, y para toda y € X se tiene
1(F(y,s)) < to.

Prueba de Afirmacion 2.

(a) Similarmente a la demostracién de la Afirmacion 2(a) del Lema 2.27.

(b) Supongamos que t; no existe, asi para toda n € N sea ¢, € (0, u(K))
tal que lim ¢,, = 0, entonces para cada n € N, existe H, € C'(X) —
(V),pe H,, p(H,) <t,y KUH, € C(X)—U. Supongamos que
lim H, = H € C(X) — (V), entonces p € H y p(H) = 0, es decir,
H = {p} lo que implica que {p} € C(X) — (V) contradiciendo que
AN Ay =0.

(¢) Supongamos que t3 no existe, asi para toda n € N sea t,, € (0, u(K))
tal que lim ¢, = 0, entonces para cada n € N, existe L,, € C'(p, X)
con pu(L,) < t,y existe M,, € C(K U L,) N 1lim sup C(p,, X) N
C(Ln, X) tal que Ay C M,,. Notemos entonces que L, C M, C
K U L,. Luego, lim L, = {p}, lim M,, = M para algin M €
lim sup C(p,, X) y lim K U L,, = K asi por el Teorema 1.21, {p} C
M Cc Ky Ay € M. Ahora, como M € lim sup C(p,, X) por la
Proposicién 1.19, existe {n;}52, y existen £, € C(F,,;, X) tal que

lim E,; = M. Consideremos {E,; U B, }32, sucesion en C(X),
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entonces B,,, C E,,UB,,, para cada j € N. Luego, lim E,,UB,, =
MuU{p} =M C K y dado que A; es continuo limite maximo fuerte
se tiene que M = A; y por tanto Ay C A; lo que contradice que
AN Ay =0.

(d) Se sigue de (a), (b) y (c).

(e) Similarmente a la demostracion de la Afirmacion 2(b) del
Lema 2.27. 0

Consideremos una  subsucesiéon convergente {F(pn,,s)}s>, de
{F(pn,s)}s>;. Sea L, € C(p,X) tal que L, = lim F(p,,,s). Como
pw(F(pn,,s)) = s, entonces u(L,) > s > 0y por tanto L, es un sub-
continuo no degenerado. Ademas, p(F(py,,s)) < to y por la Afirmacién
2 (a) y (b) se tiene K UL, € Uy L,N Ay = (). Observese que L, €
lim sup C(p,, X) y dado que K € U y lim sup C(p,, X)NU = (), entonces
L, # K. Denotemos K* = KUL,, es claro que K* € C(X), L, € C(K")
y Ay € C(K*). Notemos que C(K*) N lim sup C(p,, X) N C(L,, X) es
un subconjunto cerrado y no vacio de C'(X) (pues cada subconjunto de
la interseccion es cerrado y L, pertenece a esta interseccién), entonces
podemos considerar su elemento maximal respecto a la inclusion de con-

juntos. Sea M este elemento maximal.

Veamos que M es un continuo limite méaximo fuerte propio y no de-
generado en K*. Dado que M € lim sup C(p,, X), entonces M ¢ U
y como K* € U se tiene que M # K*, es decir, M es propio. Luego,
M € C(L,, X) por lo que L, C M y como L, es un subcontinuo no
degenerado, entonces M es no degenerado. Como M es un elemento
maximal en C'(K*)Nlim sup C(p,, X) por la Proposicién 2.11, M es un

continuo limite maximo fuerte en K*.

Ahora veamos que A, es un continuo limite maximo fuerte en K*.
Supongamos que no es asi, entonces para toda sucesion {D,}>°, en
C(X) tal que lim D,, = A, existe {D,, }?2, subsucesion de {D,}>,
y existe {Dj }32, sucesién en C(X) tal que D,, C Dj, para cada k € N,
lim D), = D' C K*y Ay ¢ D'. Sea {D,}2, sucesién en C(X) que
cumple con la definicién de limite maximo fuerte para A, en K. Por el
Lema 2.6, existe {E,,}5°, en C(X) tal que u(E,) = u(Az), E,ND, #0
para todo n € N, lim F,, = Ay y {E,}22, cumple con la definicién de

limite maximo fuerte para A; en K.

Afirmacién 3. Existe ¢ > 0 tal que si C € C(Az, X) y u(C) < p(Az)+e

con € < M, entonces C N L, = ().
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Prueba de Afirmacién 3. Supongamos que tal nimero no existe,

asi para toda n € N sea ¢, = %, entonces para cada n € N, existe

Cn € C(Ay, X) con pu(Cy,) < u(As) + 2y C,N L, # 0. Sea C =1im C,
para algin C' € C'(As, X), entonces A; C C. Dado que p es una funcién
de Whitney y u(C,,) < p(A2) + = se tiene que p(C') < p(Az) y por tanto
C = A,. Luego, C, N L, # () para toda n € N, entonces por el Teorema
1.21, im C, N L, # 0, es decir, Ay N L, # 0 lo cual es una contradiccién
puesto que Ay N L, = 0. 0

Asi, para la sucesién {E,}>°, existe {E,, }?2; subsucesién y existe
{E}}32, sucesién en C(X) tal que E,, C Ej, para cada k € Ny
lim B, = E' C K* se tiene que Ay ¢ D’. Podemos suponer que
n(Ey) = p(Az) + €, entonces u(Ey, ) = 1(Az) < p(Az) + e < p(Ey) por
lo que existe By, € C(X) tal que u(By,) = u(Az) + 5y E,, C B;, C Ej.
Luego, podemos suponer que lim B;, = B con u(B) = u(Asz) + 5 teniendo
asi Ay C B C E C K*, y por la Afirmacién 3, BN L, = () y por tanto
B = Ay ya que p(B) > p(As).

Finalmente, veamos que M ¢ Ay y Ay ¢ M. Si M C A,, entonces
como L, C M se tendria que L, C Ay y Ay N L, # 0 contradiciendo que
AyNL,=10,asi M ¢ Ay. Luego, por la Afirmacién 2 (d) se tiene que
Ay & M.

Caso 2: Supongamos que A; = {p} y Ay = {q} para algunos p,q € K.
Entonces podemos aplicar dos veces el Caso 1y asi obtener dos continuos

limites maximos fuertes no degenerados y no comparables. n

Corolario 2.39 Si X es un continuo que no es semi-Kelley. FEntonces X
contiene un subcontinuo que tiene dos continuos limites mdzimos no

degenerados e incomparables.

Teorema 2.40 La propiedad de semi-Kelley es una propiedad secuencial fuerte

reversible de Whitney.

Demostracion. Sea X un continuo. Supongamos que X no es semi-Kelley.
Por el Lema 2.38, existe un subcontinuo K de X y existen dos continuos limites
maximos fuertes M y N no degenerados de K tales que M ¢ Ny N ¢ M.
Como M ¢ N podemos elegir x,; € M — N y por el Corolario 1.8, existe un
continuo Kj; de M tal que xp; € Kyy C M — N y x5 # Kjpy. Similarmente,
podemos encontrar un continuo Ky de N tal que xty € Ky C N - M y
zn # Ky. Sea p @ C(X) — [0,1] una funciéon de Whitney. Definamos
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m = u(Ky) y n=p(Ky). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
m < n. Notemos que 0 < pu(Kp) < (M) y 0 < pu(Ky) < p(N). Sea {t,}>2,
una sucesién de niimeros positivos tal que lim ¢, = 0y u~(t,) es semi-Kelley,
para cada n € N. Por convergencia de {t,}5°, existe J € N tal que t; € (0, m).
Definamos K = C(K)Np~!(t;). Por la Proposiciéon 1.41 y el Teorema 1.48, K
es un continuo y X C p~!(¢;). Por otra parte, M y N son continuos limites
maximos en K asi por el Lema 2.6, existen sucesiones {M,}>°, v {N,}22, en
C(X) tales que u(M,) = p(M), u(N,) = pu(N) para cadan € N, lim M,, = M

y lim N,, = N y que cumplen con la definicién de continuo limite maximo.

Definamos P, = C(M,) N p~(t;) y ©, = C(N,) N~ (t;). Notemos que
para cadan € N, P, # 0, Q,, # 0 y Py, Q,, son subcontinuos de p~1(¢;). Pode-
mos suponer que lim P, = P y lim Q,, = Q para algunos P, Q € C(u~1(t;)).
Como P, = C(M,) N u~'(t;s), entonces P, C C(M,). Por la Proposicion
141, UP, = M,. Luego, por continuidad de la funcién unién (Lema 1.23)
y dado que lim P, = P y lim M,, = M se tiene que UP = M. Ahora, sea
A € P, entonces A € UP = M por lo que A C M, asi A € C(M) y por
tanto P C C(M), es decir, P C C(M) N pu~*(t;). Ademas, M C K por lo que
C(M)Nu(t;) c C(K)Nu(t;). Asi, P C K. De manera similar se tiene
que Q C K.

Sean
R € C(K)Nlim sup C(P,, ' (ts)) v

S € C(K) Nlim sup C(Qn, 1 (L))

elementos maximales. Por la Proposicion 2.11, R y S son continuos limites

méximos fuertes en K.

Veamos que R y S son incomparables, es decir, R ¢ Sy S ¢ R. Dado que
R € lim sup C(Pn, "' (ts)), existe {n;}52, v existen A, € C(Py,,n"'(ts))
tales que lim A,,;, = R. Veamos que UR C K. Sea x € UR, entonces existe
AeRtal que x € Ay como R € C(K), entonces R C K y por tanto A € K,
asi v € A C K, es decir, UR C K. Observemos que P,, C A,, C pu '(t;).
Como M, C UP, y P,, C A,,, entonces M,, C UP,, C UA,, y como
lim UA,, = UR C K y M es un continuo limite maximo fuerte de K se tiene
que UR = M. Similarmente se tiene que US = N. Finalmente, si R C S,
entonces UR C US y por tanto M C N lo cual contradice que M ¢ N vy si
S C R, entonces US C UR y por tanto N C M lo cual contradice que N ¢ M.
Asi, R ¢ Sy S ¢ R contradiciendo que 1~ '(t;) es semi-Kelley. Por tanto, X

es semi-Kelley. -
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Corolario 2.41 Sea X un continuo, entonces la propiedad de semi-Kelley es:

(1) Una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney.
(2) Una propiedad fuerte reversible de Whitney.

(3) Una propiedad reversible de Whitney.

Teorema 2.42 [/, pdgs. 359-369] Existe un continuo X con las siquientes
propiedades:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.

(2) Para cada funcion de Whitney p : C(X) — [0,1] existe un nimero
§ > 0 tal que, para cada t € (0,6), el nivel p='(t) no es semi-Kelley.

Corolario 2.43 La propiedad de semi-Kelley no es una propiedad de Whitney.

El siguiente ejemplo es el continuo considerado en el Teorema 2.42.

Ejemplo 2.44 En coordenadas polares (r,6) en el plano consideramos los

ciculos:

S={(r,0):r=1}y S*={(r,0) : r = 3};
Para cada n,m € N,

1 1
= N = 1 —_— * = N = _—
Sp={(r,0) :r + 27m} y Sy ={(r0):r=3 27Tm}’

y las espirales:

1
ZS:{(r,H):r:1+5y9€[27r,oo)},

1
S = {(r,0): 7 =3 -5y 0 € 2r,00)},

21:{(7",9):7’:1—;)/06 (27, 00)},

1
22:{(7“,9):7’:3+5y9€ (27, 00)},

y el arco

1—27
272

A={(r0):r= 043 - yoe2m)
T
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Definimos los continuos

X1 =SU( U Sp) U g U3y, (vedse la Figura 2.11),

neN

X, =5"U({ S,)UZg Uy, (vedse la Figura 2.12),

meN

Figura 2.11: X;. Figura 2.12: X,.

y finalmente definamos X = X; U Xy U A, (vedse la Figura 2.13).

Xz

Figura 2.13: X.

En base a los resultados de J. J. Charatonik y W. J. Charatonik los cuales
generalizan los resultados probados anteriormente por Roger W. Wardle pode-
mos considerar la siguiente pregunta: Sean X un continuo y p una funcién de
Whitney. Si {¢,}2°, es una sucesién de niimeros positivos tal que lim ¢, =0y
p=t(t,) es semi-Kelley para cada n € N, jes X de Kelley?

Antes de dar contestacion a esta pregunta veamos el siguiente ejemplo que

nos muestra que para el continuo sen(%) hay niveles que son homeomorfos al

T

arco y niveles que son homeomorfos a el mismo, para esto comencemos con
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algunas definiciones y un resultado. Este ejemplo nos sera de utilidad para

contestar la pregunta anterior.

Definicién 2.45 Sean X un continuo, p : C(X) — [0,1] una funcion de
Whitney y t € [0, u(X)]. Decimos que X tiene la propiedad cubriente, si
para todo subcontinuo propio A de u~'(t) se tiene que UA # X.

Definicién 2.46 Sea X un espacio compacto. Una cadena en X es una
coleccion finita U = {Uy,Us, ...,U,} de subconjuntos abiertos Uy, Us, ..., U, de
X tales que U; NU; # O si y solo si |t — j| < 1, para cada i,j € {1,2,...,n}.

Un elemento de U se denomina eslabén de U.

Definicién 2.47 Sea X un continuo. Decimos que X es un continuo enca-
denable siempre que para cada € > 0, existe una cadena en X que cubre a X

y tal que el diametro de cada eslabon es menor que €.

Ejemplo 2.48 Continuos encadenables:

AVAYA"AY}

jviviv

Figura 2.14: Continuos encadenables.

Lema 2.49 [16, Lema 14.13.1, pdg. 415] Todo continuo encadenable tiene la

propiedad cubriente.

Ejemplo 2.50 Los niveles del continuo sen(+).
Sean Y = JUR, p: C(Y) — [0,1] una funcién de Whitney y sean
7 :R? — Ry m : R? — R las funciones proyeccion.
Caso 1: t = u(J);
Sea f: pu~'(t) — [0,1] dada por f(A) =min (m(A)). f es una funciéon

continua. Veamos que f es inyectiva. Sean A, B € u~'(t) tales que
f(A) = f(B), entonces min (m(A))=min (m(B)). Seana € Ay b € B,
m(a) =min (m(A)) y m(b) =min (m(B)) por lo que 7 (a) = m(b).

Analizamos dos casos:
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(1.1) a € J; entonces A es homeomorfo a Y y, como m(a) = m(b),
b € J y por tanto B es homeomorfo a Y; Se sigue que A C B o
B C A. Asi, como p(A) = pu(B) se tiene que A = B.

(1.2) a € X — J; entonces a € Ry por tanto b € Ry a = b por lo que
AC BoBCA. Asi, como u(A) = u(B) se tiene que A = B.

Asi, f es una funcién continua e inyectiva y dado que p~'(t) es com-
pacto, f es un homeomorfismo sobre su imagen. Luego, f(u='(t)) es
un subcontinuo no degenerado de [0,1]. Asi, f(z~'(¢)) es un arco y, en

consecuencia p~1(t) es un arco.

Caso 2: t < u(J);
Sea o : =1 (t) — R? dada por:

p(A) = (min(m; (A)), min(m(A))).

Entonces ¢ es una funcién continua. Veamos que es una funcion inyec-
tiva. Sean A, B € pu'(t) tales que ¢(A) = ¢(B), entonces
(min(m(A)), min(me(A))) = (min(m(B)), min(my(B))) y por tanto
(min(m(A)) = min(m(B))) y (min(my(A)), min(me(B))).

(1) Si A C J; (min(m(A)) = 0 = min(m(B))) y B C J y como
(min(me(A)), min(my(B))), entonces A = sry B = s'r para algunos
s,s,r € Jtalesquer < s,r <s'. Portantoo, AC BoB CAy
como i(A) = pu(B), entonces A = B.

(2) Si A C R; (min(m(A4)) = 2’ = min(m(B))) y B C R. Sia} =
{(z,sen(1)) € R? : z € [y, 2]} paray,z € (0,1], entonces A = o,
y B = aZ. Por tanto, A C Bo B C Ay como u(A) = u(B),
entonces A = B.

Asi, ¢ es una funcién continua e inyectiva. Luego, o(u~1(t)) es un sub-

continuo de R? homeomorfo a 1~ 1(¢).

Sea u~'(t) = n U donde:
n={AeC(X): AC JypA) =t}
V={AeC(X): AC Ry u(A) =t}

Entonces, p(u~1(t)) = p(9) U p(n). Como Y es de Kelley se tiene que

ClU(¥) = p~'(t), por lo que p(u'(t)) = ¢(CU(V)) = Cl(p(V)), es decir,
©(19) es denso en p(u~1(t)).
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Sea D € p~1(t) tal que e := (1,sen(L)) € D. Observemos que D es el

tinico elemento de () que tiene al punto e. Sea zp =min(m(D)).
Afirmacién 1: La funcion 7|, : ¢(9) — (0,2p] es una biyeccién

continua.

Prueba de Afirmacion 1.

e Continuidad: Por ser restriccion de una funcién continua.

e Inyectiva: Sean a, b € ¢(U) tales que 71|,y (a) = 71|y (b). Entonces,
a = (min(m(A)), min(me(A))) y b = (min(m (B)), min(ms(B))) para
algunos A, B € 9. Asi, m|yw)(a) = min(m(A)) y mi]ew)(b) =
min(m(B)) por lo que min(m(A)) = min(m(B)). Entonces,
m(A) C m(B) o m(B) C m(A) y por lo tanto A = B. En conse-

cuencia, a = b.

e Sobreyectiva: Sea x € (0,2p] y tomemos s := (z,sen(2)). Sea B
el arco contenido en R con extremos s y e. Como D C B se tiene
wu(B) > t, por lo que existe A, € u~'(t) talque s € A, C B, A, €V
y por tanto ¢(A,) € p(1¥). Ademas, p(A,) = (x, min(my(A))) y asi
1] o) (P(Az)) = .

o Abierta: Sea U abierto en (). Por demostrar que |, () es
abierto en (0, zp]. Sean z € m1|,w9)(U) y {2}, sucesion en (0, zp]
tales que lim z,, = z. Por sobreyectividad de 7r1|¢(19) existen w, w, €
(V) tales que |, w)(w) = 2 ¥ T1|pw)(Wn) = 2,. Mas atin w € Y.
Ahora, sean A € 9 tal que p(A) =w y A, € ¥ tal que p(A) = w,.
Entonces se tiene ¢(A) = (min(m(A)), min(my(A))) v min(m(A))
= (p(A)) = m(w) = z. Asi, (z,sen(1)) € A. De manera similar,
(2n, sen(i)) € A,. Se sigue que lim A, = A.

Por continuidad de ¢ se tiene que lim ¢(A,) = ¢(A) y asi lim w,, =
w, es decir, existe N € N tal que para todon > N, w,, € U. Luego,
para toda n > N, m(w,) € m(U) por lo que, z, € m (U) para todo
n > N. Asi, z € int(m|,w) (U)) luego, m1|pw)(U) = int(m|pw)(U)).

En consecuencia, 71,9 (U) es abierto.

Asi, () es homeormorfo (0,zp], es decir () es homeomorfo
a un rayo. o

t

Afirmacién 2: La funcién 7,0 1 ¢(n) — [—1, 5] es una biyeccién

continua.

Prueba de Afirmacion 2. Andlogamente a la demostraciéon de la
13
12
homeomorfo a un arco. O

Afirmacién 1. Asi, ¢(n) es homeomorfo a [—1, %], es decir, p(n) es
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Dado que ¢o(u1(t)) = () Up(n) v »(9) es denso en ¢(u~1(t)), entonces
se tiene que p~1(t) homeomorfo p(u~1(t)), es una compactacién del rayo

con residuo un arco.
Ahora, veamos que p~1(t) tiene la propiedad de Kelley.

Sea u~(t) = J UR, donde J es homeomorfo al intervalo [0,1] y R es
homeomorfo a [0,00). Por el Lema 2.20 basta ver que p~'(t) tiene la
propiedad (). Sean A € J, K € C(A,J) y {A,}>, sucesién en R
tales que lim A, = A. Seana € Ay a, € A,, n € N tales que lim a,, = a.
Entonces a € A C UK, UK € C(Y), y como Y tiene la propiedad de
Kelley (Ejemplo 2.18), existe {K,}>, sucesion de subcontinuos en Y
tales que a, € K, y lim K,, = UK. Dado que a, € K, N A,, entonces
K,UA, € C(Y), para cada n € N. Por el Teorema 1.15, lim K, U A,, =
UK UA = UK.

Afirmacién 3: (a) = (b).

(a) Dado K C p~1(t) si K # u~*(t), entonces UK # Y.
(b) Dado K C p~(t), se tiene K = C(UK) N p~L(¢).

Prueba de Afirmacién 3. Sea K C u~'(t). Se sigue inmediatamente
que K C C(UK)Nu~!(t). Ahora, si suponemos que K 2 C(UK)Nu~t(t),
entonces K # p|+(t) y por tanto UK # UK lo cual es una contradiccion.
Asi, K = C(UK) N u= (). o

Como Y es un continuo encadenable por el Lema 2.49, Y cumple (a) y por
tanto (b) de la Afirmacién 3. Sean K,, = C'(K,, U A,,) N u~*(¢), entonces
A, € K, para cadan € N. Por demostrar que lim K, = K. Supongamos
que lim IC,, # KC, elegimos {K,,, }5°_, tal que lim K, = £ # K.

Afirmacion 4: £ C K.

Prueba de Afirmacién 4. Sea L € L, entonces existe {L,,, }5o_, tal
que im L, = L, L,,, € K,,,, v Ly,, € u~*(t), luego, L, C K, UA,,,
yasi L CUKUA = UK y por tanto L € C(UK) N p~Y(t) = K. Luego,
LG K. m

Asi, UL # UK. Por otro lado, lim UK, = UL # UK y como UK, =
K, A UA,, ,entonces lim UK, =IlmkK, UA, =UKUA=UKIo

cual es una contradiccion y por tanto lim K, = K.

Entonces {K,}5°, es una sucesiéon de subcontinuos de pu~'(t) tal que
A, € K, para cada n € Ny lim K,, = K. Por lo tanto, x~!(¢) tiene la
propiedad de Kelley.
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Finalmente, como p~'(t) es una compactaciéon del rayo con residuo un

arco y tiene la propiedad de Kelley se tiene por el Lema 2.21 que ' (¢)

es homeomorfo a Y. Entonces los niveles de Whitney para el caso en el

que ¢ < p(J) son homeomorfos al continuo sen(2).

El siguiente ejemplo contesta negativamente a la pregunta dada anterior-
mente, es decir, nos muestra un continuo X tal que para cualquier funcién de
Whitney y para una sucesion {¢,}2°; de nimeros positivos tal que lim ¢, = 0

se tiene que los niveles ' (¢,) son semi-Kelley pero que X no es de Kelley.

Ejemplo 2.51 Sea X = continuo sen(é) con pata alargada (Figura 2.4).

Como ya vimos en el ejemplo 2.22, X no es de Kelley.
Recordemos que X =Y U Z, donde Z =pgy Y = JUR con
J={0,y) e R*:y € [-1,1]}, R={(z, sen (i)) eR?:x € (0,1]}.

Consideremos Z' = [0,1] y el espacio unién Y U Z’. Sean A = {Cl(q1), q},
g:YUZ — XyP:YUZ — (YUZ')/ ~, dadas por:

_J (0,2—2) si ze(0,1]
g1(:76)—{ r si xey.

P(z) = { {z} s% re(YUuZ)—A
A si oxze A
Observemos que g; es es una funcién continua, sobreyectiva y constante en
cada fibra de P~1(x) y P es una funcién cociente. Luego, por el Teorema 1.31,
existe f1 : (Y U Z')/ ~— X funcién continua tal que f; o P = g;. Dado que
g1 y P son funciones sobreyectivas, entonces f; es sobreyectiva. Veamos que f;
es inyectiva. Sean a,b € (Y U Z')/ ~ tales que fi(a) = fi(b). Por demostrar

que a = b.

(1) Para fi(a) = f1(b) # q, g1 *(fi(a)) es singular. Sean a’,t € Y U Z’ tales
que P(a’) = a y P(V) = b. Por demostrar que ¢’ € g;*(fi(a)). En
efecto, gu(a) = (fi o P)() = fu(a) y asi ' € g7 (fa(a)). Simmilarmente,
v € g7 (fi(a)) porlo que @’ =¥ y P(a') = P(b) y asi a = b.

(2) Para fi(a) = fi(b) = q. Sean a’,b' € Y U Z tales que P(d¢') = a y
P(b') = b. Por demostrar que a’,b' € {Cl(q1),q} = g7 '(q). En efecto,
gi(a) = (fioP)(d) = fi(a) = qy asi € g;'(¢). Similarmente,
V' € g7 (q) por lo que P(a’) = P(V/) y asf a = b.
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Entonces f; es una funcién continua y biyectiva entre continuos por lo que
es un homeomorfismo y en consecuencia X es homeomorfo a (Y U Z')/ ~,

(vedse la Figura 2.15).

YUZ'/~

Figura 2.15: X homeomorfo a (Y U Z’)/ ~.

Veamos que los niveles de X son semi-Kelley. Sea p: C(X) — [0, 1] una
funcién de Whitney.

Caso 1: t > u(J);

Sea f : u~(t) — [~1,1] dada por f(A) =min (m(A)). f es una fun-
cién continua. Veamos que f es inyectiva. Sean A, B € p~'(¢) tales que
f(A) = f(B), entonces min (m(A))=min (m(B)). Seana € Ay b€ B,
m(a) =min (m(A)) y m1(b) =min (m(B)) por lo que 7 (a) = m(b).

Analizamos dos subcasos:

Subcaso 1: a € J; entonces A es homeomorfo a Yy, como m(a) = m(b),
b € J y por tanto B es homeomorfo a Y; Se sigue que A C B o
B C A. Asi, como p(A) = pu(B) se tiene que A = B.

Subcaso 2: a € X — J; y analizamos dos subcasos:

(21) ae X —Y; entoncesb € X —Y ya=">bporloque AC Bo
B C A. Asi, como u(A) = p(B) se tiene que A = B.

(2.2) a € R; entonces b € Ry a=bporloque AC Bo B C A.
Asi, como p(A) = pu(B) se tiene que A = B.

Asi, f es una funcién continua e inyectiva y dado que pu~*(¢) es com-
pacto, f es un homeomorfismo sobre su imagen. Luego, f(u~1(t))
es un subcontinuo no degenerado de [—1,1]. Asi, f(u~*(t)) es un
arco y, en consecuencia p~!(¢) es un arco. Dado que los arcos son
de Kelley, por la observacion 2.34 son semi-Kelley, es decir, en este

caso ' (t) es semi-Kelley.
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Caso 2: t < u(J);

Sean

A={AcCX):ANZ#0y u(Ad) =t}y
B={AecCX):ACY yu(A) =t}
Observemos que:

(a) p=(t) = AUB,

(b) B = ploiyy(t) v
(¢c) AnB ={FE}, donde E = gs para algin s € gr tal que u(F) = t.

Veamos que A es homeomorfo al intervalo [0,1]. Sea hy : A — [0, 1]
dada por hy(A) =2 — max(m(A)).

e hy es continua: Por ser composicion de funciones continuas.

e hy es inyectiva: Sean A, B € A tales que hi(A) = hy(B), entonces 2 —
max(my(A)) =2 — méax(me(B)) y asi max(me(A)) = méx(mae(B)).
Como ANZ#0,BNZ#0y pu(A) =t =u(B) < u(J) entonces
A=9pr"y B=pr*dondep €[1,2) y ' r* € (—1,2) por lo que
AC BoBCAyportanto A = B.

/

e hy es sobreyectiva: Observemos que hi(D) = 0 para D = ps/,
s € pq tal que w(D) =ty h(F) = 1. Asi, 0,1 € hy(A). Por
la Proposicién 1.50, A es un conjunto conexo y dado que h; es una

funciéon continua, entonces hi(A) es conexo en [0,1] y por tanto

hi(A) = [0,1].

Asi, hy es un homeomorfismo tal que hi(E) = 1.

Sea hy : B — Y un homeomorfismo tal que hy(E) = ¢ y sea
go: Y UZ — p~1(t) dada por:

) () siowe0,1]
ga() = { hyl(z) si z €Y.

Observemos que g, es es una funcién continua, sobreyectiva y constante
en cada fibra de P~!(z) y P es una funcién cociente. Luego, por el Teo-
rema 1.31, existe fo : (Y U Z')/ ~— p~'(t) funcién continua tal que
faoP = go. Dado que g5 y P son funciones sobreyectivas, entonces fo
es sobreyectiva. De manera similar a f; se demuestra que f5 es inyec-

tiva. Asi, fo es una funcién continua y biyectiva entre continuos y por
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tanto es un homeomorfismo y en consecuencia, p~*(t) es homeomorfo a
YuZz)/~.

Como ya vimos X es homeomorfo a (Y UZ')/ ~y p*(t) es homeomorfo
a (YUZ')/ ~, entonces 1~ (t) es homeomorfo a X. Por el Ejemplo 2.35,
X es semi-Kelley y asf 71(t) es semi-Kelley. Entonces se tiene que cada
nivel, ~1(t), es semi-Kelley y sin embargo, X no es de Kelley ( Ejemplo
2.22).






CAPfTULO TERCERO I —

Conclusiones

En este capitulo, mencionaremos algunos de los resultados que probamos en

el desarrollo de esta investigacion.

Hemos visto dos conceptos, continuo limite méaximo y continuo limite
maximo fuerte, y vimos la relacion que hay entre estos dos conceptos obte-
niendo que ser continuo limite maximo fuerte implica ser continuo limite
maximo y describimos un ejemplo que muestra que no todo continuo limite

maximo es continuo limite maximo fuerte (Ejemplo 2.4).

Posteriormente, dada la definicion de propiedad de Kelley, mostramos una
equivalencia que en ocasiones resulta mas sencillo para verificar cuando un
continuo satisface la propiedad de Kelley (o bien es un continuo de Kelley).
Este resultado corresponde a la Proposicion 2.17. La relacién de continuo de
Kelley y los conceptos de continuo limite maximo y continuo limite maximo
fuerte se tiene en el Teorema 2.26, que nos dice: X es un continuo de Kelley si
y solo si para cada subcontinuo K el iinico continuo limite maximo en K es K

mismo si y solo si el tnico continuo limite méaximo fuerte en K es K mismo.

El Lema 2.27 fue demostrado por Janusz J. Charatonik y Wlodzimierz
J. Charatonik en [6, Proposicién 3.15, pag. 77], sin embargo, damos una
demostracion mas completa a este resultado. Ademas, este lema nos permitié
dar una demostraciéon alternativa al Teorema 2.28 que fue demostrado por
Alejandro Illanes y Sam. B. Nadler, Jr. en [9, Teorema 50.4, pag. 277], este
resultado nos dice que la propiedad de Kelley es una propiedad secuencial
fuerte reversible de Whitney y como consecuencia se tiene que la propiedad de

Kelley es una propiedad reversible de Whitney, (Corolario 2.29).

Dado que la definiciéon de continuo semi-Kelley depende del concepto de
continuo limite maximo, el Teorema 2.37 nos da una equivalencia usando el
concepto de continuo limite maximo fuerte. Uno de los resultados importantes
de esta tesis es el Lema 2.38 que nos dice que si X es un continuo que no es

semi-Kelley, entonces este contiene un subcontinuo K que tiene dos continuos
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limites méaximos fuertes M y N no degenerados e incomparables, es decir,
M ¢ Ny N ¢ M. Cabe mencionar también que este Lema nos permitio
dar una prueba completa al Teorema 2.40, el cual fue demostrado por Alicia
Santiago e Ivon Vidal en [17, Teorema 3.1, pag. 155] y nos demuestra que
la propiedad de semi-Kelley es una propiedad secuencial fuerte reversible de
Whitney y en consecuencia es una propiedad reversible de Whitney, (Corolario
2.41).

Finalmente, damos ejemplo de un continuo X tal que todos sus niveles son
semi-Kelley y X no es continuo de Kelley, (Ejemplo 2.51), dando una respuesta
negativa a la siguiente pregunta: Sean X un continuo y p una funcién de
Whitney para C(X). Si {t,}, es una sucesién de nimeros positivos tal
que limt, = 0y u~1(t,) es semi-Kelley para cada n € N, jes X de Kelley?
(Ejemplo 2.51). Esta pregunta fue formulada en base a las generalizaciones
que demostraron Janusz J. Charatonik y Wlodzimierz J. Charatonik en [6] con

respecto a los resultados de Roger W. Wardle en [18].
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