Benemérita Universidad
Autonoma de Puebla

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Posgrado en Ciencias Matematicas

Potencias del Nticleo de Dirichlety
Aproximacion

TESIS

PARA OBTENER EL GRADO DE:

MAESTRO EN CIENCIAS MATEMATICAS

Presenta:

Lic. Jose Daniel Torres Campos

Director de Tesis:
Dr. Jorge Bustamante Gonzdlez

Puebla, Puebla. Julio 2024






Benemérita Universidad
Autonoma de Puebla

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Posgrado en Ciencias Matematicas

Potencias del Nticleo de Dirichlety
Aproximacion

TESIS

PARA OBTENER EL GRADO DE:

MAESTRO EN CIENCIAS MATEMATICAS

Presenta:

Lic. Jose Daniel Torres Campos

Director de Tesis:

Dr. Jorge Bustamante Gonzdlez

Puebla, Puebla. Julio 2024






DR. SEVERINO MUNOZ AGUIRRE
SECRETARIO DE INVESTIGACION Y
ESTUDIOS DE POSGRADO, FCFM-BUAP
PRESENTE:

Por este medio le informo que el C:
JOSE DANIEL TORRES CAMPOS

estudiante de la Maestria en Ciencias (Matematicas), ha cumplido con las
indicaciones que el Jurado le sefial6 en el Coloquio que se realizé el dia 14 de mayo
de 2024, con la tesis titulada:

Potencias del nicleo de Dirichlet y aproximacion

Por lo que se le autoriza a proceder con los tramites y realizar el examen de grado
en la fecha que se le asigne.

ATENT.A™ EeNT E.
H. Puebla de Z. a 3 de junio de 2024

DR. RAUL ESCOBEDO CONDE &b Ve
COORDINADOR DEL POSGRADO ’\ oy

v

EN MATEMATICAS. Sea
Facultad Av. San Claudio y 18 sur, edif. FM1
de Ciencias Ciudad Universitaria, Col. San
Fisico Matematicas Manuel, Puebla, Pue. C.P. 72570

(222) 229 55 00 Ext. 7550 y 7552






Agradecimientos

Al Consejo Nacional de Humanidades Ciencia y Tecnologia (CONAHCYT) por el
apoyo economico otorgado para concluir el posgrado. No. CVU 1138003.

Al Dr. Jorge Bustamante Gonzdélez, por haber aceptado dirigir esta tesis y a
su amplio conocimiento, paciencia, compresion y supervision para realizar este
proyecto de investigacion.

A mis sinodales Dr. Slavi$a V. Djordjevi¢, Dr. Juan Alberto Escamilla Reyna,
Dr. David Herrera Carrasco y Dr. Netzahualcdyotl Carlos Castafieda Roldén, por
haber dedicado tiempo en la revision de este trabajo y gracias a sus observa-
ciones y correciones realizadas lo favorecieron.

A todos los docentes con quien tuve el gusto de conocer y tomar cursos con
ellos, agradezco el que me otorgaran los conocimientos necesarios para realizar
esta tesis y dejaran en mi la inquietud e inspiracion para la investigacion.






Indice

ntroduccion
I Prelimi |
[1.1 Espacios” yseriesde Fourier| . . . ... ................
(.2 _Modulos de continuidad clasicosl. . . . . ... ... .o 0L
I3 ConvoluciOnl . . . v v v v v

(1.4 Operadores|. . . . ...

(1.5 Identidades trigonometricas| . . . . . . . . ... v v v v i e

[2  Sobre las potencias del nticleo|

[2.1 Segunda potencia del nucleo de Dirichlet. . . . ... ..... .. ..

[2.2  Tercera potencia del nucleo de Dirichlet . . ... ... ... ... ..

[2.3 Cuarta potencia del nacleo de Dirichletf . . . . .. ... ... ... ..

[3 Construccion de nuevos operadores|

[3.1 Operador Q| . . . . .

[3.2 Algunas representaciones| . . . . ... ... ... Lo ..

[3.3 Propiedades aproximativas| . . . . . . ... ... ..o

[3.4 Resultados principales|

Conclusiones

10

17
17
19
20
21
22
23
23

26
26
27
32

39
39
40
46
47

49

50



Introduccion

Esta tesis se relaciona con algunos problemas de la Teoria de la Aproximacién. En
particular, se enmarca dentro del estudio de la aproximacién de funciones reales
continuas y peridédicas con la ayuda de operadores lineales y positivos.

En el trabajo N denota a los niimeros naturales y Ny = N U {0}.

Mediante C,, denotamos al espacio de las funciones reales, continuas y 27-
periodicas con la norma del supremo. Esto es, si f € Coy,

I flloo= sup |f(x)].

—T<X=TT

Para 1 < p < oo, L” = LP[0,27] es el espacio de (clases de equivalencia de)
funciones 27-periddicas e integrables en el sentido de Lebesgue con la norma

1 T 1/p
||f||,,=(gf @) I”dt) .

Para simplificar pondremos

C27T’ si p =00,
XP =
L?, si  l<p<oo.

Un polinomio trigonométrico de grado no mayor que 7 es una funcion del
tipo

Y (acos(kx) + by sin(kx)).
k=0

Denotamos por T, ala colecciéon de todos los polinomios trigonométricos de
grado no mayor que n. Estoes T € T, si

10
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n

T(x)=)_ (akcos(kx) + bksin(kx)), 1)
k=0

donde ay, by € R.

A las aplicaciones lineales L, : X — T, les llamaremos operadores polino-
miales trigonomeétricos.

Recordemos que a cada funcién f € ! se le asocia la serie de Fourier

fx) ~ aoz(f) +) (ak(f ) cos(kx) + by (f) sin(kx)), )
k=1

donde

11" 11"
arx(f) = ;[ f(xX)costkx)dx 'y  bp(f)= ;f f(x)sin(kx)dx.
=7 =TT

Dada f € L' y n € N se define la suma parcial n-ésima de las series de Fourier
como

1 n
Snlfr0) =S a0()+ ) (ak(f) cos(kx) + bi(f) sin(kx)). 3)
k=1

Un resultado antiguo (debido a Dirichlet) asegura que la suma (3) se puede
representar en la forma

1 T
Sn(f,x) - fx+0Dnp()dr, 4)

donde D, (x) es el llamado el niicleo de Dirichlet de orden 7 y se define como

sin(2n+1)x/2) .
Dy(x) = - , (sin(x/2) #0). (5)
sin(x/2)

Un problema clésico, asociado a la Teoria de las Series, esta relacionado con
la convergencia de la serie (2). En 1873 du Bois-Reymond [8] presenté el primer
ejemplo de una funcion continua cuya serie de Fourier diverge. En 1923 Kol-
mogorov [13] demostré la existencia de funciones en L! tales que su serie de
Fourier diverge casi dondequiera, y en 1926 verific6 que existen funciones en
dicho espacio que divergen dondequiera [14].

Actualmente la existencia de funciones f € C,; cuya serie de Fourier diverge
se infiere de un teorema de Banach y Steinhaus conocido como el principio de
acotacion uniforme.
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Teorema 0.1 (Banach-Steinhaus) Sean E y F espacios de Banach y{L,}, L,,: E —
F una sucesion de operadores lineales y acotados. Para un operador L: E — F las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

(i) Para todo x € E,
lim ||L,(x)—L(x)|| =0.
n—o0

(ii) La sucesion {|| L, ||} estd acotada y existe un conjunto G denso en E tal que

lim IL,(y) - L) =0, 6)
paracaday € G.

;Como se relaciona el teorema anterior con las sumas parciales de las se-
ries de Fourier? Primero se verifica que, si para cada n € N consideramos a S, :
Can — Cy; definido por (), entonces se obtiene un operator lineal y continuo
cuya norma es

T

1
1Sulli=——| |Dxu(0)ldrt.
27 J—gn

Luego se prueba que existen constantes positivas C; y C» tales que

Ciln(n+1) < ISyl = CIn(n+1),

véase [5, p. 42]. Luego, segun el teorema anterior, existe al menos una funcién
continua tal que las sumas parciales de su serie de Fourier no convergen a la
funcién en la norma uniforme.

Aprovechamos el ejempo anterior para mostrar que las dos condiciones en
el Teorema son independientes. En efecto, si m e Ny T,, € T,,, entonces
Sn(Ty) = Ty, para toda n = m. Luego hay convergencia uniforme en un conjunto
denso (los polinomio trigonométricos).

Como las sumas parciales de las series de Fourier no se pueden utilizar para
aproximar a todas las funciones continuas, es l6gico intentar construir otras suce-
siones de operadores que tengan mejores propiedades aproximativas. En este
sentido, el primer resultado relevante se debe a Fejér (ver [9]) quien, en lugar de
las sumas parciales, consider6 las medias aritméticas de dichas sumas. Esto es,
defini6

1 n
on(f,x) = —— kzzosk(f, x), @)

(So(f,2) =1).
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En 1900 Fejér [9] demostr6 que, para toda f € Coy,

1im [107(f) = flloo = 0.

Un estudio mads detallado se present6 en [10]. Un resultado similar se prueba
en los espacios L”, pero ese tipo de problemas no los vamos a estudiar en este
trabajo.

Si, como es usual, definimos el nticleo de Fejér de orden n como
sin?((n+1)x/2)

(n+1)sin?(x/2)’
entonces los operadores (7) se pueden escribir en la forma

Fp(x) = (sin(x/2) #0), (8)

1 T
Un(f,x)=g fx+0F,(ndr. €)

Los resultados de Fejér motivaron la construccion de otras familias de ope-
radores con propiedades similares (véanse [5], [7] y [15]). Esos operadores no
seran estudiados aqui.

Recordemos algunos hechos relacionados con la discretizacion de integrales.

Desde el punto de vista del andlisis numérico, el célculo de integrales (como
las que aparecen en () y (9)) pueden ser complicado e involucrar grandes gas-
tos computacionales. Por ello algunos autores han buscado definir operadores
discretos, en el sentido de que no involucran integrales (por ejemplo, ver [3]).

Aqui recordaremos s6lo algunos ejemplos relacionados con nuestro proyecto
propuesto.

Parar eNy k € Z, denotemos

3 2k
S+

Xrk

Ademads, consideremos la normalizacion del nicleo de Dirichlet dada por

1
Dn(x) = mDn(x)-

Kis and Vértesi estudiaron en [12] los operadores

Kan(f,x)=4L2u3(f,x) —3Lapa(f,x), (10)
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donde

2n
Lni(f, %)= D}, (x— X201 f (X2m,1)- (11)
k=0

Notese que L,,; es una suma de Riemann de la integral

on | [OZhx=ndz.

Por otro lado Saxena and Srivastava en [19] consideron los operadores

25 32 10
Sen(f,x) = ?LZnA(f; xX)— ?LZn,5(f, X)+ glzn,s(f, X). (12)

De hecho, en [19] se estudié una modificacién para analizar funciones no
periddicas.

Buscando obtener operadores similares, pero con una mayor velocidad de
convergencia, en [2] se introdujeron los operadores

4n
Q3n(f, ) =Cn Y. fXan ) (D2 (X = Xan 1) + Do (X = Xan k), (13)
k=0
donde
_ 2n+1)°
2 +7n+2)dn+1)

Noétese que en (LI), y (13), realmente se estdn considerando potencias
del nicleo de Dirichlet. En y se utilizan otras notaciones, pero una ob-
servacion simple muestra que sus enunciados son equivalentes a los que hemos
presentado aqui. La pregunta es: ;Qué otras potencias del nticleo de Dirichlet se
pueden utilizar?

Los estudios dados en [2] nos permiten formular varias preguntas.

1.- ;Se pueden considerar otras combinaciones lineales de los operadores
(11), diferentes de los operadores y (I2), con similares propiedades aprox-
imativas?

2.- De las combinaciones lineales de los operadores (11), ;cudles conducen a
operadores lineales y positivos?

3.- En [2] s6lo se present6 un resultado del tipo directo. Esto significa que se
demostr6 una desigualdad del tipo
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2
103, ~2Qan() + FI = 1dwa £, ——) (14)

donde w»(f,t) denota al médulo de continuidad usual de segundo orden. Se
necesita encontrar un resultado inverso. ;Se pueden utilizar los operadores Qs
para caracterizar a todas las funciones f € C,; que satisfagan la condicion

wy(f, 1) < Crt?,

0 < a = 2? Dicho en otros términos, se quiere verificar si es cierta la afirmacién
siguente: wz(f, ) < Crt® siy solo si existe una constante C tal que

2 2 < Ky
105, (f) —2Qsn (N + fll = pr
Aqui Cry Ky son constantes que dependen de f.

En la investigacion se buscard dar respuestas (al menos parciales) a algunas
de las preguntas formuladas més arriba.

Las técnicas introducidas por el director en [2] son novedosas y evidencian
que se pueden aplicar en otras situaciones. Esto asegura que se pueden encon-
trar algunas respuestas a las preguntas 1.- y 2.-.

Esta investigacion tiene como objetivo extender los estudios realizados por
Kiss-Vértesi [12], Saxena-Srivastava [19] y recientemente Bustamante [2], para asi
contribuir al desarrollo de la teoria de la aproximacién mediante la introduccién
de nuevos operadores polinomiales lineales y positivos, definidos con la ayuda
de discretizaciones de potencias del niicleo de Dirichlet, relacionados con las
funciones continuas 27-periddicas.

El primer Capitulo estd dedicado a recordar algunos conceptos muy usados
en la Teorfa de la Aproximaciéon, ademds de representar algunas férmulas las
cuales serdn utiles para los célculos y construccion de los operadores incluidos
en los capitulos siguientes.

Para lograr los resultados que deseamos se necesitan tener representaciones
precisas del desarrollo en series de Fourier de las potencias del nticleo de Dirich-
let. De hecho, como se verd en el tercer Capitulo, necesitamos conocer con exac-
titud los coeficientes de Fourier de grado menor o igual que n. Los cédlculos pre-
sentados en el Capitulo dos no son realmente complicados pero si largos y te-
diosos. Eso explica por qué no consideramos potencias muy altas del ntcleo de
Dirichlet.

En el tercer Capitulo se presentan los resultados principales, para ello se siguen
los pasos siguientes.

1.- Paradefinir operadores discretos, utilizando férmulas de cuadratura apropia-
das, se definen los operadores Qyy,.



16

2.-

Indice

Para simplificar las demostraciones se introducen los operadores Mg,
con k € {2,3,4}. En particular se obtienen representaciones explicitas de
como transforman estos operadores a los polinomios trigonométricos de
grado menor o igual que n (véanse las Proposiciones[3.2} 3.3]y[3.4). Aqui
es donde esencialmente se usa el hecho de que conocemos la forma de los
coeficientes de Fourier de las potencias del niicleo de Dirichlet hasta el 61-
den 4. Nétese que en los resultados dados en esas proposiciones aparecen
distintas derivadas de los polinomios y sus conjugadas. Esa es la razon por
la cual en los Preliminares se incluy6 la Proposici6n (1.6}

Finalmente, en el Teorema[3.1]se demuestra el resultado principal. Esto es
para f € Cy; y para toda n € N se cumple que

4 T
1Qun(f) = £ < En(f) + 50 (f,ﬁ).



Capitulo 1

Preliminares

A continuacién incluimos algunas definiciones y resultados fundamentales de
la Teoria de la Aproximacién que nos ayudaran a simplificar la presentacion de
nuestro trabajo.

1.1 Espacios L’ y series de Fourier

Sea Cy; el espacio de todas las funciones continuas y 2z-periddicas. En este es-
pacio consideramos la norma uniforme o norma del supremo, para f € Cy

I flloo= sup [f(x)]. (1.1)

—MI<SX<T

Dada 1 < p < oo, denotamos por L” al espacio de clases de equivalencia
de funciones 2n—periddicas f tales que |f(#)|P es integrable en el sentido de
Lebesgue. En dicho espacio consideramos la norma

1 b4 1/p
||f||p=(§f_n|f(l‘)|pdt) . (1.2)

Si f €L}, la serie (formal) de Fourier se define como

ap(f) &

fo)~ = +Z(ak(f)cos(kn)+bk(f)sin(k7r)), (1.3)
k=1

donde ai(f), br(f) son llamados coeficientes de Fourier y estdn dados por

1 b/
ar(f) = - f(x)cos(kx)dx (1.4)
=7

17



18 Capitulo 1. Preliminares

bi(f) = % f(x)sin(kx)dx. (1.5)

Si f es una funcién par, se puede probar que, para toda n € N, b,(f) =0,
luego, su serie de Fourier no contendrd términos con senos. Si f es una funcion
impar para toda n € Ny, a,(f) =0, luego su serie de Fourier no contendré térmi-
Nnos COSenos.

En particular, si k, m € N, entonces
T
f sin(kx) cos(mx)dx = 0. (1.6)
=7
Por otro lado, utilizando la férmula trigonométrica conocida para el cos(2x),

1 (" 1 "1 27 1 ("
—f cosz(jx)dx:—f de:— ldx =1, 1.7)

TJ-m TJ—m 2 277: -7
mientras que, como cos(jx) y sin(jx) son 2x-periodicas, un célculo directo da

11" 11"
—f cos(jx)dx = —f sin(jx)dx =0.
T J-7 nTJ-n

Esto dice que la coleccion de las funciones {1, sin(kx),cos(mx) :k,me I\Io} es
un sistema ortogonal.

Usualmente, la suma parcial de orden n de la serie de Fourier de f se define
como

ao(f)

Su(f,x)= — + Z (ak(f) cos(kx) + by (f) sin(kx)). (1.8)
k=1

Si T estd dado por (I), el conjugado de T se define como
- n
Tw=Y (— b cos(kx) + ay sin(kx)). (1.9)
k=1

Una forma equivalente a (I) y (1.9) es

n
T(x)=) Aj(T,x) (1.10)
j=0
y n
T(x)=) A;(T,x), (1.11)

j=0
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donde

A;j(T,x) =ajcos(jx)+bjsin(jx) y Z}(T,x):—bkcos(kx)+aksin(kx).

Denotamos al operador diferencial por D’. Esto es, si f es r-veces continua-
mente diferenciable

D' f=f", (1.12)

1.2 Mobdulos de continuidad clasicos

Para f € Cy; y h >0, el operador traslacién T}, : Co — Coy se define como

Th(f,x) = f(x+ h).

Si r es un entero positivo, f € C,y, para ¢ > 0, el médulo usual de continuidad de
orden r de f se define por

w;(f, 1) = sup A} f(x)], (1.13)
he(0,1]

donde

AT F(x) = kio(—l)r‘k(;) fx+kh) =(T,-D" f(x),
I es el operador identidad;r T}, es el operador traslacion.
Cuando r =1 escribiremos w(f, t) en lugar de w, (f, t).
Se conoce que el médulo de continuidad tiene las propiedades siguientes (ver
[22] p. 103-104]).

Proposicion 1.1 Para f € Co; y 1 € N se cumple lo siguiente.

(i) Lafuncional w,(f,t) esno decrecientey continuacomo funciéndet. Ademds
lim w,(f, 1) =0.
=0+ !
(ii) Si t1,t, >0, entonces
wr(f) tl + t2) = wr(f; tl) +wr(f; t2)-

(iii) Si A>0yt>0, entonces

wi‘(f)ﬂ/t) = (A/_'_ 1)rwl’(fr t)-
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(iv) Si 0< 1 < tp, entonces
6w (f, ) <277 0, (f, 1),

Ladltima propiedad en la afirmacion 1. es importante cuando se desea acotar
el error de un proceso de aproximacién como se verd en el Teorema|3.1

Teorema 1.1 (ver [20, p. 55]) Si f € Cy; tiene segunda derivada continua, en-
tonces

w>(f, 1) < 1 FP).

El Teorema |1.2| no estd explicitamente incluido en [5] pero se infiere de los
célculos dados en [5, p. 70].

Teorema 1.2 SineN, f e Co; yo, es el operador de Fejér, se cumple que

3+2v2 7
I =on(Pll = wz(f,ﬁ),

donde w,(f, t) estd definido en (1.13) conr =2.

1.3 Convolucion

Si f,g€l!, se define la convolucién de fy g como (ver [5, p.10])

1 T
(f*g)(x)=§f fx—y)gy)dy. (1.14)

Entre otras, la convolucion tiene las propiedades siguientes (ver [5, p. 10] y
[23} p. 36-37] ).

Proposicion 1.2 Sif,g,he L', a,beR, entonces

(i) Si f €lLP ygell, entonces (f * g)(x) existe casi donde quiera como una
integral absolutamente convergente, f x gelLP, y

If*gllp=Iflplglh.

(ii) Conmutatividad:
fxg=8*f.
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(iii) Asociatividad:
frx(g*xh)=(f*g)*h.

(iv) Linealidad:
(af +bg)*xh=al(f = h)+b(g*h).

(v) Regla de derivacion:

D(fxg)=Df*g=f=*Dg.

1.4 Operadores

En este trabajo utilizamos los siguientes operadores conocidos en la Teoria de
Aproximacion.

A) Se define al ntcleo de Dirichlet de orden n como (ver [17, p. 150])

Dy =142 3 cos(in) = S22 Dx/2)

) 2jm,jeZ 1.15
=1 sin(x/2) X#2T ] € ( )

yD,(x)=2n+1, x=2jn,je”Z.

Se conoce que las sumas parciales de las series de Fourier se pueden escribir
en términos de convoluciones con el nicleo de Dirichlet en la forma (ver [5, p.
42])

1 T
Salf0)=5- | flx=0Da(dr. (1.16)

Para nuestro propésito es conveniente normalizar el nicleo de Dirichlet de la
forma siguiente

1

B) Si felL!y S,(f) es la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f, la
suma de Fejér de orden n de f se define como

1 n
on(f,x) = mkzzosk(f,x). (1.18)

El nucleo de Fejér de orden n se define como



22 Capitulo 1. Preliminares

n k
Fpx)=1+2) (1—n+

)cos(kx). (1.19)
k=1 1

Se conoce que (ver [5} p. 43])

F,(x) =

1 (sin((n +1)x/2)

2
) , sin(x/2) #0 (1.20)
n+1

sin(x/2)
y Fp(x)=n+1,sisin(x/2) =0.

En términos de convoluciones (1.18) se puede escribir de la forma (ver [5} p.
43])

1 b/
on(f, 0= | flx-nF,0dt. (1.21)
-7

Se sigue de (1.19) y (1.2I) que, para cada n € Ny, 0, es un operador lineal
positivode L' a T,.

1.5 Identidades trigonométricas

Recordemos algunas de las identidades trigonométricas que serdn utiles mads
adelante.

Para todo a, b, x € R, se tiene

. . . (a+Db a—b
sma+smb:251n( )cos( 5 ),

2
. . a+b) . (a-Db
sina—sinb =2cos sin ,
2 2
a+b a—->b
cosa+cosb=2cos > cos 5| (1.22)
. . (a+b\ . (a-Db
sina —cos b =2sin sin ,
2 2
sin(2x) = 2sinxcos x, cos(2x) = cos? x —sin® X,
2 1 +cos(2x) . 2 1 —cos(2x)
cos“" x=———— y sin“x=————

2 2
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1.6 Formulas de cuadratura

Un método usado para la construccion de operadores es el uso de féormulas de
integracion numérica (también llamadas de cuadratura). Estas son de la forma

b n
f fodx=) Aif(x), (1.23)
a i=0

donde los x; son n+1 puntos distintos (0o nodos) pertenecientes al intervalo [a, b]
ylos A; son coeficientes reales (denominados pesos).

Para este trabajo son importantes las féormulas de cuadratura como la (1.23)
que se conviertan en identidades cuando se le aplican a polinomios trigonomé-
tricos de un grado fijo. En particular, haremos uso del resultado siguiente.

Proposicion 1.3 ([7, p. 20]) SixeR, neNyT e T,, secumple que

1 (7 1 & 2kn
— T(t)dt:—ZT(x+—).
27 J—n n+1,= n+1

1.7 Derivadas de polinomiosyla mejor aproximacion

Recordemos un resutado demostrado en [2] relacionado con los polinomios con-
jugados.

Lemal.l SiT €T, estddado por (1.10) y W = DT, entonces

n n
w=)Y jA;D), D*T=-Y j*A;(D),
j=1 j=1
DW =-D*T y D(D?T) = D°T.

Para pasar de los polinomios de grado no mayor que 7z a funciones continuas
arbitrarias necesitamos algunos resultados conocidos.

Proposicion 1.4 (ver [2]) Si n € N, 0, es el operador de Fejér, T € T, y T es el
conjugado de T (ver (1.9))

DT=(n+1)(I-0,)T y D3T=m+1)I-0,)(D*T).

Dada f € C,5, para cada n € Ny, se define la mejor aproximacion de orden n
mediante la expresion
En(f)= inf [|f=TI.
TeT,
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Se sigue de un teorema de Weierstrass que

r}ggoEn(f) =0.

Por otro lado, se conoce que (ver [17, p. 64 y 70]), para cada f € C,, existe (y
es unico) el polinomio de la mejor aproximacion. Esto es, existe T, € T, tal que

E,(f)=If—-Txll. (1.24)

A T, se le llama el polinomio de la mejor aproximacion de grado n para f.

Teorema 1.3 (ver [11, Teorema 2.5])

5 27 5 b/
E,(f) Séwz(f»m) Siwz(f’ﬁ)’

En algunos casos, para estimar el error ||L(f) — f|l, donde L es un operador
lineal y acotado, utilizamos la idea siguiente

IL(f) = fl = IL(f = Tp) = f + Tn + L(Ty) — Tyl

< 2|ILINf = Tall + I L(Tn) — Thll.

Frecuentemente, tomaremos a T, como el polinomio de la mejor aproxi-
macién de f de grado n. En tal caso una buena desigualdad se obtiene utilizando
el Teorema Nos quedaria trabajar con || L(T;) — T, |l. En nuestro estudio L se
cambia por una sucesion de operadores Qg, que serdn definidos en el Capitulo
Esto explica por qué dedicamos un tiempo a estudiar el comportamiento de
dichos operadores en los polinomios trigonométricos de grado menor o igual a
n. En la Proposicién se prueba que dicha diferencia se puede escribir us-
ando diversas derivadas de los polinomios. Luego, necesitamos resultados que
nos permitan pasar de las derivadas de los polinomios a la funcién original. Esto
se da en los resultados siguientes.

Proposicion 1.5 (ver [2]) Sir,neN, f € Co, y T € T}, entonces

1 r 1 b4
DT = o, (£, 2] +1f = Tall.

Haremos uso de los siguientes resultados.
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Proposicién 1.6 (ver [2, Prop. 2.3]) Si f € Coy, Te T, yEn(f) =T - fl, entonces
1 /4
2 2|2 T
ID Tnsrz(4au(f,n)+lzxfﬂ,
1 /4
3 312 T
ID Tnsrz(4au(f,n)+lzxfﬂ,

ID3 T < 2n%(n+1) (lwz (f, E) +En(f))
4 n

1 T
n#ms#&mvghaﬁﬂ



Capitulo 2

Sobre las potencias del niicleo

En este Capitulo obtendremos representaciones de las potencias del ntcleo de
Dirichlet de orden no mayor que cuatro.

Por convenio, consideramos que

b
Y alk)=0, si b<a. 2.1)
k=a

2.1 Segunda potencia del niicleo de Dirichlet

Como D? € T,, y es un polinomio par, queremos encontrar los coeficientes de
Fourier p,, 2 (k) tales que

2n
D(x)= Y pn2(k) cos(kx). (2.2)
k=0

Teorema 2.1 ParatodaneN yxeR, secumple que
2n

DE(x)=2n+1+2Y (2n+1- k) cos(kx). 2.3)
k=1

Demostracién. Segun (1.19) y (1.20), si F»,(x) es el nticleo de Fejér, entonces

D? in?((2n +1)x/2 2n
n(0) _ sin”(( n+ 2)x/ ) B =142Y (1_ k )cos(kx),
2n+1  (2n+1)sin“(x/2) =1 2n+1

26
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luego
2n
D,zl(x) =2n+1+2 Z (Zn +1- k) cos(kx).
k=1

O

Esto es, los operadores de Fejér estdn asociados a la segunda potencia del
nucleo de Dirichlet.

2.2 Tercera potencia del niicleo de Dirichlet

Como D3 € T3, y es un polinomio par, queremos encontrar los coeficientes de
Fourier p,, 3(k) tales que

3n
D} (%)= ) on3(k) cos(kx). (2.4)
k=0

En [2] el autor describi6 los coeficientes g, 3(k), pero sélo para k < n. En esta
seccion los presentamos todos.

Lema2.1 SineNya(k)=p,2(k) (0<k<2n), para toda x € R se tiene que

2n n n n-1(n-m n+m
Y a(k)) cos((i-k)x)=) ak)+ ) (Z alk)+ ) a(k))cos(mx)
k=1 i=1 k=1 m=1\ k=1 k=m+1
2n-1 2n
+ ) ( Y a(k)cos(mx)).
m=n\k=m+1

Demostracion. Notese que

2n n n [2n
Y a(k)) cos((i-kx)=) (Z a(k) cos((i — k)x))
k=1 i=1 i=1\k=1

n i n 2n
=) (Z a(k) cos((i — k)x)) +) ( Y a(k)cos((k- l')x))
=1

i=1\k i=1\k=i+l

n [i-1 n (2n-i
= Z ( Z a(i—m) cos(mx)) + Z ( Z a(i+m) cos(mx)).
i i=1

m=1

Casol.Sin=1,

2

Y a(k) ) cos((i—k)x) = a(0) + a(2) cos(x)

k=1 i=1
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y esta expresion coincide con la férmula anunciada (ver (2.1)).

Caso2.Sin>1,

n (2n—i

2n n n [i-1
Y a(k)) cos((i-k)x)=)_ ( Y. a(i-m) cos(mx)) + ( Y a(i+m) cos(mx))
- i=1

k=1 i=1 m=0 i=1\m=1

n-1 n n (n-1
=) ( Y a(i—m))cos(mx)+z ( Y a(i+m)cos(mx))
m=0\i=m+1 i=1\m=1
n (2n—i
+) ( Y a(i+m) cos(mx))
i=1\m=n
n-1 n n-1(n
= ( Y a(i—m))cos(mx)+ Y (Z a(i+m))cos(mx)
m=0\i=m+1 m=1\i=1
2n—1 (2n-m
+ ) ( Y a(i+m))cos(mx)
m=n\ i=1
n-1[{n-m n—-1 n+m 2n—1 2n
= ( a(k))cos(mx)+ Z( Z a(k))cos(mx)+ Z ( Z a(k)cos(mx))
m=0\ k=1 m=1\k=m+1 m=n \k=m+1
n n-1(n-m n+m 2n—1 2n
=Y ak)+ ) (Z al)+ ) a(lc))cos(mx)+ Y ( Y a(k)cos(mx)).
k=1 m=1\ k=1 k=m+1 m=n \k=m+1
O

Notese que, si n =1, de acuerdo con (2.1), la primera suma en la parte derecha

del Lemal[2.2]se elimina.

Lema2.2 SineNya(k)=p,2(k) (0 <k <2n), para toda x € R se tiene que

n n m—1
Zcos((i+k)x)) = Z (Z a(k))cos(mx)

2n
Z a(k) (

k=1 i=1 m=2\ k=1
2n m-—1 3n 2n
+ Z ( Z a(k))cos(mx)+ Z ( Z a(k))cos(mx).
m=n+1\k=m-n m=2n+1\k=m-n

Demostracién. Consideramos las identidades siguientes

2n n n [2n
Y a(k) (Z cos((i + k)x)) =) (Z a(k) cos((i + k)x))
i i=1

k=1 i=1 k=1
n+1 2n 2n+i

n 2n+i n
= Z ( Z alm-—1i) cos(mx)) = Z {( Z + Z + Z )a(m— i) cos(mx)}
i=1 m=i+1 m=2n+1

m=i+1 m=n+2
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n+l (m-1 2n n
=) (Z a(m—i))cos(mx)+ Y (Z a(m—i))cos(mx)

m=2\i=1 m=n+2\i=1

m=2n+1\i=m-2n

3n n
+ ) ( > a(m—i))cos(mx)

n+l (m-1 2n m—1
= Z (Z a(k))cos(mx)+ Z ( Z a(k))cos(mx)

m=2\ k=1 m=n+2 \k=m-n

3n 2n
+ ) ( Y a(k))cos(mx)

m=2n+1\k=m-n

n m—1 2n m—1
Z(Z a(k))cos(mx)+ Z ( Z a(k))cos(mx)

m=2\ k=1 m=n+1\k=m-n

3n 2n
+ ) ( Y a(k))cos(mx),

m=2n+1\k=m-n

y se tiene el resultado anunciado. O

Proposiciéon 2.1 Sin=2ya(k) = pn2(k) (0 <k <2n), para toda x € R se tiene que
n n n-m n+m
D)= alk)+ Y, {( Y o+) )a(k)}cos(mx)
k=0 m=1 [\ k=0 k=0

2

n+m 3n 2n
+ ( Y a(k))cos(mx)+ Y ( > a(k))cos(mx).
+1

S

Il
S

m k=m-n m=2n+1\k=m-n
Demostracion. Se sigue de los Lemas|2.1]y[2.2]que

2n

D3 (x) = D%(x)Dp(x) = (Z a(k) cos(kx)) (1 +ZZ cos(lx))

k=0

= Z a(m) cos(mx) +2 Z a(k) (Z cos(ix) cos(kx))
m=0 k=0 i=1
2n

= Y a(m)cos(mx) +2a(0) Z cos(ix) +2 Z a(k) Z cos(ix) cos(kx)
m=0 i=1 k=1 i=1

n 2n
=a(0)+ Y_ (2a(0)+a(m))cos(mx)+ Y a(m)cos(mx)

m=1 m=n+1

2n n
+ Y a(k) ) (cos((i — k)x) +cos((i + k)x))
k=1 i=1
n 2n
=a(0)+ )_ (2a(0)+a(m))cos(mx)+ Y a(m)cos(mx)

m=1 m=n+1
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n n-1 (n-m n+m
+) alk)+ ) (Z alk)+ ) )a(k) cos(mx)
k=1 m=1\ k=1 k=m+1

2n—1 2n n m—-1
+ Z ( Z a(k))cos(mx)+ Z (Z a(k))cos(mx)

m=n\k=m+1 m=2\ k=1

2n m—1 3n 2n
+ ) ( Y a(k))cos(mx)+ Y ( Y a(k))cos(mx)

m=n+1\k=m-n m=2n+1 \k=m-n

n+l1

n n-1
=Y ak)+ (Za(O) +a)+ ) ak)+ ) a(k))cos(x)

k=0 k=1 k=2

n—1 n-m n+m m—1
+ ) (2a(0)+a(m)+ Y oak)+ ) ak)+ ). a(k))cos(mx)

m=2 k=1 k=m+1 k=1

2n m—1

+(2a(0)+a(m)+ Y al+ ) a(k))cos(nx)

k=m+1 k=1
2n—1 2n m—1

+ ) (a(m)+ Y ak)+ ) a(k))cos(mx)

m=n+1 k=m+1 k=m-n

2n—1

3n 2n
+(a(2n)+ Z a(k))cos(an)+ Z ( Z a(k))cos(mx)

k=n m=2n+1\k=m-n

n n—1 n+l
=Y a(k)+ (Z ak)+ ) a(k)) cos(x)

k:O k:O k:O

n n-m n+m 2n n+m
+ ) {( Yo+ Y )a(k)}cos(mx)+ Y ( Y a(k))cos(mx)

m=2 k=0 k=0 m=n+1\k=m-n

3n 2n
+ ) ( Y a(k))cos(mx)

m=2n+1\k=m-n

n n n—-m n+m
=Y ak)+ Y. {( o+ ) )a(k)}cos(mx)

k=0 m=1 k=0 k=0

2n n+m 3n 2n
+ ) ( > a(k))cos(mx)+ Y ( Y a(k))cos(mx).

m=2n+1\k=m-n

|

Verifiquemos que de la Proposicién[2.1] se obtienen los resultados similares
alos dados en [2} Proposicion 3.5].

Teorema2.2 Sin=2yxeR, setiene que
n
D‘:’l(x) =3n°+3n+1+2 Z Bn®+3n+1-k*cos(kx) + T35 (x),
k=1

donde Ts;, € T3, ¥, siendo Sy la suma parcial de Fourier de orden k, se cumple que
Sx(T3,) =0, para0 < k < n. En particular
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3n®+3n+1, si k=0,
23n%+3n+1-£k?), si 1<k<n,

©n,3(k) =1 (2.5)
22n+1)(2n+1)-k), si n<k<2n,
22n+1)%2+n?2+n-32n+Dk+k? si 2n<k<3n.

Demostracion. Utilizando los coeficientes descritos en (2.3) obtenemos

n n n
Y oak) = ) on2k) = 2n+1+42) 2n+1-k)
k=0 k=0 k=1

= 4n’*+4n+1-n*-n = 3n°+3n+1.

Para las sumas en la parte derecha de la ecuacion dada en la Proposicién
consideramos varios casos.

Sil=m<n,

n—-m n+m n+m
(Z Z)a(k) 2(2n+1)+22(2n+1 K+2 ) @2n+1-k)
k=0 k=0 k=1 k=1

=2@2n+1)1+n-m+n+m—-m-mm-m+l)—-(n+mm+m+1)
:2(2n+1)2—(n—m)z—(n—m)—(n+m)2—(n+m)

2_n?-2nm-m®-2n

=8n%+8n+2-n*+2mn-m
=6n°+6n+2-2m*=2@n*+3n+1-m?.

Mientras que, para n < m < 2n,

n+m n+m m-— n+rm m—n—1
> a(k)—(z Z )a(k):(Z— Y )2(2n+1—k)
k=m-n k=1 k=1
=2@2n+1)(n+m-m+n+l)—-(n+mm+m+1)+(m—-—n—-1)(m—-n)
=22n+1)?-m+mP?-m+n)+m-n?-m-n)
:2(2n+1)2—n2—2nm—m2+m2—2mn+n2—2m
=2(2n+1*-m@2n-1)=22n+1)(2n+1)-m).

Por ultimo para2n < m < 3n,
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ZXn: a(k) = (ZXn: —m_i_l) a(k) = (% —m§_1)2(2n+ 1-k)

k=m-n k=1 k=1 k=1 k=1
=22n+1)2n-m+n+1)-2n2n+1)+(m-n)(m-n-1)
=2@2n+1)?-2@n+1)(m-n)-2n2n+1)+(m-n)*-(m-n)
:2(2n+1)2—2n(2n+1)—2(2n+1)(m—n)+m2—2mn+n2—m+n
=2@n+1)?+n*+n—-4amn-2m+m?-2mn—-m

=22n+12%+n*+n-3m@2n+1)+m?.

2.3 Cuarta potencia del niicleo de Dirichlet

Como D? € T4, y es un polinomio par, queremos encontrar los coeficientes g, 4 (k)
tales que

4n
Dy (x) =) ona(k)cos(kx). (2.6)
k=0

Intentaremos representar a los coeficientes g, 4 (k) en términos de p, 3 (k) (ver

2.9).

Lema2.3 Sin=2yb(k)=p,3(k) (0<k<3n), paratoda x € R se tiene que

3n n n n n—-m n+m
Y bk)) cos((i-Kk)x)=) b))+ ), {( Yo+ )b(k)}cos(mx)

k=1 i=1 i=1 m=1 k=1 k=m+1

2n n+m 3n-1 3n
+ ) ( Y b(k))cos(mx)+ Y ( Y b(k))cos(mx).

m=n+1 \k=m+1 m=2n+1\k=m+1

Demostracion. Notese que

n n [3n
Z b(k) )  cos((i —k)x) = Z (Z b(k) cos((i — k)x))

k=1 i=1 =1\k=1

i n 3n
(Z b(k) cos((i — k)x)) +y ( )" b(k)cos((k— i)x))

k=1 =1\k=i+1

Il
M=

n (3n—i
( b(i—m) cos(mx)) + Z ( Z b(i+m) cos(mx))
1 \m=0

i=1\m=1

~.
—

[
™=

i
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n i—1
=b() + Z b(i) + Z ( Y. b(i—m) cos(mx))

i=2\m=1

n n 2n-1 3n—i
+Z{(Z bG+m)+ Y bli+m+ ), b(i+m))cos(mx)}

i=1 m=1 m=n+1 m=2n

n n—1 n n
=) b+ ) ( > b(z—m))cos(mx)+ > (Z b(i+m))cos(mx)

m=1\i=1

3n—-1 (3n—-m
b(i+m))cos(mx)+ Y (Z b(i+m))cos(mx)

m=2n\ i=1

n n-1 (n-m n n+m
=Y bk)+ (Z b(k))cos(mx)+ Y ( > b(k))cos(mx)
k=1 m=1\ k=1 m=1\k=m+1
2n-1

n n+m 3n-1 3n
+ Z ( Z b(k))cos(mx)+ Z ( Z b(k))cos(mx)
m=n+1 \k=m+1 m=2n\k=m+1

n n—1 n+m 2n
=Y bk)+ {( Yo+ ) )b(k)}cos(mx)+( Y b(k))cos(nx)

k=1 m=1 k=1 k=m+1 k=n+1

n+m

2n 3n-1 3n
+ Z Z b(k))cos(mx)+ Z ( Z b(k))cos(mx)

m=n+1 \k=m+1 m=2n+1\k=m+1

_ glb(k)+ y {( Sy )b(k)}cos(mx)

m=1 k=1 k=m+1

2n n+m 3n—1 3n
+ Z ( Z b(k))cos(mx)+ Z ( Z b(k))cos(mx),

m=n+1 \k=m+1 m=2n+1 \k=m+1

donde consideramos el convenio establecido en (2.1). O

Lema2.4 Sin=2yb(k)=p,3(k) (0<k=<3n), paratoda x € R se tiene que

3n n n (m-=1
Y b(k)(z cos((i+k)x)) =) (Z b(k))cos(mx)

k=1 i=1 m=2\ k=1

1

2n m-—1 3n m
+ ) ( > b(k))cos(mx)+ Y (kz
m

m=n+1\k=m-n m=2n+1

b(k)) cos(mx)

n

4n 3n
+ ) ( Y b(k))cos(mx).

m=3n+1\k=m-n

Demostracion. Considerando las identidades siguientes

3n n n n
Y b(k) (Z cos((i + k)x)) =) (Z b(k) cos((i + k) x)
k=1 i=1 i=1\k=1
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3n+i
= Z( Y b(m—i)cos(mx))

m=i+1

n n+l1 3n 3n+i

=)< >+ Z + Y + > |b(m-i)cos(mx)
i=1 m=i+1 m=n+2 m=2n+1 m=3n+l

n+l (m-1 2n n
=) (Z b(m—z))cos(mx)+ Y (Z b(m—i))cos(mx)

m=2\ i=1 m=n+2\i=1
3n n 4n n
+ ) (Z b(m—i))cos(mx)+ > ( Y b(m—i))cos(mx)
m=2n+1\i=1 m=3n+1\i=m-3n

n+l [m-1 2n m—1
=) (Z b(lc))cos(mx)+ Y ( Y b(k))cos(mx)

m=2\ k=1 m=n+2 \k=m-n

m=2n+1 \k=m-n m=3n+1 \k=m-n

3n m-—1 4n 3n
+ ) ( Y b(k))cos(mx)+ > ( Y b(k))cos(mx)

m-1 2n m—1
= Z (Z b(k))cos(mx)+ Z ( Z b(k))cos(mx)
m=2\ k=1 m=n+1\k=m-n
3n m-1 4n 3n
+ ) ( > b(k))cos(mx)+ Y ( Y b(k))cos(mx),
m=2n+1\k=m-n m=3n+1 \k=m-n
y se tiene el resultado anunciado. O

Proposicion 2.2 Sin=2yb(k) = pp,3(k) (0 < k <3n), para toda x € R se tiene que

m=1 k=0 k=0

n+m
Dy (x) = Z b(k) + Z {( Y + ) )b(k)}cos(mx)

2n n+m an 3n
+ Z ( Z b(k))cos(mx)+ Z ( Z b(k))cos(mx).

m=n+1\k=m-n m=2n+1\k=m-n

Demostracion. Se sigue de los Lemas[2.3]y[2.4que

k=0 i=1

3n n
D} (x) = D3 (x) Dy (x) = (Z b(k) cos(kx)) (1 +23) cos(ix))

= Z b(m) cos(mx) +2 Z b(k) (Z cos(ix) cos(kx))

m=0 k=0 i=1

3n n 3n n
= ) b(m)cos(mx)+2b(0) Y cos(ix)+2 )Y_ b(k) ) _ cos(ix)cos(kx)
m=0 i=1 k=1 i=1

3n
=b(0) + Z(Zb(0)+b(m))cos(mx)+ Y b(m)cos(mx)

m=1 m=n+1
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3n n
3 b)Y (cos((i — b)) + cos((i + k)|
k=1 i=1

n n 3n
=Y bk)+ Z (2b(0) + b(m)) cos(mx)+ Y b(m)cos(mx)

k=0 m= m=n+1

n -m n+m 2n n+m
Z{(Z Y )b(k)}COS(mxH > ( Y b(k))cos(mx)

k=1 k=m+1 m=n+1\k=m+1

3n-1 n m-1
( Z b(k))cos(mx)+ Y (Z b(k))cos(mx)
m= 2n+1 k=m+1 m=2\ k=1

3n m-—1
+ Z ( Z b(k))cos(mx)+ Y ( > b(k))cos(mx)

m=n+1\k=m-n m=2n+1 \k=m-n

4n 3n
+ ) ( > b(k))cos(mx)

m=3n+1\k=m-n

n+1
= Z b(k) + (2b(0) +b(1) + Z b(k)+ ) b(k))cos(x)

k=0 k=1 k=2
n+m m—1
+ Z (2b(0)+b(m)+ Z b(k)+ Y b+ ) b(k))cos(mx)
k=1 k=m+1 k=1

2n n+m m-1
+ Z (b(m)+ Z b(k))cos(mx)+ Z b(k) cos(mx)

m=n+l k=m+1 k=m-n

3n-1 m-1
+ ) (b(m)+ Z b(k))cos(mx)+ Y b(k)cos(mx)

m=2n+1 k=m+1 k=m-n

k=2n m=3n+1\k=m-n

3n-1 4n 3n
+(b(3n)+ > b(k))cos(Sn)+ Y ( > b(k))cos(mx)

n+l
= Z b(k) + (Z bk)+ Y. b(k))cos(x)

k=0 k=0 k=0
n n-m n+m 2n n+m
+ ) {( Yo+ ) )b(k)}cos(mx)+ Y ( > b(k))cos(mx)
m=2 |\ k=0 k=0 m=n+1\k=m-n

3n 3n an 3n
+ Z ( Z b(k))cos(mx)+ Z ( Z b(k))cos(mx)

m=2n+1\k=m-n m=3n+1\k=m-n

n n n—-m n+m
=Y b+ Y {( Y o+ ) )b(k)}cos(mx)
k=0

m=1 k=0 k=0

2n n+m 4n 3n
+ > ( Y b(k))cos(mx)+ > ( > b(k))cos(mx).

m=n+1\k=m-n m=2n+1\k=m-n

Luego se tiene el resultado anunciado.

En lo que sigue denotamos
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a2 _n(n+1)
R(n)=3n“+3n+1 3 .

En la demostracion del teorema siguiente se muestran todos los coeficientes
de Fourier hasta el grado 4n, pero para nuestros objetivos sélo utilizaremos los
coeficientes de grado menor o igual a n.

Teorema 2.3 Sin =3 yxeR, setiene que

n
Dj(x) = @n+ DR +2@n+1) Y. (R(n) = m?) cos(max) + Tan(2),

m=1

donde Ty, € T4y, y, siendo Sy la suma parcial de Fourier de orden k, se cumple que
Sx(Tyn) =0, para0 < k < n. En particular

si k=0,

3n°+3n+1-

ona(k) = 2n+1) nin + D),

3

nn+1)

Qn_4(k):2(2n+1)(3n2+3n+1— —kz), si 1<k<n.

Demostracién. En primer lugar

n n n
Y bk)=) onsk)=3n*+3n+1+2Y Bn*+3n+1-k?)
k=0 k=0 k=1

- @n+)ER? +3n+1) - 2 1)3(2”+ D
Ademads, paral <m<n,
n-m n+m n-m n+m
( + ) )b(k):Zb(0)+( + ) )b(k)
k=0 k=0 k=1 k=1
n—-m n+m
=2b(0)+2 Y Bn*+3n+1-k)+2 Y Bn*+3n+1-k%)
k=1 k=1
n-m n+m
=2b(0)+ 2(n—m)+2(n+m)@Bn*+3n+1)-2 Y k-2 > K
k=1 k=1
_2b(0) +4n3n? +3n+1) - LMz mr V@R m) + 1)

3

_(n+m)(n+m+1)(2(n+m)+1)
3 .
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Como

n-mm-m+1)2n-m+D)+n+mn+m+1)2n+m)+1)
= m-mCn-m?+3n-m+1D+nm+mQn+m?+3n+m)+1)
= 2(n—m)3+3(n—m)2+n—m+2(n+m)3+3(n+m)2+n+m
= 2n-mP+2n+mP+3n-m?+3n+m?+2n
= 4+ 12nm? +6n® +6m? +2n=4n+6n>+2n+12nm? + 6m>.

Se tiene que, para 1l < m < n,

2n+3n2+n+32n+1)m?
3

n-m n+m
(Z + ) )b(k):2(2n+1)(3n2+3n+1)—2
k=0 k=0
n(n+1)(2n+1)+32n+1)m?
3
n(n+1)+3m2)
— )

=22n+1)(Bn*+3n+1)-2

:2(2n+1)(3n2+3n+1—

Mientras que, para n < m < 2n,

n+m n+m m-n-1 n+m m—-n-1
y b(k):(Z— y )b(k):(Z— )2(2n+1)((2n+1)—k)
k=1

k=m—n =1 k= =1 k=1
:2(2n+1)2(n+m—m+n+1)—(2n+ 1)((n+m)(n+m+ 1)—(m—n—1)(m—n))
:2(2n+1)3—(2n+1)((n+m)2+(m+n)—(m—n)2+(m—n))
= (2n+1)(2(2n+1)2—(n+m)2—(m+n)+(m—n)2—(m—n))
= (2n+1)(2(2n+1)2—n2—2nm—m2+m2—2nm+n2—2m)

—202n+ 1)((2n + 12— m@n+ 1)) —202n+ 1)2((2n +1)— m)

Para2n<m<4n,

3n 3n m—-n-1 3n m—n—1
Y b(k):(z— Y )b(k):(z— Y )(2(2n+1)2+n2+n—3(2n+1)k+k2)
k=m-n k=1 k=1 k=1 k=1

_ (2(2n+1)2+n2+n)(3n—m+n+1)—3(2n+1)(3n(3n+1)_(m_n_1)(m_m)

2
+I-3n(3n+1)(6n+1)—(m—n—l)(m—n)(Zm—Zn—1)
5 .

Como

3(2n+1)(3n(3n+1)—(m—n—1)(m—n)) = —3(2n+1)(3n(3n+1)—(m—n)2+(m—n))
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= 3(2n+1)(9n2+3n—m2+2nm—n2+m—n) = —3(2n+1)(8n2+2n+2nm+ m—mz)

—32n+ 1)(2n(4n+ D+@n+1l)m— mz).

Por otro lado

3nBn+1)6Rn+1)—(Mm—-—n-1)(m—-n)2m-2n-1)
=3n@Bn+1)6r+1)— ((m—n)z— (m—n))(zm—zn— 1

=3n(3n+1)6Rn+1)— (m2—2nm+n2—m+n)(2m—2n—1)

=3n3n+1)6Rn+1) - (n2+ n—02n- 1)m+m2)(—2n— 1+2m).

Denotemos por g(k) = p,,4(k) para2n < k < 4n. Se sigue que

3n
gky= Y b= (2(2n+ D2 +n? + n)(3n+ n+1-m

k=m-n
32n+ 1)(2n(4n +1)+@n+1)m— mz)
2
3n(3n+1)(6n+1)- (n2 +n-Q2n-m+ mz)(—Zn— 1+2m)

6




Capitulo 3

Construccion de nuevos operadores

Se definira una clase de nuevos operadores que denotaremos por Qy, (ver (3.1)).
Las propiedades aproximativas de estos operadores y los resultados principales
se presentardn en la Seccién 3.3]y[3.4|respectivamente. Pero antes necesitamos
estudiar algunas de las propiedades alebraicas relacionadas con ellos. Para esto,
en la Secci6n [3.1] se introducen unos operadores auxiliares Mg, ; que nos ayu-
daran a simplificar las pruebas. En particular, en la Proposicién[3.1]se muestra
la representacion de los operadores Q4 en términos de los Mg, ;.

3.1 Operador Qy;,

Parar e Ny k € Z, denotemos a los puntos equidistantes x, ; como

3 2k
S+’

X1,k

En este trabajo, para f € Cy,, estudiaremos propiedades aproximativas de los
operadores

6n

Qun(f,X)=Cn Y f(Xoni) (P4 (x — Xgn,k) + Doy (X — Xen, k) + Dy (x — Xgn i), (3.1)
k=0
donde
—M (n) = 2n+1)*+u(n) +R(n) 3.2)
" 6D s(n)=2n u(n n, .
nn+1) 5
R(n) =u(n) - y u(n)=3n"+3n+1. (3.3)

39
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Para simplificar el estudio también consideramos los operadores auxiliares

6n
_ 2 _
Mepno(f,x) = G DEnT D) kgo f(Xen 1) D5 (X — Xen k), (3.4)
1
Mgn3(f,x) = w G e D) - Zf(xan D3 (x = Xgn 1), (3.5)
y
1 1
Mgn,a(f,x) = Zf(xan 1K) D% (X = Xeni)- (3.6)

@Cn+1R(n) 6n+1) i

3.2 Algunas representaciones

Las siguientes proposiciones nos seran de utilidad para obtener el resultado prin-
cipal.

Proposicion 3.1 Para f € Cyy, x € [—7.7] y cada n = 2 se tiene que

$(n)Qun(f,X) = 2n+1)*Mgp2(f, X) + u(n) Men3(f, X) + R(n) Mg a(f, x).
Demostracion. Basta ver que

$(n) Qan(f, x)

6n
=s(n)Cn Y. f(Xon k) (D5 (X — Xn k) + D (X — Xon k) + Dyp (X — Xen, 1)
k=0
_@n+ 13,8 D%(x— Xpn i) &2 D3 (x — Xen,x)
(6n+ ) ( Z f( 6n, k)—(zn N 1)2 + k;)f(XGn,k) —(271 " 1)3
6n Diﬁ(x — X6n,k)
+I§Of(x6n,k)w)
(2n+ 1)
= 6nT) f Z f (X6, 1) D5 (x = Xgp 1) + ——— Gn+D) A Z [ en,k) D3 (x — X 1)
- Z (Xen,k) D ( )
Ten+D6n+ D / J (Xen ) Dy (X = X6,k

= 2n+1)*Mgp2(f, x) + u(n) Mg, 3(f, X) + R(n) Mgy 4(f, X).
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Proposicion 3.2 Six € [-n.n], n=2, T € T, y Mgy,2 estd definido por (3.4), se
cumple que

Mg, (T, x) = T(x) DT()
6n,2\ 1, - 2+l )
) ) D3T(x)
Mep2(D°T,x) =D"T(x)—
’ 2n+1
y
_ _ D?T(x)
Mgn2(DT,x)=DT(x) + .
’ 2n+1

Demostracion. a) Si T € T,y D, es el nacleo de Dirichlet, se sabe que
TD% € T3, < Te, y considerando la Proposici(’)n obtenemos

6n 1 T
T D2 — = —f T D2 —
6n+ D) kZ:O (X6, k) D3 (X = X6, k) ) () Dy (x—n)dt

1 T
=— | T&x+nD?(ndt.
o) (x+1)D;, (1)

En particular, si T estd dado por (1.10), se sigue que

n
T(x+1) = ap+ Y (ajcos(j(x+1)+b;sin(j(x+1)
j=1
n
= ap+ Z aj(cos(jx) cos(jt) —sin(jx) sin(jt))
j=1
+y bj(sin(jx) cos(jt) +cos(jx) sin(jt)).
j=1
De ahi que
n n -
T(x+1t)=ap+ Z Aj(T,x)cos(jr)+ Z A;(T, x)sin(j1). (3.7)

j=1 j=1

Considerando que D?(x) es un polinomio trigonométrico par y el Teorema
obtenemos

1 (7 : 1 7 n . ,
gf_n Tn(x+ nDn(t)dt:E _T[(ao+j;Aj(T,X)COS(]t))Dn([)dt
L & 1 (7 o
=~ Dn(t)dt-FgAj(T,X)gf cos(jt) Dy (t)dt

1 =7

- ]

n 2n+1—-j (7
=apn+1)+ ) Aj(T,x)—]
j=1

cos?(jt)dt

/)
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=apn+1)+ Y Ai(T,x)2n+1)—)_ jAi(T,x)
j=1 j=1
n

=@n+ DT - Y. jAj(T,x) = 2n+1)Tx) - DT(x),

j=1
donde usamos la ecuacion (1.7) y el Lema Concluimos que

Mg (T, x) = S Flton ) D2 — xoms) = T(3) DT()
o2 T ) (6n+1) oyt O TRk 2n+1°
b) Como D?T(x) € T, se sigue de a)y del Lema que,
D(D2T(x)) D3T(x)
Mgno(D*T,x) = D*T(x) - ————= = D*T(x) — .
6n,2( X) (x) on+ 1 (x) omt 1

¢) Por otro lado, recordando que W = DT (x) y aplicando el Lema se tiene
que

_ D2T(x)
=DT(x)+ )
+1 2n+1

~ DW(x)
Men2(DT,x) = W(x) -
2n

a

Proposicion 3.3 Six e [-n.n], n=2, T € T,, y Mgy3 estd definido por (3.5), se
cumple que

D?T(x)
Mep3(T,x) = T(x) + ,
u(n)
4
Men3(D*T,x) = D*T(x) + D 1)
’ u(n)
y _
_ _ D3T(x)
Mg, 3(DT,x)=DT(x) + .
’ u(n)

Demostracion. a) Como antes,si T € T, T anl € Ty, € Tgy,. Considerando
la Proposici6n (1.3} obtenemos

1 6n 3 1 s \
T Dy (x— - — | T&x+pD3((dt.
(6”+1)kz=o (X6n,k) Dy, (X = Xen,k) 27!]—71 (x+ 0D (1)

En particular, si T estd dado por (1.10), se sigue de la ecuacion (3.7), del Teorema
y del Lemall.1|que

T

1 1 (7 1
— T(x+t)D,31(t)dt:a02— Di(tydt+ Y.

n
27w J-x TJ-n izl 27w J—x

T

Aj(T,x)cos(jO)D3(dt



3.2. Algunas representaciones 43

1 (7 n Aj(T,x)fﬂ .
= — D’ (Ddt+ D3 (0)dt
ay) > (1) ]; Py _nCOS(]) > (1)

n
=@n*+3n+ 1)+ Y @Bn*+3n+1-j)A;(T,x)
j=1
=@Bn?+3n+1)T(x)+D*T(x).

Considerando que u(n) = 3n% +3n+1 (ver (3.3)), concluimos que

J L 3 D*T(x)
Mg 3(T, x) = —— D3 (x— =T
ona (1) = o (6n+1)kgof(x6n,k) n(x = Xon k) = T(0) + =0

b) Como D?T(x) € T, se sigue de a)y del Lema que,

) ) D*T(x)
Men3(D°T,x) = D*T(x) + ———.
' u(n)

¢) Por otro lado, recordando que W = DT (x) y aplicando el Lema se tiene
que

~ D*W(x) -~ D3T (%)
M6n,3 (DT, x) =W(x)+ W =DT(x)+

O

Proposicion 3.4 Six e [-n.n], n=3, T € T,, y Mgpn4 estd definido por (3.6), se
cumple que

Mg, 4(T, x) = T(x) + D*T(x)
6n,4\1, - R(n) )
4
Mg, 4(D?T, x) = D*T(x) + D'T(x)
’ R(n)
y _
_ _ D3T(x)
Mgn4(DT,x)=DT(x) +
’ R(n)

Demostracion. a) Como T €T, Tanl € Ts,  Tg,. Similarmente a como se
hizo en las demostraciones de las Proposiciones[3.2} 3.3]y utilizando el Teorema

2.3]y el Lema|[l.1} obtenemos

1 A 1 V4 n A(T,x) V4
— | Tx+pD*Wdt=ay— | D*(pdt ! f i) DY (Hdt
) (x+ ) Dy () ay | (1) +jZ:1 Py _”COS(]) o (D)

=ay2n+1)R(n)+(2n+1) Z (R(n) —jZ)Aj(T, X)
j=1
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=@2n+1DRN)Tx) +2n+1)D?*T(x).

Concluimos que

M a (T, %) = —— LS o) DA (= xgni) = T() + 2L
AT 2n+ DR (Bn+1) ) O T AR R(n)

b) Como D?T(x) €T, se sigue de a)y del Lema que,

D*T(x)

R(n)
¢) Por otro lado, recordando que W = DT(x) y aplicando el Lema se tiene
que

Mgn4(D?*T,x) = D*T(x) +

Mg, (DT, x) = W( )+M—DT( )+D3T(x)
6n,4 y X) = X R() = X R0 .

a

En la Seccién [3.4]se verificard que el operador descrito en (3.1I) tiene buenas
propiedades aproximativas, pero antes, necesitamos estudiar algunos resultados

en las Proposiciones3.5]y[3.6|

Proposicion 3.5 Sin =2, Q4 estd definido por (3.1) y T € T, se tiene que

_ @2n+D - 2 5
QunT-T=- DT+ DT,
s(n) s(n)

donde s(n) estd definido en (3.2).

Demostracion. Se sigue de las Proposiciones y[3.4que

$(m)Qun(T, x) = 21 +1)* My 2 (T, x) + 1(1) Mgy 3(T, x) + R(1) My, 4 (T, X)

2 fod 1 2
—@2n+1) (T(x)— DT(x)) + u(n)(T(x)JrMD T(x))

_
@n+1)

1 2
+R(n)(T(x)+ﬁD T(x))

= ((Zn + 12+ un) + R(n)) Tx) - 2n+1)DT ) + 2D T (%)

=s(mT(x)—2n+1)DT(x)+2D*T(x),

donde hemos utilizado las ecuaciénes (3.2). Dividiendo por s(n) se obtiene el
resultado deseado. O

Para el operador Q denotamos Q?(f) = Q(Q(f)).
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Proposiciéon 3.6 SineN, Q4 esta definido por (3.1) y T € T,,, entonces

AD*T
s2(n)”

@2n+ 1)2D2T+ 22n+1)

2 o __
Qi,T-2Q4,T+T 20 20

(DST—DST)+

Demostraciéon. Denotamos W = DT y Zp(T) = 2D?T — 2n+ 1)W. Si escribi-
mos la Proposition enlaforma Q4, T =T+ Z,(T)/s(n), de las Proposiciones

B.2}[3.3]y[3.4 obtenemos

Q3,T = Qun(QunT) =

2n+1)>2 ( Zn(T))
- . . V6n,2

s(n) s(n)
u(n) Zp(T)) R(n) Zn(T)
) M4”3(T+ s(n) )+ s(n) 6”’4( s(n) )
2n+1)? u(n)
= QunT + 5 = Mon2( Zu(D)) + - Mins( Zn(T))
R(n)
+——Men,a(Z,(1))
s=(n)
=Q T+M( AT - 2D°T - @2n+1)|DT + D°T ))
—oan s2(n) 2n+1) " 2n+1
un) (. o 2D'T -~ DT
5 (ZD T+ -2n+1) (DT——))
s2(n) u(n) u(n)
R(n) (. .. 2D'T ~ DT
5 (ZD T+ -2n+1) (DT——))
s°(n) R(n) R(n)
2
_ o7 2T _22n D) ap @nal) o
s(n) s2(n) s(n)
2 4
_(2n+1) 2T+4D T+2(2n+1) 3T
s2(n) s2(n) s2(n)
Concluimos que
Qin(T)_2Q4n(T)+T:(Qin(T)_Q4n(T))+(T_Q4n(T))
_2D°T 2@2n+1) 5. @n+l) - (2n+1)° 27
-~ s(n) s2(n) s(n) s2(n)
4
+4D T+2(2n—|—1) 3 +(2n+1)DT_iD2T
s2(n) s2(n) s(n) s(n)
2 4
_ @n+ D2T+2(2”+1)(D3T—D3T)+4D T .
s2(n) s%(n) s%(n)
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3.3 Propiedades aproximativas

Para obtener el resultado principal relacionado con los operadores Q4 necesita-
mos previamente estudiar su comportamiento sobre los polinomios trigonomé-
tricos de grado no mayor que n.

Proposicién 3.7 Para cada n = 2 se tiene que

Q4n(1rx) =1.

Demostracion. Se sigue de las Proposiciones y[B.4 que

$(m)Qun(1,x) = @n+1)*Msy,2(1, X) + (1) Msp,3(1, %) + R(1) M5y, 4(1, X)

=@2n+1?%+un) +Rn) = s(n).

Se tiene el resultado ya que s(n) # 0. O

Recordemos que en C,,; estamos considerando la norma del supremo. Ademas,
un operador lineal L: C,,; — C», se dice positivo si, para toda x € [, ] y cualquier
f € Cop, L(f,x) =0 siempre que f(x) = 0.

Proposicion 3.8 Sin =2, el operador Qu, definido por (3.1) es positivo. Ademds,
si f € Cyy, Se tiene que

1Qan (AN =1 fI

y la igualdad se alcanza en la funcién constante f(x) = 1.

Demostracion. Como |9, (x) |<1parax€ [-m, 7], 1 +9,(x) = 0. Luego

DL (X) + D3 (x) + D2 (%) = D2(x) (DA (%) + D (%) + 1) 2 D2(x)DA(x) = 0.

Esto es suficiente para verificar que Q4, es un operador positivo. De hecho, si
fECZan(x) 20)

6n

Qun(f, ) =Cn Y. f(Xen k) (D2 (X — Xen k) + Dy (X — Xen k) + Dp (X — Xen k),
k=0
6n
>Cp Y (D5 (x = Xen k) + Dy (X — Xgp, k) + Dip (X — X i) = 0.
k=0

Por otro lado, para toda x € [-7, 7],



3.4. Resultados principales 47

6n
| Qun(f, ) 1= 1 F1Cn Y (250 = Xon ) + D5, (X = Xom k) + Dy (X = Xom, k)
k=0
=1 fI1Qan(1,x) =1 £,
donde hemos utilizado la Proposicién[3.7] Ademas se sigue de la misma proposi-
cién que 1 es la mejor constante posible. d

3.4 Resultados principales

En esta tltima seccion, se prueba si el operador (3.1) que hemos construido tiene
buenas propiedades aproximativas tomando en cuenta las definiciones descritas
para el menor error en (1.24) y el m6dulo de continuidad en (1.13).

Teorema 3.1 Sin =2, Q4 estd definido por (3.1), y f € Cay, sSe cumple que

4 T
1Qun() = F11 < Eal(P)+ 02 (f,ﬁ).

Demostracion. Fijemos f € Co; y, para cada n € N, sea Tj, € T, el polinomio
de la mejor aproximacion para f en T,. Considerando en el orden indicado las

Proposiciones los Teoremas[1.2]y([1.1} y la Proposicién [1.5} se ob-

tiene que

||Q4n(f)_f” = ||Q4n(f_ Tn)_f"‘ Tn+Q4n(Tn)_ Tn”
<2\l f = Tull + 1Q4n(Ty) — Tl

<28,() + 0 DT+ 22Ty
s(n) s(n)
2n+1)(n+1 2
<2B, () + E DO, T+ D2 Tl
s(n) s(n)
@n+1D(n+1) 3+2v2) n 2
<2E,(f) + ) 1 wz(Tn,ﬁ) +@||D Tyl
Cn+1D(n+1) 3+2vV2) T
<28, + 0 2 (wz (f,ﬁ)%llf—Tnll)
2n? (1 T
+ﬁ (sz (f,;) +f- Tn”)-
Notese que
nn+1)

Cn+1)2+@nr’+3n+1)+RN)=7n°+7n+2+3n°+3n+1-
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nn+1) B 1

— 1012 +10n+3— —5(30n2+30n+9—n2—n)

1 2
= —(29n +20n+9)
3

y, paran>1,

Cn+1(n+1) Cn+1)(n+1)
sm)  @n+1)2+@n2+3n+1)+R(n)

_3@n+D(n+1) _3@2n*+3n+1) - 32n?+3n+1)

2912 +20n+9  29n2+420n+9 ~ 27n2+18n+9

_2n*+3n+1 2n*+3n+1 1

- < =_.
In2+6n+3 6n2+9n+3 3

Ademaés

n® B 3n? - 3
s(n)  29n2+20n+9 29"

Se concluye de lo anterior que

(3+2f2)(

+4||f-T,
12 I f n”)

1Qun(f) = f1l < 2En(f) + w2 | £, %)

+6_nz(1w2 (f,1)+nf—rnn)
n B+2v2 6
\/ﬁ)+(—+_

3 29 En()
6
)+(1+5)Enm

N
32 T
54En(f)+§w2 (f’ﬁ <A4E,(f)+-w> (f’ﬁ)'

Esto prueba el resultado anunciado. O

Observacién 3.1 El error E,(f) en el Teorema3.1]se puede estimar en términos
del médulo de continuidad. En efecto, se sigue del Teorema[l1.3|que

)+éw2(f,%)sllwg(f,i).

7
||Q4n(f)—f||510w2(f,—n - Tn

NG



Conclusiones

Basandonos en los trabajos realizados en [12], [19] y recientemente en [2], se lo-
gré obtener un operador al cual hemos llamado Q4, que mejora la convergencia
para funciones en C,, mediante la cuarta potencia del nticleo de Dirichlet.

El resultado obtenido puede ser mejorado si se acota con el médulo de con-
tinuidad de segundo orden definido en (1.13), ademas, atin podrian considerarse
potencias del ntcleo de Dirichlet mayores a 4 o construir combinaciones lineales
con las potencias ya obtenidas con mejores propiedades aproximativas.

En esta tesis se encontraron operadores para funciones en C»;, sin embargo,
existen otros métodos que pudieran ser estudiados para otro tipo de funciones.
Nos queda por obetener un resultado inverso el cual estudiaremos despues.

;Se podran modificar los resultados obtenidos en est4 tesis para el caso en el
que se quieran aproximar las derivadas de una funciéon derivable?

Un argumento interesante a esta pregunta seria utilizar la férmula de inter-
polacion de Riesz.

Se elabor6 un articulo en inglés utilizando resultados de la tesis, el cual se
envio para su publicacion en la revista "Serdica Mathematical Journal". Ademas,
algunos resultados aqui obtenidos han sido aceptados para formar parte en un
Capitulo del libro "Matemaéticas y sus aplicaciones 22".
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