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Introduccion

El tema de esta tesis pertenece a la teoria de modelos que es la rama de la
l6gica matemaética que se ocupa de la relacion entre un lenguaje formal y sus
interpretaciones o modelos. Nos concentraremos en la teoria de modelos de
la l6gica de predicados de primer orden, que puede llamarse “teoria modelos
clasica”.

Los primeros pioneros en el desarrollo de la teoria de modelos fueron Lowen-
heim (1915), Skolem (1920), Godel (1930), Tarski (1931) y Malcev (1936). El
tema se convirtié en una rama separada de la logica matematica con el tra-
bajo de Henkin, Robinson y Tarski a fines de la década de 1940 y principios
de la decada de 1950. Desde entonces ha sido un area activa de investigacion.
Los métodos béasicos para construir modelos son: constantes, cadenas elemen-
tales, funciones de Skolem, indiscernibles, ultraproductos y modelos especia-
les. Como el titulo de esta tesis lo sugiere nos enfocaremos en los ultrapro-
ductos.

La construcciéon de un ultraproducto es un método uniforme para cons-
truir modelos de teorias de primer orden que tiene aplicaciones en muchas
4reas de las matemticas. Es atractivo porque es de naturaleza algebraica, pe-
ro conserva todas las propiedades expresables en la légica de primer orden. La
idea se remonta a la construccién de modelos no estandar de aritmética por
Skolem en 1934. En 1948, Hewitt estudi6 ultraproductos de campos. Para las
estructuras de primer orden en general, la construccién de ultraproductos fue
definida por Jerzy Los en 1955. El tema se desarrollé rapidamente a partir
de 1958 con una serie de extractos de Frayne, Morel, Scott y Tarski.

En el articulo de Scott de 1961, Measurable cardinals and constructible
sets, prueba que si existe un cardinal medible entonces V # L haciendo uso
de la ultrapotencia del univeso V. Este resultado fue el que dio inicio a los
trabajos en modelos internos de cardinales grandes.

Kenneth Kunen mediante la técnica de ultrapotencias iteradas que fue



v

desarrollada por Haim Gaifman, en su articulo Some applications of iterated
ultrapowers in set theory de 1970,aplicoé el método para obtener los principa-
les resultados del modelo L[D]. La teoria del modelos internos se desarrollaria
a partir del trabajo de Kunen en una corriente principal de la teoria de con-
juntos moderna.

El objetivo de este trabajo es proporcionar una exposicién elemental de
algunos de los conceptos basicos de la teoria de modelos, en particular, el
concepto de ultraproducto, asi como presentar un par de aplicaciones de este
en la teoria de conjuntos, especificamente, en cardinales medibles. Para la
lectura de esta tesis se supondraa que se conocen las nociones basicas de
logica de primer orden y teoria de conjuntos. La tesis estd estructurada en
tres capitulos.

En el Capitulo 1 se comenzara exponiendo los conceptos basicos de mode-
los y teorias, también se retomaran algunas nociones especificas de modelos
de la teoria de conjuntos, presentamos el teorema de Mostowski el cual nos
dice que a grandes rasgos que si tenemos una relacién bien fundada y ex-
tensional entonces existe un modelo transitivo con la relacion de pertenencia
usual. También veremos como se define el universo construible L de Godel y
una generalizacion de este debida a Azriel Levy, L[A].

En el Capitulo 2 se presentan los conceptos de filtro y ultrafiltro, ya que
estos estan muy relacionados con la construccion de ultraproductos que tam-
bién se hara en este capitulo. Sin embargo, este modelo se sirve del teorema
de Lo$ que es la pieza clave para que sea un método eficaz de construccion.
Este nos dice a grandes rasgos que si una férmula se satisface en casi todos
los modelos entonces también se cumple en el ultraproducto.

En el Capitulo 3 se da la motivaciéon del concepto de cardinal medible, se
construye la ultrapotencia del universo V' y se presenta la prueba del teorema
de Scott. También se hace la construccon de las ultrapotencias iteradas que
nos ayudaran a probar un teorema de Kennet Kunen sobre un modelo interno
L[D] para cardinales medibles.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de modelos

Comenzaremos dando un breve repaso de algunos conceptos de la teoria
de modelos que nos seran utiles més adelante.

Definicién 1.1. Un lenguaje L es un conjunto de simbolos de cantidad nu-
merable formado por la union de los siguientes conjuntos:

1. un conjunto F de simbolos funcionales y enteros positivos ny para cada

ferF,

2. un conjunto R de simbolos relacionales y enteros positivos nr para cada
R e R,

3. un congunto C un conjunto de simbolos constantes.

Los conjuntos F, R y C pueden ser vacios. Para cada f € F, existe un
n € Z* tal que f es una funcién n-aria, y para cada R € R existe una
m € Z* tal que R es una relacién m-aria.

Ejemplo 1.2. El lenguaje de anillos L, = {+, —, -, 0, 1}, donde +, - y -
son simbolos funcionales binarios (de 2 variables) y, 0 y 1 son constantes.

Ejemplo 1.3. El lenguage de los anillos ordenados Lo = L, U {<}.

Definicién 1.4. La potencia, o cardinal del lenguaje L, denotado por ||L]],

se define como
I£]] = wUL].

1
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Decimos que un lenguage L es numerable o no numerable si ||L]|| es numerable
o no numerable, respectivamente.

Definicién 1.5. Sean un lenguaje L' que contiene todos los simbolos de L
y quizds algunos simbolos adicionales, llamamos L' una expansion de L, L
una reduccion de L.

Definicién 1.6. Sean un lenguaje L y un conjunto M no vacio, decimos que
T es una funcion de interpretacion si L : L — M tal que

f:M" — M si  x es un simbolo funcional de aridad n
I(x) =4 RC M"r st x es un simbolo relacional de aridad m
ceM st x es un simbolo constante

A M le llamaremos conjunto universo.

Definicién 1.7. Una modelo para un lenguaje L es un par M = (M,T)
donde M es un conjunto universo e I es una funcion interpretacion.

Las funciones, relaciones y constantes de 9 son, respectivamente, las
imagenes bajo Z de simbolos funcionales, simbolos relacionales y simbolos
constantes de L.

Observemos que dado un conjunto universo A existen diferentes interpre-
taciones permisibles de los simbolos de £. Supongamos que 4 = (A7) y
= (A", 7') son modelos para Ly R, R’ son relaciones de 4l y ', respecti-
vamente.

Definicién 1.8. R’ es la relacion correspondiente a R siZ(P) = R yZ'(P) =
R para algun simbolo relacional P € L.

Similarmente introducimos convenciones similares en cuanto a las funcio-
nes y constantes.
Cuando un lenguaje es de la siguiente forma

£:{Po,...,Pn,Fo,...Fm,Co,...,Cq}

escribimos los modelos para £ haciendo uso de las funciones correspondientes,
relaciones correspondientes y constantes correspondientes como

U= <A,R0,...,Rn,Go,...,Gm,JIO,...,IL’q>
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Definicién 1.9. El cardinal, o potencia, de un modelo b = (A,ZI) es el
cardinal |A].

Decimos que 4l es finito, numerable o no numerable si |A| es finito, nu-
merable o no numerable, respectivamente.

Ahora introduciremos algunas nociones y operaciones en modelos.

Definicién 1.10. Sean dos modelos $4 y ' para L, 34 es isomorfo a W siy
solo si existe una funcion f : A — A’ biyectiva que satisface:

(i) Para cada relacion n-aria R de Y y la relacion correspondiente R' de
s,
R(xy,...,x,) sty solo si R(f(x1),..., f(z,))

para toda 1, ..., x, en A.

(i1) Para cada funcion m-aria G de 8 y la funcion correspondiente G' de
1
f(G(xy,. .. xm) =G (f(z1), .., f(Tm))

para toda x4, ...,x, en A.

(1it) Para cada constante x de Y y la constante correspondiente x' de U,
fa) =4

Una funcién f que satisface lo anterior es llamada un isomorfismo de 4
a Y, o un isomorfismo entre U y . Usamos la notacién f : U = i’ para
denotar que f es un isomorfismo entre {4 y &', y usamos 4 = 4’ para decir
que 4 es isomorfo a L.

Definicién 1.11. Un modelo Y es llamado un submodelo de 4 si A’ C A y

(i) Cada relacion n-aria R de W' es la restriccion a A’ de la relacion
correspondiente R de A, es decir, R' = RN (A")".

(ii) Cada funcion m-aria G' de Y es la restriccion a A’ de la funcion co-
rrespondiente G de U, es decir, G' = G|arym.

(11i) Cada constante de Y es la constante correspondiente de LL.

Usaremos U’ C U para denotar que U’ es un submodelo de 4.
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Definicion 1.12. B es una extension de U si 4 es un submodelo de B.

Definicién 1.13. U estd un encajado isomorfamente en B si exite un modelo
¢ y un isomorfismo f tal que f: U= C y U C €. Llamaremos a f un encaje
de i en *B.

Definicién 1.14. Un encaje de B en 2 es un isomorfismo entre B y un
submodelo B’ C .

Definiciéon 1.15. Un submodelo B C 2 es un submodelo elemental

B <A
st para cada formula @, y cada aq,...,a, € B,
B = play, ... a,]siy solo st A = play, ..., al. (1.1)

Definicién 1.16. Dos modelos 4 y B para L son elementalmente equiva-
lentes si y solo si cada sentencia que es verdad en 3 es verdadera en B y
viceversa. Lo cual denotaremos por I = 8.

Definicién 1.17. Un encaje elemental es un encaje que tiene como rango
un submodelo elemental.

Hasta el momento, los lenguajes que hemos mencionado no son forma-
les.Para formalizar un lenguaje £ necesitaremos los siguientes simbolos logi-
cos:

1. parentesis: ), (;

2. variables: vg, vy, ..., Up, ...}
3. conectivos: A, —;

4. cuantificador: V

y un simbolo relacional binario =.

Asumimos, por supuesto, que ningun simbolo de L aperece en la lista
anterior.

El concepto de una féormula de £ se define inductivamente usando los
siguientes conceptos:
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Definicién 1.18. Los términos de L son cadenas de simbolos de L que se
producen mediante aplicaciones finitas de las siguientes reglas:

(i) Una variable es un término.
(11) Un simbolo constante es un término.

(11i) Sean una funcion f m-aria y términosty, ta, ..., ty,, entonces f(ty,ta, ...
es un término.

Definicién 1.19. Las formulas atémicas de L son cadenas de la siquiente
forma:

(i) t1 =ty es una fomula atdmica, donde ty y ty son términos de L

(i) R(ty,...,t,) es una formula atomica, donde R es un simbolo relacional
de n-ario y ty,...,t, son términos.

Definicién 1.20. Las formulas de L se definen como sigue:

(i) Una férmula atémica es una formula.
(i) Si ¢ y 1 son formulas, entonces (o A1) es una formula.
(11i) Si ¢ es una formula, entonces - es una formula.

(iv) Siv es una variable y ¢ una férmula, entonces (Yv)p es una férmula.

Como hemos notado nos faltan ciertos conectivos 16gicos y un cuantifica-
dor, pero estos se pueden definir como abreviaciones de la siguiente forma:

(V) para  (=((=p) A (=)

(o =) para ((—p) V)

(p <) para ((¢ = ¥) AW = @)
(Fv)p para —(Vv)—ep

Definicién 1.21. Las variables de una formula que no tengan cuantificador
son llamadas variables libres. Las formulas que no tienen variables libres se
llaman sentencias.
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Ahora llegamos a una convencion de notacién muy importante: usamos
t(vg...v, )para denotar un término ¢ cuyas variables forman un subconjunto de
{vo, ..., v,}. Similarmente, usamos ¢(vy, ..., v,) para denotar una férmula
¢ cuyas variables libres forman un subconjunto de {vy,...,v,}.

Notemos que no requerimos que todas las variables vy, ..., v, sean varia-
bles libres de ¢(vy, . .., v,). En efecto, ¢(vo,...,v,) puede no tener variables
libres. También, no hacemos restriccién en las variables acotadas. Por ejem-
plo, cada una de las siguientres férmulas es de la forma ¢(vo, ..., v,): R(vl),
(3’00)5(’04, "U()).

Para hacer todo sobre nociones sintécticas en un sistema formal necesi-
tamos axiomas légicos y reglas de inferencia.

Definicién 1.22. Los axiomas logicos se dividen en tres tipos:

1. Aziomas sentenciales: cada formula ¢ de L que puede ser obtenida de
una tautologia 1 de L sustituyendo formulas de L por los simbolos sen-
tenciales de 1) es una axioma logico para L. Ahora podemos llamaarle
a casa formula ¢ una tautologia de L.

2. Aziomas de cuantificacion:

(i) Si ¢ y 1 son formulas de L y v es una variable no libre en ¢,
entonces la formula,

(Yo)(p = ¥) = (¢ — (VV)¥)

es un azxioma logico.

(ii) Sip y es obtenido de ¢ por sustituir libremente cada ocurrencia
libre de v en @ por el término t (es decir,...), entonces la formula

(Vo) — 2
es un azrioma logico.
3. Aziomas de identidad: Supongamos que x yy son variables, t(vy, ..., v,)
es un término y p(vo,...,v,) es una formula atémica. Entonces las

formulas:

(i) x=x
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(i) =y — t(Voy -+, Vi1, Ty Vi1, -y V) =
(Vs -+ Vi1, Yy Vig1y -+, Un)

(113) T =y = (Vo -+, Vi1, T, Vis1y vy Uy) —
O(Voy -+ s Vi1, Yy Uity -+ -5 Up)

son azxtomas l0gicos.

Las reglas de inferencia son las siguientes:

Definicién 1.23. La regla de separacion o Modus Ponens se define como:
de ¢ y @ — Y se infiere 1.

Definicién 1.24. La regla de generalizacion se define como: de ¢ se infiere
(V).

Como estamos tratando con la légica de primer orden habitual con la
identidad, asumiremos como se conoce y haremos un uso libre de todos los
teoremas basicos y meta-teoremas de tales sistemas formales.

Dados los axiomas y las reglas de inferencia, asumimos que las nociones
resultantes de prueba, duracion de la prueba, teorema ya son familiares para
el lector. Como estamos tratando con la légica de primer orden habitual con
la identidad, asumiremos que se conoce y haremos un uso libre de todos los
teoremas basicos y meta-teoremas de tales sistemas formales.

- ¢ significa que ¢ es un teorema de L.

Si ¥ es un conjunto de sentencias de L, entonces > F ¢ significa que
existe una prueba de ¢ de los axiomas logicos y X. Si ¥ = {oy,...,0,} es
finito, escribimos oy,...,0, F .

Como los axiomas logicos son siempre asumidos, nosotros decimos que
existe una prueba de ¢ de X, o ¢ es deducible de X, cuando X - ¢.

Definicién 1.25. ¥ es inconsistente si y solo si cada formula de L puede
ser deducida de Y. En caso contrario decimos que Y es consistente.

Definicién 1.26. Una sentencia o es consistente en L si y solo si {o} lo es.

Definicién 1.27. ¥ es maximalmente consistente en L si y solo si X es
consistente y y ningun conjunto de sentencias de L propiamente contenido
en Y es consistente.
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1.1.1. Satisfacciéon en un modelo.

Ahora llegamos a la definicion clave de esta seccién. La siguiente definicion
de satisfaccion es la piedra angular de la teoria de modelos. Antes de dar la
definicién formal daremos una breve idea intuitiva. Para definir:

La sentencia o es verdadera en el modelo 4.

Primero debemos dividir en partes mas pequenas a ¢ y examinar cada una
de ellas. Si o es ¢ 0 si 0 es ¢ A 9, entonces la verdad o falsedad de o en
i se sigue de saber la verdad o falsedad de ¢ y . Por otra parte, si o es
(Vx)e, entonces el mismo método para decidir la verdad de o se descompone
ya que ¢ puede no ser una sentencia y no tendria sentido preguntar si ¢ es
verdadero o falso en &l.

La variable libre z en ¢ tiene rango sobre los elementos de A. Para cada
a particular en A es significativo preguntar si

la formula ¢ es verdadera en il si ¢ estd hablando de a.

Si para cada a en A la respuesta a esta pregunta es si, entonces podemos
decir que o es verdad en 4. Si existe un a en A tal que la respuesta es
no, entonces decimos que o es falsa en . Pero para responder a la pregunta
anterior, incluso para un elemento fijo de A, nos encontraremos con la misma
dificultad si ¢ es (Vy)i. Entonces es natural preguntar si:

1 es verdad en U si ¢ dice algo sobre un par de elementos a y b en A.

pero un pequeno paso antes de ver la pregunta crucial es la siguiente: dada
una férmula (v, ...,v,) y una sucesion xo, ..., z, en A , ;Qué significa de-
cir que ¢ es verdadero en 4 si las variables vy, . . ., v, se consideran xy, . .., z,7

Nuestro plan es dar una respuesta a esta pregunta primero para cada férmula
atémica ¢(vy, ..., v,) y todos elementos o, . . ., z,. Entonces, por un procedi-
miento inductivo basado en nuestra definicion inductiva de férmula, daremos
una respuesta para todas las f érmulas (v, ..., v,) y elementos o, ..., x,.

Todavia hay una dificultad con nuestro plan: si todas las variables libres
de una férmula ¢ estan entre vy, ..., v,, no se sigue que todas las variables
libres de cada subformula de ¢ estén entre vy,...,v,. Para un cuantifica-
dor hace una variable libre ligada. Esto provocara problemas en la parte de
induccion de nuestro plan. Para superar esta dificultad, observamos que lo
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siguiente es cierto. Si todas las variables, libres o ligadas, de una féormula ¢
estan entre vy, ..., v,, entonces todas las variables de cada subformula de ¢
también estan entre vy, ..., v,. Entonces modificaremos nuestro plan asi: Pri-
mero, contestamos la pregunta para todas las férmulas atémicas ¢(vo, . . ., vy)
y todos los elementos zy, ..., z,. Luego, mediante un procedimiento inducti-
vo, respondemos la pregunta para todas las formulas ¢, de modo que todas
sus variables libres y ligadas se encuentren entre vy, ...,v, y todos los ele-
mentos xo, ..., T4

Finalmente, demostramos que la respuesta a la pregunta para una féormula
©(vg, . ..,vp) y elementos xg,..., x4 p < ¢, depende solo de los elementos
Zo, ..., T, correspondientes a variables libres de ¢, de modo que los valores
de xp1,..., x4 son irrelevantes.

Ahora estamos listos para la definicion formal. La nocién crucial que debe
definirse es la siguiente: Sea ¢ cualquier féormula de £, todas cuyas variables
libres y limitadas se encuentran entre v0,...,vq, y sea x0,...,xq cualquier
secuencia de elementos de A.

Definicién 1.28. ¢ es satisfacida por la sucesion xo, ..., x, en2, 0 xg, ..., x,
satisface ¢ en A. La definicion procede en tres etapas, es decir, se hard de
forma inductiva, mediante las siguientes definiciones.

Sea 2l un modelo fijo para L.

Definicién 1.29. El valor de un término t(vy,...,v,) en o, ..., x, se define
de la siguiente manera (dejamos que t[xo, ..., x,] denote este valor):

(i) Sit=wv;, entonces t[xo,...,z,| = x;.

(11) Sit es un simbolo constante c, entonces t[zo, ..., x4 es la interpretac-

cion de c en 2.
(i1i) Sit= F(ty,...,tm), donde F' es un simbolo funcional m-ario, entonces
tlxo, ...,z = G(ti[zo, ..., 2q), - - tm[To, - .., 24])
donde G es la interpretacion de F' en 2.

Definicién 1.30. .
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(i) Supongamos que @(vg,...,v,) es la formula atdomica t, = to, donde
t1(vo, - .., vp) Y ta(vo, ..., vp) son términos. Entonces xo, . .., x, satisfa-
cen a @ sty solo si

tl[ZL‘O, PN ,.I'q] = tg[l‘o, ce ,ZEq]
(i1) Supongamos que (v, ..., v,) es la formula atémica P(t,...,t,), don-
de P es un simbolo relacional n-ario y t1(vo, ..., 0p), ..., tn(vo,...,0p)
son términos. Entonces xo, ..., T, satisfacen a ¢ si y solo si

R(ti[zo, ..., xq)s- - tnlzo, - .. 24])
donde R es la interpretacion de P en 2.
Para abreviar tenemos la siguiente convencion:
A = [z, ..., x4 para : o, ...z, satisface ¢ en 2.
Asi la definicién 1.30 puede ser formulada como:

(i) A= (ty = to)[zo, ..., x4 siy solosity[zg,. ..,z = tafvo, ..., 2,4

(i) A= P(tr, ... . tn)[zo, .., x4 sty solosi R(t1[xo, ..., %), .., tulTo, ..., T4))-

Definicién 1.31. Supongamos que ¢ es una formula de L y todas variables
libres y ligadas de ¢ se encuentran entre vy, ..., v,.

(i) Si o es 01 A Oy, entonces
A = plxg, ..., 2] sty solo si A= 01z, ...,z yAE Oz, ... 24
(ii) Sip es =0, entonces
A = @lxg, ..., z4]si y solo si no se cumple que A = [z, ..., x,
(11i) Si p es (Yv;), donde i < q, entonces
A = olxg, ..., x4 siy solo si para cada a € A,

= Yro, i1, T, Tig, -5 Ty
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Asi nuestra definicién 1.28 estd completa.
Una vez terminada nuestra definicién, nuestra primera tarea es probar la
proposicion de que la relacion

A = o(vo, ..., vp)[Tos - -+, Ty

depende solo de z, ..., x, donde p < q. Esta es la ultima parte del plan que
hemos esbozado.

Proposiciéon 1.32. .

1) Sea t(vg,...,v,) un término y sean g, ..., T 0,...,Y, dos sucesiones
(i) e Up y s Tg Y Yos s Y
tal que p < q, p < r yx; = y; siempre que v; sea una variable de t. Entonces

tlxo, ..., x4 = tlyo, -, yr)

(it) Sea ¢ es una formula cuyas variables libres y limitadas estdan entre vy, ..., v,
Y que g, ..., Tq Y Yo, -, Yr, SON dos sucesiones tales quep < q,p <r,yx; =Y;
siempre que v; es una variable libre de ¢. Entonces

A plio, .z, sy solo i A Pl ).

Observaciéon 1.33. La proposicion 1.32 muestra que el valor de un término
t en xo,...,xq Yy st una formula ¢ es satisfecha o no por una secuencia
X0, ..., Tq depende solo de aquellos valores de x; para los cuales v; es una
variable libre, y son independientes de los otros valores de la sucesion, asi
como de la longitud de la sucesion. La longitud q de la sucesion debe ser lo
suficientemente alta como para cubrir todas las variables libres y limitadas de
t y @ para que se definan las expresiones t[zo, ..., x,], A = @[zro,..., x4 en
absoluto. Ahora podemos inferir inmediatamente que si o es una sentencia,
entonces A = o[z, ..., x,| es completamente independiente de la secuencia
Zo, ..., Tq La importancia de la proposicion anterior es que permite nosotros
para hacer la siguiente definicion.

Definicién 1.34. Sea ¢(vy, ..., v,) una formula cuyas variables libres y li-
mitadas estan entre vg,...,v,, p < q. Sea Ty, ...,T, sea una sucesion de
elementos de A. Decimos que ¢ estd satisfecho en ¢ por x, ..., xp,

A = olxg, ..., xp),

si y solo si ¢ es satisfecho en A por xg,...,xp, ..., x4 para algunos (o,
equivalentemente, todos) Tpi1, ..., T,
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Sea ¢ una sentencia cuyas variables limitadas estan entre vy, . .., v,. De-
cimos que Asatis facelp, en simbolos A = ¢, si y solo si ¢ esta satisfecho en
2 por algunas (o, equivalentemente, todas) sucesion xy, ..., %, .

La prueba de la Proposicion 1.32 es sencilla pero tediosa. La bosquejare-
mos aqui como primer ejemplo de una prueba inductiva sobre la “compleji-
dad” de férmulas.

Demostracion. (De la proposicion 1.32)
(i) Sit(vo,...,vp) es una variable v;, entonces
tzo,. .., 2 =i =vi =t[yo,..., Y-

Si t(v, - .., vp) es un simbolo constante ¢, y x es la interpretacién de ¢
en 2, entonces

tlxo, ...,z = =t[yo,. ..,y

Supongamos que t(vy,...,v,) es F(t1,...,t,), donde F' es un simbo-
lo constante funcién y la proposicién es valida para cada uno de los
términos tq, ..., t,,. Esto significa que

tilro...xg) =ti[yo- ..y (t=1,...,m)

Por lo tanto, si GG es la interpretacion de F' en 2,

t[l’g...xq] = G(tl [Io,...,djq],...,tm[xo,...,.’lfq])
= G(tl[y07"'7y1“]7"'7t’m[y07"'7yr])
= t[y07"'7y7‘]

Esto verifica (i) para todo término t.

(ii) Si ¢ es una férmula t; = t5, entonces usando (i) vemos que

t [T, xg] = t1[Yos---, Y
ta[To, .-, 2g] = talyo, -, ¥

Por lo tanto, los siguientes son equivalentes:
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A = olxg, ..., x4
tl [l‘g,...,.ﬁ(]q] :tg[l’o,...,xq]
ty [y()v--'ayr] :tQ[y()»-“ayr]
A= elyo, -yl

Sea o una férmula atémica P(ty,...,t,), donde P es un simbolo re-
lacional y ti,...,t, son términos. Entonces, usando (i, vemos que lo
siguiente es equivalente (donde R es la interpretacion de P en 2):

2 ):(p[wa"?'TQ]v
R(ty [zo, ... xq] - tn [0, - -, T4)),
R(tl [y07"'7y7‘]7“'7tn[y0""7y’f‘])7
91):90[?/07~-7y7’]

Supongamos ahora que 1, 6 son férmulas, cuyas variables libres y limi-
tadas estdn entre vy, ..., v,, que satisfacen la parte (ii) de la proposicién.

Si ¢ 1 A 0, los siguientes son equivalentes:

A = plxg, ..., x4,

A=1)[xg,...,xq] yAEO[xg,..., 2,
Ll':w[ym"'?yr] ygl'ze[y(]?"wyT]?
AE olyo, -,y

Si ¢ es =), entonces lo siguiente es equivalente

A = olxg, ...,z
no se cumple A = Y[z, ..., 7,4,

no se cumple A = ¥lyo, . . - 7yq]a
A= oo,y

Finalmente, sea ¢, (Yv;)1, donde i < p. Entonces lo siguiente es equi-
valente.

En esta dltima parte de la prueba utilizamos el hecho de que las varia-
bles libres de 1) son solo las variables libres de 1 y, tal vez, v;. Nuestra
prueba ahora esta completa.

]
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Ahora hemos completado el proyecto comenzd varios parrafos atras. A
saber, decimos que una sentencia

o es verdad en 2

si y solo si

A = [z, ..., 1z, para alguna (o para cada) sucesion xy, ..., z, de A.

Usamos la notacién especial 2l = o para denotar que o es verdadero en
2. Esta ultima frase es equivalente a cada una de las siguientes frases:

o se cumple en 2,
2 satisface o;
o esta satisfecho en 2,
2l es un modelo de o.

Cuando no sea el caso de que o se cumpla en 2, decimos que o es falso en
2, o que o falla en 2, o A es un modelo de —o.

1.1.2. Teorias.

Definicién 1.35. Una teoria (de primer orden) T de L es una coleccion de
sentencias de L. Decimos que T es cerrada si y solo si esta es cerrada bajo
la relacion |=. Como las teorias son conjuntos de sentencias de L, podemos
aplicar las expresiones

un modelo de una teoria,
teoria consistente,
teoria satisfactible.

Definicién 1.36. Una teoria T se llama completa (en L) si y solo si su
conjunto de consecuencias es mdrimo consistente.

Definicién 1.37. Un conjunto de axiomas de una teoria T es un conjunto de
oraciones con las mismas consecuencias que T'. Claramente, T' es un conjunto
de axiomas de T, y el conjunto vacio es un conjunto de axiomas de T si y
solo s1 T es un conjunto de oraciones vilidas de L.
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Definicién 1.38. Cada conjunto de oracionesL es un conjunto de axiomas
para la teoria cerrada T = {¢ : ¥ |= ¢}. Una teoria T es finitamente axio-
matizable si tiene un conjunto finito de axiomas.

La forma maés conveniente y estandar de dar una teoria T es enumerando
un conjunto finito o infinito de axiomas para ella. Otra forma de dar una
teoria es la siguiente: Sea 2l un modelo para L£; entonces la teoria de 2 es el
conjunto de todas las sentencias que se cumplen en 2l La teoria de cualquier
modelo 2l obviamente es una teoria completa.

1.1.3. Limites directos de modelos.

En la teoria de modelos una construccién de uso frecuente es el limite
directo de un sistema dirigido de modelos.

Definicién 1.39. Un conjunto dirigido es un conjunto parcialmente orde-
nado (X, <) tal que para cada x,y € X existe un z € X tal que v < z y
y < z.

Primero consideremos una familia de modelos {2l; : i € D} indexada por
un conjunto dirigido D tal que para todo 7,j € D, si¢ < j entonces ; < 2.
Sea A = UiE p 2, es decir, el universo de 2l es la unién de los universos de
los 2;, P* = J,.p P%, etc.

Proposicién 1.40. Sea A = |J,., 2;, entonces para toda i € D, A; < .
Demostracion. ]

Definicién 1.41. Un sistema dirigido de modelos {2;,e; ; : i,j € D} consiste
de modelos {2; : i € D} junto con encajes elementales e; j : A; — A; tal que
€ik = €k 0 para toda i < j < k.

Lema 1.42. Si {2, e;; : i,j € D} es un sistema dirigido de modelos, en-
tonces existe un modelo A, Unico salvo isomorfismo, y encajes elementales
e; Ay — A tal que A = J,cpei(A;) y que e; =ejoe;;

Demostracion. Sea X = {(i,a) : 1 € D Na € A} y definimos una relacién
sobre X como

(t,a) > (j,b) siysolosi FkeD(,j <k A erla)=-e;rb))

Ahora veamos que ~ es una relacién de equivalencia; >~ es reflexiva ya que
(i,a) ~ (i,a) porque i < iy e;;(a) = e;;(a). También ~ es simétrica ya
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que (i,a) =~ (j,b) si y solo si 3k(i,j < k A eir(a) = €j1(b)) siy solo si
k(1,7 <k A ejr(b) = e;ir(a)) siy solo si (j,b) ~ (i,a). Por dltimo, =~ es
transitiva ya que si (i,a), (7,b), (k,¢) € X, tal que (i,a) ~ (j,b) v (j,b) ~
(k,c) entonces, por definicion, existen r,s con i,7 < sy j,k < r tal que
eis(a) = e;s(b) y e (b) = egr(c). Sin perdida de generalidad, consideremos
s < r, por hipdtesis sabemos que e, = €, 0 €;; para cada i < j < k. En
particular se obtiene que

eir(a) =es, 0¢6is(a) = esr(eis(a)) = esr(ejs(b) =€ (b) = exr(b)

por consiguiente (¢, a) ~ (k, ¢). Por lo tanto ~ es una relacién de equivalencia.

Ahora consideremos A = X/ ~ el conjunto de todas las clases de equivalen-
cia, y sea e;(a) = [(i,a)] paratodai € Dy a € A;.
m

Definicién 1.43. El modelo A del lema 1.42 es llamado el limite directo de
{Qli, ei,j}i,jeD-
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1.2. Modelos de la teoria de conjuntos.

El lenguaje de la teoria de conjuntos consiste de un simbolo relacional
binario €, y entonces los modelos de la teoria de conjuntos estan dados por
su universo M y una relacion binaria £ en M que interpreta a €.

También consideraremos modelos de la teoria de conjuntos que son clases
propias. Sin embargo, debido al Segundo Teorema de Incompletitud de Godel,
debemos tener cuidado de como se formula la generalizacion.

Definicién 1.44. Sean M una clase, E una relacion binaria en M y p(xq, ..., x,)

una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos. La relativizacion de ¢ a
M, E es la formula

goM’E(xl, ey X)) (1.2)

que se define inductivamente como sigue:

~ xRy
< =y

o apME

ME SOM,EAwM,E

ME .y (EIJJEM)@M’E

y stmilarmente para los otros conectivos y V.

Cuando E es €, escribimos o™ en lugar de ¢*:€. Cuando usamos rela-
tivizacién ™ E(xy, ... x,) estd implicito que las variables z1, ..., z, tienen
rango sobre M.

1.2.1. Ag-formulas

Definicién 1.45. Una férmula ¢ de la teoria de conjuntos es una Ag-formula
S%

(i) mo tiene cuanticadores, o
(11) es @ AN, N U, =, © = 1 0 @ <> 1, donde p, ¥ son Ng-formulas, o
(111) es (Vz € y)p o (x € y)p donde ¢ es una Ag-formula.

Ejemplo 1.46. “z € y” es una Ag-formula, ya que es una formula de teoria
de conjuntos y no tiene cuantificadores.
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Definicién 1.47. Si M es una clase transitiva, entonces el modelo (M, €)
es llamado un modelo transitivo.

Lema 1.48. Sea M una clase transitiva y ¢ una Ag-formula, entonces para
toda x+,...,x,,

o™ (

X1y Tp) & O(T1, ..., Tp) (1.3)

Demostracion. Si ¢ es una férmula atémica, entonces (1.3) se cumple. Si
(1.3) se cumple para ¢ y 1, entonces se cumple para @ A, Vb, =, ¢ —

Y .
Sea ¢ la férmula (Ja € x)Y(a,x,...) y asumimos que (1.3) es verdad para
1. Mostraremos que (1.3) es verdad para .

Si ™ se cumple entonces tenemos que (Ja(a € x A )M, es decir, (Ja €
M)(a € z ApM).Como M 5 1, se sigue que (Ja € x). Reciprocamente, si
(Ja € x), entonces ya que M es transitiva, a € M, y como ¢(a,x,...) <>
YvM(a,x,...), tenemos que Ja(a € M ANu € x A M) y por lo tanto ((Ja €
2)y)M. La prueba para Va € z es similar.

[]

Definicién 1.49. Una formula ¢ es absoluta para el modelo transitivo M st
(1.3) se cumple.

Proposiciéon 1.50. Las siguientes expresiones puden ser escritas como Ag-
fomulas y asi son absolutas para todo modelo transitivo.

(i) x = {a,b}, x = (a,b), x es vacia, x C y, x es transitiva, x es un
ordinal, x es un ordinal limite.

(i) X es una relacion, f es una funcion.
Demostracion. .

(i) z={a,b} <> acazAnbexA(NVcex)(c=aVc=D).
z = (a,b) <> (3c € 2)(3d € z)(c = {a} Nd = {a,b}) A (Ve € z)(c =
{a} Vc={a,b}).
x es vacia <> (Va € z)a # a.
rCy <> Va€x)aey.

x es transitiva <> (Va € z)a C x.
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x es un ordinal <> z es transitivaA(Va € x)(Vb € z)(a € bVb € axVa =
b)ANNVaex)(Vbex)Veex)(aebec—acc).

x es un ordinal limite <> x es un ordinalA(Va € z)(3b € x)a € b.

(ii) X es una relacion <> (Vo € X)(Ja € dom X)(3b € ranX)z = (a,b).

f esuna funcién < f es unarelacion A(Vz € dom f)(Vy, z € ran f)((z,y) €
A (2,2) € f =y = 2), donde (z,9) € f ¢ (30 € fla = (,9).

]

Por lo general los conceptos cardinales no son absolutos. Se sabe que las
siguientes expresiones no son absolutas:

X =PY), |X|=]Y|, «esun cardinal.

1.2.2. Consistencia Relativa

Por el segundo teorema de incompletitud de Godel es imposible demostrar
la consistencia de ZF' (o teorias relacionadas) por medios limitados solo a ZF.

Una vez que suponemos que ZF (o ZFC') es consistente, podemos pregun-
tarnos si la teoria sigue siendo consistente si agregamos un axioma adicional

A.

Definicién 1.51. Sea T una teoria matemdtica, y sea A un azioma adicional.
Decimos que T + A es consistentemente relativo a T (o que A es consistente
con T) si la siguiente implicacion se cumple:

Si1T es consistente, entonces también lo es T + A

Si A y = A son consistentes con T, decimos que A es independiente de T'.

La pregunta de si A es consistente con T es equivalente a la pregunta
de si la negacién de A es demostrable en T' (siempre que 7' sea consistente);
Esto se debe a que T'+ A es consistente si y solo si =A no es demostrable en
T.

La forma de demostrar que un axioma es consistente con ZF (ZFC). es
usando modelos. Supongamos que tenemos un modelo M (posiblemente una
clase apropiada) de ZF tal que M = A. (Mas precisamente, las relativiza-
ciones o™ se mantienen para todos los axiomas o de ZF, asi como AM).
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Entonces A es consistente con ZF' : Si no fuera asi, entonces —A seria de-
mostrable en ZF', y dado que M es un modelo de ZF', M satisfaria = A. Sin
embargo, (—A)M contradice AM.

1.3. El axioma de fundacion.

En varios libros de teoria de conjuntos mencionan que el axioma de fun-
dacién (o también conocido como axioma de regularidad) no es primordial
para la construccion de los naturales, ordinales o cardinales, sin embargo,
serd muy importante para los intereses de este trabajo. Si bien este axioma
pertenece a la lista de axiomas de Zermelo-Frankel (ZF), haremos un breve
repaso de algunas implicaciones que tiene.

El axioma de fundacién nos dice que la relaciéon € en una familia de con-
juntos es bien fundada.

Axioma de fundacién. Todo conjunto no vacio tiene un elemento €-
minimal:

Ve(x £0 — Fy e x)xny =10).

Como una consecuencia de este axioma, no existen sucesiones infinitas de
la siguiente forma:

Tog2DT1 DT D ...

considerando el conjunto X = {xg,x1, 2, ... }. En particular, no existe
un conjunto z tal que x € x, ni tampoco los “ciclos”

TopETLE-E€EXTy € X

Definicién 1.52. Un conjunto T es transitivo si x € T implica que x C T

Lema 1.53. Para cada conjunto X, esxite un conjunto transitivo T' D X

Demostracion. Definimos por induccién los siguientes conjuntos

X0:X7 Xn—l—IZUXn



1.3 El axioma de fundacion. 21

=X (1.4)
n=0
Claramente, T es transitivoy T' D X O]

Ya que cada conjunto transitivo satisface | JT' C T, se sigue que el con-
junto en (1.4) es el transitivo més pequeno 7" O X; se llama la clausara
transitiva de X:

CT(X) = (T : T > X y Tes transitivo}.
Lema 1.54. Toda clase C' no vacia tiene un elemento €-minimal.

Demostracion. Sea X € C un elemento arbitrario. Si X N C = (), entonces
X es un elemento €-minimal, por el axioma de fundacién. Si X N C' # (),
tenemos Y = T N C donde T' =CT(X). Y es un conjunto no vacio y por el
axioma de fundacién, existe y € Y tal que yNY = (). Se sigue que y NC' = ();
en otro caso, si x € yy x € C, entonces x € T ya que T es transitivo, y
entonces t € yNT NC =yNY. Asi y es un elemento minimal de C. m

1.3.1. La jerarquia acumulativa de conjuntos.

Definicién 1.55. Definimos, por induccion transfinita,

Vo, =0,
Vor1 = P(Vy),
Vo o = UpeaVs, sia esun ordinal limite.

El axioma de fundacién implica que todo conjunto esta en algiun V,

Lema 1.56. Para cada z, existe un « tal que x € V,:

U Ve=V (1.5)

a€Ord

Demostracion. Sea C'la clase de todas las  que no estan en ninguna V,,. Si C
es vacia entonces no hay nada que probar. Si C' es no vacia, por el lema 1.54,
C tiene un elemento €-minimal z. Es decir, z € C, y 2z € [ corq Vo Para
cada z € x. Por consiguiente x C |J,cp,q Va- Por remplazamiento, existe un
ordinal v tal que z C an Va. Por lo tanto, x C V., y entonces x € V4.
Asi C es vacio y tenemos (1.5) O
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Ya que cada x esta en algin V,,, tenemos la siguiente definicion,

Definicién 1.57. Sea x un conjunto, definimos el rango de x, como

ran(z) = al menor « tal que x € V1.

1.3.2. €&-induccion

El método de induccién transfinita se puede extender a una clase transiti-
va arbitraria (en lugar de Ord), tanto para la prueba como para la definicién
por induccién:

Lema 1.58 (€-induccién). Sea T una clase transitiva y ® una propiedad.
Asumamos que

(i) (D)
(ii) Six €T y ®(z) se cumple para cada z € x, entonces P(x).
Entonces cada x € T tiene la propiedad P.

Demostracion. Sea C'la clase de todas las x € T' que no tienen la propiedad
®. Si C' es vacia, entonces todas las x tiene la propiedad ¢. Si C' es no vacia,
entonces tiene un elemento €-minimal, por el lema 1.54; y podemos aplicar
(i) o (ii).

O

Teorema 1.59. Sean T, T, clases transitivas y m un €-isomorfismo de T
en Ty, es decir, ™ es inyectivo y

uev <+ m(u) €m(v)
entonces w(x) = x para cada x € Ty, con lo cual T} = Ts.

Demostracion. Probaremos, por €-induccién , que w(z) = z para cada x €
Ty. Notemos que 7(f)) = (), ya que de contrario existiria un 7(z) € m(() tal
que = € 0, lo cual no puede ocurrir porque () no tiene elementos.

Supongamos que w(z) = z para cada z € z y y = mw(z). Tenemos que
x C y porque si z € X, entonces z = 7w(z) € w(z) = y. También tenemos que
y C x, ya que sea t € y, como y C Ty, existe z € T talque m(z) = t. Ya que
m(z) €y yy=mn(x), se cumple z € x, entonces t = 7(z) = 2. Asi t € x.

Por lo tanto, m(z) = « para toda x € Ty y Ty = T7.
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1.3.3. Relaciones bien fundadas.

El concepto de relacién bien fundada que vemos en un curso de teoria
de conjuntos se puede generalizar a relaciones en clases propias, y se puede
extender el método de induccién a relaciones bien fundadas.

Definicién 1.60. Sea una relacion binaria E en una clase P. Para cada

x € P, tenemos que
extp(r) ={z € P:z Fz}

es la extension de x.

Definicién 1.61. Una relacion E en una clase P es bien fundada, si:

(i) Cada conjunto x C P no vacio tiene un elemento E-minimal;

(i1) extp(x) es un conjunto, para cada x € P.

Lema 1.62. Sv E es una relacion bien fundada en una clase P, entonces
cada clase C' C P no vacid tiene un elemento E-minimal.

Demostracion. Vamos a buscar un z € C' tal que extg

]

Teorema 1.63 (Induccién bien fundada). Sean una relacion bien fundada
E en una clase P y una propiedad ®. Asumimos que:

(i) Cada elemento E-minimal x tiene la propiedad ®;
(i1) Six € P y®(z) se cumple para cada z tal que z E x, entonces ®(x).
Entonces todo © € P tiene la propiedad P.

Demostracion. Sea () la clase de todas las € P tal que x no tiene la
propiedad ®. Si () es vacia, no hay nada que probar. Si () es no vacia y como
@ C P, por como construimos a (), entonces por el lema 1.62, () tiene un
elemento E-minimal x, con lo cual podemos aplicar (i) y (i). Asi todo z € P
tiene la propiedad ®. O

Teorema 1.64 (Recursién bien fundada). Sea una relacion bien fundada E
en una clase P y una funcon G (en'V XV ). Entonces exite una unica funcion
F en P tal que

F(z) =Gz, F | extg(x))

para cada x € P.
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Ejemplo 1.65 (La funcién rango). Definimos, por induccion, para toda x €
P:
o(x) = sup{p() +1 : =Bz}

El rango de p es un ordinal o la clase Ord. Para toda x,y € P,
By — p(z) < py).
Ejemplo 1.66 (EI colapso transitivo). Por induccidon, sea
m(x) ={n(z) : z E x}
para cada x € P. El rango dde  es una clase transitiva, y para toda x,y € P,

r Ey— ¢(x) € n(y).

Definiciéon 1.67. Una relacion bien fundada E en una clase P es extensional

Si
extp(X) # extp(Y)

cuando X y'Y son distintos elementos de P.

Definicion 1.68. Una clase M es extensional si la relacion € en M es
extensional, es decir, si para cualquier X,Y € M distintos, XN M # Y NM.

Teorema 1.69 (Teorema del colapso de Mostowski). .

(i) Si E es una relacion bien fundada y una relacion extensional en una
clase P, entonces existe una clase transitiva M y un isomorfismo w
entre (P,E) y (M, €). La clase transitiva M y el isomorfismo 7 son
unicos.

(i1) En particular, cada clase extensional P es isomorfa a una clase tran-
sitiva M. La clase transitiva M y el isomorfismo m son unicos.

(iii) En el caso (ii), Si T C P es transitivo, entonces mx = x para cada
zel.

Demostracion. Como (ii) es un caso especial de (i) (cuando E =€), proba-
remos la existencia de un isomorfismo en lo general.
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Como FE es una relacién bien fundada, podemos definir a 7 por inducién bien
fundada, es deciren terminos de los m(z)’s donde zFEz. Sea x € P,

m(x) ={n(z) : zEx}.
En particular, si £ =€,
n(z) ={m(z) : z € x N P}.

La funcién © mapea P en una clase M = 7w(P) y es transitiva ya que por
definicién de 7 se cumple que si 7(z) € M, entonces 7(z) C M pues w(z) =
{m(2) : zEz}.

Ahora probemos que 7 es isomorfismo:

(a) w(z) es inyectiva. Supongamos que 7 no es inyectiva, sea z € M un ele-
mento de menor rango para algin x # y. Entonces extp(z) # extgp(y)
(por la extensionalidad de E'), de esto que existe algin u € extg(x) tal
que u & extg(y) o viceversa. Sea t = w(u) ya que t € z = w(y), existe
v € extp(y) tal que t = m(v). Asi tenemos que t = 7(u) = 7(v) con
v # u 'y t tiene rango mayor que z (ya que t € z) lo cual contradice que
z tenga el menor rango en M.

(b) Ahora veamos que zEy < 7(z) € 7(y). Si xEy, entonces 7(x) € m(y),
por la definicién de 7. Por otro lado, si 7(z) € w(y), entonces por la
definicién de 7, w(x) = 7(z) para alguna zEy, ya que 7 es inyectiva
tenemos que x = z y por lo tanto xEy.

La unicidad del isomorfismo 7 y la clase transitiva M = 7(P) se sigue del
teorema 1.59. Si m; y 79 son dos isomorfismos entre M; y M,, respectivamente
entonces momy ! es un isomorfismo entre M; y M, y por lo tanto la funcién
identidad. Asi m; = 9.

9

Por tltimo, probemos (7iz). Si T C P es transitivo, entonces observemos que
x C P para cada z € T', con lo cual xt N P = x y tenemos

m(x) ={m(z): 2z € x} (1.6)

para toda x € T'. La cual se cumple por el teorema 1.59, ya que por (1.6), 7
es un €-isomorfismo y tanto 7' como M son transitivos. O
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1.4. El universo construible L

La clase L es la clase de conjuntos construibles. La afirmacién “V=L",
es decir, “todo conjunto es construible”, es el axioma de constructibili-
dad. El axioma de constructibilidad fue introducido por Godel en 1938 para
probar que la hipétesis del continuo generalizada y el axioma de eleccién son
consistentes con ZF siempre que ZF sea consistente. Godel demostro primero
que si ZF es consistente, también lo es ZF mas el axioma de constructibili-
dad. En segundo lugar, el axioma de constructibilidad implica el axioma de
eleccion y la hipotesis del continuo generalizada.

Definicién 1.70. Un conjunto X C M es definible sobre un modelo M si
existe una formula ¢ y algunas my,...,m, € M tal que
X={zeM : ME=p(E,my,...,m,)}

Decimos que X es definible sobre 9 de my, ..., my. Si @ es una formula de
x, sin pardmetros my, ..., my, entonces X es definible sobre 9. Un elemento
x € M es definible sobre M (de my,...,my), si el conjunto {x} es definible
sobre M (de mq,...,my).

Definimos a

def(M) ={X C M : X es definible sobre 9t}
Definicién 1.71. Definimos por induccion transfinita
(i) Lo =10,
(11) Loy1 = def(Ly)
(i) Lo =gy Lg, i es un ordinal limite, y
(i) L =Uaecora La-
Teorema 1.72. L es un modelo interno de ZF'.

Demostracion. Verifiquemos que L cumple la definicién modelo interno:
Comencemos mostrando que L es una clase transitva: Sea x € L. Por
definicion de L existe un ordinal « tal que

x € Loy = Def (Ly) ={X C L, : X es definible sobre L,}



1.4 El universo construible L 27

lo que implica que x C L,; de lo cual se concluye que x C L Por lo tanto L
es transitiva.

Ahora comprobemos que L contiene a todos los ordinales: afirmamos
que para todo ordinal « se satisface que o € L,i1, lo cual demostrare-
mos por inducciéon sobre o . Supongamos que para toda § < « se cumple
que 3 € Lgy; . Notemos que si f < « entonces f+ 1 < a , y dado que
la familia {L, : « es ordinal} es una jerarquia acumulativa (por construc-
cién) se sigue que si f < « entonces § € Lgy C L,. Por consiguiente
a ={f€Ll,:V[EpPesordinal } ; y dado que “ser ordinal” es absoluto
para clases transitivas se sigue que aw = {f§ € L,, : L, |= ( es ordinal }. Por
consiguiente, « € def(Ly) = Lay1-

En seguida mostramos que se satisfacen los axiomas de ZF:

(i) L satisface el axioma de extencionalidad ya que la clase L es transitiva.

(ii) L satisface el axioma del par: dados a,b € L'y ¢ = {a,b}. Sea a tal que
a € L,y b€, Yaque {a,b} es definible sobre L, tenemos ¢ € Lyy1,
y como “c = {a,b}” es Ay.

(iii) L satisface el axioma de separacion: sea ¢ una férmula, X,p € L.
Veamos que Y = {u € X : L | p(u,p)} € L. Como X,p € L existe «
un ordinal tal que X, p € L,. Por el principio de reflexion existe 5 > «
un ordinal tal que

V={ueX:Lgky(up}={vels:uecXNLskEp(up)}ec Lo,
por lo tanto, Y € L

(iv) L satisface el axioma de unién: sea X € L'y Y = [JX. Por definicién
de L existe un ordinal « tal que X € L,. Como L, es transitivo se
sigue que X C L,. AsiY ={x € L, :V | Jz(x € X A zEx))} pero
como “Jr(zEX A zEx))” es una férmula Ay entonces es absoluta; por
lo tanto, Y ={x € L, : L, F Ix(xEX N2Ex))} € Loy1. AsiY € L.

(v) L satisface el axioma de potencia: sea X € L'y Y = P(X) N L. Sea
a un ordinal tal que Y C L, . AsiY = {z € L, : V | Vu(uEX —
uFEy)}pero como “Vu(uEX — uEy)” es una férmula A, entonces ab-
soluta; por lo tanto,

Y={x€L,: Lo EYu(uEX — uEy)} € Loy,

asiY € L.
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(vi) L satisface el axioma de infinito: como “x = w” es una férmula absoluta
para clases transitivas se sigue que L = x = w, lo que implica que w € L
Por lo tanto, L satisface el axioma de infinito.

(vii) L satisface el axioma de reemplazo: sea F' un funcional sobre Ly X € L
un conjunto. Como F' es un funcional sobre L existe o un ordinal tal
que F[X] C L, (pues de lo contrario F'[X] seria una clase). Asi F[X] =
{ye L, :3x(y=F(x) Nz € X)} € L,. Por lo tanto, F[X] € L.

(viii) L satisface el axioma de fundacién: Sea S € L no vacio y x € S tal
que NS = (. Como L es una clase transitiva entonces S C L,y
dado que x € S se sigue que x € L . Ademds como “x NS = ()" es una
formula 6y , y por tanto absoluta para clases transitivas, se sigue que
L ExnS =(. Asi L satisface el axioma de fundacién.

De todo lo anterior se concluye que L es un modelo interno de ZF O]

Ahora probaremos que L es el minimo modelo interno de ZF:

Proposicién 1.73. Si M es un modelo interno de ZF entonces L C M .
Demostracién. Sea M un modelo interno de Z F. Notemos que (x es construible)™
si y solo si existe un ordinal a € M tal que z € LY (). Como la funcién
L, es absoluta! para modelos internos de ZF' | entonces LM = L,. Adem4s
como M contiene a todos los ordinales se tiene que a € M siy solosia € V.
Por consiguiente, (x) es equivalente a que existe un ordinal « tal que x € L, .
Por lo tanto (z es construible)™ siy solo si x es construible; es decir, LM = L
. De ahi que L C M . O]

1.4.1. Constructibilidad relativa.

Andras Hajnal y Azriel Levy en sus disertaciones doctorales en Hungria
e Israel, respectivamente, desarrollaron generalizaciones basicas de L. Para
los fines de este trabajo nos enfocaremos solo en la generalizacion de Levy.
El generalizé la constructibilidad considerando conjuntos construibles apartir
de un conjunto A, dando como resultado un modelo interno L[A], es decir,
el modelo interno més pequeno M tal que para cada x € M, ANz € M.

IEsto se prueba en [4], pag. 187.
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La idea es relativizar la jerarquia L, usando la siguiente generalizacion

defo(M) ={X C M : X es definible sobre (M,e, AN M)} (1.7)

donde A N M es una relacién unaria para las definiciones.

Definicién 1.74. La clase de todos los conjuntos construibles relativos a A
se define como sigque:

(1) LolA] =10,

(1) Las1[A] = defa (La[A])
(iii) LolA] = Uy LsAl, si o es un ordinal limite.
(i) LIA] = Useora LalAl

Proposicién 1.75. Si A es un conjunto L[A] es un modelo interno de ZF .
Demostracion. La demostraciéon es analoga a la proposicién 1.72. O

Teorema 1.76. Tanto L como L[A] son clases bien ordenadas. Esto implica
que L y L[A] son modelos del axioma de eleccion.

Demostracion. La prueba se puede consultar en [4], pag. 190. O

Proposicién 1.77. Si M es un modelo interno de ZF tal que ANM € M,
entonces L[A] C M

Demostracion. La prueba es andloga a la proposion 1.73 O



Capitulo 2

Ultraproductos.

2.1. Filtros y ultrafiltros.

La nocién de filtro fue introducida por F. Riesz en su articulo [8] de
1908 en un contexto topoldgico, sin embargo, fue hasta 1937 que H. Cartan
presento este concepto con mayor claridad en sus artéulos [1] y [2]. En esta
seccion introduciremos el concepto de filtro en un conjunto dado.

Definicién 2.1. Un filtro sobre un conjunto X no vacio es un conjunto F
de subconjuntos de X tal que:

(i) Xe FylgF,
(i) SiAe F yBelF, entonces ANB € F
(i) Si A,BC X, Ae F yAC B, entonces B € F

Observacion 2.2. La definicion 2.1 fue enunciada asi para fines prdcticos
en este trabajo, ya que en la literatura matemdtica esta definicion corresponde
a la de filtro propio sobre un conjunto, ya que se pide que ) & F.

Ejemplo 2.3. Sea X un conjunto no vacio y F = {X}, entonces F' es un
filtro sobre X, ya que por definicion de F se cumple (i) de la definicion de
filtro; dado que XN X = X se cumple (ii); por ultimo, si A,B C X y A C B,
entonces , A = X y B =X, con lo cual B € F cumpliendose (iii) . F es
llamado un filtro trivial.

Ejemplo 2.4. Sea Ay un subconjunto no vacio de X y F={B C X : Ay C
B}, entonces F' es un filtro sobre X, ya que Ag C X y X C X, entonces

30
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X € F, ademds como Ay ¢ 0, tenemos que ) € F. Ahora, si C,D € F,
entonces Ag C C' y Ay C D, considerando C' N D tenemos que Ay C C N D,
asi C N D € F. Por dltimo, si A € F y A C B, entonces Ay C AC By
Ao C B, porlo tanto B € F. A este filtro se le llama un filtro principal.

Ejemplo 2.5. Sea X un conjunto infinitoy F = {A C X : X—A es finito},
entonces F' es un filtro sobre X, ya que X —X = () y como 0 es finito, tenemos
que X € F, ademds como X — ) = X y X es infinito, se sigue que O & X.
Ahora, st A, B € F', entonces X — A y X — B es finito, considerando AN B
tenemos que X — (AN B) =X — AU X — B lo cual es finito, por ser union
de conjuntos finitos, por lo tanto AN B € F. Por ultimo, ss AC B yA¢eF
entonces X — B C X — A y dado X — A es finito, X — B tiene que ser finito,
por lo tanto B € F. A F se le llama el filtro de Fréchet.

Definicién 2.6. Una familia de conjuntos X tiene la propiedad de intesec-
cion finita (PIF) sitodaY = {Ai,..., A} C X finita tiene una interseccion
no vacia AN, ..., NA, # 0.

Proposicion 2.7. Todo filtro tiene la propiedad de interseccion finita.

Demostracion. Sea F un filtro sobre X y sea Y = {A;,...,A,} C F, por la
propiedad (ii) de la definicién de filtro, A;N,...,NA, € F. Ademds, cémo
() & F, por ser F un filtro, se sigue que A;N,...,NA, # 0. O

Lema 2.8. (i) Si F es una familia no vacia de filtros sobre X, entonces
NF es un filtro sobre X.

(i1) Si C es una C —cadena de filtros sobre X, entonces UC es un filtro
sobre X.

(i1i) Si G C P(X) tiene la PIF, entonces eziste un filtro F' sobre X tal que
GCF.

Demostracion. (i) Veamos primero que X € NF, ya que para toda F' € F,
X € F, por ser F' un filtro; similarmente, ) € NF, porque § & F,
para toda F' € F, por ser I’ un filtro. Ahora, si A, B € NJF, entonces
A, B € F, para toda F € F, como F es filtro, entonces AN B € F,
para toda F' € F, por lo tanto AN B € F. Por ultimo, si A € NF y
A C B, entonces para toda F' € F, A € F, como F es filtroy A C B,
B € F, para toda I’ € F, por lo tanto B € NF.
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(ii) Notemos primero que X € UC, ya que existe una F' tal que X € F, por
ser ' un filtro; ) € UC, ya que ) € F para toda F € C , por ser ' un
filtro. Ahora, si A, B € UC, entonces tenemos que A € Fi y B € F5,
donde F} y F5 son filtros, pero como C es una C-cadena tenemos que
L C FyoF, C Fi,esdecir, A€ I}, C Fy 0 B € F, C Fy, por lo tanto
ANB € UC. Por udltimo, si A € UC y A C B, entonces existe una F' € C
tal que A € F', como F es un filtro y A C B, entonces B € F, por lo
tanto B € UC.

(iii) Sea F' el conjunto de todas las A C X tal que existe un conjunto finito
H={Xy,....,X,} CGcon X;N---NX, C A, entonces F es un filtro,
ya que X € F, porque X C X, H = {Xy,...,X,} C Gy como G
tiene la PIF, X; N--- N X,, # 0 es igual a alguna A C X. También
tenemos que () € F, por definicién de F. Ahora, sea A€ Fy B e F,
entonces existe H; = {X1,...X,,} C Gtalque X;N---NX, C Ay
exite Hy = {Y1,...Y,} € G tal que Y1 N---NY, C B, entonces al
considerar AN B tenemos que X;N---NX,NY1N---NY, C ANB
para H3{Xy, -, X,, Y1, - ,Y,}, por lo tanto AN B € F. Por 1ltimo,
si A€ FyAC B, entonces existe T = {Xy,...,X,,} C G tal que
XiNn---NnX, C A, ademas como A C B tenemos que X;:N---NX,, C B
y asA B € F. Por lo tanto F es filtro y G C F por la definicién de F.

O

Dado que cada filtro F' C G debe contener todas las intersecciones finitas
de conjuntos en G, se deduce que el filtro F' construido en la prueba del
Lemma 2.8 (iii) es el filtro més pequeno en X que extiende a G:

Definicién 2.9. Decimos que el filtro F' es generado por G,
F =0{D: D es un filtro sobre X y G C D}.

Definicién 2.10. Un filtro U sobre un conjunto X es un ultrafiltro si para
cada ACX,AeUoX—-—AecU

Definicién 2.11. Un filtro F' sobre X es maximal si no existe un filtro F’
sobre X tal que F C F’.

Lema 2.12. Un filtro F' sobre X es un ultrafiltro si y solo si este es maximal.

Demostracion. Primero probemos que si F' es un ultrafiltro sobre X entonces
F' es maximal. Supongamos que existe un filtro F” tal que F' C F’ y que para
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algin A C X tenemos que A € F — I’ entonces X —A€e Fy X — A€ F,
lo cual contradice el hecho de que F' es un ultrafiltro sobre X. Por lo tanto
no existe un filtro F” tal que F' C F’ y con ello F' es maximal.

Ahora probaremos el contrarreciproco de si F' es un filtro maximal sobre
X, entonces I’ es un ultrafiltro sobre X, es decir, si F' no es un ultrafiltro
sobre X, entonces F' no es un filtro maximal. Sea Y C X tal que Y ¢ F' y
X —Y & F, consideremos a la familia G = FU{Y}; afirmamos que G tiene la
PIF, si A € F, entonces ANY # (), para otro caso tenemos que X —Y D Ay
X—-Y e F.Asi,siAy,..., A, € F, tenemos que A;N---NA, € Fyentonces
YNAN---NA, # 0. Por lo tanto G tiene la PIF y por el lema 2.8 (iii)
existe un filtro F” tal que F/ D G. Yaque Y € F' — F', F no es maximal. []

El siguiente teorema fue demostrado por Tarski en 1930.

Teorema 2.13. Todo filtro puede ser extendido a un ultrafiltro.

Demostracion. Sea Fj un filtro sobre X, sea P el conjunto de todos los filtros
sobre X tal que F' D Fj y consideremos el conjunto parcialmente ordenado
(P, C). Si C es una cadena en P, entonces por el lema 2.8(ii), UC es un filtro
y una cota superior de C' en P. Por el lema de Zorn, existe un elemento
maximal U en P. Asi U es un ultrafiltro por el lema 2.12. O

Proposicién 2.14. Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto X y sean A, B C
X tales que AUB € U, entonces A€ U o B e U.

Demostracion. Sean A, B C X, haremos la prueba por contraposicién, su-
pongamos que A ¢ U y B ¢ U. Entonces, por la definicién de ultrafiltro,
tenemos que X —A € Uy X — B € U. Asi, por la definicién de filtro tenemos
que (X —A)N(X—-B)=X—-(AUB) €U, porlotanto (AUB) ¢U. O

La siguiente proposicion nos dice cuando un ultraproducto es un filtro
principal.

Proposicion 2.15. Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto X, entonces U es
un filtro principal si y solo si ezxiste a € X tal que {a} € U.

Demostracion. Comencemos suponiendo que U es un filtro principal, enton-
ces existe un A C X, tal que

U={BCX:ACB}.
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Como A € U y U es un filtro, tenemos que A # (), entonces podemos tomar
una a € A. Notemos que

U={ACX:BCA}C{AC X :a€ A}

Como {A C X : a € A} es un filtro sobre X y U es un filtro maximal,
entonces U = {A C X :a € A}.

Reciprocamente, si existe a € X tal que {a} € U, como U es un filtro,
sabemos que para toda A tal que {a} C A tendremos que A € U, asque
{AC X :a€ A} CU. Por otro lado, si B es un conjunto arbitrario en U,
como {a} € U y U es filtro, entonces BN {a} # 0, es decir, a € B. De aqui
se sigue que U C {A C X : a € A}, por lo tanto U es un filtro principal,
como queriamos probar. O

Si X es un conjunto infinito de cardinalidad k, entonces porque cada
ultrafiltro sobre X es un subconjunto de P(X), existen a lo més 22" ultra-
filtros sobre X. El siguiente teorema muestra que el nimero de ultrafiltros
sobre k es exactamente 22°. Para obtener un resultado mds fuerte definimos
lo siguiente

Definicién 2.16. Un ultrafitiro D sobre k es uniforme si |A| = k, para toda
AeD.

Definicién 2.17. Una familia A de subconjuntos de k es independiente si
para cualquiera conjuntos distintos X1,...,X,,Y1,..., Y, en A

Lema 2.18. FExiste una familia independiente de subconjuntos de k de car-
dinalidad 2" .

Demostracion. O

Teorema 2.19. Para cada cardinal infinito k, existen 2% ultrafiltros unifor-
mes sobre K.

Demostracion. O

Definicién 2.20. Un filtro F' sobre X es un filtro es numerablemente com-
pleto o o-completo si {A,, : n € N} es una familia numerable de subconjuntos
de X y A, € F para cada n, entonces

Aaer
n=0
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El concepto de filtro o-completo puede considerarse de una forma més
general con la siguiente definicion,

Definicién 2.21. Si k es un cardinal reqular no numerable, y F' es un filtro
sobre X, entonces F' es llamado k-completo si F' es cerrado bajo intersec-
cion de menos de k conjuntos, es decir, si {A, : @ < 7} es una familia de
subconjuntos de X, v < k, y Aa € F para cada o < vy, entonces

ﬂAaeF.

Y<K

La pregunta de si un ultrafiltro no principal en un conjunto puede ser
o-completo da lugar a investigaciones profundas de los fundamentos de la
teoria de conjuntos. En particular, si existen tales ultrafiltros, entonces exis-
ten algunos grandes cardenales, como veremos mas adelante.

La siguiente proposicién nos da el significado de la k-completitud en ul-
trafiltros y nos sera de mucha utiludad mas adelante.

Proposicién 2.22. Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto X, entonces U es
k-completo si y solo si para toda f < k y para toda particion {A, : o < B}
de X, existe a < (8 tal que X, € U.

Demostracion. Comencemos probando por contradiccion, supongamos que
U es un ultraproducto k-completo sobre X y que exiten 8 < ky S < Ky
{X4 : @ < B} una particién de X tales que para todo a < 3, se tiene que
X, & U. Como U es ultrafiltro, por la definicién de ultrafiltro tenemos que
para todo O

Proposicion 2.23. Si U es un ultrafiltro no principal y k-completo sobre k,
entonces para todo A < k se tiene que {a € k : A < a} e U.

Demostracion. Si U es un ultrafiltro no principal y x-completo sobre x. Por
un lado, como U es ultrafiltro se tiene que

{aer : A<a}eUobien{a<r : a< A} el.

Supongamos que A = {a <k : a < A} € U. Como U es no principal,
para todo o € A se tiene que {a} ¢ U, entonces k — {a} € U, entonces
AN(k—A{a}) =A—{a} € U. Ademds, como U es k-completo se tiene que
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@ZﬂA—{a}GU

a<<A

que es una contradiccién, ya que ) € U. Por consiguiente {a < k : a <
A} ¢U,conlocual {a €k : A<a}el. O

Definicién 2.24. Sea F' un filtro sobre un cardinal k; F' es normal si este
es cerrado bajo intersecciones diagonales:

St X, € F para toda o < K, entonces Ny Xy € F

2.2. Productos reducidos y ultraproductos.

Ahora introduciremos una herramienta de teoria de modelos que sera la
principal en este trabajo, los ultraproductos. Primero aplicamos la construc-
cion a los conjuntos, y luego a los modelos.

Definicién 2.25. Sea I un filtro sobre X y f,g € [[,cx Az, la relacion =p
se define como

f=rgsiysdlosi{reX: f(x)=g(x)}€F, (2.1)
y se lee como f es F-equivalente a g.

Proposicién 2.26. = es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Primero veamos que es = es una relaciéon reflexiva, ya que
{reX: f(z)=f(z)} = X y como F es un ultrafiltro sobre X, X € F.

También tenemos que =p es una relaciéon simétrica, ya que {z € X :
f@) = g@)} € Fy{eeX: flz) =g)}={r e X:ygl)=fla)}
entonces {x € X : g(z) = f(x)} € F.

Por tiltimo, =p es una relacién transitiva, ya que {z € X : f(z) = g(x)} €
Fy{rxeX:g(x)=h(z)} € F, entonces {x € X : f(z) =g(x)} n{zr e X :
g(x) = h(x)} € F, por ser F ultrafiltro; al considerar {z € X : f(z) = h(z)},
tenemosque{:cEX f(x) = ()}ﬂ{xEX g(x) = h(x)} C {z € X :
f(z) = h(z)} y como F es ultrafiltro, entonces {z € X : f(x) = h(z)} € F.
Por lo tanto = es una relacién de equivalencia. O

~—
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Definicién 2.27. Definimos a [f] como la clase de equivalencia de f de la
siguiente forma:

fl={ge]]A:f=rg}

reX

Definicién 2.28. Sea X un conjunto no vacio, un filtro F' sobre X y para
cada v € X, A, es un conjunto no vacio, definimos el producto reducido de
A, mdodulo F como el conjunto de todas las clases de equivalencia de =p, el
cual denotaremos por [ [ Ay. Ast

[TA. = {1 fe A

zeX

Liamaremos al conjunto X el conjunto de indices para [, As.

Definicién 2.29. Sean A = [[, A,, {4 : v € X} un sistema de modelos,
el modelo A con el universo A se obtiene interpretando el lenguaje de la
siguiente manera:

(1) Si R(z1,...,x,) es una relacioon,

RY[fi],....[fa) @ {zeX : R¥*(fi(z),...,falx)}€F (22

(i1) Si F(x1,...x,) es una funcion,
FY[fi], - [fa]) = [f] donde f(z) = Fa,(fi(2). ..., fal2)), V2 € (X |
2.3
(i1i) Si c es una constante,
A = [f] donde f(x) = Vx € X. (2.4)

(Notemos que en 2.2 y 2.3 no depende de la eleccion de los representantes de
las clases de equivalencia [f1],...,[fn]).

El modelo A es llamado un producto reducido de {2, : x € X} mddulo F'.
En el caso especial cuando F' sea un ultrafiltro sobre X, el producto reducido
es llamado ultraproducto. Cuando en el ultraproducto las A, son las mismas,
es decir, A, = A el ultraproducto se llama ultrapotencia de A maodulo F.

El siguiente teorema es de suma importancia, ya que en él reside la gran
utilidad de los ultraproductos.
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Teorema 2.30 (Teorema de Los). Sea U un ultrafiltro sobre S y sea A el
ultraproducto de {2, : = € S} mddulo U.

(i) Si ¢ es una formula, entonces para cada f1,..., fn € HpesAy,
2 ): @([fl]’ [fﬂ:a[fn]) g {ZL‘ €s ): So[fl(x)’ Tt 7fn(l‘)]} cU

(i1) Si o es una sentencia, entonces

AEosiysolosi{fresS : A, =0} el

Demostracion. La parte (ii) es una consecuencia de (i). Tengamos en cuenta
que segun el teorema, la satisfaccién de ¢ en [fi],...,[f.] no depende de
la eleccién de los representantes fi,..., f, para las clases de equivalencia
[f1], -, [fa]- Por lo tanto, podemos abusar atin més de la notacién y escribir

Qllzgp[fl,.,.,fn].

También serd conveniente adoptar una terminologia de teoria de la medida.
Si

{reS: A Eplfix),..., ful@)]} €U,
decimos que A, satisface ¢ (fi(x),..., fu(z)) para casi toda x, o que 2 =
o (fi(x),..., fu(x)) se cumple en casi todas partes. En esta terminologia, el

teorema de Lo$ establece que ¢(fi,..., f,) se mantiene en el ultraproducto
si y solo si para toda z, ¢(fi(x),..., fo(x)) se cample en 2.

Probemos (7) por induccién sobre la complejidad de las formulas. Demos-
traremos que (i) se cumple para las féormulas atémicas, y luego demostrare-
mos el paso de induccién para —, Ay 3.

Formulas atomicas Primero consideramos la férmula v = v, y tenemos

/1= 1g] (2.5)
f=vg

{z: f(z)=g(x)} €U

{z: Ak fz)=yg(@)}eU

AE[f]= 9]

rr e
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Para una relacién P(vq,...v,) tenemos

AEP(A],.[fa]) & PYAL- L) (2.6)
> {IL’:PQ[I (fl(x),...,fn(:z:))} eU
o A, EP(fi(x),...,fu(x)} €U.

Tanto (2.5) como (2.6) permanecen verdaderos si las variables se reem-
plazan por términos, y (i) se cumple para todas las férmulas atémicas.

Conectivos logicos Primero suponemos que (i) se cumple para ¢ y demostra-
mos que también se cumple para —¢ (aqui usamos que X € U si y solo si

S—X U

AFE —p[f] < nosecumple que AFE ¢|f]
< {r: A Folf(x)]} ¢ U

o {z: W Aolf@)]} €U
— {x: A, E-o[f(x)]} € U

Similarmente, si(i) es verdad para ¢ y 1, tenemos

AEpANY & ARy AEY
& {x:AFoteUy {x: A, Ey}elU
— {z: A, Fpony}el.

(En la ultima equivalencia se usa que: X € Uy Y € U siy solo si
XNnY el).

Cuantificador existencial. Suponemos que (i) es verdadero para ¢ (u, vy, ..., vy,)
y mostramos que sigue siendo cierto para la férmula Jup. Supongamos pri-
mero que

AE Jup[fi, .-, fol - (2.7)

Entonces existe g € [ .o As tal que AFE ¢lg, f1,..., fa], ¥ por lo tanto

z€eS

{z: A Felg(x) filz), ..., ful®)]} €T, (2.8)
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y claramente se sigue que

{z: A, E Jupu, fi(x),..., fulx)]} €U. (2.9)

Ahora supongamos que (2.9) se cumple. Para cada x € S, sea u, € A, tal
que A, F [ug, fi(z),..., fu(x)] si cada u, existe, y arbitrario de lo contrario.
Si definimos g € [],.q Az por g(z) = u,, entonces tenemos (2.8), y por lo
tanto

2 ): (p[gafla"'afn]-
Y por dltimo (12.9) sigue.

Corolario 2.31. Una ultrapotencia de un modelo M es elementalmente equi-
valente a 9.

Demostracion. Por el teorema 2.30 (ii) tenemos que Ulty2A modelso si 'y solo
sixz: A= o esyasea S o vacéo, segun si A = o o no.

[]

Ahora mostraremos que un modelo 91 se puede encajar elementalmente
en su ultrapotencia.

Definicién 2.32. Sea U un ultrafiltro sobre X, 5 : M — UltyIN es el encaje
canénico si para cada m € M (donde M es el universo de M), sea ¢, la
funcion constante con valor m:

cm(x) =m (para cada x € X) (2.10)

Y sea
j(m) = [em].

Corolario 2.33. El encaje canonico j : M — UltyIN es un encaje elemental.

Demostracion. Sea a € A. Por el teorema 2.30, Ulty2d = ¢[j(a)] si y solo si
Ulty2A = ¢[ca] siy solo si 2 = pla] para casi toda x si y solo si 2 = ¢[a).

]



Capitulo 3

Ultraproductos en la teoria de
conjuntos.

Una de las aplicaciénes mas importantes de ultrapotencias en la teoria
de conjuntos es aquella en la que el modelo (Ult, €*) es bien fundado, el cual
es un modelo interno de ZF. Como mostraremos a continuacion, las ultra-
potencias bien fundadas estan estrechamente relacionadas con los cardinales
medibles. Pero antes veremos como la teoria de la medida esté relacionada
con cardinales motivando la definicién de cardinal medible.

3.1. Cardinales medibles.

Los cardinales medibles fueron los primeros cardinales considerados gran-
des, los cuales surgen del Problema de la Medida de H. Lebesgue.

En 1905, Vitali en [10] probé que: el azioma de eleccion implica que existen
subconjuntos de R no medibles sequn Lebesque. Sin embargo, casi 25 afios
después, Banach propuso una generalizacién del Problema de la Medida en
la que la invariancia bajo translaciénes pedida por Lebesgue fue reemplazada
por la condicién de que para cualquier nimero real a se tuviera que m({a}) =
0.

El objetivo de replantear de esté forma el problema radicaba en investigar
si bajo estas nuevas condicones era posible extender la Medida de Lebesgue
a una funcién definida en todo el conjunto P(R). Banach traté de definir
una medida sobre el conjunto P([0,1]) en vez de sobre todo P(R), buscan-
do después utilizar la o-aditividad para extender dicha medida a todos los

41
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subconjuntos de R.
Por lo que la definiciéon de medida quedo de la siguiente manera

Definicién 3.1. Sea X un conjunto no vacio. Una medida sobre X es una
funcion p: P(X) — [0, 1] tal que:

(@) n0) =0, u(X) =1,
(b) si A C B, entonces u(A) < u(B);
(c) p({x}) =0, para toda x € X ;

(d) si {A,}5°, es una familia de subconjuntos de X ajenos dos a dos,
entonces

K (U An) = ZU(AH)

Bajo la definicién 3.1 el Problema de la Medida de Lebesgue significa pre-
guntarnos si existe un conjunto X que admita una medida como la definida
anteriormente.

Una propiedad inmediata que surgue apartir de la definicién 3.1 es la
siguiente,

Proposicion 3.2. Si X es un conjunto y m es una medida para X, entonces
cualquier subconjunto de X de cardinalidad a lo mas numerable tiene medida
cero.

Demostracion. Sea A C X a lo mas numerable, entonces existe una enume-
racon (no necesariamente inyectiva) {a, : n € N} para los elementos de A de
manera que A = Upen{an,} O

La proposicién 3.2 junto con el inciso (a) de la definicién 3.1 tienen como
consecuencia que para poder hablar de una medida para un conjunto X, éste
tiene que ser no numerable. Esto es una restriccion respecto a la cardinalidad
de los conjuntos para los que podemos definir una medida, pues nos indica
que éstos tienen que ser suficientemente “grandes”. Asi, podemos rescatar
que el Problema de la Medida planteado por Banach radica en preguntarse
si existird un conjunto no numerable X # () para el cual exista una medida
como la de la definicién 3.1.
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El estudio de cardenales medibles se originé aproximadamente en 1930
con el trabajo de Banach, Kuratowski, Tarski y Ulam. Ulam demostré en [9]
que los cardenales medibles son grandes, que el cardinal menos medible es al
menos tan grande como el cardinal menos inaccesible.

Definicién 3.3. Sea X un conjunto y sea p una medida o-aditiva sobre X .
Decimos que p es una medida 2-valuada si w(A) es 0 o 1 para cualquier
ACX.

Las medidas 2-valuadas cobran importancia pues permitieron atacar al
Problema de la Medida desde un enfoque nuevo dentro de la Teoria de Con-
juntos considerando familias de conjuntos tales como los ultrafiltros.

El motivo por el que resulta tan importante hablar de ultrafiltros para
investigar las propiedades de las medidas radica en que es equivalente la
existencia de una medida 2-valuada para un conjunto X a la existencia de
un ultrafiltro no principal o-completo sobre dicho conjunto.

Lema 3.4. Si u es una medida 2-valuada sobre X, entonces

U={ACX : u(A)=1}
es un ultrafiltro no principal o-completo sobre X.

Demostracion. Primero probemos que U es un filtro sobre X. Veamos que
X eUyd&U, yaque por la definicién de medida u(X) =1y u(d) = 0. Si
A, B € U, entonces pu(A) = u(B) =1, conlocual A = (A—B)U(ANB)y B =
(B—A)U(ANB). Si u(ANB) no fuera 1, entonces u(A—B) = u(B—A) =1
y tendriamos que u(A U B) = 2, lo cual contradice que el rango de p estd
contenido en {0, 1}, por lo tanto AN B € U. Si A €U y A C B, entonces,
por la definicién de medida p(A) < u(B), pero como p(A) =1, p es una me-
dida 2-valuda y 1 no es menor que 0, entonces m(B) = 1, por lo tanto B € U.

Ahora veamos que U es un ultrafiltro, dado A C X, si A &€ U, entonces
1(A) = 0y, por tanto, 1 = pu(X) = pu((X — A)UA) = p(X — A) + pu(A) =
u(X — A), conlo cual (X —A) e U.

Notemos también que U es no principal, ya que como p es una medida, para
toda a € X, u({a}) = 0, entonces {a} & U, y por la proposicién, U es no
principal.
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Por tltimo, tenemos que U es o-completo, ya que por la propiedad o-aditiva
de py p(X) = 1, no existe una particién de X en una sucesién {4, : a < v}
tal que v < kK y A, € U para todo a < 7, con lo cual se sigue la afirmacion
de la proposicion 2.22. O

Como podemos ver en el lema 3.4 la existencia de una medida 2-valuada
induce un ultrafiltro no principal o-completo. Sin embargo, el reciproco tam-
bién se cumple como podemos ver acontinuacién.

Lema 3.5. SilU es un ultrafiltro o-completo no principal entonces la funcion
w: P(X)—{0,1} definida por

1 si AceclU

u(A) =
0 st AU

es una medida 2-valuada sobre X.

Demostracion. Verifiquemos que la funcién p es una medida 2-valuada. Pri-
mero, como U es un filtro, ) € U y A € U, asi que u(@) =0y pu(X) = 1.
También notemos que p({a}) = 0 para todo a € X se deduce de que U es
un ultrafiltro no principal y de la propocisién 2.15. Por ultimo, si v < &
y {As : @ < 7} es una sucesion de subconjuntos de X ajenos dos a dos,
tendremos los siguientes casos:

(i) Si existe o < 7y tal que A, € U, como para todo 8 # « se tiene que
Aanag=p, para todo 8 # a se cumple que Az € X — A,. Dado que U
es un filtro, esto implica que para todo 8 # «, Ag & U. Asi, en este
caso, p(As) = 1y u(Ag) = 0 para todo 8 # a. Por otro lado, como
A, C Uﬁ<~/ Ap y U es un filtro, Uﬂ<v Ag €U, asi que

m (U A5> =1=> u(Ap).

B<y B<y
(ii) Si para todo a < se tiene que A, € U, afirmamos que |J,_, Ao ¢ U.
De lo contrario, como U es filtro, tendriamos que X — <Ua - Aa) gu

y, por lo tanto, aquellos conjuntos en el coleecién:

{Agia<y A Ay £ 0 U{X — | 4a}

a<ly
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que no sean vacios, formarian particién de X en a lo méas ~ subconjuntos
tal que ninguno de sus elementos esta en U , pero por la Proposicion
2.22, esto contradice el hecho de que U es k-completo. De lo anterior
se sigue que

[ (U Aﬁ) =0=">) pu(Ad).

a<k a<k

Con lo anterior se demuestra que p es una medida para X, y por la
manera en la que esta definida también es 2-valuada.

]

Definicién 3.6. Un cardinal no numerable k es medible, si existe un ultra-
filtro no principal k-completo sobre k.

La existencia de cardinales medibles es equivalente a la exitencia de una
medida 2-valuda. Ulam y Tarski descubrieron que los cardinales medibles
deben ser fuertemente inaccesibles.

Teorema 3.7. Cualquier cardinal medible es fuertemente inaccesible.

Demostracion. ]

3.1.1. Medidas normales.

Definicién 3.8. Sea (X, : o < k) una sucesion de subconjuntos de k. La
interseccion diagonal de X, a < k, es definida como sigue:

ANpcnXa ={6 <k 1§ € NueeXal}

Definicién 3.9. Sea F' un filtro sobre un cardinal x; F' es normal si este es
cerrado bajo intersecciones diagonales, es decir,

St X, € F para toda o < K, entonces Ny Xo € F.

Definicién 3.10. Una medida normal sobre k es un ultrafiltro no principal
k-completo normal sobre k.
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3.2. Ultraproductos y encajes elementales.

Un gran resultado de Dana Scott estimulé la investigacion de encajes
elementales de modelos internos. La construccion de un ultraproducto de la
teoria de modelos fue una ganancia cuando Scott tomo una ultrapotencia de
V' en si mismo para establecer que: si existe un cardinal medible, entonces
V' # L. La construcciéon de Scott dio inicio al uso libre de construcciones
manipuladas de modelos internos en teoria de conjuntos.

Las ultrapotencias se introdujeron en el Capitulo 2. Ahora generalizamos
esa técnica para construir ultrapotencias del universo V. Sea U un ultrafiltro
en un conjunto X y considere la clase de todas las funciones con dominio X.
Siguiendo ( 2.1 ) y (2.2) definimos

f="gsiysolosi {r€ X : f(z)=yg(x)} €U
fe gsiysolosi {xeX : f(x)eg(x)}eU
Para cada f, denotamos [f] a la clase de equivalencia de [f] en ="

=19 : (f="9) N (Vh(h =" f = rank(g) < rank(h))}
También usamos la notacién [f] €* [g] cuando f €* g.

Sea Ult = Ulty (V) la clase de todas las [f], donde f es una funcioin en X
y consideremos el modelo Ult = Ulty (V). El teorema 2.30 (de Los) se cumple

en este contexto: Si ¢ (z1,...,x,) es una férmula de la teoria de conjuntos,
entonces
ULt E o ([fi],..-,[fa]) stysolosi {z € S:¢(fi(z),..., fu(x))} €U.

Si o es una sentencia, entonces Ult = o si y solo si o se cumple; la
ultrapotencia es elementalmente equivalente al universo (V, €). La funcién
constante ¢, estd definida, para cada conjunto a, por (2.10), y la funcién
e : V — Ult definida por e(a) = [c,] es un encaje elemental (por el corolario

2.33 ) de V en Ult:

o(ay, ..., a,) sty solosi Ult E ¢ (eay,...,ea,) (3.1)

siempre que ¢(z1,...,x,) es una férmula de la teoria de conjuntos.
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Lema 3.11. Si U es un ultrafiltro o-completo, entonces (Ult, €*) es un mo-
delo bien fundado.

Demostracion. Primero veamos que ext(f) es un conjunto para f, donde

ext(f) ={lgl : g € [},
ya que para cualquier ultrafiltro U y cada g €* f existe algin h =* g tal
que rank(h) < rank(f).

Por tltimo, supongamos que fy,..., fn,... es una sucesién decreciente.
Asi para cada n el conjunto

Y, = {ZL’ €X fn—i-l(x) S fn(x)}

estd en el ultrafiltro U por ser U o-completo. la interseccion Y = NS2Y,,
también estd en U y por lo tanto es no vacia. Sea y un elemento arbitrario
de Y. Entonces tenemos

foly) 3 fily) 3,...,

una >-sucesién decreciete infinita, lo cual contradice al axioma de fundacion.
m

Por el lema 3.11 podemos aplicar al modelo (Ult, €*) el teorema 1.69 (del
colapso de Mostowski). Por lo tanto existe una funcién 7 de (Ult, €*) a una
clase transitiva (M, €) que es un isomorfismo tal que

ferg siysslosi n([f]) € (lg)).

Hasta este punto tenemos establecido el siguiente diagrama

V M

Ult

Ahora, sea j : (V,€) — (M, €) la funcién definida como j = mwoe, de
modo que para cualquier conjunto x € V:

j(x) = 7m(e(x)) = m([ea])- (3.2)
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Como j es la composicién de dos encajes elementales, entonces j es un encaje
elemental, por la proposicion ??7. Con lo cual tenemos el siguiente diagrama:

v J M

Ult

Proposicién 3.12. Si C' es una clase transitiva y bien fundada con €, h :
V — C es un encaje elemental, entonces

(i) Si a es un ordinal, entonces h(a) es un ordinal.

(ii) si a es un ordinal, entonces a < h(«)

Demostracion. (i) Sea ¢(x) la férmula que expresa “z es un ordinal”. Co-

(i)

mo h es un encaje elemental, si o es un ordinal, entonces V' |= ¢(a) si
y solo si M |= ¢(h(«)). Por otro lado, por la proposicién 1.50, “x es un
ordinal” es una Aj-férmula y por ser C' transitivo, p(z) es absoluta,
M E ¢o(h(a)) siy solo si V = p(h(a)), es decir, a es un ordinal si y
solo si h(a) es un ordinal.

Sea h(«) un ordinal, por (i) de este lema, entonces por tricotomia se
tiene que o < h(a) o h(a) < «. Sin embargo, Si h(a) < « se sigue
que h(h(a)) < h(a) porque h preserva el orden ya que es un encaje
elemental y el orden estd dado por la pertenencia, y si denotamos por
h™(«) al resultado de aplicar n-veces el encaje elemental h se tiene que
{h"(c) : n € w} es una familia decreciente lo que contradice el hecho
de que C es bien fundada. Por lo tanto a < h(a).

[

Proposicién 3.13. Sean M = n[Ult] yj : V — M entonces M es un modelo
interno de ZF'.

Demostracion. Como V' es modelo de ZF y j: V — M es un encaje elemen-
tal, entonces M es modelo de ZF'. Por otra parte, por la proposiciéon 3.12, se
tiene que si av es ordinal entonces a < j(a). Como j(a) € M y M es una clase
transitiva se tiene que a € M, por ello M contiene a todos los ordinales. Por
lo tanto M es un modelo inteno. O]
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Proposicién 3.14. Sea k un cardinal medible, U un ultrafiltro k-completo
no principal sobre kK, M = w[Ult] y j : V — M, entonces para todo o < K,

jla) = a

Demostracion. Antes de comenzar con la demostraacién de la proposicién,
probaremos la siguiente afirmacion:

Afirmacion 1: para toda [f] €* [c,] donde ¢, = a y o < K se satisface que
existe t < « tal que e(t) = [f].

Sea [f] €* [ca], por definicién se sigue {i € k : f(i) € co(i)} € U, es decir,
{i € k: f(i) € a} € U. Afirmamos que existe ¢t € « tal que {i € & :
f(i) =t} € U. Si este no fuera el caso, para toda t < « se cumpliria que
{i € k: f(i) =t} ¢ U entonces {i € k : f(i) # t} € U. Como U es
k-completo se sigue que

{iem:f(i)ea}ﬂm{iE/i:f(i)#t}eU

t<a

lo cual es una contradiccion, puesto que

{iEfi:f(i)Ea}ﬂﬂ{ié&:f(i)#t}:@,

t<a

por tanto, existe t € « tal que {i € k: f(i) =t} € U; lo que implica que
f = ¢ donde ¢; = t. Por lo tanto, [f] = [¢], por lo cual e(t) = [f].

Ahora comencemos a probar la proposicién, probemos que j [,: a — j(«)
es un isomorfismo. Si f < « entonces j(5) € j(a) pues j es un encaje
elemental, lo que implica que jla] C j(«). Por otro lado, si p € j(a), como
jla) € My M es transitiva, se tiene que p € M. Dado que 7 es sobreyectiva
existe [f] € Ulty (V) tal que w([f]) = p entonces 7[f] < j(a) = 7[e,]. Como 7
respeta el orden, se sigue que [f] €* [c,] y por la afirmacién 1, existe t < « tal
que e(t) = [g]. Por lo tanto, existe t < « tal que j(t) = w(e(t)) = 7([g]) = p,
es decir, j(a) C jla]. De ambas contenciones tenemos que jla] = j(a). Se
sigue, j [o: @ — j(a) es una funcién sobreyectiva y como j es un encaje
elemental en particular preserva el orden. Por tanto, j [,: @ — j(«) es un
isomorfismo. Asi « y j(«) son ordinales, por la proposicién 3.12, isomorfos,
entonces a = j(a). O

Proposicién 3.15. Sea k un cardinal medible, U un ultrafiltro k-completo
no principal sobre k y j : V — M, entonces j(k) > K
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Demostracion. Sea d : k — V la funcién diagonal definida por

dla)=a (a<k)

Por la proposicién 2.23, para toda 8 < k se tiene que {a € k: f < a} €
U, entonces {a € k : f < d(a)} ={a € k: [ < a} € U. Esto implica,
[cs] €* [d] donde cg = 3, en consecuencia

3(8) = m([esl) € m([d])

por la proposicion 3.14 sabemos que para todo § < k se cumple que

Jj(B) = B, por lo cual g = j(B) € w([d]). Asi para todo 8 < k se satisface que

B € m([d]), en consecuencia k C m([d]). Por otro lado, notemos que {« € & :

d(a)) < k} € U pues d toma valores menores que x, por lo que [d] € [c.] lo

que implica que 7([d]) € 7([ck]) = j(k). Por lo cual, k C 7([d]) € j(k) de ahi
que x < j(k).

[

Asi, hemos demostrado que si hay un cardinal medible, entonces hay un
encaje elemental j del universo en un modelo transitivo M tal que 7 no es la
funcién de identidad; 7 es un encaje elemental no trivial del universo.

Teorema 3.16 (Scott). Si existe un cardinal medible, entonces V' # L.

Demostracion. Supongamos que V = L y que existe existen los cardinales
medibles; sea k el menor cardinal medible. Sea U un ultrafiltro x-completo
no principal sobre k y sea j : V. — M el correspondiente encaje elemental.

Ya que V' = L, el tinico modelo transitivo que contiene todos los ordinales
es el universo mismo: V.= M = L. Dado que j es un encaje elemental y x
es el menor cardinal medible, tenemos

M E j(k) es el menor cardinal medible;

y por lo tanto, j(k) es el menor cardinal medible pero esto es una contradic-
cién ya que por la proposicién 3.15, k < j(k). O

Corolario 3.17 (Scott). En L no existen cardinales medibles.

Demostracion. Como L es modelo de ZF' entonces L hace verdadero que
si “si existe un cardinal medible, entonces V' # L 7. De ahi que si existen
cardinales medibles en L, entonces L debe hacer verdadero que V = L, lo
cual es una contradiccion , pues L es modelo de V = L. O
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3.3. Ultrapotencias iteradas

Haim Gaifman en 1964 inventd las ultrapotencias iteradas y establecid
resultados seminales sobre y con la técnica, resultados que estimularon de
manera més inmediata el trabajo definitivo en las tesis formativas de Silver
y Kunen. Kunen hizo la técnica de Gaifman de las ultrapotencias iteradas
integral al tema de los modelos internos de cardinales .

Sea k un cardinal medible y sea U un ultrafiltro no principal k-completo
sobre k. Usando U, por el lema [XX], la ultrapotencia de V' modulo U es bien
fundada, identificamos la ultrapotencia con su colapso transitivo, un mode-
lo transitivo M = Ulty(V). Denotamos esta ultrapotencia por Ultg)(V)
o solamente ULtW. Sea j© = j; el encaje canénico de V en Ult™! y sea

kD = O (k) y UM = jO(U).

En el modelo Ult™, el ordinal k) es un cardinal medible y U® un ul-
trafiltro kM-completo no principal sobre k. As{ trabajando dentro Ult,
podemos construir una ultrapotencia médulo UM, es decir, Ultya (ULt™M).
Denotamos esta ultrapotencia por UL, y sea j(1) el encaje canénico de ULt
en Ult® dado por esta ultrapotencia. Sea k) = jD(x') y U@ = ;0 (M),

Podemos continuar con este proceso y obtener los siguientes modelos tran-
sitivos.

o, @, o U™, L (n<w)

El hecho de que podamos construir tal secuencia de clases se deduce de
la observacién de que para cada a, el segmento inicial V, N Ult™ de cada
ultrapotencia en la secuencia se define a partir de un segmento inicial Vg del
universo (donde [ es algo asi como k + o + 1).

Asi obtenemos una secesién de modelos Ult™, n < w (donde Ult"® = V).
Para cualquier n < m, tenemos un encaje elemental i, ,, : U™ — U™

que es la composicién de los encajes j™, j+D - 50m=1)

() = §m=1) j(m=2) .j(”)(x) <x c Ult(n)) .

Para n = m, el encaje elemental ¢, ,, es la funcién identidad en U™,
Estos encajes forman un sistema conmutativo; es decir,
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Gk © Tnym = Ink (m<n<k)
También dejamos £™ = ig, (k) , y U™ =iy, (U) . Note que £ < ) <
o<k <y U O ST D S . DU ™o

Asi tenemos un sistema de modelos dirigidos y encajes elementales.

{Ult("),imm cm,n € w} (3.3)

Aunque los modelos son clases propias, la técnica del Lema [XX] sigue
siendo aplicable y podemos considerar el limite directo

(M, B) = lim dit, ., {Uw, z’n,m} (3.4)

junto con encajes elementales i, : U™ — (M, E). El limite directo es un
modelo de ZFC y probaremos a continuacion que esta bien fundado. Asi lo
identificamos con un modelo transitivo Ult).

Sea k) = iy, (k) y U = ig,(U). Ya que Ult™ satisface que U®) es
un ultrafiltro £“-completo no principal sobre £“), podemos construir, tra-
bajando dentro del modelo Ult(“’), la ultrapotencia de ULt médulo U®) y
el correspondiente encaje canénico j).

Denotamos por Ult“*V a la ultrapotencia Ult™) médulo U«

Este procedimiento puede ser continuado, el cual nos llevava a la siguiente
definicién;
Definicién 3.18. Definimos la ultrapotencia iterada como sigue:

(i) (UIt©, EO) = (v, €)
(i) (ULD BOFDY = Ulty o) (UL, ()

(i) (U, BO) = tim direo { (U, ) ios | (51X es limite )

donde U@ =iy, (U) , para cada o.
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Atn no sabemos que todos los modelos Ult'™ estén bien fundados; pe-
ro hacemos una convencion de que si ULt estd bien fundado, entonces lo
identificamos con su colapso transitivo.

Si M es un modelo transitivo de la teoria de conjuntos y U es (en M)
un ultrafiltro no principal k-completo sobre k, podemos construir, dentro de
M, las ultrapotencias iteradas. Denotamos por Ult(Ua)(M ) la a-esima ultra-
potencia iterada, construida en M.

Lema 3.19 (El lema factor). Supongamos que Ult'”) es bien fundada. En-
tonces para cada B, la ultrapotencia iterada Ul (@) (Ult(o‘)) tomada en ULt
es isomorfa a la ultrapotencia iterada Ult (a+h)

Ademas, para cada [ existe un Zsomorﬁsmo 66

ymn, i ( ") denota el encaje elemental de Ult Ula )(Ult )) a Ultg](a)(Ult ),
em‘onces el stguiente diagrama conmuta:

@) a1 que si para toda &

(@)
Ul (U1t —= i), (Un)

eéa) eg]a)

(@
(O U R ) TG

Demostracion. Probemos por induccién transfinita sobre 5. Si § = 0, enton-
ces la 0-ésima ultrapotencia iterada en Ult® es Ult(®: y e(()a) es la funcién
identidad.

Si Ult(ﬁ()a) y Ult(aJrﬁ ) son isomorfos y e(ﬁa) es el isomorfismo, entonces

Ultgﬁj;)l) y Ult(a+6 +1) son ultrapotencias de UltU(a) y Ult(UaJrﬁ ), respectiva-
mente, y ya que iga45(U) = eg )(zéaB)(U (@))), el isomorfismo e/(Ba) induce un

isomorfismo e(ﬁ le entre UltU’tf)l Ultg:wrﬂﬂ)_

Si A es un ordinal limite, entonces Ultg()a) y Ult;?)“) son (en Ult(a)) los

limites directos de {UltU(a),z(ﬁai B,y < A}y {Ult(aJrﬁ) latBaty @ B,y <
A}, respectivamente. Es claro que los isomorfismos ega),ﬁ < A, induce un

isomorfismo eE\ ) entre Ult™) e Y Ult(aJrA

]
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Corolario 3.20. Para cada ordinal limite \, st UltW es bien fundada, en-
tonces Ut™ Ut para toda oo < .

Demostracién. Ult™ es un clase en Ult(a), es la ultrapotencia iterada Ultgj()a>
(Ult)) donde a4+ 3 = X O

El siguiente teorema fue probado por Gaifman, nos dice que las ultrapo-
tencias iteradas Ultgja) son bien fundadas.

Teorema 3.21. Sea U un ultrafiltro no principal k-completo sobre k, enton-
ces para cada «, la a-tesima ultrapotencia iterada U es bien fundada.

Demostracién. Si Ult es bien fundado, entonces Ult(®+Y es bien fundado.

Por lo tanto, si v es el minimo ~y tal que Ult™ no es bien fundado, entonces 0
es un ordinal limite . Los ordinales del modelo Ult"") no estds bien ordenados;
sea ¢ el menor ordinal de manera que los ordinales de Ult"”) por debajo de
i0,4(£) no estén bien ordenados.

Sea xg, x1, To, ... una sucesion desendente de ordinales en el modelo Ul
tal que zy es menor que ig,(§). Como Ult") es el limite directo de Ult®,
a < 7y existe un @ < v y un ordinal v (menor que iy, (£)) tal que xo = iy (V).
Sea [ tal que o + = 7. Segin nuestras suposiciones, lo siguiente es cierto

(en V):
(V' < y)(VE' <€) los ordinales debajo de i/ (£') en
U1t"") son bien ordenados.  (3.5)
Cuando aplicamos el encaje elemental 7o, a (3.5, tenemos:

Ult® E(VY <i0.a(7))(VE <iga(€)) los ordinales debajo de

i((f;), (&) en Ult"u@ son bien ordenados.

(3.6)

Ahora § < 7y <iga(7), y ¥ < iga(§). Por lo tanto si sustituimos 7' =y
¢ = v en (3.6), tenemos que

Ult™ = los ordinales por debajo de z(()ag(l/) en

Ultg?a) son bien ordenados.

Por el lema 3.19, Ultga()a) es isomorfo a Ult*™ |y z(()aﬁ)(u) es inat+s(v). Ya

que a + 3 =7y iqy(V) = 29, y como estar bien ordenado es absoluto (para
el modelo transitivo Ult™), tenemos:
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Los ordinales por debajo de xj en Ult™ son bien ordenados.

Pero esto es una contradiccion ya que x1, s, ... es una sucesion decreciente
de ordinales por debajo de zy en Ult™ [

Asi dado cualquier ultrafiltro no principal x-completo U sobre k tenemos
una secesion transfinita de modelos transitivos, las ultrapotencias iteradas
Ultgja)(V) y los encajes elementales i, 5 : Ult® — Ut Sea k(™ = ig4(k)
para cada .

Proposicién 3.22. .

(i) Sivy < k@, entonces in5(7) = para toda B > a.

(i) Si X C K@ y X € Ut entonces X C iq5(X) para toda 8 > a.
Demostracion. Por el lema 3.19, es suficiente dar una prueba ara o = 0.

(i) Como sabemos, ip1(y) = v para toda v < k. Por induccién sobre 3, si

i0.5(Y) = 7, entonces g gy1(y) = igps1(y) = 7 porque v < x¥; si A
es un ordinal limite y i (&) = & para todo & < vy § < A, entonces

ioa(7) =7
(ii) Se sigue de (i).
[

Lema 3.23. La sucesion (k*) : a € Ord) es normal, es decir, creciente y
continua.

Demostracion. Para cada o, k@D = a1 (K@) > k(@ Para probar que
la sucesién es continua, sea A un ordinal limite; queremos probar que kK =
limg_y £, Si v < k™), entonces v = ian(0) para algun a < k(@ Por estd
razén v = § y entonces v < k(. O

Proposicién 3.24. Sea C' una medida normal sobre k, y para cada o, Ult®
la a-ésima ultrapotencia iterada mddulo C, k% =iy (k), y C@ =iy (O).
Sea X un ordinl limite infinito. Entonces para cada X € U™, X c k™,

X eCW siysolosi( F3a<NXD{EY a<y< ) (3.7)
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Demostracion. Ya que X, tanto X como su complemento contienen un seg-
mento final de la sucesién (k) : v < k), es suficiente demostrar que si
X € CW, entonces existe un « tal que k) € X para toda v > a.

Existe un @ < A tal que X =1, ,(Y) para alguna Y € C®). Demostremos
que k) € X paratoday, a <y < A Seay > aysea A=i,,(Y). Entonces
A =C" y dado C™ es una medida normal sobre £ en Ult"), tenemos
k0 € i, ..1(A). Sin embargo, iy,11(A4) C iyi1a(iy411(A)) = X y por lo
tanto k() € X. [

3.3.1. Representacion de ultrapotencia iteradas.

Ahora daremos una descripcién alternativa de cada uno de los modelos
Uit por medio de una tnica ultrapotencia del universo, utilizando un ultra-
filtro en una determinada algebra booleana de subconjuntos de x“. Esto nos
permitird obtener informaciéon més precisa sobre los encajes ig, : V — Ul
Trataremos primero las iteraciones finitas.

Definicién 3.25. Sea U un ultrafiltro k-completo no principal sobre k. De-
finimos el simbolo ¥*« para decir “ casi todas o < k7 cuando:
Vap(a) siy solo si{a <k : pla)} €U

Si X Ck'"ya<k,

Xy ={(a1,...,0n) : (,,...,an1) € X}
Definicién 3.26. Definimos los ultrfiltros U,, sobre k™, por inducion sobre
n:
U1 - U,
Upp1 = {X cw" V'aX € U}
Cada U, es un ultrafiltro k-completo no principal sobre k", y si Z € U,
entonces Z™ € U,.

Para toda X C k",
Observemos que U,, concentra en aumentar n-sucesiones:

{{ag, .. .yan1) €ER" oy < ... <ap1} €U,

porque Yag (Vo > ag) ... Va1 > apo) g < ... < ap_y
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Lema 3.27. Para cada n,

Ulty, (V) = ULt™ (V)
Y ju, = ton, donde jy, es el encaje canonico j: V — Uty, (V).

Demostracion. Haremos la prueba por induccion sobre n. El caso n = 1 es
trivial. Supongamos que el lema es verdad para n y consideremos Ulty, . ;.
Sea f una funcién sobre £"*!. Para cada t = (o, ..., a,_1) € K", sea fy) la
funcién sobre x definida por fu)(§) = f(ao, ..., 0n-1,&) y sea F una funcién
en k" tal que F(t) = f) para toda t € k": sea f= [Fy,. De esta forma
asignamos a cada funcién f en £"*! una funcién f e Ult™ en k™.
Reciprocamente, si h € Ult™ es un funcién en k(™ existe una funcién
en k" tal que h = f: existe alguna F sobre x" tal que h = [F]y, y que
para cada t € k", F(t) es una funcién en k; asi f(«o,...,q,) es el valor de
F(ag,...,a,_1) en a. O

Las iteraciones infinitas son descritas con la ayuda de los ultrafiltros Ug
sobre k¥, donde E se extiende sobre conjuntos finitos de ntimeros ordinales.
Si E es un conjunto finito de ordinales, entonces el isomorfismo de orden 7
entre n = |E| y E induce, de forma natural, un ultrafiltro Ug correspondiente
a U,:

Up=A{m(X): X Ck"}

donde 7 ({avg, . . ., p_1)) =t € k¥ con t(n(k)) = oy, paratoda k =0,...,n—
1.

Definicién 3.28. Si S es un conjutos de ordinales y E C S es un conjun-
to finito, definimos una funcién ings (una funcién inclusion) de P(k¥) en
P(k%) como sigue:
ings(X)={ter”:t EeX} ( para toda X C x%)
Lema 3.29. St EE C F son conjuntos finitos de ordinales, entonces para cada
X C kP,
X eUg siysolosi ingp(X)eUp.

Demostracion. Por induccién sobre (m,n) donde m = |E| y n = |F|. Sea
E C F conjuntos finitos de ordinales. Supongamos que a es el elemento
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minimo de F, y supongamos quea € F (si a ¢ E, entonces la prueba es
similar). Sea ' = E — {a} y F' = F — {a}.

SiX C kP, definamos para cada a < k, el conjunto X C kP de la
siguiente manera: X, = {t | E' : t € X ANt(a) = a}; para Z C &,
definamos Z(,) C k% de manera similar (para todos los o < k). Debe quedar
claro que

X eUg+ V*OzX(a) € Ugp y Z eUp < V*OAZ(Q) € Up (3.8)

Por tltimo observamos que si Z = ing p(X), entonces Zo) = ing m(X(a)),
y el lema para E'y F se deduce de (3.8) y la hipdtesis de induccion. O

Definicién 3.30. Sea un nimero ordinal a. Si E C « es un conjunto finito,
decimos que un conjunto Z C Kk tiene soporte E si Z = ing.(X) para
alguna X C k¥,

Notemos que si Z tiene soporte F' 'y E C F, entonces Z también tiene
soporte F'. Denotemos por B, a la coleccion de todos los subconjuntos de
que tienen soporte finito. (B,, C) es una algebra booleana.

Sea U, el siguiente ultrafiltro sobre B,: Para cada Z € B,, si Z =
ing(X) donde X C k¥, sea

Z €U, siysolosiX € Ug.

Por el lema 3.29, la definicion de U, no depende de la eleccion del soporte E
de Z.
Ahora construiremos una ultrapotencia médulo U,,.

Definicién 3.31. Si F' es una funcion sobre K, decimos que f tiene soporte
finito E C « si f(t) = f(s) cuando t,s € k™" son tales quet | E=5s| FE

En otras palabras, existe g sobre k¥ tal que f(t) = g(t | E) para toda
t € r®. Consideremos solo las funciones f sobre xk“ con soporte finito y
definamos

f=ag siysolosi {t: f(t)=g(t)} € U,,
(3.9)

fE,g siysolosi {t: f(t)€g(t)} € U,.
Los conjuntos del lado derecho de (3.9) tienen soporte finito, llamemosle
E U F donde E y F son, respectivamente, soportes de f y g.
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Sea el modelo (Ulty, (V), E,) cuyos elementos son clases de equivalencia
modulo =, de funciones sobre k% con soporte finito.

Con lo anterior estamos listos para probar el lema principal de esta sec-
cién,
Lema 3.32 (Ellema de reperesentacion.). Para cada o, el modelo (Ult(V), E,)
es (isomorfo a) la a-ésima ultrapotencia iterada Ult(Ua)(V) y el encaje candoni-
co ju, - V — Ulty, es igual a io. Ademds, si a < B y [flu, € ULt |

entonces iap ([flv,) = [9lu, donde g es definida por g(t) = f(t | «) para
toda t € KP.

Demostracion. Por induccion en a. El paso de induccion de o a v 4 1 sigue
de cerca la prueba del lema 3.27 ; as; describamos solo cémo asignar a|f]y,.,,
la correspondiente | f]U(a) en ULtV Sea f una funcién en £t con soporte
EU{a} donde E C a. Para cada t € K sea f;y(§) = f(t£) para todo £ < &,
y sea F' una funcién en k* (con soporte E) tal que F(t) = fu) para todos
t €K Se f= [Flu.,; [ esté en Ult™ vy es una funcién en x®).

Cuando A es un ordinal limite, una verificaciéon de rutina muestra que
Ulty, es el limite directo de {Ulty,,ins : o, 8 < A} y que los encajes i »
conmutan con i, g. O]

3.4. El modelo L[U]

En esta seccion investigaremos los modelos internos para cardenales medi-
bles. Los principales resultados de cardinales grandes de Kunen que emanan
de su tesis de Stanford en 1968 serian los resultados de la estructura defini-
tiva para los modelos internos de cardinales medibles.

Los resultados de las seccién anteriores muestran que los cardinales me-
dibles son inconsistentes con el axioma de la constructibilidad y, de hecho, la
existencia de cardinales medibles implica que muy pocos conjuntos son cons-
truibles. Esto elimina el universo construible L con sus buenas propiedades
estructurales como herramienta para obtener resultados consistentes. Asi, si
queremos mostrar consistencia de, por ejemplo, la hipotesis del continuo en
relacion con la existencia de cardinales medibles, tenemos que buscar mode-
los con conjuntos no construibles.
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Resulta que la teoria ZFC+ “existe un cardenal medible” tiene un modelo
candnico que comparte con L muchas de sus propiedades ttiles. Si k es un
cardenal medible, supongamos que U sea cualquier ultrafiltro no principal
k-completo sobre k y consideremos el modelo L[U] de todos los conjuntos
construibles a partir de U. Demostraremos que el modelo L[U] es tnico; es
el mismo modelo independientemente de nuestra eleccién de U. Ademas, en
L[U], k es el tnico cardenal medible y  tiene solo una medida normal; y
L[U] es el modelo més pequenio en el que k es medible. Cada conjunto en
L[U] es el menor modelo en el que x es medible. Cada conjunto en L[U] es
construible a partir de la medida normal tnica y, por lo tanto, todos los con-
juntos en L[U] son definibles ordinales y L[U] tiene una ordenacién definible
del universo.

Sea k un cardinal medible y sea U un ultrafiltro no principal de -
completo sobre k. Consideremos el modelo L[U].

Lema 3.33. En L[U], U es un ultrafiltro no principal Kk-completo sobre k.
Ademds, si U es normal, entonces L[U] E (U es normal).

Demostracion. Si U es normal y f € L[U| es una funcién regresiva en &,
entonces para algunos v < &, el conjunto X = {«a : f(a) = 7} estd en U;

dado que X € L[U], L{U] |= f es constante en algin X € U. O

Un gran resultado de Silver fue que el modelo L [U] satisface el GCH.

Teorema 3.34 (Silver). Si v = L[D] donde D es una media normal sobre
un cardinal medible k, entonces la Hipotesis del Continuo Generalizada se
cumple.

Demostracion. Ver prueba en [4], pag 339. O

Uno prueba con bastante facilidad que el modelo L[D] tiene solo un car-
dinal medible:

Lema 3.35. Si V = L[D] y D es una medida normal sobre k entonces k es
el unico cardinal medible.

Demostracion. Supongamos que existe un cardenal medible A # x conside-
remos el encaje elemental j; : V' — M donde U es un ultrafiltro no principal
A-completo sobre A\. Demostraremos que M = L[D] = V obteniendo asi una
contradiccién ya que U ¢ M
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Como j es elemental, estd claro que M = L[j(D)]. Si A > &, entonces
j(D) = D y entonces M = L[D]. Por lo tanto, suponga que A < K.

Como k es medible, el conjunto Z = {a < ka es inaccesible A v > A}
pertenece a D. j(k) = ky j(a) = a para todos los a € Z. Mostraremos
que j(D) = D N M. Es suficiente mostrar que j(D) C DN M ya que j(D)
es (en M) un ultrafiltro.Sea X € j(D) representado por f : A — D. Sea
Y = Nearf(§); tenemos Y € D, y claramente j(Y) C X. Ahorasia € YNZ,
entonces j(a) = ayentonces X D j(Y) D j(YNZ) =YNZ € Dy, por tanto,
X € D. Asi, j(D) =DnN M,y tenemos M = L[j(D)] = L[DN M| = L[D].

[
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