Benemeérita Universidad Auténoma de Puebla

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Generacion de vortices 6pticos usando el algoritmo de
Gerchberg-Saxton

Tesis presentada al
Colegio de Fisica
como requisito parcial para la obtencion del grado de
LICENCIADO EN FiSICA APLICADA
por

Montserrat Huerta Sandoval

Asesorada por

Dr. Miguel Angel Olvera Santamaria
Dr. Andrey S. Ostrovsky

Puebla Pue.
19 de agosto de 2022






Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Generacion de vortices 6pticos usando el algoritmo de
Gerchberg-Saxton

Tesis presentada al
Colegio de Fisica
como requisito parcial para la obtencion del grado de
LICENCIADO EN FiSICA APLICADA
por

Montserrat Huerta Sandoval

Asesorada por

Dr. Miguel Angel Olvera Santamaria
Dr. Andrey S. Ostrovsky

Puebla Pue.
19 de agosto de 2022






Titulo: Generacion de vortices Opticos usando el algoritmo de
Gerchberg-Saxton
Estudiante: MONTSERRAT HUERTA SANDOVAL

COMITE

Dr. Carlos I. Robledo Sanchez

Presidente

Dr. Alberto Cordero Déavila
Secretario

Dra. Rosario Pastrana Sanchez

Vocal

Dr. Cruz Meneses Fabian

Vocal

Dr. Miguel Angel Olvera Santamaria
Dr. Andrey S. Ostrovsky
Asesor






Indice general

Resumen

Introduccion

1. El problema de fase en Optica

1.1.

1.2.

1.3.

Fundamentos de la teoria escalar de difracciéon . . . . . . . . . . ... ... ... ..
1.1.1. Propagaciéon de un frente deonda . . . . .. .. ...
1.1.2. Principio de Huygens-Fresnel . . . . . .. . ... ... ... . ........
1.1.3. Formulacion de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld . . . . . .. .. ... ..
1.1.4. Aproximacién de Fresnel . . . . . . . . . . ...
Medicién de un campo 6ptico como una proyeccién . . . ... ... ... ...
1.2.1. Deteccion de amplitud y fase . . . . . . . .. .. ... ...
1.2.2. Recuperacion de fase y factibilidad . . . . .. ... ... o000
Proyecciones en espacios convexos y NO CONVEX0S . . . « . o v v v v v v v v v o v o .
1.3.1. Distancia, proyecciones y proyectores . . . . . . . . .. .. ... ...
1.3.2. Convexidad y cerradura . . . . . . . . . ... ...

2. Métodos iterativos de Fourier basados en el algoritmo de Gerchberg-Saxton

2.1.

2.2.
2.3.

Transformada y transformada rapida de Fourier . . . . . . . .. .. ... ... ...
2.1.1. Propiedades . . . . . . . . L
2.1.2. Discretizacion de la Transformada y Transformada Inversa de Fourier . . .
2.1.3. Transformada rapida de Fourier en MATLAB (FFT) . ... ... ... ..
Algoritmo de Gerchberg-Saxton . . . . . . . . . ... L. Lo
Estructura de algoritmos iterativos para recuperacion de fase . . . . . .. ... ..

3. Generacion de un vortice 6ptico usando técnicas de recuperacion de fase

3.1.

3.2.

3.3.

4.1.
4.2.
4.3.

Vortice 6ptico: definicion y caracteristicas principales . . . . . . . . . ... ... ..
3.1.1. Momento angular orbital . . . . ... ... ... 0oL
3.1.2. Vortice Optico . . . . . . . . .
Esquemas de generacion de vortices dpticos: coherentes y parcialmente coherentes .
3.2.1. Vortices parcialmente coherentes . . . . . . . . ... ... ... ... ...
Sintesis iterativa de un vortice 6ptico . . . . . . .. ..o
3.3.1. Analisisde error . . . . . ..o

Resultados numéricos

Vortice Optico perfecto . . . . . . . . oL
Vortice 6ptico parcialmente coherente . . . . . . . . ... ... ... ... .. ...
Error cuadraticomedio. . . . . . . . ...

5. Conclusiones

15
15
15
16
17
17
18

21
21
21
21
23
26
29
30

33
33
42
43

49



VI INDICE GENERAL

Bibliografia 51



Resumen

En este trabajo se propone una técnica para generar vortices 6pticos tanto completamente
coherentes como parcialmente coherentes. Dicha técnica se basa en la implementaciéon numérica del
algoritmo de Gerchberg-Saxton, el cuél nos permite obtener la fase que genera los vortices 6pticos
mencionados a partir de mediciones de sus intensidades. El algoritmo obtenido es analizado para
distintos casos en los que puede tenerse una aproximacion de la fase buscada.






Introduccion

Un vortice 6ptico es un haz cuyo frente de onda se propaga en forma helicoidal a lo largo
de la direccion de propagacion del haz[1]. Una caracteristica fundamental de los vortices opticos
es su perfil espacial en forma de anillos concéntricos con una singularidad de fase caracterizada
por la expresion exp(ive), en donde ¢ es el angulo azimutal y v es un ntmero entero llamado
carga topologica. Como consecuencia del flujo de energfa electromagnética en forma helicoidal, los
vortices opticos poseen momento angular orbital, el cual es proporcional a la carga topoldgica [2].
Esta propiedad hace que los vortices opticos sean especialmente interesantes debido a sus diversas
aplicaciones relacionadas al atrapamiento 6ptico y manipulaciéon de microparticulas.

Los vortices 6pticos pueden generarse en sistemas de transformada de Fourier que incorporan
hologramas los cuales contienen informacién necesaria para sintetizar el vortice. Las técnicas comu-
nes incluyen el uso de platos de fase [3], axicones [4], moduladores espciales de luz de cristal liquido
(LC-SLM)|[5] o incluso la implementacion fisica de ensambles estadisticos como es el caso de los
vortices parcialmente coherentes [6]. Sin embargo, las técnicas comunes requieren de codificaciones
basadas en la fase real de la senal de interés, un hecho que puede ser complicado en ocasiones.
Otra complicacion al sintetizar un campo 6ptico, por ejemplo un voértice, proviene del hecho de
que al realizar una medicién de un campo 6ptico por medio de algtin detector de luz se obtiene
tnicamente informacion de la intensidad del campo mientras que la informaciéon de fase se pierde
durante el proceso de mediciéon. Esto significa que la fase no es medible directamente y no puede
emplearse como un dato experimental para sintetizar otro vortice. Este problema es conocido como
el problema de fase y su solucién tiene un gran ntimero de aplicaciones en areas como cristalografia
de rayos X, astronomia, disefio y pruebas opticas, micoscopia, entre otros [7,8].

Por otra parte, los algoritmos iterativos tipo Gerchberg-Saxton asi como sus variantes [9,10],
resultan ser una herramienta ttil a la hora de realizar aproximaciones a la fase real del campo
optico de interés a partir de mediciones de intensidad ademas de alguna otra informacién conocida
del campo. El funcionamiento basico de estos algoritmos se basa esencialmente en la aplicacion
sistematica de la Transformada de Fourier y la Transformada de Fourier Inversa entre los planos
objeto y de Fourier del sistema 6ptico en cuestién, permitiendo con cada iteracién una mejor
aproximacion a la fase que permite reconstruir el campo 6ptico.

En este trabajo, implementamos el algoritmo de Gerchber-Saxton en Matlab para obtener una
aproximaciéon a la fase que genera un voértice Optico perfecto y un vortice 6ptico parcialmente
coherente. El primer caso corresponde a un anillo de luz teéricamente infinitamente delgado. El
segundo es el caso opuesto, un anillo de luz espacialmente extendido que resulta de un promedio
sobre un ensamble estadistico. Esto permite identificar adecuadamente las constricciones fisicas
reales en el dominio del objeto y de Fourier para definir numéricamente las constricciones numeéricas
en el algoritmo. En ambos casos encontramos que el algoritmo converge en menos de 100 iteraciones.
Analizamos algunas caracteristicas de los resultados asi como fuentes de error y consecuencias de
las constricciones empleadas. Consideramos que los resultados obtenidos marcan nuevas rutas de
investigacion para técnicas holograficas para generacion de vortices, sistemas de pinzas Opticas y
micromanipulacion.






Capitulo 1

El problema de fase en Optica

1.1. Fundamentos de la teoria escalar de difracciéon

Introduccién historica

La difraccion es un fendémeno que juega un papel importante en diversas areas de la fisica en las
que se involucra la propagacion de ondas. Ocurre cuando un frente de onda es obstaculizado por
un objeto o bien por alguna abertura que se interpone en su camino. Las primeras observaciones
de este fenomeno fueron hechas por Grimaldi y publicadas anos después de su fallecimiento, en
1665. Grimaldi demostroé que al dejar pasar los rayos de sol en un cuarto oscuro a través de dos
trozos de carton con un orificio cada uno, se percaté6 de que la luz proyectada era una mancha
mayor a la esperada si la propagacion de la luz fuera rectilinea. Anos mas tarde, siguiendo las
ideas y observaciones de Grimaldi, Huygens expresé la idea intuitiva de que si cada punto en el
frente de onda de una perturbacién se consideraba una nueva fuente de una perturbacién esférica
"secundaria", entonces el frente de onda en un instante posterior podria encontrarse construyendo
la envolvente de las ondas secundarias, como se ilustra en la Fig. 1.1.

Envolvente

Frentes de /

onda
secundarios

Frente de
onda
primario

Figura 1.1: Construcciéon de Huygens: cada punto en el frente de onda de una perturbacién puede
considerarse como una fuente de ondas esféricas secundarias cuya envolvente constituye el nuevo
frente de onda.
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Por su parte, Thomas Young introducia el concepto de interferencia en 1803, una idea revo-
lucionaria para su época y que, junto con las ideas de Huygens servirfan como impulso para la
formulacion de Augustin Jean Fresnel, en donde se engloban ambas ideas. Fresnel hizo suposiciones
arbitrarias sobre las amplitudes y fases de las fuentes secundarias que proponia Huygens ademas
de la idea de que dichas ondas pueden interferir mutuamente. Esté formulacién es conocida como
principio de Huygens-Fresnel.

En 1882, Gustav Kirchhoff logroé dar un sustento matemaético a las ideas propuestas por Huygens
y Fresnel y logr6 demostrar que las amplitudes y fases atribuidas a las fuentes secundarias por
Fresnel eran de hecho consecuencias logicas de la naturaleza ondulatoria de la luz, un hecho que
habia sido ya demostrado por Maxwell en 1860. Kirchhoff bas6 su formulacién matemética en dos
supuestos sobre los valores limite de la luz incidente en la superficie de un obstaculo colocado en
el camino de la propagacion de la luz. Sin embargo, a pesar de que hoy en dia dicha teoria es
bien aceptada, presentaba errores en las hipotesis utilizadas para su deducciéon que motivaron la
busqueda de un desarrollo matematico mas riguroso, un hecho que llegaria anos mas tarde de la
mano de Rayleigh y Sommerfeld con su llamada teoria de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld.

Tanto en la teoria de Kirchhoff como en la teoria de Rayleigh-Sommerfeld, la luz es tratado
como un fenémeno escalar, dejando de lado la naturaleza fundamentalmente vectorial de los cam-
pos electromagnéticos. Este enfoque tiene en cuenta el hecho de que, en los limites, los diversos
componentes de los campos eléctricos y magnéticos estan acoplados a través de las ecuaciones de
Maxwell y no pueden ser tratados de manera independiente.

1.1.1. Propagacion de un frente de onda

Cuando un frente de onda se propaga en el espacio, tanto su fase como su amplitud cambian.
Para poder explicar dicha propagaciéon se han desarrollado diversas teorfas y modelos que permiten,
bajo ciertas condiciones, una descripcion de este fenémeno. Partiendo de las ecuaciones de Maxwell
en su forma diferencial, en unidades del sistema internacional SI para un medio 6ptico [11]

V-E=0, (1.1)

V-B=0, (1.2)
0B

VxE=-"2, (1.3)
OE

VxB= TR (1.4)

en donde B y E son el campo magnético y eléctrico respectivamente, € es la permitividad dieléctrica
y p la permeabilidad magnética.
Si se aplica ahora, el rotacional en ambos lados de la Ec. (1.3) se tiene que

Vx(VxE):—%VxB. (1.5)

Utilizando la identidad vectorial
V x(VxE)=V(V-E)-V’E, (1.6)

y tomando en cuenta que el medio de propagaciéon es homogéneo (e constante), sustituimos las Ec.
(1.4)y (1.5) en (1.6) para obtener

0°E
2

Algo similar ocurre con el campo magnético, es decir
0°B

2
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Ambas ecuaciones describen el comportamiento de una onda electromagnética en un medio lineal,
homogéneo, is6tropo y no dispersivo, cuya velocidad de propagacion esté dada por

1
v= . (1.9)
/e
Ahora bien, dado que la velocidad de la luz en el vacio es
1
c= (1.10)

\/u0€0’

podemos obtener el indice de refraccién del medio dividiendo la velocidad de la luz entre la velocidad
de propagacion de la onda

¢ VHe (1.11)
Sustituyendo esta ultima ecuacion en las Ecs. (1.7) y (1.8) obtenemos

n2 0?E B

2
2 9°B
o) s P 1.13
v c? ot? ( )

Dado que las Ecs. (1.9) y (1.10) obedecen la ecuacion de onda vectorial, cada una de las componen-
tes vectoriales de dichas ecuaciones obedecen una ecuacién de onda escalar, por lo que es posible
sintetizar todas estas ecuaciones en una unica ecuacion de onda escalar [12]

n? 8%u;(P,t)

2 —
AV Ui(P, t) = 62 8752 s

(1.14)

donde P = (z,y,2) y el subindice i denota cualquier componente escalar del campo y resalta la
dependencia espacio-temporal de las mismas.
En particular, para una onda monocromética, se tiene que

u(P,t) = A(P) cos[2mv + ¢(P)], (1.15)

con A(P) la amplitud de la onda, ¢(P) su fase y v la frecuencia. Utilizando notaciéon compleja, la
Ec. (1.15) puede escribirse como

u(P,t) = Re{U(P)exp(—i2mvt)}, (1.16)
donde U(P) es una funcién compleja de la posicion dada por
U(P) = A(P) exp|[—i¢p(P)]. (1.17)
Sustituyendo la Ec. (1.16) en la Ec. (1.14) obtenemos

(V2+ KU =0, (1.18)

conocida como ecuacion de Helmholtz, la cual es independiente del tiempo y donde k = 27/X es el
nimero de onda, con A la longitud de onda.
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1.1.2. Principio de Huygens-Fresnel

Huygens considerd que cada punto en un frente de onda puede verse como una fuente de trenes de
onda esféricos secundarios de manera que, el progreso del frente de onda puede ser determinado.
Sin embargo, ésta técnica no toma en cuenta la mayoria de los trenes de onda secundarios y
en consecuencia,el principio de Huygens no puede explicar los detalles del proceso de difraccion.
Fresnel fue quien dio solucién a dicho problema con su concepto de interferencia . El principio de
Hyugens-Fresnel establece que [13] cada punto sin obstruccidn de un frente de onda, en un instante
de tiempo determinado, sirve como fuente de trenes de onda secundarios esféricos (de la misma
frecuencia que la onda primaria). La amplitud del campo dptico en cualquier punto mds alld es
la superposicion de todos estos trenes de onda (considerando sus amplitudes y fases relativas). El
principio de Huygens-Fresnel presenta algunas limitaciones y fue Kirchhoff quien desarroll6 una
teoria més rigurosa que dio credibilidad a la suposicién de Fresnel planteada anteriormente y que
se baso directamente en el teorema integral de Helmholtz y Kirchhoff, la condicién de radiacion de
Raileigh Sommerfeld, las condiciones de frontera de Kirchhoff y la solucién de la ecuacion diferencial
de onda, dando como resultado la formula de difraccién de Fresnel-Kirchhoff . Esta ecuacion puede
reescribirse de la siguiente manera

exp(ikry)

U(Po)://ZU’(Pl)ids, (1.19)

1

en donde X representa la superficie subtendida por la abertura,

(1.20)

1 [Aexp(ikr cos(n,ry) — cos(n, r

Up) = - p(ikra) (n,ry) (n,rs) ’
i\ T9 2

r1 es la distancia desde la apertura hasta el punto de observacion, r, es la distancia de la fuente

de iluminacién a la apertura, n es un vector normal a la abertura, A es la longitud de onda de

iluminacién y ds es un elemento diferencial de superficie sobre la abertura.

P, Py

Figura 1.2: [luminacion de una abertura por una onda esférica proveniente de P, a una distancia
ro de Pj.

La Ec. (1.19) puede interpretarse como una superposicion de ondas esféricas secundarias, que se
originan en fuentes puntuales secundarias sobre el plano de la abertura. Las fuentes secundarias
tienen ciertas amplitudes y fases descritas por U’(P) relacionadas con el frente de onda de ilumi-
nacién y los dngulos de iluminacién y observaciéon. La teoria de Kirchhoff es vélida en el caso de
longitudes de onda suficientemente pequenas, es decir, cuando el tamano de la abertura es grande
en comparaciéon con .
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1.1.3. Formulaciéon de difracciéon de Rayleigh-Sommerfeld

Aunque la teoria de Kirchhoff ha mostrado resultados precisos en la préactica, existen inconsis-
tencias dentro de la teoria que motivaron la biisqueda de un desarrollo matematico mas satisfacto-
rio. La dificultad surge debido a que lo que se busca es la solucién de una ecuacion diferencial en
derivadas parciales que satisfaga las condiciones de contorno impuestas tanto en el campo como
en su derivada normal. En particular, es un conocido teorema de la teorfa del potencial que si una
funcién potencial de dos dimensiones y su derivada normal desaparecen juntas a lo largo de cual-
quier segmento de curva finita, entonces esa funciéon potencial debe desaparecer por todo el plano.
Del mismo modo, si una solucién de la ecuaciéon de onda tridimensional se desaparece en cualquier
elemento de superficie finita, debe desaparecer en todo el espacio [14]. Asi, las dos condiciones de
contorno de Kirchhoff, implican que el campo es cero en todas partes detras de la abertura, un
resultado que contradice la situacion fisica conocida. Una indicacion adicional de estas inconsisten-
cias, es el hecho de que la formula de difraccion de Fresnel-Kirchhoff se puede demostrar que falla
al reproducir las condiciones de contorno, asumiendo que el punto de observacion se aproxima a la
pantalla o la abertura [15].

Las inconsistencias de la teoria de Kirchhoff fueron eliminadas por Sommerfeld, eliminando la
necesidad de imponer valores limite tanto en la perturbacién y su derivada normal simultaneamente.
Como resultado se llega a una expresion ligeramente diferente de la de Kirchhoff para el calculo de
la amplitud del campo optico. Esta es la llamada férmula de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld
[11].

Y // explik(rz + 11)] cos(n,ry)ds. (1.21)
i

T2T1

Este tratamiento es méas consistente, pero las predicciones son muy similares a las que se obtienen
al aplicar la solucion de Kirchhoff.

1.1.4. Aproximaciéon de Fresnel

A pesar de que la integral de Rayleigh-Sommerfeld permite obtener el campo difractado incluso
cuando el plano de observacién es cercano al objeto difractor, no puede ser resuelta de manera
analitica, esto significa que deben realizarse aproximaciones dependiendo del tamano de la abertura,
la distancia al plano de observacién y la regién observada en el plano de salida.

Py

Figura 1.3: Geometria del fenémeno de difracciéon

Antes de introducir dichas aproximaciones al principio de Huygens-Fresnel, resulta ttil expresarlo
en coordenadas rectangulares. Tal como se observa en la Fig. (1.3) asumimos que la abertura de
difracciéon se encuentra en el plano (£,7) y es iluminada en la direcciéon positiva de z. Se busca




El problema de fase en Optica
1.1 Fundamentos de la teoria escalar de difraccion

calcular el campo a través del plano (z,y), paralelo al plano (&, 7) situado a una distancia z. De
esta manera el, el principio de Huygens-Fresnel queda como

:i// UI(Pl)MCOSQdS, (1.22)
iA > r1

con # el angulo entre los vectores n y ry. El término cos 8 esta dado por

cosf = i, (1.23)
T1

por lo que el principio de Huygens-Fresnel puede escribirse como

/ / n) =P Zk“) PV dedn. (1.24)

en donde

— VPP (125

Factorizando z de la Ec. (1.25) se tiene que

ﬁ:z\/1+(xj)+(y;”). (1.26)

Utilizando la expansiéon binomial

11
\/1+b:1—|—§b+§b2+... (1.27)

H;(xgﬁ)ﬂi(yznﬂ_ (1.28)

Sustituyendo la Ec. (1.27) en la Ec. (1.24) se tiene que

la Ec. (1.26) puede escribirse como

r <=z

U = 2 [[" vemen{Fle -2+ w-wfacm 0

A la ec.(1.29), se le conoce como la integral de difraccion de Fresnel o de campo cercano, en la
aproximacion paraxial. Esta integral representa una superposicién de ondas esféricas en la aproxi-
macion paraxial. La amplitud de estas ondas, por una parte, es proporcional a la amplitud compleja
del campo que incide en la abertura, y por otra parte, es proporcional al factor 1/A. Asi mismo,
estas ondas tienen un corrimiento de fase de 7/2, que es indicado en el factor de fase 1/i. Se puede
observar que la integral de difraccién de Fresnel, es una solucion a la ecuacion paraxial de ondas
esféricas. A partir de esta expresion es posible hacer nuevas aproximaciones para angulos pequenos,
esto es, si f; = § es la frecuencia espacial en la direccion z, con « el coseno director del vector de
onda en la direccién x entonces

IAfel 1, (1.30)

es conocida como aproximacion de Fresnel o de angulos pequenos, la cual es equivalente a la
aproximacién paraxial. Si adicionalmente consideramos que

L-T(E +n?)

A, (1.31)

10
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entonces estamos en el régimen o aproximacion de Fraunhofer también conocido como aproximacion
de campo lejano. En ambos casos resulta interesante que el campo difractado es expresado en
términos de una transformada de Fourier. Este hecho es fundamental para la evaluaciéon no solo
del campo sino también para implementar el esquema de recuperaciéon de fase del campo. Esto se
debe gracias a que la transformada de Fourier es un numero complejo y por tanto posee modulo
y fase. En la siguiente seccion veremos como estas cantidades pueden tratarse en términos de un
formalismo matemético basado en proyecciones en espacios convexos y no convexos. Este hecho
permite implementar un algoritmo iterativo basado en la sustituciéon del modulo calculado por el
modulo medido para obtener la fase asociada a dicho modulo.

1.2. Medicién de un campo 6ptico como una proyeccion

1.2.1. Detecciéon de amplitud y fase

Para obtener una descripcion completa de un frente de onda complejo es necesario conocer
tanto la amplitud de la onda asi como su fase. De acuerdo a la teoria escalar de difraccion vista en
la seccion anterior, el campo luminoso en el plano del objeto, puede escribirse como:

f@,y) = |f(z,y)]eY), (1.32)

donde |f(z,y)]| es la amplitud del campo mientras que ¢(z,y) representa la fase. Dada la naturaleza
de un detector, estamos limitados a registrar tnicamente la intensidad de la onda difractada,
proporcional a la raiz cuadrada de la intensidad medida I, esto es, | f(z,y)| « v/I. Sin embargo, la
informacién de la fase se pierde. Esto es conocido como el problema de fase en 6ptica.

1.2.2. Recuperacion de fase y factibilidad

Consideramos un espacio funcional £. De manera general, el problema de recuperacion de una
senal consiste en estimar la forma original de una senal x en este espacio sujeta a las restricciones
impuestas por las mediciones de senales relacionadas fisicamente por una transformaciéon lineal
e informacién a priori. En el caso de recuperacién de fase, estas mediciones son las intensidades
medidas en el plano de Fourier, es decir, el médulo m de la Transformada de Fourier F de la senal
x [10]

|F| =m. (1.33)

Un espacio de senales general que modela apropiadamente la fisica involucrada es el espacio de
Hilbert H. La medicién m es una funcién no negativa que es proporcional al médulo de la transfor-
mada de Fourier, mientras que, x € H es una funciéon cuadrado-integrable que mapea una funciéon
continua ¢ € RV a un nimero complejo z(¢) € C. El conjunto de sefiales que satisfacen la restriccion
en el dominio de Fourier es

M={yeH: |Fy)=m). (1.34)

En la recuperacion de fase, M es el conjunto de senales cuyo modulo de Fourier concuerda con
algunos datos medidos. En este caso, m es una medida de la magnitud de la transformada de
Fourier de la sefial original x definida por m : RY — R ; por tanto, m es una funcién par no
negativa. La proyecciéon de una senal x sobre el conjunto M puede ser calculada reemplazando la
magnitud de la Transformada de Fourier de la senal = por los datos de la magnitud conocida m y
aplicando la Transformada de Fourier inversa al resultado, es decir

Py (z) = FH@G), (1.35)
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en donde F~! es la Transformada Inversa de Fourier y G es una selecciéon particular de la proyeccion
del dominio de Fourier, definida por

m(w) ey, Flaw)) #0,
G = Flyo(w)) = (1.36)

m(w), de otra forma.

Por otra parte, considerando que el soporte de la sefial x esta contenido en algtin conjunto D € RV,
Denotando la funcion caracteristica de un conjunto £ € RY como 1z y como E€ a su complemento,
esta restriccion en el dominio del objeto confina x al conjunto

S={yeHH: y.1lpc =0} (1.37)

De esta manera, el problema de recuperacion de fase puede plantearse como el problema de encon-
trar una senal x € ‘H que satisfaga ambas restricciones, es decir, encontrar una senial que cumpla
con [16]

zeSnM. (1.38)

Se trata de encontrar un punto de interseccion entre ambos conjuntos de restricciones, es decir
un problema de estimaciéon de la teoria de conjuntos. En matemaéticas, los problemas de este tipo
se denominan problemas de factibilidad. La importancia del enfoque de la teoria de conjuntos es
permitir la incorporaciéon de una amplia gama de informacién estadistica y no estadistica en la
definicién de una solucién.

La recuperacion de senales sigue siendo hoy en dia el campo de aplicacién més activo de
la estimacion de la teoria de conjuntos debido a dos factores importantes. En primer lugar los
problemas de recuperacion de sefiales suelen ir acompanados de una gran cantidad de informacion
cualitativa sobre la senal original que no se expresa facilmente en términos puramente estadisticos,
que es la tnica forma que pueden aprovechar los métodos de estimacion convencionales. El segundo
factor es que, en la mayoria de los casos, un observador humano es quien juzga la calidad de la
senal recuperada y dado que el ojo humano no es sensible a las medidas matematicas estandar, la
importancia de una recuperacién 6éptima se reduce significativamente.

1.3. Proyecciones en espacios convexos y no convexos

1.3.1. Distancia, proyecciones y proyectores

1. Distancia
Suponemos que H es el espacio general de Hilbert con producto interno (., . ) y norma || . || :

x> /(r, x). [17]

Definicion 1. Distancia. Si'Y es un conjunto en H y = € H, la distancia de x a Y es

d(w,Y) = inf{d(w,y) :y € Y}, (1.39)
en donde d(z,y) es la distancia de 2 a un punto y € H definida como

d(z,y) = ||z —yll. (1.40)

2. Operadores de proyeccion
Definicion 2. Operador de proyeccion. Sea Y un conjunto en H. Si x € H , entonces el conjunto
de puntos en Y mas cercanos a x, es decir

{yeY :d(z,y) =d(z,Y)}, (1.41)

12



El problema de fase en Optica
1.3 Proyecciones en espacios convexos y no convexos

es llamado la proyeccion de z en Y y denotado como Ily (z). El operador Iy es llamado operador de
proyeccion.[18] En el caso de procesamiento de sefiales, si Y contiene las sefiales que satisfacen una
determinada propiedad, entonces las senales en Ily son las senales més cercanas a x que satisfacen
esta propiedad. Es importante notar que la salida de un proyector Ily forma subconjuntos de Y.
Estos pueden estar vacios, reducirse a un solo elemento o tener més de un elemento:

3. Proyecciones para el problema de recuperacion de fase

En el caso del problema de recuperacion de fase, el espacio que modela mejor la fisica involucrada
es el espacio complejo de Hilbert, denotado por:

L = L*[R?,C]. (1.42)

El enfoque méas comun para resolver el problema de recuperacién de fase es hacer cumplir las
restricciones del dominio de objeto conocido y del dominio de Fourier de alguna manera alterna
. Por lo tanto, dada una senal z, la restriccion de soporte se aplica naturalmente estableciendo
x igual a cero fuera del dominio D dado a través de la transformaciéon « — x . 1p. Esta simple
operacion es en realidad una proyeccion.

Restriccion de soporte: Suponga que D es un conjunto medible en RY y fije 2 € £. Entonces
la proyeccion de x sobre el conjunto S (Eq. 1.14, secciéon 1.2) es:

Ps(z) == . 1p. (1.43)

La misma observacion es valida para la restriccion del médulo de imagen. A continuacion, se des-
criben los enfoques para hacerla cumplir; nuevamente, estas operaciones resultan ser proyecciones.
Restriccion de modulo de imagen: Sea m una funcién no negativa en L, y fije x € L.
Entonces y € L pertenece a la proyeccion Iy (z) de x sobre el conjunto M de la ecuacion 1.13 si
y solo si satisface que
m(w) e, Fla(w)) #0,
Flylw)) = (1.44)
m(w)explid(w)], de otra forma,

para alguna funcién medible ¢ : RN — R.

1.3.2. Convexidad y cerradura

En lo que sigue, asumimos que H es el espacio de Hilbert real con producto interno (., .)y
norma inducida || . ||

Definicion 3. Subespacio vectorial y conjunto convexo. Suponga que C' es un conjunto no vacio
de H. Entonces C es

1) subespacio vectorial si el vector cero esta contenido en C'y si se cumple ademés que

el + (1 — /\)CQ eC, (145)

para cualesquiera c1, co € C'y A € R.
i1) conjunto convexo si se cumple que

el + (1 — )\)CQ € C, (146)

para cualesquiera ¢1, co € C'y A € [0,1]. Es decir, si el segmento de recta que une dos puntos
cualesquiera en C' se encuentra completamente en C. [19]

Definicion 4. Conjunto cerrado. Suponga que C' es un conjunto en H. Entonces C' es un conjunto
cerrado si, siempre que (¢, ) es una sucesion en C que converge a algin punto ¢ € H, el punto limite
¢ pertenece necesariamente a C.

En los algoritmos descritos més adelante, la importancia de la cerradura radica en que a menudo
se quiere que el limite de una sucesiéon herede buenas propiedades de los términos de dicha sucesion.
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La cerradura es un condicién necesaria para garantizar la existencia de proyecciones. De hecho,
un punto x en la cercania de C' pero no en C no tiene proyecciéon sobre C. Para espacios de
dimension finita, la cercania también es suficiente para garantizar la existencia de proyecciones;
sin embargo, para espacios de dimension infinita, esto ya no se cumple. [20,21]
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Capitulo 2

Métodos 1terativos de Fourier
basados en el algoritmo de
(Gerchberg-Saxton

2.1. Transformada y transformada rapida de Fourier

Consideramos una funcion bidimensional f(x,y) que cumple con las siguientes condiciones [11]:
1.- f es absolutamente integrable en el plano infinito (x,y).
2.- f tiene solo un ndmero finito de discontinuidades y un nimero finito de méaximos.
3.- f no tiene discontinuidades infinitas.

Se define la Transformada de Fourier de la funcion f, representada por F{f}, como

G = Fre} = [[ T fag)e ) dody, (2.1)

De manera similar, la Transfromada de Fourier Inversa de la funcion G(p,q), representada por
F~HG}, esta definida como

f(@y) = F G, )} = / / " G, @) W dpdg, (2.2)

La transformada es en si misma una funcién de valor complejo de las variables p y ¢ , a las que
generalmente nos referimos como frecuencias y G(p, q) es el espectro de Fourier.

2.1.1. Propiedades

Algunas de las propiedades que posee la Transformada de Fourier son:
1. Linealidad: Si fi(x,y) i G1(p,q) , fa(z,y) S Ga(p,q) v o,8 € R entonces:

[afi(z,y) + Bfa(z,y)] T [aGi(p,q) + BGa(p, q)]. (2.3)

2. Cambio de escala: Si f(z,y) SN G(p,q) vy a,5 € R entonces

Foo 1l P q
flazx, By) — MG (a’ 5) , (2.4)
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es decir, un alargamiento en en el dominio del espacio da como resultado una contraccion en el
dominio de las frecuencias multiplicada por un factor constante.
3. Desplazamiento:

En el dominio del espacio: Si f(x,y) i G(p,q) y a,b € R entonces

Flo—a,y—b) T G(p, g)e=?m(artba), (2.5)

En el dominio de frecuencias: Si f(z,y) EiN G(p,q) y a,b € R entonces

fa )P 2 Gp —a,q ~b). (2.6)
4. Teorema de Parseval: Si F{f(z,y)} = G(p, q) entonces

// (z,y)|?drdy = // q)|*dpdg. (2.7)

La integral de lado izquierdo puede interpretarse como la energia contenida en el frente de onda

f(z,y).

5. Teorema Integral de la Transformada de Fourier: Si F{f(z,y)} = G(p,q) entonces

FFHf(@,y)}y = F ' F{f(z,9)} = f(z,y), (2.8)

valido para los puntos en los cuales f(z,y) es continua.

2.1.2. Discretizacion de la Transformada y Transformada Inversa de
Fourier

Sabemos que en situaciones reales, tanto la senal de interés como su Transformada de Fourier
son funciones continuas del espacio y de la frecuencia respectivamente. A la hora de medir dicha
senal, es posible obtener tinicamente un ntimero finito de datos y todo el procesamiento posterior se
realiza en computadoras digitales. Por ello en lugar de trabajar con funciones continuas se trabaja
con aproximaciones discretas de f(z,y) y G(p,q) que estan bien justificadas dada la resolucion
finita que deriva de las mediciones y, en general, del hecho de que todos los sistemas 6pticos tienen
limites de resolucion. Para los algoritmos que se desarrollan en este trabajo, la discretizacion de
las ecuaciones presentadas anteriormente se describe a continuacion.

En el caso discreto, la funcion f(z,y) esta definida sobre un conjunto de puntos finitos y puede
ser escrita como:

f(mAx, nAy) = fm,n7 (29)

siendo Az y Ay el intervalo de muestreo en las direcciones x y y respectivamente y m y n represen-
tan los indices de los valores de las muestras. Si asumimos que el espacio muestral esta compuesto
de N muestras en la direccién x y M muestras en la direccion y, m y n son definidas como [23]

m=-4 41 n=-F . 5F-1. (2.10)

Fy,= me,ne_i%(%’%q). (2.11)
Similarmente, la Transformada de Fourier Inversa es

]_ . np mgq
Fam = 337 3 Fp e (R ), (2.12)

p.q
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donde p y ¢ son nameros enteros que indexan miltiplos de los intervalos de muestreo de frecuencia,
definidos de manera similar que las ecuaciones (2.10). Es posible deducir a partir de la ecuaciéon
(2.10), que la Transformada de Fourier Discreta (TFD) en dos dimensiones esta relacionada con la
Transformada de Fourier Discreta en una dimension

vaq = Z (Z fn,mei%(%p)> 6—2’271-(%)7

FP#I = ZTFDn{fn,m}e_i2ﬂ(%)~ (2.13)

Observamos entonces que, para obtener la TFD en dos dimensiones del arreglo bidimensional f, »,
basta con tomar la TFD en una dimension sobre cada fila de la matriz de tamano N X M y después
sobre cada columna del resultado. Lo mismo sucede con la TFD inversa.

2.1.3. Transformada rapida de Fourier en MATLAB (FFT)

Para la simulaciones numéricas realizadas en este trabajo se utilizo MATLAB. En este programa,
resulta sencillo implementar los algoritmos iterativos propuestos en las siguientes secciones a través
de bucles o ciclos en donde se evaltia alguna expresion y se repite la ejecuciéon de un grupo de
instrucciones hasta cumplir una condicién que haga verdadera a la expresion.

MATLAB cuenta con una instrucciéon que calcula la Transformada de Fourier Discreta usando
un algoritmo de transformada réapida de Fourier (FFT, Fast Fourier Transform) en una y dos
dimensiones. Los comandos utilizados para calcular la TFD son fft y ££ft2 para una y dos dimen-
siones respectivamente. Algo similar ocurre con la Transformada de Fourier Discreta Inversa en
donde los comandos utilizados son ifft e ifft2 para una y dos dimensiones. Dado que las senales
que se trabajaran aqui estdn definidas en un espacio bidimensional, los comandos que se utilizaran
més adelante seran £ft2 e ifft2.

Es importante notar que si se implementa el algoritmo de la FFT de manera directa, los
resultados que se muestran en la pantalla aparecen desordenados debido a la forma en la que
MATLARB asigna los valores de frecuencia en cada arreglo de vectores o matrices. Para visualizar de
manera correcta los resultados obtenidos es necesario utilizar los comandos fftshift e ifftshift.
Ambos comandos reorganizan una transformada de Fourier (directa e inversa respectivamente)
desplazando la componente de frecuencia cero al centro de la matriz.

2.2. Algoritmo de Gerchberg-Saxton

En 1972 R.W Gerchberg y W. O Saxton, a través de su articulo A Practical Algorithm for
the Determination of Phase from Image and Diffraction Plane Pictures, propusieron un algoritmo
como solucién al problema de recuperacién de fase para una funcién de onda cuya intensidad
en los planos objeto y de Fourier se conocen. Este algoritmo es un ejemplo clasico de técnicas
de optimizacion conocidas como proyecciones alternantes. [25]. El algoritmo bésico consiste en la
aplicacion sisteméatica de la Transformada de Fourier (TF) y la Transformada de Fourier Inversa
(TFI). Los datos de entrada son las amplitudes en el plano imagen y el plano de difraccion,
proporcionales a las raices cuadradas de las intensidades medidas por los detectores de luz.

Para iniciar el algoritmo, se elije una fase aleatoria en un intervalo de 0 a 2w, sin embargo,
puede utilizarse también una fase que ha sido predicha con algin modelo matematico. Esta fase
serd la primera aproximacién de la fase buscada y sera modificada con cada iteracion del algoritmo.
El paso siguiente es multiplicar el termino de fase inicial con la amplitud muestreada en el plano
del objeto para posteriormente obtener su TF. En este punto se aplica la restriccion en el plano
de difraccion sustituyendo el moédulo proveniente de la TF por el médulo medido, conservando la
fase. Esta nueva funcién es llevada nuevamente al plano objeto empleando la TFI para luego ser
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modificada aplicando ahora la restriccion en este plano y asi formar una nueva estimacion de la
funcién compleja en el plano objeto y repetir el proceso.

El algoritmo de Gerchberg-Saxton (GS) también ha sido generalizado con el fin de obtener
proyecciones bien definidas y de manera que sea computacionalmente eficiente. Una forma de
lograr esta eficiencia y de que el algoritmo trabaje bien es imponiendo la restricciéon de un soporte
limitado del objeto, es decir, sabiendo que algunas partes de la senal son cero. Las imposiciones
de las restricciones que se dan tanto en el plano del objeto como en el plano de Fourier se hacen
a través de proyecciones, las cuales garantizan la convergencia del algoritmo. Dicha convergencia
puede verse afectada al llegar a un punto estacionario que no es precisamente la solucién o bien,
que el algoritmo se encuentre en un bucle sin fin.

Por ultimo, el algoritmo GS ha sido aplicado con éxito en la recuperacion de fase a partir de
mediciones en areas como astronomia, cristalografia de rayos x, ademés de optica.

2.3. Estructura de algoritmos iterativos para recuperacion de
fase

Los métodos iterativos para el problema de recuperacion de fase que se utilizan hoy en dia estan
basados esencialmente en el algoritmo de Gerchberg-Saxton. Se trata de procedimientos iterativos
en donde se aplican la TF y la TFI entre los espacios del dominio del objeto (donde se aplican
los conocimientos previos sobre el objeto) y el dominio de Fourier (donde se aplican los datos del
modulo de Fourier). Cada iteracion de éste algoritmo (descrito en la seccion anterior) consiste de
los siguientes pasos:

1. Transformada de Fourier del objeto estimado.

2. Reemplazar el médulo de la TF calculada con el médulo de Fourier medido para formar una
nueva estimaciéon de la TF.

3. Transformada de Fourier Inversa de la estimacion de la TF.

4. Reemplazar el modulo del objeto calculado con el médulo del objeto medido para formar
una nueva estimacion del objeto. Escrito matematicamente, los pasos anteriores para la k-esima
iteracion son[26]:

Gi(p,q) = |Gk(p, @)lexplion(p, a))] = Flgr(z,y)], (2.14)
G(p,q) = |F(p, q)|explior(p, 9))], (2.15)
9.(2,y) = |gi.(z,y)lexplib).(z,9))] = F G (p, 9)]; (2.16)
gr+1(2,y) = | f(2,y)|expliyi1 (2,y)] = | f (2, y)|expli0) (2, y)], (2.17)

donde |F'| es el modulo de Fourier medido y | f| es el modulo en el dominio del objeto. Posteriormente
James R. Fienup (1982) logro mejorar la velocidad de convergencia del algoritmo mediante los
algoritmos llamados de entrada y salida: el algoritmo de reduccion de error (ER), el algoritmo
bésico de entrada-salida (BIO) y el algoritmo hibrido de entrada-salida (HIO). En ellos se requiere
una tnica medida de intensidad en el dominio del espacio de Fourier para recuperar la fase deseada.

ER (Error Reduction): El algoritmo de reduccion de error es una generalizacion del algoritmo
GS, es el més sencillo y el primero en ser considerado por Fienup. La operaciones son las mismas
que en el algoritmo GS pero difiere en la actualizacion de la funcion en el dominio del objeto (Ec.
2.16), es decir, la siguiente iteracion estara dada por:[10]

(o) = { G0 e 218)

en donde + es el conjunto de puntos en los cuales f’(z,y) viola las restricciones en el dominio del
objeto (no negatividad y de soporte).
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BIO (Basic Input-Output): Con el fin de solucionar el problema de la lenta convergencia del
algoritmo ER, Fienup propuso el algoritmo basico de entrada-salida. Si los pasos (2.14 - 2.17)
en conjunto se piensan como un sistema no lineal cuya entrada es f(z,y) y su salida es f/(z,y),
podemos notar que la salida f'(x,y) es siempre una senal que tiene una transformada de Fourier
que satisface las restricciones del dominio de Fourier. Por lo tanto, si la salida también satisface
las restricciones del dominio del objeto, es una solucién del problema. La entrada f(z,y) se puede
considerar como una funcién impulsora para la siguiente salida y no necesita satisfacer las res-
tricciones del dominio del objeto. Siguiendo esta idea, se puede decir que un pequeno cambio de
la entrada da como resultado un cambio de la salida en la misma direcciéon que el cambio de la
entrada. En otras palabras, para un pequeno cambio de la entrada, el cambio de la salida es una
constante o multiplicada por el cambio de la entrada. Si se desea un cambio Ax a la salida, una
eleccién logica del cambio de la entrada para lograr ese cambio de la salida seria SAx, con 5 una
constante idealmente igual a~'. En el problema planteado, para una sola medicién de intensidad,
nuevamente las ecuaciones (2.3-2.15) permanecen igual y el cambio deseado a la salida es:

_f/o, (z,y) €7,
Agi(@:y) = { —g.(z,y), (z,y) €. (2.19)

en donde v es el conjunto de puntos en los cuales f/(z,y) viola las restricciones en el dominio del
objeto (no negativas y de soporte). Donde se satisfacen dichas restricciones, no hay un cambio
en la salida; pero donde estas son violadas, el cambio deseado de la salida, para que satisfaga las
restricciones del dominio del objeto, debe ser cero, por lo tanto, el cambio deseado es la salida
negada en esos puntos. Asi, una eleccion logica para la siguiente entrada es:

gk+1(xay) = gk(mvy) + ﬁAgk(x,y),
:{gmam, (2.9) ¢ 7, (2.20)

gr(z,y) — Bap(z,y). (z,y) €.

Debido a que la TF de ¢’ ya satisface las restricciones del dominio de Fourier y por tanto no se ve
afectada a medida que pasa por el sistema no lineal, si utilizamos una salida ¢’ como entrada, la
salida seré ella misma. De esta manera, otra eleccién para la siguiente entrada es:

Grv1(x,y) = g (x,y) + BAgr(2,y),
:{%mm, (.9) ¢ 7, (2.21)

La ecuacion (2.20) hace referencia al algoritmo de salida-salida. Note que si 5 = 1, el algoritmo se
reduce al algoritmo ER.

HIO (Hibrid Input-Output): El tercer algoritmo propuesto por Fienup es una combinacion de
las ecuaciones (2.19) y (2.20). La siguiente entrada del algoritmo esta dada por:

_ | agi(z,y), (z,y) &7,
gie+1(7) = { giu,y) — B (x,y), (x,y) €. (222)

El algoritmo hibrido de entrada-salida es el mas utilizado actualmente debido a su simplicidad y
generalmente ofrece una mejor velocidad de convergencia que los demas algoritmos.
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Capitulo 3

(Generacion de un vortice 6ptico
usando técnicas de recuperacion de
fase

3.1. Vértice 6ptico: definicién y caracteristicas principales

3.1.1. Momento angular orbital

El momento angular orbital (OAM) de un haz de luz esté relacionado con la estructura espacial
de su fase. El ejemplo més sencillo de un haz de luz que lleva OAM es uno con una fase en el
plano transversal f(r,¢) = exp(ing) en donde ¢ es la coordenada angular y n es un namero
entero, positivo o negativo. Estos haces poseen frentes de fase helicoidal con un nimero de hélices
entrelazadas dependientes de la magnitud y signo de n. El vector de Poynting, que es en todo
momento paralelo a la normal de la superficie de estos frentes de fase, tiene una componente
azimutal alrededor del haz y, por lo tanto, un momento angular a lo largo del eje del haz.[27]

Un hecho sorprendente es que el OAM de un haz helicoidal al igual que el espin, esta en
unidades de h. Este hecho se deduce de un argumento geométrico simple: En un radio r, la
inclinacion del frente de fase, y por lo tanto del vector de Poynting, con respecto al eje del haz es
simplemente nA/27r. Esto a su vez, establece la componente azimutal del momento lineal de la
luz como hikgn\/2mr por foton, el cual, cuando es multiplicado por el vector radio, da un momento
angular nh por fotoén [2].

3.1.2. Vortice Optico

Los vortices opticos estéan caracterizados principalmente por su perfil espacial anular (con un
spot central obscuro) y un frente de onda en forma helicoidal (que se extiende a lo largo de la
direccion de propagacion del haz) capaz de transferir el momento angular orbital a particulas
dieléctricas a una velocidad proporcional a su carga topologica, a diferencia de un haz Gaussiano
convencional, cuyo frente de onda es plano. Las propiedades espaciales y de fase de un haz Gaussiano
y un vortice se muestran en la Fig. 3.1.2.

El término de fase de un voértice éptico esta caracterizado por la ecuacion:

exp(ing), (3.1)
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Figura 3.1: Comparacion entre los perfiles espaciales y frentes de onda de un haz Gaussiano y un
vortice
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en donde la carga topologica n es un ntimero entero que representa el salto de fase de 27 del frente
de onda alrededor del eje de propagaciéon. Debido al frente de onda helicoidal, los vortices poseen
momento angular orbital (OAM) , en donde cada foton transporta un momento angular orbital de
nh, en donde 7 es la constante de Plank reducida. En la singularidad, la fase est4 indeterminada y
la polarizaciéon y la amplitud desaparecen por completo, lo que da como resultado un centro oscuro
dentro de un conjunto de anillos concéntricos. Los vortices épticos ocurren tipicamente en ausencia
de condiciones especiales: son estructuras naturales. También se producen en luz estructurada, por
ejemplo, en haces de luz cilindricos con una fase uniformemente creciente alrededor del eje (como lo
haces de Laguerre-Gauss). Alrededor del eje de dichos haces, la fase cambia en 27n para el entero
n, que define la carga asociada al vortice.

Las propiedades que resultan ser mas interesantes de los vortices 6pticos estdn relacionadas
principalmente con la estructura de la fase y su carga topologica. Como se sabe, dicha estructura
solo es posible ser representada en el espacio de la fase. Al aumentar el angulo de fase de manera
continua (en el sentido de las agujas del reloj) de 0 a 27n y de nuevo al origen, el angulo cero es
ahora 27mn formando asi una distribucién de fase continua a lo largo de un bucle cerrado. El punto
central del bucle cerrado donde no se puede definir la fase es la singularidad de fase mencionada
anteriormente.

La carga topologica de un vortice 6ptico con distribucion de fase ¢ viene dada por [2§]

1
n= g X Y{Cqu(r)dr, (3.2)

donde la integral es tomada a lo largo de una trayectoria C' que rodea la singularidad. La magnitud
de la carga topoldgica influye en el tamano del spot obscuro central. La direcciéon de giro del frente
de onda, ya sea en sentido horario o en sentido anti horario indica el signo de la carga. Para un
signo positivo (+) el vortice tiene un frente de onda que gira en el sentido de las agujas del reloj,
mientras que para un signo negativo (—) el vortice tiene un frente de onda que gira en sentido
contrario al giro de las manecillas del reloj.
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3.2. Esquemas de generaciéon de vortices 6pticos: coherentes
y parcialmente coherentes

Se ha hablado ya de las caracteristicas fisicas y la descripcién matematica de un vortice 6ptico.
Se menciond que un haz con vortice tiene la caracteristica de tener un frente de onda helicoidal que
permite la transferencia de momento angular orbital y lo hace de manera proporcional a su carga
topologica. En ésta seccion se hablara de dos técnicas de generacion de vortices 6pticos existentes
en la actualidad, el primero completamente coherente y el siguiente con coherencia estructurada.

Generacion de un vortice 6ptico perfecto utilizando un LC-SLM

La idea de un vortice optico perfecto fue propuesta por Ostrovsky [29]. Su principal carac-
teristica es que su radio no depende de la carga topologica, a diferencia de los vortices Opticos
convencionales. Se define un vortice éptico perfecto como un haz con una distribucion transversal
de campo dada por:

9u(p,0) = d(p — po)exp(ivh), (33)

donde 6(p) es la funcion delta de Dirac, (p, 0) son las coordenadas polares en la seccion transversal
del haz, pg es el radio del vortice y v es la carga topologica del vortice. La funcién anterior puede
ser expandida en una serie de Bessel [30]

= p
= vndv\Qun—), 4
9(p) ;10, Jo(0wn ) (34)
con
e S— /agw (02 pdo (3.5)
S AP Jy SO ) e

y Ju(.) es la fucnion de Bessel de primer tipo y v-ésimo orden, a, ,, es la n-ésima raiz de la funcion
Jy(.). Asumiendo que a > pg y sustituyendo la Ec.(3.3) en la Ec.(3.5) y utilizando ademas la
propiedad de filtracion de la funcion §, la Ec. (3.4) representa al vortice éptico como

9u(p, 0) x circ (g) exp(ivh) i MJV (oz,,,ng) . (3.6)

o1 [Ju+1(aw,n)]?

En la Fig 77 se muestra el sistema 6ptico utilizado para generar éste tipo de vortice. El elemento
principal de este sistema es un LC-SLM de transmisiéon situado entre dos polarizadores cuyas
orientaciones de los ejes de transmision se eligen de manera que el LC-SLM opera en el modo de
modulacion de solo fase. El campo 6ptico resultante puede ser observado en el plano focal de una
lente delgada que realiza la transformada de Fourier.

Si se asume que el LC-SLM tiene una transmitancia conformada por un conjunto de anillos con-
céntricos con fase azimutal separados por regiones opacas donde la transmitancia es nula. Adi-
cionalmente los anillos son lo suficientemente delgados, la transmitancia del LC-SLM puede ser
representada por la funcién compleja

N
t,(r,¢) = Z Ay n By nexpliv(p — ¢up)]d(r —run), (3.7)

n=1

en donde (r, ) son las coordenadas polares, 3, , es el ancho del anillo, ¢, ,, es una fase constante
que puede tomar los valores 0 o 7/v y 7, = @y n R/, N, en donde R es el radio de la zona activa
del LC-SLM. La senal optica en el plano focal de la lente se da a través de la transformada de
Fourier
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Figura 3.2: Montaje experimental para generar un vortice éptico perfecto. 1 Laser, 2 y 3 forman
un expansor de haz, 4 y 6 son polarizadores, 5 LC-SLM, 7 es una lente esférica con distancia focal
f v 8 es una computadora.

S 2 T
U,(p,0) = /o /0 t,(r, p)exp <i/2\frpcos(go — 9)> rdrde, (3.8)

donde A es la longitud de onda de iluminacion. Sustituyendo la transmitancia de la Ec. (3.7) en la
Ec. (3.8), obtenemos

N
. . 27 Rovy, np
_ 2 v,n
U,(p,0) = exp(—ivh) E @, nBunerp(—ive, n)dy, (/\fa%N ) ) (3.9)

en donde se ha utilizado la propiedad de filtracion de la funcion § y la identidad de Bessel

n=1

- 27
Ju(x) = 2—/ exp(ivd)exp(izcostd)ds. (3.10)
T Jo
Ahora, haciendo
/\fOé,, N
v — ’ 5 11
@ 2R (3.11)
y aplicando

Byn = |J,,(al,7np0/al,)\ ’ (3.12)

aan [Jo+1(awn)?

0 para J,(ay npo/a,) >0
Pv,n = (313)
m/v para  J,(a,npo/a,) <0,

se encuentra finalmente

N T (a /ay)
U, (p,0) x exp(ivh) Z %Jy (ay,nap) . (3.14)
n=1 v

v
JV+1(au,n)]2

La Ec. (3.14) representa la aproximacion finita de la representacion del vortice perfecto de la
expresion extendida en el rango entero (0, 00) de la coordenada p.

Los vortices generados utilizando el método propuesto son ilustrados en la Fig. (3.3).
De las imagenes se puede observar que los vortices generados presentan irregularidades de intensi-
dad a lo largo de la direccion azimutal. Se puede observar también que presentan un centro obscuro
en el centro correspondiente a la region de la singularidad de fase. En todos los casos se aprecia
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Figura 3.3: Vortices generados experimentalmente para cargas topologicas de a) v =5, b) v = §,
c)v =10y d)v = 10.

que dicha region es de dimensiones similares lo cual es una caracteristica predicha para un vorti-
ce perfecto. Sin embargo, atn cuando la simulacién computacional confirma la teoria, en el caso
experimental los vortices generados distan mucho de corresponder al caso tebrico. En parte esto
se debe a la discretizacion de la sefial de fase y la capacidad del modulados para desplegar dicha
fase. Por tanto es posible observar que atn cuando se conoce la fase necesaria para generarlos, en
la practica no es una tarea facil. En la siguiente secciéon describiremos una técnica que reproduce
mejor la generacion experimental del vortice perfecto.

Técnica alternativa para la generacién de un voértice 6ptico perfecto

Con el fin de mejorar la calidad del vortice generado con la técnica anterior, se propuso una
nueva técnica cuya importancia radica en la simplicidad de su realizacion préctica y la alta calidad
de los resultados obtenidos. Para obtener un vértice perfecto, es posible calcular la transformada
de Fourier inversa de la Ec. (3.3) para obtener que la sefial 6ptica de entrada del sistema esta dada
por [31]

U(r,p) o< Jy (i;,rp0> exp(ivep). (3.15)

Luego, admitiendo la aproximacion de la funcién de Bessel de la ecuacion anterior para valores
positivos de v descrita por:

27 n—1 " —=Tun
Jy ()\fr,%) ~ zn:(—l) rect < A ) , (3.16)

en donde rect(.) es la funcién rectangulo, 7, ,, es la n-ésima raiz de la ecuacion

d 2
%Jy ()\frpo) =0, (3.17)
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LC-SLM

Figura 3.4: Montaje experimental para generar los vortices 6pticos. BE, expansor de haz; HWP;
placa de media onda; BS, divisor de haz; y L y M son lentes y espejos respectivamente.

\J,,(?m‘,,,npo/)\fﬂ
Jy(27rru,np0/kf) .

Asi, el campo de la Ec. (3.15) puede ser reproducido aproximadamente transmitiendo una on-
da plana a través de una pantalla de fase formada por un conjunto de anillos concéntricos con
transmitancia de amplitud dada por:

100 o (12t et (e

separados por un conjunto de anillos concéntricos complementarios con transmitancia de amplitud

T'(r, ) = exp( )\fxox>[ Zrect( ATM >] (3.20)

En la Ec. (3.19) ¢, ,, toma los valores 0 para n pares y ¢/v para n imapres. Se encuentra entonces

Ary,, (3.18)

)exp[w«o o)l (3.19)

l/'(l

que la senal centrada en el punto (¢’ = —x{,y’ = 0) en la salida del sistema 6ptico es
Ton+ATy n/2 o
U(p,0) = exp(ivd) / Ju (rp) rdr, (3.21)
; Tun—Ary n/2 )‘f

cuya distribucion de intensidad es

_— Tun+ATY 0 /2 ot )
I(p) = \Z(*l) Jy /\—frp rdr|, (3.22)

vin—ATy /2

con N el pardmetro de truncamiento de la sumatoria.

Los resultados de esta técnica fueron mostrados usando el arreglo de la figura Fig(3.4). En esta
técnica se emplea nuevamente un sistema de transformada de Fourier solamente que en este caso
el objeto corresponde a la onda que emerge del modulador de reflexion donde se han codificado las
transmitancias dadas por las Ecs. (3.19-3.20). En la figura se observa un divisor de haz empleado
para lograr la interferencia del campo proveniente del modulador con una onda plana a fin de
mostrar los tipicos interferogramas con bifurcaciones que revelan la presencia del vortice con carga
v.

3.2.1. Vértices parcialmente coherentes

En el ejemplo anterior se mostré que para generar un vortice éptico perfecto se requiere codificar
una fase espacialmente definida en secciones anulares que siguen la aproximacion rectangular de la
funcion de Bessel.
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==l .3 Ium e 1.5 mm

e e

Figura 3.5: Vortices generados experimentalmente con un radio de pg = 1,5mm y cargas topologicas
dea)y=1,b)r=20,c)v=40y d)r =6

En esta seccion presentaremos los fundamentos de una clase completamente diferente de vortices
conocidos como parcialmente coherentes. A diferencia de los anteriores que se generan a partir de
funciones completamente deterministas. Los parcialmente coherentes se generan a partir de un
ensamble estadistico que determina las propiedades del campo. Dichos haces pueden representarse
como una superposicion incoherente de modos Bessel completamente coherentes [33], todos con el
mismo frente de onda helicoidal. Una caracteristica importante de éste tipo de vortices es que son
adifraccionales [32]. Para entender la teorfa involucrada en la generacion de éste tipo de haces, es
necesario introducir algunos conceptos [34].

Un campo 6ptico transversal con coherencia parcial de segundo orden es descrito por una fun-
cion de correlacion conocida como la densidad espectral W(p1, p2) = (E*(p1)E(p2)) con E(p,v)
un campo eléctrico transversal, en adelante omitiremos por simplicidad la dependencia explicita
en la frecuencia v. Esta expresion contiene toda la informacién necesaria para describir el compor-
tamiento del campo. Bajo ciertas condiciones dicha densidad espectral puede expresarse mediante
una expansion en serie conocida como serie de Mercer, la cual estd dada por la expresion

W(p1,p2) = Y A (p1)en(p2), (3.23)

donde A, son los eigenvalores y ¢, (p) son las eigenfunciones de la ecuacion integral homogénea de
Fredholm de segundo tipo

/D W{(p1, p2)en(p1)dp1 = Anpn(p2), (3.24)

con D el dominio en el cual estd definida la fuente y siendo )\, necesariamente no negativos.
Ademas @, (p) forma un conjunto ortonormal en el dominio de la fuente. Cada término de la
suma de la Ec. (3.23) esta asociado con un modo completamente coherente ¢, (p) del campo,
por esta razon la Ec. (3.23) es comunmente llamada representacion de modos coherentes de un
campo parcialmente coherente. Ahora, consideramos un proceso aleatorio formado por un ensamble
estadistico de realizaciones, en donde cada realizacién es representada por:

U(p) =Y Cunion(p). (3.25)

Dicho campo tiene una densidad espectral dada por
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W(p1, p2) = (U (p1 ZZ m) P (P1)Pm(p2), (3.26)

en donde (.) denota un promedio estadistico en el ensamble de realizaciones aleatorias. Los modos
©n(p) son elegidos de la forma

Wn(ﬂ)— ﬁajy+1(ozy7n)

los cuales forman un conjunto ortonormal de fucniones de Bessel. Las variables aleatorias C,
satisfacen la condicion

exp(ivfd) 0<p<a, (3.27)

<C;§Cm> = )\nan,mm (3.28)

en donde 6, ,, es una delta de Kronecker. A partir de éstas condiciones, substituyendo las Ecs.
(3.27-3.28) en la Ec. (3.26) se obtiene

T () Jy (awn22)
An a " a v(0y — 0 3.29
W{p1,p2) Z T I, (@) x expliv (02 — 01)], (3.29)

v la densidad espectral de potencia, o intensidad 6ptica esta dada por

2 (ownt
S(p)=> An M (3.30)

La Ec.(3.29), con los valores arbitrarios de A,, puede identificarse como un haz con vortice parcial-
mente coherente en modos de Bessel. Ademés puede demostrarse que la familia de haces definidos
por la Ec. (3.29) se propagan sin difraccion. En la practica, este tipo de vortices pueden ser genera-
dos aproximadamente en un sistema transformador de Fourier por medio de un SLM. El esquema
para formar este tipo de vortices se muestra en la Fig. (3.6). En la Fig. 3.7 se observan vortices
generados por esta técnica para algunos valores de la carga topologica.

Beam LC-SLM
expander

Laser h

Computer

Figura 3.6: Montaje expermental para la generacion de vortices con estructura modo Bessel

Como hemos visto, este tipo de campos se originan a partir de un ensamble estadistico compues-
to por un gran nimero de realizaciones. Tedéricamente el ensamble consiste de todas las posibles
manifestaciones que puede tener el campo Optico. Esto es, cada posible configuracion del campo
estéa representadas por una realizacién. Debido a esto, no es posible hablar de una sola fase aso-
ciada al vortice 6ptico sino es posible que existan una infinidad de fases. Sin embargo para poder
generar los vortices mediante un sistema de transformada de Fourier, se emplea un detector CCD
con resoluciéon espacial que genera un promedio de las realizaciones del campo. Dicho promedio es
proporcional a la intensidad 6ptica. Por lo anterior es posible observar que este tipo de vortices son
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Figura 3.7: Resultados experimentales

de interés en diversas aplicaciones sin embargo su generacién no es una tarea facil. En la siguiente
seccidén emplearemos un método iterativo para recuperar una fase que permita generar este tipo
de vortices sin necesidad de hacer un promedio estadistico, a partir del conocimiento o medicion
del modulo del campo deseado.

3.3. Sintesis iterativa de un voértice 6ptico

La técnicas de generacion de vortices opticos vistas anteriormente requieren de la codificaciéon
de la fase de la senal, sin embargo, como hemos visto, en algunas ocasiones éste proceso puede
resultar complicado. Por otra parte, los algoritmos iterativos tipo Gerchberg-Saxton, resultan ser
una practica herramienta para obtener una fase que permita reconstruir, en este caso, el vortice
optico deseado.

En éste trabajo se propone recuperar la fase tanto de un vortice éptico perfecto como de un
vortice 6ptico parcialmente coherente implementando el algoritmo de Gerchberg-Saxton (visto en el
capitulo anterior) en Matlab. La informacién que se supone conocida es la intensidad del campo en
el plano del objeto y la intensidad del campo en el plano de Fourier, dicha informacion representa
las restricciones impuestas en el plano del objeto y en el plano de difracciéon respectivamente. La
transfromada directa e inversa de Fourier son aplicadas en ambos planos con cada iteraciéon del
algoritmo. Al satisfacerse la condicion establecida para la detencion del algoritmo (en nuestro caso
un determinado nimero de iteraciones), la distribucion de fase obtenida es utilizada posteriormente
para la reconstrucciéon del vortice 6ptico.
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Si suponemos un haz monocromético, coherente y que puede ser descrito mediante una funciéon
compleja, segin la teoria escalar de difraccion vista en el Capitulo 1, el campo en el plano del
objeto puede ser escrito como:

U(u,v) = A(u,v) explid(u,v)], (3.31)

en donde (u,v) son las coordenadas en el plano del objeto, A(u,v) es la amplitud del campo y ¢
representa la pase. De manera similar, el campo en el plano de difracciéon, puede escribirse como

V(z,y) = B(z,y) explity(z, y)], (3.32)

en donde (z,y) son las coordenadas en el plano de difraccion, B(x,y) la amplitud y ¢ (z, y) la fase.
El procedimiento para el calculo de la fase del vortice 6ptico puede ser listado como sigue:
1.- Se eligen la amplitud Ag(u,v) y fase inicial ¢g(u,v) como entrada al algoritmo

Uy = Ap(u,v) expligg(u, v)]. (3.33)

2.- Calculamos la FFT de la funcion resultante.
3.- La amplitud compleja resultante en el plano de difraccién es reemplazada por la restricciéon
impuesta en el mismo, es decir:

Vi = Bo(z,y) explit)(x, y)] — Vi = B(x,y) explit)(z,y)], (3.34)

en donde V; es el resultado de aplicar la FFT a la funcion Uy y B(z,y) es la restriccion impuesta
en el plano de difraccion.
4.- Calculamos la IFFT de la Ec. (3.34)

U, = IFFTVy]. (3.35)

5.- La nueva amplitud resultante en el plano del objeto es reemplazada por la restriccion
impuesta en dicho plano, se tiene que

Ur = A1 (u,v) explio (u,v)] = Ur = A(u,v) expligr (u, v)]. (3.36)

6.- El proceso se repite del paso 2 al paso 5 hasta cumplir la condicién impuesta para la detencién
del algoritmo.
Es importante considerar que la fase obtenida a través de la implementaciéon del algoritmo, esta
envuelta, es decir, se encuentra empaquetada entre los valores —7 y 7. Este envolvimiento ocurre al
utilizar la funcién angle en Matlab para la obtencion de la fase buscada, y que a su vez hace uso de
la funcién tangente, con una periodicidad de 7 radiantes. sin embargo esto no es un inconveniente
para la realizacion del algoritmo ya que los valores de fase no cambian con la funcién angle, sino
que solamente se mantienen en un intervalo fijo en donde la funcion tangente es biyectiva. De
esta manera, para estudiar la fase obtenida al finalizar el algoritmo, es necesario el uso de de
algin procedimiento para su desenvolvimiento. Sin embargo, en nuestro en el siguiente capitulo
mostramos como es posible implementar el algoritmo en la practica para dos tipos de vortices
completamente diferentes y su capacidad para obtener la fase.

3.3.1. Analisis de error

Para monitorear el comportamiento del algoritmo en funcion del acercamiento a la intensidad
deseada es posible calcular el error cuadratico medio (ECM) en cada reconstruccion. Dicho error
nos permite estimar un valor positivo especifico de la diferencia entre la intensidad estimada del
vortice y la intensidad medida. El ECM estéa definido por
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n

ECM :% > (= 1) (3.37)

i=1

donde I; es la intensidad medida en cada entrada de la matriz de datos e fi es la intensidad
estimada en cada entrada correspondiente de la matriz asociada a la intensidad reconstruida. En el
siguiente capitulo estimaremos la fase asociada a la generacion de dos tipos de vortices y en cada
caso estimaremos el ECM para cada iteracion.
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Capitulo 4

Resultados numeéricos

Con el fin de comprobar el comportamiento del algoritmo y obtener la fase asociada a una
intensidad medida elegimos dos tipos de vortices, uno completamente coherente dado por el vortice
perfecto y otro parcialmente coherente descritos en el capitulo 3. En ambos casos la distribucién
de intensidad del vortice es obtenida en el plano de Fourier. En el primer caso, la intensidad 6ptica
corresponde al cuadrado del modulo de la transformada de Fourier de la funcion de Bessel de orden
v multiplicada por un termino de fase definido por la ecuacion 3.5. En el segundo empleamos la
intensidad optica del vortice generado en [33] para una carga topolégica de v = 107.

4.1. Voértice 6ptico perfecto

En el caso coherente suponemos que el termino de fase que genera el vortice es de la forma
dada por la ecuacién 3.5 pero no conocemos el valor de la carga topolégica y por tanto se propone
v = 3 como carga de prueba. Al calcular el moédulo de la funcion compleja generada obtenemos
la restriccion que serd impuesta en el plano del objeto f = |g,(p,8)|. Por otro lado, al calcular
el modulo de la FFT de la funcién compleja mencionada anteriormente, obtenemos la restriccion
impuesta en el plano de Fourier F = |FFT]g,(p,0)]|- La intensidad y fase del vortice optico
propuesto (es decir, el vortice teorico) se ilustran en la Fig.(4.1).
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Figura 4.1: a) Intensidad y b) fase del vortice dptico perfecto tedrico, con carga topolédgica v = 3.

A fin de comparar la convergencia del algoritmo y el namero de iteraciones utilizadas, se proponen
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Resultados numéricos
4.1 Vortice 6ptico perfecto

Figura 4.3: Recuperacion de a) amplitud y b) fase de un VOP para 5 iteraciones.

dos fases. Una de ellas es una funcién cuadrética mientras que la otra es una fase con un perfil
helicoidal. Se implementa el algoritmo mediante un ciclo while para distintas iteraciones y ambas
aproximaciones iniciales de las fases mencionadas.

En el caso de un voértice optico perfecto con fase inicial dada por la funcién cuadratica x2, los
resultados obtenidos se muestran en las Fig. (4.2)-(4.11). Para el caso en donde la fase inicial
estd dada por arg(Z) (en donde Z = x + iy), los resultados obtenidos se muestran en las Fig.
(4.12)-(4.24).

Como se puede observar a partir de los resultados obtenidos, al utilizar una fase cuadratica
como primera aproximacién el algoritmo converge de mas rapida dentro de las primeras 60
iteraciones, la reconstrucciéon de voértice se alcanza en las primeras 100 iteraciones y a aprtir de
aqui los cambios son minimos. A diferencia del caso anterior, para una fase con un perfil helicoidal
como primera aproximacion la convergencia del algoritmo resulta ser un poco més lenta y la
reconstruccion del vortice se alcanza a partir de 150 iteraciones. A pesar de que la convergencia
del algoritmo es distinta para cada una de las fases propuestas, es posible obtener la fase que
permite reconstruir el vortice 6ptico perfecto en ambos casos.
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4.2. Vortice 6ptico parcialmente coherente

Para el caso de un vortice parcialmente coherente, la restriccién impuesta en el plano del objeto
es una funcién definida por un termino de fase lineal x definido en un dominio circular de tal forma
que la funcién es cero fuera del dominio y posee valores de la fase inicial dentro del dominio. En
el plano de difraccion, la restriccion es la FFT de dicha intensidad, es decir la intensidad medida
del vortice. Los resultados obtenidos se muestran en las Fig. 4.26-4.38. Como se observa, en este
caso el vortice optico es reconstruido después de 20 iteraciones y a partir de aqui los cambios son
minimos. Tal como indican los resultados, el algoritmo permite encontrar una fase con la cual es
posible reconstruir el vortice parcialmente coherente.

Figura 4.25: Distribucion de intensidad de un VPC

Figura 4.26: Recuperacion de a) amplitud y b) fase de un VPC para 1 iteracion.
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Figura 4.28: Recuperacion de a) amplitud y b) fase de un VPC para 8 iteraciones.

4.3. FError cuadratico medio

El error puede ser monitoreado para cada iteraciéon implemenetando la Ec. 3.37 dentro del
algoritmo de Gerchberg-Saxton. En el caso de vortice 6ptico perfecto, al utilizar una fase cuadratica
como primera aproximacién, dicho error disminuye de manera rapida dentro de las primeras 70
iteraciones hasta llegar a un valor al rededor de 1.5, tal como se ilustra en la (Fig. 4.39-a). El error
para las iteraciones 70 a 140 disminuye de manera gradual (Fig. 4.39-b) y para la iteracion nimero
200, el error calculado es alrededor de 0.0005 (Fig 4.39-c).

Al utilizar como primera aproximacion a la fase del vortice 6ptico perfecto una fase helicoidal, se
observa que la disminucién del error ocurre de manera més lenta que en el caso anterior, obteniendo
un valor de 0.1 para las primeras 150 iteraciones (Fig. 4.40-a) y llegando a un valor de 0.004 para
la iteracion 200 (Fig. 4.40-b).

Para el vortice parcialmente coherente, como podemos observar en la Fig. 4.41-a, el error
disminuye con una rapidez significativa en las primeras iteraciones llegando a un valor de menos de
1 para la iteracion 50 (Fig. 4.41-b). Para la iteracion namero 150 el error es de 0.039 (Fig. 4.41-c).
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Figura 4.31: Recuperacion de a) amplitud y b) fase de un VPC para 20 iteraciones.
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Figura 4.34: Recuperacion de a) amplitud y b) fase de un VPC para 30 iteraciones.

45



Resultados numéricos
4.3 Error cuadratico medio

i

i

1
]

i

T

.

Figura 4.37: Recuperacion de a) amplitud y b) fase de un VPC para 50 iteraciones.
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Figura 4.38: Recuperacion de a) amplitud y b) fase de un VPC para 150 iteraciones.
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Figura 4.39: Error cuadratico medio obtenido entre la intensidad teérica y la estimada del VOP
para a) las primeras 70 iteraciones, b) de la iteracién nimero 70 a la 140 y c) las dltimas 60
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Capitulo 5

Conclusiones

Los resultados obtenidos indican que el algoritmo implementado es capaz de devolver una fase
que genera los vortices 6pticos planteados. En el caso de un vortice 6ptico perfecto, la reconstruccion
ocurre con mayor rapidez al utilizar una fase cuadratica en lugar de una fase helicoidal, un hecho
importante ya que indica que no es necesario tener indicios de la fase real del vortice para obtener
una buena aproximacion a esta. No obstante, puede verse que ambas fases permiten reconstruir
el vortice perfecto con las restricciones impuestas en ambos planos. En el caso del vortice 6ptico
parcialmente coherente, la reconstrucciéon ocurre en un menor nimero de iteraciones que en el
caso anterior. La importancia de lograr una buena aproximacién a la fase que genera este tipo de
vortices aun sin tener algin conocimiento sobre la fase real radica en el hecho de que la realizacion
fisica de un vértice 6ptico parcialmente coherente requiere, tal como se menciond, del disefio e
implementacién fisica de ensambles estadisticos lo que a su vez implica esfuerzos computacionales
significativos. El algoritmo propuesto ahorra muchos de estos esfuerzos.

Se menciond también que la fase obtenida por medio del algoritmo se encuentra envuelta, por
lo que ademaés es necesario utilizar algiin método para su desenvolvimiento, sin embargo, para este
trabajo no fue necesario obtener la fase desenvuelta ya que ésta se emplea directamente dentro del
algoritmo y el objetivo radica en reconstruir la intensidad con la fase estimada.

La generacion de vortices 6pticos se ha realizado a la fecha por medio de métodos que invo-
lucran sistemas 6pticos elaborados y en muchos casos su implementacién es complicada. En este
trabajo hemos mostrado que es posible generarlos de forma directa a partir de un sistema de trans-
formada de Fourier empleando el algoritmo iterativo de Gerchberg-Saxton. Hemos mostrado que
a pesar de que la convergencia del algoritmo no estd garantizada, en nuestro caso, éste devuelve
la fase correcta, es decir la que teéricamente se requiere. En el caso de los vortices opticos esto
es muy importante ya que la fase que los genera estd estrechamente relacionada a la portacion
de momento angular orbital que tiene importantes aplicaciones en sistemas de atrapamiento y
micromanipulaciéon 6ptica.

Hasta donde sabemos la generaciéon de vortices por el mecanismo iterativo estudiado no habia
sido reportada hasta ahora. Por tltimo, consideramos que los resultados obtenidos pueden tener un
impacto importante en las técnicas de generacién de vortices dpticos conocidas y sus aplicaciones.
En este sentido el método propuesto evita el uso de sistemas experimentales complicados y permite
estudiar de forma practica e inmediata las propiedades e implicaciones de diferentes clases de
vortices opticos.
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