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10 Apéndices 43
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1 Resumen

En este trabajo se estudia la dinámica inflacionaria de dos modelos basados en teoŕıas de gravedad mod-
ificada: el modelo tipo Starobinsky y una teoŕıa con simetŕıa bajo transformaciones conformes. De esta
última, también encontró una estimación de las observables inflacionarias y de los parámetros viables. Am-
bos modelos poseen un término cuadrático de curvartura, por lo cual se compararon los resultados obtenidos.

2 Objetivos

Objetivo General

Estudiar la dinámica inflacionaria de un modelo tipo Starobinsky y de una teoŕıa con simetŕıa bajo trans-
formaciones conformes. Se busca encontrar soluciones anaĺıticas para cada modelo, las cuales se aproximan
a puntos fijos tipo De Sitter. Para el modelo con simetŕıa conforme adicionalmente se estimarán las observ-
ables inflacionarias, las cuales son las cantidades que describen los espectros de potencias primordiales de
las perturbaciones escalares y tensoriales, estas son, el ı́ndice espectral de las perturbaciones escalares y la
tasa de las amplitudes de las perturbaciones tensoriales y las escalares. Por último, se determinará el rango
de valores de los parámetros teóricos que son compatibles con las últimas restricciones reportadas por la
colaboración de PLANCK 2018.

Objetivos Espećıficos

• Obtener las ecuaciones de movimiento generales para ambos modelos.

• Restringir las ecuaciones de movimiento de ambos modelos a un universo homogéneo e isotrópico con
la métrica de Friedmann Robertson Walker con geometŕıa plana.

• Hacer la aproximación de rodamiento lento del modelo de Starobinsky para determinar si es posible
describir un periodo inflacionario en ese modelo.

• Utilizar el formalismo de sistemas dinámicos para encontrar las familias de soluciones de cada sistema,
para lo cual, para ambos modelos:

Obtener las ecuaciones del sistema dinámico.

Obtener los puntos fijos tipo De Sitter.

Obtener la estabilidad lineal de los puntos fijos mediante el análisis de eigenvalores de Liapunov.

Obtener las soluciones anaĺıticas linealizadas alrededor a los puntos cŕıticos relevantes.

A partir de las soluciones encontradas, ver la evolución del radio comóvil de Hubble, del parámetro
de Hubble, del parámetro de rodamiento lento y del campo escalar.

• Comparar los resultados de ambos modelos.

• Para el modelo con simetŕıa conforme, obtener una estimación de las observables inflacionarias y del
rango de parámetros que permiten valores de las observables compatibles con las últimas restricciones
reportadas por PLANCK 2018.
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3 Introducción

La búsqueda de nueva f́ısica es necesaria para resolver los múltiples problemas existentes en el modelo del
Big Bang (BB), como son la asimetŕıa materia-antimateria o el problema de las curvas de rotación de las
galaxias, las cuales llevaron a introducir la hipótesis de la existencia de la materia oscura. El modelo del Big
Bang clásico describe muy bien la evolución del universo y tiene predicciones acertadas como la expansión
del universo o las abundancias de los elementos ligeros primordiales, sin embargo, estos modelos tienen in-
consistencias a nivel teórico, dentro de las cuales dos de ellas son fundamentales: el problema de la planitud
y el problema del horizonte. Estas inconsistencias se resuelven a partir de asumir que el universo tem-
prano transitó por una etapa de expansión acelerada usualmente conocida como ”inflación”. El paradigma
cosmológico estándar actual está basado en Relatividad General, el modelo estándar de part́ıculas e interac-
ciones elementales y las hipótesis de la existencia de componentes oscuros como la materia y enerǵıa oscuras,
e incorpora como hipótesis extra la teoŕıa de inflación para describir al universo en sus etapas más tempranas.

Es bien sabido que la teoŕıa de Relatividad General de Einstein funciona extraordinariamente bien a
escalas de nuestro sistema solar, sin embargo, a escalas cosmológicas no tenemos tanta certeza de que siga
siendo válida. Debido a que no hay evidencia directa de materia oscura o enerǵıa oscura, los modelos de
gravedad modificada no se han descartado y son plausibles. Es por esto que en las últimas décadas se han
propuesto teoŕıas alternativas a la Relatividad General (RG), dentro de las cuales se encuentran las teoŕıas
Escalares-Tensoriales (ET) y los modelos tipo f(R).

El modelo de Starobinsky es un modelo tipo f(R) que contiene un término de curvatura no lineal, el
cual es invariante bajo transformaciones conformes y es el término dominante al inicio de inflación. Den-
tro del zoológico de modelos inflacionarios, el modelo de Starobinsky tiene prediccciones de las observables
inflacionarias 1 que se encuentran en la región reportada por PLANCK 2018 con mayor certidumbre es-
tad́ıstica. Por otro lado, la teoŕıa invariante ante transformaciones conformes (TIC) considerada en este
trabajo, es una teoŕıa escalar tensorial en la cual todos los términos de la acción son invariantes ante trans-
formaciones conformes. La acción de esta teoŕıa tiene un término no lineal de curvatura al igual que el
modelo de Starobinsky, pero además contiene un término de acoplamiento no mı́nimo entre un campo es-
calar y la métrica a través del término lineal de curvatura, con el cual es posible recuperar Relatividad
General a escalas de enerǵıa menores que en inflación sin violar la simetŕıa conforme. También la acción
TIC tiene un término cuártico de autointeracción del campo escalar muy similar al potencial del Higgs [?],
[20]. En este trabajo se considera la acción más sencilla en el contexto de teoŕıas invariantes conformes que
incorporan un término lineal de curvatura y un campo escalar. Recientemente se ha sugerido en diversos tra-
bajos que las teoŕıas con simetŕıa conforme describen un escenario inflacionario interesante, además de tener
pocos parámetros libres [1], [17], [3], [9]. Por lo anterior, es de interés estudiar la dinámica inflacionaria de
esta teoŕıa invariante conforme y comparar los resultados que se obtengan con los del modelo de Starobinsky.

El rango de validez y las suposiciones consideradas sobre los modelos inflacionarios estudiados en este
trabajo son los siguientes: Se asume un universo homogéneo e isótropo con geometŕıa plana, cuya estructura
se describe a partir de la métrica de Friedmann Robertson Walker (FRW). Se trabaja en el regimen clásico
de la gravedad y de un campo real. 2. Se trabaja en el marco de Jordan con el fin de satisfacer el principio
de equivalencia. Se trabaja en unidades naturales. Se estudia la dinámica únicamente durante el periodo
inflacionario.

1Las observables inflacionarias son el ı́ndice espectral ns, que describe el espectro de potencias primordial de las perturba-
ciones de materia, y la tasa tensor a escalar r, la cual es el cociente de las amplitudes de modos tensoriales y escalares inferidos
de mediciones del espectro angular de potencias del CMB.

2Durante inflación, la escala de enerǵıa es cercana a la escala de Planck, pero inferior a ésta y por lo tanto es válido usar el
régimen clásico de la gravedad. Sin embargo, términos de curvatura no lineales introducen de manera efectiva la influencia de
fluctuaciones cuánticas dominantes a mayores escalas de enerǵıa.
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3.1 Modelo Cosmológico Estándar

El modelo cosmológico estándar ΛCDM está basado en Relatividad General aplicada al caso particular de
espacios maximalmente simétricos, los cuales son compatibles con el principio cosmológico, el cual establece
que el universo es homogéneo e isótropo a escalas cosmológicas (en el orden de cientos de Megapársecs) y
cuya geometŕıa se describe por métricas de la clase de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) en coordenadas
comóviles. Aunado a esto, en 1923 Hermann Weyl postuló que el movimiento de las galaxias se pod́ıa tratar
como part́ıculas dentro de un flúıdo que permea todo el espacio. A partir de este postulado enunció el
principio de Weyl: ”Las part́ıculas del flúıdo yacen en el espacio-tiempo en una congruencia de geodésicas
temporaloides que divergen de un punto común en el pasado finito o infinito”. Esto quiere decir que existe
una y sólo una geodésica que pasa por cada punto del espacio-tiempo. Por lo tanto, la materia en cualquier
punto del espacio-tiempo posee una velocidad única, por lo que puede modelarse como una mezcla de flúıdos
perfectos barotrópicos no colisionales. Este principio sólo es válido en épocas tard́ıas y a nivel de la cos-
moloǵıa de fondo. Las especies de part́ıculas que forman a cada uno de dichos flúıdos perfectos son las
siguientes: un 4% del contenido total de materia está formado por los aśı nombrados bariones, los cuales
constituyen la materia visible, la cual puede ser descrita por el modelo estándar de part́ıculas elementales.
Una fracción del 26% del total se forma por materia oscura de cuya existencia tenemos indicios en curvas de
rotación de galaxias aśı como en la cinemática de galaxias en cúmulos, la estructura de materia a grandes
escalas y la estructura del espectro del fondo cósmico de microondas (CMB). La mayor fracción del contenido
cósmico (alrededor del 70%) se asume está formada por ”enerǵıa oscura”, la cual en el contexto de relatividad
general, puede asociarse con la constante cosmológica, la cual se interpreta como enerǵıa del vaćıo y la cual
es reponsable de generar la expansión acelerada del universo.

Las principales pruebas observacionales que sustentan el modelo cosmológico estándar son: La recesión de
galaxias lejanas descrita por la ley de Hubble, el descubrimiento del fondo cósmico de radiación en el espectro
de microondas (CMB) realizado por Penzias y Wilson en los años 60 y la observación de la distribución de
materia a grandes escalas realizada en muestreos de galaxias a altos corrimientos al rojo realizados por las
colaboraciones SDSS, BOSS, entre otros [21], [?].

3.2 Ecuaciones de Friedmann

La métrica más sencilla que cumple el principio cosmológico, es decir, que describe la geometŕıa de un
universo homogéneo e isótrópo, es la métrica de Friedmann Robertson Walker (FRW), la cual en coordenadas
comóviles y para un espacio con curvatura espacial nula puede escribirse como:

ds2 = −dt2 + a2(t)δijdx
idxj , (1)

donde a(t) es el factor de escala, γij es el tensor métrico euclideano tridimensional, dt2 es el intervalo
temporal y dxidxj es el intervalo espacial.

El contenido de materia del universo puede modelarse como un flúıdo perfecto. El tensor de enerǵıa
momento de un flúıdo perfecto en un universo homogéneo e isótropo es:

Tµν = (p+ ρ)uµuν − gµνp, (2)

donde uµ, uν es la cuadri velocidad de un observador comóvil, ρ es la densidad de enerǵıa, p es la presión
hidrostática y gµν es el rećıproco del tensor métrico. La traza del tensor enerǵıa momento es:

T = −ρ+ 3p. (3)
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El tensor enerǵıa momento se conserva covariantemente:

∇µTµν = 0. (4)

Esta ley de conservación es consecuencia de las identidades de Jacobi de las ecuaciones de Einstein y del
teorema de Noether 3. La componente temporal de las ecuaciones de conservación anteriores corresponde a
la ecuación de conservación de la densidad de enerǵıa del fluido:

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0, (5)

la cual se satisface para cada especie por separado dando lugar a las siguientes soluciones como funciones
del factor de escala en cada caso:

ρR = ρ0Ma
−4 (6)

ρM = ρ0Ma
−3 (7)

ρΛ = constante, (8)

donde el sub́ındice R denota especies relativistas o radiación, el sub́ındice M denota materia (que incluye
materia bariónica y materia oscura) y el sub́ındice Λ denota enerǵıa oscura. Al restringir las ecuaciones de
campo de Einstein a la métrica de FRW, se obtienen las ecuaciones de Friedmann:

H2 =
8πG

3
ρ+

Λ

3
(9)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
. (10)

donde a es el factor de escala; H = ȧ
a es la tasa de Hubble, la cuál cuantifica la tasa de expansión; ρ es

la densidad de enerǵıa del total de la materia en el universo ; p es la presión de la misma y Λ es la constante
cosmológica, a la cual se le asocia la enerǵıa oscura.

Alternativamente se puede escribir la primera ecuación de Friedmann en términos de las densidades

relativas Ω = ρ
ρc

de las diferentes especies, donde ρc = 3H2

8πG es la densidad cŕıtica del universo:(
H

H0

)2

= Ω0,Ra
−4 + Ω0,Ma

−3 + Ω0,Λ, (11)

donde Ω0,x se conocen como los parámetros de densidad, los cuales son las densidades relativas de las
diferentes especies al d́ıa de hoy (a = 1). Juntando todos los parámetros de densidad la anterior ecuación se
puede escribir como:

Ω− 1 =
k

(aH)2
. (12)

Para un universo con geometŕıa plana, es decir k = 0, se tiene que:

Ω− 1 = 0, (13)

3La simetŕıa de traslación temporal da lugar a la ley de conservación de la enerǵıa y la simetŕıa de traslación espacial da
lugar a la ley de conservación del momento lineal, juntas dan lugar a la conservación del tensor enerǵıa momento.
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y por lo tanto Ω = 1. El valor observacional más reciente de la densidad relativa reportada por PLANCK
2018 es Ω0 = 1.0023+0.0056

−0.0054, lo que indica que nuestro universo observable es altamente plano.

Los parámetros de densidad cumplen la siguiente relación:

ΩM + ΩR + ΩΛ = 1. (14)

El modelo ΛCDM tiene 6 parámetros independientes: el parámetro de densidad bariónica f́ısica4 Ωbh
2,

el parámetro de densidad de materia oscura fŕıa f́ısica Ωch
2, la escala del ángulo acústico 100θMC , la pro-

fundidad óptica τ , la amplitud del espectro de potencias primordial ln(1010As) y el ı́ndice espectral escalar
ns, a partir de los cuales se pueden derivar otros parámetros como: La constante de Hubble H0, la edad del
universo, entre otros. A continuación se muestran las regiones de confidencia de los parámetros cosmológicos
reportados por PLANCK 2018:

Figure 1: Regiones de confidencia de los valores de los parámetros cosmológicos reportados por la colabo-
ración PLANCK 2018. Los parámetros del eje inferior son los parámetros independientes del modelo base
ΛCDM. Los parámetros del eje izquierdo son parámetros derivados (donde H0 está en Km s−1 Mpc−1).

Las ecuaciones de Friedmann se pueden resolver exactamente para un flúıdo perfecto y barotrópico, en
tal caso, la relación entre la presión y la densidad de enerǵıa se escribe como:

p = wρ, (15)

donde w es una constante. A esta relación se le denomina la ”ecuación de estado” del fluido. Para un
universo con una geometŕıa plana y en el cual domina una sola especie, la solución del factor de escala como

4La h es la constante de Hubble reducida, cuyo valor es el siguiente: h = H0
100Kms−1Mpc−1
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función del tiempo propio es:

a(t) = a0t
2

3(w+1) . (16)

Cuando w = 0, representa un universo dominado por materia, en el cual factor de escala evoluciona
como:

a(t) ∝ t 2
3 . (17)

Cuando w = 1
3 , representa un universo dominado por radiación, en el cual el factor de escala evoluciona

como:

a(t) ∝ t 1
2 . (18)

Cuando w = −1, representa un universo dominado por enerǵıa oscura, en el cual el factor de escala
evoluciona como:

a(t) ∝ eHt. (19)

En éste último caso la solución describe al llamado universo de De Sitter. Las soluciones anteriores nos
permiten describir aproximadamente las diferentes épocas del universo.

3.3 Problemas con el modelo del Big Bang

3.3.1 Problema del Horizonte

Debido al tiempo finito que ha transcurrido desde el inicio del universo, la radiación solo pudo haber via-
jado una distancia finita, lo cual implica que el volumen espacial del que hemos recibido señales es finito.
La frontera de dicho volumen se conoce como el Horizonte de Part́ıculas. De acuerdo al modelo del Big
Bang (BB), el horizonte de part́ıculas en la época de recombinación estaba acotado y su tamaño angular
observado al d́ıa de hoy es de aproximadamente 2o. Esto indica que regiones con tamaño angular mayor a
2o, de acuerdo a este modelo, debieron estar desconectadas causalmente en recombinación. Sin embargo, es
necesario que de alguna forma, estas regiones estuvieran conectadas causalmente en una época anterior para
que lograran estar en equilibrio térmico, ya que la temperatura del CMB es de aproximadamente 2.7 K en
todas las direcciones de la ĺınea de visión de acuerdo a lo reportado por PLANCK. Para esto, el horizonte
de part́ıculas observado al d́ıa de hoy debeŕıa tener un tamaño angular de 2π. Entonces, el problema del
horizonte es el siguiente: Si asumimos que BB es acertado ¿Cómo es posible que los fotones que observamos
en el CMB tengan la misma temperatura (y por tanto, haber estado en contacto térmico en recombinación)?.

3.3.2 Problema de la Planitud

Las observaciones realizadas por PLANCK muestran que la curvatura del espacio en el universo es cercana
a cero, es decir, que |Ω − 1| < 0.01. Para que esto sea posible, la curvatura del universo debió ser aún
más cercana a cero en la época de Planck (t ≈ 10−43s), es decir, del orden de |Ω − 1| = 10−62. Para
que esto suceda en el modelo BB, es necesario que tuviera condiciones iniciales muy espećıficas, a lo que
se denomina problema de ajuste fino. Debido a que Ω = 1 es un punto inestable (punto de silla) de la
ecuación que gobierna a Ω, una ligera desviación de las condiciones iniciales correspondientes a ese punto
cŕıtico, causaŕıan que el universo recolapsara o se quedara vaćıo muy rápidamente. Por lo tanto, es poco
viable pensar que se dieron ésas condiciones ajustadas finamente y es necesario establecer un mecanismo
para explicar cómo el universo actual es tan plano de forma más natural.
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Figure 2: Evolución temporal de la densidad relativa para diferentes valores iniciales [22]. Se observa que
con ligeras variaciones del valor inicial, su valor crece o decrece rápidamente.

3.4 Hipótesis de Inflación

En la hipótesis de inflación propuesta originalmente por Alan Guth, se asume que el universo atravesó en
sus etapas más tempranas de evolución por periodo de expansión acelerada del universo. Dicha suposición
resuelve los problemas de la planitud y el horizonte (entre otros) de los modelos BB originalmente consider-
ados por Lamittre y Friedmann. Para que exista un periodo inflacionario, el único requerimento es que el
radio comóvil de Hubble debe disminuir:

d

dt

(
1

aH

)
< 0, (20)

lo cual tiene como consecuencia el factor de escala tiene segunda derivada positiva:

ä > 0. (21)

El periodo de inflación no puede durar para siempre, por lo que se necesita un mecanismo para hacer
que termine (”graceful exit”). Es por esto que se introdujo la aproximación de rodamiento lento.

3.4.1 Aproximación de Rodamiento Lento

La ecuaciones de Friedmann son no lineales e inflación necesita un mecanismo para terminar, por lo que se
utiliza la aproximación de rodamiento lento. 5

La segunda ecuación de Friedmann (10) puede escribirse de la siguiente forma:

ä

a
= H2 + Ḣ = H2

(
1 +

Ḣ

H2

)
, (22)

donde definimos el primer parámetro de rodamiento lento de Hubble (HSR):

εH = − Ḣ

H2
. (23)

5Históricamente se propuso a un campo escalar como el responsable de llevar inflación a cabo y la aproximación de rodamiento
lento consiste en que el campo escalar ”ruede” lentamente hacia su estado mı́nimo de enerǵıa, es decir, que el potencial asociado
al campo escalar se mantenga aproximadamente constante durante inflación.

9



Reescribiendo la segunda ecuación de Friedmann:

ä

a
= H2 (1− εH) , (24)

La aproximación de rodamiento lento que consiste en que H debe ser aproximadamente constante y su
derivada Ḣ ≈ 0 durante inflación, de tal forma que habrá inflación mientras se cumpla la siguiente condición:

0 < εH < 1. (25)

El segundo parámetro de rodamiento lento se puede escribir en términos del primero de la siguiente forma
[23]:

ηH =
ε̇H
HεH

. (26)

La condición para que haya inflación usando el segundo parámetro de rodamiento lento es:

|ηH | < 1. (27)

En la mayor parte de la literatura se utilizan los parámetros de rodamiento lento del potencial (PSR), ya
que se pueden calcular directamente del potencial y simplifican muchos cálculos, aunque con esos parámetros
se debe asumir que la solución del campo escalar evoluciona asintóticamente a un atractor [?]. Por el con-
trario, utilizando los parámetros HSR, las condiciones (25) y (27) son suficientes para asegurar un periodo
de inflación, sin asumir ningún atractor. Trabajando con estos parámetros, inflación terminará exactamente
cuando εH = 1, lo cual se puede ver fácilmente de la ecuación (24), ya que si εH = 1, entonces ä = 0.

El periodo de inflación se puede modelar aproximadamente con un universo tipo De Sitter, en el cual el
parámetro de Hubble es constante, por lo que su derivada y por ende el primer parámetro de rodamiento
lento ε es cero.

El periodo de inflación puede cuantificarse mediante el número de e-folds (o e-folds por simplicidad), la
cual es una cantidad adimensional que mide cuántas veces el universo ”duplicó” su tamaño. Se necesitan
al menos alrededor de 60 e-folds para resolver los problemas del modelo BB en la mayoŕıa de modelos
inflacionarios, sin embargo, este número puede variar de acuerdo al modelo. El número de e-folds se define
como:

∆N =

∫ tf

ti

Hdt =

∫ af

ai

ln. (a), (28)

donde ∆N = Nf −Ni, y donde ti, tf , ai, af son los tiempos y valores del factor de escala inicial y final
de inflación respectivamente.

3.5 Radio Comóvil de Hubble y Número Mı́nimo de e-folds

En un universo tipo De Sitter, la tasa de Hubble constante. En este tipo de universo la solución para el
factor de escala es exponencial:

a(t) = aie
Ht, (29)

El radio comóvil de Hubble en inflación es (aiHinf )−1, donde ai es el factor de escala al inicio de inflación
y Hinf ∼ 1014 Gev es la escala de enerǵıa durante inflación 6. Las escalas comóviles observables al d́ıa de

6Este valor de la escala de enerǵıa en inflación Hinf ∼ 1014 Gev está motivado en Teoŕıas de Gran Unificación (GUT).
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hoy originadas dentro del horizonte causal en inflación son λ0 ∼ (a0H0)−1, donde a0 = 1 es el factor de
escala al d́ıa de hoy y H0 ≈ 10−42 Gev es la tasa de Hubble actual. El radio comóvil de Hubble al inicio de
inflación debió ser más grande (o al menos del mismo tamaño) que las escalas comóviles observables al d́ıa
de hoy:

(a0H0)−1 ≤ (aiHinf )−1, (30)

de esta constricción obtenemos lo siguiente

aiHinf

a0H0
=

ai
aend

aendHinf

a0H0
= e−∆N aendHinf

a0H0
≤ 1, (31)

donde ai
aend

= e−∆N y aend es el factor de escala al final de inflación, el cual tiene un valor aproximado

de aend ∼ 10−29. Entonces el número de e-folds mı́nimos necesarios es aproximadamente:

∆N ≥ ln

(
aendHinf

a0H0

)
−→ ∆N ≥ 62. (32)

Dependiendo de la escala de inflación y del modelo en cuestión, este valor puede variar, pero generalmente
ronda entre 50 y 70 e-folds. Es importante mencionar que este es el rango del valor mı́nimo aproximado,
pero nada impide que sea mayor.
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4 Teoŕıas de Gravedad Modificada

Las teoŕıas de gravedad modificada son teoŕıas alternativas a Relatividad General. Las dos teoŕıas que se
estudiarán en este trabajo son teoŕıas de gravedad modificada.

Es bien sabido que en las teoŕıas tipo f(R) las ecuaciones de movimiento son de orden superior a dos, por
lo cual las derivadas de orden superior de las variables son grados de libertad extra (de Ostrogradski). Por
lo tanto, espećıficamente existe un grado de libertad escalar asociado al sector gravitacional que se acopla
no mı́nimamente a la métrica y el cual se puede describir como un campo tipo Brans-Dicke.

Por otro lado, en este trabajo se estudiará una teoŕıa invariante conforme cuya acción por un lado
contiene un término no lineal del escalar de Ricci como las teoŕıas f(R) y por otro lado contiene un grado
de libertad escalar no mı́nimamente acopaldo a la métrica, por lo tanto se trata de una teoŕıa más general
que las anteriores que a la vez comparte caracteŕısticas con cada una de ellas. Por motivos didácticos, en
este trabajo se estudiaron ambas como preámbulo antes de abordar la teoŕıa más general.

4.1 Teoŕıas f(R) no lineales

Las teoŕıas de la gravitación de orden cuatro mejor conocidas como teoŕıas f(R) tienen una larga historia
que se remonta a 1918, poco después de que Relatividad General fuera propuesta. Estas teoŕıas resultan de
generalizar la acción de Einstein-Hilbert (AEH) tras añadir otros invariantes escalares a dicha acción o bien
considerar una función del escalar de Ricci en lugar del termino linear en AEH. En el último caso, por el
teorema de Lovelock, resultan ecuaciones de movimiento de cuarto orden. Durante las décadas de los 60 a
los 80 surgió gran interés en estas teoŕıas debido a que la teoŕıa cuántica de estas es renormalizable. Por
otro lado, en cosmoloǵıa han tomado gran relevancia debido a que pueden derivarse soluciones que describen
la expansión acelerada del universo temprano sin necesidad de asumir la existencia de un campo adicional
como el inflatón. En este caso, los grados de libertad extra introducidos por las derivadas de orden superior
en la acción son los responsables de dicho mecanismo. La acción de dichas teoŕıas para el caso en el que no
se toma en cuenta materia está dada por:

S =

∫
d4x
√
−g f(R), (33)

de la cual se derivan las siguientes ecuaciones de movimiento:

f ′(R)Rµν −
1

2
gµνf(R) + gµν2f

′(R)−∇µ∇νf ′(R) = 0. (34)

donde f ′(R) = df
dR . En estas teoŕıas métricas de la gravedad, se puede realizar una transformación

conforme a un marco en el cual las ecuaciones de movimiento se conviertan en las de relatividad general mas
un grado de libertad escalar masivo. Dicha transformación conforme se realiza por un reescalamiento de la
métrica dado por:

ḡµν = f ′(R)gµν . (35)

4.1.1 Teoŕıa de Starobinsky

El modelo de Starobinsky es un modelo tipo f(R), el cual es la extensión más simple de la acción de Einstein-
Hilbert en el contexto de gravedad modificada. En el modelo propuesto por Starobinsky el coeficiente del
término de curvatura no lineal es 1

6M2 , donde M es un parámetro con dimensión de masa (asociado a la masa
del inflatón). Para este trabajo el coeficiente asociado al término cuadrático de curvatura se llamará γ. Se
explorará el espacio de este parámetro para ver las diferentes soluciones que existen y bajo que restricciones
observacionales se puede reproducir un periodo inflacionario. La acción de la teoŕıa tipo Starobinsky que se
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estudiará es la siguiente:

SStar =

∫
d4x
√
−g(R+ γR2). (36)

Ecuaciones de movimiento

Para obtener las ecuaciones de movimiento, introducimos f(R) = R+ γR2 en la expresión obtenida en (34):

(1 + 2γR)Rµν −
1

2
gµν(R+ γR2)−∇µ∇ν(1 + 2γR) + gµν2(1 + 2γR) = 0,

Rµν −
1

2
gµνR

(
1 + γR

1 + 2γR

)
− 2γ

∇µ∇νR
1 + 2γR

+ 2γgµν
2R

1 + 2γR
= 0.

La ecuación de Einstein modificada obtenida es:

Rµν −
1

2
gµνR

(
1 + γR

1 + 2γR

)
− 2γ

1 + 2γR
(∇µ∇νR− gµν2R) = 0. (37)

Restringiéndola a un espacio de FRW obtenemos:

12
(

3HḦ + 15ḢH2 +H4
)

+ 3γH2 = 0. (38)

4.2 Teoŕıas Escalares Tensoriales en el Marco de Jordan

Las teoŕıas escalares tensoriales generalmente se trabajan en el marco de Jordan, en el cual el campo escalar
está acoplado no mı́nimamente a la métrica. La acción más sencilla de una teoŕıa escalar tensorial en
unidades naturales (G = ~ = c = 1) en el marco de Jordan es la siguiente:

SET =
1

16π

∫
d4x
√
−g
[
φR− ω(φ)

φ
∇µφ∇µφ− 2Λ(φ)

]
. (39)

Esta es la acción de una teoŕıa tipo Brans Dicke, donde el primer término es el acoplamiento NO mı́nimo
del campo escalar con la métrica a través del escalar de Ricci, el segundo término es el término cinético y el
tercer término es el potencial. El parámetro ω depende de la teoŕıa en espećıfico con la que se esté trabajando.

Para obtener las ecuaciones de movimiento de una teoŕıa se debe variar la acción respecto a sus grados
de libertad, que en este caso son el campo escalar φ y la métrica gαβ . Realizando la variación de la acción
respecto al campo escalar φ se obtiene la ecuación de Klein Gordon:

R+

(
ω′

φ
− ω

φ2

)
∇µφ∇µφ+

2ω

φ
2φ− 2Λ′ = 0, (40)

Realizando la variación respecto a la métrica se obtiene la ecuación de Einstein modificada:

φGαβ +
gαβ
2

ω

φ
∇µφ∇µφ+ gαβΛ−∇α∇βφ+ gαβ2φ−

ω

φ
∇αφ∇βφ = 0. (41)

donde Gαβ = Rαβ − 1
2gαβR es el Tensor de Einstein y 2φ es el D’Alambertiano del campo escalar.
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4.2.1 Teoria Escalar Tensorial en un espacio de FRW

Nos interesa conocer las ecuaciones anteriores para un universo homogéneo e isótropo. Al introducir la
métrica FRW en la ecuación (40) obtenemos la ecuación de Klein-Gordon:

φ̈+ 3Hφ̇ =
1

2ω + 3
[ω′ − 2φΛ′ + 4Λ] . (42)

Al introducir la métrica FRW en la ecuación (41) obtenemos las ecuaciones de Einstein modificadas. La
parte temporal es:

ω

2φ
φ̇2 − 3Hφ̇− 3H2φ+ Λ = 0, (43)

y la parte espacial es:

φ̈+
ω

2φ
φ̇2 + 3Hφ̇+

(
H2 + 2

ä

a

)
φ− Λ = 0. (44)

De las 3 ecuaciones anteriores, únicamente 2 son independientes, la ecuación de Klein-Gordon y la parte
temporal de la ecuación de Einstein modificada. La parte espacial de la ecuación de Einstein puede obtenerse
a partir de las otras 2. Simplificando y reescribiendo las 2 ecuaciones independientes, nos queda de la parte
temporal de la ecuación de Einstein modificada de la siguiente forma:(

φ̇

φ

)2 [
ω

6
+

1

4

]
+

Λ

3φ
=

(
H +

1

2

φ̇

φ

)2

, (45)

donde aparece un parámetro de Hubble ”conforme” H̃ =
(
H + 1

2
φ̇
φ

)
. Y la ecuación de Klein-Gordon

queda de la siguiente forma:

φ̈+ 3Hφ̇ =
1

2ω + 3
[ω′ − 2φΛ′ + 4Λ]. (46)

4.3 Correspondencia entre Teoŕıas f(R) y Teoŕıas tipo Brans Dicke

Existe una equivalencia entre las teoŕıas tipo f(R) y las teoŕıas escalares tensoriales. Para demostrar esta
equivalencia se parte de una acción general en el formalismo métrico con un nuevo campo χ:

S =

∫
d4x
√
−g[f(χ) + λ(χ)(R− χ)] + SM , (47)

donde λ es un multiplicador de Lagrange y es función de χ. Si χ = R, se recupera la acción de una teoŕıa
tipo f(R). Realizamos la variación de la acción respecto a χ y obtenemos:

f,χ (χ) + λ,χ (χ)(R− χ)− λ(χ) = 0. (48)

Buscamos recuperar la acción de una teoŕıa tipo f(R), por lo que se elige que el multiplicador λ(χ) (el
último término) sea igual a f,χ (χ) (el primer término) para que se cancelen y por lo tanto λ,χ (χ) = f,χχ (χ).
De tal forma, la variación de la acción nos queda aśı:

f,χχ (χ)(R− χ) = 0. (49)

Cuando f,χχ (χ) 6= 0, R = χ, se recupera la acción de una teoŕıa tipo f(R).
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Podemos reescribir la acción como:∫
d4x
√
−g[f(χ) + f,χ (χ)(R− χ)] + SM . (50)

Expandiendo los términos de la acción nos queda:∫
d4x
√
−g[f(χ) + f,χ (χ)R− f,χ (χ)χ] + SM . (51)

Cabe notar que f,χ (χ) puede directamente asociarse a un campo escalar de la siguiente manera:

φ = f,χ (χ), (52)

podemos notar que en el segundo término en 51 aparece un acomplamiento NO mı́nimo del campo escalar
con la métrica a través del escalar de Ricci φR y los otros dos términos forman lo que definimos como el
potencial Λ(φ), el cual corresponde a la transformada de Legendre de f(R) dada por :

Λ(φ) = φχ(φ)− f(χ(φ)) = φR− f(R), (53)

Donde el escalar de Ricci R se reescribe en términos del campo escalar.
Derivando (53) respecto al campo escalar se obtiene la siguiente relación:

Λ′(φ)−R = 0, (54)

De la ecuación (53) vemos que f(R) = φR(φ)− Λ(φ), entonces la acción de una teoŕıa tipo f(R) puede
reescribirse como la acción de una teoŕıa escalar tensorial tipo Brans Dicke con ω = 0 de la siguiente forma:∫

d4x
√
−g [φR− Λ(φ)] . (55)

Es importante destacar que el campo escalar φ es la pendiente geométrica de la transformada de Legendre
obtenida en la ecuación (53) y surge como un nuevo grado de libertad asociado a la métrica.

4.3.1 Ejemplo: Modelo de Starobinsky

Para ejemplificar la equivalencia, se realizará el mapeo del modelo tipo Starobinsky , la cual es una teoŕıa
tipo f(R) simple, a una teoŕıa escalar tensorial con lo obtenido en la subsección anterior. Para el modelo
tipo Starobinsky f(R) = R+γR2. Al realizar la transformada de Legendre dada por la ec. (53) e invirtiendo
f,R = φ, calculamos f,R de manera que:

f,R = 1 + 2γR = φ, (56)

por lo tanto R está dado por:

R =
φ− 1

2γ
. (57)

Sustituyendo (57) en (53) y simplificando obtenemos el potencial:

ΛStar(φ) =
(φ− 1)2

4γ
. (58)

La nueva acción escalar tensorial correspondiente es:∫
d4x
√
−g
[
φR− (φ− 1)2

4γ

]
. (59)
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En esta sección se mostraron las teoŕıas tipo f(R) y las teoŕıas escalares tensoriales, aśı como el mapeo
que existe entre ellas, en el cual se observó que un grado de libertad extra de la métrica en las teoŕıas
tipo f(R) es equivalente a un campo escalar en las teoŕıas escalares tensoriales con ω = 0 y un potencial
particular. Es importante recalcar que se estudiaron estas teoŕıas como preámbulo al estudio de la teoŕıa
invariante ante transformaciones conformes, siendo esta una teoŕıa más general, la cual incluye un término
extra cuadrático de curvatura.
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5 Teoŕıa con Invarianza ante Transformaciones Conformes

En la sección anterior se introdujeron las teoŕıas tipo f(R) y las teoŕıas escalares tensoriales. La teoŕıa
invariante bajo transformaciones conformes que se estudiará es un h́ıbrido de ambas. En esta sección se
presentará la teoŕıa invariante bajo transformaciones conformes de forma general y en la sección posterior
se estudiará su dinámica en el periodo inflacionario.

5.1 Motivación

Los modelos con invarianza de escala han resurgido últimamente debido a los problemas que resuelven
como es el problema de la jerarqúıa de la constante cosmológica y la generación de una escala de masa
espontáneamente mediante un rompimiento de la simetŕıa dinámico. Aunado a esto, también se han estu-
diado teoŕıas con simetŕıa conforme en el área de astrof́ısica, en temas como las curvas de rotación de las
galaxias [14], la relación de Tully-Fisher [14], la relación de aceleración radial (RAR) [13] y más reciente-
mente en la posible solución de la tensión existente en las mediciones del valor de la contante de Hubble
[24]. Ya vimos que es posible un periodo inflacionario con un modelo tipo Starobinsky, ahora se busca ver
si un modelo de gravedad conforme es viable ya que incluye un término R2 al igual que el modelo tipo
Starobinsky, y también se busca encontrar bajo qué rango de valores de los parámetros, el modelo reproduce
satisfactoriamente las observables inflacionarias restringidas por PLANCK 2018.

La acción con la que se trabajará es la siguiente:

Sinv =

∫
d4x
√
−g
[
α

36
R2 +

ξ

6
φ2R− 1

2
(∇φ)2 − λ

4
φ4

]
, (60)

en la cual α, ξ y λ son constantes adimensionales. Esta acción es invariante bajo transformaciones con-
formes, también conocidas como transformaciones Weyl, las cuales son transformaciones de escala globales.

Esta es la acción invariante ante transformaciones conformes más sencilla que existe que contiene al
término de Relatividad General y un campo escalar.

5.2 Invariancia de Weyl

Para demostrar la simetŕıa Weyl de la acción anterior, se harán las transformaciones de cada término. En
el apéndice 8.1.1 se muestra a detalle como se transforma cada cantidad ante una transformación conforme.
Para este trabajo se utiliza un factor conforme L constante, que equivale a una transformación de escala. Las
cantidades con tilde son las cantidades transformadas. A partir de la transformación de la métrica siguiente:

g̃µν = L2gµν , (61)

se derivan las transformaciones de las demás cantidades. La transformación para el determinante de la
métrica es: √

g̃ = L4√−g. (62)

El escalar de Ricci se transforma como:

R̃ = L−2R, (63)

mientras que el campo escalar se transforma como:

φ̃ = L−1φ. (64)
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Las derivadas parciales se transforman como:

∂̃µ = L−1∂µ. (65)

Para transformar la acción (60), empezamos con el primer término:√
−g̃R̃2 = L4√−gL−4R2, (66)

√
−g̃R̃2 =

√
−gR2. (67)

Para el segundo término: √
−g̃φ̃2R̃ = L4√−gL−2φ2L−2R. (68)

√
−g̃φ̃2R̃ =

√
−gφ2R. (69)

Haciendo la transformación del tercer término:√
−g̃∂̃µφ̃∂̃µφ̃ = L4√−gL−1∂µL−1φL−1∂µL−1φ (70)

√
−g̃∂̃µφ̃∂̃µφ̃ =

√
−g∂µφ∂µφ. (71)

Haciendo la transformación del cuarto término:√
−g̃φ̃4 = L4√−gL−4φ4, (72)

√
−g̃φ̃4 =

√
−gφ4. (73)

Todos los términos son invariantes ante una transformación Weyl, por lo que la acción también lo es.

5.3 Ecuaciones de movimiento

Para encontrar las ecuaciones de movimiento se realizó la variación de la acción (60), respecto a los grados
de libertad. Al realizar dicha variación respecto al campo escalar se obtiene la ecuación de Klein Gordon
correspondiente:

ξ

3
φR+ 2φ− λφ3 = 0. (74)

Al realizar la variación de la acción respecto a la métrica se obtiene la ecuación de Einstein modificada:

α

36

(
2RµνR−

1

2
gµνR

2 + 2gµν2R− 2∇µ∇νR
)

+
ξ

6

(
φ2Gµν + gµν2φ

2 −∇µ∇νφ2
)

+
1

4

(
(gµν) (gαβ∇αφ∇βφ)− 1

2
∇µφ∇νφ

)
+
λ

8
(gµν)φ4 = 0. (75)

Al restringir (74) y (75) a un espacio-tiempo de FRW utilizando las cantidades calculadas en el apéndice
9.2, se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

φ̈+ 3Hφ̇− 2ξφḢ − 4ξφH2 + λφ3 = 0 (76)
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y

α
(

2HḦ + 6ḢH2 − Ḣ2
)

+ ξφ2H2 + 2ξHφφ̇− 1

2
φ̇2 − λ

4
φ4 = 0 . (77)

En esta sección se presentó la teoŕıa invariante conforme y se obtuvieron las ecuaciones de movimiento,
a partir de las cuales se obtendrá el sistema dinámico correspondiente en la siguiente sección.

19



6 Dinámica Inflacionaria

En esta sección se hará una breve revisión del formalismo de sistemas dinámicos, el cual se utilizará pos-
teriormente para estudiar la dinámica inflacionaria del modelo de Starobinsky y de la Teoŕıa invariante
conforme.

Los sistemas dinámicos nos permiten estudiar las diferentes familias de soluciones de un sistema. Los
sistemas dinámicos tienen puntos especiales, llamados puntos fijos, los cuales son puntos en los cuales todas
las derivadas son cero, lo cual implica que el campo vectorial correspondiente no está definido. Los puntos
fijos de un sistema dinámico nos dan información importante sobre las caracteŕısticas de las soluciones del
mismo sin la necesidad de resolverlo expĺıcitamente. Estos puntos son importantes porque se pueden obtener
soluciones linealizadas alrededor de ellos.

Otra ventaja de utilizar sistemas dinámicos es que ecuaciones de movimiento con derivadas de segundo
orden, pueden convertirse en sistemas de ecuaciones con derivadas de primer orden, simplificando el análisis.

6.1 Sistemas Dinámicos

Un sistema dinámico es un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden acopladas, cuya
forma general está dada por:

~x′ = ~V (x1, ..., xn) −→

x
′
1
...
x′n

 =

 f1(x1, ..., xn)
...

fm(x1, ..., xn).

 (78)

Cada punto del sistema (x1, ..., xn) tiene un vector asociado, el cual pertenece al campo vectorial en el
espacio fase.

Los puntos fijos corresponden a soluciones en las cuales el campo vectorial se anula:

~x =

xc1...
xcn

 −→ ~V (xc1, ..., xcn) =

 f1(xc1, ..., xcn)
...

fm(xc1, ..., xcn)

 = 0. (79)

Una solución linealizada en torno a un punto fijo corresponde a:

~xL = ~xc + δ~x. (80)

El sistema dinámico linealizado corresponde al sistema dinámico aproximado en regiones cercanas a ~xc
hasta primer orden en δx:

~xL
′ = ~xc

′ + δ~x′ = δ~x′ −→ ~V ( ~xL) = ~V ( ~xc + δ~x)

El sistema dinámico linealizado alrededor de ~xc está dado por:

δ~x′ = J( ~xc) δ~x, (81)

donde J( ~xc) denota a la matriz Jacobiana evaluada en ~xc:

J(~xc) =


∂f1
∂x1

∣∣∣
~xc
· · · ∂f1

∂xn

∣∣∣
~xc

...
. . .

...
∂fm
∂x1

∣∣∣
~xc
· · · ∂fm

∂xn

∣∣∣
~xc

 . (82)
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Es conveniente diagonalizar la matriz asociada al sistema lineal para poderlo resolver fácilmente. Para
ello se realiza un cambio a la base propia del sistema, formada por los eigenvectores de J( ~xc) denotada como
{Vi}. Para los elementos de la base se satisface:

~V
′

i = J( ~xc)~Vi = µi I ~Vi

Donde I es la matriz identidad y µi es el eigen-valor correspondiente a ~Vi. Por lo tanto, la solución para los
eigenvectores está dada por:

~Vi(t) = ~Ci e
µi t, (83)

donde el vector ~Ci se determina al imponer condiciones iniciales.
Las soluciones linealizadas alrededor de un punto fijo se expresan como una combinación lineal de eigen-

vectores de la siguiente manera:

δ~x(t) =

n∑
i=1

αi ~Vi(t) . (84)

Estabilidad

El estudio de la estabilidad de las soluciones alrededor de los puntos fijos nos sirve para determinar el com-
portamiento de las mismas. Para clasificar a un punto fijo de acuerdo a su comportamiento y estabilidad,
se obtienen los eigenvalores de la Jacobiana evaluada en el punto fijo y se clasifican los puntos fijos a partir
del criterio de Liapunov:

Si todos µ < 0 Estable
Si todos µ > 0 Inestable

Si hay µ < 0, µ > 0 Punto de silla
Si hay µ = 0, µ > 0 Inestable
Si hay µ = 0, µ < 0 Estable, pero NO asintóticamente estable

Table 1: Criterio de estabilidad para eigenvalores reales

Para eigenvalores reales, existen principalmente tres tipos de estabilidad:
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• Estable: indica que las soluciones alrededor del punto fijo se acercan (convergen) a él.

• Inestable: indica que las soluciones alrederor del punto fijo se alejan de él (divergen).

• Punto de silla: es un caso especial de un punto inestable, el cuál no cambia únicamente cuando se está
exactamente en el punto, pero las soluciones alrededor de él divergen.

Retrato de Fase

Una herramienta visual muy útil en los sistemas dinámicos es el retrato de fase, el cual muestra una proyección
del campo vectorial en algún plano del espacio fase lo cual permite visualizar todas las trayectorias (solu-
ciones) posibles del sistema dinámico. A modo de ejemplo, se muestra el retrato de fase de un péndulo no
lineal sin amortiguamiento.

En este ejemplo, las flechas azules muestran el campo vectorial, las trayectorias rojas son algunas solu-
ciones del sistema y los puntos fijos se encuentran en (nπ, 0). F́ısicamente, para múltiplos pares de n, los
puntos fijos de este sistema son aquellos en los que el péndulo se encuentra en la posición de equilibrio, por
lo que son estables. Para n impar, los puntos fijos son inestables, ya que se encuentran fuera de la posición
de equilibrio.

6.2 Caso 1: Teoŕıa de Starobinsky

A partir del formalismo dinámico presentado, se estudiará la dinámica inflacionaria de las teoŕıas en cuestión,
comenzando por el modelo de Starobinsky. Para encontrar las ecuaciones del sistema dinámico, partimos de
las ecuaciones de movimiento restringidas a la métrica FRW encontradas en (38):

12
(

3HḦ + 15ḢH2 +H4
)

+ 3γH2 = 0. (85)

Definimos al primer parámetro de rodamiento lento como una variable dinámica ε ≡ − Ḣ
H2 , la cual es

adimensional, y reescribimos (85):

(ε− 1) + 2(2− ε)A(H, ε)− 2B(H, ε)

(
2ε(2− ε)− ε̇

H

)
= 0, (86)

22



donde

A(H, ε) =
1 + 6γH2(2− ε)
1 + 12γH2(2− ε)

; B(H, ε) =
6γH2

1 + 12γH2(2− ε)
. (87)

Ahora definimos otra variable dinámica adimensional u ≡
(

H
HGUT

)2

≡ H2, donde HGUT ≈ 1014Gev

es el valor inicial de la tasa de Hubble en inflación t́ıpicamente en Teoŕıas de Gran Unificación (GUT) [8].
Realizando la derivada de u y expresándola en términos de u y de ε se obtiene la siguiente ecuación:

u̇ = 2HḢ = −2H3ε = −2uε. (88)

Para para una función en general vemos que ḟ
H = df

dN , lo cual nos permitirá analizar la dinámica del
sistema usando como variable independient el número de e-foldings. De esta forma, escribimos las ecuaciones
del sistema dinámico en términos de las variables dinámicas ε y u como funciones del número de e-foldings.

Reescribiendo la ecuación (86) en términos de las variables dinámicas u y ε obtenemos lo siguiente:

(ε− 1) + 2(2− ε)A(u, ε)− 2B(u, ε) (2ε(2− ε)− ε′) = 0, (89)

donde las cantidades primadas denotan derivadas respecto a N y donde:

A(u, ε) =
1 + 6γu(2− ε)
1 + 12γu(2− ε)

; B(u, ε) =
6γu

1 + 12γu(2− ε)
. (90)

Se definien las variables del sistema dinámico como x = u y y = ε. A partir de (88) y (89) se obtienen
las ecuaciones del sistema dinámico:

x′ = −2xy. (91)

y′ = 2y(2− y)− y − 1

2B(x, y)
− (2− y)A(x, y)

B(x, y)
. (92)

Como se va a estudiar el periodo inflacionario, es conveniente trabajar con el número de e-folds como
variable independiente en vez del tiempo.

De la definición del número de e-folds se tiene lo siguiente:

∆N =

∫ af

ai

d ln a = ln af − ln ai = ln

(
af
ai

)
. (93)

En el modelo cosmológico estándar se define el valor actual del factor de escala como 1. La convención
utilizada en este trabajo es la siguiente: se definió el valor del factor de escala al final de inflación como
af = 1. Al hacer esta normalización, puede que existan e-folds negativos ya que 0 < ai < 1, pero el número
total de e-fold ∆N siempre será positivo.

6.2.1 Puntos Fijos tipo De Sitter

El periodo de inflación se puede aproximar a un universo tipo De Sitter, en el cual la tasa de Hubble es
constante, por lo que Ḣ = 0 y ε = 0. Es por esto que nos interesa estudiar las soluciones alrededor de los
puntos fijos tipo de Sitter. Para el modelo de Starobinsky se encontraron los puntos fijos mostrados en la
segunda columna de la siguiente tabla:
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Puntos fijos (x, y) Eigenvalores Tipo de punto Estabilidad

P
(Sb)
1 (x, 0)

2.5
γxi

((γxi + 0.016)− κ) y
2.5
γxi

((γxi + 0.016) + κ)
De Sitter Inestable

P
(Sb)
2 (0, 3)

-6 y conforme y se acerca a 3,
este eigenvalor crece mucho

No De Sitter Nodo Estable

P
(Sb)
3 (− 1

8γ , 0) 5.12 y −0.78 De Sitter Punto de Silla

Donde κ =
√
γ2x2

i − 0.046γxi + 0.0003.

Observamos que hay una familia de puntos fijos tipo De Sitter P
(Sb)
1 , en el cual x =

(
H

HGUT

)2

, y y = ε = 0.

Cabe notar que P
(Sb)
3 está contenido en la familia P

(Sb)
1 . Sin embargo, se considerará aparte ya que es un

punto umbral, como veremos más adelante.

El punto P
(Sb)
2 no es tipo De Sitter, sin embargo, como se verá posteriormente es un punto relevante

para la dinámica inflacionaria estudiada.
Utilizando el procedimiento mostrado en la sección de sistemas dinámicos se analizará la estabilidad

lineal de los puntos fijos tipo De Sitter. Comenzamos utilizando (82) para calcular la matriz Jacobiana para
el modelo tipo Starobinsky:  −2y −2x

− y−3
12γx2 −4y + 5 + 1

12γx

 . (94)

Ahora vamos a hacer el análisis de estabilidad lineal para cada punto fijo.

La Jacobiana evaluada en P
(Sb)
1 = (x, 0) es: 0 −2x

1
4γx2 5 + 1

12γx

 .
Cuyos eigenvalores son:

µ1 =
2.5

γxi
((γxi + 0.016)− κ) ; µ2 =

2.5

γxi
((γxi + 0.016) + κ) (95)

En el periodo de inflación la evolución de la tasa de Hubble no presenta oscilaciones, por lo que son
monótamente crecientes o decrecientes. Para que esto se cumpla, los eigenvalores de la Jacobiana evaluada
en los puntos fijos tipo De Sitter deben ser reales.

Imponiendo esta restricción para κ:

γ2x2
i − 0.046γxi + 0.0003 ≥ 0,

se encuentra que γ y las condiciones iniciales para la Tasa de Hubble deben satisfacer lo siguiente:

γ ≤ 0.007

xi
o γ ≥ 0.04

xi
.

Dentro de estas cotas para los parámetros γ y xi, se determinará la estabilidad lineal de la familia de

puntos fijos P
(Sb)
1 , para ello se graficaron los eigenvalores correspondientes en función de γ y xi.

Como se muestra en la figura (3), el signo de eigenvalores de la familia no depende del valor de γ ni
del valor de xi. Un eigenvalor siempre será positivo y el otro negativo, por lo que es una familia de puntos

inestables, es decir, que las soluciones linealizadas alrededor de la familia P
(Sb)
1 se alejarán del mismo.
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Figure 3: Eigenvalores del punto PSb1 en función de γ con diferentes valores de x inicial.

Retrato de fase

Para tener una mejor noción del sistema dinámico y de como cambian las soluciones de acuerdo a la elección
de condiciones iniciales, se realizó a modo de ejemplo el retrato de fase del sistema con γ = −1. Las variables

dinámicas del sistema son x = H2

H2
GUT

; y = ε.

Figure 4: Retrato de fase del sistema del modelo de Starobinsky con γ = −1.
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Existen distintas familias de soluciones del sistema. Cada trayectoria es una solución del sistema dinámico.
Dependiendo de las condiciones iniciales, el sistema evolucionará en una trayectoria espećıfica. En el diagrama
de fase anterior se muestran algunas trayectorias solución del sistema representativas.

Los puntos rojos corresponden a los puntos fijos P
(Sb)
2 = (0, 3) y P

(Sb)
3 = (− 1

8γ , 0).

La ĺınea verde corresponde a la familia de puntos fijos tipo De Sitter P
(Sb)
1 = (x, 0), en los cuales la tasa

de Hubble se mantiene constante y el parámetro de rodamiento lento es cero. Se observa que en esta familia,
las soluciones evolucionan como un universo aproximadamente tipo De Sitter, el cual describe un periodo

inflacionario que termina cuando ε = 1. Estas soluciones convergen al punto P
(Sb)
2 = (0, 3), el cual es un

nodo estable.

El punto P
(Sb)
3 es un punto umbral de la familia P

(Sb)
1 , a partir del cual el comportamiento de las

soluciones cambian. Por lo tanto P
(Sb)
3 marca el ĺımite en el cual existen soluciones inflacionarias de la

famila P
(Sb)
1 viables.

Es importante hacer notar que este retrato de fase muestra soluciones exactas, sin embargo, en este trabajo
se obtendrán soluciones linealizadas alrededor de los puntos fijos, las cuales son soluciones aproximadas.

6.2.2 Soluciones linealizadas alrededor de los puntos fijos tipo De Sitter

Ahora se obtendrán las soluciones linealizadas alrededor de los puntos fijos tipo De Sitter utilizando el for-
malismo de sistemas dinámicos.

El retrato de fase mostrado en la figura (4) nos sirve para visualizar el comportamiento de las soluciones

del sistema. En él se observa que sólamente una parte de la familia P
(Sb)
1 exhibe un comportamiento tipo

De Sitter. La región que exhibe este comportamiento está delimitada por el punto P
(Sb)
3 , lo cual implica

que el valor inicial máximo de la variable x es x
(max)
i = − 1

8γ . Por lo tanto las variables dinámicas pueden

tomar los siguientes valores iniciales: yi = 0 y 0 < xi < − 1
8γ . Debido a lo anterior, existe una varidedad de

posibles modelos inflacionarios.

Soluciones alrededor de P
(Sb)
1

A partir de los eigenvalores obtenidos para la familia P
(Sb)
1 en (95), se construyeron los eigenvectores corre-

spondientes de acuerdo a la ecuación (83). Las condiciones iniciales impuestas para construir el vector de

constantes fueron las siguientes: xi =
H2
i

H2
GUT

y yi = 0, donde HGUT ≈ 1014GeV es el valor de la tasa de

Hubble al inicio de inflación reportado t́ıpicamente en Teoŕıas de Gran Unificación (GUT) [8].
Posteriormente se construyó la solución linealizada alrededor de esta familia por medio de una combi-

nación lineal de eigenvectores de acuerdo a la ecuación (84).

Las soluciones linealizadas encontradas entorno a la familia P
(Sb)
1 = (x, 0) es:

x =
5xi
κ

(yiκ+ γxiyi + 0.016 (yi + 6)) (κ− γxi − 0.016) e

(
0.042+2.5κ

γxi
+2.5

)
(N−Ni)

− 5xi
κ

(yiκ− γxiyi − 0.016 (yi + 6)) (κ+ γxi + 0.016) e

(
0.042−2.5κ

γxi
+2.5

)
(N−Ni)., (96)

y =
0.5xi
κ

(yiκ− γxiyi − 0.016 (yi + 6)) e

(
0.042+2.5κ

γxi
+2.5

)
(N−Ni)

+
0.5xi
κ

(yiκ+ γxiyi + 0.016 (yi + 6)) e

(
0.042−2.5κ

γxi
+2.5

)
(N−Ni). (97)
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Donde xi, yi y Ni son los valores iniciales de las variables dinámicas y los e-folds respectivamente.

Soluciones alrededor de P
(Sb)
3

Utilizando el mismo procedimiento que en el punto anterior, se evaluó la Jacobiana (95) en P
(Sb)
3 : 0 1

4γ

16γ 13
3

 . (98)

cuyos eigenvalores son µ
(Sb)
1 = 5.12 y µ

(Sb)
2 = −0.78.

A partir de los eigenvalores y eigenvectores correspondientes a la matriz (98) se encontraron las siguientes
soluciones:

x =
0.14

γ
e5.12(N−Ni)(γxi + 0.32yi) +

0.86

γ
e−0.78(N−Ni)(γxi − 0.05yi), (99)

y = 2.7e5.12(N−Ni)(γxi + 0.32yi)− 2.7e−0.78(N−Ni)(γxi − 0.05yi). (100)

Soluciones particulares para P
(Sb)
1

Para ver el comportamiento de distintas soluciones, primero se obtuvieron resultados fijando una condición
inicial xi y variando γ.

Figure 5: Tasa de Hubble con xi = 0.0001 y distintos valores de γ.

De la gráfica anterior se observa que a partir de |γ| = 1000, las soluciones exhiben un periodo inflacionario
en el cual la tasa de Hubble es aproximadamente constante. Estas soluciones tienen un comportamiento muy
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parecido a un universo tipo De Sitter. Inflación termina cuando la tasa de Hubble deja de ser aproximada-
mente constante.

Se graficó el parámetro de rodamiento en función del número total de e-folds para diferentes valores de
γ, con una xi fija.

Figure 6: Parámetro de rodamiento lento en términos de ∆N con xi = 0.0001.

La ĺınea punteada marca el fin de inflación cuando ε = 1. Se observa que entre mayor sea |γ|, inflación
dura un mayor número de e-folds. Para valores |γ| > 1, el término no lineal es el dominante durante inflación
para esta teoŕıa.

Las soluciones obtenidas en esta sección son soluciones linealizadas generales. Para obtener soluciones
particulares, se deben restringir los parámetros del modelo de acuerdo a los datos observacionales, lo cual se
realizará más adelante en la sección de resultados.
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6.3 Caso 2: Teoŕıa Invariante Conforme

En la sección 5 se calcularon las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa invariante conforme en función del
tiempo. Para ver la evolución de las variables dinámicas en el periodo inflacionario, se pasaron las ecuaciones
de movimiento de tal forma que la variable independiente sean los e-folds. La ecuación de Klein-Gordon
queda de la siguiente forma:

H2φ′′ +HH ′φ′ + 3H2φ′ − 2ξφHH ′ − 4ξφH2 + λφ3 = 0. (101)

Y la ecuación de Einstein modificada es:

αH2(2HH ′′ +H ′2 + 6HH ′)− 1

2
H2φ′2 + 2H2ξφφ′ + ξφ2H2 − λ

4
φ4 = 0. (102)

El campo escalar debe ser el único responsable de llevar inflación a cabo, por lo que debe existir una
constante cosmológica nula en el Lagrangiano. Al requerir esto, Rinaldi [8] demuestra que esta teoŕıa puede
escribirse en términos de 2 párámetros, por medio de la siguiente relación:

α =
ξ2

λ
. (103)

Se eligen las siguientes variables para el sistema dinámico en cuestión: u = H2

H2
GUT

que corresponde al

cuadrado de la tasa de Hubble normalizada al valor t́ıpico de la tasa de Hubble en Teoŕıas de Gran Unifi-

cación; ε = −H
′

H , el cual es el primer parámetro de rodamiento lento y m = φ′

φ y n = φ
H las cuales estan

asociadas al campo escalar y su derivada. Estas variables son acotadas y adimensionales a fin de localizar
todos los puntos fijos del sistema sin ambiguedades. El sistema de ecuaciones encontrado es el siguiente:

u′ = −2uε (104)

ε′ = 3ε
( ε

2
− 1
)

+
λn2

2ξ
(2m+ 1)− λn2

8ξ2

(
2m2 + λn2

)
(105)

m′ = m(ε− 3) + 2ξ(2− ε)−m2 − λn2 (106)

n′ = n(m+ ε) . (107)

El sistema es autónomo ya que ninguna función depende expĺıcitamente de la variable independiente, es
decir, del número de e-folds, ya que no aparece expĺıcitamente en las ecuaciones.
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6.3.1 Puntos Fijos Tipo De Sitter

Para encontrar los puntos fijos del sistema hacemos cero todas las derivadas: u′ = ε′ = m′ = n′ = 0. Los
puntos fijos encontrados se muestran en la segunda columna de la siguiente tabla :

Puntos fijos (u, ε,m, n) Eigenvalores Tipo de punto Estabilidad

P
(tic)
1 (0, 2, 0, 0) −4, 3, −1, 2

No De Sitter Punto de Silla

P
(tic)
2 (u, 0, 1

2

√
16ξ + 9− 1.5, 0)

0, -3, −
√

16ξ + 9,

1
2

√
16ξ + 9− 1.5

De Sitter

Con ξ ≤ − 9
16 es estable

pero NO asintóticamente
estable

Con ξ > − 9
16 es

Inestable

P
(tic)
3 (u, 0, 0, 2

√
ξ
λ )

0, -3,

−1.5− 1
2

√
−(7 + 64ξ),

−1.5 + 1
2

√
−(7 + 64ξ)

De Sitter

Con ξ ≤ − 7
64 es estable

pero NO asintóticamente
estable

Con ξ > − 7
64 es un

Nodo Enfocado Estable

Para la teoŕıa conforme observamos que hay 2 familias de puntos fijos tipo De Sitter, los cuales son P
(tic)
2

y P
(tic)
3 . Para encontrar la estabilidad lineal de estos puntos, primero se obtuvieron los eigenvalores a partir

de la Jacobiana del sistema, la cual esta dada por:

J =


−2ε −2u 0 0

0 3ε− 3 −λmn
2

2ξ2 + λn2

ξ −λ
2n3

4ξ2 + nλ(2m+1)
ξ − nλ(λn2+2m2)

4ξ2

0 m− 2ξ ε− 2m− 3 −2λn
0 n n ε+m

 . (108)

Al evaluar (108) en P
(Sb)
2 se reduce a:

J
(
P

(Tic)
2

)
=


0 −2u 0 0
0 −3 0 0

0 −2ξ +
√

(16ξ + 9)− 1.5 −2
√

(16ξ + 9) 0

0 0 0
√

(16ξ + 9)− 1.5

 . (109)

De la matriz anterior se encontraron los eigenvalores correspondientes mostrados en la tercera columna
de la tabla. Para determinar la estabilidad lineal de este punto, se graficaron sus dos últimos eigenvalores,
en función del parámetro ξ:
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Figure 7: Últimos dos eigenvalores de P
(tic)
2 con distintos valores de ξ.

En azul se muestran las graficas de los últimos dos eigenvalores de P
(tic)
2 . Para valores de ξ > − 9

16 hay
un eigenvalor positivo y uno negativo, por lo que en este rango del valor del parámetro es un punto de silla,
el cual es inestable. Para valores de ξ ≤ − 9

16 hay un eigenvalor cero y uno negativo constante, por lo que en
este rango es un punto estable, pero NO asintóticamente estable.

Durante inflación, las soluciones para la tasa de Hubble deben ser monótamente crecientes, decrecientes
o constantes, pero no deben oscilar. Para que esto se cumpla, los eigenvalores deben ser reales y por lo tanto
en este punto se debe cumplir la siguiente restricción: ξ ≥ − 9

16 .

Ahora pasemos a analizar la estabilidad del punto fijo P
(Tic)
3 . Al evaluar a la Jacobiana (108) en el punto

fijo correspondiente se obtiene:

J(P
(Tic)
3 ) =


0 −2u 0 0

0 −3 4 −2
√

λ
ξ

0 −2ξ −3 −4
√
λξ

0 2
√

ξ
λ 2

√
ξ
λ 0

 . (110)

La matriz anterior tiene los eigenvalores correspondientes mostrados en la tercera columna de la tabla.
Para estudiar la estabilidad lineal de este punto, se graficaron sus dos últimos eigenvalores, en función de los
parámetros ξ.

Como muestra la figura 8, para valores ξ ≤ 7
64 uno de los eigenvalores es positivo y otro negativo, por

lo que en este régimen es un punto de silla, el cual es inestable. Para valores ξ > − 7
64 , los eigenvalores se

vuelven complejos con parte real negativa, por lo cual en este régimen el punto es un nodo enfocado estable.
Para este punto, la restricción para evitar oscilaciones en H, de tal forma que los eigenvalores sean reales es:
ξ ≤ − 7

64 .

6.3.2 Soluciones linealizadas alrededor de los puntos fijos tipo De Sitter

Para obtener soluciones linealizadas se utilizará el formalismo de sistemas dinámicos presentado en la sección
(6.1).
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Figure 8: Últimos dos eigenvalores de P
(tic)
3 con distintos valores de ξ.

Soluciones alrededor de P
(tic)
2

Después de diagonalizar la Jacobiana evaluada en PTic2 (109), se obtuvieron los eigenvalores y eigenvectores
correspondientes.Los eigenvalores encontrados se muestran en la tercera columna de la tabla en la sección
(6.3.1), y sus respectivos eigenvectores son:

V
(Tic)
1 =


1
0
0
0

 ; V
(Tic)
2 =



1.33333u(
√

16ξ+9−1.5)√
16ξ+9−2ξ−1.5

2(
√

16ξ+9−1.5)√
16ξ+9−2ξ−1.5

1

0


; V

(Tic)
3 =


0
0
1
0

 ; V
(Tic)
4 =


0
0
0
1

 . (111)

Con lo anterior podemos encontrar las soluciones del sistema linealizado alrededor del punto fijo siguientes:

u = ui +
2

3
uiεi

(
e−3(N−Ni) − 1

)
. (112)

ε = εie
−3(N−Ni) . (113)

m =
εi(κ2 − ξ)

2κ2
e−3(N−Ni) +

miκ2 − 0.5εi(κ2 − ξ)
κ2

e−κ1(N−Ni) . (114)

n = nie
κ2(N−Ni) . (115)

Donde κ1 =
√

16ξ + 9 y κ2 =
√
ξ + 0.56− 0.75.
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La solución para el parámetro de rodamiento (113) lento siempre es decreciente, por lo que el periodo
de inflación no tendŕıa fin si se consideran intervalos de número de e-foldings positivos. Debido a que en
este trabajo solo se consideran soluciones que describan una expansión acelerada del universo, se descartó
la solución alrededor de este punto para reproducir un periodo inflacionario viable. Sin embargo, cabe
mencionar que existen trabajos en el marco de teoŕıas con simetŕıa conforme, en los cuales se consideran
∆N negativas, los cuales describen universos en contracción [27].

Soluciones alrededor de P
(Tic)
3

Para el punto P
(tic)
3 , al diagonalizar (110) se encuentran los eigenvalores mostrados en la tabla de la sección

(6.3.1), y sus eigenvectores correspondientes son:

V
(Tic)
1 =


1
0
0
0

 ; V
(Tic)
2 =



− 4λuis
3ξ

− 2λs
ξ

λ2s3

2ξ2

1


(116)

V
(Tic)
3 =



− λuis(−8ξ(κ+1)−3κ+1)
ξ(64ξ2+12ξ(κ+1)+3κ−1)

2λs(−8ξ(κ+1)−3κ+1)
ξ(−8ξ(κ−15)+5κ+9)

4λs(1−κ)
16ξ+3κ−1

1


; V

(Tic)
4 =



λuis(−8ξ(κ−1)−3κ−1)
ξ(−64ξ2+12ξ(κ−1)+3κ+1)

2λs(8ξ(κ−1)+3κ+1)
ξ(8ξ(κ+15)−5κ+9)

4λs(κ+1)
−16ξ+3κ+1

1


(117)

Para este punto, las soluciones encontradas son:

u(N) = C1 − C2
4λuis

3ξ
e−3N − C3

λuis (−8ξ(κ+ 1)− 3κ+ 1)

ξ (64ξ2 + 12ξ(κ+ 1) + 3κ− 1)
e(−1.5− 1

2κ)N

+ C4
λuis (−8ξ(κ− 1)− 3κ− 1)

ξ (−64ξ2 + 12ξ(κ− 1) + 3κ+ 1)
e(−1.5+ 1

2κ)N (118)

ε(N) = −C2
2λs

ξ
e−3N + C3

2λs (−8ξ(κ+ 1)− 3κ+ 1)

ξ (−8ξ(κ− 15) + 5κ+ 9)
e(−1.5− 1

2κ)N

+ C4
2λs (8ξ(κ− 1) + 3κ+ 1)

ξ (8ξ(κ+ 15)− 5κ+ 9)
e(−1.5+ 1

2κ)N (119)

m(N) = C2
λ2s3

2ξ2
e−3N + C3

4λs (1− κ)

16ξ + 3κ− 1
e(−1.5− 1

2κ)N − C4
4λs (κ+ 1)

−16ξ + 3κ+ 1
e(−1.5+ 1

2κ)N (120)

n(N) = C2e
−3N + C3e

(−1.5− 1
2κ)N + C4e

(−1.5+ 1
2κ)N , (121)

donde κ =
√
−(7 + 64ξ) y s =

√
ξ
λ . Estas son soluciones generales alrededor del punto. Para encontrar

soluciones particulares se deben imponer condiciones iniciales.
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Soluciones particulares alrededor de P
(Tic)
3

Para el punto P
(Tic)
3 se graficaron varias soluciones con distintos valores del parámetro ξ, con la condición

inicial ui = 1× 10−20.

Figure 9: Se muestra el radio comóvil de Hubble, la tasa de Hubble, el parámetro de rodamiento lento y el
campo escalar con distintos valores de ξ.

Se observa que entre menor sea |ξ|, inflación dura un mayor número de e-folds. En la acción de esta

teoŕıa (60), el término lineal tiene al parámetro ξ y el término no lineal tiene al parámetro α = ξ2

λ . Los
valores t́ıpicos de λ son pequeños, por lo cual se observa que el término no lineal será el dominante durante
inflación.

Para encontrar soluciones inflacionarias viables, falta restringir los parámetros de acuerdo a las observa-
ciones reportadas por PLANCK, lo cual se realizará en la siguiente sección.
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7 Parámetros Teóricos y la Constricción del Índice Espectral de
acuerdo con PLANCK 2018.

En esta sección, se describen las observables inflacionarias a considerar en el siguiente cápitulo, las cuales
caracterizan la forma del espectro de las perturbaciones primordiales impresas en las anisotroṕıas del fondo
de radiación cósmica observadas por PLANCK 2018. Aśı mismo, se describe el procedimiento para calcular
numéricamente el ı́ndice espectral y el radio de Hubble a partir de las teoŕıas presentadas en caṕıtulos
anteriores. En el siguiente caṕıtulo, se determinará el rango de los parámetros correspondientes a dichas
teoŕıas, aśı como las soluciones inflacionarias particulares viables de acuerdo con las observaciones descritas
en este caṕıtulo.

7.1 Observables Inflacionarias

Existen principalmente dos observables inflacionarias que sirven para clasificar y discriminar a los modelos
inflacionarios, las cuales son el ı́ndice espectral ns y la tasa tensor a escalar r. La primera observable tiene
que ver con la amplitud de las perturbaciones primordiales, la cual debe ser casi invariantes de escala. Dichas
perturbaciones siguen un perfil de potencias de la siguiente forma [26]:

∆2
s(k) = A(k?)

(
k

k?

)ns−1

. (122)

Donde ns = 1 indica un espectro de potencias invariante de escala.

Para este trabajo se utilizó únicamente la medición del ı́ndice espectral para restringir los parámetros.
La expresión del ı́ndice espectral en términos de los parámetros de rodamiento lento utilizada es la siguiente:

ns = 1− 2ε− η . (123)

La cual se tomó del trabajo de Karamitsos et. al. [25], donde encuentran expresiones para las observ-
ables inflacionarias generales invariantes de marco conforme y son independientes de la cantidad de campos
escalares en cuestión.

El segundo parámetro de rodamiento lento se puede calcular en términos del primero de la siguiente
forma:

η = ε− ε′

2ε
, (124)

Con las expresiones (123) y (124), se puede calcular el ı́ndice espectral evaluado al final de inflación para
las teoŕıas en cuestión, el cual posteriormente se comparará con las mediciones de PLANCK para restringir
los parámetros teóricos.

7.1.1 Cálculo del Índice Espectral

El ı́ndice espectral puede expresarse en términos de los parámetros de rodamiento lento según la ecuación

(123). Con las soluciones tipo de Sitter encontrada para la familia de puntos fijos P
(Sb)
1 (97), se calculó el

primer parámetro de rodamiento lento ε(N). El segundo parámetro de rodamiento lento η(N) se calcula
derivando el primer parámetro ε(N) respecto del número de e-folds.

Dichas cantidades, se expresan en términos del número de e-folds ∆N y los parámetros de la teoŕıa en
cuestión.

El ı́ndice espectral se debe evaluar al final de inflación, es decir, cuando ε = 1. Para hacer esto, primero
se debe encontrar ∆Nf , para lo cual se define la siguiente función: ε(∆Nf ; ξ, ui) = 1, a partir de la cual
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se obtienen las ráıces de la ecuación algebraica ε(∆Nf ; ξ, ui) − 1 = 0 numéricamente utilizando el método
de Brent. Posteriormente se evalúa la expresión del ı́ndice espectral (123) en la ∆Nf encontrada para un
conjunto de valores de los parámetros ξ y ui. Para ambas teoŕıas el procedimiento es el mismo, y lo único
que cambia son los parámetros. Para la teoŕıa de Starobinsky los parámetros son xi y γ. Para la teoŕıa
invariante conforme los parámetros son ui y ξ.

7.1.2 Restricciones de PLANCK 2018 para el Índice Espectral

La última restricción del ı́ndice espectral reportada por PLANCK 2018 a 1σ es la siguiente: ns = 0.9659±
0.0041 [22]. Haciendo una comparación de la predicción teórica para el ı́ndice espectral con la medición del
mismo a partir de los datos de PLANCK, podemos delimitar el rango de valores de los parámetros teóricos
para los cuales puede existir un periodo inflacionario compatible con las observaciones.

7.1.3 Radio comóvil de Hubble

Para que exista un periodo inflacionario, el radio comóvil de Hubble RH debe disminuir. Al inicio de inflación
RH debe tener al menos el tamaño del horizonte de part́ıculas en la época del recombinación observado al
d́ıa de hoy, el cual es RH∗ ≈ 284.72 Mpc [18]. Partiendo de este valor, se puede obtener el número de e-folds
inicial mı́nimo. Usando lo anterior, el radio comóvil de Hubble esta dado por:

RH =
1

aH
=

1

eNH(N)
. (125)

A partir del valor inicial de la variable x, se obtiene una expresión para el radio comóvil de Hubble inicial,
dado por:

xi =
H2
i

H2
GUT

−→ Hi = HGUT
√
xi,

Por lo tanto el radio comovil de Hubble inicial, expresado en términos de las variables dinámicas está dado
por:

RHi =
1

eNiHi
=

1

HGUT

1

eNi
√
xi

= RGUT
1

eNi
√
xi
. (126)

Estas relaciones aplican para ambos modelos considerados en este trabajo.
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8 Soluciones Inflacionarias Viables de acuerdo a PLANCK 2018

A partir de lo encontrado anteriormente, se determinarán las restricciones observacionales de los parámetros
para cada teoŕıa, y posteriormente, utilizando estas restricciones, se graficarán y analizarán algunas de las
soluciones compatibles observacionalmente.

8.1 Parámetros teóricos y Soluciones para la teoŕıa de Starobinsky

8.1.1 Restricción del espacio de Parámetros

Para poder barrer todas las soluciones posibles dentro de la familia P
(Sb)
1 , se definió un parámetro extra

que corresponde a al cociente del valor inicial y el valor inicial máximo permitido, esto es, t = xi
x
(max)
i

. La

restricción en el espacio de parámetros, con coordenadas γ y t se muestra en la siguiente figura:

Figure 10: Restricción de los parámetros de acuerdo al ı́ndice espectral observacional.

Las ĺıneas negras delimitan la región de valores de los parámetros que dan lugar a los valores de ns 0.9 y 1
respectivamente. Las ĺıneas rojas corresponden a la restricción de los parámetros en la región de confidencia
a 1σ reportada por PLANCK 2018. Se muestran el valor central y las cotas superior e inferior.

De la gráfica anterior se observa que para valores de |γ| & 0.25, la tasa t = xi

x
(max)
i

tiende a un valor

constante el cual es t ≈ 0.07. Para fijar condiciones iniciales que satisfagan la condición anterior, t debe ser
constante, por lo que se debe cumplir lo siguiente:

0.07 ≈ xi

x
(max)
i

−→ xi ≈ −
0.07

8γ
−→ xi ≈ −

0.0087

γ
. (127)

Por otro lado, para valores pequeños de |γ|, t ya no es necesariamente constante, hay combinaciones de
los parámetros t y γ que dan lugar a los valores observacionales de ns.

Otra información importante que proporciona la gráfica, es que hay un punto máximo, el cual ocurre

cuando γ ≈ −0.12. Como x
(max)
i = − 1

8γ , la condición anterior se da cuando el punto máximo x
(max)
i ≈ 1. Al
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sustituir en la variable dinámica este valor x = H2

H2
GUT

≈ 1, se obtiene que en el punto máximo con el menor

valor de |γ| compatible con las observaciones Hmax
i ≈ HGUT , lo que implica que la tasa de Hubble inicial

tendrá como valor máximo un valor de orden de magnitud similar al valor t́ıpico reportado para teoŕıas de
gran unificación.

A partir de las restricciones obtenidas, se graficaron soluciones representativas con distintos valores de γ.
Debido a la restricción encontrada en (127) para valores grandes de |γ|, donde t es constante, se encontró la
siguiente condición para el valor inicial de x:

xi ≈ −
0.0087

γ
(128)

Para que el radio comóvil de Hubble tenga el tamaño del horizonte en la época de recombinación ob-
servado al d́ıa de hoy, se utiliza (126) para deeterminar el número de e-folds mı́nimo inicial, el cual será
aproximadamente:

Ni = ln

(
1

RHiHGUT
√
xi

)
≈ ln

(
3.52× 10−17

√
xi

)
(129)

8.1.2 Soluciones Viables alrededor de P
(Sb)
1

Para obtener soluciones compatibles con las restricciones observacionales del ı́ndice espectral, se impuso la
condición (128), de tal forma que para valores de |γ| & 0.25, el parámetro t tiende a una constante, la cual
es t = 0.07. Se muestra la tasa de Hubble en unidades de Masa de Planck.

Figure 11: Solución linealizada entorno a P
(Sb)
1 para la tasa de Hubble normalizada. Se muestran soluciones

con t = 0.07 y distintos valores de γ.
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En la figura (11) se observa que las soluciones para la tasa de Hubble alrededor de PSb1 se mantienen
constantes a un orden de magnitud, lo cual es compatible con la aproximación de rodamiento lento impuesta
como condición de inflación. Sin embargo, el valor de la tasa de Hubble normalizada decrece y al final de
inflación vuelve a crecer a un ritmo menor. A diferencia de las soluciones no restringidas, estas soluciones
muestran un comportamiento menos cercano a un universo tipo De Sitter, sin embargo, son soluciones viables
para reproducir un periodo inflacionario.

Figure 12: Parámetro de rodamiento lento con t = 0.07 y distintos valores de γ. La ĺınea punteada negra
marca el fin de inflación para cada solución, cuando ε = 1.

En la figura (12) se observa que el valor del parámetro de rodamiento lento comienza siendo muy pequeño,
al principio crece abruptamente un par de órdenes de magnitud y después se vuelve monótamente creciente.
La ĺınea negra punteada muestra el final de inflación cuando ε = 1. Se observa que a mayor valor de |γ|, es
decir, entre mayor sea el término no lineal, inflación dura un mayor número de e-folds.
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8.2 Parámetros teóricos y Soluciones para la Teoŕıa Invariante Conforme

8.2.1 Restricción del espacio de Parámetros

Para encontrar soluciones inflacionarias, primero se deben restringir los parámetros teóricos de acuerdo al
valor observacional del ı́ndice espectral reportado por PLANCK 2018. Las restricciones de los parámetros

teóricos encontradas para las soluciones linealizadas entorno a P
(Tic)
3 , son las siguientes:

Figure 13: Las ĺıneas rojas muestran los valores del parámetro ξ que dan lugar al valor central observacional
del ı́ndice espectral y sus cotas reportado por PLANCK.

En la figura (13) se observa que el el valor restringido del parámetro ξ no depende de la condición inicial
de la tasa de Hubble normalizada ui, y tampoco depende del valor del parámetro λ. Este resultado es
interesante, ya que pone en manifiesto la invarianza de escala de la teoŕıa. Para ambos casos, el valor central
del ı́ndice espectral reportado por PLANCK corresponde al valor del parámetro ξ = −3.56.

8.2.2 Soluciones Viables alrededor de P
(TIC)
3

Ahora analizaremos las soluciones linealizadas entorno al punto P
(TIC)
3 correspondientes al valor de ξ = −3.56

que da como resultado el valor central del ı́ndice espectral. Esta solución, en principio, es la que mejor
describe esta observación. A partir de esta solución, se graficó la evolución del radio comóvil de Hubble,
de la tasa de Hubble, del parámetro de rodamiento lento y del campo escalar, los cuales se muestran en la
figura (14).
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Figure 14: Solución linealizada correspondiente al valor del parámetro ξ = −3.56, el cual da lugar al valor
más probable del ı́ndice espectral de acuerdo con los datos de PLANCK.

Se observa que durante inflación el radio comóvil de Hubble disminuye, lo cual es consistente con una
época inflacionaria, y al finalizar inflación comienza a crecer de nuevo. Por otra parte, la tasa de Hubble
es prácticamente constante durante inflación, y al finalizar decrece hasta llegar a cero, lo cual implica un
universo estático después de inflación. Lo anterior se puede explicar debido a que no existen términos de
materia en la acción de esta teoŕıa. El parámetro de rodamiento lento comienza siendo pequeño, y va
creciendo hasta alcanzar la unidad al final de inflación, consistente con la aproximación de rodamiento lento.
Finalmente se muestra el campo escalar, el cual es creciente y no tiene oscilaciones durante inflación, sin
embargo, al final de inflación el campo comienza a decrecer.

La evolución de todas las cantidades es consistente con un periodo inflacionario y sus valores finales
coinciden en el mismo número de e-fold, el cual es aproximadamente N = −8. A diferencia del modelo de
Starobinsky, en esta solución hay un periodo en el cual el universo es tipo De Sitter. Las gráficas del radio
comóvil y del campo escalar se cortan debido a que la tasa de Hubble cae exactamente a cero, ya que si cayera
a un valor pequeño pero diferente de cero, el radio comóvil seguiŕıa creciendo y el campo escalar seguiŕıa
decreciendo, o bien, podŕıa comenzar a oscilar. Esta solución es consistente con un periodo inflacionario, y
es muy cercana a un universo tipo De Sitter.
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9 Conclusiones

En este trabajo se estudió la dinámica inflacionaria en una teoŕıa de Starobinsky y en una teoŕıa con simetŕıa
conforme. Usando el formalismo de sistemas dinámicos, se estudiaron las soluciones de las ecuaciones de
campo a nivel de la cosmoloǵıa de fondo en un universo homogéneo e isótropo en la época inflacionaria. Se
determinaron los puntos fijos correspondientes a las ecuaciones de fondo de cada teoŕıa y se realizó el análisis
de estabilidad correspondiente para cada uno de ellos. Se obtuvieron las soluciones linealizadas alrededor
de los puntos fijos tipo De Sitter de cada teoŕıa, las cuales pueden describir la dinámica de la expansión del
universo en la época de inflación.

Se utilizó la expresión para el ı́ndice espectral en términos de los parámetros de rodamiento lento en
el contexo de un formalismo invariante de marco conforme desarrollado por Karamitsos [25]. A partir de
ella se calculó el ı́ndice espectral predicho por las teoŕıas consideradas; posteriormente se restringieron los
valores de los parámetros para ambos modelos que dan lugar a valores del ı́ndice espectral compatibles con
los valores reportados por PLANCK.

La restricción obtenida para el parámetro de la teoŕıa de Starobinsky mostró que para valores |γ| & 0.25,
el parámetro t tiende a un valor fijo, lo que implica que en este régimen para cada valor de γ, existe una
condición inicial diferente que da lugar al valor observacional de el ı́ndice espectral. Se encontró que existe un
ĺımite observacional del parámetro γ, el cual es |γ| ≈ 0.12. Este ĺımite muestra que el valor inicial máximo de

la tasa de Hubble con la restricción observacional es cuando H
(max)
i ≈ HGUT . Este resultado es interesante

ya que indica que el valor inicial máximo en inflación de la tasa de Hubble es del orden de magnitud del
valor t́ıpico en Teoŕıas de Gran Unificación.

Para la teoŕıa invariante conforme se encontró que el valor del parámetro ξ que da lugar a valores del
ı́ndice espectral compatibles con la cota observacional, no depende del valor inicial de la tasa de Hubble
normalizada, ni del valor de λ, lo cual pone en evidencia la invarianza de escala de la teoŕıa. Se encontró que
para valores del parámetro |ξ| & 0.56 existen soluciones viables para describir un periodo inflacionario del
universo, el valor del parámetro ξ que da lugar al valor central del ı́ndice espectral reportado por PLANCK
es ξ = −3.56.

Se encontró que las soluciones restringidas observacionalmente de la teoŕıa de Starobinsky muestran
comportamiento que satisface las condiciones de inflación, sin embargo, la tasa de Hubble es constante solo
logaŕıtmicamente, por lo tanto, se trata de soluciones ”cuasi” De Sitter. En cambio, las soluciones lineal-
izadas en la teoŕıa invariante conforme se comportan durante el periodo de inflación como soluciones de De
Sitter.

Es importante recalcar que las soluciones linealizadas generales derivadas en este trabajo son anaĺıticas,
sin embargo, son aproximadas, por lo que en trabajos complementarios posteriores podŕıan obtenerse solu-
ciones exactas numéricamente, con o cual se mejoraŕıa el análisis.

En trabajos posteriores se busca estudiar teoŕıas con simetŕıa conforme más complejas, cuyas acciones
tomen en cuenta otros efectos, como el incluir un término de materia en la acción. Adicionalmente se buscaŕıa
estudiar de forma más profunda, el rol de la simetŕıa conforme, a partir de determinar la corriente y carga
de Noether asociadas a dicha simetŕıa y estudiando sus implicaciones f́ısicas. Finalmente, podemos concluir
que el estudio de teoŕıas con simetŕıa conforme en la época inflacionaria es viable y abre nuevas puertas a
posible nueva f́ısica a enerǵıas en la escala de Planck.
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10 Apéndices

10.1 Ecuaciones de movimiento en Teoŕıas f(R)

A continuación se muestra el cálculo con el que se obtuvieron las ecuaciones de movimiento de una teoŕıa
tipo f(R) mostradas y utilizadas en la sección (4.1). Al introducir uno o más campos escalares en una teoŕıa
f(R), esta se convierte en una teoŕıa f(R). La acción de una teoŕıa tipo f(R) es la siguiente:

SR,φ =

∫
d4x
√
−gf(R). (130)

La variación respecto a la métrica es:

δgµν
(√
−gf(R)

)
= δ(
√
−g)f(R) +

√
−gf ′(R)δR, (131)

donde ′ denota derivada respecto a R. La variación de R es:

δR = δ(gµνRµν) = δgµνRµν + gµνδRµν = (Rµν + gµν2−∇µ∇ν) δgµν , (132)

entonces:

δgµν
(√
−gf(R)

)
= −
√
−g
2

(gµνδg
µν) f(R) +

√
−gf ′(R) (Rµν + gµν2−∇µ∇ν) δgµν . (133)

Simplificando nos queda la ecuación de movimiento:

f ′(R)Rµν −
1

2
gµνf(R) + gµν2f

′(R)−∇µ∇νf ′(R) = 0. (134)

Esta ecuación de movimiento es válida para cualquier f(R).

10.2 Simetŕıa Conforme

La simetŕıa conforme es un reescalamiento de la métrica y de los campos escalares. Una transformación con-
forme es una transformación de escala localizada que preserva los ángulos localmente pero no las distancias
de un espacio cuya geometŕıa está determinada por una métrica. Al reescalar la métrica, todas las cantidades
derivadas de ella también se transforman, como lo son el tensor de Ricci, el escalar de Ricci, la ráız del valor
absoluto del determinante, aśı como las derivadas, y en general cualquier invariante de curvatura de la teoŕıa
que se esté estudiando. La invariancia de escala es válida a muy altas enerǵıas en donde la masa puede ser
ignorada. En este régimen de altas enerǵıas una invariancia conforme es aproximadamente una Simetŕıa.

El marco conforme utilizado en los Modelos tipo Brans-Dicke es el marco de Jordan ya que en este marco
no hay interacción directa entre el campo escalar φ y el campo de materia ψ. En este marco las part́ıculas
de prueba siguen las geodésicas de la métrica, a la cual están acopladas. El principio de equivalencia débil
se satisface para part́ıculas de prueba sin masa.

10.2.1 Transformaciones Conformes

Una transformación conforme, también conocida como transformación Weyl, es una transformación de escala
localizada. Para transformar una métrica de un marco conforme a otro se utiliza:

g̃µν = Ω2 (~x) gµν (135)
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donde Ω es el factor conforme o factor de reescalamiento, y es en general una función de las coorde-
nadas espacio-temporales. Para este trabajo tomaremos al factor conforme como constante, por lo cual, la
transformación será una dilatación (transformación de escala). La tilde indica cantidades en el nuevo marco
conforme. La transformación conforme de un campo escalar es:

φ̃ = Ω−1φ (136)

φ = Ωφ̃ (137)

Otras cantidades importantes transformadas son:

gµν = Ω−2g̃µν (138)

gµν = Ω2g̃µν (139)

√
−g = Ω−4

√
−g̃ (140)

∂µ = Ω∂̃µ (141)

La transformación del escalar de Ricci es:

R = Ω2(R̃+ 62̃f − 6g̃µνfµfν) (142)

Dada la ley de transformación del escalar de Ricci R, de acuerdo a Rinaldi [8] , para que una teoŕıa
tipo f(R) sea invariante bajo cualquier transformación conforme, debe contener el término R2. Este término
es dominante sobre el término lineal R durante inflación y por eso la acción es invariante de escala en ese
periodo. Cuando R empieza a dominar al final de inflación rompe con la invarianza de escala.

10.3 Métrica FRW con Geometŕıa Plana

Algunas cantidades importantes de la métrica de FRW son:

g00 = g00 = −1 (143)

gii = a2(t) (144)

gii =
1

a2(t)
(145)

g = a6(t) (146)

√
−g = a3(t) (147)

gµνg
µν = 4 (148)

R00 = −3
(
Ḣ +H2

)
= −1

2
R+ 3H2 (149)
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Rii = 2ȧ2 + aä (150)

R = 6
(

2H2 + Ḣ
)

(151)

G00 = 3H2 (152)

g002F = 3HḞ + F̈ (153)

gii2F = −2a2HḞ − a2F̈ +∇i∇iF (154)

ä

a
= H2 + Ḣ (155)

Ṙ = 6
(

4HḢ + Ḧ
)

(156)

Para el D’Alambertiano de φ2:

2φ2 =
1√
−g

∂β
(√
−ggβα∂αφ2

)
(157)

Sólo tomamos en cuenta el ı́ndice temporal y
√
−g = a3:

2φ2 =
1

a3
∂0

(
a3g0α∂αφ

2
)

=
1

a3

(
∂0(a3)(−∂0φ

2) + a3∂0(−∂0φ
2)
)

(158)

2φ2 =
1

a3
(3a2ȧ(−1)φ̇− a3∂0(2φφ̇)) (159)

2φ2 = −6Hφφ̇− 2(φ̇2 + φφ̈)) (160)
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