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Resumen

En distintos campos de la investigacion, hay situaciones donde se requiere conocer
las causas que originan cierto fenémeno mediante la informacion parcial que se
obtiene de él. A este tipo de problemas se les conoce como problemas inversos,
entre los cuales se encuentran los problemas de identificacion de fuentes, los cuales
son estudiados ampliamente en diferentes campos de la investigacion. Las fuentes
que son producidas por la actividad electroquimica del cerebro son conocidas como
fuentes bioeléctricas y se estima que se componen por grandes conglomerados de

neuronas que actian simultaneamente.

El problema inverso electroencefalogréafico (PIE) consiste en determinar, a partir
del EEG sobre el cuero cabelludo, las fuentes bioeléctricas que generan dichas

mediciones.

Se hallan correlaciones entre las fuentes bioeléctricas y el EEG por medio de un
problema de valores en la frontera definido sobre una regién no homogénea que
representa a la cabeza. Dicho problema de valores en la frontera, se deduce de la
aproximacion cuasi-estatica de las ecuaciones de Maxwell y a través de él se puede

realizar un planteamiento operacional para el PIE.

Una soluciéon del PIE se halla a través del método de gradiente conjugado para
minimizar el llamado funcional de Tikhonov, el cual considera un término de pe-
nalizaciéon que permite manejar apropiadamente la inestabilidad numérica que se
presenta el PIE. Ya que en cada iteracion del método de gradiente conjugado se
deben resolver dos problemas de contorno, se utiliza para ello el método de las

diferencias finitas.

Se desarrollaron programas en MATLAB para la implementacion de método de
gradiente conjugado, asi como para la implementacion del método de las diferencias
finitas. La programacion fue validada a través de ejemplos sintéticos, es decir, se
hallaron las soluciones exactas de algunos problemas especificos y se compararon
las soluciones numéricas con ellas. Se presentan dichos resultados en graficas y
Tablas.
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Introduccion

Elementos basicos

En distintos campos de la investigacion, hay situaciones donde se requiere conocer
las causas que originan cierto fenémeno mediante la informaciéon parcial que se
obtiene de él [1, 2, 3]. A este tipo de problemas se les conoce como problemas
inversos, entre los cuales se encuentran los problemas de identificacion de fuentes,
los cuales son estudiados ampliamente en diferentes campos de la investigacion.
Por ejemplo, en la medicina existe un interés grande en el problema de identifica-
cion de fuentes bioeléctricas cerebrales, donde, partiendo de los datos conseguidos
mediante, por ejemplo, un electroencefalograma (EEG), es posible detectar anoma-
lias en el cerebro (mal funcionamiento, danos, patologias, etc.). Cabe mencionar,
que la Electroencefalografia es la técnica més conocida para el estudio del cere-
bro. Sin embargo, en las ultimas décadas se han desarrollado otras técnicas como
son la tomografia por emisiéon de positrones, la resonancia magnética nuclear y la

magnetoencefalografia.

Las fuentes que son producidas por la actividad electroquimica del cerebro son
conocidas como fuentes bioeléctricas y se estima que se componen por grandes
conglomerados de neuronas que actian simultaneamente [4, 5, 6]. En algunos ca-
sos, se puede considerar que los generadores estan concentrados en una region del
cerebro y que se pueden representar mediante funciones de cuadrado integrable
definidas sobre esa region [4, 6]. Mediante la electroencefalografia se capturan los
potenciales en un EEG, los cuales provienen de la actividad eléctrica de tejidos ex-
citables y se captan midiendo la diferencia de potencial existente entre un electrodo

explorador y otro de referencia, colocados en el cuero cabelludo.



El llamado problema inverso electroencefalografico (PIE) consiste en determinar,
a partir del EEG sobre el cuero cabelludo, las fuentes bioeléctricas que generan

dichas mediciones.

Un problema es bien planteado en sentido de Hadamard [3], si dicho problema
tiene una tnica solucion y esta soluciéon depende continuamente de los datos. Un
problema es mal planteado si no es bien planteado. El PIE es un problema mal
planteado ya que dada una medicion (EEG) no tiene solucion o tal solucion no es
tnica ya que existen diferentes fuentes que pueden producir la misma medicion.
Otra razom por la que el PIE es mal planteado es que presenta una inestabilidad
numeérica, que se refleja en el hecho de que pequenos cambios en la mediciéon pueden

producir grandes variaciones en la localizacion de la fuente.

Para el estudio del PIE, se requiere considerar el llamado problema directo que
consiste en determinar la medicion (EEG) cuando se conoce la fuente. A diferencia
del problema inverso, el problema directo tiene buenas propiedades numéricas, es
decir, si dos fuentes estan cercanas, las respectivas mediciones también lo estaran

7, 8, 9].

Las fuentes bioeléctricas pueden dividirse en corticales (definidas en la corteza
cerebral) y subcorticales (en los nucleos interiores como los ganglios basales y el
sistema limbico). El estudio del problema de identificacion de fuentes puede hacerse
considerando las fuentes corticales y subcorticales por separado. Por ejemplo, en
[8, 9] solo consideraron el caso en el que la fuente se localiza sobre la corteza
cerebral. En este caso, el problema de identificaciéon de la fuente tiene solucién
tnica, por lo que el mal planteamiento del PIE esta asociado con la inestabilidad

numeérica y aqui no se considera la actividad de fuentes corticales.

En este trabajo, se implementa un algoritmo estable para hallar una solucion del
PIE, el cual utiliza el método de gradiente conjugado (MGC) para minimizar el
llamado funcional de Tikhonov. Este funcional anade al funcional de minimos
cuadrados, un término de penalizaciéon con el se puede controlar la inestabilidad
numérica. En cada paso de la iteracion del MGC, se resuelven dos problemas de
contorno elipticos utilizando el método de las diferencias finitas (MDF'). Se muestra

un ejemplo para validar la implementacion realizada.



Electroencefalografia

El cerebro humano representa un gran desafio para la ciencia debido a su comple-
jidad. Diferentes técnicas como la Electroencefalografia, la Magnetoencefalografia,
la Resonancia Magnética funcional y la Tomografia por Emision de Positrones se
utilizan para estudiarlo. En este trabajo se utiliza la electroencefalografia para
estudiar el problema de identificacion de fuentes bioeléctricas, la cual es una téc-
nica de exploracién neurofisiologica que registra la actividad bioeléctrica cerebral
a partir de electrodos colocados en el cuero cabelludo [10, 11, 12|. Un electroen-
cefalograma (EEG) es el registro obtenido mediante esta técnica. Con el EEG se
pueden observar los distintos tipos de ondas cerebrales en estado de vigilia, durante
el sueno, en reposo o bajo ciertas condiciones de activacion (potenciales evocados)
y asociadas a patologias tales como epilepsia, crisis de ausencia, trastorno de de-
ficit de atencion e hiperactividad, por mencionar algunos. La mayor aportacion, o
mejor dicho, en lo que mas es usada la técnica es en la deteccion de la epilepsia
[11]. Otra de las aplicaciones del EEG esté el ser usado como ayuda al diagnostico
de ciertas patologias que tienen diferentes causas como un traumatismo craneoen-
cefalico, un tumor, edemas, calcificaciones o incluso una enfermedad degenerativa

del sistema nervioso |6, 12, 13, 14, 15].

El método de la electroencefalografia es uno de los métodos no invasivos mas
conocidos en la investigacion del cerebro y aunque no ha sido tradicionalmente un
método de visualizacion de imégenes, ha habido avances en esta direccion. Entre
los sistemas que se han desarrollado se encuentran EEGLAB y LORETA que son
técnicas de tipo indirecto que utilizan programas computacionales en conjunto con

la electroencefalografia.

Problemas inversos y mal planteados

Los problemas inversos, a grandes rasgos, consisten en determinar las causas a par-
tir de ciertos efectos que estas producen. Este tipo de problemas surgen cuando
no se tiene acceso a las causas porque se pueden generar danos, o cuando es muy
costoso o peligroso observarlas directamente. Asociados a los problemas inversos
se encuentran los llamados problemas directos y se definen como aquellos en los

que se tiene informacion sobre las causas que describen un proceso en un medio



y la solucion del problema nos conduce a descubrir el “efecto” producido por di-
chas causas. Asi, en los problemas inversos se tiene una informacion parcial sobre
los resultados o efectos producidos en el medio por ciertas causas que se desean
descubrir a partir del analisis de dichos resultados. En términos simples se puede
hablar de los problemas directos como problemas “causa-efecto” y de los problemas

inversos como problemas “efecto-causa’”.

Muchos problemas inversos pueden escribirse en forma de una ecuaciéon operacional
que relaciona a las causas con los efectos. De acuerdo con Hadamard una ecuacion
operacional Ax = y, donde z, y pertenecen a espacios de Hilbert, es bien planteada

Si:

1. Dada y existe x tal que Ax = y.
2. Dada y la soluciéon z es tnica.

3. La soluciéon depende continuamente de los datos de entrada y.

Una ecuacion operacional es mal planteada, si no es bien planteada en el sentido
de Hadamard mencionado arriba. En particular, el PIE puede estudiarse a través

de una ecuaciéon operacional que es mal planteado ya que

1. Puede haber diferentes fuentes que generan la misma medicion, es decir,
existen diferentes configuraciones de fuentes que pueden producir la misma

medicion, es decir, no hay unicidad de la solucion.

2. Pequenas variaciones en los datos de entrada (EEG) pueden producir grandes
variaciones en la fuente buscada, es decir, estos problemas presentan una
inestabilidad numérica, es decir, la solucién no depende continuamente de

los datos de entrada.

Para tratar el problema de esta inestabilidad numérica, en este trabajo se utiliza
el método de regularizacion de Tikhonov, el cual depende de un parametro, lla-
mado parametro de regularizaciéon de Tikhonov, que se elige apropiadamente en

términos del error cometido en la medicion [3].



Estado del arte

El tipo de problema planteado ha sido ampliamente estudiado en diferentes cam-
pos. En [16] estudiaron numeéricamente el problema de Cauchy para la ecuacion de
Laplace en una regiéon anular acotada. Para resolver este problema mal planteado,
siguieron un enfoque variacional basado en su reformulacién como un problema
de control de frontera, para el cual la funciéon de costo incorpord un término pe-
nalizado con los datos de entrada. La funcién de costo se minimiz6é mediante un
método de gradiente conjugado en combinaciéon con un elemento de discretizacion
finito. En el caso de que los datos de entrada sean ruidosos, algunas estimaciones
preliminares de error mostraron que el parametro de penalizacion puede ser elegido
como el inverso del nivel de ruido. Soluciones numéricas en los dominios simples y

complejos muestran que esta metodologia produce soluciones estables y precisas.

En [17]| utilizaron un problema de contorno para establecer correlaciones entre
la fuente y la medicién. El problema se dividié en dos subproblemas lineales y
en cada uno de ellos se utiliz6 el método de minimos cuadrados para encontrar
soluciones estables. Estos subproblemas son problemas mal planteados, debido a la
inestabilidad numérica que presentan, es decir, pequenos cambios en las mediciones
pueden producir grandes variaciones en la solucion de cada problema. Para hallar
la solucién del problema de contorno se utilizé el método de las series de Fourier
y el Método del Elemento Finito.

En [7] presentaron un algoritmo estable para identificar fuentes ubicadas en la
interfaz de la superficie de dos medios homogéneos diferentes, uno encerrado en
el otro. Estas fuentes se identifican a partir de mediciones en la frontera, y la
relacion entre las fuentes y las mediciones a través de un modelo eliptico. Una
declaraciéon operativa permite analizar el mal condicionamiento del problema. El
problema directo se resuelve analiticamente para el caso de circulos concéntricos y
se resuelve numéricamente mediante una discretizacion de elementos finitos para

el caso de dominios complejos.

En [18] se interesaron en la deteccion de los focos epilépticos en la corteza cerebral.
Los focos epilépticos pueden encontrarse en el volumen o en la corteza cerebral.
Para la deteccion de los focos epilépticos en la corteza cerebral, resolvieron prime-
ro el problema directo, es decir se conoce la fuente (foco epiléptico) y lo que se

obtiene es la medicion (EEG). Para el problema inverso, se tiene la medicion sobre



el cuero cabello y lo que se obtiene es la determinacion de la fuente, proponen mo-
delos que relacionan la medicién con respecto a la fuente, consideran tres modelos:
cuando la fuente se ubica sobre la superficie de la corteza cerebral, fuente ubicada
en el volumen de la corteza cerebral y fuente ubicada tanto en el volumen como

la superficie de la corteza cerebral.

En [4], a través de una simplificacion el PIE se estudia en un medio homogéneo
con una condicién de Neumann nula. Se ilustra la reducciéon por medio de dos
clases de fuentes, una de las cuales corresponde a fuentes dipolares que representan
mateméaticamente a los focos epilépticos. El otro tipo de fuente corresponde a una
fuente armoénica definida en la region que representa al cerebro. Se desarrollan
los ejemplos en dos y tres dimensiones y se utilizo MATLAB Y COMSOL para
la implementacion de los algoritmos. Se demostré que hubo una mejora en los

tiempos cuando se usa la simplificacion.

Contribuciones de la tesis

En este trabajo se implementa en MATLAB un algoritmo estable para hallar solu-
ciones del PIE. Para ello, se realizaron programas que implementan el método de
gradiente conjugado. En cada paso del método de gradiente conjugado, se deben
resolver dos problemas de contorno. Se uso el método de las diferencias finitas para
hallar su solucion numeérica y también se implementé en MATLAB. Los programas
son originales del trabajo de tesis.

Se presentd en el XII Congreso Nacional y II Internacional de Tecnologia Aplicada
a Ciencias de la Salud, la ponencia intitulada: Un algoritmo estable de identifica-
cion de fuentes bioeléctricas en el cerebro a partir de datos del EEG.

Se sometié un articulo con el mismo nombre de la ponencia para las memorias del

mencionado congreso.

Estructura de la tesis

A continuacion, se da una descripcion breve de los Capitulos y Apéndices que

conforman este trabajo:



En el Capitulo 1, se habla de la diferenciaciéon numeérica y se muestra como
se pueden obtener tres formulas que son base para este trabajo, como son

las formulas de diferencias progresivas, regresivas y centrales.

En el Capitulo 2, se dan las bases para poder utilizar el método de diferencias

finitas en las ecuaciones elipticas de segundo orden.

En el Capitulo 3, se habla del problema inverso de deteccion de fuentes y se
muestra paso a paso como se discretizaron las ecuaciones para este problema

usando el método de diferencias finitas.

En el Capitulo 4, se describen los algoritmos para resolver el problema di-
recto, el problema adjunto y el problema inverso, empleando el método del

gradiente conjugado.

En el Capitulo 5, se presentan los resultados numeéricos para los problemas
directo y adjunto, y los resultados para el problema adjunto al usar el método

del gradiente conjugado.
En el Apéndice A, se muestra la solucion analitica del problema directo.
En el Apéndice B, se muestra la solucién analitica del problema adjunto.

En el Apéndice C, se muestra el codigo en MATLAB que se desarroll6 en la

tesis.






Capitulo 1

Diferenciacién numérica

La diferenciacién numérica es una técnica que se utiliza para aproximar las deri-
vadas de una funcién a través de sus valores dados en los puntos de una malla.
La diferenciacién numérica se puede utilizar cuando se desconoce la funcién que
se quiere derivar o cuando la funcién se conoce, pero resulta muy dificil de deri-
var [19]. En este Capitulo se presentan las formulas de diferencias finitas para la

primera y segunda derivada, férmulas que se utilizarédn en el Capitulo 3.

1.1. Foérmulas de diferencias finitas para la prime-

ra derivada

Hay varios métodos para aproximar la primera derivada en un punto usando los
valores de dos o mas de sus puntos vecinos. Estos puntos se pueden elegir hacia
la izquierda, la derecha, o ambos lados del punto en el que se va a aproximar la

primera derivada.

1.1.1. Foérmula de diferencias hacia atras de dos puntos

El valor de f(x;_1) se puede aproximar mediante una expansion de series de Taylor

en z;. Haciendo h = z; — x;_1, tenemos:

f(fUiq) = f(ZUz) - hf/(%) + l!th”(mi) - lh?’f’”@z’) +o

2 3!
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conservando solamente los términos lineales, tenemos

1
F(is) = 1) = b () + b (0
donde x;_1 < & < x;. Despejando f'(x;), tenemos:

f(xi) — f(wiq) N 1

I = = Sihf©). (1)

La aproximacion de la primera derivada se puede hacer omitiendo el segundo
término del lado derecho, lo que produce un error de truncamiento. Dado que este
es proporcional a h, decimos que el error de truncamiento es del orden de h y se

expresa como O(h),

) = TOL=TE) o, (12)

Se usa un método similar para todas las féormulas derivadas en el resto de esta
seccion. El valor real del error de truncamiento no esta disponible porque el valor
de ¢ en la ecuacion (1.1) no se conoce exactamente. En térmimos practicos, O(h)

significa que el error se hace méas pequeno a medida que h se hace mas pequeno.

1.1.2. Foérmula de diferencias hacia adelante de dos puntos

El valor de f(x;1) se puede aproximar mediante una expansion de series de Taylor
en x;. Tomando h = x;,1 — z;, se tiene
1

3!h3f”’(xl-) 4.

1
f(@ipr) = fai) + hf'(z:) + §h2f”($i) +
y conservando solamente los términos lineales, se obtiene
1
Flais) = flw) + hf @) + 50 1(©),

donde z; < ¢ < z;41. Despejando f'(z;), se halla:

ey = 100 IED | L e, (1.9
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El primer término del lado derecho de la ecuacion 1.3 proporciona una aproxi-
macion para la primera derivada, mientras que el segundo término omitido es del
orden de h, de modo que

f(@iv1) — (i)

fila) = N +O(h). (1.4)

1.1.3. Foérmula de diferencias centrales de dos puntos

Para derivar la formula de diferencias centrales, conservamos hasta el cuarto tér-

mino en la serie de Taylor. Por lo tanto,

1

Flir) = @) = ) + b ") — 5

RPF(E), @i <& <y

Foi0) = )+ B ) + b FGai) B0 ), i <0 <

Restando la primera ecuacion de la segunda, tenemos
1

L)+ £ (O):

f(@iga) = f(zica) = 2hf"(z;) +
Despejando f’(z;) y procediendo como antes, tenemos

f($i+1) - f(xi—l)
2h

f'(x;) = + O(Rh?). (1.5)

La ecuacién 1.5 nos muestra que la formula de diferencias centrales ofrece una

mayor precision que las féormulas hacia atras y hacia adelante.

1.1.4. Foérmula de diferencias hacia atras de tres puntos

Primero aproximamos el valor de f(z;_;) mediante una expansion de la serie de

Taylor en z;,

1

31h3fm(5)7 Tiog <E<m. (1.6

f(@ioa) = fx:) = hf'(2:) + %th"(%) -
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También aproximamos el valor de f(z;_) mediante una expansion de la serie de

Taylor en z;,

1 1
F@ioa) = f(wi) = QR)f (i) + 5;(20)° f"(w:) = 5;20)° " (), wimo < < i
(1.7)
Multiplicando la ecuacion (1.6) por 4 y restando este resultado de la ecuacion

(1.7), tenemos

Flioa) = Af(ria) = =37 () + 2hf (i) + b 7€) — 2§ (),
de donde se halla que

) = f(@ig) — 4f;9}3;—1) +3f(@) 1.,

" 2 ua
) SHA ).

f'(x;) se puede aproximar omitiendo los ultimos dos términos, los cuales introducen
un error de truncamiento del orden de h?, esto es,
f(wia) —4f(wim1) + 3/ (@)

Fa) = = +O(R2). (1)

Por lo tanto, la formula de diferencias hacia atras de tres puntos aproxima la

primera derivada en z; usando los valores en los puntos z;, x;_1 y x;_s.

1.1.5. Foérmula de diferencias hacia adelante de tres puntos

La férmula de diferencias hacia adelante de tres puntos aproxima la primera deri-
vada en z; usando los valores en los puntos z;, ;11 v z;12. El método es similar al
que se presento para las diferencias hacia atrés, excepto que los valores de f(z;41)
y f(xi12) ahora se consideran para expandir la serie de Taylor en z;, y con esto
tenemos

—3f(z:) + 4f (@iv1) — f(miy2)

) = o +O(R). (19)
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1.2. Foérmulas de diferencias finitas para la segun-

da derivada

La segunda derivada en x; se puede aproximar también mediante féormulas de
diferencias finitas. Estas féormulas se generan de manera similar como las de la
primera derivada. A continuacién se presentan las formulas de diferencias hacia
atras y hacia adelante de tres puntos, asi como las formulas de diferencias centrales

de tres puntos para aproximar la segunda derivada.

1.2.1. Foérmula de diferencias hacia atras de tres puntos

Los valores de f(x;—1) y f(x;_2) primero se aproximan por expansiones de series

de Taylor en z;

1
2!

1

3'h3f”/(5)7 Ti—1 S f S L, (11())

flrin) = f(@:) = hf'(@:) + 5h° f" (22)
1 1
f(xima) = flxi) — (2h) f'(z:) + E(Qh)Qf”(iUi) - 5(%)3]””(77)» Ti—g < 1) < T
' ' (1.11)
Multiplicando la ecuacion (1.10) por 2 y restando este resultado de la ecuacion

(1.11), tenemos

4 1
flxio) = 2f (1) = —f(@:) + B2 f"(2) — §h3f’”(77) + §h3fm(5)-
Procediendo como en la seccién anterior, se halla

(e = Lo 20 2 @) 4 o) (112)

1.2.2. Foérmula de diferencias hacia adelante de tres puntos

Los valores de f(x;11) v f(xi12) primero se aproximan por expansiones de series

de Taylor en x;

f(zip) = f(z) + hf'(z:) + %th”(%‘) + %h?’f”/(f)a v, <E<wip, (1.13)
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1 1
f(@ive) = f(2:) + (2h) (i) + 5(2h)2f"(17z‘) + §(2h)3f"'(77), T; <0 < Tiso
(1.14)
Multiplicando la ecuacion (1.13) por 2 y restando este resultado de la ecuacion

(1.14) se encuentra

f(iva) = 2f (wig1) = — fz:) + B2 f" () + §h3fm(77) - %hgfm(ﬁ),

de donde

F(25) = f(wi42) — foffﬂrl) + f(x:) +O(h). (1.15)

1.2.3. Foérmula de diferencias centrales de tres puntos

Expandiendo f(x;_1) y f(z;y1) en series de Taylor en x; y conservando hasta los

términos de la tercera derivada, encontramos
/ 1 2 el 1 3 g 1 4 enn
F@icr) = f(@i) = hf (i) + b7 f (i) = 2 f 7 (o) + R F7(E), - 2 S €<y

1
3!

Sumando las dos ecuaciones previas y procediendo como en los casos anteriores,

F(a) = FC)+ hf () + 20 o)+ B () + g0 0), i <1 < i

tenemos

() = flwizy) — 2];5531‘) + f(wi11) o), (1.16)

Por lo tanto, al aproximar la segunda derivada, la formula de diferencias centrales
de tres puntos tiene un error de truncamiento de O(h?) comparado al error O(h)

de las formulas de diferencias hacia atrés y hacia adelante de tres puntos.



Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales parciales

elipticas

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de segundo orden se pueden clasificar

en tres tipos: parabdlicas, elipticas e hiperbolicas [20]. Para distinguirlas, conside-

remos la siguiente forma general de una EDP de segundo orden en dos variables:
0%u 0%u 0?u ou ou

A B C D—+F—+Fo= 2.1
8x2+ 8x8y+ 8y2+ 8x+ (9y+ o=5 (2.1)

donde x y y son variables independientes y A, B, C, D, E, F' y S son funciones

dadas de x y y. Entonces la ecuacion anterior puede ser:

» parabolica si B2 — 4AC = 0, por ejemplo, la ecuacién de difusion

o _ P
ot Ox?

que se puede usar para modelar la distribucion de temperatura dependiente

del tiempo a lo largo de una barra 1D calentada,
» cliptica si B2 — 4AC < 0, por ejemplo, la ecuacion de Poisson

Pu  u
92 + o f(z,y)

que puede usarse para modelar la distribuciéon de temperatura en estado

estacionario en una placa o flujo potencial incompresible,

15
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= hiperboélica si B> — 4AC > 0, por ejemplo la ecuaciéon de onda

Pu 0%

o2 = ox?

que puede ser usada para modelar la cuerda vibrante de una guitarra o flujos

supersonicos.

Las EDP elipticas aparecen en problemas estacionarios de dos y tres dimensio-
nes, como los de la conduccion del calor en sélidos, la difusion de particulas y la

vibraciéon de una membrana, por mencionar algunos [21, 22].

Estas ecuaciones tienen una relacién cercana con las de tipo parabdlico, ya que al
resolver una EDP parabodlica es frecuente el uso de los métodos numéricos para
una EDP eliptica como parte del esquema de solucién. Entonces las EDP elipti-
cas se pueden considerar como la contraparte de estado estacionario de las EDP

parabdlicas.

Las ecuaciones de Poisson y Laplace son casos especiales de las EDP elipticas. Sea

una EDP eliptica que se pueda escribir en la siguiente forma general

— Vp(z,y)Vu(z,y) + q(z,y)u(z,y) = S(z,y) (2.2)

donde p, ¢ y S son funciones dadas y ¢ > 0. Cuando p =1y ¢ = 0, (2.2) puede

ser una ecuacion de:

Poisson: — V2u(x,y) = S(z,y),
Laplace:  — VZu(z,y) = 0.

Los métodos de soluciéon numérica para las EDP elipticas generalmente se clasifican
en dos categorias:
a) Métodos de diferencias finitas:

= Dispone de numerosos métodos de solucion eficientes.

= Menos adaptables a geometrias curvas.
b) Métodos de elemento finito:

= Faciles de adaptar a geometrias curvas.
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= Los algoritmos de soluciéon son limitados y menos eficientes que los

métodos de diferencias finitas.

Los primeros se obtienen a partir de una reticula rectangular y la ventaja de los
segundos es que se puede determinar la ecuacion discreta para casi toda geometria.
Por lo tanto, frecuentemente se elige el método de elemento finito cuando el pro-
blema trata de una geometria complicada. Sin embargo, en anos recientes se han
podido resolver problemas geométricamente dificiles por el método de diferencias
finitas y una transformacion de coordenadas [23]. Es decir, la transformacion de
cierta geometria no rectangular en una coordenada rectangular que haga mas faci-
les los célculos. Con esta transformacion, se puede utilizar el método de diferencias
finitas. Por lo anterior, en la siguiente secciéon se va a desarrollar la discretizacion

por diferencias de las ecuaciones de Laplace y de Poisson.

2.1. Aproximaciones por diferencias para las geo-

metrias rectangulares

En esta seccion obtendremos las ecuaciones en diferencias finitas para la ecuacion

de Poisson en las coordenadas cartesianas rectangulares:

o, en forma equivalente,

~ Qu(ry)  Pul,y)

Tl - S = S 24)

donde S(z,y) es una funcién dada, la cual recibe el nombre de término no homo-

géneo (o término fuente).

Tomaremos como referencia el dominio de la Figura 2.1a, que esta definido por

nggxmé)(?()gygyméxa

y supondremos que las condiciones en la frontera son:

» En la frontera izquierda una condicion tipo Neumann: % = 0,
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6=0
Ymaz Jmaz
Ay
2 _ 6=0
A,
2
1
y=0 Jj=0
=0 =0 Tmaz i=0 1 2 - imaz
(A) Dominio rectangular. (B) Reticula.

FIGURA 2.1: Dominio rectangular y su reticula.

= en la frontera derecha una condiciéon tipo Dirichlet: u = 0,
= en la frontera inferior otra condicién tipo Neumann: 5 = 0,

= Por ultimo, en la frontera superior otra condiciéon tipo Dirichlet: v = 0.

Supongamos que tenemos una reticula para nuestro dominio rectangular, con in-
tervalos espaciados de manera uniforme, como en la Figura 2.1b. Sea Ax y Ay los
tamanos de paso para x y y respectivamente. Los subindices ¢ y j corresponden a

los indices en las direcciones x y y respectivamente.

Para obtener la ecuaciéon en diferencias correspondiente a un punto 7,5 de la malla
se considera a dicho punto y a los cuatro que lo rodean a él como se puede ver en
la Figura 5.5b. Aplicando diferencias centrales para aproximar el primer término

de la ecuacion (2.4) obtenemos

2
o0“u . Ui—1,5 — 2ui7j + Ui1,5

2.5

Ox? Az? ’ (25)
de manera analoga para el segundo término tenemos
O®u wy i — 2+ U

= -l g 1 Uigh1, (2.6)

Oy? Ay?
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Ahora, sustituyendo las ecuaciones anteriores (2.5) y (2.6) en (2.4)

—Uj—1j + 22U 5 — Uip1j; Ui -1+ 2U 5 — Us 41 g
=5 2.7
sz + Ay2 5] ( )

donde S; ; = S(z;,y;,). La ecuacion (2.7) se aplica a todos los puntos de la reticula,

excepto los de la frontera.

i+ 1

(A) Para la ecuacion en diferencias de un
punto interior, se necesitan 5 puntos.

0,71
[
L o
0/j L
il
® @
0,7]-1
@ @ @
1 —1,0 1,0 i+ 1,0
(B) Para la ecuacion en diferencias de un (c) Para la ecuacion en diferencias de un
punto (¢,0) en la frontera inferior, se nece- punto (0,7) en la frontera izquierda, se ne-
sitan 4 puntos. cesitan 4 puntos.

FIGURA 2.2: Puntos de una reticula que se utilizan en las ecuaciones en dife-
rencias.

Las ecuaciones en diferencias que se encuentran en la frontera requieren un tra-

tamiento especial, dado que el niimero de vecinos es menor que cuatro y ademas
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deben tomarse en cuenta las condiciones de frontera. Para este ejemplo en parti-
cular los puntos localizados en las fronteras derecha y superior no requieren de sus
ecuaciones en diferencias, ya que se conocen sus valores (u = 0 en esos puntos) a

partir de las condiciones en la frontera dadas en la Figura 2.1a.

Si consideramos la frontera inferior de la Figura 5.5¢, podemos obtener la ecua-
cion en diferencias para un punto, 1 < ¢ < i v 7 = 1, de la siguiente forma:
aproximamos el primer término de (2.4) mediante (2.5), mientras que el segundo

término lo aproximamos por

(8%) (%)i,l—l—% - (g_Z)m
il

ay?

aproximamos por diferencias centrales el primer término de (2.8):
8u) U2 — Ui
— = (2.9)
(89 i1+1 Ay

La condiciéon sobre la frontera inferior dada en la Figura 2.1a muestra que el
segundo término del numerador del lado derecho de (2.8) se anula. Por lo tanto,

la ecuacion (2.8) se transforma en

? 2u; 5 — 2u,
O\ Zuip — iy (2.10)
) ia Ay?

Asi, al sustituir (2.5) y (2.10) en la ecuacion (2.4), se obtiene la ecuaciéon en

diferencias para un punto de la frontera inferior:

—Ui—1,1 + 22U 1 — Uip11 n —2u;0 + 2u;
Ax? Ay?

= S5i1. (2.11)
Para un punto i =1y 1 < j < jmax en la frontera izquierda (Figura 2.2), aproxi-
mamos el primer término de (2.4) por

0%u (%)14—%,3’ - (%)1,3'

A
Ox? 5 (2.12)
. 2U27j — 2u17j
N Az? ’
en donde se utiliza la condicién en la frontera izquierda dada por la ecuaciéon 2.1a,

con el fin de eliminar (Ju/0x);; y la aproximacion por diferencias centrales se
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utiliza para el término (8u/8x)1+%7j. Si sustituimos (2.12) y (2.6) en la ecuacion

(2.4), la ecuacion en diferencias es

(2.13)

2uy j — 2ug L Tyt 2up; —uijp1 g
- 1747

Az? Ay?

Para el punto de la esquina en i = j = 1, aproximamos cada término del lado
izquierdo de (2.4) por la ecuacion (2.10) y (2.12), respectivamente. Por lo tanto,

la ecuacion en diferencias se convierte en

2U11—2U,21 2U11—2U12
: : : = =511. 2.14
Az? + Ay? 11 ( )

Las condiciones en la frontera mas generales son de la forma:

ou : .
I +au = (tipo mixto) (2.15)

donde « y [ son constantes y % es la derivada normal hacia afuera de la frontera.

En un dominio rectangular, para la derivada normal se tiene que:

» para la frontera izquierda: a% = —%,

. la o DO
para la frontera superior: 5. = £,

= la f d ha: 2 = 2
para la frontera derecha: & = 2

por ultimo, para la frontera inferior: a% = —a%.

La aplicacion de las condiciones en la frontera dadas en la forma de la ecuaciéon

(2.15) es similar a la de % = 0 o bien la de S—Z = 0. Por ejemplo, si la condicién

en la frontera superior esta dada en la forma de (2.15), aproximamos el segundo

término de (2.4) como

ou ou
(8%) (8_y)i,J - (B_y)i,Jf%
W /)i 5
—auy + f = ST (2.16)
Ay
2

—2aAyu; g + 280y — 2u; 5 + 2u; 54
Ay? ’
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sustituyendo las ecuaciones (2.16) y (2.5) en (2.4) obtenemos

—Ui—1,J + 2U17J — Ui41,J 1 (2aAy + 2)ui,J — 2Ui,(]_1
Ay

Ax? Ay?

La ecuacion (2.15) es una forma general de las condiciones en la frontera, ya que
los tres tipos de condiciones (Dirichlet, Neumann y mixto) se pueden representar
de esa manera. Si a = 0, se reduce a la condicion de frontera de Neumann (con
derivada), % = (. Por otro lado, si cambiamos 5 por ya y « crece a infinito,

entonces se reduce el tipo de Dirichlet (con un valor fijo), u = v (constante).

Aunque no se permite el concepto de infinito en un programa de computadora, se
alcanza practicamente el mismo efecto si a toma un valor muy grande, tal como
1019, La ventaja del uso de esta forma es que, una vez escrito el programa, se puede
cambiar con facilidad el tipo de condiciéon en la frontera, simplemente revisando

los parametros a y 3 para cada frontera.



Capitulo 3

Problema de identificacion de

fuentes

En distintos campos de la investigacion hay situaciones donde se requiere conocer
las causas que originan cierto fenémeno mediante la informaciéon parcial que se
obtiene de él [24]. A este tipo de problemas se les conoce como de identificacion de
fuentes y son estudiados ampliamente en diferentes campos de la investigacion, por
ejemplo en la medicina existe un interés grande en el problema de identificacion
de fuentes bioeléctricas cerebrales, donde partiendo de los datos conseguidos me-
diante, por ejemplo, un electroencefalograma (EEG) es posible detectar anomalias
(mal funcionamiento, danos, etc.) lo que se ha hecho tradicionalmente por medio

de distintas técnicas de diagnostico como las que se mencionan a continuacion.

Para los problemas de identificacion de fuentes bioeléctricas cerebrales se utilizan
modelos mateméticos y con ellos se desarrollan técnicas no invasivas, por nombrar
algunas encontramos a la tomografia por emision de positrones, la resonancia
magnética nuclear y la electroencefalografia. Mediante la electroencefalografia se
capturan los potenciales en un EEG, los cuales provienen de la actividad eléctrica
de tejidos excitables, y se captan midiendo la diferencia de potencial existente entre
un electrodo explorador y otro de referencia. Las fuentes que son producidas por la
actividad electroquimica de estos 6rganos son conocidas como fuentes bioeléctricas
y se estima que se componen por grandes conglomerados de neuronas que acttian
simultaneamente [5|. En algunos casos se puede considerar que los generadores
estan concentrados en una region del cerebro y que se pueden representar mediante

funciones de cuadrado integrable definidas sobre esa region.

23
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El problema inverso electroencefalografico (PIE) consiste en determinar, a partir de
mediciones electroencefalograficas sobre el cuero cabelludo, las fuentes bioeléctricas

que generan dichas mediciones.

Como se menciond antes, las fuentes representan grandes conglomerados de neu-
ronas que trabajan de forma sincronizada para generar potenciales que pueden ser

registrados en el cuero cabelludo a través de un electroencefalografo.

El PIE es un problema mal planteado en el sentido de Hadamard [3], es decir: un
problema es mal planteado si no tiene solucién, o tal solucién no es tnica, ya que
existen diferentes fuentes que pueden producir la misma medicién, o presenta una
inestabilidad numeérica, que se refleja en el hecho de que pequenos cambios en la

mediciéon pueden producir grandes variaciones en la localizaciéon de la fuente.

Para el estudio del PIE, se requiere considerar el llamado problema directo, el
cual consiste en determinar la mediciéon cuando se conoce la fuente. A diferencia
del problema inverso, el problema directo tiene buenas propiedades numéricas, es
decir, si dos fuentes estan cercanas, las respectivas mediciones también lo estaran
3]

Las fuentes bioeléctricas pueden dividirse en corticales y subcorticales y su estudio
puede hacerse por separado sin pérdida de generalidad. Por ejemplo, en [8] sblo
consideraron el caso en el que la fuente se localiza sobre la corteza cerebral. En
este caso, el problema de identificacién de la fuente tiene solucién tnica, por lo

que el mal planteamiento del PIE esta asociado con la inestabilidad numérica.

El estudio del problema de identificacion de fuentes se realiza a través del siguiente

problema de contorno |7]:

V2u1 = en Qh (31)
Vuy =0 en )y, (3.2)
UL = Us sobre S, (3.3)

ou ou
O'la—ni = Ugﬁ—nj sobre Sl, (34)
g—zz =0 sobre Sy, (3.5)

donde:

n O =0y UQ, representa la cabeza,



Capitulo 3. Problema de identificacion de fuentes 25

= () representa al cerebro,

= ()5 es el resto de las capas que componen la cabeza (liquido intracraneal,

craneo, cuero cabelludo),

= 0, y 09 son las conductividades de €2; y {25 las cuales se suponen constantes

y 01 # 03,

= f es la fuente,

» u; = ulg,, i = 1,2 donde u representa el potencial eléctrico en €2,

» V2 representa el operador laplaciano,

= S representa la superficie de la corteza cerebral,

= S es la superficie del cuero cabelludo,

= 0 =Q;US.
Las condiciones de frontera (3.3) y (3.4), las cuales se muestran en la Figura 3.1, son
llamadas de transmision, y la condicion de frontera (3.5) se obtiene al considerar
que la conductividad de Q¢ es cero (la conductividad del aire). Este problema de

contorno (3.1)-(3.5) es conocido como problema de contorno volumétrico (PCV),
el cual ha sido estudiado en [25, 26, 7, 27, 28].

wa(ry, 0) = wa(r;, 2m)

)2 2
r22 iy O f wy(r;; 0) = wy (ry, 2m)

0,6;) =0

0 w1(0,0;) o

FIGURA 3.1: Representacion esquematica de la cabeza (condiciones de frontera)

y su cambio a una regién rectangular, donde el color amarillo representa las

regiones u1 y wi, el color azul us y ws. El color rosa representa la frontera entre
las regiones (realmente es una linea y no corresponde a una region).
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Como puede verse en la Figura 3.1, las regiones con las que se va a trabajar
pueden ser transformadas en regiones rectangulares para las cuales el método de

diferencias finitas resulta adecuado para discretizarlas.

3.1. Aproximaciéon por el método de diferencias fi-

nitas

Consideremos el laplaciano en coordenadas polares, el cual se define como:

Pw 10w 1 0%*w

2 —_— —— —_——
vw_0r2+r8r+r2092

ahora, sustituyendo la expresion anterior en (3.1) y multiplicando por r? tenemos:

0w ow 0w
P G =00

y de manera similar hacemos esto con la ecuacion (3.2) y obtenemos:

0w Oows  O0%w
5 0%wo 2 2
"o T T oe =0

Entonces, el PCV en coordenadas polares queda de la siguiente manera:

0*w ow; O*w
2 1 1 1 2
"o T Ta = en (3.6)

0w ow 0w
20w 2 9

52 T, 502 0 en (o, (3.7)
Wy = Wy sobre r = Ry, (3.8)
01% = 02% sobre r = Ry, (3.9)
% =0 sobre 1 = Ry. (3.10)
-

Para discretizar las derivadas parciales, se utilizarén las siguientes tres formulas:

8w1 1 . . . .
— 1,7) — —1 A1
o~ 2an (UL mwli = 1)), (3.11)
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821111 1 . . .o . .

5z B wi(t—1,7) = 2wy (4, 5) +wi (i 4+ 1,7)], (3.12)
9w 1 - - -

S~ g | - D=2l +wli+| Gy

En la Figura 3.2, se presenta a la region en la que se utilizarda el método de

diferencias finitas.

Yy
A6
fila NRy
4
ATQ
i
fila NRy
ATl
fila ¢
fila 1
fila 0 T
columna 0 columna 1 columna j columna Ny

FI1GURA 3.2: Reticula para wy y ws, en donde Ary y Aro representan la distancia
o el ancho entre los puntos del eje y en wy y ws respectivamente y Ag el ancho
en el eje x.

Sea N R; el nimero de puntos de 0 a Ry, NR5 el nimero de puntos de Ry a Ry,
Ny el nimero de puntos de 0 a 2w, 2 =0,1,...,NRyy 5 =0,1,..., Ny.

|R2 — R1| 2w
"TNR “"™T NR, A

donde r; = iAry con ¢ = 0,1,...,NRy en wy, y r; = Ry + iAry con 1 =

0,1,..., NRy en ws.
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A continuacién, se muestra el proceso que se utilizo para hacer la discretizacién

del problema (3.6)-(3.10).

3.1.1. Puntos en w;

Empezamos por discretizar el punto wq(i,7) con 0 < i < NR; y 0 < j < N, es

decir, la discretizacion de los puntos interiores de w;. Entonces, sustituyendo el

valor de las ecuaciones (3.11) y (3.12) en 7"28 4 4 29 obtenemos:

T282w1 +Taw1 o
or? or (Arp)?

b g fonti+1.9) w1

10— 1.0) = 20106, + i+ 1)

2A7"1
2 2 2
= ——w(i—1,5) = 2w (i,j) + ———=wi (i + 1,5
(A?"l)2wl(Z 7]) (AT’l)Zwl(Z’]>+ (Arl)zwl(l—{_ 7])
/r".
1 7 . _1 .
+gpun (i 1)~ rw(i - 1,9)
r? T 212
— 7 (2 . 1 S\ 1 . .
((AmQ + 2Ar1)w1(l +1,7) —<Ar1)2w1(@,ﬁ
(T Yui—1g) (3.14)
(A?‘l)z 2A7"1 Wit 3 ‘

Ahora, sustituyendo las ecuaciones (3.14) y (3.13) en 7"28 wi g dw 5L+ 889“;1 obte-

nemos:

232101 Tawl n 0w, N r? T
or? ar 002 T \(

AT1)2+2AT1)U)1(Z+ ’])

(- o~ )
+ ((Aryfm - zgrl)wl(i —LJ)




Capitulo 3. Problema de identificacion de fuentes 29

2
; i 1 . : .
sea A; = ( AT;1)2, B, = 2£r1 y C = W, sustituyendo en la tltima expresion
se tiene:
0*w ow, *w . .
7’2 ! +7r L + L %(A,%—Bl)wl(z—{—l,])

or? or 00?
+ (—2(A; + C))wi (1, 7)
+ (A — Bjwi (i — 1, j)
+ Cw (i, — 1)+ Cwn (i, j +1). (3.16)

Entonces, la ecuacion (3.16) es la que vamos a utilizar para discretizar los puntos

interiores de wy, tales puntos se representan en la Figura 3.3.

Y

fila NR:

fila N Ry

fila i

fila 0 g

columna 0 columna j columna Ny

FicuraA 3.3: Los puntos amarillos representan a los puntos interiores en w.

Ahora, para discretizar todos los puntos wi(7,0) con 0 < @ < NRy, es decir, los

puntos que cumplen lo siguiente:

1. Los puntos que estan entre la frontera superior e inferior de w; y

2. los puntos que estan en la frontera izquierda de w;.
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2

. . . wq
Como primer paso, vamos a discretizar 9 :
Pwr _ 0 (Owy
06> 90\ 90 )|,
1 8101 8w1 awl
~— | —3—| +4— - —
2A0< 00 i 00 i1 00 i,j+2>
1 1 .. .. ..
A m{ — 3[@( — 3w (4, 7) + 4w (3,5 + 1) —wi (4,5 + 2))}

+4[ﬁ(w1(i,j o) - wl(i,j)>]

- [ (i +3) - witig + )]}
1

- 4(A9)2{ - 3( = 3wi (i, J) + 4w (i, j + 1) —wi i, j + 2)>

4w +2) —wn(,)) = (wli,g +3) —wali i+ 1) }

1 o . .
= T (9w1(z,j) — 12wy (i, 7 + 1) + 3wy (i, + 2)

o dwy (i, +2) = 4w (i, 5) = wii,] +3) +wi(ij + 1))

N m@wl(i’j) — Ty (5, + 1) + Twn (i, j +2) = wi(i,j +3)). (3.17)

Ahora, sumando las ecuaciones (3.14) y (3.17) obtenemos:

7'2 8211)1 4 r@wl 1 82101
Or? or 062

2

| r; . . 2r o
~ (A2 + AR wi(i+1,7) — —(Arl)le(z’j)

A Y- 1)
(A?”l)Q 2A7"1 ! J

+ g (i) = Twnlis + 1)+ Ten (5§ +2) — wi(ioj +3))

r? r; . .
+ | - 2 + 0 wi (i, ) + ri _ wi(i—1,7)
(Ar)2 4o [N T\ A T 2a )Y T Y

1
MR

(—11w1(i,j+1)+7w1(i,j+2)—wl(z’,j—i-?))). (3.18)
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7”~2 T

Recordando que A; = t — B, = C = ——, después de sustituir en
d (Ar, )2 TN (a2 P
la ultima expresion se tiene:
0w ow, O*w
2 L 1

or? or 002
5
~ (A + Biw (i + 1, 7) + (—24; + Zc)wl(iaj) + (A; = Bjwy (i — 1, 7)

1
+ ZC( 1wy (6,5 + 1)+ Twi iy § +2) —wi (i, + 3)). (3.19)

Entonces, la ecuacion (3.19) es la que nos va a permitir discretizar los puntos

wi(7,0) y estos estan representados en la Figura 3.4.

Y

fila NR.

fila N Ry

fila i

fila 0 T

columna 0 columna j columna Ny

F1iGURA 3.4: Los puntos amarillos representan a los puntos en la frontera iz-
quierda, entre las fronteras superior e inferior de wy.

3.1.2. Puntos en ws

Comenzamos por discretizar el punto ws(0,0). Como se puede ver en la Figura
3.5, este punto se encuentra entre la frontera izquierda y la frontera inferior de ws.

Entonces, para discretizar % hay que tomar en cuenta la condicién de frontera
(3.9), de donde hallamos:

8w1 . (9w2

o or
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01 . . . ‘s
donde D = —. Ahora, procediendo con la discretizacion:

Ows _ 0wy

or  or
~ D( — 2A17“1> ( — 3wy (i,7) + 4w (i — 1,7) —wy (i — 2J)>
{1 i -2)
— (th) <3w1(i,j) — dwy (i — 1, )+ wi(i — 2,j)). (3.20)

w
Para obtener la discretizacion de 7’8—2, multiplicamos la ecuacion (3.20) por r:
r

0 Dr;
o~ (am) (Bun0.d) = 4w (i = 1) + (i = 2.5)
= DB, (3w (i, ) — 4wy (i = 1,5) + wi(i = 2,5) ). (3.21)
2404
Ahora, para discretizar 5,2 también hay que considerar la condicién de frontera
r

(3.9):

vy _ 0 (00,
orz  or \ or

0 awl
~ar (DW)

02’LU1

or?
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Ahora, aplicando la féormula de diferencias hacia atras en la ultima expresion se

halla:

SOV R  (RPCITY CICEN B
2Ary or i or Y or Y

_ D (39 0m g

- 2AR or i or iy or 2

~ 5o {3] — ga (- + ai- 1)~ - 2.0) )]
- 4[%1“ (wlu,j) — i - 2,j>)]
i [mlm (wm:— 1,7) —wl(z‘—&j))]}
D

= A [S(Swl(i,j) — 4w (i —1,7) +wi (i — 27j)>

401009~ wnli = 2.0)) = 1,5) = i = 3,5)

D
_ e
T (900.0) = 120000 = 1) 3w - 2,0

= a7 (5w1(z,3) — 11wy (i — 1,5) + Twi (i — 2,5) — w (i — 3,;)). (3.22)

8211)2
)

or?

Ahora, para obtener la discretizacion de 72 multiplicamos por 72 la tltima

expresion y obtenemos:

0w Dr? . . _ . . . .
r2 3732 ~ 4(A7"11)2 <5w1(z,j) — 1w (i —1,5) 4+ Twy (i — 2,5) —wy (i — 3’]))
DA;

= T (5w1(i,j) — 11wy (i — 1,5) + Twy (i — 2, ) — wy (i — 3,j)> (3.23)
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0%w,y Ows
Para discretizar r2

+ r—— vamos a utilizar las ecuaciones
or? or

(3.23) y (3.21)

82w2 @U}Q
2

or? tr or
DA

1 <5w1(i,j) — 11w (i = 1, j) + Twi(i — 2, j) — wi(i — 3,j))
+ DBZ-(3w1(i,j) — 4w (i —1,7) +wi (i — 2,j))
=D [% (5w1(z’,j) — Mwy (i — 1,7) 4+ Twy (i — 2,7) — wy (i — 34’))

o+ Bi (3w (i, ) = 4wy (i = 1) + i = 24))]

54, o 11A4; ‘ .
(4 +3Bi)wl(7’7])+(_ 1 _4Bi)w1(z_1a])

TA; _ N A .
+ ( 4 —|—BZ>’LU1(Z - 27]) - Zu}l(Z _37]):|

=D

(3.24)
0? 0 0?
Finalmente, para discretizar r? u;2 + ;U 2 4 3;022 solo tenemos que sumar las
r r
ecuaciones (3.24) y (3.17)
28211)2 8w2 (92w2
r r

5A; . 11A4; . .
( 1 + BBi)wl(Z>]) + (— 1 43@')’“}1(Z —1,7)
TA; ) . A; ) .
+( +Bz)w1<z_2vj>__w1(2_37j)1
4 4
+ 7 (Swg(z,j) — 1wy (i, 7 + 1) + Twe(i, j + 2) — we(i, j + 3))
C
+ N

1 (5w2(i,j) — 1w (i, § + 1) + Twa(i, j + 2) — wo(i, j + 3)). (3.25)

* 2 = . . . 28 w2 aw2 8211)2
La ecuacion (3.25) es la que nos permite discretizar r

r? or a0z el
punto wy(0,0) el cual se puede ver en la Figura 3.5.
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fila NR:

fila N R

fila i

fila 0

columna 0 columna j columna Ny

FicuraA 3.5: El punto azul representa al punto entre la frontera izquierda y la
inferior de ws.

Para obtener la discretizacion n todos los puntos wy(0, 7) con 0 < j < Ny, es decir,

los puntos internos de la frontera inferior de w,, vamos a sumar las ecuaciones
(3.24) y (3.13):

(9211)2 8102 8211)2
2
"o V' or T oe

5A; o 11A; . .
(4 +3Bi>w1(%])+<— 1 _4Bz’>w1<l_17]>

~ D

TA; ) ) A; ) )

+< +Bz>w1(l_27j)__wl(z_gaj):|
4 4

1

i R {wQ(i,j — 1) — 2wa (i, §) + ws(i, j + 1)}

D
4

+ O<w2(z‘,j — 1) = 2w (i, ) + wa(i, j + 1)). (3.26)

: : . 0*w owy  *w
Entonces, la ecuacion (3.26) nos da la discretizacion de r2——> +r—— + 2 en

or? or 002

los puntos wy(0, 7) que estan representados en la Figura 3.6.
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fila NR:

fila N R

fila i

fila 0 x

columna 0 columna j columna Ny

F1cUrA 3.6: Los puntos azules representan a los puntos internos que estan en
la frontera inferior de ws.

. . 2 . .
Ahora, vamos a discretizar 839“;2 en el punto ws(N Ry, 0), es decir, el primer punto

en la frontera superior de wy utilizando la condicion de frontera (3.10) y la ecuacion
(3.17) obtenemos:
82102 C

o (5w2(z’,j) ~ lwa(i, § + 1) + Twa(i, j + 2) — wali, j + 3)), (3.27)

esta tltima ecuacion nos sirve para discretizar el punto que se muestra en la Figura

3.7.

fila N

fila NR)|

fila i

fila 0 T

columna 0 columna j columna Ny

Ficura 3.7: El punto azul representa el primer punto en la frontera superior
de ws.

Para todos los puntos wy (NN Ry, j) con 0 < j < Np, es decir, los puntos interiores en

la frontera superior de wo que se muestran en la Figura 3.8, tenemos la siguiente
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ecuacion:

~Clwsy(i,j—1) —2wy(i,j) +wa(i,j+1)|. (3.28)

fla Niy——@—@—@—@—@——

fila NR;

fila i

fila 0

columna 0 columna j columna Ny

FIGURA 3.8: Los puntos azules representan a los puntos internos en la frontera
superior de wo.

3.2. Foérmulas obtenidas para los puntos en w; y

(10))

Enseguida se presentan las férmulas que se obtuvieron para los puntos en w;. Sea

N Ry el nimero de puntos de 0 a Ry, Ny el nimero de puntos de 0 a 27 y

Rl 2T
Ary = ——, Al =
1 NRl ) Ng’
r? T; 1
i = 1A ) A = - , Bi= : ) =
e en (A, )2 oA (A6)?

donde : =0,1,..., NR;.
Para w(7,0) con 0 < i < NR; (ver Figura 3.9a):

+ %( — 1wy (4,1) + 7w (4, 2) — w1 (G, 3))-



Capitulo 3. Problema de identificacion de fuentes 38

Para w;(i,7) con 0 <i < NR; y 0 < j < Ny (ver Figura 3.9b):

(Ai + Bi)wi (i + 1,7) + (=2(4; + C))wi (i, j) + (A — By)wi(i — 1,7)
+ Cwy(i,5 — 1) + Cwy (i, 7 + 1).

(i+1,0) (i+1,7)

(i,O) (7’] - 1) (ivj) (17] + 1)

(i—1,0) (i—1,5)

(A) Punto w(i,0). (B) Punto wy (4, ).

Ficura 3.9: Representacién de como se discretizaron los puntos interiores de
w1, donde el punto amarillo es el que se discretiza y los puntos grises son sus
vecinos.

A continuacién se presentan las formulas que se obtuvieron para los puntos en ws.

Sea N Ry el niimero de puntos de Ry a Ry y

|R2 - R1| 01
JAN S L H ==
T2 NRQ 9 0_27
RitiAr, D= i g T
711' == 1 T 3 i — 9 P — 9
! 2 (AT2)2 2A7”2

donde ¢ =0,1,..., NR,.
Para wy(0,0) (ver Figura 3.10a):

H
4

<5ANR1 + 12BNR1)’LU1(NR1,0) + <— 11ANR1 — 1GBNR1)U)1(NR1 — 1,0)
+ <7ANR1 + 4BNR1>w1(NR1 —2,0) — Ayp,wi(NR; — 3, 0)}

+ % <5w2(o, 0) — 11wy (0, 1) + 7wy (0, 2) — w2 (0, 3))-
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Para wy(0, j) con 0 < j < Ny (ver Figura 3.10b):

H
4

+ (7ANR1 =+ 4BNR1)’U)1(NR1 — 2,]) — ANR1U)1<NR1 — 3,]):|

+ (J(w2(0,j — 1) = 2w2(0,j) + w2(0,j + 1))~

<5ANR1 + 1QBNR1)w1(NR17j) + <— 11ANR, — 16BNR1)w1(NRl —1,7)

0,0) .(0, 1) .(0,2) .(0,3) ‘OJ -1 i(OJ) ‘OJ +1)
NRy,0) _(NRu,j)

NR; —1,0) NRi —1,5)

NR; —2,0) NRy —2,j)

NR; —3,0) NRy —3,7j)

(A) Punto w2(0,0) .

(B) Punto wy(0, 7).

FiGURA 3.10: Representacién de como se discretizaron los puntos en la frontera
inferior de wo, donde el punto azul es el que se discretiza y los puntos grises son
sus vecinos. El punto amarillo aparece por la condicion de frontera (3.10).

Para wy(7,0) con 0 < i < NRy (ver Figura 3.11a):

(Di + Eij)wa(i +1,0) + ( —2D; + Zc)w2(ia 0) + (Di — Ej)ws(i — 1,0)

+ %( — 1wy (i, 1) + Twa (i, 2) — w(d, 3))-

Para ws(i,7) con 0 <i < NRy y 0 < j < Ny (ver Figura 3.11b):

(D + Exws(i +1,5) + (=2(D; + C))ws(i, j) + (Di — Edyuws(i — 1,5)

+ Cws(i, j — 1) + Cwa(i, 5 + 1).
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(i +1,0) (i+1,75)
(i,0) .(1:, 1) .(1 2) .(7:, 3) .(m -1 (i,j) .(u +1)
(i—1,0) (i—1,5)

(A) Punto ws(i,0). (B) Punto ws(4, j).

Fi1GURA 3.11: Representacién de como se discretizaron los puntos interiores de
wo, donde el punto azul es el que se discretiza y los puntos grises son sus vecinos.

Para wy(N Rs,0) (ver Figura 3.12a):

C

Z <5U)2(NR2, O) — 11'LU2(NR2, 1) + 7YU2(NR2, 2) — U)Q(NRQ, 3)) .
Para wy(N Rs, j) con 0 < j < Ny (ver Figura 3.12b):

C|:7~U2<NR27] —1) = 2we(NRy, j) +wa(NRy, j + 1)]

TNR2 fNRZ 1) fNRQ 2)  (NR,,3) TNR%j - ITNRz,j) TNRM +1)

) Punto we(NR3,0) . (B) Punto wo(NRa, 7).

F1GURA 3.12: Representacion de como se discretizaron los puntos en la frontera
superior de ws, donde el punto azul es el que se discretiza y los puntos grises
son sus vecinos.



Capitulo 4

Método del gradiente conjugado
para el problema de identificacién

de fuentes

En este Capitulo se presenta el algoritmo para resolver el problema inverso elec-
troencefalografico. Para esto, se necesita resolver el problema directo, el problema
adjunto y utilizar el método del gradiente conjugado para dar solucién al problema
inverso. En el problema directo se encuentra el EEG cuando se conoce a la fuente,

el problema inverso consiste en determinar la fuente a partir del EEG.

4.1. Problema directo

Dada la fuente f, el problema directo consiste en determinar w|s,, donde w es
la solucion del problema de contorno (3.6)-(3.10). En términos de la discretiza-
cion, para hallar la solucion discreta del problema directo, debemos proceder de

la manera siguiente (lo que lleva al algoritmo 4.1):

1. Resolver el sistema de ecuaciones lineales Aw = ld, donde w es un vector
que representa al potencial discreto, A: es una matriz obtenida a partir de
las formulas de discretizacion por diferencias finitas y [d es un vector que
se obtiene de la discretizacion de la fuente. En este trabajo, se utilizaré el

método de la inversa para resolver dicho sistema. Sin embargo, se pueden

41
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aplicar otros métodos para hallar dicha soluciéon como el método iterativo de
Gauss-Seidel [29] o algtin otro que aproveche la forma especial de la matriz
A.

2. Obtener la medicién v, a partir de restringir la solucién w en la frontera

superior de wy = wlq,, es decir, la frontera que corresponde a r = Ry:

Algorithm 4.1 ProblemaDirecto(f)

Input: f es una funcion.

Output: v es una medicion (EEG), restringida a la frontera superior de ws.
1w+ A7t 1d;
2: V< W|r=p,;
3: return v;

4.2. Problema inverso

Como se menciond anteriormente, el problema inverso consiste en determinar, de
mediciones de potencial sobre la frontera Ss, las fuentes que producen dicha me-
diciones. Este problema inverso es mal planteado en sentido de Hadamard ya que
existen diferentes fuentes que producen la misma mediciéon. Sin embargo, exis-
te una Unica fuente armonica que genera una medicion dada. Asi, si se busca
la solucion en el espacio de funciones armonicas que satisfagan la condicion de
compatibilidad, se tiene unicidad del problema inverso. Adicionalmente, el mal
planteamiento de este problema inverso también se debe a la inestabilidad numé-
rica que provoca que pequenos cambios en la medicién puedan generar cambios
sustanciales en la localizacion de la fuente. Por esta razon, se aplica el Método de
Regularizacion de Tikhonov, el cual depende de un parametro y permite manejar
la inestabilidad numérica mencionada. El MRT depende de un parametro, llamado
parametro de regularizacion, el cual debe elegirse apropiadamente en términos del
error en la medicién. Asi, si en vez de la medicién exacta V, conocemos a V? con

IV = V|| 1y(s) < 6, debemos considerar el llamado funcional de Tikhonov:

a(d)

1
T () = 5 1ACF) = Vs + 55

2
[ PATRE (4.1)
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donde a(d) > 0 es el parametro de regularizacion de Tikhonov, H'HiQ(Ql) ||-||iQ(SQ)
denotan la normas de Ly(§21) y La(S2), respectivamente [9]. El minimo de Jus)
satisface las llamadas ecuaciones normales: [A*A + a(0)I](f) = A*V donde A* :
Ly 1 (S2) = Lo (S1) es el operador adjunto de A, el cual se describe con detalle
en la siguiente seccion.
Otra manera de plantear el problema inverso es como un problema de control, a
saber,

min ||ul], (4.2)

sujeto a A(f) = V. Ya que esta ultima igualdad no tiene porque satisfacerse, se
propone que k||A(f) — V|| < e siendo k un parametro de control que se elige
suficientemente grande para garantizar que ||A(f) — V|| sea muy pequeno. Esto

lleva al siguiente funcional:

k 1
T () = 5 IAG) = VI, 5+ 5 1/ (13)

Si elegimos el parametro de regularizacion de Tikhonov a como o = %, donde k
es el pardametro de control, entonces los funcionales (4.1) y (4.3) tienen la misma

solucion.
Para el problema inverso se usara el algoritmo 4.2, el cual utiliza los algoritmos
4.1, 4.3 y 4.4. Asi, esquematicamente se procedera de la manera siguiente:

1. Resolver el problema directo.

2. Resolver el problema adjunto.

3. Resolver el problema inverso utilizando el método del gradiente conjugado

para encontrar una fuente aproximada f*® a la fuente exacta f.

El método del gradiente conjugado, se describira en la secciéon 4.3.1.

Algorithm 4.2 problemalnverso(V')

Input: V que es una mediciéon conocida.
Output: ¢* es la funciéon que genera a V.
1: v < problemaDirecto(¢°);
2: p < problemaAdjunto (k- (v—V));
3: * < gradienteConjugado(¢°, p);
4: return ¢°;
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4.3. Problema adjunto

Dada una funcion v, para hallar al operador adjunto, debemos resolver el problema

de contorno adjunto:

ga;£1 ra(;il + 882;021 =0 en €y, (4.4)

23;7222 + 7“85212 85;022 =0 en (2, (4.5)

W = Wo enr = Ry, (4.6)

Ul@({)_ﬁ? = 0268—1? sobre r = Ry, (4.7)

38_’632 =1 sobre r = Rs. (4.8)

En este caso, A*(¢)) = —22Wlq, [7]. En términos de la discretizacion, para hallar la

solucion discreta del problema adjunto, debemos proceder de la manera siguiente

(lo que lleva al algoritmo 4.3):

1. Resolver el sistema de ecuaciones lineales Aw = ld, donde w es un vector
que representa al potencial discreto, A es una matriz obtenida a partir de
las formulas de discretizacion por diferencias finitas y Id es un vector que se

obtiene de la discretizacion de ).

2. Obtener

p=AW) =20

09 Q

Algorithm 4.3 problemaAdjunto(1))

Input: v es una funcion.

Output: g es un potencial definido en ;.
1w+ AL ld;
20 g _Z_;@kh;
3: return g;

4.3.1. Algoritmo para el método del gradiente conjugado

A continuacién, se presenta el algoritmo 4.4 que describe el método del gradiente

conjugado el cual se usara para poder resolver el problema inverso.
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Algorithm 4.4 gradienteConjugado(¢°, p)

Input: ¢ es una funcién evaluada en 0, p.
Output: ¢ es una funcion.

1: g% < "+ p;

2: d° < —g";

3: flag < true;

4: while flag # false do

5: v < problemaDirecto(d");
6: p < problemaAdjunto(k - v);
7: gt d" + 0

S an e

9: e o+, - A

10 g g"+a, g

11: if % < ¢ then
12: © +— ot

13: flag < false;

14: else g

15: Br ¢ L)

16: Al —gntl 1 B, - d
17: d" <+ dn+1;

18: g" +— g™t

19: "+ "L
20: n < n+1;
21: end if

22: end while
23: return o;

Para esto, como ya se habia mencionado, en la parte de inicializacién vamos a

resolver tanto el problema directo como el problema adjunto.

Paso 1. Inicializacion: Dado f°, resolver para w® el siguiente problema

2w’ ouwd 9%l
2 1 1 1 _ 2.0
5 +r e + 502 =rf en (), (4.9)
wd  ouwy 0%l
2 0" Wy 2 2
52 +r 5 502 =0 en §, (4.10)
w) = w en r= Ry, (4.11)
ow? ow)
IW = OQW sobre r = R17 (412)
0
Owy =0 sobre 1 = Ry. (4.13)

or
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y resolver para w"
0?w? owY  9*uw?
20" Wy 1 1
52 T, 0 0 en (Q, (4.14)
0?w) owd  0*w)
20 Wy 2 2
52 +7r 5 2 0 en (o, (4.15)
@) = @9 en 1= Ry, (4.16)
~0 ~0
01% = 02% sobre r = Ry, (4.17)
0w 0/ 0
2, = E(w™(f7) = V) sobre r = Rj. (4.18)
Asignar
¢ =r0+a° (4.19)
951
Si 0 o
9%9") ‘.
max{1, (f°, f%)}
tomar f, = f°. En otro caso:
d’ = —¢°. (4.20)

Ahora, en este paso se resuelven nuevamente el problema directo y el problema

adjunto hasta encontrar una f*® que cumpla con la condiciéon de paro del paso 3.

Paso 2. Descenso: Suponiendo que se conocen f", ¢g", y d” con n > 0, calcular

L g™l y si es necesario d"*! de la siguiente manera:

O*wn ow?  OPwn
2 1 1 1 2m
o2 T T — 4
o 0Py r(‘?w’; O*wh 0
or? or 002
wy = wy
ow?  Owy
o1 or 72 or
owy
=0
or

y para w™ resolver

€1l

sobre

sobre

en (),
en (),
r= R17
r = Rl,
r= RQ.

(4.21)

(4.22)
(4.23)

(4.24)

(4.25)
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82 ~n a/\n 62 ~n
2 8:“1;1 r g;} a;Uzl =0 en £, (4.26)
82 ~n aAn 62 ~n
2 (9:;2 r auf a;U; =0 en (4.27)
Wy = Wy en =Ry, (4.28)
ow?t owy
87°1 = 09 87“2 sobre r = Ry, (4.29)
aw? = k" sobre = R,. (4.30)
,
Asignar
gr=d"+uw" (4.31)
Q1
Calcular el tamano de paso «,,
{g",d")
(7.4 432
y actualizar f*+!y gnt!
ST =+ apd” 4.33)
9" = g" + ang" (4.34)

Paso 3. Probando convergencia: Se construye la nueva direcciéon de descenso.

Si

n+1 n+1>

(9" g
<
max{L, (g%, g} —

tomar f* = f"*!y terminar. En otro caso, calcular 3,

n+1 n+1>

(g g
P = (g™, g")

y la nueva direccién de descenso d"*?

dn+1 — _gn-‘rl + Bndna

actualizar n = n + 1 y regresar al paso 2.

(4.35)

(4.36)






Capitulo 5

Experimentos numéricos y

conclusiones

Ya que el problema seré resuelto utilizando el método iterativo de gradiente conju-
gado, el cual en cada iteracion resuelve tanto al problema directo como al adjunto,
se empieza mostrando que la programacion realizada resuelve estos problemas
numéricamente de manera satisfactoria. Todos los programas que se utilizan en
este trabajo se encuentran en el Apéndice C. Los resultados de este capitulo son

originales y se publicaron en el articulo [30].

5.1. Problema directo

Ejemplo 1 (Solucién del problema de contorno (3.6)-(3.10)). Consideremos a
la fuente f(x,y) = 2% — y?, que en coordenadas polares es f(r,0) = r?cos26.
Tomemos Ry = 1, Ry = 1,2, 0y = 3y 0o = 1. En la Tabla (5.1), se muestran
el error relativo entre la soluciéon exacta y la aproximada que se denotara por
ER(u,w). Al ver los resultados que se muestran en la Tabla (5.1), podemos notar

lo siguiente:

= Con una malla de 0.06 se encuentra la solucién en 0.29 segundos, mientras
que si se hace méas pequena la malla, como por ejemplo a 0.015, el tiempo

de ejecucion aumenta a 184.97 segundos.

49
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Refinamiento (NRy,NR2,Ny) FER(u,w) Tiempo de ejecucion (seg.)

0.07 (14,3,90) 0.0217 1.19
0.06 (17,3,105) 0.0152 0.29
0.05 (20,4,126) 0.0106 0.41
0.04 (25,5,157) 0.0068 0.92
0.03 (33,7,209) 0.0038 3.29
0.02 (50,10,314) 0.0017 27.96
0.015 (67,13,419) 0.0009 184.97

TABLA 5.1: Resultados para el problema directo con f(r,6) = r2 cos 26 y diferen-
tes refinamientos. El error relativo disminuye y el tiempo de ejecucién aumenta,
conforme disminuye el refinamiento.

= El error relativo se hace més pequeno cada vez que la malla es més fina. Por
ejemplo, con una malla del 0.06 el ER(u,w) = 0,0152, mientras que si la
malla es del 0.015 el ER(u,w) = 0,0009.

= Se halla que con la malla de 0.04 se cumple un compromiso entre disminuir

el error relativo (ER(u, w) = 0,0068) y el tiempo de ejecucion (0,92).

Se presenta la solucion exacta del problema (3.6)-(3.10) en la Figura 5.1 y su
solucion numérica en la Figura 5.2 con una malla del 0.015, creada con N R; = 67,
NRy; =13, Ny = 419. El error relativo entre ellas es de 0.0009.

Problema directo: solucién exacta

FIGURA 5.1: Solucién exacta del problema (3.6)-(3.10), con f(r,8) = 2 cos 20.
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Problema directo: solucion numérica

FIGURA 5.2: Solucién numérica del problema (3.6)-(3.10), con f(r,0) =
r2cos20, NRy = 67, NRy = 13, Ny = 419.

5.2. Problema adjunto

Ejemplo 2. Para validar la programacion para hallar la soluciéon del problema
adjunto, se dard como entrada ¢ a la solucién numérica del problema directo,
que recordemos se obtiene restringiendo la solucion del problema (3.6)-(3.10) a
la frontera de la region. La solucion del problema (3.6)-(3.10), se encontré en el
Ejemplo 1. En la Tabla (5.2), se muestran el error relativo entre la solucién exacta

y la aproximada que se denotara por FR(u, o).

Refinamiento (NRy, NRy, Ny) ER(u,w) Tiempo de ejecucion(seg.)

0.07 (14,3,90) 0.0234 0.25
0.06 (17,3,105) 0.0168 0.2

0.05 (20,4,126) 0.0118 0.35
0.04 (25,5,157) 0.0076 0.81
0.03 (33,7,209) 0.0043 3.02
0.02 (50,10,314) 0.0019 27.77
0.015 (67,13,419) 0.0011 170.9

TABLA 5.2: Resultados, al refinar la malla, del error relativo y del tiempo para
el problema adjunto.

Al ver los resultados que se muestran en la Tabla (5.2) podemos notar que:
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= Con una malla de 0.06 se encuentra la solucién en 0.2 segundos, mientras
que si se hace méas pequena la malla, como por ejemplo a 0.015, el tiempo

de ejecucion aumenta a 170.9 segundos.

= El error relativo se hace més pequeno cada vez que la malla es més fina. Por
ejemplo, con una malla del 0.06 él error relativo es 0.0152, mientras que si

la malla es del 0.015 el error relativo es 0.0011.

= Considerando el tiempo en ejecucién, podemos encontrar un error relativo
suficientemente bueno (0.0076) con una malla de 0.04. Por esto, se eligi6 esta

malla para la soluciéon del problema inverso.

En la Figura 5.3, se presenta la solucion numérica con una malla regular de 0.015,
que se construye tomando las siguientes nimero de puntos para crear particiones
adecuadas: NR; = 67, NRy = 13, Ny = 419. La solucién exacta se presenta en
la Figura 5.4. Por cuestiones de visualizacion, se muestra la grafica en la misma
malla que se utiliza para la soluciéon numérica presentada en la Figura 5.3. El error

relativo entre la solucién exacta y la numérica es de 0.0011.

Problema adjunto: solucién numérica

FIGURA 5.3: Solucion numérica del problema adjunto. Para crear la malla del
método numérico, se toman NR; = 67, NRy = 13 y Ny = 419.
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Problema adjunto: solucién exacta

F1cURA 5.4: Solucién exacta del problema adjunto. Por cuestiones de visuali-
zacién, se muestra la grafica en la misma malla que se utiliza para la solucion
numérica presentada en la Figura 5.3.

De las Tablas (5.1) y (5.2), se halla que tanto en el problema directo como en el

problema adjunto, el error relativo se reduce al refinar la malla.

5.3. Problema inverso

En esta seccion, se ilustra la implementacion del método de gradiente conjugado
para hallar la solucién del problema de identificacion de fuentes a partir de la

medicién V definida sobre Ss.

Ejemplo 3. Consideremos a la fuente dada en el Ejemplo 1. De acuerdo con (A.8),

la solucion exacta del problema directo esta dada por:
V(9) = u(r,0)|,—r, = (43R5 + ;R;”) cos 26 (5.1)

y la numérica se halla restringiendo a Sy (r = Ry) a la solucién numérica del
problema de contorno (3.6)-(3.10). Para emular los errores de medicion, se agre-
ga un error aleatorio a la solucién numérica exacta utilizando la funciéon rand de
MATLAB. En la Figura 5.8, se muestran la medicion numérica exacta (azul) y
la medicion con error (rojo). En verde, la medicion que corresponde a la fuente
recuperada por el método iterativo. En la Figura 5.5, se muestran tres iteraciones

del método de gradiente conjugado. El método pard en la iteracion 3 ya que se
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cumpli6 el criterio de paro, es decir, el error fue menor que la tolerancia ¢ = 1073,
Se tomo k = 10*.

En la Tabla 5.2 se puede ver que, utilizando una malla del 0.05, el MGC encuentra
la fuente en s6lo 3 iteraciones, con un error relativo de 0.0136. Mientras que en la
Tabla 5.3, se puede observar que, usando una malla del 0.03, el MGC encuentra la
fuente deseada en 5 iteraciones, con un error relativo de 0.0117. Podemos decir que
mientras la malla sea mas fina, el error relativo es menor. Sin embargo, el tiempo
de ejecucion es mayor para la malla mas fina.

De los resultados presentados, podemos observar que la implementacion del algo-

ritmo estable da buenos resultados.

(A) Fuente recuperada, iteracion 1. (B) Potencial en iteracion 1.

(¢) Fuente recuperada, iteracion 2. (D) Potencial en iteracién 2.

(E) Fuente recuperada, iteracion 3.

(F) Potencial en iteracion 3.

F1GURA 5.5: Fuente recuperada y el potencial generado con esa fuente en cada
iteracion del gradiente conjugado.
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Fuente exacta

FIGURA 5.6: Fuente exacta f(r,6) = r2 cos 26 graficada con la malla NR; = 67,
NRy = 13, Ny = 419, la cual fue usada para resolver el problema inverso
numéricamente.

F1iGURA 5.7: Fuente recuperada por el método de gradiente conjugado en la
iteracion 3. El error relativo entre la fuente exacta y la recuperada es de 0.0136.
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[ i6n de mediciones
008 T T

medicion
medicion con ruido
medicion recuperada

FIGURA 5.8: Mediciéon numeérica exacta obtenida del problema directo (azul),
medicion con ruido (roja) y la medicion asociada a la fuente recuperada (verde).
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£ k Iteraciones FER() Tiempo de ejecucion (seg.)
le—03 1le+01 2 15.398 6.20
le—03 1le+ 02 3 0.4143 8.99
le—03 1le+ 03 3 0.0389 8.98
le—03 le+ 04 3 0.0136 8.86
le =03 1le+05 3 0.014 8.85
le—03 1le+ 06 3 0.0141 8.77
le =03 le+ 25 3 0.0141 8.80
le—04 1le+01 3 15.407 8.78
le—04 1le+02 3 0.4143 8.85
le—04 1le+03 3 0.0389 8.82
le—04 le+04 3 0.0136 8.76
le—04 1e+05 3 0.014 8.82
le—04 1le+06 3 0.0141 8.86
le—04 1le+25 3 0.0141 8.88
le—05 1le+01 3 15.407 8.87
le =05 1le+ 02 10 0.5954 27.76
le—05 le+03 11 0.5461 30.55
le—05 le+ 04 11 0.6467 30.52
le—05 1le+05 7 0.2401 19.69
le =05 1le+ 06 0.2385 19.63
le—05 1le+07 7 0.2384 19.7
le—05 le+ 25 7 0.2384 19.59

TABLA 5.3: Resultados con una malla del 0.05, utilizando diferentes valores de

€ y del pardmetro de penalizacion k.
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5.4. Trabajo futuro

En este trabajo, se resolvio el sistema de ecuaciones lineales algebraicas obtenido
de la discretizacion del problema (3.6)-(3.10), con las herramientas de MATLAB.
En trabajos futuros se puede probar resolver ese sistema de ecuaciones utilizando
algunos métodos iterativos y comparar los resultados con los aqui programados,

tanto numéricamente como en tiempos de ejecucion.

Implementacion del algoritmo en dispositivos programables como son los Field
Programmable Gate Arrays (FPGA), que permiten la paralelizacion de estos algo-
ritmos, ya que debe tomarse en cuenta que la electroencefalografia es un problema
multicanal ya que en cada electrodo colocado se registra la actividad eléctrica tem-

poral (hasta mil mediciones por segundo) producida por una fuente bioeléctrica.

Implementar este método en tres dimensiones, utilizando coordenadas esféricas en

vez de polares.

También se deben considerar geometrias complejas que emulen la geometria de
una cabeza. Aunque sabemos que cada cabeza es diferente, se puede pensar en

geometrias promedio de grupos de personas que tengan caracteristicas similares.

También utilizando el método de diferencias finitas resolver los dos siguientes pro-

blemas de identificacion de fuentes:

1. Fuente sobre la corteza cerebral:

0*w ow; 0*w
2 1 1 1
e +r o + 502 0 en (), (5.2)

26211]2 1 8’[1)2 821112

52 T s, 502 0 en (s, (5.3)
Wy = Wy sobre r = Ry, (5.4)

01% = 02% +g sobre r = Ry, (5.5)

% =0 sobre r = Ry, (5.6)

donde g representa una fuente bioeléctrica localizada en la corteza cerebral

(fuente cortical).
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2. Fuente en el volumen y superficie de la corteza cerebral:

82’(1)1 8w1 8211)1
2 .2
TR T en {h, (57)

282’11]2 I awg (9211}2

52 o, 502 0 en {2y, (5.8)
Wy = Wy sobre r = Ry, (5.9)
81111 8w2
o1 = =02 " +g sobre r = Ry, (5.10)
% =0 sobre 1 = Ry. (5.11)
-

Este ultimo problema, corresponde al caso en que se tienen fuente volumétricas y

corticales.

Finalmente, se podrian explorar otro tipo de métodos para hallar el minimo del
funcional de Tikhonov. En particular, métodos de optimizacion heuristica como

algoritmos genéticos.






Apéndice A

Soluciéon analitica del problema

directo

Consideremos el problema de valores en la frontera

V2u1 = f
V2U/2 =0
U1 = U2
8u1 0u2
01— = 09—
lé?nl 28n1
Ouz _,
5’n2

donde

Q = Q; U, representa la cabeza,

) representa al cerebro,

en
(28}

sobre

sobre

sobre

Qb
927
Sl?

Sh

527

Qy es el resto de las capas que componen la cabeza (liquido intracraneal,

craneo, cuero cabelludo),

01y 09 son las conductividades de €2, y €25 las cuales se suponen constantes

Yy 01 #02,

f es la fuente,

u; = ulg,, i = 1,2 donde u representa el potencial eléctrico en €2,

61
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» V2 representa el operador laplaciano,

S1 representa la superficie de la corteza cerebral,

Sy es la superficie del cuero cabelludo,

0 =0,U8;.

La fuente se propone en la forma
f(r,0) = Z fir¥ cos kO + fir®sin ko
k=1

y la soluciéon esta dada por

uy(r,0) = Z apr” cos kO + byr* sin k6 + Z et cos kO + dpr™ 2 sin k6
k=1 k=1
us(r, 0) = Z air® cos kO + cir" cos k6 + Z bir® sin k6 + dir " sin k0
k=1 k=1
donde .
bl — fk'
P4k +1)
dl — fl?
P4k 4 1)
R L iy
2k(k+ 1)E
2 i RY"PREE
G-l L
2k(k + 1)E
b2 _ O'lR%kJrQ f2
R 2k(k+1)EF
d2 — UlR%kJrzR%k f2
P 2k(k+1)ELE
Rioy D
1 _ 191 Mk 1
W T TRk 1) Byt
ol o1 R} Dy, 2
P 4k(k+1)EF

By = (01 — 09)R¥ + (01 + 09) RS

kE
Dk:2R%+2R§+O_—k
1

(A.6)

(A.7)

(A.8)
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Recordemos que el laplaciano en coordenadas polares esta dado por:
2 10 16 5
o " rar Triam ~ Voor A
Aplicando el laplaciano a la funcion u; dada en (A.7) se halla:
V2uy(r,0) = 2(414; + 4)cprt cos kO + 2(4/’{; + 4)d}r* sin k6.
k=1 k=1
Por la ecuacion (A.1) se halla que
(4k + k)c, = fi (A.10)
(4k + 4)d;, = f? (A.11)
asi
1
1 fi
= — A.12
“T Ak 1) (A.12)
PT c (A.13)
P4k +1)

De la igualdad para las componentes normales dada en (A.3) y (A.4), es decir

8u1

01—
or

aU,Q

= 0'2—
or

I

r=R1 r=Rso

koiRYa) + (k4 2)o1c, RV = kow RV a} — koo R el
koy R0 + (k + 2)o1dp R¥ = koo RE'02 — koo RTF1d3
Reescribiendo y multiplicando por Ry:

koy[RFay, + REY2cl] + 201 ci RV = koo[RYa} — RT*c})

koy[R¥bL + REF2)) + 201d) RV = koo [RYb: — RT*d})
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De la igualdad u; = uy de (A.3) (ui(Ry,0) = us(R1,0))

apRE + i RY™? = @l RY + 2 R;* (A.18)
biRY 4+ d RV = bRY + d2R,” (A.19)

sustituyendo (A.18) y (A.19) en (A.16) y (A.17) :
koy[aiRE + G RT¥) — kow[RYa: — Ry*cl) = —20,c; REH? (A.20)

ko[ RY + diR¥] — koo[RYb; — Ry*d2) = —201d, R (A.21)

Tomando en cuenta (A.12) y (A.13) y reagrupando términos (multiplicando por
RY)

(o1 — 02)R2%a2 + (o) + 09)ch = —wfl (A.22)
20 R2k;+2
(0’1 — O'Q)R%kbi + (0'1 + Ug)dz = —m][’? <A23>
de (A.5) hallamos
¢ = aiR¥* (A.24)
di = b2 RF (A.25)
Sustituyendo (A.24) y (A.25) en (A.22) y (A.23) :
20 R2k+2
(01 — 09) Ri*ai + (o1 + 02) R3'a} = —mﬁi (A.26)
90 R2F+2
(01 = ) RV, + (o0 + o) B} = — s e (A.27)

hallamos

Ek = (O’l — UQ)R%]C —+ (O'l -+ UQ)ng <A28)
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Despejando hallamos que

2k+-2

=———1 __ gl A2
% T Tkt DB (A.29)
20 R2F+?
=1 2 A.30
b 4/<:(/<;+1)Ekf’“ (4.30)
que junto con (A.24) y (A.25)
90 R2K+2 R2k
2 141 2 41
= A.31
%= T T+ 1B (A.31)
201 RY* T R3¥
=1 2 g2 A.32
F 4k(k + 1)E}, Ji (A.32)
de (A.18) y (A.19)
ap, = a; + R — o R? (A.33)
by = b +diR;* — di R} (A.34)
Sustituyendo hallamos
y 200 RY T 200 RYTTP R
ap = T4k fe — fi — Tx
(k+1)E; 4k(k + 1)Ey 4(k+1)
o R 2% ok, KEk|
=12 2 —
Asi,
1 o R 1
=———0D
W T Tk B,
1 o1 ] 2
=————0D
%= T Tk + DB O
donde B
Dy = 2R%* 4 2R%* 4 =&
01

La solucion del problema directo se halla restringiendo (A.8) a la frontera Sy, es

decir, us(r, 0)|,—g, es la solucion del problema directo.






Apéndice B

Solucion analitica del problema

adjunto

El operador adjunto A* de A, se define a través del problema de contorno adjunto

Vi, =0 en €, (B.1)
V2, = 0 en (o, (B.2)
1/171 = 1/172 sobre Sl, (BS)

ow ow
Ula_nll = O'Qa—nf sobre Sl, (B4)
022—7:22 = sobre Sy, (B.5)

a través de la regla de correspondencia:

A () = -2y, (B.6)

02

Donde:

» =0 U, representa la cabeza,
= (); representa al cerebro,

= ()5 es el resto de las capas que componen la cabeza (liquido intracraneal,

craneo, cuero cabelludo),

= 01y 09 son las conductividades de €2, y €25 las cuales se suponen constantes
y 01 # 09,
67
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= f es la fuente,
» u; = ulg,, i = 1,2 donde u representa el potencial eléctrico en 2
» V2 representa el operador laplaciano,
= S| representa la superficie de la corteza cerebral,
= S5 es la superficie del cuero cabelludo,
L] ﬁl == Ql U Sl.
Vamos a suponer que
= le,ﬁ cos k6 + ZQ/J,% sin k6 (B.7)
k=1 k=1
y que
wy(r,0) = Z apr” cos kO + byr® sin k6, (B.8)
k=1
Za ¥ cos k6 + cir " cos k€+Zb rFsin k0 + dir " sin k6. (B.9)
W y we son funciones armoénicas en §2; y €2y respectivamente.
De la igualdad (B.3) se obtiene
apRY = alRY + Ry, (B.10)
b RY = bRY + & Ry". (B.11)
de la igualdad (B.4)
ou
alﬂ (r,0) —alzkal k= lcosk9+alzkbl F=Lgin k6, (B.12)

o0

02% (r,0) = o Z Fapr* ™ = @r ") cos kO + 03 > k(Bir — dir 1) sin ke,

(B.13)
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[gualando en r = Ry se halla (multiplicando por Ry)
o1a; RY = 05(alRY — ¢ RTF), (B.14)
016 RY = oo (biRY — diRTF). (B.15)
Sustituyendo (B.10) y (B.11) en (B.14) y (B.15)
o1lai Ry + G R = oa[ai RY — Ry "], (B.16)
o1[bERY + di R *] = ou[bi RY — 2 R{™). (B.17)
Reordenando términos y multiplicando por R}
(0’1 - O'Q)R%k(lz + (0'1 -+ UQ)C% =0 (B18)
(0'1 — O‘Q)R%kbi + (0'1 + O'Q)di =0 (Blg)
De la ecuacion (B.5) hallamos
ook Ryaj, — iRy "] = Roty, (B.20)
ook|REC: — diRy*] = Ryt (B.21)
Despejando ¢
Rk+1¢1
R*a? — ¢ = ZQk; ko (B.22)
RkJrlwl
ci = RoFal — ;k k, (B.23)
Anélogamente
Rk+1w1
di = R2FbE — fmk k (B.24)
Sustituyendo (B.23) en (B.18)
R+
(01 — 02) R ai + (01 + 02) [R5 af — z—kk] =0, (B.25)
02
+ Rk+1 1
[(o1 — UQ)R%]C + (o1 + 02)R§k]ai = (1 + 02) By wk- (B.26)

O'Qk



Apéndice B. Solucion analitica del problema adjunto 70
Finalmente, se halla que
o (on+on)RET
= B.2
+ 0_2>Rk+1
= Tt B.28
donde
Ey = (01 — 02)RY + (01 + 09) R3*. (B.29)
Haciendo
Ak = (0'1 -+ 02)R§+1, (BBO)
se hallan
A
2 k 1
= 31
a’k‘ O'QkEk k> (B 3 )
Ay,
b = i B.32
Sustituyendo (B.31) y (B.32) en (B.23) y (B.24) se hallan
A R3F
2 kLo 1
=2 B.3
AkRZk
dy = =2} B.34

Sustituyendo (B.31) y (B.33) en (B.10) se obtiene

al — Ao AkngRI%W
P ook Byt ookE, "
AL R%’“]
Ay, R%k + R%k 1
= [ 2k ]wk
O'QkEk Rl
Haciendo
Re— R + RZk
R
se obtiene que AR
ap =

O'Qk?Ek
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Anéalogamente,

AkRk 2
UQkEk ke

1 _
e =

Finalmente, el potencial w, esta dado por:

ARy,

2.~k s
ko
angkwkT sin

—~ AR
wi(r,0) = Z Uzl;fEI; Vi cos kO +

[hir® cos kO + ir* sin k).







Apéndice C

Codigo desarrollado

En este Apéndice se incluye el coédigo que se desarrollé para implementar el algo-
ritmo estable implementado en este trabajo de tesis. El software que se utiliz6 fue
MATLAB R2016.

C.1. Problema directo

function [v, vDelta, A] = problemaDirecto2Regiones(f,R1l, R2, NRI1,
NR2, NT, sigl, sig2)
SAE1(R1, R2, NR1, NR2, NT, sigl, sig2)
close all
°Se genera la matriz A:
tic

A = getMatrix( R1, R2, NR1, NR2, NT, sigl, sig2);

°Se crea el lado derecho del problema directo:
1LdAux = zeros(1l, (NT+1) * (NR1+1) + (NT+1) * (NR2+1));
1dPD = getLdW(f, R1, NR1, NT, 1ldAux);

°Se resuelve el sistema de ecuaciones:
w = A\ldPD';

°Se obtienen graficas:
getGraphPD( w, R1, R2, NR1, NR2, NT);

73
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°Se obtiene la medicién v

[v, vDelta] = getV( w, NR1, NR2, NT);
myTimel = toc;
load('sA.mat")
normaInfinitoPD

norm(ulu2' — w,inf);

errorRelativoPD norm(ulu2' — w,inf)/norm(ulu2',inf);

°Se guardan los resultados en un archivo .txt

fId = fopen('outputProblemaDirecto2Regiones.txt','a');
fprintf(fId, 'Refinamiento \t (NR1,NR2,NT) \t Error Relativo \t
Tiempo de ejecucion \n ');

fprintf(fId,"' %2.3f \t (%, %d, %d) \t %1.4f \t %1.2f \n',

R1/NR1, NR1, NR2, NT, errorRelativoPD, myTimel);
fprintf(fId, ' * * % % % % % % % % % % * % % % * % % % % % % * %
¥ %k k k ok %k %k k k x % % *x *x\n');
fclose(fId);

end

CoODI1GO FUENTE C.1: problemaDirecto2Regiones

function A=getMatrix( R1, R2, NR1, NR2, NT, sigl, sig2)
hrl = R1/NR1;
hr2 = abs(R2—R1)/NR2;
ht = (2xpi)/NT;

C = 1/ht"2;

n = (NT+1) * ((NR1+1l) + (NR2+1));

A = zeros(n,n);

for i=1 : NT+1

A(i,1) = 1;
end
LI = NT+3;
LS = 2*NT+1;
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i=LI;

ri = hrl;

for j=1: NR1-1
= LI-1;

% Wl(teta_0, r_j)

Ai
Bi

(rj/hril)~2;
rj/(2«hrl);

A(i,i) = —2x(Ai+(C);

A(i,i+l) = C;
A(i,i+NT-1) = C;
A(i,i+NT+1) = Ai+Bi;
A(i,i—NT-1) = Ai-Bi;

% Wl(teta_i, r_j)
= LI;
while i <= LS
A(i,i) = —2x(Ai+C);
(i,i+1) = C;
(i,i—1) =
(i,i+NT+1) = Ai+Bi;
(i,i—NT-1) = Ai-Bi;

i = 1i+1;

A
A
A
A

end

% Periodicidad (Frontera derecha de wl en r_j)
= LS+1;

A(i,i) = 1;

A(i,iNT) = —1;

LI = LI+NT+1;

LS LS+NT+1;

r
end

rj+hril;
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% Primer punto de w2 (es decir w2(theta®, R1))
Hwl = —sigl/(2xhrl);
Hw2 = sig2/(2xhr2);

rj = R1;

i = (NT+1)*(NR1+1) — NT;

A(i,i+3xNT+3)
A(i,i+2xNT+2)

Hw2;
—4xHw?2 ;

A(i,i+1%NT+1) = 3x*Hw2;

A(i,i) = —3xHwl;
A(i,i—1«NT—1) = 4xHwl;
A(i,i—2+«NT—2) = —Hwl;

% su periodicidad
i = i+NT;

A(i,i) = 1;
A(i,i—NT) = —1;

Puntos interiores en frontera superior de wl

rji = R1;

for i = (NT+1)*(NR1+1)— NT + 1 : (NT+1)*(NR1+1) —1
A(i,i+3*NT+3) = Hw2;

A(i,i+2%NT+2) = —4xHw2;
A(i,i+1«NT+1) = 3xHw2;
A(i,i) = —3xHwl;
A(i,i—1«NT—1) = 4xHwl;
A(i,i—2«NT—2) = —Hwl;

end

% Puntos de la frontera inferior de w2
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for i= (NR1+1)x(NT+1)+1 :
A(i,i) = 1;
A(i,iNT-1) = —-1;

end

Puntos interiores de w2

LI = NT+3 + (NT+1) * (NR1+1);
LS LI+NT—2;

hr2 + R1;

rj

for j=1 : NR2-1
= LI-1;
% W2 (teta_0, r_j)
Di = (rj/hr2)"°2;
Ei = rj/(2xhr2);

A(i,i1) = —2x(Di+C);

A(i,i+l) =
A(i,i+NT-1) = C;
A(i,i+NT+1) = Di+Ei;
A(i,i-NT-1) = Di-Ei;

% W2(teta_i, r_j)

= LI;
while i <= LS
A(i,i) = —2x(Di+C);

A(i,i+l) = C;
A(i,i-1) = C;
A(i,i+NT+1) = Di+Ei;
A(i,i—NT—1) = Di—Ei;
i = i+1;

end

(NR1+1)

(NT+1)+NT+1

% Periodicidad (Frontera derecha de w2 en

= LS+1;
A(i,i) = 1;

r-j)
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A(i,iNT) = —1;

LI = LI+NT+1;
LS = LS+NT+1;
ri = rj+hr2;

end

% Con w2(thetaO, R2)

expre = (NT+1) * (NR1+1) + (NT+1) * (NR2+1);
rj=R2;

i = expre — NT;

G = —1/(2*hr2);

A(i,1) = —3*G;

A(i,i—NT—1) = 4xG;

A(i,i—2«NT-2) = —G;

% Periodicidad
i = expre;
A(i,i) = 1;
A(i,iNT) = —1;

Puntos interiores en frontera superior de w2
for i=expre — NT + 1 : expre — 1

A(i,i) = —3%G;

A(1i,iNT—1) = 4xG;

A(i,i—2«NT—-2) = —G;
end

end

CODIGO FUENTE C.2: getMatrix

function 1d = getLdW( f, R1, NR1, NT, 1d)
hrl = R1/NR1;
ht = (2xpi)/NT;

dPuntos interiores de wl
LI = NT + 3;
LS LI+NT—2;
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rj = hri;

for j=1 : NR1-1
i = LI-1;
% Wl(teta_0, r_j)
teta = 0;
1d(i)=f(rj,teta)*rj”2;

% Wl(teta_i, r_j)

i=LI;

while i <= LS
teta = teta+ht;
ld(i) = f(rj, teta)*xrj”2;
i = i+1;

end

% Periodicidad (Frontera derecha de wl en
i = LS+1;

1d(1i)=0;

LT = LI+NT+1;

LS LS+NT+1;

rj rj + hril;
end

end

r-j)

Cobico FUENTE C.3: getLdW

function getGraphPD( w, R1, R2, NR1l, NR2, NT)
hrl = R1/NR1;
hr2 = abs(R2—R1)/NR2;
ht = (2xpi)/NT;

for i=1 : (NT+1)=*(NR1+1)
ulAux(i) = w(i);

end

k=1;
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for i=(NT+1)*x(NR1+1)+1 : (NT+1)=*(NR1+1) + (NT+1)=*(NR2+1)
u2Aux(k) = w(i);
k=k+1;

end

k=1;
for i=1 : NR1+1
for j=1 : NT+1
ulA(i,j)= ulAux(k);
k=k+1;
end

end

k=1;
for i=1 : NR2+1
for j=1 : NT+1
U2A(i,j)= u2Aux(k);

k=k+1;
end
end
X = 0: ht: 2xpi;
y = 0: hrl :R1;

yy = R1: hr2 :R2;

SSURF—INICIO%

[myX,myY]=meshgrid(x,y);

[myX1,myYl]=meshgrid(x,yy);

figure(1l)

surf(myX,myY, ulA)

hold on

surf(myXl,myYl, u2A)

xlim([0 2xpil])

xlabel('\theta'), ylabel('\it r'), zlabel('{\it w}', 'Rotation',
0)

title('Problema directo (numerico) en \it w')
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hold off

figure(2)

surf(myX,myY, ulA)

xlim([0 2xpil)

xlabel('\theta'), ylabel('\it r'),

title('Problema directo (numerico)

figure(3)

surf(myXl,myYl, u2A)

x1im([0 2xpi])

xlabel('\theta'), ylabel('\it r'"),
title('Problema directo (numerico)
SSURF—FIN %

end

zlabel('\it w', 'Rotation', 0)
en \it w_1")

zlabel('\it w', 'Rotation', 0)
en \it w_2")

CODIGO FUENTE C.4: getGraphPD

function [ v, vDelta ] = getV( w, NR1,
ht = (2xpi)/NT;

Frontera superior de w2
fSw2 = (NT+1)*x (NR1+NR2+2)—NT;

construye vDelta
myDelta = 0.1;
w(fSw2:end);

VvV =
save('v.mat', 'v');
oDelta =
vDelta=v+oDelta';
save('vDelta.mat', 'vDelta');
t=0:ht:2xpi;

figure(4)

plot(t,v)

xlim([0 2xpi])

NR2, NT)

(1—2+rand (1, length(v)))x*myDeltax*max(abs(v));
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xlabel('\theta')

ylabel('\it EEG', 'Rotation', 0)

title('Problema directo (numerico): solucion o fuente recuperada
\it v')

end

CoODIGO FUENTE C.5: getV

C.2. Problema adjunto

function problemaAdjunto2Regiones(f,R1, R2, NR1l, NR2, NT, sigl, sig2
)
°Se obtiene la medicién v y la matriz A
[v, ~, A] = problemaDirecto2Regiones(f,R1, R2, NR1l, NR2, NT,
sigl, sig2?);

°%Se inicializa en ceros el lado derecho del sistema de
ecuaciones

1dAux = zeros(1l, (NT+1) x (NR1+1) + (NT+1l) *x (NR2+1));

sApA(R1, R2, NR1, NR2, NT, sigl, sig2);

close all

tic

°Se genera el lado derecho del problema adjunto:
1dPA = getLdWA( v, NR1, NR2, NT, sig2, 1ldAux);

°Se resuelve el sistema de ecuaciones
wA = A\ldPA';

°Se obtienen graficas
getGraphPA( wA, R1, R2, NR1, NR2, NT, sigl, sig2);

myTime2 = toc;

°Se guardan los resultados en un archivo .txt

fId = fopen('outputProblemaAdjunto2Regiones.txt','a');
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fprintf(fId, 'Refinamiento \t (NR1,NR2,NT) \t Error Relativo \t
Tiempo de ejecucion \n ');

load('ulAdjunto.mat');

load('ulAT.mat');

normaInfinitoPA norm(ulAdjunto—ulAT,inf);

errorRelativoPA

norm(ulAdjunto—ulAT,inf)/norm(ulAdjunto, inf)

fprintf(fId,"' %2.3f \t (%, %d, %d) \t %1.4f \t %1.2f \n',
R1/NR1, NR1l, NR2, NT, errorRelativoPA, myTime2);

fprintf(fId, 's * * % % % % % % * % % % * % % * % % % * % % * %

% k k % k >k k % k *x *x x x x\n');

fclose(fId);

end

’

*

CODIGO FUENTE C.6: problemaAdjunto2Regiones

function ld = getLdWA(medicionPsi, NR1, NR2, NT, sigma2, 1d)
% Con w2(theta®, R2)
expre = (NT+1) * (NR1+1) + (NT+1) * (NR2+1);
j=1;
for i=expre — NT : expre —1
1d(i)=medicionPsi(j)/sigma2;
j=j+1;
end

end

CODIGO FUENTE C.7: getLAWA

function getGraphPA(wA, R1, R2, NR1, NR2, NT, sigmal, sigma2)

hrl = R1/NR1;
hr2 = abs(R2—R1)/NR2;
ht = (2xpi)/NT;

for i=1 : (NT+1)=*(NR1+1)
ulAux(i) = wA(1i);

end

k=1;
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end

for i=(NT+1)*x(NR1+1)+1 : (NT+1)=*(NR1+1) + (NT+1)=*(NR2+1)
u2Aux(k) = wA(1);
k=k+1;

end

k=1;
for i=1 : NR1+1
for j=1 : NT+1
ulA(i,j)= ulAux(k);
k=k+1;
end

end

k=1;
for i=1 : NR2+1
for j=1 : NT+1
U2A(i,j)= u2Aux(k);

k=k+1;
end
end
X = 0: ht: 2xpi;
y = 0: hrl :R1;

yy = R1: hr2 :R2;

MESH-INICIO%

figure(110)

surf(x,y, ulA x (sigmal/sigma2) )

ulAT = ulA' * (sigmal/sigma2);

save('ulAT.mat', 'ulAT');

x1im([0 2xpi])

xlabel('\theta'), ylabel('\it r'), zlabel('\it w', 'Rotation', 0)

title('Solucion numerica del problema adjunto')

CODIGO FUENTE C.8: getGraphPA
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C.3. Problema inverso

function phi = problemalnverso2R(f,R1, R2, NR1, NR2, NT, sigl, sig2)
[V, VDelta, A] = problemaDirecto2Regiones(f,R1, R2, NR1, NR2, NT
, sigl, sig2);
1LdAux = zeros(1l, (NT+1) * (NR1+1) + (NT+1) * (NR2+1));
close all

tic

maxIter 15;

epsilon = power(10,—3);

alfa = power(10,—4);
k = 1/alfa;
phi = ldAux;
[wPD, v] = problemaDirecto2R( phi , R1l, NR1, NR2, NT, A, ldAux);
wlPA = ...
problemaAdjunto2R( kx(v—VDelta), NR1, NR2, NT, sigl, sig2, A,
1dAux) ;

g0 = phi(1:(NT+1)*(NR1+1)) + wlPA';

g = go;
do = —go;
d = do;

iteracion = 1;

bandera = true;

while bandera == true
iteracion
[~, vl = problemaDirecto2R( d , R1, NR1, NR2, NT, A, LldAux);
wlPA = problemaAdjunto2R( kxv, NR1, NR2, NT, sigl, sig2, A,
1dAux) ;

gBarra = d + wlPA';
alpha = —(prodInt(g,d,NR1,NT)/prodInt(gBarra,d,NR1,NT));
phiSiguiente = phi(1:(NT+1)*(NR1+1)) + alpha * d;




Apéndice C. Cdodigo desarrollado 86

gSiguiente = g + alpha * gBarra;

if prodInt(gSiguiente, gSiguiente, NR1, NT)/...
max(1l,prodInt(gd, go, NR1, NT)) <= epsilon || iteracion ==
maxIter
phi = phiSiguiente;
bandera = false;

encontroPhi = 1

[wPD, vPI] = problemaDirecto2R( phi , R1, NR1, NR2, NT,
A, ldAux);

getFigure( phi, R1, R2, NR1, NR2, NT, iteracion)

getGraphPD_PI( wPD, R1, R2, NR1, NR2, NT, iteracion);

pause(3)

else

getFigure( phi, R1, R2, NR1, NR2, NT, iteracion)

[wPD,~] = problemaDirecto2R( phi , R1, NR1, NR2, NT, A,
1dAux) ;

beta = prodInt(gSiguiente, gSiguiente, NR1, NT)/prodInt(
g, 9, NR1, NT);

dSiguiente = —gSiguiente + beta * d;
d = dSiguiente;
g = gSiguiente;

phi = phiSiguiente;

getGraphPD_PI( wPD, R1, R2, NR1, NR2, NT, iteracion);
pause(3)

iteracion = iteracion+1;
end
end
getGraphV(V, VDelta, vPI, NT);
load (' fuenteExactaV.mat')
°Se grafica la fuente exacta
getGraphSource( fuenteExactaV, R1l, R2, NR1l, NR2, NT, 7)
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°Se grafica la fuente recuperada
getGraphSource( phi, R1, R2, NR1, NR2, NT, 8)
norm(fuenteExactaV—phi,inf);

normalInfinitoPI/norm(fuenteExactaV, inf)

normaInfinitoPI

errorRelativoPI

myTime3 = toc;

fId = fopen('outputProblemalnveresoTest_20_4_126.txt','a');
fprintf(fId, 'Refinamiento \t (NR1,NR2,NT) \t epsilon \t k \t
iteracion \t Error Relativo \t Tiempo de ejecucion \n');
fprintf (fId,"' %2.3f \t (%d, %d, %d) \t %2.0e \t %2.0e \t °d \t
%1.4f \t %1.2f \n',

R1/NR1, NR1l, NR2, NT, epsilon, k, iteracion, errorRelativoPI
, myTime3);
fclose(fId);

end

CoODpICO FUENTE C.9: problemalnverso2R

function [w, v] = problemaDirecto2R(f, R1, NR1l, NR2, NT, m, 1d)
1d = getLdPD_PI( f, R1, NR1l, NT, ld);
w = m\ld"';

Frontera superior de w2
fsw2 = (NT+1)*(NR1+1)+(NT+1)*(NR2+1) — NT;
v = w(fsw2:end);

end

CoDpIGO FUENTE C.10: problemaDirecto2R

function wl = problemaAdjunto2R( psi, NR1, NR2, NT, sigmal, sigmaZ2,
m, LUdAux)
1d = getLdWA( psi, NR1, NR2, NT, sigma2, ldAux);
w = m\ld"';
wl = (sigmal/sigma2) * w(1l : (NT+1)*(NR1+1));

end

CODIGO FUENTE C.11: problemaAdjunto2R

function resultado = prodInt(p,q,NR1, NT)
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resultado = productoInternoZ(p, q, 0,2xpi,0, 1, NR1, NT);

end

CODICO FUENTE C.12: prodInt

function integraRadio = productoInternoZ(fAux, gAux, a,b,c,d, NR1,

NT)

i=1;

for i = 1 : NT+1 :(NT+1)=*(NR1+1)
integraTeta(j)=integraTx(fAux(i:i+NT),gAux(i:1i+NT),a,b,NT);
gAuxx(j)=1;
j=3+1;

end

integraRadio = integraRy(integraTeta, gAuxx, c,d, NR1);

end

CoODpIGO FUENTE C.13: productolnternoZ

function xi = integraTx(f,g,a,b, NT)

h = (b—a)/NT;

xi® = f(1)*g(1l) + f(NT+1)xg(NT+1);
xil = 0;

xi2 = 0;

for i =2 : NT
if mod(i,2) ~= 0
xi2 + f(i)*g(i);

Xi2

else

xil = xil + f(i)x*g(i);
end
end
Xi = hx(xi0 + 2 * xi2 + 4 * xil)/3;

end

Cobpico FUENTE C.14: integraTx

function xi = integraRy(f,g,c,d,NR1)
h = (d—)/NR1;
f(1)*g(1) + f(NRL+1)*g(NR1+1);

xil = 0;

X1i0
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end

xi2 = 0;
for i = 2 : NR1
if mod(i,2) ~= 0

Xi2

xi2 + f(i)*g(i);

else

xil xil + f(i)*g(i);
end
end

Xi = hx(xi® + 2 *x xi2 + 4 x xil)/3;

CODIGO FUENTE C.15:

function getFigure(wA, R1, R2, NR1, NR2, NT, n)

hrl = R1/NR1;
hr2 = abs(R2—R1)/NR2;
ht = (2+pi)/NT;

k=1;
for i=1 : NR1+1
for j=1 : NT+1
ulA(i,j)= wA(k);
k=k+1;
end

end

0: ht: 2xpi;
0: hrl :R1;

X
Il

<
1l

figure(10000)
myFi=surf(x,y, ulA);
xlim([0 2xpil])

xlabel('\theta'), ylabel('\it r'), zlabel('{\it f}', 'Rotation',

0)

myTitleFigPhi = sprintf('pI MGC fuente en la iteracion °d', n);

saveas (myFi,myTitleFigPhi, 'fig"');
saveas (myFi,myTitleFigPhi, 'jpeg');
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title(myTitleFigPhi)

end

CODIGO FUENTE C.16: getFigure

function getGraphPD_PI( w, R1, R2, NR1l, NR2, NT, iter)
hrl = R1/NR1;
hr2 = abs(R2—R1)/NR2;
ht = (2xpi)/NT;

for i=1 : (NT+1)x(NR1l+1)
ulAux(i) = w(i);

end

k=1;

for i=(NT+1)*(NR1+1)+1 : (NT+1)*x(NR1+1) + (NT+1)=*(NR2+1)
u2Aux (k) = w(i);
k=k+1;

end

k=1;
for i=1 : NR1+1
for j=1 : NT+1
ulA(i,j)= ulAux(k);
k=k+1;
end

end

for i=1 : NR2+1
for j=1 : NT+1
U2A(i,j)= u2Aux(k);
k=k+1;
end

end

X = 0: ht: 2xpi;
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y = 0: hrl :R1;
yy = R1l: hr2 :R2;

*SURF—INICIO %

[myX,myY]=meshgrid(x,y);

[myX1,myYl]=meshgrid(x,yy);

figure(5)

surf(myX,myY, ulA)

hold on

myFi=surf (myX1l,myY1l, u2A);

x1im([0 2xpi])

xlabel('\theta'), ylabel('\it r'), zlabel('{\it w}', 'Rotation'’
0)

myTitleFigPhi = sprintf('pI MGC potencial en la iteracion o',
iter);

saveas (myFi,myTitleFigPhi, 'fig');
saveas(myFi,myTitleFigPhi, 'jpeg');

title(myTitleFigPhi)
hold off

end

’

CODIGO FUENTE C.17: getGraphPDPI

function getGraphV(v, vD, vPI, NT)
ht = (2xpi)/NT;
t =0 : ht: 2xpi;
figure(6)
plot(t,v, 'LineWidth',1.5)
xlim([0 2xpil])
xlabel('\theta")
ylabel('\it EEG', 'Rotation', 0)
title('Mediciones"')
hold on

plot(t, vD, 'LineWidth',1.5)
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end

myFi=plot(t, vPI,'g—"', 'LineWidth',1.5)
legend('medicion', 'medicion con ruido', 'medicion recuperada')
hold off

myTitleFigPhi = sprintf('pI Mediciones');
saveas (myFi,myTitleFigPhi, 'fig');
saveas(myFi,myTitleFigPhi, 'jpeg');

CODIGO FUENTE C.18: getGraphV

function getGraphSource( wA, R1, R2, NR1, NR2, NT, n)

hrl = R1/NR1;
hr2 = abs(R2—R1)/NR2;
ht = (2xpi)/NT;

for i=1 : (NT+1)=*(NR1+1)
UlAux(i) = wA(i);

end

k=1;
for i=1 : NR1+1
for j=1 : NT+1
ulA(i,j)= ulAux(k);
k=k+1;
end

end

X = 0: ht: 2xpi;
y = 0: hrl :R1;

figure(n)

myFi=surf(x,y, ulA);

x1im ([0 2xpi])

xlabel('\theta'), ylabel('\it r'), zlabel('{\it f}', 'Rotation’,
0)

if n==7
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end

title('pI Fuente exacta')

myTitleFigPhi = sprintf('pI Fuente exacta');
saveas(myFi,myTitleFigPhi, 'fig');

saveas (myFi,myTitleFigPhi, 'jpeg');

else

end

title('pI Fuente recuperada')

myTitleFigPhi = sprintf('pI Fuente recuperada');
saveas(myFi,myTitleFigPhi, 'fig');

saveas (myFi,myTitleFigPhi, 'jpeg');

CODIGO FUENTE C.19: getGraphSource
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