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Introduccion

Los métodos de sumacién o integracién impropia son, y por mucho
tiempo han sido, una necesidad de los matematicos. Existen diversos
problemas que han motivado su estudio y desarrollo; por ejemplo, en
el estudio de las series trigonométricas durante la segunda mitad siglo
XIX, surgié la necesidad de considerar métodos de integracion impropia
para funciones no acotadas, debido a que las teorias de integracién de ese
momento estaban formuladas para funciones acotadas principalmente.

Otro problema que motivé el desarrollo de métodos de integracion
impropia, tiene que ver con el Teorema Fundamental del Céalculo. Se sabe
que aun con la riqueza de la Teoria de Integracién de Lebesgue, no se llega
a una version satisfactoria del Teorema Fundamental del Calculo para
funciones reales definidas en intervalos acotados: hay funciones derivables
en todo punto de su dominio cuya derivada no es Lebesgue integrable. Sin
embargo, con cualquiera de los métodos de integracion desarrollados por
Denjoy en 1912, Perron en 1914, y por Henstock y Kurzweil alrededor de
1960, toda funcién derivable se puede recuperar a partir de su derivada
[3]. Estos métodos son considerados métodos de integraciéon impropia, y
aunque después se precisara el porqué de esto, la idea intuitiva recae en
que son una extension de la integral de Lebesgue usual en R.

Los ejemplos mencionados son problemas particulares que en su mo-
mento motivaron el estudio y desarrollo de integrales impropias de fun-
ciones reales definidas en subconjuntos de los espacios euclidianos. Dicho
esto, la motivacién basica en este trabajo es la construccion de una teoria
de integracién impropia aplicable a funciones reales definidas en espa-
cios topoldgicos en general. Para esto, un camino a seguir podria ser
partir de los métodos de integraciéon impropia que generalizan la inte-
gral de Lebesgue mencionados anteriormente, los cuales parecieran ser
suficientemente eficaces. Sin embargo, estos métodos se apoyan funda-
mentalmente en propiedades especificas de los espacios euclidianos, por
lo que resulta dificil su extension al caso de espacios mas generales. En-
tonces, parece mas viable retomar las ideas basicas planteadas en el siglo
XIX y generalizarlas.

Jiménez introduce en [6] una definicién de integral impropia en espa-



cios métricos compactos de medida topoldgica finita, con la cual se ob-
tienen algunas de las propiedades basicas de la integracién. El objetivo
principal de este trabajo es extender esas ideas de integraciéon impropia
al caso de medidas o—finitas en espacios métricos localmente compactos.

Este trabajo se divide en tres capitulos. En el primero, se exponen
algunas ideas bésicas de integracién impropia desarrolladas en el siglo
XIX, y después se mencionan los aspectos fundamentales de los métodos
de integracién desarrollados por Denjoy, Perron, Henstock y Kurzweil. El
contenido de este capitulo es principalmente una recopilacién bibliografi-
ca de las referencias [1], [3], [4], [5] ¥ [9]-

En el segundo capitulo, se tratan algunas ideas generales de la in-
tegracion impropia, se definen algunos conceptos basicos de Teoria de
la Medida y se expone de forma detallada el método impropio de inte-
gracién desarrollado por Jiménez en [6]. Por tltimo, el tercer capitulo,
que es una aportacion original, consiste en la extension del trabajo de
Jiménez para el caso de medidas o—finitas.



Capitulo 1

Antecedentes

En este primer capitulo se tratan algunas ideas relacionadas con la
evolucién de la teoria de integracion, principalmente aquellas relacio-
nadas con la integracién impropia. Estas ideas siguen evolucionando y
generalizandose en distintos sentidos, pero inicialmente se desarrollaron
para funciones reales definidas sobre un intervalo. Dicho esto, aunque el
objetivo de este trabajo es contar con una teoria de integracién impropia
que pueda ser aplicable en espacios més abstractos, la exposicién de los
antecedentes se concentra en las ideas bésicas de integracién de funciones
reales sobre intervalos reales acotados.

Intuitivamente, la integral de una funcién es impropia si con el mis-
mo método empleado la funcién no es absolutamente integrable. Aunque
mds adelante en este trabajo (en el capitulo siguiente) se precisa una de-
finicién general de método de integracion impropia que parte de la Teoria
de la Medida clasica, se presentan a continuacién algunas integrales im-
propias relativas a otros métodos de integracién previos al desarrollo de
la integral de Lebesgue. Posteriormente se presentan los métodos de inte-
gracién de Denjoy, Perron y de Henstock-Kurzweil, los cuales se pueden
considerar como métodos de integraciéon impropia relativos a la integral
de Lebesgue. La definicién de la integral de Henstock-Kurzweil no parte
de la integral de Lebesgue, pero con la teoria desarrollada se llega a que
es una extension de ésta.

1.1. De Cauchy a Lebesgue

En 1823, Cauchy define rigurosamente la integral para funciones
reales y continuas sobre un intervalo acotado. En su trabajo, incluye
el caso en que el conjunto de puntos donde una funcién no esté acotada
es finito.
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Nota 1.1.1 Una funcién f : [a,b] — R no es acotada en el punto
¢ € [a,b] si, para todo nimero real M y para toda vecindad U de ¢,
existe € U tal que |f(x)| > M.

Sea f : [a,b] — R. Cauchy introduce la definicién siguiente de inte-
gral para analizar la posible existencia de dos puntos de no acotacion:

Definicién 1.1.2 Supéngase que f pudiera no estar acotada en los pun-
tosaoc € (a,b), 0 en ambos, y supéngase que para todo intervalo cerrado
contenido en el complemento del conjunto de puntos de no acotacién, la
funcién f es continua. Entonces, se define la integral impropia de f sobre
[a, b] como

b c—&s b
/ f(z)dx = lim f(z)dz + lim f(z)dx, (1.1.1)

en caso de que los limites existan.

Esta definicién se extiende de manera natural al caso en que la funcién
f no sea acotada en un ntmero finito de puntos.

Cauchy hace la observacién siguiente: si f : [a,b] — R es una funcién
continua en todo intervalo cerrado que no contenga al punto ¢ € [a,b], y
¢ es el inico punto de [a, b] donde f no es acotada, entonces, suponiendo
que la integral impropia no existe en el sentido de la definicién anterior,
es posible que exista el limite siguiente:

c—e b
lim / f(z)dx + f(z)dz| . (1.1.2)
e—0 a e

b
En tal caso, este limite se llama valor principal de la integral [ f(z)dx.

En 1867, motivado por el estudio de las series trigonométlgicas, Rie-
mann introduce una definicién de integral que generaliza la definicién de
Cauchy para el caso de funciones acotadas, y ademas encuentra condicio-
nes necesarias y suficientes para la existencia de la integral de funciones
acotadas definidas sobre intervalos acotados. Mientras que Cauchy se
restringe a funciones continuas, o a lo mas discontinuas en un nimero
finito de puntos, Riemann considera funciones con un nimero infinito de
discontinuidades, de hecho, presenta un ejemplo de una funcién integra-
ble cuyo conjunto de discontinuidades es infinito y denso en el intervalo
[0, 1].

En la segunda mitad del siglo XIX, surgi6 la necesidad de considerar
funciones no acotadas en la teoria de las series trigonométricas. Para
esto, Dirichlet y Harnack presentan una definicién de integral impropia
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que generaliza la integral impropia de Cauchy. En sus respectivos tra-
bajos, consideran el conjunto de puntos donde la funcién en cuestién
no es acotada, denotado E°° y estableciendo ciertas hipétesis para este
conjunto (que puede ser infinito), definen la integral.

Dirichlet considera funciones donde el conjunto de puntos de acu-
mulacién de E*°, denotado (E*°)’, es finito. Si f : [a,b] — R es una
funcién continua en cada intervalo cerrado contenido en [a,b] \ E*, y
(E>) = {x;}I,, entonces en cada intervalo de la forma [x;_1+¢€;, £; —J;]
hay un numero finito de puntos de E°°, y por lo tanto se puede definir
la integral impropia de Cauchy en los intervalos [z;_1 + €;, x; — d;] como

T;—0;
/ f(z)dz. (1.1.3)

i—1F€;

De esta forma, se define la integral de f en [a,b] mediante el limite
siguiente:
b n Il—éz
/ fla)de = lim f(x)da. (1.1.4)
a g::g i=1 Y Ti—1t€;
Asi, la integral de Dirichlet de una funcién depende de la existencia de
estos limites.

Nota 1.1.3 Cabe destacar que estas ideas de Dirichlet son conocidas
gracias a Lipschitz, quien atendia las lecciones de Dirichlet.

En 1884 Holder generalizé la integral impropia de Dirichlet consi-
derando la integral de Riemann en lugar de la de Cauchy; es decir, en
lugar de considerar funciones continuas en intervalos cerrados contenidos
en [a,b] \ E*, toma en cuenta funciones Riemann integrables en estos
intervalos cerrados.

Posterior a la definicién de Dirichlet, Hankel, Do Bois-Reymond y
Harnack encontraron la relacién que existe entre una funcién Riemann
integrable y su grado de discontinuidad. Para esto, comenzaron a utilizar
el concepto de contenido cero, definido a continuacion:

Definicién 1.1.4 Un subconjunto E de un intervalo real es de contenido
cero, si para cada € > 0 existe un sistema finito de intervalos abiertos
{A;}™_, de longitud total menor a e que cubre el conjunto E.

Hankel, sin dar prueba alguna, formulé el criterio siguiente: una fun-
cién acotada es Riemann integrable si y sélo si, el conjunto de puntos
de discontinuidad de la funcién es de contenido cero. En 1882, Do Bois-
Reymond probé dicha caracterizaciéon. Luego, con el objetivo de seguir
generalizando la integral impropia de Cauchy, en 1883 Harnack define la
integral de funciones cuyo conjunto £ es de contenido cero:
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Definicién 1.1.5 Sea f : [a,b] — R con E* de contenido cero y f
integrable en el sentido de Riemann en cada intervalo cerrado que no
contenga puntos de E*°. Sea {A;}? ; una coleccién finita de intervalos
cuya unién contenga a E*° y tal que cada intervalo A; contenga al menos
un punto de E°°, y definase la funcién f; como

filz) = { g,(x)’ iig:j ﬁi (1.1.5)

(la funcién f; es integrable en el sentido de Riemann en [a, b]). Entonces,
b b

T) = lim z)dx, 1.1.6

[ =, [ h@ (11.6)

si el limite existe, donde m(A;) denota la longitud del intervalo A;. En
tal caso, se dice que f es integrable en el sentido de Harnack.

La definicién anterior se puede escribir de la manera siguiente:

Definicion 1.1.6 La funcién f es integrable en el sentido de Harnack,
si existe a € R tal que para todo € > 0 existe § > 0 de modo que, para
toda coleccién finita de intervalos {A;}?; cuya unién contenga a E°
(de forma que cada intervalo A, contenga al menos un punto de E*) y
tal que >, m(A;) < 4, se cumple

<. (1.1.7)

[ e

El concepto de contenido cero, fue dando lugar a la nociéon de medida
con los trabajos de Cantor (1883), Stolz (1884), Harnack (1885), Peano
(1887), Jordan (1892), y no fue hasta 1901 cuando Lebesgue, basidndose
en el trabajo de Borel (1898), definié un concepto satisfactorio de me-
dida. Ademas, el mismo Lebesgue construyé una teoria de integracién
absoluta, que continia siendo satisfactoria en un sentido muy amplio.

La evolucién de las ideas de integracién continué con los trabajos del
mismo Lebesgue, Young, Vitali, Stieltjes, F. Riesz, y de manera ya con-
juntista por Caratheodory. Sin embargo, para los fines de este trabajo,
es suficiente considerar lo expuesto en esta seccién. En [9] se encuentra
un estudio detallado del desarrollo de la teoria de integracion.

1.2. El problema de la antiderivada

Aun con la riqueza de la teoria de integracién de Lebesgue, no es
posible llegar a una formulacién del Teorema Fundamental del Célculo
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totalmente satisfactoria, en el sentido siguiente: existen funciones deri-
vables en todo punto de su dominio, cuya derivada no es Lebesgue inte-
grable. El ejemplo clésico es la funcién f definida por f(r) = x?sin 1—12
en (0,1] y f(0) =0, que tiene derivada en todo punto, y sin embargo f’
no es Lebesgue integrable.

Con la teoria de Lebesgue, se llega a la formulacién siguiente del
Teorema Fundamental del Célculo para funciones reales sobre intervalos

acotados: Si F' : [a,b] — R es derivable en [a, b] y tiene derivada acotada,
b

entonces F' € L'(u) y / F'dy = F(b) — F(a), donde u es la medida de
Lebesgue. También, se pclblede debilitar la hipotesis de derivabilidad de F'
en todo [a, b] y llegar al resultado siguiente:

Teorema 1.2.1 Sea F : [a,b] — R continua. Si F' existe en [a,b],
salvo a lo mds en un conjunto numerable de puntos, y si F' € L' (u),

b
entonces / Fldu = F(b) — F(a).

Una versién més satisfactoria del Teorema Fundamental del Céalculo
serfa el enunciado siguiente, donde se omite la hipétesis F’ € L ().

Enunciado 1.2.2 Sea F : [a,b] — R continua. Si F' existe en [a,b],

salvo a lo mds en un conjunto numerable de puntos, entonces F' es
b

integrable (en el sentido de cierto método de integracion) y / F =
F(b) — F(a).

a

Debido a que hay funciones derivables cuya derivada no es Lebesgue
integrable, un método de integraciéon que satisfaga el Enunciado 1.2.2
deberfa ser una extensién de la integral de Lebesgue, o bien, un método
de integracién impropia relativo a la integral de Lebesgue. En este caso,
como la Teoria de Integracién de Lebesgue es para funciones absoluta-
mente integrables, la esencia de la nocion de integral impropia se basa
de alguna manera en la cancelacion de dreas.

Motivado por esta limitante de la integral de Lebesgue, Denjoy en
1912 definié un método de integracién impropia que extiende la integral
de Lebesgue y que satisface el Enunciado 1.2.2. Es decir, con el método
de Denjoy, se cumple que para toda toda funcién derivable, su derivada
es integrable y se recupera la funcién a partir de su derivada. Dos anos
después, Perron define otro método impropio de integracién, con el cual
también se formula y demuestra el Enunciado 1.2.2. Posteriormente se
demostré que este método resulta ser equivalente al de Denjoy.

Después, con los trabajos de Henstock y Kurzweil alrededor de 1960,
se desarrollé lo que hoy en dia se conoce como integral medidora (o
integral de Henstock-Kurzweil), que es un método de integracién cuya
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definicién es mas “simple” que la de Denjoy, y que ademaés conduce a
resultados equivalentes a las integrales de Denjoy y Perron. Es decir,
extiende a la integral de Lebesgue y satisface el Enunciado 1.2.2.

Considerando las integrales de Denjoy, Perron y de Henstock-Kurzweil,
el Enunciado 1.2.2 se convierte en teorema:

Teorema 1.2.3 Sea F : [a,b] — R continua. Si F' existe en [a,b],
salvo a lo mds en un conjunto numerable de puntos, entonces F' es inte-
grable (en el sentido de la integrales de Dengjoy, de Perron y de Henstock-

b
Kurzweil) y / F'=F(b) — F(a).

a

A continuacion se muestran las ideas de estas definiciones junto con
sus caracteristicas principales; aunque es necesario senalar que duran-
te este periodo del siglo XX se desarrollaron muchos otros métodos de
integracién, que no se podrian cubrir sin un ntimero excesivo de paginas.

1.2.1. Integral de Denjoy

Denjoy introduce el concepto de funcién totalizable, y partiendo de
ese concepto generaliza la nocién de integral y demuestra que la derivada
de una funcién es totalizable. La definicién de Denjoy es constructiva en
cierto sentido, pero en el proceso de totalizacion se utiliza induccion
transfinita para obtener el total, o bien la integral, de una funcién. En
[4], [5] ¥ [9] se encuentra un estudio detallado del método de Denjoy.

En 1914, precisamente para simplificar la compleja definicién de Den-
joy, Lusin presenta una definiciéon descriptiva de ésta, basada en la ca-
racterizacién siguiente de la integral de Lebesgue [3]:

Teorema 1.2.4 Una funcion medible f : [a,b] — R es Lebesgue inte-
grable en [a,b] siy sdlo si, existe una funcion F : [a,b] — R absoluta-
mente continua tal que F' = f casi dondequiera en [a, b].

Antes de enunciar la definicién de Lusin, es necesario introducir los
conceptos siguientes:

Definicién 1.2.5 Sea f : [a,b] — R. La funcién f es absolutamen-
te continua en sentido restringido sobre un conjunto E C [a,b], si pa-
ra todo € > 0 existe § > 0 de manera que para toda coleccion finita
{[ei,d;] : 1 < i < n} de intervalos no traslapados con extremos en E,
tales que >, (d; —¢;) < 4, se cumple que Y i, w(F,[¢;,d;]) < €, donde
w(F,[c;i,d;]) es la oscilacién de F' en el intervalo [¢;, d;] definida por

w(F, [ei,di]) = sup {|F(y) = F(z)] : e <@ <y < di}.
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Definicién 1.2.6 Sea f : [a,b] — R. La funcién f es absolutamente
continua generalizada en sentido restringido sobre [a,b], si [a, b] se puede
representar como una uniéon numerable de conjuntos de manera que, en
cada uno de ellos, f sea absolutamente continua en sentido restringido.

La definicién de Lusin de integral de Denjoy, es la siguiente:

Definicién 1.2.7 Una funcién f : [a,b] — R es Denjoy integrable
en [a,b], si existe una funcién F : [a,b] — R absolutamente continua

generalizada en sentido restringido tal que F/ = f casi dondequiera en
[a, b].

Supdngase que la funcién F es continua y que F’ existe salvo a lo més
en un conjunto numerable. Si F’ no es Lebesgue integrable, en virtud del
Teorema 1.2.1 se tiene que F no es absolutamente continua. Sin embargo,
si ' es continua y I existe salvo a lo mas en un conjunto numerable de
puntos, se demuestra que F' es absolutamente continua generalizada en
sentido restringido. De esta forma, la definicién de integral que introduce
Lusin satisface el Teorema 1.2.3. En [3] se encuetra un estudio detallado
de esta definicién descriptiva de la integral de Denjoy.

1.2.2. Integral de Perron

La definicién de Perron se basa en extender una caracterizacién de la
integral de Lebesgue; antes de enunciarla, se introducen a continuacién
algunas definiciones.

Definicién 1.2.8 La derivada superior de una funcién F : [a,b] — R
se define como

— F(y) - F

DF(x):limsup{M:0<|y—x|<§}. (1.2.1)
50+ y—x

Similarmente, se define la derivada inferior D f(z) tomando el limite

inferior.

Definicién 1.2.9 Sea f : [a,b] — R. Una funcién U : [a,b] — R es
una funcién mayor de f en [a,b], si para todo = € [a,b] se cumple que
DU (z) > f(x); y, una funcién V : [a,b] — R es una funcién menor de
f en [a,b], si para todo = € [a,b] se cumple que DV (x) < f(z).

Con la Teoria de Lebesgue se llega a la caracterizacién siguiente de
la integral [3]:

Teorema 1.2.10 Una funcién medible f : [a,b] — R es Lebesgue in-
tegrable en [a,b] si y sdlo si, para todo € > 0, existen funciones absolu-
tamente continuas U y V, con U mayor de f en [a,b] y V menor de f
en [a,b], tales que U(b) — U(a) — [V(b) — V(a)] <e.
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Perron introduce la definicion siguiente de integral:

Definicién 1.2.11 Una funcién f : [a,b] — R es Perron integrable en
[a,b] si f tiene al menos una funcién mayor y una funcién menor en [a, b]
y los ntimeros

if {U(b) — U(a) : U es mayor de f en [a,b]},
sup{V(b) — V(a) : V es menor de f en [a,b]} (1.2.2)

son iguales. A este valor se le llama integral de f sobre [a, b].

Con esta definicién de integral, se generaliza el Teorema 1.2.2, en el
sentido siguiente: no es necesario que las funciones U y V sean absolu-
tamente continuas.

Teorema 1.2.12 Una funcion f : [a,b] — R es Perron integrable en
[a,b] siy sdlo si, para todo € > 0, existen funciones U y 'V, con U mayor
de f en[a,b] y V menor de f en [a,b], tales que U(b) — U(a) — [V (b) —
V(a)] <e.

Es claro que si una funcién F : [a,b] — R es derivable, la funcién
b

F’ es integrable en el sentido de Perron y se cumple que / F' = F(b)—

F(a), ya que la funcién F es mayor y menor de F”. Aderﬁés, utilizando
mas propiedades de esta integral se demuestra el Teorema 1.2.3, es decir,
se extiende el resultado para F' continua y derivable salvo a lo més en un
conjunto numerable de puntos. En [3] se encuentra un estudio detallado
de la definicién de integral de Perron.

1.2.3. Integral de Henstock-Kurzweil

Aunque la integral medidora se denomina de Henstock-Kurzweil, en
un principio cada quien introdujo independientemente su definiciéon de
integral, que resultaron ser equivalentes entre si para el caso de funciones
reales sobre intervalos acotados.

Nota 1.2.13 En general, para funciones vectoriales definidas sobre in-
tervalos acotados, la integral formulada por Henstock es un caso parti-
cular de la integral de Kurzweil.

La definicién de la integral de Henstock-Kurzweil esta dada en térmi-
nos de sumas de Riemann, pero considerando particiones etiquetadas.
Una funcién ¢ definida en [a, b] se dice medidora si toma valores reales
estrictamente positivos. Una particién etiquetada P = {(I;,¢;)}7 se dice
que es d—fina si para todo i se cumple que I; C [t; — §(¢;),t; + 6(¢;)].
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Definicién 1.2.14 Una funcién f : [a,b] — R es Henstock-Kurzweil
integrable si existe a € R tal que para todo € > 0, existe una funcién
medidora § de forma que para toda particién etiquetada P = {(I;,t;)}7
que sea d—fina, se cumple que

|S(f; P) — o <, (1.2.3)
donde S(f; P) es la suma de Riemann de f correspondiente a la particién

b
P. En tal caso, se escribe / f=a.
a

Se demuestran entonces varias propiedades fundamentales derivadas
de la definicién, tales como la unicidad del valor de la integral, aditivi-
dad, etc. Respecto al Teorema Fundamental del Célculo, se demuestra
el resultado siguiente: si F' : [a,b] — R es una funcién continua tal que

F’ existe en [a, )], salvo a lo més en un conjunto numerable de puntos,
b

entonces F’ es Henstock-Kurzweil integrable y / F'=F(b)— F(a). Es

a
decir, con esta integral se satisface el Teorema 1.2.3.
En [1] se encuentra un estudio detallado de esta integral y de sus
propiedades.






Capitulo 2

Preliminares

En el capitulo anterior se abarcé una parte del desarrollo de la teoria
de integracion, principalmente aquellas ideas relacionadas con la inte-
gracién impropia. En la seccién 1.2 (El problema de la antiderivada), la
exposicién se limité al caso de funciones reales definidas sobre un inter-
valo real [a,b], sin embargo, existen versiones més generales de algunos
de estos métodos de integraciéon impropia.

Por ejemplo, la integral de Henstock-Kurzweil se extiende para fun-
ciones definidas en subconjuntos de R™ y con valores en un espacio nor-
mado. A pesar de esto, es dificil extender exitosamente esta integral a
dominios mas generales, debido a que las multiples ventajas que ofre-
ce la integral original de Henstock-Kurzweil dependen frecuentemente
de la estructura euclidiana del dominio de las funciones. Por esto, para
introducir una definicién de integral impropia que sea aplicable en es-
pacios més generales, un camino natural podria ser regresar a las ideas
generales de integraciéon impropia; por ejemplo, las ideas de Harnack.

Siendo uno de los objetivos de este trabajo introducir una defini-
cién de integral impropia adecuada para espacios métricos con medidas
topolégicas o—finitas, en este capitulo primero se ofrece un panorama
general de las caracteristicas que cumple un método impropio de inte-
gracion. Posteriormente se introduce un método de integracién impropia
para el caso de espacios métricos de medida topoldgica finita, definido
por Jiménez en [6], el cual sirve de base para el trabajo presente.

2.1. Meétodos de integracién impropia
Tomando como punto de partida la Teoria de Lebesgue, cualquier
forma de sumar o integrar una funcién (respecto a una medida @) que no

esté en L'(u), se considera un método impropio de integracién. Jiménez,

13
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en su libro Medida, Integracion y Funcionales [7], introduce la siguiente
definicién general de un método impropio de sumacién:

Definicién 2.1.1 Sea (X,X, 1) un espacio de medida o—finita, sea f :
X — R una funcién medible y considérese la clase

H:{(AnT)CE:u<X\UAn> :O/\M(An)<oo}.

Sea G C H. Se dice que la funcién f es impropiamente integrable segin
G, si existe @ € R tal que para todo (4,,) € G y todo n € N, se tiene
que f|A, € L'(ulAn) ¥

h'm/ fdu = a. (2.1.1)
noJa,

G
En tal caso, se denota / fdu = a.

De la definicién anterior, si X = N, p es la medida contadora sobre
el conjunto potencia de N y G estd constituido por la sucesiéon A, =
{0,1,...,n}, n € N, entonces

/ fdp=">" f(k). (2.1.2)
An k=1

Es decir, el método usual de sumacién de series es por si mismo un
método de sumacién impropia. De esta forma, al estudiar métodos de
integracién impropia en espacios de medida generales se abarca el caso
particular de las series. Sin embargo, existen métodos impropios de su-
macién de series muy especificos, tal es el caso de las sumas de Cesaro y
de Abel, definidas a continuacién.

Definicién 2.1.2 (Suma de Cesaro). Sea (a,) una sucesién. Para
n

cada n € N definase o, = — E sk, donde s, es la k-ésima suma parcial
n
k=1
de (a). La sucesién (a,) es Cesaro sumable, con suma a € R, si la
sucesién (o,,) converge a a.

Definicién 2.1.3 (Suma de Abel). Sea (a,,) una sucesién y sea x € R.

La sucesién (a,,) es Abel sumable, con suma « € R, si las sumas usuales
o0

de las series Z apx® existen para todo z € (0,1) y convergen a o cuando

k=1
x — 1 por la izquierda.
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Existen ejemplos de series que son Abel (o Cesaro) sumables y que
no son convergentes en el sentido usual, sin embargo, se demuestra que
si una serie Y a,, converge en el sentido usual, entonces la sucesién (a,,)
es sumable mediante los dos métodos mencionados y el valor de la su-
ma coincide. Es natural preguntarse bajo qué condiciones se cumple el
reciproco. La respuesta principal a este problema fue dada por Tauber,
quien en 1897 demostré el teorema siguiente:

Teorema 2.1.4 Sea (a,) una sucesion que satisface na, — 0. Si (an)
es sumable en el sentido de Abel y su suma es a, entonces, la serie Y ay,
converge en el sentido usual a «.

Un ejemplo donde se muestra la relevancia de considerar métodos
impropios de sumacién, es en el estudio de las series de Fourier de fun-
ciones periodicas en L!'. Para cualquier funcién periédica f € L! estd
bien definida su serie de Fourier, y es importante saber si la funcién f
se recupera a partir de esta serie de Fourier. Con la suma usual, se de-
muestra que existe f € L' cuya serie de Fourier no converge a f en la
norma de L!; sin embargo, Féjer demostré a principios del siglo XX que
con la suma de Cesaro se obtiene la convergencia en esta norma.

De forma general, Jiménez en [7] define un método de integracién
impropia (que extiende a la integral de Lebesgue) como sigue:

Definicién 2.1.5 Sea (X, X, u) un espacio de medida. Se dice que T es
un método de integraciéon impropia respecto a u, si T es un funcional
lineal definido en un subespacio vectorial FE del espacio de funciones
medibles y se cumple:

1) LY(u) C E.

1) Si f >0, entonces f € E siy sélosi f e L(p).

1) Si f € LY(p), entonces T(f) = /fdu.

Retomando la definicién de integral impropia de Harnack expuesta en
el capitulo anterior, se puede considerar ahora la integral de Lebesgue
en R en lugar de la integral de Riemann. Es decir, en la Definicién
1.1.6, considerar funciones cuyo conjunto E*° sea de contenido cero y
que ademds sean Lebesgue integrables en cada intervalo cerrado fuera
de E*. De esta manera, dicha generalizacion de la integral de Harnack
es un método de integracion impropia en el sentido de la Definicién 2.1.5,
el cual extiende la integral de Lebesgue para el caso de funciones cuyo
conjunto E°° es de contenido cero.

Hasta este punto del trabajo presente, tanto en el capitulo anterior
como en esta seccién se ha resaltado a propésito la definicién de integral
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impropia de Harnack. La razén de esto, como se vera después, es porque
el método impropio de integracién definido por Jiménez en [6] puede
considerarse como una generalizacién de las ideas de Harnack.

Antes de proceder con la exposicién del trabajo de Jiménez, es conve-
niente introducir algunos conceptos y notaciones de Teoria de la Medida.

2.2. Conceptos previos de Teoria de la Me-
dida

Para un espacio X con una oc—algebra ¥ y una medida p definida en
., se tienen las definiciones siguientes:

Definicién 2.2.1 La medida p es o—finita si existe (A4, )neny C X tal
que X =, ey An ¥ 1(Ay) < 0o para todo n € N.

En particular, si u(X) < oo, u es o—finita.

Definicién 2.2.2 La medida p es difusa si para todo A € ¥ con u(A) >
0, existe B € ¥ tal que BC Ay 0 < u(B) < p(A).

Definicién 2.2.3 La medida g es completa si para todo A € X de
medida cero se tiene que, si B C A, entonces B € ¥y u(B) = 0.

Todo espacio de medida (X, 3, i) puede ser completado; es decir, a
partir de 3 y u, se obtiene una o—algebra 3 y una medida 7z en X tal que
Tt es completa. Por ejemplo, si se considera a R con la topologia usual y
si 3 es la o—algebra de R generada por los intervalos abiertos de R, se
define una medida g en ¥ de manera que para cualquier intervalo real
(a,b) se tiene que u((a,b)) = b — a. Se demuestra que esta medida p no
es completa, y su completacion es precisamente la medida de Lebesgue
en R.

En el caso en que X es un espacio topolégico de Hausdorff y X es
una o—algebra de X que contiene a los borelianos de X, se define lo
siguiente:

Definicion 2.2.4 Sea p una medida definida en . La medida p es de
Borel (o boreliana) si para todo conjunto compacto K de X se tiene que
w(K) < oo. En tal caso, se dice que el espacio (X, X, u) es de Borel.

Definicién 2.2.5 Sea p una medida definida en X.

1. La medida p es interiormente regular si para todo A € ¥,

u(A) =sup {u(k) : K es compactoy K C A}. (2.2.1)
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2. La medida pu es exteriormente regular si para todo A € X,

w(A) =inf {u(U) : U es abiertoy A C U}. (2.2.2)

3. La medida u es regular si es exteriormente regular e interiormente
regular.

En lo que resta de este trabajo, se consideran espacios métricos con
medida boreliana, o—finita, difusa y regular. En caso de que la medida
considerada no sea completa, se considera el espacio de medida corres-
pondiente a la completacién de la medida; es por esto que, en a lo largo
del trabajo se utiliza el término medida topoldgica, dando por entendido
que la medida considerada puede estar definida en una o—algebra mds
grande que la o—algebra de Borel.

Nota 2.2.6 Sea i una medida topolégica en un espacio localmente com-
pacto, de Hausdorff, que no es difusa. Se puede expresar p como la suma
de dos medidas: 1 y p2, donde p es difusa y ps es discreta. Entonces,
la integral de una funcién respecto a p se puede expresar como la su-
ma de las integrales respecto a cada una de las medidas. Sin embargo,
una integral respecto a una medida discreta se expresa como una serie,
y puesto que ya existe una amplia teoria de sumacién impropia de se-
ries, tanto en el presente trabajo como en [6] se consideran tinicamente
medidas difusas.

2.3. Integral impropia en espacios de medi-
das topolégicas finitas

En [6] Jiménez considera un espacio métrico compacto (X, d), cuya
topologia es inducida por una métrica d. Considera ademas una medida
u difusa, regular y finita definida en la o—algebra de Borel de X. En
el caso en que p no sea completa, se considera el espacio de medida
correspondiente a la completacién de p. El intervalo [a,b] de la recta
real con la métrica euclidiana y la medida de Lebesgue, es el ejemplo
base de los espacios considerados.

A continuacién se introduce una definicién que tiene como objetivo
sustituir al conjunto £°° de una funcién dada.

Definicién 2.3.1 Sea f : X — R. Un punto z € X es de no suma-
bilidad (respecto a f y p) si para cualquier vecindad U del punto z, la
funcién f no es p—integrable en U. Se define el conjunto de puntos de
no sumabilidad como

Ny={ze€X :VU € A(x),1uf ¢ L' ()},
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donde A(x) denota las vecindades del punto z y 1y denota la funcién
indicatriz de U.

A un punto de no sumabilidad también se le llama punto de Harnack,
en honor a Harnack [5]. Se demuestra facilmente que el conjunto Ny es
cerrado. Es evidente que, de Ny # () se infiere que f ¢ L' (). Ademas, si
X es compacto, de Ny = ) se infiere que f € L'(1). Con esta observacién
se demuestra directamente el teorema siguiente:

Teorema 2.3.2 Sean (X, d) un espacio métrico compacto, f : X — R
medible y U un subconjunto abierto de X tal que Ny C U. Entonces,

Lyef € L' ().

Definicién 2.3.3 Denoétese por Bx al conjunto de bolas abiertas de
(X,d) y sea A un subconjunto de X . Definase una funcién ¢ : A — Bx
de manera que a cada x € A se le asocie una bola que contenga a x
(sin importar el punto en que esté centrada). Es decir, para cada x € A,
definase

p(x) = By, (2.3.1)

donde B, denota una bola que contiene a x. Se dice que ¢ es un cubri-
miento por bolas de A (relativo a d).

Prefijado el conjunto A, se puede considerar la coleccion ®4(A) de
todos los cubrimientos por bolas de A, el cual puede dirigirse mediante
el orden parcial siguiente: v > ¢ si para todo = € A, y(z) C ¢(z); en tal
caso, se dird que v es un subcubrimiento relativo a ¢. Para ¢ € ®?(A),
definase el conjunto V,, = U ().

z€A
En la Figura 2.1 se ilustra un ejemplo de un cubrimiento de Ny y un

subcubrimiento relativo a éste, donde la funcién f es tal que Ny consta
sélo de tres puntos.
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Figura 2.1: Sea f : X — R tal que Ny = {z1,22,23}. a) Cubrimiento
¢ de Ny. b) Subcubrimiento v relativo a ¢.



2.3. Integral impropia en espacios de medida finita 19

Un caso particular del Teorema 2.3.2 (considerando ahora cubrimien-
tos por bolas) es el siguiente: Sean (X, d) un espacio métrico compacto,
f:X — R medible y ¢ € ®4(Ny). Entonces, lvef e L ().

Continuando con el ejemplo de la Figura 2.1, en la figura siguiente
se ilustran en color gris los conjuntos V7 y V¥, para los cuales se tiene

que 1V5f, lyef e L' ().

T1 e Z3 @ T1 e T3 o

T2e T2e

(a) (b)

Figura 2.2: Sea f : X — R tal que Ny = {x1,29,23} y sean ¢,y €
®(Ny) como en la Figura 2.1. a) La funcién lyef es integrable. b) La
funcién lye f es integrable.

Nota 2.3.4 Considerando la medida de Lebesgue en R, se tiene que para
los subconjuntos compactos de R, los atributos medida cero y contenido
cero son equivalentes. En particular, para una funcién f : [a,b] — R, el
conjunto Ny es de medida cero si y sélo si es de contenido cero.

Considerando las hipétesis, definiciones, notaciones y resultados men-
cionados, Jiménez introduce la definicién siguiente de integral impropia:

Definicién 2.3.5 Sea f : X — R una funcién medible con p(Ny) = 0.
La funcién f es impropiamente integrable en X, si existe « € R tal que
para todo € > 0 existe ¢ € ®¢(Ny), de modo que para todo v € ®4(N)

con v > ¢, se cumple que
/ fdp —
vy

imp
En tal caso, se escribe f € L'™P(u) y / fdu = a.

<e (2.3.2)

Con los términos introducidos anteriormente, la Definicion 2.3.5 se

imp
puede escribir de la manera siguiente: / fdu = « si para todo € > 0
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existe un cubrimiento ¢ de Ny tal que para cualquier subcubrimiento ~y
relativo a ¢, se cumple la desigualdad 2.3.2.

Como ya se menciond, la coleccién ®¢(N #) es un conjunto dirigido,
por esto la Definicién anterior se puede interpretar como la convergencia
de la red T, definida como sigue:

I:®%N;) — R, donde I'(¢) = / fdu para todo ¢ € ®(Ny).
Vc
: (2.3.3)
Esto permite aprovechar la riqueza de la teoria de redes. Por ejemplo,
como R es un espacio de Hausdorff, si el limite de la red existe, éste es
tnico [8].
Considerando la Definicién 2.3.5, Jiménez demuestra en [6] el resulta-
do siguiente, el cual es analogo a una versiéon del Teorema Fundamental
del Célculo a la que se llega con la integral de Lebesgue (Teorema 1.2.1):

Teorema 2.3.6 Sea F : [a,b] — R continua con p(Ng) = 0. Si F'
existe, salvo a lo mds en un conjunto numerable, y F' € L"™P(u), en-
tonces

/ " Fldy = F(b) — Fl(a). (2.3.4)

Nota 2.3.7 La Definicion 2.3.5 es aplicable para funciones definidas en
espacios de medidas topoldgicas metrizables, donde carece de sentido
la nocién usual de derivada. Sin embargo, el Teorema 2.3.6 demuestra
que para el caso de funciones reales definidas en intervalos acotados, se
obtiene una versién del Teorema Fundamental del Calculo mas general
que a lo que se llega con la integral de Lebesgue solamente, aunque menos
general que lo que se obtiene con la integral de Henstock-Kurzweil. Es
decir, el Teorema 2.3.6 es evidencia de que este concepto de integral
posee cierta robustez en el caso clasico, y ademés logra el objetivo de
aplicarse a casos generales de mas abstraccion.

2.3.1. Estructura de L (pu)

Atendiendo la Definicién 2.1.5, el método de integracién impropia
introducido en esta seccién, deberia ser lineal. Obsérvese que, demostrar

; . . ; mp
que: f,g € L"P(p) implica (f +g) € L™P(n) y / (f +9)dp =
mp mp
fdu+ gdu, no es tan directo como demostrar la unicidad de

la integral impropia, debido a que las integrales por separado pueden
ser limites de redes definidas en distintos conjuntos dirigidos. Antes de
demostrar esta propiedad de linealidad, se demuestran los dos teoremas
siguientes:
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Teorema 2.3.8 Sea M un subconjunto compacto de X y de medida
cero, y considérese una funcién f : X — R tal que f € L"™P(u). Si

imp
fdu = «, entonces se cumple que para todo € > 0, existe ¢ €

®4(Ny U M) tal que para todo v € ®4(Ny U M) con v > o,

fdu —«a
vy

<e (2.3.5)

Teorema 2.3.9 Sea M un subconjunto compacto de X y de medida
cero, y considérese una funcion f : X — R medible. Supdngase que
existe a € R tal que para todo € > 0, existe p € ®(N;y U M) de modo
que para todo v € (I>d(Nf UM) con vy > ¢, se cumple que

fdp —a
vy

<e (2.3.6)

imp
Entonces, f € L' () y / fdu = a.

Nota 2.3.10 Las demostraciones de los dos teoremas anteriores se en-
cuentran en [6]. En el capitulo siguiente se analizan las extensiones de
estos teoremas para el caso mas general de espacios métricos localmente
compactos de medida o—finita.

Utilizando los Teoremas 2.3.8 y 2.3.9, se demuestra que la suma de
dos funciones impropiamente integrables en el sentido de la Definicién
2.3.5, es impropiamente integrable:

Teorema 2.3.11 Sean f,g : X — R con u(Ny) u(Ng) = 0.

Si f,g € L™P(u), entonces (f +g) € L™ (u / (f + g)d

mp mp
/ fdu+ / gdp.

Por otro lado, es inmediato que, si f : X — R es tal que f €
) ) imp imp
LYP(u) y ¢ € R, entonces cf € L"™P(u) y / cfdp = c/ fdu. De
esta forma, es claro que el espacio de funciones L™P (1) es un espacio
vectorial.

Nota 2.3.12 La integracién impropia de funciones complejas en el sen-
tido de la Definicién 2.3.5 se reduce de manera natural al caso real me-
diante las propiedades de linealidad que se han verificado.
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Se puede definir una norma en L (1) de la forma siguiente:
Sea f: X — R tal que f € L™ y considérese la coleccién

Hf ={N;UM: M C X, es compacto y u(M) = 0}.

Se define la norma de f como

[Nl Limp () = sup{ / f‘ cp € ®YN),N e Hf} . (2.3.7)



Capitulo 3

Integral impropia en
espacios de medidas
o—finitas

En este capitulo, atendiendo el objetivo principal de este trabajo,
se extiende el método impropio de integracion introducido en el traba-
jo de Jiménez [6] para medidas topoldgicas finitas, al caso mds general
de medidas topoldgicas o-finitas. El tratamiento de medidas topolégicas
finitas encuentra su dominio natural de definicién en espacios métricos
compactos, mientras que para el caso de medidas topolédgicas o-finitas, el
escenario natural de definicién corresponde a espacios métricos localmen-
te compactos. Un camino a explorar en esta nueva situacion, es trabajar
con alguna compactacién del espacio para aplicar los resultados ya co-
nocidos. De hecho en el mismo trabajo de Jiménez, se hace el siguiente
analisis para el caso de espacios localmente compactos de medida finita:

Supdngase que se tiene una medida finita sobre un espacio metrizable
localmente compacto X. Sea X* = X U{oo} la compactacién de Alexan-
droff de X. Suponiendo que la distancia puede extenderse continuamente
al punto oo y definiendo p({oo}) = 0, se reduce el caso bajo estudio a la
teoria ya desarrollada de medida finita sobre espacios compactos.

Aunque este anédlisis pareciera ser suficiente, ocurren situaciones pa-
ra las cuales pudiera ser mas conveniente otro tipo de compactacion.
Atendiendo esto ultimo, se presenta a continuacién una alternativa para
lidiar con espacios localmente compactos de medida finita, que ademas
sirve como base para la definicién que se introduce después para el caso
de medida o—finita.

23



24 Integral impropia en espacios de medida oc—finita

3.1. Definicién en espacios localmente com-
pactos de medidas topoldgicas finitas

Considérense las funciones siguientes definidas en subconjuntos de R
o C, localmente compactos, con la medida de Lebesgue pu:

1
1. f(z) = - definida en (0, 1],

2. g(z) definidaen D = {z € C: |z| < 1},

T
1 .
3. h(z) = T—> definidaen D = {z € C: |z| < 1}.

Obsérvese que las funciones f, g y h no pertenecen a L! (1) y los conjuntos
Ny, Ny y Np son vacios.

Para la funcién f, tiene sentido considerar al conjunto Ny como el
constituido por el punto cero, ya que alrededor del cero es donde la
funcién presenta “problemas” para integrarse. Por esto, asi como en [6],
un camino a seguir es considerar el intervalo [0, 1] en lugar de (0,1], o
bien, la compactacién de Alexandroff de (0, 1]. De esta forma, se extiende
f al intervalo [0, 1] definiendo f(0) = 0. As{ el dominio de la funcién es
compacto y u(Ny) = {0}.

Por otra parte, para la funcién g tiene menos sentido compactificar
anadiendo un punto, ya que la funcién tiene problemas para integrarse
“cerca” de la frontera del dominio, y no sélo en un punto. Tiene més
sentido considerar a D como el dominio de la funcién y extender g a D.
Asf el conjunto N, serfa {z € C : |z| = 1}. En este caso, D se puede
interpretar como la completacion del espacio D, que ademas resulta una
compactacion de D. Por otro lado, para la funcién h se tiene que el tinico
punto problematico es z = 1, pero anadiendo este punto al dominio de
la funcién, no se obtiene una compactacion del espacio. Para esto, asi
como en el ejemplo 2, se puede considerar la completacién del espacio,
D, aunque en este caso tendriamos Nj = {1}.

En los ejemplos mencionados, coincide que la completaciéon del do-
minio de la funcién es también una compactacién, sin embargo esto no
sucede cuando el espacio no es totalmente acotado.

Los tres teoremas siguientes de la Topologia general abren la puerta
para una definicién satisfactoria que sea aplicable en espacios localmente
compactos, analoga a la definicién 2.3.5:

Teorema 3.1.1 Un espacio métrico es compacto si y solo si es total-
mente acotado y completo.
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Teorema 3.1.2 Si el espacio (X,d) es totalmente acotado, entonces su
completacion, denotada por (X,d), también es un espacio totalmente

acotado.

Teorema 3.1.3 Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, existe una
métrica p en X equivalente a d, tal que (X, p) es totalmente acotado
sty solo si X es separable.

El Teorema 3.1.1 es conocido y se encuentra en casi cualquier libro de
topologia. La demostracién del Teorema 3.1.2 es directa y la demostra-
cién del Teorema 3.1.3 puede encontrarse en [2], p.268. La equivalencia
entre métricas mencionada en el Teorema 3.1.3 se refiere a que inducen
la misma topologia.

Con estos resultados, la idea a seguir es:

1. Considerar una métrica que haga el espacio totalmente acotado
2. Considerar la completacion del espacio

3. Definir con medida cero lo que se “agregd” al completar

e

Extender la funcion a lo que se “agregd” al completar

o

Considerar el conjunto de puntos de no sumabilidad respecto a la
funcién extendida

Considérese un espacio métrico (X, d) localmente compacto y separa-
ble, con una medida p difusa, regular y finita definida en la o —&lgebra de
Borel de X. Como en el capitulo anterior (seccién 2.3), si 4 no es comple-
ta, se considera el espacio de medida correspondiente a la completacion
de la medida pu.

Por el Teorema 3.1.1, existe una métrica p en X equivalente a d tal
que (X, p) es totalmente acotado. Sea (X, p) la completacién del espacio
(X, p) v extiéndase p definiendo la medida i como f(A) = p(A) para
todo A€ Xy M(X \ X) = 0. Por tltimo, para una funcién f: X — R
medible, definase la funcién f : X —s R como f( ) = f(z) para todo
v € X, yparaz € X\ X definase f( ) por continuidad donde sea
posible, y donde no, f( )=

Nota 3.1.4 Debido a que ﬁ()A( \ X) = 0, el valor de la integral no

~

dependerfa de cémo se defina la funcién f en X \ X. Sin embargo, puede

ser conveniente que al considerar f continua, la funcién f también sea
continua.

Tomando en cuenta lo anterior, se introduce la definicién siguiente
de integral impropia, que es aplicable a espacios localmente compactos,
separables y de medidas topoldgicas finitas.
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Definicién 3.1.5 Sea f: X — R una funcién medible con zi(N¢) =0
y sea p una métrica en X equivalente a d tal que (X, p) es totalmente
acotado. La funcién f es impropiamente integrable en X respecto a la
métrica p, si existe a € R tal que para todo € > 0 existe ¢ € <I>ﬁ(NfA), de

modo que para todo v € @ﬁ(Nf) con vy > ¢, se cumple que

fdﬁ -«
vy

< €.

imp(p)
En tal caso, se escribe f € L™P(®) (1) y / fdp = a.

Como los espacios métricos compactos son separables, se tiene que la
Definicién 3.1.5 es una extensién de la Definicién 2.3.5, lo cual se expresa
en la nota siguiente:

Nota 3.1.6 Sea (X,d) compacto y sea f : X — R. Entonces, f €

imp

LimP(y) y / fdp = a en el sentido de la Definicién 2.3.5 si y sélo si

f es integrable en el sentido de la Definicién 3.1.5 respecto a la métrica
imp(d)
dy / fdu = a.

La Definicién 3.1.5 estd dada en funcién a cierta compactacién del
espacio, es por esto que, para demostrar que se satisfacen los teoremas
correspondientes a los expuestos en el capitulo anterior para el caso de
espacios métricos compactos, es suficiente demostrar que la medida f si-
gue teniendo las mismas propiedades. Partiendo de una medida p difusa,
regular y finita, es claro que g sigue siendo difusa y finita. Para mostrar
que sigue siendo regular, es suficiente notar que [ es interiormente re-
gular, ya que en espacios de medida finita, regularidad interior implica
regularidad [7].

Lema 3.1.7 La medida Ji es interiormente regular. R
Demostracion: Sea A € Sy sean 47 C X y Ay C (X \ X) tales
que A = A; U As. Entonces, se tiene que i(A) = u(A;) y por lo tanto
w(A) = sup{i(K) : K C Ay, K compacto}. Luego, como {K : K C
Ay, K compacto} C {K : K C A K compacto}, se tiene que sup{fi(X) :
K C Ay, K compacto} < sup{(K) : K C A, K compacto}. Por otro
lado, como (K) < fi(A) para todo K C A, se tiene que sup{f(K) :
K C A, K compacto} < fi(A). O

Tomando en cuenta lo anterior, se demuestran los teoremas siguien-
tes, que asi como se expuso en el capitulo anterior, dan lugar a considerar
el espacio L"P(P) (1) como un espacio vectorial.
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Teorema 3.1.8 Sea (X,d) un espacio localmente compacto de medida
finita y supdngase que existe una métrica p equivalente a d tal que (X, p)
es totalmente acotado. Sea M un subconjunto compacto de X y de medida
cero, y considérese una funcion f : X — R tal que f € L'P0)(y).

imp(p)
Si / fdu = «, entonces se cumple que para todo € > 0, eziste
p € @ﬁ(NfU M) tal que para todo v € @ﬁ(NfU M) con vy > ¢,

fdﬁ -«
vy

<e (3.1.1)

Demostracion:
Sea € > 0. Existe ¢ € @ﬁ(Nf) de modo que para todo v € @ﬁ(Nf)
con vy > ¢, se cumple que

€
= 3.1.2
<3 (3.1.2)

/ fdﬁ -«
vy

Por conveniencia, dendtese N 7 como N y la coleccién ®P(N f) como
O(N).

Para todo z € N, definase ¢'(x) = ¢(x). Para cada n € N, definase el
conjunto M, = {z € M : d(z,Ny) > 1}. Como el espacio X es normal,
para cada n € N existen subconjuntos abiertos V,,, W, de X, tales que
Ny C Vo, My, CW,, y Vo, N W, # 0 (véase Figura 3.1).

[

(a) (b)

Figura 3.1: a) Conjuntos N, M, M,, y M,_1. b) Conjuntos abiertos
Vo, W, tales que Ny C V,,, M,, C W,, yV,, N W,, # 0.

Para cada n € N se tiene lo siguiente:
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1. La funcién ly.f pertenece a L' (1), por lo que existe &, > 0 tal
que para todo conjunto A abierto relativo a V¢ con fi(A4) < 0,

se cumple \ﬂ < 27'% Luego, como la medida [i es regular y

1(M,,) = 0, existe un conjunto abierto S,, que contiene a M,, y de
medida i menor que d,,. De esta forma, se tiene que i(S,NV,¢) < 0y,

~ €
y / lfl < ETESE Véase la Figura 3.2.
S,nVe

2. El conjunto S, "W, es abierto, y como M,, C S,, "W, para cada
x € M, \ M,,_1 existe una vecindad U, de z tal que U, C S, NW,,.
Definase ¢'(z) = B, de manera que B, C U,.

,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

M, M : VEN S,

() (b)

Figura 3.2: a) Conjuntos V;, y S, con M,, C S, y u(S,) < d,. b) La
€

funcién 1v7gmsnfes integrable y el valor de la integral es menor a CIESR

Considerando los dos puntos anteriores, como M \ N = |, cny My,
queda definido ¢’ en M \ N.

Sea Z = U ¢'(x). Entonces, como Z C S, NV,¢, se tiene que
-’KEAIn\AInfl
w(Z) < by, por lo tanto

/Zlf\ < QTEH (3.1.3)
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Entonces, se tiene que

o, -

Por otro lado, como V \ V,, = U ¢'(z), se tiene que
z€EM\Ny

= Z/Z i (3.1.4)

Luego, para 7' € ®(N U M) con v > ¢, existe un v € P(N)

/ fdﬁ—a

~'(z) C ¢'(z) para todo x € N UM,

€
correspondiente tal que v > ¢ vy < ok Ademas, como

/ Il < <. (3.1.5)
VIV, 2
Por lo tanto,
/ f—al<e (3.1.6)
e
O

Teorema 3.1.9 Sea (X,d) un espacio localmente compacto de medida
finita y supdngase que existe una métrica p equivalente a d tal que (X, p)
es totalmente acotado. Sea M un subconjunto compacto de X y de medida
cero, y considérese una funcion f : X — R medible. Supdngase que
existe a € R tal que para todo € > 0, existe ¢ € (Iﬁ(NfU M) de modo
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que para todo y € @ﬁ(NfU M) con v > ¢, se cumple que

fdﬁ -«
vy

<e (3.1.7)

_ imp(p)
Entonces, f € L"P0) (1) y / fdp = a.

Nota 3.1.10 La demostracién del Teorema 3.2.3 se basa en argumentos
similares a los utilizados en el Teorema 3.1.9.

3.2. Definicion en espacios localmente com-
pactos de medidas topoldgicas c—finitas

Si ahora se considera un espacio localmente compacto de medida
o—finita e infinita, se podria dar la misma definicién de integral impropia
que la Definicién 3.1.5. Sin embargo, en este caso se pierden algunas
propiedades de la medida y no es posible demostrar directamente las
propiedades principales de la definiciéon asi como se hizo para el caso
de medida finita. En particular, la observacion siguiente muestra que la
medida plerde algunas propiedades:

Sea U C X un conjunto abierto tal que (X \ X) C U, entonces U® es
un conjunto compacto que esta totalmente contenido en X, por lo que

u(U°) < oo. Por lo tanto, u(U) = oo. Es decir, cualquier subconjunto
abierto de X que contenga a (X \ X) es de medida infinita, por lo que
it deja de ser difusa y exteriormente regular.

Pese a esto, es posible proceder de forma casi andloga a como se ha
hecho en las secciones previas y obtener resultados satisfactorios, como
se verd a continuacién.

Asf como en la seccién anterior, sea (X, d) un espacio métrico local-
mente compacto y separable, con una medida g difusa, regular, y ahora
o—finita (puede ser infinita), definida en la c—4&lgebra de Borel de X. Si
1 no es completa, se considera el espacio de medida correspondiente a la
completacién de pu.

Por el Teorema 3.1.3, existe una métrica p en X equivalente a d tal
que (X, p) es totalmente acotado. Sea (X, p) la completacién del espacio
(X, p) y extiéndase p definiendo la medida i como fi(A) = u(A) para
todo A € ¥y 7i(X \ X) = 0. Por tltimo, para una funcién f: X — R
medible, definase la funcién f : X — R como f(z) = f(z) para todo
x € X,y para z € X \ X, definase f( ) por continuidad donde sea

posible, y donde no, f(m) =
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Definicién 3.2.1 Sea f: X — R una funcién medible con fi(Ny) =0
y sea p una métrica en X equivalente a d tal que (X, p) es totalmente
acotado. La funcién f es impropiamente integrable en X respecto a la
métrica p, si existe a € R tal que para todo € > 0 existe un cubrimiento
p € @ﬁ(NfU (X \ X)) de modo que para todo v € @ﬁ(NfU (X \ X))
con v > ¢, se cumple que

fdﬁ -«
ve

< €.

imp(p)

En tal caso, se escribe f € L™P(P) (1) y / fdp = a.

Como X \ X es un conjunto compacto de medida cero, con esta
definicién se cumple que la Definicién 3.2.1 también generaliza la defini-
cién expuesta en el capitulo anterior para el caso de espacios compactos.
Ademsds, en virtud de los Teoremas 3.1.8 y 3.1.9, la Definicién 3.2.1 ge-
neraliza la Definicién 3.1.5

Asi como se ha hecho en las secciones previas, el siguiente paso a
seguir es demostrar las propiedades principales derivadas de la definicién:

Teorema 3.2.2 Sea (X,d) un espacio localmente compacto de medida
o—finita y supdngase que existe una métrica p equivalente a d tal que
(X, p) es totalmente acotado. Sea M wun subconjunto compacto de X
y de medida cero, y considérese una funcion f : X — R tal que f €

) imp(p)
Limp(p) (1). Si / fdp = a, entonces se cumple que para todo € > 0,

existe p € ®P(N; U (X \ X) U M) tal que para todo subcubrimiento
7€ ®P(N; U (X \X)UM) cony > o,

/ fdﬁ -«
vy

imp(p)
Demostracion: Como / fdu = «, existe un cubrimiento ¢ de

<e (3.2.1)

Ny U ()?\X) tal que para todo v > ¢ se cumple la desigualdad 3.2.1. La
prueba consiste en construir un cubrimiento ¢’ adecuado del conjunto
NyU (X \ X)UM. Para esto, definase ¢’ en el conjunto Ny U (X \ X) U
(Mn ()? \ X)) como el mismo ¢. Entonces falta definir ¢’ en M N X, lo
cual se puede hacer siguiendo paso a paso la demostracién del Teorema
2.3.8, ya que en X la medida sigue siendo regular. O

De forma similar, se demuestra el Teorema siguiente:
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Teorema 3.2.3 Sea (X,d) un espacio localmente compacto de medida
o—finita y supdngase que existe una métrica p equivalente a d tal que
(X, p) es totalmente acotado. Sea M un subconjunto compacto de X y de
medida cero, y considérese una funcion f : X — R medible. Supdngase
que eziste o € R tal que para todo € > 0, existe p € ®P(N;U(X\X)UM)
de modo que para todo 7y € <I>5(Nf U ()?\X) UM) cony > ¢, se cumple

que
/ fdﬁ -«
vy

imp(p)
Entonces, f € L0 (1) y / fdp = a.

<e (3.2.2)

De esta manera, se demuestra la suma de dos funciones en L"P() (1)
también estd en L"P()(1). Ademds, se puede definir una norma en
Limp(p)(u) de la misma manera que para el caso de espacios compactos
de medida finita expuesto en el capitulo anterior.



Conclusiones

Con la finalidad de situar en contexto el trabajo presente, en el pri-
mer capitulo se hizo una recopilacion de algunos métodos de integracién
impropia que fueron motivados por distintos problemas. Ademads, esta
recopilacién proporciona el punto de partida de esta investigacién, cuya
motivacion general recae en construir una teoria de integraciéon impropia
que pueda ser aplicable a funciones reales definidas en espacios topolégi-
cos en general.

Después, en el segundo capitulo se estudié y se expuso de forma de-
tallada parte la teoria de integracién impropia desarrollada por Jiménez
en [6], la cual es aplicable a funciones reales definidas en espacios métricos
compactos de medidas topoldgicas finitas. Esta labor fundamental, per-
mitié atender el objetivo principal de este trabajo: extender estas ideas
de Jiménez al caso de medidas o —finitas en espacios métricos localmente
compactos.

Para lograr el objetivo planteado, se analizaron distintos caminos a
seguir. En este andlisis, dada una funcién definda en un espacio local-
mente compacto de medida topolégica o—finita, la idea base a seguir fue
trabajar con alguna compactacion del espacio para aplicar los resultados
ya conocidos. Para esto, se pudo haber considerado la compactacion de
Alexandroff del espacio, sin embargo, en esta situacion surge el problema
siguiente: cuando y como se puede extender la métrica al punto annadido.
Ademaés, algunos ejemplos basicos dieron lugar a considerar otro tipo de
compactacion.

Finalmente, se opté por considerar una métrica que haga el espa-
cio totalmente acotado, y posteriormente considerar la completacion del
espacio. De esta forma, se introdujo una definicién de integral impro-
pia que generaliza la definiciéon de Jiménez, y ademés se demostraron
algunas propiedades béasicas de dicha definicion.
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