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Resumen

En el presente trabajo de tesis se describen los sistemas dindmicos no lineales con compor-
tamiento cadtico, asi como sus antecedentes histéricos. La idea central consiste en la busqueda
de estrategias para la planeacién de rutas de exploracion basadas en caos. Para ello se analizan
y simulan los sistemas cadticos de Chua, Lorenz y el sistema basado en una funcién satura-
da (PWL), esta tltima con dos enrollamientos y con miltiples enrollamientos en 1D y 2D.
Se propone una técnica para generar rutas de exploracién mediante generadores de nimeros
aleatorios (RNGs). Estas senales cadticas son usadas como fuente de entropia para realizar
simulaciones numéricas en MATLAB. Para disenar los RNGs se hace un anélisis de los puntos
de equilibrio de cada sistema, asi como del escalamiento en los niveles de excursion. Tambien
se implementan algoritmos en MATLAB para analizar la dinamica cadtica, desde el punto de
vista de los atractores cadticos, mediante planos de Poincaré. Estos son de gran importancia
en el disenio de los RNGs en la generacion de rutas de exploracién, ya que la aleatoriedad y la
cobertura del area de exploraciéon estan fuertemente ligadas a la ubicacién de estos planos.

Se disena un RNG a partir del sistema cadtico basado en el circuito de Chua y se analiza para
comprobar la importancia de implementar la técnica de post-procesamiento Von Neumann en
los generadores de bits aleatorios. Ademas se disenan los RNGs basados en los sistema cadtico
de Lorenz y el sistema basado en una funcién saturada; como parte del analisis se disena un
RNG dual con el sistema cadtico basado en una funcién saturada en 2D (2 X 2), para obtener
bits a partir de dos senales del mismo sistema de manera simultanea.

Se proponen técnicas para generar rutas de exploracion mediante RNGs utilizando dos sis-
temas caoticos a diferente frecuencia, considerando un factor de escalamiento 6ptimo. También
se disenia un RNG hibrido combinando tres senales cadticas diferentes. Como parte del analisis
se obtiene el porcentade de cobertura para cada uno de los RNGs propuestos.

Por otra parte, se determina la correlacién existente entre el maximo exponente de Lyapunov
y el porcentaje de cobertura en la generacion de rutas de exploraciéon para dos casos: el RNG
basado en una funcién saturada de dos enrollamientos y para el RNG basado en el sistema de
Chua normalizado. Para ello, se obtiene el maximo exponente de Lyapunov mediante series de
tiempo.

Finalmente se realizan las pruebas estadisticas de aleatoriedad del paquete NIST para de-
terminar la eficiencia de cada uno de los RNGs disenados.
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Introduccion

Durante més de una década se han investigado los sistemas dinamicos no lineales con com-
portamiento cadtico para utilizarse en una variedad de aplicaciones en diversos campos, como
lo son las matemaéticas, la fisica, la ingenierfa, la economia, la sociologia, etcétera [1-9].

Los sistemas cadticos poseen caracteristicas especiales muy atractivas, las cuales han sido
explotadas para solucionar diversos problemas en ciencias e ingenieria. Los sistemas cadticos
son extremadamente sensibles a variaciones en sus condiciones iniciales, basta una pequena
diferencia entre estas para que el comportamiento futuro sea completamente diferente. Ademas,
resulta dificil distinguirlos de un sistema aleatorio, lo que los convierte en sistemas altamente
impredecibles [1, 10-14].

Por otro lado, el disenno de robots auténomos es vital para la exploracion de espacios re-
ducidos y peligrosos para la intervencién humana [15, 16]. Existen muchas aplicaciones en las
cuales se necesita cubrir grandes areas, que van desde la exploracion de tuneles en excavacio-
nes arqueoldgicas, exploracién de planetas, detecciéon de minas en misiones militares, o robots
auténomos més simples como aspiradoras, cortadoras de césped o incluso juguetes [1, 13, 14, 17].

Es asi como surge la idea del diseno de robots auténomos que describan trayectorias éptimas
para realizar tareas de exploracion, buscando maximizar la eficiencia de buisqueda mediante las
caracteristicas de la senal cadtica. En robdtica, el primer robot mévil que pudo seguir una
trayectoria cadtica fue propuesto por Nakamura y Seikikuchi, donde fue usada la ecuacion de
Arnold para generar los movimientos deseados [1]. Investigaciones posteriores en la generacién
de trayectorias de exploracién basadas en caos se muestran en [1, 12-14, 16, 18, 19]. Sin embargo,
el estudio de técnicas para la planeacion de trayectorias basados en sistemas cadticos es un
problema abierto.

Con base en lo anterior, el presente trabajo de tesis consiste en la busqueda de estrategias
para la planeacion de rutas de exploracién de un robot movil empleando senales cadticas. Para
ello se propone el analisis de los sistemas cadticos de Chua, Lorenz y el sistema basado en una
funcion saturada, esta tltima con dos enrollamientos y con multiples enrollamientos en 1D y
2D. Mediante simulaciones numéricas en MATLAB se hace un estudio de la dindmica cadtica
en la generacion de rutas de exploracion. La idea central es cubrir de manera eficiente un area
determinada y que las rutas planeadas sean altamente impredecibles. Ademads, se determina
el efecto y la dependencia del maximo exponente de Lyapunov en la planeacién las rutas de
exploracién. Finalmente la validacién de los RNGs se lleva a cabo mediante pruebas estadisticas
de aleatoriedad usando paquete NIST SP800-22 [20].

La Figura 1 muestra el diagrama de bloques del enfoque del trabajo de investigacion.

VII



INTRODUCCION VIII
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Figura 1: Diagrama a bloques del trabajo de investigacion propuesto.

El objetivo general de este trabajo de tesis consiste en “Generar y analizar trayectorias de
planeacién de rutas empleando sistemas cadticos”. Por consiguiente, los objetivos especificos se
enumeran a continuacion:

1. Estudiar las bases de los sistemas caoticos.
2. Proponer una técnica para la generacion de trayectorias basada en una senal cadtica.

3. Analizar tres sistemas dinamicos no lineales con comportamiento cadtico, el sistema ba-
sado en el circuito de Chua, el sistema basado en el modelo de Lorenz y el sistema basado
en una funciéon saturada, este tltimo con dos enrollamientos y con n enrollamientos, para
generar la trayectoria de movimiento mediante simulaciones numéricas usando MATLAB.

4. Proponer y analizar una técnica de generacion hibrida combinando los sistemas cadticos
antes mencionados.

5. Analizar la dependencia del maximo exponente de Lyapunov en la generacion de las
trayectorias de exploracion mediante simulaciones numéricas.

6. Analizar y comparar los resultados.

La estructura del trabajo de tesis consiste en lo siguiente: en el capitulo 1 se da una in-
troduccién general a los sistemas cadticos, mientras que la descripcién y simulacion de dichos
sistemas se presentan en el capitulo 2. La dinamica cadtica y su caracterizacién mediante sec-
ciones de Poincaré es tratada en el capitulo 3. En los capitulo 4 y 5 se describen las técnicas
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utilizadas para la generacién de rutas de exploraciéon y los resultados obtenidos, respectivamen-
te. El andlisis de resultados es presentado en el capitulo 6 y las conclusiones son dadas en el
capitulo 7. Finalmente, cinco apéndices con informacién adicional son incluidos.



Capitulo 1

Introduccion a los sistemas caodticos

En este capitulo se presentan algunos antecedentes histéricos de los sistemas cadticos, asi
como una breve descripcion de los mismos. También se definen algunos conceptos basicos rele-
vantes para la comprension de la dindamica de los sistemas cadticos.

1.1. Antecedentes de los sistemas caoticos

El primer intento por describir la realidad fisica de una manera cuantitativa se remonta a
los pitagoricos, con su esfuerzo para explicar el mundo tangible por medio de niimeros enteros.
Desde un punto de vista conceptual, el principal legado de Galileo y Newton es la idea de que
la naturaleza obedece a leyes inmutables que se pueden formular en el lenguaje matematico,
los eventos fisicos se pueden predecir con certeza (determinismo).

Irénicamente, el primer ejemplo claro de lo que hoy conocemos como caos fue encontrado en
la mecanica celeste, la ciencia de los fendmenos regulares y predecibles por excelencia. Teniendo
en cuenta la ley de la gravedad, las posiciones y las velocidades iniciales de tres cuerpos que
interactian gravitacionalmente, por ejemplo, Luna-Tierra-Sol, las ecuaciones de la mecdanica
determinan las posiciones y velocidades posteriores. Sin embargo a pesar de la naturaleza de-
terminista del sistema, H. Poincaré encontr6 que la evolucién de estos cuerpos celestes puede ser
de naturaleza cadtica, lo que significa que pequenas perturbaciones en el estado inicial, como
un ligero cambio en la posicion inicial de un solo cuerpo, podrian conducir a las diferencias
dramadticas en los estados posteriores del sistema [21].

La profunda implicaciéon de estos resultados es que el determinismo y la previsibilidad son
problemas distintos. Ahora bien, los descubrimientos de Poincaré no recibieron la debida aten-
cion durante un largo tiempo. Probablemente, hay dos razones principales para tal demora.
En primer lugar, a principios del siglo XX, los cientificos y los fil6sofos perdieron interés en la
mecanica clasica porque fueron atraidos principalmente por dos nuevas teorias revolucionarias:
la relatividad y la mecanica cuantica. En segundo lugar, un papel importante en el recono-
cimiento de la importancia y ubicuidad del caos ha sido interpretado por el desarrollo de la
computadora, que llegd mucho después de la contribucién de Poincaré. De hecho, sélo gracias
a la llegada de la visualizacién por computadora fue posible calcular (numéricamente) y ver la
complejidad de comportamientos cadticos que emergen de sistemas deterministas no lineales.

Una opinién generalizada sostiene que la linea de la investigacion cientifica abierta por Poin-



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS SISTEMAS CAOTICOS 2

caré fue descuidada hasta 1963, cuando el meteordlogo estadounidense E. Lorenz redescubrio
el caos determinista mientras estudiaba la evoluciéon de un modelo simplificado de la atmdsfera
(ver ecuacién (1.1)) [21].

& = o(y— ),
Yy = yr—y—az, (1.1)
z = xy—bz.
Lorenz utiliz6 integracién numérica para observar la evolucién temporal de las senales del
sistema. Estudio el sistema para un caso particular en el valor de sus parametros e integro
con una condicion inicial. Al graficar, observé que después del primer transitorio, la solucién
presentaba una oscilacién irregular que persistia en t — oo, pero nunca se repetia exactamente,
un movimiento aperiédico. También observd que el sistema era extremadamente sensible a la
variacion en las condiciones iniciales.
La Figura 1.1(a) muestra la evolucién temporal de la senal X del sistema de Lorenz con dos
condiciones iniciales diferentes (una diferencia de 1 x 1078 una de la otra).
Lorenz descubrié también que una maravillosa estructura emerge si la solucion se visualiza
como una trayectoria en el espacio de fase, esto es, cuando se grafica Z contra X, se obtiene un
elegante patrén en forma de mariposa como se puede observar en la Figura 1.1(b) [11].

20 T T 45
15 40
10 3
30-
5
25
X 0 N
20
5
15
-10
10/
15
s
-20 : :
0 10 20 30 40 50 60 g - . :
2 45 -0 5 o 5 10 15 20
t(s) X
(a) Variable z(t) con dos condiciones iniciales (b) Atractor del sistema de Lorenz.
diferentes.

Figura 1.1: Sistema de Lorenz.

1.2. Los sistemas caoticos

El caos hace referencia a un tipo de comportamiento dindmico que posee algunas carac-
teristicas muy especiales, como lo son: i) extrema sensibilidad a pequenas variaciones en sus
condiciones iniciales, ii) trayectorias delimitadas en el espacio de fase con un exponente de
Lyapunov positivo, i) una entropia de Komogorov-Sinai finita, iv) un espectro de potencia
continuo, y v) una dimension topolégica fraccional, entre otras [22]. En otras palabras, el caos
es un comportamiento aperiodico a largo término de un sistema deterministico que exhibe de-
pendencia sensitiva a las condiciones iniciales [11].
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1.2.1. Sistemas dinamicos

Un sistema dinamico se caracteriza por un conjunto de variables relacionadas entre si que
pueden depender del tiempo de tal forma que, al menos al principio, es previsible mientras que
la influencia externa sea conocida [22].

1.2.2. Representacion en el espacio de estados

Con el fin de entender el comportamiento de un sistema se requiere de un modelo ma-
tematico, el cual puede ser formulado de distintas maneras, con la caracteristica principal que
nos permita conocer el comportamiento futuro del sistema, dadas las condiciones iniciales y
las fuerzas externas conocidas que interactian con el mismo [11]. La estructura matematica
mas natural para este propésito es la representacion en variables de estado, que consiste en un
conjunto de ecuaciones diferenciales, las cuales describen la evolucién de las variables, cuyos
valores, en un instante dado, determinan el estado actual del sistema. Dichas variables son
conocidas como variables de estado y sus valores en un instante de tiempo contienen la infor-
macién suficiente para que la evolucion futura del sistema pueda ser determinado, dado que las
interacciones externas (o variables de entrada) que actian sobre este se conocen. Por lo tanto,
la ecuacién diferencial es de primer orden con respecto a la derivada del tiempo, asi que los
valores iniciales deben de ser suficientes para determinar la solucion.

Por conveniencia de notacién es comiin que las variables de estado se agrupen en un vector x
(el vector de estados), las variables de entrada dentro de un vector u y y el vector de salida [22].
Entonces, las ecuaciones se expresan de la siguiente manera:

x =f(x,u,t),
(1.2)

y = h(X7 u? t)?

donde el punto denota diferenciacién con respecto al tiempo (t), las funciones f y h son en
general no lineales. Las funciones no lineales pueden surgir en un modelo dindmico debido a
que son intrinsecos a la naturaleza del sistema o porque fueron introducidas deliberadamente por
el disenador para un propédsito especifico. La variedad de posibles no-linealidades es infinito,
sin embargo, pueden ser clasificadas en algunas categorias generales. En primer lugar, hay
funciones analiticas simples, tales como sinusoides y exponenciales de una sola variable, o
productos de diferentes variables. Una caracteristica importante de estas funciones es que son lo
suficientemente suaves para poseer expansiones de Taylor convergentes en todos los puntos y, por
tanto, puede ser linealizado [11]. Un tipo de funciones no lineales utilizadas frecuentemente en el
modelado de sistemas son las funciones lineales a tramos (PWL, por sus siglas en inglés)! [22-
25], las cuales consisten en un conjunto de relaciones lineales vélidas en diferentes regiones.
Tienen la ventaja de cambiar de una dindmica no lineal a ecuaciones lineales (y por lo tanto,
tienen solucién) en cualquier regién particular, las soluciones para diferentes regiones pueden
unirse entre si en los limites. Aunque el objetivo es el estudio de sistemas dinamicos no lineales,
es conveniente en este punto revisar el caso de los sistemas lineales, esto debido a que las
aproximaciones lineales son ampliamente aplicables para resolver los sistemas no lineales [22].

'PWL, de la lengua inglesa piecewise linear.
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Se define a un sistema lineal invariante en el tiempo en el espacio vectorial de estados como:

X = Ax + Bu,

y = Cx + Du, (1.3)

donde x es el vector de estado, u es vector de entradas, y es el vector de salidas, A es la matriz
del sistema, B es la matriz de entrada, C es la matriz de salida, D es la matriz de perturbacién;
A, B, C, y D posiblemente dependan del tiempo. La gran ventaja de la linealidad es que, incluso
en el caso dependiente del tiempo, puede ser construida una solucién formal aplicable para todas
las condiciones iniciales y todas las funciones de entrada [26]. Un punto importante que se debe
tener en cuenta para un sistema dinamico no lineal es que las propiedades de estabilidad son mas
complicadas que en el caso lineal, esto debido a que cuando las no linealidades estan presentes,
pueden aparecer algunas caracteristicas tales como ciclos limite o el fenémeno conocido como
caos [11]. En cualquier caso, el tipo de comportamiento de un sistema dindmico no lineal, ya
sea estable, inestable, oscilatorio o cadtico, puede depender criticamente de la entrada aplicada.
Por lo tanto, difiere del caso lineal donde todas las propiedades dinamicas se pueden describir,
por ejemplo, por una funciéon de transferencia, independientemente de la entrada.

1.2.3. Sistemas autonomos

Aunque las ecuaciones de un modelo dindmico en general dependeran del tiempo, ya sea
de forma explicita o por medio de una funcién de entrada, una gran parte de la teoria de los
sistemas lineales se refiere a casos donde no existe dependencia explicita del tiempo [27]. Estos
sistemas se conocen como sistemas auténomos y surgen con toda naturalidad en la préctica.
La ecuacién diferencial en el espacio de estados se expresa como

x = f(x+10), (1.4)

donde 0 es un vector constante. Asi, los puntos de equilibrio en el espacio de estados son
determinados por f(x, @) = 0. Asumiendo que f(x, @) satisface la condicién de Lipschitz [28], la
ecuacién diferencial para x(t) debe tener una tinica solucién para cualquier estado inicial dado
x(0). La trayectoria trazada en el espacio por x(t) se denomina trayectoria del sistema; debido a
la propiedad de unicidad habra una y sélo una trayectoria que pasa a través de cualquier punto
dado. Si se elimina la dependencia en 1, las ecuaciones diferenciales del espacio de estados para
un sistema auténomo se puede escribir como [22]:

x = f(x). (1.5)

El conjunto de todas las trayectorias de la ecuacién (1.5) proporcionan una forma completa
de la geometria no lineal del sistema, bajo las condiciones especificadas. Como resultado, es
posible dar una clasificacion completa del comportamiento en el plano de fase, aunque no en las
dimensiones superiores del espacio de estados. En general todas las ecuaciones que describen el
comportamiento dindmico no lineal no pueden ser resueltas de forma analitica, asi que, para la
construccién de las trayectorias es necesario el uso de métodos numéricos [22, 29].
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1.2.4. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio de un sistema auténomo dado por la ecuacién (1.5) también se
conocen como puntos singulares cuando f(x) = 0, esto porque parecen quebrantar la regla
general de que sélo una trayectoria puede pasar a través de cualquier punto dado?.

Suponiendo que f(x) es lo suficientemente suave para ser linealizada alrededor del punto
singular X, la aproximacion debera ser suficiente para determinar el comportamiento de las
trayectorias en la vecindad del punto de equilibrio. Si A en la ecuacién (1.3) es no singular,
la naturaleza del punto de equilibrio es esencialmente determinada por sus valores propios
(Tabla 1.1), los cuales pueden ser clasificados en nodo estable, foco estable, nodo inestable,
foco inestable, centro y punto de silla (Figura 1.2) [11, 21].

T
9@

Figura 1.2: Clasificacion de los puntos de equilibrio [21]

>U<<

N

Clase Eigenvalores Tipo de punto de equilibrio
(a) A1 <A <0 Nodo estable
() Mo=ptiv&pu<0 Foco estable
(c) A1 > A >0 Nodo inestable
(d) Mo=ptiw&pu>0 Foco inestable
(e) AL <0< A Centro
(f) Ao = Fiw Punto de silla

Cuadro 1.1: Puntos de equilibrio y su clasificacion en funcion a sus eigenvalores [21].

2En realidad es sélo aparente, ya que las trayectorias que se encuentran en un punto singular no pasan a
través de él, sélo se acercan o apartan asintGticamente [22].
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1.2.5. Atractores extranos y caos

El término atractor es dificil de definir de manera rigurosa, pero en términos generales,
un atractor es un conjunto limite al que todas las trayectorias vecinas convergen cuando
t — 00, ya que atrae asintOticamente trayectorias cercanas al el mismo [21]. Un sistema
auténomo de tiempo continuo requiere mas de dos dimensiones para exhibir caos, en las cuales
el comportamiento de las trayectorias es mas compleja, ya que puede o no haber atraccién
asintética para las trayectorias vecinas. A estos se les conoce como atractores extranos. Mas ain,
las trayectorias que contienen podrian ser localmente divergentes entre si dentro del conjunto
de la atraccion. Tales estructuras estan asociadas con el comportamiento cuasi-aleatorio de
soluciones llamado caos [22].

1.2.6. Representacion en fase de un sistema dinamico

Un método para el andlisis de las oscilaciones de los sistemas dinamicos consiste en su
representacion grafica en el espacio de fase, el cual se introdujo a la teoria de las oscilaciones
por L. I. Mandelstam y A.A. Andronov [30]. Desde entonces, este método se ha convertido en la
herramienta habitual para el estudio de diversos fendmenos oscilatorios. Cuando las oscilaciones
de forma compleja se descubrieron, por ejemplo el caos dindmico, este método aumentd en
importancia. El analisis de los diagramas de fase de los procesos oscilatorios complejos permite
juzgar la estructura topoldgica en un limite cadtico establecido, asi como hacer conjeturas y
suposiciones que pueden ser valiosas cuando se realizan nuevas investigaciones [31]. La forma
general de un campo vectorial en el plano de fase es:

3:31 = f1<$1,]}2), (1.6)

Ty = folz1,22),
donde f; y f2 son funciones dadas. Este sistema puedes ser escrito en forma mas compacta en
notacién vectorial como:

x = f(x), (1.7)

donde x = (x1,22) v f(x) = (f1(x), f2(x)). Aqui x representa un punto en el espacio de fase, y
X es el vector velocidad en ese punto. Fluyendo a lo largo del campo vectorial, un punto de fase
traza una solucién x(t), correspondiente a una trayectoria de enrollamiento a través del plano
de fase. Ademas, todo el plano de fase estd lleno de trayectorias, puesto que cada punto puede
desempenar el papel de una condicién inicial.

Para los sistemas no lineales, normalmente no hay forma de encontrar las trayectorias
analiticamente, incluso cuando se dispone de formulas explicitas. En su lugar se determina
el comportamiento cualitativo de las soluciones. Entonces, el retrato fase del sistema se obtiene
directamente de las propiedades de f(x), por lo que es posible generar una gran variedad de
retratos de fase. En la Figura 1.3 se muestra el atractor de Lorenz (linea negra). Asimismo
podemos observar de forma independiente la evolucién temporal de x (linea roja) y de z (linea
azul), conceptualizando de forma grafica la definicién de retrato de fase.

Algunas de las caracteristicas mds importantes de cualquier retrato de fase son [11]:

1. Los puntos de equilibrio, como A, By C de la Figura 1.4. Recordemos que los puntos
de equilibrio satisfacen f(x) = 0 y corresponden a estados estacionarios o de equilibrio
del sistema.
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2. Las érbitas cerradas, como D, corresponden a soluciones periddicas.

3. La disposicion de las trayectorias cerca de los puntos de equilibrio y las tra-
yectorias cerradas. Por ejemplo, el patron de flujo cerca de A y C es similar, pero
diferente de la que se encuentra cerca de B.

4. La estabilidad o inestabilidad de los puntos de equilibrio y orbitas cerradas.
Aqui, los puntos de equilibrio A, B, y C son inestables, ya que las trayectorias cercanas
tienden a alejarse de ellos, mientras que la érbita cerrada D es estable.

Figura 1.3: Retrato de fase del sistema de Lorenz.

Y
D B
< Al A - C <l

\
«

TN

Figura 1.4: Elementos del retrato de fase.

1.2.7. Mapa de Poincaré

La visualizacion de las trayectorias para d > 3 no es posible, pero se puede recurrir a la
técnica llamada mapa de Poincaré, cuya construccién se puede hacer de la siguiente manera:
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= Para simplificar la representacion, se considera un sistema auténomo de tres dimensiones
f(x), y se centran en una de sus trayectorias.

» Se define un plano (en general una superficie (d — 1)) y se consideran todos los puntos
P —n en que la trayectoria cruza el plano desde el mismo lado, como se ilustra en la
Figura 1.5.

Figura 1.5: Mapa de Poincaré de una trayectoria genérica para los primeros
tres puntos de interseccion Py, P y Ps.

El mapa de Poincaré del flujo f se define entonces como el mapa G asociando dos puntos
de cruce sucesivos, es decir:

Pn+1 = G(Pn)7 (1‘8>

que se puede obtener simplemente mediante la integracion de la ecuacién diferencial ordinaria
original desde el momento de la n—ésima interseccién a la (n + 1), por lo que siempre esta
bien definida. En realidad también su inversa P,_; = G~ 1(P,,) estd bien definida simplemente
integrando hacia atrés, por lo tanto, el mapa de la ecuacién (1.8) es invertible.

Los mapas de Poincaré permiten un espacio de fase d-dimensional para ser reducido a una
representacion (d — 1), lo que permite identificar la periodicidad (si la hay) de una trayectoria.
Tales mapas también son valiosos para un analisis mas refinado que solamente la visualizacién,
porque preserva las propiedades de estabilidad de los puntos y las curvas. Es necesario senalar
que la construccién de un mapa de Poincaré apropiado para un sistema genérico no es una
tarea facil, ya que la eleccién de un buen plano o superficie (d — 1) de interseccién requiere
experiencia [21].



Capitulo 2

Analisis de los sistemas caoticos

En este capitulo se presenta una descripcion de los sistemas cadticos que se van a utilizar en
este trabajo de tesis, asi como la simulacién numérica de cada uno de ellos: El sistema basado
en el circuito de Chua, Sistema de Lorenz y sistema basado en una funcién saturada. También
se realiza el analisis de los puntos de equilibro de estos sistemas y el escalamiento en amplitud
de las senales.

2.1. Sistema basado en el circuito de Chua

El circuito de Chua (Figura 2.1) consta de cinco elementos: una resistencia lineal (R), un
inductor (L), dos capacitores (C1yCs) y una resistencia no lineal conocida como el diodo de

Chua (Ng).

T
‘11 &

Figura 2.1: Circuito de Chua.

2.1.1. Circuito de Chua

El circuito de Chua puede ser modelado por medio de variables de estado de la siguiente
forma:

» El nimero de variables de estado se encuentra determinado en funcién del ntmero de
elementos dindmicos (capacitores e inductores).
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= Las variables de estado dependen unicamente de las mismas variables de estado y de las
fuentes de excitacion.

= Para los capacitores C; — V; es la variable de estado.
s Para el inductor L — iy, es la variable de estado.

Para determinar Vg;, se busca i¢; (usando LCK!):

g = 1lc1tINR,
Vee — Ver dVer .
Yea—Ver &
R Ly + INR,
Vor Vo L Voo ing
dt RCy RCy cy’
y
i, = fic2+ g,

. AV Vior =V
e
dVCQ . VCl VCQ Z.L

dt ~ RC, RC, Cy

Para determinar iy, se busca V;, (usando LVK?):

Vi = —Voo,
dly,
L— = -V,
dt C2,
dly Ve
dat L’
donde i;, — I;,. Como resultado, el sistema queda definido de la siguiente manera:
dvor _ Voo Vor  Ine
dt RC,  RC, c,’
AVea Voo Voo i
dt RCy RCy Cy
dly, Voo
— = ——= 2.1
dt L (2.1)

inygr €s una funcién no lineal caracteristica del diodo de Chua, que puede ser linealizada con
una funcion PWL, tal como se ilustra en la Figura 2.2. La funcién iyg tiene la forma general
dada por la ecuacién (2.2), donde m(gl, g2, g3) e I, evolucionan de acuerdo a la funcién (2.3).
Ademas, las ecuaciones (2.1)-(2.3) conducen a los tres sistemas de ecuaciones diferenciales de
primer orden de la forma x = Ax + Bu, dados en las ecuaciones (2.4)-(2.6) [22].

iNR :mV01+Ix, (22)

'LCK: Ley de corrientes de Kirchhoff
2LVK: Ley de voltajes de Kirchhoff
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i iNR
g2

3
g gl

-BP2 -BPI

Figura 2.2: Grdfica I-V de la funcion PWL del diodo de Chua.

_92‘/01 + (gl — g2>BP1, VCl < —Bpl,
INR = —glVer, —BP, < Ve < BP, (2.3)
—QQVCl -+ (92 — g].)BPl, VCI > BP1

donde g1, g2 y g3 son las pendientes que se comportan como resistencias negativas; =B P1 y +BP2
representan los puntos de quiebre (ver Figura 2.2).

: 1 2 1 2-g1)BP
] [ oAy 0 ][V [ e
Voo | = e - & Voo | + 0 ,Ver < —BP, (2.4)
IL 0 % 0 IL 0
1 1 1
Ver RcllJr & RC) (1) Ve
VCQ = RCy TRC;, O VCQ 7_BP1 < VCl < BP17 (25)
IL 0 % 0 IL
' 1 2 1 1-¢2)BP
Ver “Fate om0 || Ve g
Voo | = "y -5 & Voo | + 0 , Vo1 > BPy. (2.6)
I 0 1 0 Iy, 0

2.1.2. Puntos de equilibrio del sistema basado en el circuito de Chua

El analisis de los sistemas no lineales con comportamiento cadtico es complicado debido a
la extrema sensitividad que presentan a cualquier variacion en las condiciones iniciales, sin em-
bargo, aunque el sistema presente diferentes soluciones, la trayectoria siempre va a evolucionar
en funcion de la atraccion a los puntos de equilibrio, también conocidos como puntos singulares
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cuando f(x) = 0, de tal modo que, a partir del sistema de ecuaciones diferenciales (2.1), se
obtiene:

_ Vet Ve __INR

= 0
RCy  RC, 4 ’
Voo _Vex i _
RCy RCy Cy ’
Ve
—— = 0.
L
De la tltima ecuacién se deduce que Vo = 0, por lo tanto:
Ve
R NR,
Vo _
R b
Ahora bien, sustituyendo iyg en la ecuacién (2.2) se tiene:
Vi
= (mVor + L) = 0,
R
Vi
Vo =L = 0,
1
Ver (F+m) = L,
1+mR
_VCI ( R ) = Ix7
I.R
Voo = —
ol 1+mR’
i, = .
L 14+ mR

Finalmente, sustituyendo I, en las tltimas dos ecuaciones se obtiene:

(92 —gl)BP.R (92 —gl)BPR

v, Vor = —
a1 1+mR a1 1+mR
p (9t —9¢2)BL . (91 —¢2)BP,

L 14+mR L 14+mR

Por lo tanto, los puntos de equilibrio quedan de la siguiente manera:

Pl = (0,0,0),
(92—gl)BPAR  (91—g2)BP
L+mR 7 1+mR ’
p3 = |[— (92—gl)BPLR _ (91 —g2)BP,
B 1+mR 7 14+ mR :

P2 =
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2.1.3. Escalamiento de las senales

Cabe senalar que, pensando en una futura implementacion en hardware, es necesario escalar
los niveles de excursién (ELs, por sus siglas en inglés) de la funcién PWL para que consecuen-
temente se escalen los ELs de las senales cadticas, de no hacerlo existen limitaciones en los
rangos dindmicos de los circuitos disponibles. Por ejemplo en el caso del circuito de Chua, los
valores nominales producen ELs muy pequenos en las senales, por lo tanto para obtener ELs de
mayor amplitud, es necesario anadir un parametro 7 en la funcién PWL de la ecuacién (2.3), la
cual describe las caracteristicas I — V' del diodo de Chua. Por consiguiente, se puede redefinir
la ecuacién (2.3) como (2.7) [22].

—92Ver + (91 — g2) BPy, Ver < —BPyy
'iNR = —91V01, —BPl’)/ S VCl S BPl’)/ (27)
—92Ver + (92 — g1)BPyy, Ver > BPyy

Tal como lo ilustra la Figura 2.3(a), la amplitud de la sefial Vi (t) es muy pequena, por lo
tanto se anade el pardmetro v = 17 en la ecuacién (2.7). Como resultado se obtienen valores
cercanos a 5y -5 en la senal Vi (t) (Figura 2.3(b)), la cual se va a utilizar como base en el
diseno de la técnica de la generacién de rutas. Es importante senalar que el escalamiento en
amplitud no afecta el comportamiento cadtico del sistema.

0.3
0.2

0.1

- N w A~ o

V)

VCA(V)

0

~vet

EEE S

-0.1

-0.2

-0.3

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 ! 01 02 03 04 05 06 07 08 09 ;
t(s) x 10 t(s) x 10

(a) Senal VC1(t) sin escalamiento. (b) Senal VC1(t) escalada por un factor v =
17.

Figura 2.3: Evolucion temporal de la senal VC1(t) del circuito de Chua.

2.1.4. Simulaciéon del sistema basado en el circuito de Chua

Nos interesa la solucion del sistema basado en el circuito de Chua mediante simulaciones
numéricas aplicando aproximaciones con el método Forward Euler (FE). Para ello, usamos las
ecuaciones (2.4)-(2.6) y consideramos los valores en el circuito de Chua como en [22]: C1 =
450pF, C2 = 1.5nF, L = 1mH, gl = 1/1358, g2 = 1/2464, g3 = 1/1600, BP1 = 0.114V,
BP2 =04V y R = 1625Q. Ademas, se utiliza un ancho de paso de integracion h =1 x 1077 y
las condiciones iniciales V1(0) = 0.01, Vo (0) =0, I11(0) = 0.
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x10' apil
150 ) \
~~
~
1 ~
.
0.5+
& <
20 o
z
0.5
1
1 g
15} -2
-2
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 -3 | L
VC1(V) 5 4 3 1 0 1 3 4 5
VCA(V)
(a) Funcién PWL sin escalamiento. (b) Funcién PWL escalada por un factor v = 17.

. vev)

R 02 02 03 %5 a4 3

-1 0 1
VCi(V)

0
VCi(V)

(¢) Atractor sin escalamiento. (d) Atractor escalado por un factor v = 17.
Figura 2.4: Sistema cadtico basado en el circuito de Chua.

En la Figura 2.4(a) y 2.4(b) se muestran la graficas de la funcién PWL del circuito de Chua
antes y después del escalamiento, respectivamente. Del mismo modo en la Figura 2.4(c) y 2.4(d)
se muestra el atractor del sistema antes y después del escalamiento.

2.2. Sistema de Chua normalizado

La mayoria de los estudios analiticos sobre el circuito de Chua se han enfocado en ecuaciones
adimensionales (normalizadas). En la ecuacién (2.8) se muestra la generalizacién del circuito
de Chua. La funcién h(z) describe una funcién PWL dada por (2.9), donde ¢ es un nimero
natural ajustado para generar enrollamientos pares o impares, mgy y my son las pendientes de
la funcién PWL y ¢ son los puntos de quiebre (Figura 2.5.

@ = aly — h(z)],
z = —py.
h(z) = (mog—1)z + 3 qi (mi—1 —my) X (|z+ ¢l — |z — al) (2.9)

i=1
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AI

NR

my

P c,

-C;

Figura 2.5: Funcion PWL del sistema de Chua normalizado.

2.2.1. Simulaciéon del sistema de Chua normalizado

Definiendo los pardmetros « = 9y § = 14.286 del sistema de ecuaciones (2.8) y ¢ = 1,
c=2,mg=1/7Ty my =2/7 en la ecuacién (2.9), se construye la funcién PWL h(x) mostrada

en la Figura 2.6(a).
1
0.8
0.6
0.4

0.2

o = N w » O

b A b A

5 ~o 50 100 150 200
t(s)

0
X
(a) Funcién PWL. (b) Variable x(t).

1-
0.8

0.6

0.4

0.2

> 0
-0.2
-0.4

-0.6

-0.8

_js

xXo

(c) Atractor del sistema.

Figura 2.6: Sistema de Chua normalizado.
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La Figura 2.6(b) muestra la sefial x(t) evolucionando en el tiempo, en la cual podemos
observar que definiendo el punto de quiebre ¢ = 2 en la funcién h(x), se obtienen los niveles
de excursién adecuados para obtener valores que se encuentren en el rango [—5 < x < 5] en la
amplitud de la senal z(t). Finalmente, la Figura 2.6(c) muestra el atractor producto de graficar
las variables de estado = y y de este sistema.

2.3. Sistema de Lorenz

El sistema de Lorenz es un modelo matematico que describe un fenémeno meteorolégico
conocido como la conveccion de Rayleigh-Benard y lo reduce a un conjunto de tres ecuaciones
diferenciales ordinarias [21]:

i o= o(y—u),

y = vyr—y—uxz, (2.10)

z = xy—bz.
Las tres variables fisicamente estan vinculadas a la intensidad de la conveccion z, la diferencia
de temperatura entre la corriente ascendente y descendente y y la desviacion de la tempera-
tura desde el perfil lineal z. Las constantes o, v y b son pardametros adimensionales positivos
vinculados al problema fisico: o es el nimero de Prandtl, el cual mide la relacién entre la
viscosidad del fluido y la difusividad térmica; v puede ser considerado como la diferencia de
temperatura impuesta normalizada (més precisamente, es la relacién entre el valor del nimero
de Rayleigh y su valor critico) y es el principal pardmetro de control; finalmente, b es un factor
geométrico [11, 21].

2.3.1. Puntos de equilibrio del sistema de Lorenz

Para obtener los puntos de equilibrio es necesario resolver el sistema de ecuaciones:

o(y-z) = 0, (2.11)
yr—axz-y = 0, (2.12)
xy-bz = 0. (2.13)

De la ecuacién (2.11) se deduce que y = x. Si se sustituye y por = en las ecuaciones (2.12),
(2.13) se obtienen las siguientes ecuaciones:

r(y—1—2) = 0, (2.14)
—bz+2° = 0. (2.15)

Una manera de satisfacer la ecuacién (2.14) es con z = 0, por lo que z = 0 en la ecua-
cién (2.15), y como y = x entonces y = 0. También es posible satisfacer (2.14) si se elige a

z = v — 1, entonces (2.15) requiere que x = +4/b(y — 1) y en consecuencia y = +,/b(y — 1).
Asi que los puntos de equilibrio para este sistema quedan de la siguiente manera:

P (0,0,0),
Pyo= (b(y — 1), /by — 1),y — 1),
Py = (—/bly — 1), —/b(y — 1),v - 1).
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2.3.2. Escalamiento del sistema de Lorenz

De igual manera que en el sistema basado en el circuito de Chua, es necesario escalar los
niveles de excursién (ELs) de las senales del sistema de Lorenz, ya que los valores nominales
producen ELs muy grandes. Por consiguiente, es necesario reducir la amplitud de las senales
anadiendo los pardametros ki, ks v k3 al sistema de ecuaciones (2.10), dando como resultado la
siguiente transformacion del sistema:

x
u=— — = uk,
k1
v:£—>y:vk2,
ka
z
w=— — 2z =wks
k3

Asi,

klu = O'(Uk’g — U,kl),
k?g’l.} = 7uk31 — U]{?g — kall{?g,

kg'lj} = U'l]lkg—b'w}i'g.

Por lo tanto el sistema queda definido de la siguiente manera:

k
U = a(vk—j —u),
v o= 7u:: —v— uwk;{jg, (2.16)
k1ko
= — —b
W e

Ademas, a consecuencia del escalamiento, los puntos de equilibrio quedaran ubicados en:

P = (0,0,0),
Vb(y—=1) by —=1) 4 —1
e N PR T
by —=1) bly—1) y—1
I TR T

2.3.3. Simulaciéon del sistema de Lorenz

Ahora bien, definiendo los parametros o = 10, v = 24 y b = 8/3, asi como los valores de
las constantes de escalamiento k; = 4 ko = 10 k3 = 10 en el sistema de ecuaciones (2.16), se
obtienen como resultado valores cercanos a 5y -5 en la senal z(¢). La Figura 2.7 muestra la
senial z(t) y el atractor del sistema de Lorenz antes y después del escalamiento, como se puede
observar el escalamiento no afecta el comportamiento cadtico del sistema.
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X 0 < 0
51
2
10
15| 4
20 10 20 30 40 50 60 6 . .
t(s) 0 20 40 60 80 100
t(s)
(a) Senal z(t) sin escalamiento.
45 4
40 35
35 3
30
25
25
N N 2
20
15
15
10 1
5 0.5
D 10 5 5 10 15 20 3 5

xXo
>xXo

(¢c) Atractor sin escalamiento. (d) Atractor con escalamiento.

Figura 2.7: Senal x(t) y atractor del sistema de Lorenz.

2.4. Sistema basado en una funcién saturada

El sistema cadtico basado en una funcién de series saturadas se encuentra descrito por la
ecuacién (2.17), en la que z, y, z son variables de estado, a, b, ¢ y d son constantes positivas,
y donde la funcién f(z) se encuentra definida por la ecuacién (2.18). De este modo, en la
Figura 2.8 se muestran las caracteristicas de la serie de funciones saturadas, donde £k son
llamadas regiones o niveles saturados, +sp son los puntos de quiebre y (k/sp) es la pendiente
de saturacion.

=y,
Y=z (2.17)
= —ax — by — cz + df ().
k T > sp
f(x)=q (k/sp)x —sp<ax<sp (2.18)

—k, r < —sp.
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Jx)a

o) 4

sp

Figura 2.8: Funcidn saturada f(x).
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2.4.1. Puntos de equilibrio del sistema basado en una funcién satu-

rada

Los puntos de equilibrio, como se mencioné anteriormente, se obtienen resolviendo cada una

de las ecuaciones del sistema (2.17):
= 0,

z = 0,
—ax —by —cz+df(z) = 0.

En las primeras dos ecuaciones se deduce que z = y = 0, asi que, sustituyendo z y y en la

tercera ecuacion se tiene:

—ax +df(z) = 0,
df (z)

a

= .

Ademas, debido a que a = b = ¢ = d, se puede definir una 5 =
siguiente:

ISHISH

(e = f(z) = 0.

Finalmente, evaluando f(z) dada por las ecuaciones (2.18), se obtiene:

= 1, reduciéndose a lo

De alli pues que los puntos de equilibrio quedan definidos de la siguiente manera:

Pl = (k,0,0),
P2 = (0,0,0),
P3 = (—k,0,0).
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2.4.2. Simulaciéon del sistema cadtico basado en una funcién satura-
da

Definiendo los valores de los niveles saturados y el valor de la pendiente es posible construir
una funcién PWL para obtener la amplitud deseada en la sefial z:(¢). Ahora bien, si se define una
f(z), dada en (2.18), con los niveles de saturaciéon +k = 2.5 y una pendiente de (k/sp) = 100,
se obtiene la funcién PWL mostrada en la Figura 2.9(a). Finalmente, si se fijan los pardmetros
a=>b=c=d=0.7 en la ecuacién (2.17) se obtiene la senal x(¢) mostrada en la Figura 2.9(b).
Al graficar en el espacio de fase, se forma el atractor mostrado en la Figura 2.9(c), en donde se
observa la formacion de dos enrollamientos en torno a los puntos de equilibrio del sistema.

w

% -4 2 0 2 4 6 o 200 400 600 800 1000
X t(s)

(a) Funcién PWL. (b) Variable z(t).

xXo

(¢) Atractor del sistema.

Figura 2.9: Sistema cadtico basado en una funcion saturada.

2.4.3. Oscilador cadtico de multiples enrollamientos

En un sistema basado en series de funciones saturadas el nimero de enrollamientos que
genera el atractor cadtico se encuentra dado en funcién de las regiones saturadas. La ecua-
cién (2.19) describe una aproximacién PWL conocida como serie de una funcién saturada, la
cual se muestra en la Figura 2.10, donde k/a > 0 es la pendiente, h > 2 es el retardo saturado



CAPITULO 2. ANALISIS DE LOS SISTEMAS CAOTICOS 21

y p, q son enteros positivos.

q
i=—p

a) b)

NEIN N(EIN
meseta=mk meseta=nk
k

h-a ;h-*-a =x o h-a i hta :x
h=nk h=mk

Figura 2.10: Descripcion PWL de una serie de funciones saturadas para generar a)
enrollamientos impares y b) enrollamientos pares.

De esta manera, la ecuacién (2.19) puede reescribirse en una forma explicita como:

(2¢+ 1)k x> qh+ «
_ ) k/a(x —ih) + 2ik |z —ih| <a,—p<i<gq
flwsak,hp,q) = (2i+ 1)k ih+a<z<(i+l)h—a-p<i<qg-—1 (2.20)
—(2p+ 1)k r < —ph —«

Asi, un sistema basado en series de funciones saturadas tendra un atractor cadtico de multiples
enrollamientos como se muestra en la siguiente seccion para el caso de 1D.

2.4.4. Atractores cadticos de multiples enrollamientos en 1D

Para generar miltiples enrollamientos orientados en una sola dimensién (1D) se anade una
funcion f(x; k, h, p, q) tal como se muestra en el sistema de ecuaciones (2.21), la cual se encuentra
definida por la funcién (2.20).

T =y,
y =z (2.21)
Z=—axr —by —cz+df(z;k, h,p,q).

En el sistema de ecuaciones (2.21) existen 2(p+ ¢) + 3 puntos de equilibrio en el eje x, llamados
puntos silla de indices 1 y 2, los cuales se definen de acuerdo a la naturaleza de los eigenvalores
del sistema. Los enrollamientos se generan solo en torno a los puntos de silla de indice 2, el
sistema de ecuaciones (2.21) es capaz de generar (p+¢q+2) enrollamientos definiendo los valores
adecuados en a, b, ¢, d, k y h. Los responsables de conectar los enrollamientos son los (p+¢+1)
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puntos de silla de indice 1, formando asi el atractor. Cabe mencionar que en los puntos de silla
de indice 2 un retardo saturado corresponde unicamente a un enrollamiento, mientras que en
los puntos de silla de indice 1 una pendiente saturada corresponde a una conexién entre dos
enrollamientos vecinos.

La meseta saturada en una funcién de series saturadas definida por la ecuacién (2.20)
es: meseta = +nk para enrollamientos pares y meseta = +mk para enrollamientos impa-
res. Los retardos saturados para los centros de las pendientes estan definidas por h; = +mk
para enrollamientos pares y h; = +nk para enrollamientos impares, como se muestra en
la Figura 2.10. Los factores multiplicativos para las expresiones anteriores son definidas por
n=13,--,(p+q+1) para enrollamientos pares y n = 1,3,-- -, (p+¢—1) para enrollamientos
impares; y m = 2,4,---, (p + q) para los dos tipos de enrollamientos.

2.5. Simulacion del sistema caotico basado en una fun-
cion saturada con 4 enrollamientos en 1D

En primer lugar se construye la funcion PWL con el niimero de pendientes y niveles de satu-
racion necesarios. De acuerdo con la seccion anterior, el niimero de niveles saturados definen el
nimero de enrollamientos, mientras que las pendientes conectan cada uno de los enrollamientos
Vecinos.

4 5
4

3,
a

z 2

1 1

Eo x 0

R

]
24+

2 3l

-3 4!

4 o 200 400 600 800 1000

"5 0 5 t(s)

X
(a) Funcién PWL. (b) Variable x(t).

1.5

1

0.5

(¢) Atractor del sistema.

Figura 2.11: Sistema cadtico basado en una funcion saturada de cuatro enrollamientos.
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Después se define el primer nivel de saturacién, en este caso k£ = 1.1, el punto de quiebre
a = 0.011, una pendiente k/a = 100, p = 1, ¢ = 1 y h = 2.2, formando asi la funcién
PWL f(z) descrita por la ecuacién (2.22) y mostrada en la Figura 2.11(a). Finalmente se fijan
los pardmetros del sistema (2.20) a = b = ¢ = d = 0.7 y se integra el sistema mediante
simulaciones numéricas en MATLAB. En la Figura 2.11(b) se puede observar que la amplitud
de los niveles de excursion de la senal correspondiente a la variable x(t) se encuentra en el rango
[—5 < 2 < 5]. Como consecuencia se obtiene un atractor de cuatro enrollamientos mostrado en
la Figura 2.11(c).

3.3 x> 2211
100(z — 2.2) +2.2 2189 < z < 2.211
1.1 0.011 < z < 2.189
flz) = 100 ~0.011 < z < 0.011 (2.22)
~1.1 —2.189 < z < —0.011
100(z +2.2) — 2.2 —2.211 < z < —2.189
~33 x < —2211

2.6. Atractores cadticos de miiltiples enrollamientos en
2D

Para generar un comportamiento caético en dos dimensiones (2D) es necesario modificar
el sistema cadtico dado por la ecuacién (2.17). El sistema caético en 2D se modela aplicando
aproximaciones mediante variables de estado como se muestra en la ecuacién (2.23), donde x,
y, z son variables de estado; a, b, ¢, d; y dy son constantes reales positivas.

Para un sistema cadtico en dos dimensiones se necesitan dos series de funciones saturadas
f(z)y f(y) en el sistema de ecuaciones (2.23) definidas también por la funcién (2.20), donde p,
P2, 1 Y g2 son enteros positivos. Entonces, el sistema cadtico puede crear (p;+q1+2) X (p2+go+2)
enrollamientos pares 2D o (p; +¢1 + 1) X (p2 + g2 + 1) enrollamientos impares 2D estableciendo
adecuadamente los parametros a, b, ¢, dy, da, k1, k2, h1 v hs. Ademas, la meseta saturada en la
funcion de series saturadas descritas en la ecuacion (2.20) es: meseta = £nk para enrollamientos
pares 2D y meseta = +mk para enrollamientos impares 2D. Los retardos saturados para
los centros de las pendientes estan definidas por h; = £mk para enrollamientos pares 2D y
h; = £nk para enrollamientos impares 2D, como se muestra en la Figura 2.10.

Los factores multiplicativos para las expresiones anteriores son definidos porn = 1,3, - - - | (pa+
g2 + 1) para enrollamientos pares 2D y n =1,3,---, (p2 + g2 — 1) para enrollamientos impares
2D; m = 2,4,---,(p1 + q1) para los dos tipos de enrollamientos [22].

) d
r=1y— ff(y; ko, h27p27QQ)7

Y=z
Z=—ar—by—cz+ dlf(@ ki, hi, p1, Q1) + d2f(y§ ko, ha, pa, Q2)-

(2.23)
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2.6.1. Simulaciéon del sistema caotico basado en una serie de funcio-
nes saturadas 2x2

Para realizar la simulacion del sistema caético basado en una serie de funciones saturadas 2x2
es necesario construir dos funciones PWL: f(x) y f(y) con dos niveles de saturacién. Después,
se deben establecer los parametros del sistema de ecuaciones (2.23), definiendo k; = ko = 2.5,
pendiente = 100, py = ps = 1, ¢1 = q2 = 1, hy = hy = 5, se forman las funciones f(z) y f(y)
dadas por las ecuaciones (2.24) y (2.25), respectivamente.

2.5 x> 0.025
f(z) =< 100(z) —0.025 <z < 0.025 (2.24)
—2.5 x < —0.025
2.5 y > 0.025
fly) =< 100(y) —0.025 <y < 0.025 (2.25)
—2.5 y < —0.025
Fijando los parametros a = b = ¢ = 0.7, d; = dy = 0.7 se resuelve el sistema mediante
integracion numeérica.
3r 3
1 1
o So
20 2
36 -4 2 0 2 4 6 36 -4 2 0 2 4 6
X Y
(a) Funcién PWL f(x). (b) Funcién PWL f(y).

60 100 200 300 400 500 600 700 800 B 4 2
i(s)

Xo

(c) Senal z(t). (d) Atractor del sistema.

Figura 2.12: Sistema basado en una serie de funciones saturadas de 2 X 2.



CAPITULO 2. ANALISIS DE LOS SISTEMAS CAOTICOS 25

En la Figura 2.12(a) y (b) se pueden observar la graficas de las funciones PWL f(x) y f(y),
respecticamente, que se aplicaran al sistema; en la Figura 2.12(c) y (d) se observa la senal z(t)
y el atractor del sistema, respectivamente.

2.6.2. Simulacién de un sistema cadtico basado en una serie de fun-
ciones saturadas 4x4

Para simular un sistema caético basado en una serie de funciones saturadas con 4 enrolla-
mientos en dos dimensiones (4x4), es necesario construir dos funciones PWL con cuatro niveles
de saturacion. Fijando los valores k; = ko = 1.2, pendiente = 100, p1 = po =1, ¢4 = ¢ = 1,
hy = hy = 2.4 se forman las funciones f(x) y f(y) mostradas en las ecuaciones (2.26) y (2.27),
respectivamente. En la Figura 2.13(a) y (b) se mustran las graficas de las funciones PWL f(z)
y f(y), respectivamente, que se integraran al sistema de ecuaciones (2.23).

Eo S0
1 1
-2 -2
3 3
“g -4 2 0 2 4 6 “g -4 2 0 2 4 6
X Y
(a) Funcién PWL f(x).
6 6
4 4
2 2
X 0 > 0
2 -2
4 4
-60 500 1000 1500 2000 2500 _6-6 -4 -2 0 2 4 6
(s) X
(c) Senal z(t). (d) Atractor del sistema.

Figura 2.13: Sistema basado en una serie de funciones saturadas de 4 X 4.

Por tltimo, se realiza la integracion numérica considerando los valores de los parametros
a=b=c=0.7,dy =dy =0.7. En la Figura 2.13(c) y (d) se muestra la senal z(t) y el atractor
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correspondiente a este sistema, respectivamente.

3.6 x> 2412
100(z —2.4) +2.4  2.388 <z < 2.412

1.2 0.012 < 2 < 2.388

100z —0.012 < 2 < 0.012

—1.2 —2.388 <z < —0.012
100(z +2.4) —2.4 —2.388 <z < —2.412

~3.6 z < —2.412

3.6 y > 2.412
100(y — 2.4) +2.4 2388 <y < 2.412

1.2 0.012 <y < 2.388

100y ~0.012 < y < 0.012

~1.2 —2.388 <y < —0.012

100(y +2.4) — 24 —2.388 <y < —2.412
~3.6 y < —2.412
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(2.26)

(2.27)



Capitulo 3

Caracterizacion de la dinamica caotica

Este capitulo consta del estudio y el analisis de la dinamica cadtica en sistemas dindmicos
no lineales mediante simulaciones numéricas en MATLAB. Dicho estudio consta del diseno de
dos algoritmos: en el primer algoritmo se presenta un oscilador cadtico basado en una serie
de funciones saturadas de cuatro enrollamientos, en el cual se analiza la simetria del atractor
mediante secciones de Poincaré utilizando un método numérico multipasos de orden variable.
En el segundo algoritmo se presenta un mapa de Poincaré del sistema de Lorenz implementando
el método de Henon. Los dos algoritmos forman las bases para implementar la técnica en la
generacion de las rutas de exploracion.

3.1. Analisis de la simetria de un atractor caotico de 4x1

El sistema se representa mediante el conjunto de ecuaciones (3.1), donde z, y y z son
variables de estado y a, b, ¢, d son coeficientes reales positivos que se encuentran en el intervalo
0<a,b,c,d<1.

T =y,
Y=z, (3.1)
Z=—axr —by —cz+df(z;k,h,p,q),

La funcién saturada f(x;k, h,p,q) se encuentra definida por la ecuacién (3.2), la cual debe de
tener tantos niveles saturados como ntimero de enrollamientos que se deseen generar.

flz; Kk, h,p,q) = Zq: fi(z;k, h). (3.2)

1=—p

De forma equivalente, la ecuacién (3.1) se puede describir en forma matricial como:

T 0 1 0 T 0
gl=|0 0 1 y |+ 10| f(zk hpaq). (3.3)
z —a —b —c z d

27
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De igual forma la funcién PWL (3.2) se puede redefinir en una forma explicita como:

(2 + 1)k xr>qh+1
‘ ) k(z —1h) + 2ik |t —ih| <1,—-p<i<gq
Flaik, h.p.q) = (2i + 1)k ith+l<z<(i+1)h—1,-p<i<g-1 (34)
—(2p+ 1)k r < —ph—1

3.1.1. Simulaciéon numérica

En el algoritmo se aplican aproximaciones numéricas utilizando el método Forward Euler
(FE) descrito por la ecuacién (3.5). Se utiliza el método FE para inicializar el método numérico
Adams-Moulton (AM) descrito en la ecuacién (3.6) para el caso de segundo orden, y por la
ecuacion (3.7) para el caso de cuarto orden [22, 29].

In+1 = Tp + h(fn)a (35>
h

Tpyl = Tp+ §(fn+1 — fa), (3.6)

Tn+1 = Tp + Q}il(gfn+3 + 19fn+2 - 5fn+1 + fn) (37)

3.1.2. Control Automatico del cambio de orden

Un aspecto importante del algoritmo para analizar la simetria de atractor consiste en alter-
nar el orden (segundo y cuarto) durante el proceso de integracién, con el objetivo de minimizar
los errores de propagacion y asegurar la estabilidad del método numérico, asi como reducir la
complejidad computacional. El cambio de orden se determina por el error de truncamiento,
dado por la ecuacién (3.8), el cual se evalia en cada iteracién y se compara con un valor de
error maximo. Si el error de truncamiento es menor al error maximo el sistema se resuelve con
el AM de segundo orden, que consta de un ancho de paso de integracién més grande y por tanto
reducira el nimero de iteraciones. Por otro lado, si el error de truncamiento supera el limite,
el sistema se resuelve con el AM de cuarto orden, que posee un ancho de paso de integracion
més pequeno. Para el método AM de segundo orden se toman los valores k =2y C' = 1/12,
mientras que para el AM de cuarto orden k =4y C' = 1/720.

Comar = {ckx(]”l)} pk+D). (3.8)

Para calcular los valores del tamano de paso de integracién h con los que se integrara el
AM de segundo y cuarto orden es necesario, en primer lugar, obtener los valores propios del
sistema, los cuales se obtienen evaluando la ecuacién (3.9), donde A es la matriz de estados, I
es la matriz de identidad y A expresa el determinante de A — AL

A = det (A — MI). (3.9)

Una vez obtenidos los eigenvalores, el valor de h se obtiene de la ecuacién (3.10), donde
Amin €8 €l minimo absoluto de los eigenvalores expresado por la ecuacién (3.11). El valor de ¥
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en la ecuacién 3.10 se estima aplicando el teorema de muestreo, por lo tanto, su valor minimo

es 2.
1

— Amin
h= 2w (3.10)
Amin = {[An], {[ A2, -, {|Anl}- (3.11)

Se define el oscilador cadtico de la funcién saturada de la ecuacién (3.3) con los pardmetros
a =b=c=d=0.7yunapendiente de 9, formando asi la funcién (3.12) expresada graficamente

en la Figura 3.1.

—27 r < —19
9z +18) —18 —19<z < —17
-9 -17<zx < -1
flz) = 9z -1<z<1 (3.12)
9 1<z <17
Oz —18)+18 17<az <19
27 x> 19

30

20

-20

Figura 3.1: Funcion PWL de cuatro niveles.

Tal como lo ilustra la Figura 3.2, resulta dificil el analisis desde el punto de vista de la
evolucion temporal de las variables de estado debido a la dindmica tan compleja de los sistemas
cadticos. Es por ello que el andlisis se efectiia desde el punto de vista del atractor (y contra x)
mostrado en la Figura 3.3.

De esta manera, se verifica la simetria del atractor cuantificando las trayectorias que cruzan
de un enrollamiento a otro. Para ello se divide la grafica en tres planos situados en los puntos
de equilibrio que unen los enrollamientos, los cuales se ubican en —18,0,18. Otro anélisis
consiste en contabilizar las trayectorias que atraviesan un area delimitada cercana al punto de
equilibrio en donde se forman los enrollamientos, esto para saber qué tanto se aproxima o se
aleja la trayectoria al punto de equilibrio. Para el area delimitada se propuso un circulo de
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78.54 unidades®. Los puntos de equilibrio que son los centros de los enrrollamientos se ubican
en —27, —9, 9, y 27, como se muestra en la Figura 3.3.

sefnal x
50 T T

1 1 L 1 1 1
0 100 200 300 400 ( )500 600 700 800 900
(s

sefal y
T T

>
20 L L I L L L L
100 200 300 400 500 600 700 800 900
t(s)
sefial z
10 T T T
v of ]
_1 0 Il 1 1 Il 1 Il 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

t(s)

Figura 3.2: Variables x(t), y(t) y z(t) del sistema cadtico basado en una serie de funciones saturadas
de cuatro enrollamientos.

En la Figura 3.3 se pueden apreciar cuatro circulos rojos, los cuales definen el area delimi-
tada en cada uno de los puntos de equilibrio en donde se forman los enrollamientos. De esta
manera es posible determinar cuantas veces son atraidas las trayectorias a cada punto de equi-
librio. Asimismo se aprecian los hiperplanos en color rojo, los cuales dividen el plano de fase y
cuantifican los cruces de la trayectoria.

" t40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Figura 3.3: Retrato de fase del sistema con los hiperplanos.

En la Tabla 3.1 se presentan los resultados numéricos que describen la simetria del oscilador
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caotico.
Variable Resultados
Numero total de iteraciones 70000
Numero de iteraciones en segundo orden 68199
Numero de iteraciones en cuarto orden 1801
Error maximo para cambiar de orden 0.005
Radio de la circunferencia 5
Ancho de paso (2do. orden) 0.01179
Ancho de paso (4to. orden) 0.006862
Puntos de equilibrio =27, =18, =9, 0, 9, 18, 27
Trayectorias que cruzan del plano 1 — 2, 2 — 1 15
Trayectorias que cruzan del plano 2 — 3, 3 — 2 7
Trayectorias que cruzan del plano 3 — 4, 4 — 3 10
Trayectorias que cruzan el area del primer atractor 1

Trayectorias que cruzan el area del segundo atractor
Trayectorias que cruzan el area del tercer atractor
Trayectorias que cruzan el area del cuarto atractor

N O W

Cuadro 3.1: Resultados obtenidos del primer algoritmo.

3.2. Analisis mediante el mapa de Poincaré del sistema
de Lorenz

El objetivo de este algortimo es analizar mediante el mapa de Poincaré el oscilador cadtico

del sistema de Lorenz:
t=o0(y—x),
y="yr—1y— 12, (3.13)
z=uxy — bz.

La ecuacién tipica para definir la seccién de Poincaré es la siguiente:

S(zy, 9, ..yxy) = 0,
Tpn—a = 0,

T, = a. (3.14)

donde si a = 0, entonces x; = 0.

La seccién de corte se define en z = 44.92, la idea es obtener los valores de x y y en el instante
que la senal z cruce la seccién. Al graficar en el espacio de fase los valores de = y y en que se
cumple el cruce de z, se forma un plano denominado Mapa de Poincaré, el cual representa
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la evolucion de la trayectoria del sistema y comprueba entre otras cosas la no-periodicidad del
mismo, la cual es una de las caracteristica que distingue a los sistemas cadticos.

El problema a resolver consiste en obtener el punto exacto z = 44.92, esto debido a que la
integracion numérica se realiza con un ancho de paso determinado, por lo que es muy probable
que al momento del cruce de z el punto deseado z = 44.92 quede entre z; y x(j1;, como se
ilustra en la Figura 3.4.

Para realizar el ajuste es necesario obtener el valor de t en el que se cumple que z = 44.92,
para ello es necesario realizar una integracion hacia atras. Cabe considerar que no es una tarea
sencilla, pues se desconoce el valor del ancho de paso requerido para integrar de forma inversa
y llegar al punto deseado. Es por eso que en esta simulacién se hace uso del método de Henon
para realizar la integracion inversa y asi regresar al punto deseado.

90,

80
70

60
X

44;27 Punto deseado \/

1 1.5 2 25

Figura 3.4: Seccion de Poincaré establecido en z = 44.92

3.2.1. Meétodo de Henon

Los parametros en el sistema de Lorenz (3.13) se definieron de la siguente manera: o = 16,
v =45.92 y b = 24, el cual tiene la forma:

L = fi(21, T2, ..., Tn),
2 = fo(x1, 2, .., Tn), (3.15)
d§7tn = fn(Q:l’ ‘r27- LI ) fl?n)

Por su parte, el método de Hendn, consiste en lo siguiente:

1. Se empieza integrando el sistema con un ancho de paso h fija calculada con la ecua-
cién (3.10).

2. Se detiene la integracion cuando la trayectoria z > 44.92.

3. Se integra de forma inversa el sistema (3.15) mostrado en la ecuacién (3.16), con un ancho
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de paso de integracién —Az, donde Az = x(; 1) — 44.92.

doy _ f1
drn ~ fn’
dx(n-1) _ fin-1) (3'16)
dxn n
at Lf
dxy fn :

En la Figura 3.5 se observa que el equivalente del sistema inverso es rotar la grafica
noventa grados a la izquierda. Desde esta perspectiva, al integrar el sistema inverso con

un ancho de paso h = —Az se obtienen los valores de z, y y t.
T T T T T T T T 1.5
: R - 41
Py
. x4+/ < / - : - g At
Punto deskado | i : ; : t(S)
L 0.5
Az
| | | | | | | | 0
90 80 70 60 50 | 40 30 20 10 0

Figura 3.5: Senal z vista desde el sistema inverso.

4. Finalmente se integra nuevamente el sistema de normalmente a partir del punto corregido.

La Figura 3.6 muestra un acercamiento en la senal correspondiente a la variable z, el punto
color magenta representa el valor de x(;41), es decir, el valor de z cuando cruza la seccién, en
ese momento la integracion se detiene y se realiza la integracion hacia atras para obtener los
valores de z, y y t.
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48
47.5F
47

46.5

45.5
45+ *

445+

4ar ¥ ; ; ; ; i , ]
0.21 0.2105 0.211 0.2115 0.212 0.2125 0.213 0.2135
t(s)

Figura 3.6: Acercamiento de la senal z.

El punto en color negro equivale al punto corregido en el que z = 44.92 y a partir de
ahi se realiza la integracién de forma normal. En la grafica de la Figura 3.7 se observan la
evolucion temporal de las variables x y y. Los puntos en color rojo indican el valor de x y de
y respectivamente, cuando z = 44.92. Finalmente observamos en la Figura 3.8 la gréafica de z

variable x
40
20
X 0
_20 |-
- L 1
40, 5 20 25
t(s)
variable y
50
> 0
50, 5 10 15 20 25

t(s)

Figura 3.7: Evolucion temporal de x y y con el punto en el que z = 44.92.

contra y cuando el valor de z = 44.92, la cual representa el mapa de Poincaré del sistema de
Lorenz.
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Figura 3.8:
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Mapa de Poincaré del sistema de Lorenz.
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Capitulo 4

Técnicas para generar rutas de
exploracion

En este capitulo se presenta la técnica empleada para la planeacion de rutas de exploracién
utilizando los sistemas cadticos de Chua, Lorenz y el sistema basado en series de funcidnes
saturadas. La técnica que se propone para planear las trayectorias de exploraciéon consiste en el
diseno de generadores de ntimeros aleatorios (RNGs por sus siglas en inglés). Una razén por la
que se utilizan RNGs es debido a que es posible validar la eficiencia de estos mediante pruebas
estadisticas de aleatoriedad.

4.1. Generadores de niumeros aleatorios

Un generador de niimeros aleatorios es una fuente impredecible de nimeros. Matemética-
mente se define como una fuente de largas secuencias de simbolos independientes e identica-
mente distribuidos [32]. Existen basicamente dos tipos de generadores utilizados para producir
secuencias aleatorias: Generadores de nimeros aleatorios (RNGs) y generadores de ntimeros
pseudoaleatorios (PRNGs).

Los generadores (RNG) utilizan generalmente una fuente no determinista (fuente de en-
tropfa) junto con alguna funcién de procesamiento para producir aleatoriedad. Es necesario
contar con un post-procesamiento para superar cualquier debilidad en la fuente de entropia,
no hacerlo resulta en la produccién de nimeros no aleatorios (por ejemplo, la aparicién de
cadenas largas de ceros o unos). La fuente de entropia consiste tipicamente de alguna cantidad
fisica, como el ruido en un circuito eléctrico, procesos de interrupcién por parte del usuario (por
ejemplo, pulsaciones de teclas o movimientos del mouse), los efectos cudnticos en un semicon-
ductor o utilizando diversas combinaciones de las entradas antes mencionadas. Las salidas de
un generador de ntimeros aleatorios se pueden usar directamente como un ntimero aleatorio o
pueden ser alimentados en un generador de nimeros pseudoaleatorios (PRNG). Para ser utiliza-
do directamente, la salida de cualquier RNG debe satisfacer criterios estrictos de aleatoriedad
medidas por las pruebas estadisticas para determinar que las fuentes fisicas de las entradas
RNG aparecen al azar [20].
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Un PRNG utiliza una o mas entradas y genera multiples niimeros “pseudoaleatorios”. A las
entradas de un PRNG se llaman semillas, las cuales deben ser tambien aleatorias e impredeci-
bles. De ahi que, por defecto, un PRNG deberia obtener sus semillas a partir de las salidas de
un generador de numeros aleatorios; es decir, un PRNG requiere un RNG como compatiero.

Las salidas de un PRNG son funciones normalmente deterministas de la semilla; es decir,
toda verdadera aleatoriedad se limita a la generacion de las semillas. La naturaleza determi-
nista del proceso conduce a la expresiéon “pseudo”. Dado que cada elemento de una secuencia
pseudoaleatoria es reproducible de su semilla, sélo la semilla necesita ser guardada si se requiere
la reproduccion o la validacién de la secuencia pseudoaleatoria.

Irénicamente, los nimeros pseudoaleatorios a menudo parecen poseer mas aleatoriedad que
los nimeros aleatorios obtenidos de fuentes fisicas. Si una secuencia pseudoaleatoria se construye
correctamente, cada valor de la secuencia se produce a partir del valor anterior a través de
transformaciones que introducen aleatoriedad adicional. Una serie de estas transformaciones
puede eliminar auto-correlaciones estadisticas entre la entrada y la salida. Por lo tanto, las
salidas de un PRNG pueden tener mejores propiedades estadisticas y ser mas rapidos que un
generador de nimeros aleatorios.

Una secuencia de bits aleatorios podria interpretarse como el resultado de los lanzamientos
de una moneda con lados etiquetados como “0” y “1”, con una probabilidad de exactamente
la mitad de la obtenciéon de un “0” o “1”. Por otra parte, todos los elementos de la secuencia
deben ser independientes uno de otro, y el valor del siguiente elemento en la secuencia no debe
ser predecible independientemente del nimero de elementos que ya se hayan producido [20].

4.1.1. Generacion de las rutas de exploraciéon a partir de un solo
sistema cadtico

La técnica para generar numeros aleatorios que se va a utilizar en este trabajo consiste
bésicamente de cinco bloques Figura 4.1 [33]:

0,
N Bloque A »| Generador Conversion
Sen?'l x(t) de de o, | Técnicade | ih; | binarioa (%),
Caotica | umbrales o ](t) bits g Sesgado g decimal —
Sy S, > S; Sy Ss

Figura 4.1: Diagrama de bloques general del RNG.

= En el bloque S; se analiza la senal temporal z(t) del sistema y se proponen secciones
delimitadas por umbrales (cl y ¢2) que la intersecten de forma horizontal como se muestra
en la Figura 4.2.

= En el bloque Sg se obtienen bits cuando la senal temporal atravieza la secciones de corte
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LA

<o L ?\11“\]“‘/!.1 CLL L

A W

1 2 3 4 5 6 " 5
t(s) x 10

Seccién de Poincaré c2 Seccién de Poincaré c1

b & A b o N s o o

(a) Senal cadtica x(t) (b) Atractor cadtico

Figura 4.2: Proceso de muestreo de la senal cadtica x(t), usando los umbrales ¢ y co.

definidas. La forma en que se obtienen los bits es la siguiente:

o= {8 3705
52 07 si z(t) > o
o(x(1) = 1: siz(t) < co

= En el bloque S3 se genera una secuencia de bits dada por la férmula:

0, sic’=0,0':01!
(A0 1 — ) )
S oilo”, ) { 1, sig' =0,0%: 01!

donde ¢%:0 1! muestra la transicién légica de ‘0’ a ‘1’ de 0® e i € {0,1,2...,n}.

» El bloque S, implementa la técnica de Von Neumann (VN) [33] para descartar bits
repetidos, la cual consiste en convertir el par de bits ‘01’ en la salida ‘0", ‘10" en la salida
‘17 y se descartan los pares ‘00" y ‘11"

= Finalmente en el bloque S5 se hace una conversién de binario a decimal para construir el
par de coordenadas (x,y).

Como resultado, cada generador de nimeros aleatorios disenado, tiene una serie de coorde-
nadas (z,y), las cuales serdn las trayectorias de movimiento del robot mévil.

En el algoritmo es necesario incorporar una seccién que cuantifique el porcentaje de cober-
tura con base en las coordenadas que fueron visitadas, para ello se propone un area de 30x30
unidades, lo cual se traduce en un total de 900 coordenadas posibles. Entonces, para generar
un par de coordenadas (x,y) se necesitan un total de 10 bits, 5 bits para = y 5 bits para y,
desechando los nimeros 0 y 31.

Debido a la complejidad de la dindmica de los sistemas cadticos resulta dificil deducir los
valores 6ptimos de las secciones de corte ¢l y ¢2, por lo que es necesario realizar un barrido para
determinar las secciones que presenten mejor porcentaje de cobertura. El barrido se realiza en
la seccién ¢; de 1 a 5 y en la seccidn ¢y de -1 a -5 con una resolucién de 0.1, dando un total de
cerca de 1600 combinaciones diferentes.
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En cada combinacién de ¢; y ¢o se generan 3000 nimeros aleatorios, formando asi 1500
coordenadas, es decir, 1500 trayectorias de exploracion. Se consideran 1500 trayectorias debi-
do a que la curva del porcentaje de cobertura presenta un comportamiento exponencial, por
consiguiente las probabilidades de obtener una coordenada nueva se van reduciendo de forma
importante, ademés se considera que son suficientes para cubrir la mayor parte de la superfi-
cie y asi determinar si la combinacion ¢; y ¢ es eficiente en la generacién de trayectorias de
exploracion.

4.1.2. RNGs combinando dos senales caoticas a diferente frecuencia

Otra técnica propuesta para generar nimeros aleatorios consiste en combinar la dinamica
de dos sistemas cadticos, la cual, como se muestra en la Figura 4.3, se consideran basicamente
cuatro bloques:

Sistema 1 X (1) Cruce a'(1) _
Seflal Cadtica x, por cero i Conversion
Generador . ()
S de o R binario a V)i
1 S, bits ”|  decimal >
Sistema 2 X, (1) o'(1) Sy
- i Umbral > S;
Senal Cadtica x,

Figura 4.3: Diagrama a bloques del RNG que combina dos sistemas cadticos a diferente frecuencia.

» En el bloque S; se analiza una senal temporal lenta x;(¢) y una senal temporal répida
xo(t), las cuales corresponden a diferentes sistemas cadticos.

= En el bloque S, se obtienen bits cuando la senal temporal z;(t) cruza por cero y cuando
la sefial z5(t) se encuentra por debajo o por encima la seccién de Poincaré ubicada en el
punto de equilibrio que une los enrollamientos en x. La forma en que se obtienen es la

siguiente:

0, sizq(t) <0

0 _ ) 1
. @) =1 s >0

2 :

0, sizg(t) >0

1 _ ) 2
7 (@208) =3 1 Gt <0

= En el bloque S3 se genera una secuencia de bits dada por:

0, sict =0,0":01!
S| 0 — ) y
53 030, 07) {1, siol=1,0%: 01!
donde ¢%:0 1! muestra la transicién légica de ‘0’ a ‘1’ de 0% e i € {0,1,2...,n}.

En el andlisis de los RNGs disenados con esta técnica también se requerira de bits ge-
nerados a partir de un cruce por cero bidireccional, para dicho analisis el bloque S3 se



CAPITULO 4. TECNICAS PARA GENERAR RUTAS DE EXPLORACION 40

modifica de la siguiente manera:

0, sio?=0,(c": 01t Vvo¥:1l)
R 1 0 _ 9 ) 0
S3:0i(0,0°) = siol -1 (o

L, (@01t Va1 )
donde 0%:1 |y muestra la transicién logica de ‘1’ a ‘0’ de o°.

» Finalmente en el bloque S4 se hace una conversién de binario a decimal para construir el
par de coordenadas (z,y).

sefal x4 sefial x,

cruce por cero seccion negativa seccion positiva
bit=0 bit=1

z
b b L o 4 o

&
IS

Figura 4.4: Diagrama para combinar dos sistemas cadticos.

En la Figura 4.4 se pueden observar dos atractores correspondientes a diferentes sistemas.
Cada vez existe un cruce por en cero en la senal xq, el programa evalta si la senal x5 se
encuentra en la parte positiva para generar un “1” o generar un “0” si se encuentra en
la parte negativa. El diagrama de flujo de la Figura 4.5 ilustra la la manera en que se
obtienen los bits aleatorios con esta técnica.

g
- -

Senal rapida
(x;)

FIN

Figura 4.5: Diagrama de flujo del RNG combinando dos sistemas cadticos.

Para llevar a cabo esta técnica en la obtencidén de bits aleatorios es necesario realizar un
analisis para determinar el factor de escalamiento 6ptimo de la senal rapida en un flanco
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de subida y en un flanco bidireccional, esto debido a que en un flanco bidireccional los
bits se obtienen dos veces més rapido, sin embargo es necesario determinar qué tanto se
compromete el porcentaje de cobertura.

Es importante sefialar que en este tipo de RNGs NO SE IMPLEMENTO LA TECNICA
DE VON NEUMANN debido a que, a diferencia de los RNGs disenados con un solo
sistema, se obtuvieron buenos resultados en el porcentaje de cobertura sin necesidad de
técnicas de postprocesamiento.

4.1.3. Técnica de generaciéon de trayectorias a partir de sistemas
caoticos hibridos

Esta técnica consiste en la generacién de rutas a partir de RNGs combinando los sistemas
dindmicos no lineales con comportamiento caético de Chua, Lorenz y el sistema basado en una
funcién saturada. La idea central consiste en la conmutacion entre dos sistemas cadticos durante
el proceso de integracion con el objetivo de crear una dinamica mas compleja, y principalmente
que las fuentes de entropia no estén correlacionadas. La Figura 4.6 muestra los bloques que
conforman este tipo de RNGs.

Sistema 1

Senal Cadtica x, )
Bloque at »| Generador Conversion

Sistema 2 x(t) | de de o, | Técnicade | ih, | binarioa (x.y);

Sefial Cadtica x, "] umbrales o) bits sesgado 7|  decimal ’
: S, s, S4 Ss

Sistema 3

Sefial Cadtica x,

Figura 4.6: Diagrama de bloques que describen los RNGs hibridos.

En este caso en el bloque Sq, se lleva a cabo una conmutaciéon entre dos sistemas caoticos,
la cual es determinada mediante los bits generados por la senal x3(t) correspondiente a un
tercer sistema cadtico. Esto es, evaluando si la senal z3(t) se encuentra en su parte positiva o
negativa durante el proceso de integracion (Figura 4.7 a)). Dichos bits de control se obtienen
de la siguiente manera:

0, siaxs(t 0
¢($3<t)) = { 1, si :ngti ; 0

Asi, cuando ¢ = 1 el sistema se integra con el sistema cadtico nimero uno y cuando ¢ = 0
el sistema se integra con sistema caético nimero dos. Como resultado se obtiene una senal x(t)
compuesta por dos sistemas cadticos como la que se muestra en la Figura 4.7 b).
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I

5 I I 5 =8 i I L I
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

t(s) t(s)
(a) Obtencidn de los bits ¢. (b) Senal x(t) combinada.

Figura 4.7: Construccion de la senal hibrida x(t).

En los bloques Sa, Sz, S4 y S5 se aplica la técnica de obtencién de bits descrita en el
diagrama de bloques de la Figura 4.1. Finalmente se lleva a cabo el proceso para encontrar las
secciones de Poincaré éptimas mediante el barrido de la senal.

INICIO

!

Sistema
caotico 2

Figura 4.8: Diagrama de flujo de los RNGs hibridos.

La Figura 4.8 muestra un diagrama de flujo generalizado del programa para combinar los
sistemas cadticos y formar el RNG hibrido. Cabe mencionar que combinar los sistemas cadticos
no es tarea sencilla debido a que al momento de la conmutacién entre los sistemas eventualmente
se dara el caso en que los valores ya sea de =, y o z quedaran fuera de la region de atraccién
del sistema en turno, esto es debido a que los puntos de equilibrio no son los mismos en todos
los sistemas, lo que conlleva a que la trayectoria del atractor diverja al infinito. Un ejemplo de
lo anterior es mostrado en la Figura 4.4, en la cudl se observa el atractor del sistema de Lorenz
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y el atractor del sistema basado en una funcién saturada. Se puede observar que los valores de
z en el sistema de Lorenz oscilan inicamente en la parte positiva, mientras que los valores de
z en el sistema de la funcion saturada oscilan en la seccién positiva y negativa, esto ocaciona
que al momento de la conmutacién, la trayectoria del atractor se va alejando cada vez mas de
la region de atraccién de cada uno de los sistemas hasta divergira al infinito.

Para solucionar este problema se analizaron los niveles de excursién de las variables z, y y
z de los sistemas caodticos que se iban a utilizar y se propuso escalar las senales que se salieran
del rango con respecto al sistema que continuara la integracion numerica o incluso en el caso
particular del sistema de Lorenz donde los valores de z solo toma valores positivos, introducir
el valor de z = |z| para acercar las trayectorias a sus puntos de equilibrio. Como resultado se
obtiene un atractor combinado como el de la Figura 4.9.

Z (funcién saturada)

Figura 4.9: Atractor hibrido.

4.1.4. RNGs a partir de sistemas cadticos con exponentes de Lya-
punov optimizados

En esta seccién se analiza la dependencia del maximo exponente de Lyapunov en la gene-
racién de numeros aleatorios. Para ello se analiza el sistema de Chua normalizado (Mostrado
en el Apéndice A) y el sistema basado en una funcién saturada de 2x1. El andlisis consiste
en utilizar la técnica de generacion de bits aleatorios descrito en la Seccion 3.1.1, después de
realizar el barrido en la senal para obtener las secciones de Poincaré 6ptimas se modifican los
parametros de los sistemas para optimizar el maximo exponente de Lyapunov y se repite el
proceso. Para cada sistema los parametros se modifican en dos ocaciones, esto para saber si
existe alguna correlacion entre el porcentaje de cobertura y el maximo exponente de Lyapunov,
el cual se calcula mediante aproximaciones por series de tiempo. La descripcion y el calculo de
las pendientes que aproximan los valores del maximo exponente de Lyapunov se encuentran el

Apéndice C.

En la Tabla 4.1 se observan los sistemas cadticos que se utilizaron para este analisis asi
como el maximo exponente de Lyapunov correspondiente a cada valor en los parametros de los
sistemas.
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’ Sistema \ h \ Parametros \ Max. E.L. ‘

Chua Norm. (L1) 0.001 a=9, 3 =14.286 0.0002153
Chua Norm. (L2) 0.001 a =16.57, § = 25.88 0.000273
Chua Norm. (L3) 0.001 a=17.96, g = 31.66 0.0008638
Saturada 2x1 (L1) 0.0152 | a=0.7,6=0.7,¢c=0.7,d=0.7 0.0011
Saturada 2x1 (L2) 0.0152 |a=1,b=1,¢c=0.0499,d =1 0.0018
Saturada 2x1 (L3) 0.0152 | a=0.7,b=0.788, ¢ = 0.643, d = 0.666 | 0.0031

Cuadro 4.1: Pardmetros para el andlisis del mdx. Fxponente de Lyapunov
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Capitulo 5

Diseno de RINGs basados en sistemas
caoticos

En este capitulo se describen los RNGs que se disenaron a partir de los sistemas cadticos de
Chua, Lorenz y el sistema basado en una funcién saturada. En primer lugar se presenta el RNG
basado en el circuito de Chua en donde se hace un estudio para comprobar la importancia
de las técnicas de post-procesamiento en la generacién de numeros aleatorios, asi como los
RNGs basados en un solo sistema cadtico descritos en el capitulo anterior. En segundo lugar se
presentan los RNGs utilizando dos sistemas cadticos a diferente frecuencia, seguido por el RNG
hibrido. Finalmente se presentan los RNGs en donde se analiza la dependencia del maximo
exponente de Lyapunov en la generacién de niimeros aleatorios.

Para analizar cada RNG es necesario obtener datos importantes que nos permitan evaluar
la eficiencia de cada uno de ellos. Para ello se analizan cuatro gréaficas: la primera gréafica consta
de una superficie en donde se muestran los porcentajes de cobertura de todas las secciones
de Poincaré incluidas en el barrido. La segunda grafica muestra la evolucién del porcentaje
de cobertura conforme aumentan las 1500 trayectorias en las secciones de Poincaré donde se
encontro el porcentaje mas alto. La tercera grafica muestra 1500 rutas planeadas en dichas
secciones y finalmente se muestra una grafica de dispercion de las coordenadas visitadas en el
area de exploracion.

5.1. Diseno de RNGs basados en un solo sistema caotico

Los RNGs diseniados con un solo sistema cadtico se mencionan a continuacion:
= RNGs basados en el circuito de Chua.

e RNG basado en el circuito de Chua sin técnicas de post-procesamiento.

e RNG basado en el circuito de Chua implementando técnicas de post-procesamiento
(VN).

e RNG basado en el sistema de Chua normalizado (L1) para el andisis de la depen-
dencia del maximo exponente de Lyapunov (Mostrado en el Apéndice A).
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e RNG basado en el sistema de Chua normalizado (L2) para el andisis de la depen-
dencia del maximo exponente de Lyapunov (Mostrado en el Apéndice A).

e RNG basado en el sistema de Chua normalizado (L3) para el andisis de la depen-
dencia del maximo exponente de Lyapunov (Mostrado en el Apéndice A).

» RNGs basados en el sistema de Lorenz.

e RNG basado en el sistema de Lorenz con los parametros utilizados en la literatura.
e RNG basado en el sistema de Lorenz con el parametro v = 28 (Mostrado en el
Apéndice A).
= RNGs basados en una PWL de 2x1.
e RNG basado en una funcién saturada de 2x1 (L1) para el andisis de la dependencia
del maximo exponente de Lyapunov.

e RNG basado en una funcién saturada de 2x1 (L2) para el andisis de la dependencia
del maximo exponente de Lyapunov.

e RNG basado en una funcién saturada de 2x1 (L3) para el andisis de la dependencia
del maximo exponente de Lyapunov.

e RNG basado en una funcién saturada de 2x1 con ancho de paso calculados en funcién
de los eigenvalores del sistema (Mostrado en el Apéndice A).

e RNG basado en una funcién saturada de 2x1 con un ancho de paso h = 0.15 (Mos-
trado en el Apéndice A).

RNG basado en una PWL de 4x1.

» RNGs basados en una PWL de 2x2.

e RNG basado en una funcién saturada de 2x2 con ancho de paso calculados en funcién
de los eigenvalores del sistema.

e RNG basado en una funcién saturada de 2x2 con un ancho de paso h = 0.15 (Mos-
trado en el Apéndice A).

RNG basado en una PWL de 2x2 Dual.

RNG basado en una PWL de 4x4 (Mostrado en el Apéndice A).

5.1.1. RNG basado en el circuito de Chua sin la técnica VN

El primer generador de nimeros aleatorios que se propone esta basado en el circuito de
Chua, al cual se le aplica la técnica de generacién de bits descrita en el Capitulo 4 prescindiendo
de la técnica de post-procesamiento. La Figura 5.1 (a) muestra la grafica de superficie de los
porcentajes de cobertura después de simular 1500 trayectorias de exploracion en cada par de
secciones de Poincaré incluidas en el barrido. En el eje x se encuentra la secciéon de Poincaré
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positiva cl, en el eje y se encuentra la seccién negativa ¢2 y en el eje z los porcentajes de
cobertura.

En la grafica se observa que las secciones de Poincaré en donde se obtuvo el porcentaje
mas alto fueron (¢l = 4.7 y ¢2 = —4.7) con un porcenjate de cobertura de 66.11 %. También
se puede observar que en las demés combinaciones el porcentaje de cobertura es muy bajo.
En la Figura 5.1 (b) se observa la evolucién del porcentaje de cobertura conforme se planean
las trayectorias de exploracion en las secciones de Poincaré “6ptimas”, en donde se observa un
comportamiento exponencial que se va saturando conforme aumenta el nimero de trayectorias.
En la Figura 5.1 (¢) se muestran 1500 trayectorias de exploraciéon que seguiria un robot en un
area de 30x30 unidades utilizando el generador de nimeros aleatorios basado en el circuito de
Chua sin técnicas de post-procesamiento en las secciones éptimas ¢l = 4.7, ¢2 = —4.7. Se puede
observar que las orillas son poco visitadas y por lo tanto la cobertura no es muy buena, esto
lo podemos comprobar con la gréfica de dispersién de la Figura 5.1 (d), en donde se observa el
numero de veces en que fueron visitadas las coordenadas en en area de exploracién.
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Figura 5.1: Porcentajes y trayectorias planeadas del RNG basado en el circuito de Chua sin la técnica

de VN.
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5.1.2. RNG basado en el circuito de Chua con la técnica VN

El RNG que se presenta a continuaciéon tambien esta basado en el circuito de Chua, la
diferencia con el anterior radica en la implementaciéon de la técnica de post-procesamiento
de bits de Von Neumann. En la gréfica de la Figura 5.2 (a) se observa que, implementando
la técnica VN, los porcentajes de cobertura aumentan considerablemente. Las secciones de
Poincaré optimas en este RNG fueron ¢l = 4.3, ¢2 = —4.7 con un porcentaje de cobertura
del 82.22%. En la Figura 5.2 (b) se observa la evolucién del porcentaje de cobertura conforme
transcurren las trayectorias planeadas en las secciones 6ptimas. En la Figura 5.2 (c) se muestran
1500 trayectorias que seguiria un robot en un area de 30x30 unidades utilizando el generador
de numeros aleatorios basado en el circuito de Chua (VN) en las secciones de corte ptimas,
mientras que en (d) se muestra la grafica de dispersién de las trayectorias planeadas.
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Figura 5.2: RNG basado en el circuito de Chua con la técnica de VN.

En la Tabla 5.1 se presentan los resultados de los RNGs basados en el circuito de Chua.
Como se puede observar, implementando la técnica de post procesamiento de Von Neumann
los porcentajes de cobertura mejoran considerablemente y la repeticion en las coordenadas
disminuye, aunque esto se refleje tambien en un nimero mucho mayor de iteraciones debido a
los bits descartados por la técnica VN y por tanto un tiempo de computo mayor.
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[ Datos [ RNG Chua sin VN [ RNG Chua sin VN
Ancho de paso de integracion 1x 107 1x 107
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 13.1111 % 68.5556 %
Secciones de Poincaré dptimas cl =47 c2=-4.7 cl=43 c2=-4.7
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 66.1111 % 82.2222 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias 15514580 32443934
Porcentajes mayores a 60 % 1 569
Porcentajes mayores a 70 % 0 167
Porcentajes mayores a 80 % 0 3
Porcentaje promedio 17.0632 % 52.6895 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 23238 9301
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 239862635 208016662
Total de bits generados en las secciones optimas 15550 101392
Bits descartados por la técnica de Von Neumann — 68692
Bits descartados por estar fuera del limite (1 < a < 30) 550 1350
Mdzximo exponente de Lyapunov 0.0036 0.0036

Cuadro 5.1: Resultados obtenidos del RGN basado en el circuito de Chua.

Con fines de comprobar la importancia de las técnica de post-procesamiento en la generacion
de numeros aleatorios, solo en este sistema se disené un generador sin la técnica de VN y otro
con dicha técnica, en los siguientes RNGs el analisis se lleva a cabo con la técnica de post-
procesamiento de VN.

La interpretacion de las graficas de los RNGs de esta seccién es la misma, por lo que en los
siguientes RNGs solo se mostraran las graficas y la Tabla de resultados.

5.1.3. RNG basado en el sistema de Lorenz

En este RNG se utiliza la senal x(t) del sistema de Lorenz como fuente de entropia, en
donde ¢l = 3.4y 2 = —2,...,—2.8 resultaron ser las secciones de Poincaré con porcentajes de
cobertura mas altos con un 84.33 %.

En la Tabla 5.2 se presentan los resultados correspondientes al RNG basado en el sistema
de Lorenz.

[ Datos [ Resultados |
Ancho de paso de integracion 0.0037
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 81.8889 %
Secciones de Poincaré dptimas cl=34 c2=-25
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 84.3333 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones optimas 15964878
Porcentajes mayores a 60 % 1586
Porcentajes mayores a 70 % 1548
Porcentajes mayores a 80 % 947
Porcentaje promedio 78.9815 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 6718
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 71342450
Total de bits generados en las secciones optimas 72286
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 37566
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 2360
Mdzimo exponente de Lyapunov 0.0029

Cuadro 5.2: Resultados obtenidos del RGN basado en el sistema de Lorenz.
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Figura 5.3: RNG basado en el sistema de Lorenz.

5.1.4. RNG funcién saturada 2x1 (L1)

En este RNG se utiliza la senal z(t) del sistema basado en una funcién saturada de 2x1
como fuente de entropia con los parametros a =b=c=d =0.7.

[ Datos [ Resultados |
Ancho de paso 0.0152
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 66.1111 %
Secciones dptimas cl=32 c2=-44
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 83.2222 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones optimas 55177100
Porcentajes mayores a 60 % 883
Porcentajes mayores a 70 % 603
Porcentajes mayores a 80 % 143
Porcentaje promedio 57.4542 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 6898
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 250398972
Total de bits generados en las secciones optimas 60548
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 25208
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 2670
Mdazimo exponente de Lyapunov 0.0011

Cuadro 5.3: Resultados obtenidos del RGN basado en el sistema PWL de 2¢1 (L1).
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En las secciones ¢l = 3.2 y ¢2 = —4.4 se obtiene el porcentaje de cobertura mas alto con
valor de 83.2222 %.
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Figura 5.4: RNG del sistema basado en una funcion saturada de 2x1 (L1).

5.1.5. RNG funcién saturada 2x1 (L2)

En este RNG se utiliza la senal z(t) del sistema basado en una funcién saturada como en-
trada igual que el anterior, la diferencia radica en el cambio en los parametros del sistema para
optimizar el maximo exponente de Lyapunov.

Para incrementar el valor del maximo exponente de Lyapunov se ajustan los parametros
del sistema de la siguiente manera: a = 1,b = 1,¢ = 0.499,d = 1. Los resultados revelan que el
porcentaje de cobertura mas alto que se obtuvo después de realizar el barrido en la senal z(t) se
encuentra en las secciones ¢l = 1.6 y ¢2 = —3.8 con 82.7778 %. En la Tabla 5.4 se presentan los
resultados del RNG basado en una funcids saturada, el cudl cuenta con la primera optimizacion
del maximo exponente de Lyapunov (L2).
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[ Datos [ Resultados |
Ancho de paso 0.0152
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 53.1111 %
Secciones dptimas cl=16 c2=-38
Porcentaje de cobertura en las secciones optimas 82.7778 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias 24242747
Porcentajes mayores a 60 % 1314
Porcentajes mayores a 70 % 875
Porcentajes mayores a 80 % 146
Porcentaje promedio 69.1299 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 6148
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 100488992
Total de bits generados en las secciones optimas 50270
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 17430
Bits descartados por estar fuera del limite (1 < x < 30) 1420
Mdzximo exponente de Lyapunov 0.0018

Cuadro 5.4: Resultados del RGN basado en el sistema cadtico PWL de 2x1 (L2).

RNG SAT 2x1 (L2) RNG SAT 2x1 (L2)

©
o

©
o

~
=]

4»,,‘ /M

,' ,‘\ta i m‘
i f)‘t\‘ 1%

@
=]

o
=)

Porcentaje

IN
S

w
o

N}
=}

PORCENTAJE DE COBERTURA %

=
o

o

0 260 460, 660 860 1600 12‘00 14‘00 1600
NUMERO DE TRAYECTORIAS

(a) Gréfica de porcentajes. (b) Porc. de coberturaen ¢l = 1.6y ¢2 = —3.8.
TRAYECTORIAS RNG SAT 2x1 (L2) SCATTER RNG SAT 2x1 (L2)
! 30F .. .... 0000000 o [ XX N J 6
L[] ° [ ]
. L] 5.5
[ d
25’: : 5
[ 3 °
: : 45
20r ° : ’
° : 4
> 15l ® 35
L]
3
[ 3
0 25
L3
. 2
5re
L]
15
[ [ XXX}
L[] , o o e
0() 25 30 1
(c) Trayectorias de exploracién. (d) Gréfica de dispersién.

Figura 5.5: RNG basado en una funcion saturada de 2x1 (L2).
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5.1.6. RNG funcién saturada 2x1 (L3)

En este RNG se utiliza la senal x(t) del sistema basado en una funcién saturada como fuente

de entropia, en este caso los parametros del sistema fueron modificados de la siguiente manera:
a=1,b=0.788,c = 0.643,d = 0.666.

[ Datos [ Resultados |
Ancho de paso 0.0152
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 27.8889 %
Secciones dptimas c1=39 c2=-26
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 83.6667 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones optimas 106677015
Porcentajes mayores a 60 % 935
Porcentajes mayores a 70 % 760
Porcentajes mayores a 80 % 246
Porcentaje promedio 73.2444 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 7391
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 439183062
Total de bits generados en las secciones optimas 126086
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 90886
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 2600
Mdazimo exponente de Lyapunov 0.0031

Cuadro 5.5: Resultados del RGN del sistema cadtico basado en una funcion saturada 2x1 (L3).
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Figura 5.6: RNG del sistema basado en una funcion saturada de 2x1 (L3).
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5.1.7. RNG del sistema basado en una funcion saturada de 4x1

Este RNG utiliza la senal x(t) del sistema basado en una funcién saturada de cuatro enro-
llamientos en una dimensién (4x1) en la generacién de niimeros aleatorios.

[ Datos [ Resultados |
Ancho de paso de integracion 0.1102
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 71.2222 %, 75.6667 %, 68.1111 %
Secciones dptimas cl=17 c2=-1.8
Porcentaje de cobertura en las secciones optimas 84.1111 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones optimas 15899497
Porcentajes mayores a 60 % 1584
Porcentajes mayores a 70 % 1158
Porcentajes mayores a 80 % 142
Porcentaje promedio 73.38%
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 6863
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 73310237
Total de bits generados en las secciones optimas 90114
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 55034
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 2540
Mdzimo exponente de Lyapunov 0.0157

Cuadro 5.6: Resultados obtenidos del RGN basado en el sistema basado en una serie de funciones
saturadadas de 4x1.
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Figura 5.7: RNG del sistema basado en una funcion saturada 4z1.
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5.1.8. RNG del sistema basado en una funcion saturada de 2x2

En este RNG la fuente de entropia estd dada por la senal z(t) del sistema basado en una
funcién saturada con dos enrollamientos en 2D. Las secciones con el porcentaje de cobertura

mas alto se ubican en ¢l = 1.7yc2 = —1.6 con 81.7777 %.

[ Datos Resultados ]
Ancho de paso de integracion 0.0152
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 58.3333 %
Secciones dptimas cl=17 c2=-1.6
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 81.7777 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones optimas 51445000
Porcentajes mayores a 60 % 737
Porcentajes mayores a 70 % 220
Porcentajes mayores a 80 % 4
Porcentaje promedio 56.0615 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 6893
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 238054235
Total de bits generados en las secciones optimas 81762
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 49002
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 1380
Mdzimo exponente de Lyapunov 0.000829

Cuadro 5.7: Resultados obtenidos del RGN basado en el sistema basado en una funcion saturada 2x2.
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5.1.9. RNG Dual

En este RNG se utiliza la senal z(t) y y(t) del sistema basado en una funcién saturada de
2x2 para la obtencién simultanea de ntimeros aleatorios, esto es, se tendran dos generadores de
nimeros aleatorios a partir de un solo sistema. Para ello, se toman las secciones de Poincaré de
la senal x(t) donde se encontré el porcentaje de cobertura mayor y se aplican también para la
senal y(t).
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Figura 5.9: Grdfica de porcentajes del RNG Dual.

En la Figura 5.9 se observa el aumento del porcentaje de cobertura a lo largo de las 1500
coordenadas generadas a partir de la senal z(t) (linea azul) y por la senal y(¢) (linea roja), en
donde los porcentajes de cobertura fueron 81.444 % y 77.8889 % respectivamente.

La Figura 5.10 Muestra la trayectoria que seguiria un robot mévil despues de planear 1500
coordenadas en un area de exploracién de 30x30 unidades utilizando el generador de nimeros
aleatorios basado en la senal z(t) y y(t) de una funcién saturada de 2x2 en las secciones
de Poincaré éptimas, asi como las graficas de dispersiéon que muestran la distribucion de las
coordenadas durante la exploracion. Los resultados del RNG dual son mostrados en la Tabla 5.8.

[ Datos | Seiial z(t) | Senal y(t) |
Ancho de paso de integracion 0.0152
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 58.3333 % [ 63.4444
Secciones dptimas x(t) (1 =1.7 ¢l =-1.6)
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 8L.777T% [ 78.8889 %
Iteraciones para generar 1500 trayectorias 117023652
Trayectorias para cubrir el 100 % del drea 6893 [ 11620
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 913773658
Total de bits generados en las secciones optimas 81762 168222
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 49002 136122
Bits descartados por estar fuera del limite 1380 1050

Cuadro 5.8: Resultados obtenidos del RGN dual.
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(a) Trayectorias senal x (b) Gréfica de dispersién (senial z(t))
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(c) Trayectorias senal y (d) Gréfica de dispersién (senal y(t))

Figura 5.10: Trayectorias planeadas por el RNG dual.
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5.2. Diseno de RNGs combinando 2 sistemas cadticos a

diferente frecuencia

En esta seccién se muestran los resultados de los RNGs disenados a partir de 2 senales
caodticas de diferentes sistemas a diferente frecuencia. Se disenaron un total seis RNGs de este

tipo en base a las combinaciones que se muestran en la Tabla 5.9.

’ RNG ‘ Senal lenta ‘ Senal rapida ‘
Chua-Lorenz Chua Lorenz
Chua-Saturada Chua Saturada
Lorenz-Chua Lorenz Chua
Lorenz-Saturada Lorenz Saturada
Saturada-Chua Saturada Chua
Saturada-Lorenz Saturada Lorenz

Cuadro 5.9: RNGSs diseniados con dos sistemas cadticos a diferente frecuencia
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Como se mencioné anteriormente se realizaron una serie de pruebas para determinar el
factor de escalamiento (FS) entre la senal lenta x1(t) y la senal répida z5(t) en cada uno de
los 6 RNG simulando 1500 puntos de exploracion. La prueba se realizé considerando un cruce
por cero unidireccional y bidireccional. El FS y el flanco 6ptimo que se obtuvieron en cada
RNG son remarcados en su respectiva tabla. Las graficas de porcentaje de cobertura en las FS
Optimas, las gréaficas de las rutas planeadas y las graficas de las coordenadas visitadas en el

area delimitada correspondientes a cada RNG son mostradas en el Apéndice B.

5.2.1. RNG Chua-Lorenz

Senal lenta | Senal rapida Flanco FS Porcentaje Iteraciones
1-1 80.6667 % 6368851
1-2 80.6667 % 6368851
1-10 81.6667 % 6461100
Subida 1—100 80.2222 % 6458137
1 — 1000 83.2222% 6486374
1 — 10000 82.3333% 6461100
1 —100000 | 82.0000 % 6426698
Chua Lorenz T—1 67778 % 3838963
1-2 67.7778 % 3838963
Subida y 1-10 71.0000 % 3884826
bajada 1—100 71.5556 % 3888923
1 — 1000 69.1111 % 3882787
1 — 10000 68.6667 % 3799614
1 —100000 | 68.2222% 3857184

Cuadro 5.10: Resultados obtenidos del RGN Chua-Lorencz.

5.2.2. RNG Chua-Saturada

Senal lenta | Senal rapida Flanco FS Porcentaje Iteraciones
1-1 46.0000 % 7434254
1-2 46.0000 % 7434254
1-10 44.5556 % 7592461
Subida 1—-100 46.3333 % 7485751
1 — 1000 45.1111 % 7313483
1 — 10000 44.1111 % 7500931
1 — 100000 44.7778 % 7368582
Chua Saturada T—1 211 % 7931875
1-2 21.1111 % 7931875
Subida y 1-10 20.4444 % 7852686
bajada 1-100 21.6667 % 8388206
1 — 1000 22.0000 % 7828157
1 — 10000 21.4444 % 7950015
1 — 100000 20.6667 % 8161277

Cuadro 5.11: Resultados obtenidos del RGN Chua-Saturada.
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5.2.3.

5.2.4.

5.2.5.

RNG Lorenz-Chua

[ Senal lenta [ Senal rapida [ Flanco [ FS [ Porcentaje [ Iteraciones ]
1-1 79.0000 % 16124390
1-2 79.0000 % 16124390
1-10 81.5556 % 16024277
Subida 1—100 81.1111 % 16244812
1—-1000 82.0000 % 15879188
1 — 10000 80.2222 % 16069165
Lorenz Chua. 1 — 100000 82.5556 % 15696164
1-1 76.7778 % 7426873
1-2 76.7778 % 7426873
Subida y 1—-10 78.2222 % 7424512
bajada 1— 100 77.5556 % 7417969
1 — 1000 76.6667 % 7378679
1 — 10000 75.5556 % 7312454
1 — 100000 75.7778 % 7385095

Cuadro 5.12: Resultados obtenidos del RGN Lorenz-Chua.

RNG Lorenz-Saturada

Senal lenta | Senal rapida Flanco FS Porcentaje Iteraciones
1-1 80.1111% 14619488
1-2 80.1111 % 14619488
1-10 79.6667 % 14915974
Subida 1—100 79.2222 % 14829768
1 — 1000 79.2222 % 14838477
1 — 10000 79.2222% 14724559
1—100000 | 80.2222% 14805759
Lorenz Saturada T—1 55.0000 % 8880510
1-2 55.0000 % 8880510
Subida y 1—-10 54.5556 % 9200998
bajada 1—100 55.3333% 9241023
1 — 1000 56.4444 % 8905892
1 — 10000 54.8889 % 8920617
1—100000 | 54.4444% 9039340

Cuadro 5.13: Resultados obtenidos del RGN Lorenz-Saturada.

RNG Saturada-Chua

Senal lenta | Senal rapida Flanco FS Porcentaje Iteraciones
1-1 81.0000 % 34093079
1-2 81.0000 % 34093079
1-10 79.2222% 34284573
Subida 1—100 82.5556 % 33701653
1 — 1000 79.8889 % 34414889
1 — 10000 81.4444 % 34851891
Saturada Chua 1 — 100000 81.6667 % 34153858
1-1 81.5556 % 17983309
1-2 81.5556 % 17983309
Subida y 1-10 80.5556 % 18177212
bajada 1—-100 76.3333% 18003419
1 — 1000 81.7778 % 17741458
1 — 10000 80.7778 % 17833318
1 — 100000 80.1111 % 17833318

Cuadro 5.14: Resultados obtenidos del RGN Saturada-Chua.
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5.2.6. RNG Saturada-Lorenz

Senal lenta | Senal rapida Flanco FS Porcentaje Iteraciones

1 81.1111 % 34193865

2 81.1111% 34193865

10 80.0000 % 34546948

Subida 100 81.3333% 34193865

1000 81.5556 % 33357953

10000 80.2222 % 34037758

Saturada Lorenz 100000 81.8889 % 34325187

1-1 79.3333% 17594335

2 79.3333% 17594335

Subida y 10 81.0000 % 17621215

bajada 100 80.5556 % 18076026

1000 80.5556 % 17511491

10000 80.1111 % 17761627

100000 80.2222 % 17231613

5.3.

Cuadro 5.15: Resultados obtenidos del RGN Saturada-Lorenz.

Diseno del RNG hibrido

60

En este sistema hibrido, el sistema de Chua sera el encargado de alternar entre el sistema de

Lorenz y el sistema basado en una funcion saturada de dos enrollamientos para la generacién
de nimeros aleatorios dercrito en la seccion 3.1.3. Una vez que se tiene la senal combinada es
necesario realizar el proceso de barrido para determinar las secciones de Poincaré optimas en
funcién al porcentaje de cobertura.

En la gréifica de la Figura 5.11 (a) se observan los porcentajes correspondientes a todas las
secciones incluidas, en donde cl = 3 y ¢2 = —4.8 resultan ser las secciones 6ptimas ya que
se obtiene el porcentaje de cobertura més alto con valor de 83.8889 %. En la Figura 5.11 (b)
se observa la evolucion del porcentaje de cobertura a lo largo de las 1500 trayectorias en las
secciones de corte éptimas. En la Figura 5.11 (c¢) se muestran 1500 trayectorias planeadas por el
generador de niimeros aleatorios basado en sistema hibrido en las secciones de Poincaré 6ptimas,
mientras que en la Figura 5.11 (d) se muestra el nimero de veces que fueron visitadas las
coordenadas en el area de exploracién. En la Tabla 5.16 se presentan los datos méas importantes.

Datos [ Resultados ]
Secciones optimas cl =3 c2=-4.8
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 83.8889 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones optimas 143301074
Porcentajes mayores a 60 % 1583
Porcentajes mayores a 70 % 1355
Porcentajes mayores a 80 % 516
Porcentaje promedio 76.3085 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 9905
Tteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 939524096
Total de bits generados en las secciones optimas 320676
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 285916
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 2380
Mdzximo exponente de Lyapunov 0.0007524

Cuadro 5.16: Resultados obtenidos del RGN basado en un sistema hibrido.
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Capitulo 6

Analisis de resultados

En este capitulo se discuten los resultados obtenidos de todos los RNGs disenados para
la generacion de rutas de exploracion. Para ello, el andlisis de se divide en tres secciones:
En primer lugar se discuten los RNGs disenados con un solo sistema, después se analizan los
resultados de los RNGs combinados y finalmente los resultados correspondientes al estudio de
la dependencia del maximo exponente de Lyapunov en la generacion de ntmeros aleatorios.
Las pruebas estadisticas de aleatoriedad se llevaron a cabo mediante el paquete de pruebas
estadisticas NIST SP-800.22, el cudl es descrito en el Apéndice D, asi como las tablas con los
p-values de cada prueba.

6.1. RNGs con un solo sistema cadtico

En primer lugar se ha demostrado la importancia de las técnicas de post-procesamiento en
el diseno de generadores de niimeros aleatorios. En particular se demuestra que implementando
la técnica de Von Neumman la distribucion de los bits se mejora de forma importante, lo que
reduce la redundancia en la generacion de niimeros y por consiguiente el porcentaje de cobertura
se incrementa considerablemente.

Se han presentado diferentes versiones los RNGs basados en el sistema de Lorenz y en una
funcion saturada de 2 y 4 enrollamientos, con el objetivo de deducir si existe alguna correlacion
entre la variacion de los parametros del sistema o el ancho de paso de integracion y el porcentaje
de cobertura. Particularmente se desarrollaron dos versiones del RNG basado en el sistema de
Lorenz: La primera versién (v1) se integra con los valores a = 10,b = 8/3, ¢ = 24, la segunda
versién (v2) se integra con los valores a = 10,b = 8/3,¢ = 28, ambas con el mismo ancho de
paso de integracion. Como resultado no se observaron cambios significativos en el porcentaje
de cobertura ni en la pruebas estadisticas, por lo que se concluye que este sistema persiste su
uniformidad ante la variacién el los parametros del sistema con esta técnica en particular para
generar bits aleatorios.

Por otra parte, se propusieron dos versiones del RNG basado en una funcién saturada de
dos enrollamientos (2x1): la primera versién (v1) consta de una pendiente de 9 en la PWL y un
ancho de paso de integracién calculado en funcién de los eigenvalores del sistema, la segunda
versién (v2) consta de una pendiente de 100 en la PWL y un ancho de paso de integracién mas
grande (h = 0.15). En este sistema se encontré un cambio significativo en la uniformidad de los

62
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porcentajes asi como en los porcentajes promedio al variar la pendiente de la funcion PWL y el
ancho de paso de integracion, por lo que se concluye que la eficiencia de los RNGs basados en
este sistema en particular depende fuertemente de la construccion de la funcion PWL ya que
afecta de forma importante la dindmica de los sistemas.

RNG Chua |Chua VN Lorenz | Lorenz |Saturada|Saturada |Saturada |Saturada|Saturada|Saturada| Sistema
DATOS vl v2 2x1vl 2x1v2 2x2 vl 2x2 V2 4x1 4x4 Hibrido

Porcentaje enlos |3 110,168 5556%| 81.8889% | 80.7778% | 54.0000% | 63.7778% | 58.3333% | 57.8889% | 75.6667% | 72.3333% | --------
Puntos de Equilibrio

cl=4.7 | c1=43 | c1=34 cl=4.9 cl=4.8 cl=43 cl=1.7 cl=2.9 cl=1.7 cl=2.1 cl=3

Secciones optimas | ., _ 4| =47 | @=-25 | c@=-21 | 2=-25 | 2=-49 | 2=-1.6 | @=-2.7 | 2=-18 | 2=-2 | c2=-48

Porcentaje en las

secciones 6ptimas 66.1111%|82.2222%|84.3333% | 84.8888% | 83.5555% | 83.7777% | 81.7777% | 82.8888% | 84.1111% | 82.4444% | 82.4444%

No. de iteraciones
para generar 1500 15514580132443934(15964878|137729533|123962019| 45986500 | 51445000 | 2601018 | 15899497 |102238110|143301074

trayectorias

Porcentajes por 1 539 1586 1579 881 1386 737 736 1584 1099 1583
encima del 60%

Porcentajes por 0 167 1548 1507 568 1084 220 313 1158 227 1355
encima del 70%

Porcentajes por 0 3 947 823 181 325 4 25 142 15 516

encima del 80%

Porcentaje promedio| 17.0632% |52.6895%|78.9815% | 78.5033% | 59.4619% | 71.972% | 56.0615% | 58.7167% | 73.38% | 62.976% | 76.3085%

Bits para generar 1500
trayectorias en las 15550 101392 72286 371088 |28099528 | 104872 81762 48776 90114 82578 320676
secciones 6ptimas

Bits descartados

porlatécnicaVN | 68692 37566 337408 | 28065648 | 71412 49002 14436 55034 49538 285916

Bits descartados por

o 550 1350 2360 1840 1940 1730 1380 2170 2540 1520 2380
estar fuera del llimite
Pruebas NIST exitosas
con 10,000 bits 4/8 5/8 5/8 5/8 5/8 5/8 5/8 5/8 7/8 5/8 5/8
Pruebas NIST exitosas
con 100,000 bits 4/9 6/9 6/9 6/9 6/9 6/9 5/9 6/9 6/9 6/9 6/9
Prucbas NIST exitosas | | | 8/15 6/15 8/15 8/15 8/15 5/15 8/15 6/15 6/15

con 1,000,000 de bits

Figura 6.1: Tabla comparativa de los RNGs con un solo sistema.

También se disenaron dos versiones del sistema basado en series de funciones saturadas de
2 enrollamientos en 2 dimensiones (2x2), la diferencia entre estas dos versiones es el cambio en
el ancho de paso de integracién h: en la primera versién (v1) h estd calculada en funcién de los
eigenvalores del sistema, mientras que la segunda versién (v2) el ancho de paso de integracién
es definido en h = 0.15. En este caso la uniformidad y el promedio de los porcentajes de
cobertura no se ve muy afectado por el cambio en el ancho de paso de integracién, sin embargo
en las graficas de cobertura se puede observar que la ubicaciéon de secciones de Poincaré que
se podrian considerar como 6ptimas cambian radicalmente de ubicacién, por lo que se debe de
tener cuidado al momento de calcular el ancho de paso de integracion.

Como se mencioné anteriormente se determinaron como punto de partida las secciones de
Poincaré “6ptimas” en funcion del porcentaje de cobertura mayor de cada RNG, sin embargo se
realizaron una serie de pruebas con las cuales se concluye que cualquier seccion de Poincaré que
se encuentre cerca o por encima del 80 % se puede considerar como una combinacién 6ptima
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para la obtencion de bits aleatorios y mas atn si las secciones de corte se encuentran situadas
en la parte media de la senal, ya que esto asegura que los bits se obtengan mas rapidamente
y exista una menor cantidad de bits desechados por la técnica de VN como se muestra en la
Tabla comparativa.

Debido que la mayoria de los RNGs nos proporcionan porcentajes cercanos o mayores a
80 %, una forma de concluir que un RNG es més eficiente que el otro seria por medio del
andlisis de los porcentaje promedio y por medio de las graficas de superficie, las cuales nos dan
una idea de la uniformidad que existe en los porcentajes de cobertura durante el barrido de las
secciones de Poincaré.

Con este criterio para la evaluacién en la eficiencia de este primer bloque de RNGs, el sistema
de Lorenz presentd un porcentaje de cobertura promedio mayor, mas uniformidad que los demas
y un nimero mayor de secciones con porcentajes que rondan o superan el 80 % de cobertura.
Sin embargo existe algo que irremediablemente se tiene que considerar: la implementacién en
hardware. Implementar mediante circuitos electrénicos el sistema de Lorenz es mucho mas
complicado que el sistema de Chua o el sistema basado en una funcion PWL debido a que la
no linealidad de este sistema estd determinada por la multiplicaciéon de variables de estado, y
trabajar con multiplicadores analdgicos es mas complicado y costoso. Es por eso que el RNG
basado en un sistema cadtico PWL resulta ser el méas conveniente.

Por otra parte se disené también un RNG dual aprovechando la dindmica compleja de las
senales x(t) y y(t) que nos proporciona un sistema basado en una serie de funciones saturadas
de 2x2. Para ello se obtuvieron las secciones de Poincaré determinadas con anterioridad de
la senal x(t) y se aplicaron para y(t) para obtener dos fuentes para generar bits en un solo
sistema. Como resultado se obtiene un RNG bastante interesante ya que se aprovecha de una
mejor forma la dindmica que ofrecen las dos senales del mismo sistema.

6.2. RNGs combinado dos sistemas caoticos a diferente
frecuencia

En la segunda seccion se disenaron seis RNGs con 2 senales cadticas a diferente frecuencia,
para ello se hizo un estudio para determinar el flanco de la senal lenta y el factor de escalamiento
optimo de la senal rapida. Los RNGs disenados con esta técnica fueron:

RNG Chua-Lorenz.

RNG Chua-Saturada.
» RNG Lorenz-Chua.

RNG Lorenz-Saturada.

RNG Saturada-Chua.

RNG Saturada-Lorenz.
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Cabe destacar que en los RNGs antes mencionados NO SE IMPLEMENTO LA TECNI-
CA DE VON NEUMANN ya que la mayoria presentaron porcentajes de cobertura altos sin
necesidad de implementar un post-procesamiento.

Los resultados mostrados en la Tabla comparativa 6.2 indican que todos los RNGs a excep-
cién del Chua-Saturada presentan buenos resultados y que en la mayoria la diferencia en los
porcentajes de cobertura no se ve una diferencia radical cuando se aumenta la frecuencia de la
senal rapida. Sin embargo nuevamente pensando en una futura implementacion en hardware el
RNG Saturada-Chua resulta der el mas eficiente.

DATOS RNG | chua-Lorenz| Chua-Saturada | Lorenz-Chua | Lorenz-Saturada | Saturada-Chua | Saturada-Lorenz
Porcentaje enlos subida subida subida bidireccional bidireccional bidireccional
Puntos de Equilibrio
Secciones 6ptimas 1-1 1-1 1-1000 1-1 1-1000 1-10
Porcentaje en las
secciones 6ptimas 80.6667% 46.0000% 82.0000% 80.1111% 81.5556% 81.0000%
No. de iteraciones
para generar 1500 6368851 7434254 15879188 14619488 17983309 17621215
trayectorias
Bits para generar 1500
trayectorias en las 16990 19840 17230 15880 17930 17550
secciones 6ptimas
Bits descartados por 1990 4840 2230 880 2930 2550
estar fuera del llimite
Pruebas NIST exitosas
con 10,000 bits 6/8 3/8 6/8 >/8 6/8 6/8
Pruebas NIST exitosas
con 100,000 bits 5/9 4/9 5/9 5/9 6/9 6/9

Figura 6.2: Tabla comparativa de los RNGs 2 senales a diferente frecuencia.

6.3. RNGs hibrido

En el caso del RNG hibrido combinando los sistemas de Chua-Lorenz-Saturada no denota
un cambio significativo o radical en los porcentajes de cobertura, a pesar de lo que se creia
en un principio si fue necesario implementar técnicas de post-procesamiento, ademas resulta
complicado implementar operaciones para que los sistemas no se desestabilicen al momento de
la conmutacién entre ellos. Otra razén es que, pensando una implementacion en hardware, no
resulta conveniente implementar tres sistemas para obtener resultados similares a los que nos
proporcionan los RNGs anteriores.

6.4. RNGs Max. Exp. de Lyapunov

En la tercer seccion se hizo un analisis para determinar la dependencia del maximo exponente
de Lyapunov en los RNGs basados en los sistemas de Chua normalizado y el sistema basado en
una funcion saturada. El andalisis se hizo con tres valores diferentes en los parametros de control
del sistema para aumentar el maximo exponente de Lyapunov, lo que dio como resultado 6
RNGs para analizar.
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Se pudo comprobar que si existe una pequena correlacién entre el cambio del exponente
de Lyapunov y los porcentajes de cobertura, la cual se ve mas pronunciada en los RNGs de
los sistemas basados en una funcién saturada. Cuando el sistema posee un maximo exponente
de Lyapunov mayor, el porcentaje de cobertura promedio aumenta y, como se puede observar
en las graficas de superficie, se hace mas uniforme. En el caso del sistema de Chua se ve una
mejoria significtiva en solo uno de los casos en que el maximo exponente de Lyapunov fue
optimizado, en el otro caso el porcentaje promedio fue muy similar al sistema original.

DATOS RNG Szitl“(rz‘li;’ Z‘;‘:lufzg;‘ Sz";‘(tl“(rzg;’ Chua Norm. (L1)| Chua Norm. (L2)|Chua Norm. (L3)

lﬁfl;‘?;’;t;j:;;‘uli‘l’fbm 66.1111% | 53.1111 % | 27.8889 % 51.5556 % 73.7778 % 32.6667 %

Secciones éptimas cl=3.2 cl=1.6 cl=3.9 cl=4.1 cl=13 cl=4.1
2=-4.4 c2=-3.8 2=-2.6 2=-44 2=-14 c2=-1.1

f:;ﬁ;’:f:gi;‘;ﬁ;s 83.2222% | 82.7778% | 83.6667% 82.8889 % 83.0000 % 81.8889 %

No. de iteraciones

para generar 1500 55177100 24242747 106677015 462492823 116289058 131136013

trayectorias

Porcentajes por 883 1314 935 260 1049 458

encima del 60%

Porcentajes por

encima del 70% 603 875 760 115 700 249

Porcentajes por

encima del 80% 143 146 246 15 97 16

Porcentaje promedio| 57.4542% 69.1299% 73.2444% 48.3624 % 58.7167% 48.8854%

Bits para generar 1500
trayectorias en las 60548 50270 126086 66850 46004 49998
secciones optimas

Bits descartados 25208 17430 90886 32030 12504 13798

por la técnica VN

Bits descartados por 2670 1420 2600 2410 1750 3100
estar fuera del llimite

Pruebas NIST exitosas
con 10,000 bits 6/8 6/8 5/8 5/8 5/8 6/8

Pruebas NIST exitosas

con 100,000 bits 6/9 6/9 6/9 6/9 6/9 7/9
g‘é"i“‘" exponente 0.0011 0.0018 0.0031 0.00021537 0.000273 0.00038638
e Lyapunov

Figura 6.3: Tabla comparativa de los RNGs (Mdzimo exponente de Lyapunov).

Finalmente se realizaron las pruebas estadisticas NIST en todos los RNGs disenados. En
algunos RNGs no fue posible hacer la prueba con un millén de bits debido a la gran cantidad
de iteraciones que se necesitan para obtenerlos, sin embargo la prueba se realizé en todos los
casos para 10,000 y 100,000 bits.

Los RNGs pasaron la mayoria de las pruebas de aleatoriedad, sin embargo como se puede
apreciar en las tablas, conforme se va incrementando el nimero de bits en la prueba NIST), las
probabilidades de pasar la prueba se vuelven cada vez menores, esto se debe a que el paquete
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NIST fue disenado para evaluar RNGs y PRNGs con fines criptograficos.
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Capitulo 7

Conclusiones

Después de estudiar y simular los sistemas cadticos de Chua, Lorenz y el sistema basado en
una funcién saturada, se propuso una técnica para generar rutas de exploracién mediante gene-
radores de ntimeros aleatorios, utilizando los sistemas cadticos antes mencionados como fuente
de entropia. En cada RNG disenado se realizé un fuerte estudio para determinar las secciones
de Poincaré 6ptimas en donde se producian porcentajes de cobertura altos y se comprobd la
importancia de implementar técnicas de post-procesamiento (técnica de Von Neumman) en la
generacion de nimeros aleatorios. Después de comparar los porcentajes de todos los RNGs se
observé que el RNG basado en el sistema de Lorenz presenté una distribucion mas uniforme y
porcentajes de cobertura mas altos que los demés.

En este trabajo se disenaron un total de 23 RNGs. Partiendo del hecho de que un RNG
haya presentado un porcentaje de cobertura mayor en las "secciones de Poincaré éptimas” que
el otro no garantiza que sea mas eficiente. Esto es, el hecho de que un RNG cubra el 100 %
del area NO garantiza que las trayectorias sean aleatorias. Asimismo concluye que cualquier
seccion de Poincaré que se encuentre cerca o por encima del 80% se puede considerar como
una combinacién éptima para la obtencién de bits aleatorios.

Una forma de concluir que un RNG es mas eficiente que el otro seria por medio del analisis
de los porcentaje promedio y por medio de las gréficas de superficie (uniformidad). El sistema
de Lorenz presentd un porcentaje de cobertura promedio mayor, mas uniformidad que los demas
y un numero mayor de secciones con porcentajes que rondan o superan el 80 % de cobertura.

Por otro lado, existe algo que irremediablemente se tiene que considerar: la implementacion
en hardware. Es por eso que el RNG basado en un sistema cadtico PWL resulta ser el mas
conveniente, presentando porcentajes de cobertura que superan el 80 % .

Es importante destacar el ancho de paso como un parametro importante en el analisis, de
acuerdo a las con las simulaciones realizadas.

Por otra parte, en el RNG dual se aproveché la dindmica compleja que proporcionan las
senales z(t) y y(t) del sistema basado en una serie de funciones saturadas de 2 x 2. Con ello se
obtuvieron dos fuentes para generar bits aleatorios en un solo sistema.

En lo que respecta a los RNGs que combinan dos sistemas caéticos a diferente frecuencia se
observaron porcentajes de cobertura altos y con la ventaja de prescindir de técnicas de post-
procesamiento, lo que traduce en menos tiempo de cémputo. Se propuso una técnica para la
generacion de sistemas hibridos combinando tres sistemas cadticos en el diseno de un RNG. En
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el caso del RNG hibrido no se encontré una mejora radical en los porcentajes de cobertura con
respecto a los demés, a pesar de lo que se creia en un principio si fue necesario implementar
técnicas de post-procesamiento y resulta complicado implementar operaciones para que los
sistemas no se desestabilicen al momento de la conmutaciéon entre ellos, ademas de que el
tiempo de computo se incrementa considerablemente.

Se disenaron seis RNGs con 2 senales cadticas a diferente frecuencia, del andlisis de estos se
puede concluir que: no se implementé la técnica de Von Neumann ya que la mayoria presentaron
porcentajes de cobertura altos sin necesidad de implementar un post-procesamiento (mayor del
80 %), los resultados obtenidos indican que todos los RNGs, a excepcién del Chua-Saturada,
presentaron porcentajes de cobertura altos, en la mayoria de los RNGs la diferencia en los
porcentajes de cobertura no presenté gran diferencia cuando se aumento la frecuencia de la
senal rapida. El RNG Saturada-Chua resulta ser el més conveniente de acuerdo a los criterios
antes senalados.

En el caso del RNG hibrido (Chua-Lorenz-Saturada) se puede concluir: no denoté un cambio
significativo o radical en los porcentajes de cobertura, fue necesario implementar técnicas de
post-procesamiento, resulta complicado implementar operaciones para que los sistemas no se
desestabilicen al momento de la conmutacién. Finalmente, no resulta conveniente combinar
la dindmica de tres sistemas para obtener resultados similares a los que nos proporcionan los
RNGs con un solo sistema cadtico.

Ademads, se hizo un anédlisis para determinar la dependencia del méaximo exponente de
Lyapunov en los RNGs basados en los sistemas de Chua normalizado y el sistema basado en
una funcién saturada. Se pudo comprobar que si existe una correlacién entre el aumento del
maximo exponente de Lyapunov y el aumento en los porcentajes de cobertura, la cual se ve
mas pronunciada en los RNGs de los sistemas basados en una funcién saturada.

Finalmente la mayoria de las pruebas estadisticas del paquete NIST fueron exitosas, y
a pesar de que los RNGs no cumplen con todas las normas tan estrictas que demanda un
RNG con fines criptograficos se puede concluir que los RNGs cumplen de forma satisfactoria
el objetivo para los que fueron disenados: planear rutas de exploracién de forma aleatoria e
impredecible. Ademas de lo enriquecedor que resulto el estudio de la dindmica cadtica en el
proceso de diseno de los RNGs. Se realizaron las pruebas estadisticas NIST en todos los RNGs
disenados. La prueba se realizé en todos los casos para 10,000 y 100,000 bits. Los RNGs pasaron
la mayoria de las pruebas de aleatoriedad, obviamente salvo aquellos en los que el porcentaje de
cobertura en las secciones éptimas era demasiado bajo. Sin embargo, como se puede apreciar
en los resultados presentados, casi todos los RNGs pasaron la misma cantidad de pruebas.
Se concluye entonces que los RNGs basados en caos que se disenaron resultan ser una buena
herramienta en la generacion de rutas aleatorias, ademaés de lo enriquecedor que resulté analizar
los RNGs desde todos los puntos de vista que se abordaron: en funcién de secciones de Poincaré,
escalamiento en frecuencias y combinacién de sistemas cadticos (en la bisqueda de estrategias
para no implementar técnicas de post-procesamiento), en la dependencia y el efecto del Maximo
exponente de Lyapunov y pruebas estadisticas.



Apéndice A

Versiones alternas de RNGs con un
sistema caotico

En este Apéndice se muestran otras versiones de los RNGs basados en un sistema cadtico.
El objetivo es averiguar si existe un cambio significativo en los porcentajes de cobertura de
los RNGs cuando los pardmetros del sistema son modificados. También, resulta interesante
comparar RNGs disenados con el mismo sistema pero con diferente ancho de paso de integracién
para comprobar la importancia de simular los sistemas con un ancho de paso optimizado.

A.1. RNG basado en el sistema de Lorenz con 7 = 28

El RNG que se presenta a continuacion, al igual que el RNG presentado en la seccion 4.1.3
utiliza la senal z(t) del sistema de Lorenz como fuente de entropia. La diferencia radica en que
el parametro ~ (principal pardmetro de control del sistema) fue modificado para observar si
existe algin cambio significativo en los porcentajes de cobertura. Las secciones de Poincaré en
donde se encontraron los porcentajes de cobertura més altos se ubican en ¢l =4.9y ¢2 = —2.1
con 84.8888 %. En la Tabla A.1 se presentan los resultados completos.

Datos Resultados
Ancho de paso 0.0037
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 80.7778 %
Secciones dptimas cl=49 ¢2=-2.1
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 84.8888 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones optimas 137729533
Porcentajes mayores a 60 % 1579
Porcentajes mayores a 70 % 1507
Porcentajes mayores a 80 % 823
Porcentaje promedio 78.5033 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 4793
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 445672051
Total de bits generados en las secciones optimas 371088
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 337408
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 1840
Mdzximo exponente de Lyapunov 0.0032

Cuadro A.1: Resultados obtenidos del RGN basado en el sistema de Lorenz (y = 28).
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Figura A.1: RNG basado en el sistema de Lorenz (y = 28).

A.2. RNG del sistema de la funcion saturada de 2x1

En este RNG se utiliza la senal x(t) del sistema basado en una funcién saturada como fuente
de entropia.

Datos Resultados
Ancho de paso 0.0118
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 54.0000 %
Secciones optimas cl=48 c2=-25
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 83.5555 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones dptimas 123962019
Porcentajes mayores a 60 % 881
Porcentajes mayores a 70 % 568
Porcentajes mayores a 80 % 181
Porcentaje promedio 59.4619 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 7002
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 580255075
Total de bits generados en las secciones optimas 28099528
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 28065648
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 1940
Mdzximo exponente de Lyapunov 0.00082

Cuadro A.2: Resultados obtenidos del RGN del sistema basado en una funcion saturada 2 x 1.
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Figura A.2: RNG del sistema basado en una funcion saturada 2 x 1.

Dicho sistema esta basado en una funcion PWL con una pendiente de 9, un ancho de paso
6ptimo en funcién de los eigenvalores del sistema y con dos niveles de saturacién de 2.5 unida-
des. En las secciones ¢l = 4.8 y ¢2 = —2.5 se obtiene el porcentaje de cobertura mas alto con
83.5555 %. En la Tabla A.2 se presentan los datos mds importantes.

A.3. RNG del sistema basado en una funcion saturada
de 2x1 (V2)

En este RNG se utiliza la senal z(t) del sistema basado en una funcién saturada como fuente
de entropia. La diferencia con el RNG anterior radica en que ahora la pendiente de la funcién
PWL tiene un valor de 100. Ademas, se modificé el ancho de paso de integracion a 0.15. Las
secciones de Poincaré con el porcentaje de cobertura mas alto se ubican en ¢l = 4.3y ¢2 = —4.9
con 83.7777%. En la Tabla A.3 se presentan los datos mas importantes.
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Datos Resultados
Ancho de paso 0.15
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 63.7778 %
Secciones dptimas cl=43 c2=-49
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 83.7777 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias 45986500
Porcentajes mayores a 60 % 1386
Porcentajes mayores a 70 % 1084
Porcentajes mayores a 80 % 325
Porcentaje promedio 71.972%
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 17960
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 90602527
Total de bits generados en las secciones optimas 104872
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 71412
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 1730
Mdzximo exponente de Lyapunov 0.0209

Cuadro A.3: Resultados obtenidos del RGN del sistema basado en una funcion saturada 2 x 1 (V2).
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Figura A.3: RNG basado en una funcion saturada 2 x 1 (V2).
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A.4. RNG del sistema de una funcién PWL de 2x2 (V2)

En este RNG tambien utiliza la sefial z(t) del sistema basado en una funcién saturada 2x2
como fuente de entropia, la diferencia con el RNG de la seccién 4.1.6 consiste en aumentar
el ancho de paso de integracién, quedando definido en A = 0.15. Las secciones ¢l = 2.9 y

c2 = —2.7 presentaron el porcentaje de cobertura mayor con un 82.8888 %.
Datos Resultados
Ancho de paso 0.15
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 57.8889 %
Secciones dptimas cl =29 c2=-2.7
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 82.8888 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones dptimas 2601018
Porcentajes mayores a 60 % 736
Porcentajes mayores a 70 % 313
Porcentajes mayores a 80 % 25
Porcentaje promedio 58.7167 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 40559
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 62215562
Total de bits generados en las secciones optimas 48776
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 14436
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 2170
Mdzximo exponente de Lyapunov 0.0187

Cuadro A.4: Resultados del RGN basado en el sistema basado en una funcion saturada 2 x 2 (V2).
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Figura A.4: RNG del sistema basado en una funcion saturada 2z2 (V2).
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A.5. RNG del sistema basado en una funcién PWL (4x4)

En este RNG se utiliza la senal z(t) del sistema basado en una funcién saturada de cua-
tro enrollamientos en dos dimensiones (4x4). Las secciones de Poincaré donde se obtiene el

porcentaje de cobertura més alto se encuentra en ¢l = 1.7y ¢2 = —1.8 con 84.1111 %.
Datos Resultados
Ancho de paso 0.0158
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 65.2222 %, 72.3333 %, 58.2222 %
Secciones dptimas cl=21 c2=-2
Porcentaje de cobertura en las secciones optimas 82.4444 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias 102238110
Porcentajes mayores a 60 % 1099
Porcentajes mayores a 70 % 227
Porcentajes mayores a 80 % 15
Porcentaje promedio 62.976 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 9831
Iteraciones mecesarias para cubrir el 100 % del drea 674764627
Total de bits generados en las secciones optimas 82578
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 49538
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 1520
Mdzimo exponente de Lyapunov 0.0015

Cuadro A.5: Resultados del RGN basado en el sistema basado en una funcion saturada 4 X 4.
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Figura A.5: RNG del sistema basado en una funcion saturada 4 x 4.
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A.6. RNG Chua Normalizado (L1)

Como se mencion6 anteriormente, para llevar a cabo el anélisis de la dependencia del maximo
exponente de Lyapunov se realizan tres versiones del sistema basado en el sistema de Chua
normalizado.

Para ello se definen los parametros de acuerdo a la Tabla 4.1. Para aproximar los valores
correspondientes a cada exponente de Lyapunov los méaximos exponentes de Lyapunov se utilizo
la herramienta Tisean 3.0.0 y MATLAB.

En la gréfica de la Figura A.6(a) se observan los porcentajes correspondientes a todas las
secciones de Poincaré, en donde ¢l = 4.1 y ¢2 = —4.4 resultan ser las secciones en donde se
obtiene el porcentaje de cobertura mas alto con valor de 82.8889 %.
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Figura A.6: RNG basado en el circuito de Chua normalizado (L1).
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Datos Resultados
Ancho de paso 0.001
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 51.5556 %
Secciones dptimas cl=41 c2=—-44
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 82.8889 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones optimas 462492823
Porcentajes mayores a 60 % 260
Porcentajes mayores a 70 % 115
Porcentajes mayores a 80 % 15
Porcentaje promedio 48.3624 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 6104
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 1876008021
Total de bits generados en las secciones optimas 66850
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 32030
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 2410
Mdzximo exponente de Lyapunov 0.00021537

Cuadro A.6: Resultados obtenidos del RGN del sistema de Chua normalizado (L1).

A.6.1. RNG Chua normalizado (L2)

7

En este RNG se utiliza la senal z(t) del sistema basado en el sistema de Chua normalizado

con los pardmetros o« = 16.57 y 5 = 25.88.
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Figura A.7: RNG basado en el circuito de Chua normalizado (L2).



APENDICE A. VERSIONES ALTERNAS DE RNGS CON UN SISTEMA CAOTICO

En las secciones ¢l =

83 %. En la Tabla A.7 se presentan los datos més relevantes.

1.3 y ¢2 = —1.4 se obtiene el porcentaje de cobertura mas alto con

Datos Resultados
Ancho de paso 0.001
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 73.7778 %
Secciones optimas cl=13 c2=-14
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 83.0000 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones optimas 116289058
Porcentajes mayores a 60 % 1049
Porcentajes mayores a 70 % 700
Porcentajes mayores a 80 % 97
Porcentaje promedio 68.3748 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 8010
Tteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 622598260
Total de bits generados en las secciones optimas 46004
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 12504
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 1750
Mdximo exponente de Lyapunov 0.000273

A.6.2.

Cuadro A.7: Resultados obtenidos del RGN del sistema de Chua normalizado (L2).
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Figura A.8: RNG del sistema de Chua normalizado (L3).
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En las secciones de Poincaré situadas en ¢l = 4.1 y ¢2 = —1.1 se obtiene el porcentaje de
cobertura mas alto con 81.8889 %. En este RNG se utiliza la senal z(¢) del sistema basado en
el sistema de Chua normalizado con los parametros a = 17.96 y g = 31.66.

[ Datos [ Resultados ]
Ancho de paso 0.001
Porcentaje de cobertura en los puntos de equilibrio 32.6667 %
Secciones optimas cl=41 c2=-1.1
Porcentaje de cobertura en las secciones dptimas 81.8889 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias en las secciones optimas 131136013
Porcentajes mayores a 60 % 458
Porcentajes mayores a 70 % 249
Porcentajes mayores a 80 % 16
Porcentaje promedio 48.8854 %
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 6989
Iteraciones mecesarias para cubrir el 100 % del drea 625647763
Total de bits generados en las secciones optimas 49998
Bits descartados por la técnica de Von Neumann 13798
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 3100
Mdximo exponente de Lyapunov 0.00038638

Cuadro A.8: Resultados obtenidos del RGN basado en el sistema de Chua normalizado (L3).



Apéndice B

Graficas y resultados de los RNGs
combinando dos sistemas cadticos a
diferente frecuencia

En este Apéndice se presentan los resultados de los RNGs disenados a partir de dos sistemas
caoticos a diferente frecuencia, asi como las graficas de porcentaje de cobertura, trayectorias
planeadas y coordenadas visitadas en el area de exploracién en los FS éptimos definidos en la
seccion 4.2. Dichos resultados permiten evaluar y comparar la eficiencia entre cada RNG.
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Graficas y resultados

B.1. RNG Chua-Lorenz
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Figura B.1: RNG Chua-Lorenz.

] Datos ‘ Resultados ‘
Flanco Subida
Factor de escalamiento de la frecuencia (FS) 1-1
Porcentaje de cobertura 80.6667 %
Nimero de iteraciones para generar 1500 trayectorias 6368851
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 7890
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 33739797
Total de bits generados 16990
Bits descartados por estar fuera del limite (1 < x < 30) 1990

Cuadro B.1: Resultados obtenidos del RGN Chua-Lorenz.
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B.2.

RNG Chua-Saturada
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Figura B.2: RNG Chua-Saturada.
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Datos ‘ Resultados ‘
Flanco Subida
Factor de escalamiento de la frecuencia (FS) 1-1
Porcentaje de cobertura 46.0000 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias 7434254
Total de bits generados 19840
Bits descartados por estar fuera del limite (1 < x < 30) 4840

Cuadro B.2: Resultados obtenidos del RGN Chua-Saturada.
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Graficas y resultados

B.3.

RNG Lorenz-Chua

TRAYECTORIAS RNG LOR-CHUA

SCATTER RNG LOR-CHUA

(a) Trayectorias de exploracion.

RNG LORENZ-CHUA

=]

o o
T T
I I

=]
T
I

N WA O O N ® ©
o © o o
T T T
T R R

PORCENTAJE DE COBERTURA %
=
[S)

I I I I
800 1000 1200 1400 1600

| |
200 400 600
NUMERO DE TRAYECTORIAS

==

(¢) Porcentaje de cobertura (FS éptimo).

Figura B.3: RNG Lorenz-Chua.

(b) Gréfica de dispersién.

Datos ‘ Resultados ‘
Flanco Subida
Factor de escalamiento de la frecuencia (FS) F 1-1000
Porcentaje de cobertura 82.0000 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias 15879188
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 6318
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 67449762
Total de bits generados 17230
Bits descartados por estar fuera del limite (1 < x < 30) 2230

Cuadro B.3: Resultados obtenidos del RGN Lorenz-Chua.
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Graficas y resultados

B.4.

RNG Lorenz-Saturada
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Figura B.4: RNG Lorenz-Saturada.

(b) Gréfica de dispersién.

] Datos \ Resultados ‘
Flanco Subida
Factor de escalamiento de la frecuencia (FS) F1-1
Porcentaje de cobertura 80.1111 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias 14619488
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 9258
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 91382634
Total de bits generados 15880
Bits descartados por estar fuera del limite (1 < x < 30) 880

Cuadro B.4: Resultados obtenidos del RGN Lorenz-Saturada.
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Graficas y resultados

B.5.

RNG Saturada-Chua
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Figura B.5: RNG Saturada-Chua.

(b) Gréfica de dispersién.

Datos Resultados ‘
Flanco Bidireccional
Factor de escalamiento de la frecuencia (F'S) F 1-1000
Porcentaje de cobertura 81.5556 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias 17983309
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 6938
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 83086420
Total de bits generados 17930
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 2930
Cuadro B.5: Resultados obtenidos del RGN Saturada-Chua.
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Graficas y resultados

B.6.

RNG Saturada-Lorenz
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Figura B.6: RNG Saturada-Lorenz.

(b) Gréfica de dispersién.

Datos Resultados ‘
Flanco Bidireccional
Factor de escalamiento de la frecuencia (F'S) F 1-10
Porcentaje de cobertura 81.0000 %
Numero de iteraciones para generar 1500 trayectorias 17621215
Trayectorias necesarias para cubrir el 100 % del drea 6385
Iteraciones necesarias para cubrir el 100 % del drea 75278194
Total de bits generados 17550
Bits descartados por estar fuera del limite (1 <z < 30) 2550

Cuadro B.6: Resultados obtenidos del RGN Saturada-Lorenz.
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Apéndice C
Exponente de Lyapunov

Este Apéndice se estudia el calculo del maximo exponente de Lyapunov para series de
tiempo, que es la herramienta utilizada en este trabajo de tesis para obtener el exponente
positivo de Lyapunov de los sistemas antes estudiados.

C.1. Exponente de Lyapunov para series de tiempo

En un sistema dinadmico la presencia de caos es determinada mediante el maximo expo-
nente de Lyapunov. Los exponenetes de Lyapunov cuantifican la divergencia exponencial de
trayectorias en las que sus condiciones iniciales son muy cercanas.

Una serie de tiempo es una secuencia de datos espaciados cronolégicamente de forma uni-
forme, es decir un vector que contiene muestras de una senal evolucionando en el tiempo. Para
series de tiempo producidas por sistemas dindmicos, la presencia de un exponente positivo es
indicio de caos. Es por eso que en muchas aplicaciones es suficiente calcular solo el maximo
exponente de Lyapunov (\) para comprobar que existe caos.

El méximo exponente de Lyapunov se puede definir usando la ecuacién (C.1), donde d(t) es
la distancia promedio en el tiempo ¢ y C' es una constante que normaliza la separacién inicial.

d(t) = CeM?. (C.1)

El primer paso para la aproximacién implica reconstruir la dindmina del atractor a partir de
una serie de tiempo, para ello se usa el método de retardos. La trayectoria reconstruida X,
puede ser expresada como una matriz donde cada fila es un vector en el espacio de fase. Esto
es,

X =(X; X,y ... X)", (C.2)

donde X; es el estado del sistema en el tiempo discreto 7. Para un punto-N en la serie de tiempo,
{1, 29,...,2n}, cada X; estd dada por:

X = (Xi Xits --'Xi+(m71)J) : (C.3)

donde J es el retraso o el retardo de reconstruccién, y m es la dimension embebida. Asi, X es
una matriz M X m, y las constantes m, M, J, y N estan relacionadas de la siguiente manera:

M=N—(m—1)J (C.4)
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A partir de la definicién de A; dada en la ecuacién (C.1), se asume que el j-ésimo par
de vecinos cercanos diverge aproximadamente a una taza dada por el maximo exponente de
Lyapunov:

d;(i) = CjeM 4D, (C.5)

donde C; es la separacion inicial. Tomando el logaritmo en ambos lados de la ecuacién (C.5),
se obtiene:

La ecuacion (C.6) representa un conjunto de lineas paralelas aproximadas (para j = 1,2, ..., M),
cada uno con una pendiente méas o menos proporcional a \;. El maximo exponente de Lyapunov
es facilmente calculado usando un ajuste por minimos cuadrados a la linea media definida por:

(i) = o (i), ()

donde () denota el promedio de todos los valores de j. Este proceso de promediado es la llave
para calcular con exactitud los valores de Ay utilizando un pequeno conjunto de datos. Nétese
que en la ecuacién (C.7), C; realiza la funcién de normalizacién de la separacion de los vecinos,
pero como se muestra en la ecuacién (C.6), esta normalizacién es innecesaria para estimar
A1 [34].

De esta manera, con ayuda de la herramienta Tisean 3.0.0 y MATLAB se realiza una
aproximacién a la pendiente proporcional a A; mediante series de tiempo, obteniendo asi los
exponentes de Lyapunov de los sistemas cadticos que se utilizaron.

Max. Exponente de Lyapunov CHUA Max. Exponente de Lyapunov LORENZ

. e
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(a) Chua. (b) Lorenz.

Figura C.1: Aproximacion del mdzimo exponente de Lyapunov mediante series de tiempo.
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Figura C.83: Aprozimacion del mdzimo exponente de Lyapunov mediante series de tiempo.
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Figura C.4: Aproximacion del mdximo exponente de Lyapunov mediante series de tiempo.

’ Sistema

Max. Exp. de Lyapunov

Circuito de Chua 0.0036
Sistema de Lorenz 0.0029
Sistema de Lorenz v = 28 0.0032
Sistema basado en una funcién PWL de 2x1 0.00082
Sistema basado en una funcién PWL de 2x1 (V2) 0.0209
Sistema basado en una funcién PWL de 4x1 0.0157
Sistema basado en una funcién PWL de 2x2 0.000829
Sistema basado en una funcién PWL de 2x2 (V2) 0.0187
Sistema basado en una funcién PWL de 4x4 0.0018
Sistema Hibrido 0.000752
Chua Normalizado (L1) 0.000215
Chua Normalizado (L2) 0.000273
Chua Normalizado (L3) 0.000386
Saturada 2x1 (L1) 0.0011
Saturada 2x1 (L2) 0.0018
Saturada 2x1 (L3) 0.0031

Cuadro C.1: Cdlculo del mdzimo exponente de Lyapunov mediante series de tiempo.
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Apéndice D
Pruebas estadisticas de aleatoriedad

La aleatoriedad es una propiedad probabilistica, es decir, las propiedades de una secuencia
aleatoria pueden ser caracterizadas y descritas en términos de probabilidad. Hay un ntmero
infinito de posibles pruebas estadisticas, cada una evalta la presencia o ausencia de un “patrén”
que, si se detecta, indicaria que la secuencia no es aleatoria. Debido a que hay tantas pruebas
para juzgar si una secuencia es aleatoria o no, ningin conjunto finito especifico de pruebas se
considera “completa”. Ademas, los resultados de las pruebas estadisticas deben interpretarse
con precaucion para evitar conclusiones erréneas.

Una prueba estadistica estd formulada para probar una hipétesis nula especifica (HO), la
cual implica que la secuencia que estd siendo probada es aleatoria. Asociada a esta hipotesis
nula esta la hipdtesis alternativa (Ha), la cual implica que la secuencia no es aleatoria. Para
cada prueba aplicada, una decisién o conclusion se deriva de aceptar o rechazar la hipotesis
nula, es decir, si el generador esta produciendo valores aleatorios o no.

Si los datos son aleatorios puede ocurrir una conclusién de rechazo a la hipétesis nula (es
decir que se concluya que los datos no son aleatorios) en un pequenio porcentaje de los casos,
a esta conclusion se le denomina error de tipo I. Si los datos son no aleatorios puede ocurrir
una conclusién de aceptacién a la hipdtesis nula (es decir que se concluya que los datos son
aleatorios), y es llamado error de tipo II. La probabilidad de que ocurra un error del tipo I
se le llama nivel de significancia de la prueba y se denota como «. Para la prueba, «a es la
probabilidad de que la prueba indique que la secuencia no es aleatoria cuando realmente lo es.
Los valores comunes de « en criptografia son alrededor de 0.01.

La probabilidad de un error de tipo II se denota como . Para la prueba, (3 es la probabilidad
de que la prueba indique que la secuencia es aleatoria cuando realmente no lo es. A diferencia
de «, B no es un valor fijo, # puede asumir muchos valores diferentes, esto debido a que hay un
numero infinito de formas en que una cadena de datos puede ser no aleatoria, y en cada forma
diferente se obtiene un valor de (8 diferente. El calculo de § del error de tipo II es mas dificil
que el calculo de o debido a que existen muchos tipos posibles de no aleatoriedad.

La salida de las pruebas estadisticas se denomina P-value, donde p es un numero entre
[0,1] y esta relacionado con el nivel de significancia « [32]. Entonces un p — value > 0.01
significarfa que la secuencia se consideraria aleatoria con una confianza de 99 %, mientras que
un p —value < 0.01 significaria que la secuencia no es aleatoria con una confianza del 99 % [20].

92



Pruebas estadisticas de aleatoriedad 93

De esta manera una prueba es interpretada de la siguiente manera:

p —value < o — prueba no pasada,

p —value > o —> prueba pasada.

D.1. Paquete de pruebas estadisticas NIST

El NIST es un paquete estadistico que consta de 15 pruebas que se desarrollaron para probar
la aleatoriedad de secuencias binarias (de longitud arbitraria) producidas por generadores de
nimeros aleatorios o pseudoaleatorios criptograficos basados en hardware o software [20]. Estas
pruebas se centran en una variedad de diferentes tipos de no-aleatoriedad que pudieran existir
en una secuencia. Las 15 pruebas son:

1. Prueba de frecuencia (monobit).
2. Prueba de frecuencia dentro de un bloque.
3. Pruebas de tramas (Runs Test).
4. Prueba para la trama mas larga de unos en un bloque.
5. Prueba de la matriz binaria de rango.
6. Prueba de la transformada discreta de Fourier (Espectro).
7. Prueba comparacion de plantillas de no-superposicion.
8. Prueba de comparacién de plantillas de superposicién.
9. Prueba Maurer “Estadistica universal”.

10. Prueba de complejidad lineal.

11. Prueba serial.

12. Prueba de Entropia aproximada.

13. Prueba de sumas acumulativas (Cusums).

14. Prueba de excursiones aleatorias.

15. Prueba de excursiones aleatorias variantes.

El orden de la aplicacion de las pruebas es arbitrario. Sin embargo, se recomienda que
la prueba de frecuencia se ejecute primero, ya que esta proporciona la evidencia bésica para
la existencia de no aleatoriedad en una secuencia, concretamente, la no uniformidad. Si esta
prueba falla, la probabilidad de que otras pruebas fallen es alta.
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D.1.1. Prueba de la frecuencia (monobit)

El enfoque de esta prueba es la proporcion de ceros y unos de toda la secuencia. Determina
si el nimero de unos y ceros en la secuencia es aproximadamente el mismo como seria de esperar
para una secuencia verdaderamente aleatoria. La prueba evaltia la cercania de la fraccién de
unos a 1/2, es decir, el nimero de unos y ceros en una secuencia debe ser aproximadamente
la misma. Todas las pruebas posteriores dependen de la aprobacién de esta prueba. Para esta
prueba se recomienda que cada secuencia a ser evaluada conste de un minimo de 100 bits
(n > 100).

D.1.2. Prueba de frecuencia dentro de un bloque

El enfoque de la prueba es la proporcion de unos dentro de los bloques de M-bits. Determina
si la frecuencia de unos en un bloque de M bits es de aproximadamente M /2, como seria
de esperar bajo un supuesto de aleatoriedad. Con el tamano del bloque M = 1 la prueba
es equivalente a la prueba de la frecuencia (monobit). Para esta prueba, al igual que la del
monobit, se recomienda que cada secuencia que va a ser evaluada conste de un minimo de 100
bits (n > 100).

D.1.3. Prueba de tramas

El enfoque de esta prueba es el nimero total de tramas en la secuencia, donde una trama
es una secuencia ininterrumpida de bits idénticos. Una trama de longitud £ consiste en exacta-
mente k bits idénticos y esta limitada antes y después con un bit de valor opuesto. El propoésito
de la prueba de tramas es para determinar si el nimero de tramas de unos y ceros de diferentes
longitudes es el esperado para una secuencia aleatoria. En particular, esta prueba determina si
la oscilacion entre estos ceros y unos es demasiado rapido o demasiado lento. Para esta prueba,
al igual que las pruebas anteriores, se recomienda que cada secuencia que va a ser evaluada
conste de un minimo de 100 bits (n > 100).

D.1.4. Prueba para la trama mas larga de unos en un bloque

El objetivo de la prueba es obtener la trama mas larga de unos dentro de los bloques de
M-bits. El propoésito es determinar si la longitud de la trama maéas larga de unos dentro de la
secuencia es coherente con la longitud de la trama mas larga de unos que se esperaria en una
secuencia aleatoria. Tenga en cuenta que una irregularidad en la longitud prevista de la trama
mas larga de unos implica que también hay una irregularidad en la longitud prevista de la
trama mas larga de ceros. Por lo tanto, s6lo una prueba para unos es necesario.

El cédigo de la prueba ha sido preestablecido para dar cabida a tres valores para la longitud
de cada bloque M: M =8, M = 128 y M = 10%, de acuerdo con los siguientes valores de la
longitud de la secuencia n:



Pruebas estadisticas de aleatoriedad 95

Minimon M
128 8

6272 128

750000 104

Cuadro D.1: Valores de M de acuerdo a n.

Se recomienda que cada secuencia conste de un minimo de bits como se especifica en la
Tabla D.1.

D.1.5. Prueba de la matriz binaria de rango

El enfoque de la prueba consta en el rango de sub-matrices disjuntas de toda la secuencia. El
propdsito es comprobar si hay dependencia lineal entre subseries de longitud fija de la secuencia
original. Las probabilidades para M = ) = 32 se han calculado y se insertan en el codigo de
prueba. Se pueden seleccionar otros valores de M y @), pero tendrian que ser recalculadas las
probabilidades. El nimero minimo de bits debe ser tal que n > 38M@ (es decir, se crean al
menos 38 matrices). Para M = @ = 32, cada secuencia a ser probada debe constar de un
minimo de 38,912 bits donde:

n es la longitud de la cadena de bits.
M corresponde al niimero de filas de cada matriz.
Q@ es el nimero de columnas en cada matriz.

D.1.6. Prueba de la Transformada Discreta de Fourier (espectro)

Esta prueba toma las alturas de los picos de la Transformada Discreta de Fourier de la
secuencia. El propésito de esta prueba es detectar caracteristicas peridédicas en la secuencia de
prueba que indique una desviacién de la hipotesis de aleatoriedad. La intencion es detectar si
el nimero de picos que superan el umbral del 95% es significativamente diferente de 5%. Se
recomienda que cada secuencia a ser probada tenga como minimo 1000 bits (n > 1000).

D.1.7. Prueba comparacion de plantillas de no superposicién

El proposito de esta prueba es detectar los generadores que producen demasiadas ocurrencias
de un patrén no periddico dado. Para esta prueba y para la prueba de plantilla de superposicién,
se utiliza una ventana de m bits para buscar un patrén especifico de m bits. Si no se encuentra
el patrén, la ventana se desliza una posicién de un bit. Si se encuentra el patrén, la ventana se
resetea y la busqueda se reanuda. Cada secuencia a ser analizada debe contener un minimo de
10° bits (n > 10°).
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D.1.8. Prueba de comparacién de plantillas de superposiciéon

El enfoque de la prueba de comparacién de plantillas de superposicién es el numero de
apariciones de las cadenas de destino especificados previamente. Al igual que la prueba anterior,
utiliza una ventana de m bits para buscar un patron especifico de m bits, si no se encuentra
el patrén, la ventana se desliza una posiciéon de un bit. La diferencia entre esta prueba y la
prueba anterior es que cuando se encuentra el patrén, la ventana se desliza s6lo un bit antes
de reanudar la bisqueda. Cada secuencia a ser analizada debe contener un minimo de 10 bits
(n > 10°).

D.1.9. Prueba de Maurer Estadistica Universal

Esta prueba se enfoca en el nimero de bits entre patrones que coinciden (una medida que
estd relacionada con la longitud de una secuencia comprimida). El propésito de la prueba es
detectar si la secuencia se puede o no comprimir de manera significativa sin pérdida de infor-
macién. Una secuencia significativamente compresible se considera que es no aleatoria. Esta
prueba requiere una larga secuencia de bits (n > (Q + K)L), donde:

L: La longitud de cada bloque.
(2: El nimero de bloques en la secuencia de inicializacién.
n: La longitud de la cadena de bits.

Minimon L @ =10-2F
387840 6 640
904960 7 1280
2068480 8 2560
4654080 9 5120
10342400 10 10240
22753280 11 20480
49643520 12 40960
107560960 13 81920
231669760 14 163840
496435200 15 327680
1059061760 16 655360

Cuadro D.2: Valores de L, Q y n.

Los valores de L, () y n deben ser elegidos de acuerdo a la Tabla D.2.

D.1.10. Prueba de complejidad lineal

Esta prueba se enfoca en analizar la longitud de un registro de desplazamiento de retroali-
mentacién lineal (LFSR). El propésito es determinar si la secuencia es o no lo suficientemente



Pruebas estadisticas de aleatoriedad 97

compleja como para ser considerado aleatorio. Las secuencias aleatorias se caracterizan por
LFSRs més largos. Un LFSR que es demasiado corto implica no aleatoriedad. La prueba re-
quiere una secuencia de bits n > 10°.

D.1.11. Prueba serial

El enfoque de esta prueba es analizar la frecuencia de todos los posibles patrones de super-
posicion de m bits a través de toda la secuencia. El propdsito es determinar si el ntimero de
ocurrencias de los 2™ patrones m-bits superpuestos es aproximadamente el mismo que el que se
esperaria para una secuencia aleatoria. Las secuencias aleatorias tienen uniformidad; es decir,
cada patron de m-bits tiene la misma oportunidad de aparecer como cualquier otro patréon de
m bits. Se debe de tener en cuenta que para m = 1, la prueba serial es equivalente a la prueba
del monobit. Por lo tanto es necesario elegir m y n tales que m < [log,n| — 2.

D.1.12. Prueba de Entropia aproximada

Al igual que con la prueba serial, el objetivo de esta prueba es determinar la frecuencia
de todos los posibles patrones de superposicién de m bits a través de toda la secuencia. El
proposito de la prueba es comparar la frecuencia de superposicion de bloques de dos longitudes
consecutivas/adyacentes (m y m + 1) contra el resultado esperado por la superposicién de una
secuencia aleatoria. Es necesario elegir m y n tales que m < [logy n] — 5.

D.1.13. Prueba de sumas acumulativas (Cusums)

El enfoque de esta prueba es analizar la excursiéon méxima (de cero) del camino aleatorio
definido por la suma acumulada de digitos ajustados (—1,1) de la secuencia. El propdésito de
la prueba es determinar si la suma acumulada de las secuencias parciales que se producen en
la secuencia de prueba es demasiado grande o demasiado pequeno en relacién con el comporta-
miento esperado de esa suma acumulativa para secuencias aleatorias. Esta suma acumulativa
puede ser considerada como un camino aleatorio. Para una secuencia aleatoria, las excursiones
deben estar cerca de cero. Para ciertos tipos de secuencias no aleatorias, las excursiones desde
cero seran grandes. La aplicacién de la prueba se realiza hacia adelante a través de la secuencia
de entrada (modo = 0) o hacia atrds a través de la secuencia (modo = 1). Se recomienda que
cada secuencia a ser probada conste de un minimo de 100 bits (n > 100).

D.1.14. Prueba de excursiones aleatorias

El objetivo de esta prueba consiste en determinar el niimero de ciclos que tienen exactamente
K visitas en una suma acumulada. La suma acumulada se deriva de sumas parciales después
de que la secuencia (0,1) se transfiere a la secuencia apropiada (—1, 1). Un ciclo consiste en una
secuencia de pasos de unidad de longitud tomadas al azar que comienzan y regresan al origen.
El propésito es determinar si el niimero de visitas a un estado en particular dentro de un ciclo
se desvia de lo que uno esperaria de una secuencia aleatoria. Esta prueba es en realidad una
serie de ocho pruebas (y conclusiones), una prueba y conclusién para cada uno de los estados:
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—4,-3,—-2,—1y 1,2,3,4. Se recomienda que cada secuencia a ser probada conste de un minimo
de 1,000,000 bits (n > 10%).

D.1.15. Prueba de excursiones aleatorias variantes

El objetivo de esta prueba es determinar el niimero total de veces que se visita un estado
en particular en una suma acumulada. El propésito es detectar desviaciones del niimero de
visitas esperadas. Esta prueba en realidad consta de 18 pruebas (y conclusiones), un prueba y
una conclusién de cada uno de los estados: —9, —8, ..., —1 y 1,2,...,9. Se recomienda que cada
secuencia a ser probada conste de un minimo de 1,000,000 bits (n > 10°).

D.2. Pruebas NIST de los RNGs disenados

En esta seccién se realizan las pruebas de aleatoriedad del paquete NIST, para medir es-
tadisticamente la distribucion de los bits generados. Como se mencioné anteriormente algunas
pruebas necesitan cadenas muy largas de bits (n > 10°). Sin embargo debido a la cantidad de
RNGs disenados y al nimero de iteraciones necesarias para la obtencion de un millén de bits
no fue posible obtener esa cadena en todos los RNGs. Asi que la prueba en un milléon de bits
solo se llevo a cabo en algunos de ellos. A continuacién se presentan las tablas de las pruebas
estadisticas y el p-value de cada una de ellas.

P-Value P-Value P-Value
’ RNG CHUA ‘ (n = 1e?) (n = 1e?) ‘ (n = 1e%) ‘

Frecuencia (monobit) 0.703945 0.282297 0.667196
Frecuencia (blogue) 0.998263 1.000000 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000000 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.374306 0.663163 0.904959
Transformada discreta de Fourier 0.000000 0.000000 0.000000
Plantillas de no-superposicion SUCCESS FAILURE FAILURE
Plantillas superposicidn 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.053594 0.106543 0.957247
Prueba serial 0.000000 0.000000 0.000000

0.093628 0.000000 0.000000
Entropia aprorimada 0.000000 0.000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.675485 0.543022 0.830661

0.971436 0.511215 0.985512
FExcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 0.000000
FExcursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 0.000000

Cuadro D.3: Resultados del NIST obtenidos del RGN basado en el sistema de Chua.
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P-Value P-Value P-Value

‘ RNG CHUA (VN) (n — 164) (n = 165) (n = 1e6)
Frecuencia (monobit) 0.952156 0.879353 0.090646
Frecuencia (bloque) 0.987399 1.000000 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000001 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.648387 0.204856 0.397831
Transformada discreta de Fourier 0.027638 0.353091 0.000000

Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.676533 0.430138 0.142563
Prueba serial 0.083785 0.001657 0.000000
0.071858 0.143680 0.574834
Entropia aprorimada 0.000027 0.000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.998389 0.858413 0.113041
0.999845 0.721212 0.107462

FEzxcursiones aleatorias 0.000000 SUCCESS SUCCESS

FEzxcursiones aleatorias variantes 0.000000 SUCCESS SUCCESS

Cuadro D.4: Resultados del NIST obtenidos del RGN basado en el sistema de Chua (VN).

P-Value P-Value P-Value

’ RNG Lorenz (y = 24)) (n = 1e%) (n = 1e%) (n = 1¢5)
Frecuencia (monobit) 0.262714 0.192623 0.369186
Frecuencia (blogue) 0.794498 0.999992 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000000 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.157494 0.509536 0.657952
Transformada discreta de Fourier 0.098577 0.383988 0.002775

Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.856990 0.799895 0.809173
Prueba serial 0.560035 0.005653 0.000000
0.844668 0.349415 0.126272

Entropia aprozimada 0.000738 0.000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.436946 0.345715 0.696084
0.178261 0.274399 0.311757

FExcursiones aleatorias FAILURE FAILURE FAILURE

Excursiones aleatorias variantes FAILURE FAILURE FAILURE

Cuadro D.5: Resultados del NIST obtenidos del RGN basado en el sistema de Lorenz.

P-Value P-Value P-Value
RNG Lorenz (y = 28)) (n = 1et) (n = 1e) (n = 10)
Frecuencia (monobit) 0.522173 0.785656 0.607252
Frecuencia (blogue) 0.998161 1.000000 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000000 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.004936 0.707940 0.798172
Transformada discreta de Fourier 1.000000 0.045251 0.000000
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.133284 0.753494 0.181140
Prueba serial 0.498961 0.000109 0.000000

0.711796 0.356793 0.626960
Entropia aprorimada 0.000477 0.000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.936213 0.345715 0.898063

0.483106 0.709326 0.884469
FEzcursiones aleatorias 0.000000 SUCCESS SUCCESS
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 SUCCESS SUCCESS

Cuadro D.6: Resultados del NIST obtenidos del RGN basado en el sistema de Lorenz.
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P-Value P-Value P-Value

‘ RNG PWL 2x1 (n — 164) (n = 165) (n = 1e6)
Frecuencia (monobit) 0.561915 0.440354 0.674485
Frecuencia (bloque) 0.869021 1.000000 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000030 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.159044 0.502805 0.605379
Transformada discreta de Fourier 0.462869 0.642429 0.000000

Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.959424 0.547903 0.124244
Prueba serial 0.954913 0.008160 0.000000
0.997815 0.297005 0.932363
Entropia aprorimada 0.000004 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.620100 0.820335 0.944235
0.874256 0.272731 0.853792

FEzxcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 SUCCESS

FEzxcursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 SUCCESS

Cuadro D.7: Resultados del NIST obtenidos del RGN basado en un sistema PWL 2x1.

P-Value P-Value P-Value
RNG PWL 2x1 (V2) (n = 154) (n = 165) (n = 166)
Frecuencia (monobit) 0.447255 0.785656 0.332046
Frecuencia (blogue) 0.900732 1.000000 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000002 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.374306 0.199620 0.033510
Transformada discreta de Fourier 0.021781 0.045251 0.000000
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.423067 0.444963 0.365196
Prueba serial 0.378448 0.000632 0.000000

0.116398 0.697999 0.303528
Entropia aprozimada 0.000759 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.656867 0.891084 0.637475

0.387010 0.647327 0.106226
FExcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 SUCCESS
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 SUCCESS

Cuadro D.8: Resultados del NIST obtenidos del RGN basado en el sistema PWL 2x1.

P-Value P-Value P-Value
RNG PWL 4x1 (n = 164) (n = 1e°) (n = 186)
Frecuencia (monobit) 0.841481 0.083886 0.190196
Frecuencia (blogue) 0.819497 1.000000 1.000000
Runs 0.057380 0.000009 0.000000
Longest Run 0.000023 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.949536 0.199951 0.238095
Transformada discreta de Fourier 0.021781 0.705990 0.000048
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.000003 0.605253 0.935749
Prueba serial 0.712745 0.000033 0.000000

0.812251 0.044223 0.075816
Entropia aprorimada 0.012847 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.931330 0.056382 0.292977

0.975089 0.139002 0.356497
FEzcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 0.000000
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 0.000000

Cuadro D.9: Resultados del NIST obtenidos del RGN basado en el sistema PWL jx1.
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P-Value P-Value P-Value

‘ RNG PWL 2x2 (V1) (n — 164) (n = 165) (n = 1e6)
Frecuencia (monobit) 0.689157 0.125883 0.000025
Frecuencia (bloque) 0.894525 1.000000 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000000 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.037210 0.509536 0.293617
Transformada discreta de Fourier 0.581909 0.009803 0.000000

Plantillas de no-superposicion SUCCESS FAILURE FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.868349 0.232938 0.517092
Prucba serial 0.814738 0.000000 0.000000
0.527403 0.191221 0.069580

Entropia aprorimada 0.000000 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.849583 0.232058 0.000035
0.943118 0.217745 0.000046

FEzxcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 0.000000
FEzcursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 0.000000

Cuadro D.10: Resultados del NIST obtenidos del RGN basado en el sistema PWL 2z1.

P-Value P-Value P-Value
RNG PWL 2x2 (V2) (n = 154) (n = 165) (n = 166)
Frecuencia (monobit) 0.447255 0.785656 0.332046
Frecuencia (blogue) 0.900732 1.000000 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000002 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.374306 0.199620 0.033510
Transformada discreta de Fourier 0.021781 0.045251 0.000000
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.423067 0.444963 0.365196
Prueba serial 0.378448 0.000632 0.000000

0.116398 0.697999 0.303528
Entropia aprozimada 0.000000 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.656867 0.891084 0.637475

0.387010 0.647327 0.106226
FExcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 SUCCESS
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 SUCCESS

Cuadro D.11: Resultados del NIST obtenidos del RGN basado en el sistema PWL 2x2.

P-Value P-Value P-Value
RNG PWL 4x4 (n = 164) (n = 1e°) (n = 186)
Frecuencia (monobit) 0.936237 0.393208 0.219447
Frecuencia (blogue) 0.899204 1.000000 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000000 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.862457 0.429607 0.486254
Transformada discreta de Fourier 0.027638 0.034142 0.000000
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.157341 0.248492 0.366178
Prueba serial 0.178264 0.000000 0.000000

0.426779 0.320500 0.990061
Entropia aprorimada 0.000017 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.874256 0.618347 0.202009

0.805785 0.372302 0.337570
FEzcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 0.000000
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 0.000000

Cuadro D.12: Resultados del NIST obtenidos del RGN basado en el sistema PWL jx/.
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P-Value P-Value P-Value

‘ RNG Chua-Lorenz (n — 164) (n = 165) (n = 166)
Frecuencia (monobit) 0.535258 0.785656 0.793321
Frecuencia (bloque) 0.936282 1.000000 1.000000
Runs 0.132607 0.000000 0.000000
Longest Run 0.002515 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.587007 0.310099 0.445531
Transformada discreta de Fourier 0.646355 0.001724 0.003419

Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.910170 0.171255 0.681848
Prueba serial 0.026285 0.000000 0.000000
0.151131 0.010245 0.454524
Entropia aprorimada 0.000000 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.874256 0.847797 0.954761
0.475200 0.992505 0.993709

FEzxcursiones aleatorias 0.000000 SUCCESS SUCCESS

FEzxcursiones aleatorias variantes 0.000000 SUCCESS SUCCESS

Cuadro D.13: Resultados del NIST obtenidos del RGN Chua-Lorenz.

P-Value P-Value P-Value
RNG Chua-Saturada (n = 154) (n = 165) (n = 166)
Frecuencia (monobit) 0.289145 0.844562 0.824314
Frecuencia (blogue) 0.998282 1.000000 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000161 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.374306 0.393345 0.300675
Transformada discreta de Fourier 0.000000 0.000000 0.000000
Plantillas de no-superposicion SUCCESS FAILURE FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.543677 0.883706 0.190283
Prueba serial 0.000000 0.000000 0.000000

0.0000001 0.000000 0.000000
Entropia aprozimada 0.000000 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.373520 0.946993 0.831535

0.566584 0.797610 0.626481
FExcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 FAILURE
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 SUCCESS

Cuadro D.14: Resultados del NIST obtenidos del RGN Chua-Saturada.

P-Value P-Value P-Value

’ RNG Lorenz-Chua (n = 164) (n = 155) (n = 186)
Frecuencia (monobit) 0.123560 0.054522 -
Frecuencia (blogque) 0.952130 1.000000 -
Runs 0.026132 0.000000 -
Longest Run 0.000073 0.000000 -
Matriz binaria de rango 0.587007 0.973521 -
Transformada discreta de Fourier 0.581909 0.201659 -
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS -
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 -
Maurer - - -
Complejidad lineal 0.484284 0.651158 -
Prueba serial 0.427901 0.010710 -
0.398638 0.966217 -
Entropia aprorimada 0.001504 0.0000000 -
Sumas acumulativas 0.197884 0.051155 )
0.131536 0.087280 -
FEzcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 -
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 -

Cuadro D.15: Resultados del NIST obtenidos del RGN Lorenz-Chua.
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| RNG Lorenz-Saturada e | e | s,
Frecuencia (monobit) 0.207669 0.506640 -
Frecuencia (bloque) 0.966028 1.000000 -
Runs 0.000000 0.000000 -
Longest Run 0.000000 0.000000 -
Matriz binaria de rango 0.159044 0.821438 -
Transformada discreta de Fourier 0.520637 0.000554 -
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS -
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 -
Maurer - - -
Complejidad lineal 0.649483 0.688769 -
Prucba serial 0.000078 0.000000 -

0.022841 0.591671 -
Entropia aprorimada 0.000000 0.0000000 -
Sumas acumulativas 0.322973 0.411511 B
0.237514 0.850473 -
FEzxcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 -
FEzcursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 -

Cuadro D.16: Resultados del NIST obtenidos del RGN Lorenz-Saturada.

P-Value P-Value P-Value
RNG Saturada-Chua (n = 154) (n = 165) (n = 166)
Frecuencia (monobit) 0.389789 0.849515 -
Frecuencia (blogue) 0.964845 0.999902 -
Runs 0.553417 0.000554 -
Longest Run 0.004550 0.000000 -
Matriz binaria de rango 0.014014 0.053736 -
Transformada discreta de Fourier 0.142033 0.727669 -
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS -
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 -
Maurer - - -
Complejidad lineal 0.216866 0.606906 -
Prueba serial 0.091889 0.000154 -

0.087773 0.448865 -
Entropia aprozimada 0.000015 0.0000000 -
Sumas acumulativas 0.507320 0.886262 B

0.656867 0.985527 -
FExcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 -
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 -

Cuadro D.17: Resultados del NIST obtenidos del RGN Saturada-Chua.

RNG Saturada-Lorenz 5:\:‘11‘;2) f:‘f’i‘;?) E’;\iai‘;g)
Frecuencia (monobit) 0.825871 0.410968 -
Frecuencia (blogue) 0.987186 1.000000 -
Runs 0.904866 0.000833 -
Longest Run 0.000034 0.000000 -
Matriz binaria de rango 0.022669 0.521160 -
Transformada discreta de Fourier 0.581909 0.055460 -
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS -
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 -
Maurer - - -
Complejidad lineal 0.879372 0.951261 -
Prueba serial 0.721432 0.000525 -
0.853213 0.268962 -
Entropia aprorimada 0.000083 0.0000000 -
Sumas acumulativas 0.897326 0.615476 )
0.981486 0.436852 -
FEzcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 -
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 -

Cuadro D.18: Resultados del NIST obtenidos del RGN Saturada-Lorenz.
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‘ RNG Chua normalizado L1 z;\fll:i) f’;‘fi‘;?) fn"j;‘;g)
Frecuencia (monobit) 0.435391 0.293775 -
Frecuencia (bloque) 0.643782 1.000000 -
Runs 0.000003 0.000000 -
Longest Run 0.000001 0.000000 -
Matriz binaria de rango 0.374306 0.914976 -
Transformada discreta de Fourier 0.646355 0.245739 -
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS -
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 -
Maurer - - -
Complejidad lineal 0.049827 0.397046 -
Prucba serial 0.658155 0.000020 -

0.612659 0.271944 -
Entropia aprorimada 0.001525 0.0000000 -
Sumas acumulativas 0.373520 0.409259 B
0.769148 0.564830 -
FEzxcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 -
FEzcursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 -

Cuadro D.19: Resultados del NIST obtenidos del RGN hibrido.

RNG Chua normalizado L1 E:\;alliff) f;;‘;aizg) f:‘f‘;‘;g)
Frecuencia (monobit) 0.779478 0.964688 0.465390
Frecuencia (blogue) 0.656406 0.999997 1.000000
Runs 0.000075 0.000000 0.000000
Longest Run 0.005701 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.499514 0.532069 0.386459
Transformada discreta de Fourier 0.581909 0.172601 0.005583
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.757083 0.230983 0.896030
Prueba serial 0.165289 0.137839 0.000000
0.074344 0.794075 0.676384
Entropia aprozimada 0.006850 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.507320 0.971736 0.359726
0.759852 0.985527 0.642075
FExcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 SUCCESS
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 SUCCESS

Cuadro D.20: Resultados del NIST obtenidos del RGN Chua normalizado L1.

RNG Chua normalizado L2 5:\:‘11‘;2) f:‘f’i‘;?) E’;\iai‘;g)
Frecuencia (monobit) 0.509254 0.595237 -
Frecuencia (blogue) 0.999738 1.000000 -
Runs 0.000493 0.000000 -
Longest Run 0.000000 0.000000 -
Matriz binaria de rango 0.648387 0.127592 -
Transformada discreta de Fourier 0.713570 0.000101 -
Plantillas de no-superposicion SUCCESS FAILURE -
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 -
Maurer - - -
Complejidad lineal 0.868345 0.203638 -
Prueba serial 0.340255 0.000000 -
0.292651 0.440292 -
Entropia aprorimada 0.000055 0.0000000 -
Sumas acumulativas 0.629223 0.966707 )
0.857965 0.529633 -
FEzcursiones aleatorias 0.000000 SUCCESS -
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 SUCCESS -

Cuadro D.21: Resultados del NIST obtenidos del RGN Chua normalizado L2.
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‘ RNG Chua normalizado L3 z;\fll:i) f’;‘fi‘;?) z‘fi‘e‘S)
Frecuencia (monobit) 0.718847 0.130644 0.011281
Frecuencia (bloque) 0.984254 0.999113 1.000000
Runs 0.690108 0.544335 0.000000
Longest Run 0.000026 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.203766 0.607817 0.433315
Transformada discreta de Fourier 0.854380 0.884636 0.102376
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.783222 0.824869 0.770394
Prucba serial 0.685953 0.012470 0.000000

0.817120 0.740834 0.672000
Entropia aprorimada 0.000000 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.849583 0.186237 0.000000
0.999430 0.258072 0.000000
FEzxcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 0.000000
FEzcursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 0.000000

Cuadro D.22: Resultados del NIST obtenidos del RGN Chua normalizado LS.

P-Value P-Value P-Value
RNG PWL 2x1 (L1) (n = 154) (n = 165) (n = 166)
Frecuencia (monobit) 1.000000 0.017706 0.790239
Frecuencia (blogue) 0.999574 1.000000 1.000000
Runs 0.167587 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000271 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.439868 0.117778 0.213544
Transformada discreta de Fourier 1.000000 0.059263 0.000001
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS SUCCESS
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.985572 0.440131 0.342594
Prueba serial 0.928153 0.000054 0.000000

0.364227 0.014889 0.024402
Entropia aprozimada 0.000759 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.849583 0.029787 0.681092

0.849583 0.003925 0.451991
FExcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 0.000000
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 0.000000

Cuadro D.23: Resultados del NIST obtenidos del RGN basado en el sistema PWL 2x1 L1.

RNG Saturada 2x1 L2 5:‘:‘11‘;2) f:‘f‘i‘;?) E’;\iaizg)
Frecuencia (monobit) 0.368120 0.273890 0.005110
Frecuencia (blogue) 0.995030 1.000000 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000000 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.949536 0.114321 0.498481
Transformada discreta de Fourier 0.168669 0.009803 0.000000
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.496494 0.676858 0.462577
Prueba serial 0.667525 0.000000 0.000000
0.996921 0.366943 0.818518
Entropia aprorimada 0.000000 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.611031 0.513823 0.007803
0.193828 0.363968 0.008055
FEzcursiones aleatorias 0.000000 0.000000 0.000000
Excursiones aleatorias variantes 0.000000 0.000000 0.000000

Cuadro D.24: Resultados del NIST obtenidos del RGN Saturada 2x1 L2.
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‘ RNG Saturada 2x1 L3 z;\fll‘;i) f:;‘f‘i‘;?) fn"j;‘;g)
Frecuencia (monobit) 0.952156 0.436616 0.858723
Frecuencia (bloque) 0.994677 1.000000 1.000000
Runs 0.000000 0.000000 0.000000
Longest Run 0.000022 0.000000 0.000000
Matriz binaria de rango 0.949536 0.300632 0.137424
Transformada discreta de Fourier 0.168669 0.007591 0.000000
Plantillas de no-superposicion SUCCESS SUCCESS FAILURE
Plantillas superposicion 0.008551 0.000000 0.000000
Maurer - - 0.000000
Complejidad lineal 0.543677 0.514560 0.168613
Prueba serial 0.340255 0.000080 0.000000

0.884218 0.040825 0.961246
Entropia aprorimada 0.000005 0.0000000 0.000000
Sumas acumulativas 0.998832 0.817526 0.914406

0.993982 0.706355 0.765435
FEzxcursiones aleatorias 0.000000 SUCCESS SUCCESS
FEzxcursiones aleatorias variantes 0.000000 SUCCESS SUCCESS

Cuadro D.25: Resultados del NIST obtenidos del RGN Saturada 2x1 LS.



Apéndice E
Ponencias en congresos y estancia

En este apéndice se muestran las evidencias de la participacién en tres congresos: uno na-
cional y dos internacionales. Se participé en el XXIX SOMI CONGRESO DE INSTRUMEN-
TACI ON, realizado en Puerto Vallarta, Jalisco, México, del 29 al 31 de Octubre de 2014, en
la modalidad de ponencia del articulo titulado “Analisis de la simetria de un oscilador cadtico
basado en un algoritmo numérico de orden adaptivo”, cuyo articulo arbitrado fue incluido en
las memorias del evento. Ademas, se presenté el trabajo “Fault conditions of a simple chaotic
circuit under capacitor nonlinear effects” en el congreso internacional LATS 2015, realizado en
Puerto Vallarta, México del 25 al 27 de Marzo de 2015. Finalmente, se participé en el evento
internacional I CONGRESO INTERNACIONAL DE ROBOTICA Y COMPUTACION, reali-
zado en Los Cabos, B.C.S., México, del 28 al 30 de Abril de 2015, en la modalidad de ponencia
y se incluy6 el articulo arbitrado en las memorias del evento del trabajo titulado “Generacion
de rutas de exploracién utilizando un generador de ntimeros aleatorios cadtico”.

Por otro lado, se muestran las evidencias de la estancia de investigacion que se realizé en el
Departamento de Ingenieria de la Universidad de Ferrara, Italia. El proyecto de investigacién
se llevé a cabo bajo la asesoria y supervision del Dr. Gianluca Setti y el Dr. Fabio Pareschi,
especialistas en el tema.
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E.1. Publicaciones

CONGRESO
ECADET, " N DE
Y DESARROLLO TECNOLOGICO - / : 0 ‘ INSTRUMENTAC'ON

SOMI

- XXIX Edicién, Puerto Vallarta, Jalisco, México, octubre 2014

Analisis de la simetria de un oscilador caotico basado en un algoritmo
numeérico de orden adaptivo

C.H. Pimentel-Romero, J.L. Bueno-Ruiz, R. Huerta-Barrera, J.M. Mufioz-Pacheco, O.G. Félix-
Beltran, L.C. Gbmez-Pavén, A. Luis-Ramos

jesusm.pacheco@correo.buap.mx

Facultad de Ciencias de la Electréonica, Benemérita Universidad Autbnoma de Puebla,
Av. San Claudio y 18 Sur S/N Col. Jardines de San Manuel, Puebla, Pue., México.

RESUMEN

En este trabajo se presenta el analisis de simetria en el plano de fase de un oscilador
caotico de cuatro enrollamientos basado en una funcién saturada. El sistema caético se representa
mediante variables de estado y su solucién numérica se realiza mediante aproximaciones basadas
en el método numérico multipasos Adams-Moulton en un esquema de orden variable. Se verifica la
simetria del atractor cuantificando la evolucion de la trayectoria caética alrededor de sus puntos de
equilibrio lo que permite evaluar el impacto de las variaciones de los parametros del sistema
caotico. El célculo de error de truncamiento en cada iteracion determina el orden y el tamafio de
paso de integracion con el que se soluciona el sistema cadtico. Resultados de simulacién numérica
en MATLAB demuestran la aplicacién del andlisis propuesto.

PALABRAS CLAVE: Atractor, Funcién Saturada, Método Numérico, Multipasos, Oscilador Caético.

1 INTRODUCCION

Durante mas de una década se han investigado los sistemas dinamicos no lineales con
comportamiento cadtico para utilizarse en una variedad aplicaciones en diversos campos, como en
las matematicas, la fisica, la ingenieria, la economia, la sociologia, etc. [1-7]. Los sistemas cadticos
poseen comportamientos dinamicos complejos, es decir son sistemas deterministas a largo
término, su comportamiento es dificil de distinguir de un sistema aleatorio debido a que su espectro
de frecuencia es similar al del ruido blanco dentro de su ancho de banda, y son extremadamente
sensibles a las variaciones en los valores de sus parametros y de las condiciones iniciales [8].
Cuantitativamente el exponente maximo de Lyapunov es un signo definitorio de caos mientras este
tenga una magnitud positiva.

Las aplicaciones practicas de los sistemas caéticos Unicamente son posibles mediante la sintesis a
nivel circuito electrénico, es decir pasar de una representacién de variables de estado a un
representacion a nivel circuito y su realizacion experimental. Sin embargo, aunque existen diversas
técnicas para disefiar osciladores caéticos empleando una diversidad de dispositivos electrénicos
tales como diodos, amplificadores operacionales de voltaje, amplificadores operacionales de
transconductancia, incluso circuitos integrados; estos sistemas dependen de procesos de disefio a
la medida. Esto significa que cualquier cambio en las especificaciones del disefio repercute en un
proceso de redisefio completo. Adicionalmente, la distribucién uniforme en el espacio de fase de
las trayectorias del sistema caético son necesarias para validar disefios de atractores cadticos de
multiples enrollamientos, los cuales se han visualizado como posibles candidatos para incrementar
las caracteristicas de los sistemas cadticos y por ende sus aplicaciones. Por ejemplo se ha
demostrado que atractores cadticos de multiples enrollamientos pueden incrementar la caoticidad

1
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Fault conditions of a simple chaotic circuit under
capacitor nonlinear effects

Special Session: Issues in electronic design automation: Tolerance analysis and design verification

J.L. Bueno-Ruiz, C.A. Arriaga-Arriaga, G.V. Cruz-Dominguez, C.H. Pimentel-Romero, J.M. Mufoz-Pacheco*,
L.C. Gémez-Pavon, O. Félix-Beltran, A. Luis-Ramos
Facultad de Ciencias de la Electrénica,
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, Puebla, MEXICO
*Email: jesusm.pacheco@correo.buap.mx

Abstract—In this paper a tolerance analysis in the electronic
design of a simple chaos generator is reported. This simple
chaotic oscillator is composed by four resistors, three capacitors
and two opamps. A Verilog-A model for the opamps and
capacitors is used herein. For the opamp, the model contains
input impedance, finite bandwidth with a dominant pole and
voltage saturation effects. In case of capacitor, a nonlinear
model based on a varactor is considered, which includes the
charge-dependence with the voltage. By using H-Spice simulator,
the sensitivity of the chaos generation in the simple chaotic
oscillator as a function of the varactor is analyzed. Several H-
Spice simulations are given.

Index Terms—Chaos, Oscillator, Verilog, Nonlinear Capacitor,
Varactor, Modelling.

I. INTRODUCTION

Since early 90’s, with the work of Caroll and Pecora,
was demonstrated that chaotic behavior can be controlled [1].
Therefore, in the last two decades, circuit implementation
of various chaos generators has been of increasing interest,
specially by their applications in engineering like sigma-
delta modulators, random number generators, mobile robots,
motor drivers of electric vehicles, biological systems, secure
communications, etc. [2]. In this framework, a tendency is
to design chaotic oscillators with a reduced form factor, e.g.,
Piper and Sprott [3] propose a simple chaotic circuit composed
by four resistors, three capacitors and only two opamps.

It is well known that chaotic behavior is extremely sensitive
to small variations of its parameter and initial conditions. By
one side, variations in initial conditions conduct to multiple
trajectories in time domain, but all converge to the same
chaotic attractor in phase space domain. However, small
changes in its parameters can lead to different dynamical
behaviors in both domains, even, lose the chaotic behavior [4]-
[6].

In literature, the design of chaotic oscillators can be clas-
sified as custom-made designs due to their parameters were
tuned for a specific application, and any deviation of these,
has important issues such as multiple re-design cycles or to
destroy the chaotic regime [1]-[6]. So that, it is priority to
gain insight about the tolerances that causes fault conditions
in chaotic oscillators.

Therefore, this paper presents a tolerance analysis of the
system parameters in the Sprott’s simple chaotic oscillator [3].

Verilog-A is used herein to capture the high-level analog
behaviors focused in the second order effects of the circuit
elements [7]-[9]. First of all, the behavioral model for the
opamps includes input and output impedances, dominant pole,
gain-bandwidth product and saturation effects. Besides, for the
capacitors incorporates a nonlinear model based on a varactor,
which includes the charge-dependence with the voltage. In this
manner, the nonlinear capacitor model allow us to make a
swept on an specific voltage region in order to find the toler-
ances for the chaotic oscillator as a funtion of the maximun
capacitance change from nominal and the voltage change for
maximun capacitance. Verilog-A models are embedded into
the H-SPICE circuit simulator to perform a tolerance analysis
of the aforementioned cases.

The paper is organized as follows. The chaotic oscillator
is given in section II. Tolerance analysis by considering a
varactor is reported in section III. Finally, conclusions are
summary in section I'V.

II. A SIMPLE CHAOTIC OSCILLATOR

The model of the simple chaotic oscillator proposed by
Piper and Sprott can be written in terms of a state-variable
equations system [3]. In this context, the chaotic system is
given as follows:

T =y,
y o= z ey}
z = —Cxz— By— Az+ Csgn(z).

System (1) can be considered as a piecewise linear system
with three linear regions. For outer regions, where the state
variable xz is far away from the equilibrium point located in
the origen, the function signum is a constant. Meanwhile, the

inner region connects the two outer regions with
sgn(z) —z ~zfe, [z <e @

Consequently, chaotic system in (1) is transformed in

o=y,
v o=z 3
2 = (Cle)x — By — Az,

due to the constant term disappears. That chaotic system can
generate a chaotic attractor with two scrolls. From point of
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Generacion de rutas de exploracion utilizando un
generador de numeros aleatorios caotico

C.H. Pimentel-Romero*, J. M. Muiioz-Pacheco, O. G. Félix-Beltran, L. C. Gémez-Pavén
Facultad de Ciencias de la Electrénica BUAP, Puebla, Pue.
*Email: ceshugo.pro@gmail.com

Resumen—En este articulo se estudian verdaderos generado-
res de niimeros aleatorios (TRNG) basados en sistemas dindmicos
no lineales con comportamiento cadtico para generar rutas de
exploracion de un robot auténomo. Para esto se propone el
andlisis del sistema caético de dos enrollamientos del sist
de Chua, el cual es un sistema cadtico basado en una funcion
lineal a tramos (PWL). Posteriormente se disefia un TRNG con
el oscilador caético de Chua y se demuestra que es requerido un
post procesamiento (técnica de Von Neumann) para optimizar la
aleatoriedad en la generacion de bits y asi obtener un porcentaje
de cobertura mayor en el drea establecida.

Keywords—Caos, criptografia, generador de niimeros aleatorios
(RNG), robots auténomos, planeacion de rutas, circuito de Chua.

1. INTRODUCCCION

Durante mds de una década se han investigado los siste-
mas dindmicos no lineales con comportamiento cadtico para
utilizarse en una variedad de aplicaciones en diversos campos,
como lo son las matemdticas, la fisica, la ingenieria, la
economia, la sociologia, etcétera [1-7].

Los sistemas cadticos son sistemas dindmicos extremada-
mente sensibles a las variaciones en las condiciones iniciales,
es decir, pequefias variaciones en dichas condiciones iniciales
implican grandes diferencias en el comportamiento futuro.
Ademads, el comportamiento de estos sistemas es dificil de
distinguir de un sistema aleatorio, lo que los convierte en
sistemas dificiles de predecir [8].

Por otro lado, el disefio de robots auténomos es vital
para la exploracién de espacios reducidos y peligrosos para
la intervencion humana [3]. Existen muchas aplicaciones en
las cuales se necesita cubrir grandes dreas, que van desde la
exploracion de tineles en excavaciones arqueoldgicas, explo-
racién de planetas, deteccién de minas en misiones militares,
o robots auténomos mds simples como aspiradoras, cortadoras
de césped o incluso juguetes [2, 5, 6].

Es asi como surge la idea del diseiio de robots auténomos
que describan trayectorias Optimas para realizar tareas de
exploracion buscando maximizar la eficiencia de busqueda,
mediante las caracteristicas antes mencionadas de la sefial
cadtica [1-7].

En robética, el primer robot mévil que pudo seguir una
trayectoria cadtica fue propuesto por Nakamura y Seikikuchi,
donde fue usada la ecuacién de Arnold para generar los
movimientos deseados [S]. Investigaciones posteriores acerca
de la generacion de trayectorias cadticas usando la ecuacion de
Lorenz, Hamilton, Van der Pol, Chua y basada en una funcién
saturada se muestran en [1, 2, 5-7]. Sin embargo, el estudio de

otros generadores cadticos para la eficacia de las trayectorias
es un problema abierto.

Debido a que la caracteristica mds importante que deter-
mina el éxito de estos sistemas robdticos es el método para
planear las trayectorias, la investigacion se enfoca en proponer
técnicas para generar rutas de exploracién que permita analizar
la eficiencia y la aleatoriedad en la exploracién del espacio de
busqueda.

Existen bédsicamente dos tipos de generadores utilizados
para producir secuencias aleatorias: Generadores de nimeros
aleatorios (RNGs') y generadores de niimeros pseudoaleatorios
(PRNGs?). Los generadores RNG utilizan generalmente una
fuente no determinista (fuente de entropia) junto con algu-
na funcién de procesamiento para producir aleatoriedad. La
fuente de entropia consiste tipicamente de alguna cantidad
fisica, como el ruido en un circuito eléctrico, procesos de
interrupcién por parte del usuario (por ejemplo, pulsaciones
de teclas o movimientos del mouse), los efectos cuanticos
en un semiconductor o utilizando diversas combinaciones de
las entradas antes mencionadas. Un PRNG utiliza una o mds
entradas y genera multiples nimeros “pseudoaleatorios”. A
las entradas de un PRNG se llaman semillas. En contextos
en los que hace falta la imprevisibilidad, la semilla misma
debe ser aleatoria e impredecible. De ahi que, por defecto,
un PRNG deberia obtener sus semillas a partir de las salidas
de un generador de nimeros aleatorios; es decir, un PRNG
requiere un RNG. Los nimeros aleatorios y pseudoaleatorios
generados para aplicaciones criptograficas deben ser aleatorios
e impredecibles [9].

Con base en lo anterior, en este trabajo de investigacion
se presenta el disefio de un generador de nimeros aleatorios
basado en el sistema caédtico de Chua. En este caso, para
incrementar la eficiencia del generador y evitar la generacion
de bits repetidos se utiliza la técnica Von Neumann. Como
resultado, el generador de bits aleatorios incrementa su porcen-
taje de cobertura en un espacio definido de 30 x 30 unidades
normalizadas.

II. CirculTO DE CHUA

El circuito de Chua consta de cinco elementos: una resis-
tencia lineal, un inductor, dos capacitores y una resistencia no
lineal conocida como el diodo de Chua, (ver figura 1). Este
puede ser modelado por medio de variables de estado de la
siguiente forma:

TRNGs por sus siglas en inglés: random number generators
2PRNGs por sus siglas en inglés: pseudorandom number generators
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